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Resumo

Aguiar Jr.,Diéscoros BritoTempo de Sobrevivéncia em um Modelo Estocas-
tico para Evolucao de EspéciesGoiania, 201458p. Dissertacao de Mestrado.
Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Neste trabalho, vamos considerar dois modelos estocasticos para evolucédo de espécies.
No primeiro, nascimentos e mortes ocorrem com probabilidades constantes. Cada espécie
nova é associada a uma aptiddo que provém de uma distribuicdo uniforme em [0,1]. Toda
vez que ocorre um evento de morte, a espécie que morre € a que tem a menor aptidao.
Mostraremos que existe uma rapida transicdo de fase quando a probabilidade de nasci-
mento € maior do que a probabilidade de morte. O conjunto de espécies com aptidao
maior que uma aptidao critica se aproxima de uma distribuicdo uniforme. Por outro lado,
todas as espécies com a aptiddo menor que a critica desaparecem apés um tempo aleatoério
nito. No segundo modelo, uma nova espécie nasce comltaxanorre com taxa. Um

namero aleatério, oriundo de uma distribuicdo dadé associada com cada nova espécie

e € assumida como sua aptidao, no seu instante de nascimento. Da mesma maneira do pri-
meiro modelo, toda vez que ocorre um evento de morte, a espécie que morre € a que tem
a menor aptiddo. Iremos considerar o tempo de sobrevivéncia (aleatorio) de uma espécie
com uma aptidao dadalremos mostrar que a distribuicdo do tempo de sobrevivéncia
depende crucialmente de quarfde f; , f = f; ouf > f;, ondef. € uma aptidao critica
calculada explicitamente.

Palavras—chave
Modelo de Sobrevivéncia, Evolugcéo, Cadeia de Nascimento e Morte



Abstract

Aguiar Jr.,Diéscoros BritoSurvival time in a Stochastic Model for species
evolution. Goiania, 201458p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

In this work, we will consider two stochastic models for evolution os species. First, births
and deaths of species occur with constant probabilities. Each new species is associated
with a tness sampled from the uniform distribution on [0,1]. Every time there is a death
event then the type is killed is the one with smallest tness.We show that there is a sharp
phase transition when the probability is larger than the death probability. The set of species
with tness higher than a certain critical value approach an uniform distribution. On the
other hand all the speces with tness less than the crital disappear after a nite (random)
time. The second model, we consider a stochastic model for species evolution. A new
species is born at rate and a species dies at rgie A random number, sampled from

a given distribution F, is associated with each new species and assumed as its tness, at
the time of birth. Likewise the rst model, every time there is a death event, the species
that is killed is the one with the smallest tness. We consider the (random) survival time

if a species with a given tnest We show that the survival time distribution depends
crucially on whethef < f¢ , f = fo orf > f; wheref. is a critical tness that is computed
explicit.

Keywords
Death and Birth Chain, Survival Model, Evolution
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CAPiITULO 1

Introducao

Um modelo de evolucao de espécies é uma formalizacdo matematica para uma
série de estudos do meio ambiente onde em geral, se estuda a sobrevivéncia e morte de
espécies, que nas palavras de Darwin, € a selecdo natural das espécies que se adaptam
melhor ao meio ambiente.

Os artigos a seguir provém basicamente do modelo de Bak-Snefjpeuiih
modelo proposto em 1993, onde um numero xo (N) de espécies, distribuidas em
um circulo, cujas aptiddes associadas provém de uma distribuicdo unforme em [0,1]. A
aptiddo de uma espécie € um numero aleatorio associado a cada espécie no sentido que
esta denota o quao a espécie é forte. Além disso, em cada tempo discreto, dentre o nimero
X0 de espécies, a espécie que tiver a menor aptiddo morre e além disso, as espécies
vizinhas a esta (que estdo imediatamente a esquerda e a direita) sdo trocadas por espécies
cujas aptidoes sdo de mesma distribuicdo das aptiddes originais.

Tal modelo foi bastante difundido na sociedade matematica e inUmeros modelos
de evolucdo provém deste. O primeiro texto a ser abordado € baseado neste, mas com
diferencgas signi cativas,como o numero de espécies ndo sendo xa e ndo havendo uma
interacdo entre as espécies vizinhas que tem a menor aptidao, apenas a espécie que tem a
menor aptiddo morre, sem reposicao.

Entretanto, as espécies que tem a aptidao €ritsd), onde fc € um valor
critico, tem uma distribuicdo assintética uniforme, e espera-se que ocorra 0 mesmo
comportamento no modelo de Bak-Sneppen ainda que ndo tenha sido provado.

O segundo texto, € uma continuacdo do primeiro, pois € um modelo mais
completo, em tempo continuo e além disso, usa-se o0 primeiro texto para provar uma
proposicao particular deste.

Este texto foi organizado em ordem cronoldgica.O primeiro argdtochastic
Model of Evolutiof[8]), produzido por Guiol, H., Machado, F., Schinazi, R. € um modelo
de sobrevivéncia que ocorre em tempo discreto. Faremos uma abordagem no Capitulo 3

O segundo textaDn A Link Between A Species Survival Time In An Evolution
Model And The Bessel Distribuitiofj8]), produzido por Guiol, H., Machado, F., Schi-
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nazi, R. € um modelo de sobrevivéncia que ocorre em tempo continuo. Faremos uma
abordagem no Capitulo 4.

No capitulo 5, temos algumas simula¢cdes dos modelos acima, onde vemos que
os resultados tedricos sdo compativeis com os resultados obtidos nas simulacdes.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Introducéo

Os resultados enunciados séo encontrados @rid],[6],[ 14],[3],[11]).

Considere uma aplicacdo que associa a ea@aW uma funcdo real de um
parametro t pertencente a um conjubt¢em geral, associado ao tempo). Cria-se desta
maneira uma familid&d de funcdes de¢, t 2 t. Este mapeamento chama-se processo
estocastico. Em outras palavras, um processo estocastico € uma aplicacdo de nida por

X:wW! F
w 71 X(t;w); t2t

Pensando assim, um processo estocastico € uma funcao de duas vargteis
cujos dominios sdVe R, respectivamente. Cada funcao pertencente a famiiaima
realizacdo do processo estocastico. Formalizando :

De nicdo 1 Um processo estocastico X f X(t); t 2 tg € uma colecdo de variaveis
aleatorias. Isto €, para cada2 t, X(t) € uma variavel aleatéria. Frequentemente, t é
interpretado como tempo e X(t), nesse caso, € o estado do processo no tentpé anse
conjunto enumeravel, X é um processo estocastico a tempo discreét@. 8a conjunto

ndo enumeravel, nés chamamos o processo de processo estocastico a tempo continuo.

Observacéo 1Da de nicao acima segue:

i) Interpretando t como o tempo e X(t) como estado do processo de nimos E
como o conjunto de todos os estados possiveis do processo. E € chamado espaco de
estados.

i) Um processo estocastico a tempo discreto é também chamado sequéncia
aleatédria e € denotada pdrX,;n= 1;2;:::0.
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Exemplo 1 Seja X(t) o niumero de eventos que ocorrem em [0,8. XX (t);t 2 Rg é um
processo estocastico a tempo continuo.

Exemplo 2 Sejam X;Xo;::: variaveis aleatorias independentes e identicamente distri-
buidas conP(Xp= 1)= peP(Xp= 1)=1 p,8n.Dena

S= X1t i+ X n=12:eS=0:

A colecao de variaveis aleatérias=Sf S,;n  0g é um processo estocastico chamado
passeio aleatério simples em uma dimensao.

2.2 Processo de Poisson

2.2.1 De nicoes preliminares

Suponha que um experimento se inicia no terhpo0. Eventos de um tipo
particular ocorrem aleatoriamente, a primeira ocorréncia acontece no in3iarde
segunda no instant® e assim por diante. A variavel aleatofiadenota o instante de
tempo da? ocorréncia do evento, e os valotede T (i = 1;2;:::) sdo chamados pontos
de ocorréncia.

SejamZ,=T, T, 1eTg=0.

A variavel Z, denota o tempo entre(@ 1)2 ocorréncia e a? ocorréncia do
evento. A sequéncia de variaveis aleatofidg,n  1g ordenadas é chamada processo
entre chegadas. Em particular, se todas as variaveis aleafyrisdo identicamente
distribuidas e independentes, enigpé chamado processo de renovagdo ou processo
recorrente.

Note queT, = Z; + :::+ Z, ondeT, denota o tempo até a ocorrénciarda@vento.

A sequéncid T,;n Og é chamada processo de chegada.

2.2.2 Processo de contagem

Um processo aleatoriioX(t); t  0g € chamado processo de contagenX &g
representa o numero total de eventos que ocorreraff;¢m
Um processo de contagex{t) satisfaz as seguintes condi¢des :

i) X(t) 0eX(0)=0.
i) X(t) é valor inteiro.
i) X(s) X(t) ses< t.
iv) X(t) X(s) éigual ao numero de eventos que ocorreran{€th



2.2 Processo de Poisson 14

2.2.3 O processo

De nicdo 2 Uma funcéo g é dita ser(b) se é uma funcéo de h que vai para zero mais

rapido que h, isto é,

o) _ . g(h) _
L

Observacéo 20(h) satisfaz as identidades

i) o(h)+ o(h) = o(h),
i) ao(h) = o(h) para toda constante a.

De nicdo 3 Um processo de contageinX(t);t 0g é dito ser um processo de Poisson
comtaxd ;| > Ose

i) X(0)=0,

i) X(t) tem incrementos estacionarios e independentes,
i) P(X(h)y= 1) = | h+ o(h),

iv) P(X(h) 2)= o(h).

Observacéo 3Das condi¢des iii) e iv)

P(X(h)= 0)= 1 | h+ o(h):

Ou seja, a probabilidade de nenhum evento ocorrer em qualquer intervalo
pequeno aproxima-se 1 quando a duracao do intervalo aproxima-se de zero.

De nigdo 4 Um processo de contagefiX(t);t 0g € dito ser um processo de Poisson
comtaxd ,| > Ose

i) X(0)=0

i) X(t) tem incrementos independentes,

iii) O numero de eventos em qualquer intervalo de comprimento t tem distribuicdo de
Poisson com médikt, isto é, para todo;d > 0,

It(| t)n -

PX(t+s) X(s)=n)= =012

Temos que as de ni¢cdes 3 e 4 sdo equivalentes.
2.2.4 Processos de Markov

De nicdo 5 Um processo aleat6ribX(t);t 2 tg € dito ser um processo de Markov se

PX(th+1)  Xn+ 1) X(t1) = X1; X(t2) = X2;::05 X(th) = Xnl
= PX(th+ 1 Xn+ 1jX(tn) = Xn)] (2-1)
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para qualquer escolhadg & t <:::< th < the1.

Em particular, sd X(t);t 2 tg € um processo com espaco de estados discretos
temos uma cadeia de Markov.

Uma cadeia de Markov a tempo discréd,;n 0g € um processo estocastico
fX,;n  Og que satisfaz

P(Xa+1= JjX0 = i0;::5% = 1n) = P(Xn+ 1= )% = in): (2-2)

para qualquer escolha de estadps;:::;in; j.
As equacbes acima sao chamadas propriedades de perda de memoria.

2.3 Processo de Poisson em duas dimensodes

Vamos construir um conjunto aleatério é¥. Vamos comecar com uma parti-
cdo deR? em retangulos nitos. Denote pgh;j a area de\.. NOs temos

S . . e
onde  signi ca unido disjunta.
Para cada, sejaY; uma variavel aleatoria de Poisson com esperapgg. Isto
é,

e AI(jA K.
ki '
Assuma que as variaveis aleatorias de nidas acima, sao independentes. Fi-
nalmente, para cadiaconsidere uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes
(Ui;j)j 1 uniformemente distribuidas efq

P(Y = K) =

JAV Ajj
PUi:j 2 (A\ A))= ———:
(Ui;j 2 (AN A)) Al
O conjunto aleatério de interesse € :
Y,
S:[ [ fUi;jg;

i2Zj=1
2 _

onde usamos a convenga(?: 1fUi;jg = 0. Em outras palavras, colocam¥spontos

independentes uniformemente distribuidos nos retandwlos

De ni¢do 6 Para cada conjunto mensuravel AR?, de na M(A) sendo o nimero de
pontos do conjunto 'SA.
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2.3.1 Projecbes

Suponha que a medida aleatdvi§ ) descreva o processo bidimensional de pa-
rametro 1. Agora iremos construir um processo unidimensional de Poisson de parametro
| como funcédo déM( ). Para cadaintervalo R de nimos

N(Y= M [0:1]):

Em palavras, o numero de pontosMé ) no intervalo | sera 0 mesmo que o
namero de pontos no retangdlo [0;1 ] paraM( ). E a mesma coisa quando se projeta
os pontos da faix® [0;1 ] emR.

Algumas propriedades :

i) O processd\( ) de nido acima € um processo unidimensional de parametro
i) Seja | um intervalo nito. O evento "Dois pontos do processo bidimensional séo
projetados sobre um Unico ponto de |I" tem probabilidade zero.

2.4 Passeios aleatorios

De nicdo 7 Sejam X,X,... varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribui-
dastaisque EXjj< +¥.Sejag=ce

n
S=S+axX;n L
i=1
O processd S;;n 0g é chamado passeio aleatério. Em particular,Re = 1) = p e
P(Xi= 1) =1 p= gtemos um passeio aleatério simples.

De nicdo 8 Seja um passeio aleatério, ondg Si. O tempo de primeira passagem é
de nido por

Tik=minfn> 0:§, = kg:

Quando = k, a variavel aleatoria Ik € chamada tempo de recorréncia de k. Neste caso,
escrevemos simplesmente T

Uma propriedade interessante do tempo de primeira passagem no caso de pas-
seios aleatoérios simples é que 0s passos ap0s a primeira passagegnimependente
das passagens anteriores.

De nicdo 9 Sejam X; Xp; ::: uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes. Uma
variavel aleatéria N é dita tempo de parada para esta sequéncia se o eMdntong é
independente depX1; Xh+ 2;::: paratodo n=1,2,...
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Teorema 2.1 (Equacao de Wald) Sejam Xo;::: variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.), tais qup<gE< +¥ e N um tempo de parada para
X1; Xo;::::com GNj < +¥ . Entdo

" #
X = E[N]E[Xa]:

Qo=

E
1

Prova Ver ([19]).

A partir dessas de ni¢des, chegamos aos seguintes resultados:

Teorema 2.2 Seja § 0 passeio aleatdrio simples apresentado na De nigad\ distri-
buicédo de $é dada por:
(
P(S= K=

+ K k
ok Pz gz sen+kforpar;
2

0; caso contrario

Prova Ver ([7]).

Teorema 2.3 (Principio da Dualidade) Seja S0 passeio aleatério simples apre-
sentado na De nicdo7. Entdo (Xi;:::;X,) tem a mesma distribuicdo conjunta de

(Xn; Xn 157155 X1).

Prova Ver ([7]).

Teorema 2.4 (Principio de Re exao) Seja,® passeio aleatério simples apresentado na
De nicdo 7. Se x e y sdo positivos entdo o numero de realizac6€8; depara (n;y) que
tocam o eixo x é igual ao numero de realizagbe¢@le x) para(n;y).

Prova Ver ([7]).

Teorema 2.5 (Teorema do Primeiro acerto) Seja 8 passeio aleatorio simples apresen-
tado na De nicdo7.Suponha &= 0.Tome b> 0. Entéo:

P(Top=n) = t—r)]P(Sn = b)

Prova Ver ([7]).
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2.5 Cadeia de Markov a tempo continuo

De nicdo 10 Considere um processo estocastico a tempo contingof¥;g; o com
espaco de estados E nito ou enumeravel. X € uma cadeia de Markov a tempo continuo
Se e somente se

PX+s= jjiXs= ;X4 = X0 u< g = PX+s= jjXs= il:

Além disso, se a probabilidade de transicao entre dois estados depende somente
do intervalo de tempo no qual ocorre a transicao e nao dos instantes de tempo nos quais a
cadeia ocupa estes estados, isto €,

PX+s= jjXs= 1] = R:j(1);

entdo esta cadeia de Markov € homogénea.

2.5.1 Estrutura de uma cadeia de Markov a tempo continuo

De nicdo 11 Para uma Cadeia de Markov a tempo continuo de na
wi(w) = inffs  0; tal que %+ s(W) 6 X (W)g:

w; é o0 periodo de tempo que a cadeia permanece no estado que ela ocupa no instante t.

2.5.2 Classicacao de estados

i) i serd chamado de estado instantane®(sg = 0jX; = i) = 1: Neste caso a cadeia
ca no estada somente no instante em que ela chegou.
i) i sera chamado de estado absorvent(sg < ¥ X = i) = 0. Neste caso, a cadeia
permanece empara sempre.
iil) i serd chamado de estado estavePe< w; < ¥jX = i) = 1.

Toda vez que a cadeia chega num estado estavel, ela ca nele um periodo de tempo nito.

Teorema 2.6 Sejaf X;g: o uma cadeia sem estados instantaneos. Para tdd e todo
t 0,
Pw;> ujX%=i)=e 9% u 0

para algum numero;@ [0;+¥).

Sejaf X;g: o uma cadeia com estados estaveis. Delpa instante de tempo no
qual a cadeia muda de estado p&laez. Escrevdp = 0 por conveniéncia. Temos:
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) 0=To< Ty<:ii< Tp<:
ii) Denotando polY, o estado visitado pela cadeiamfatransicao que ela faz

X =Yy Th t< Thea!
Nesse caso :

a) Yo € o estado inicial

b) wo= Ty,

c) Tij[Yo = i] tem uma distribuicdo exponencial de paramegro

d) Thr1= Ta+ wr,;

e) Tn 1 Tnj[Yn= i] tem uma distribuicdo exponencial de parametro

2.6 Processo de nascimento e morte

Uma cadeia de Markov a tempo continuo com estados 0, 1 ,2,... para a qual

R;j(t)= 0; seji jj>1

€ chamada processo de nascimento e morte. Em outras palavras, um processo de nasci-
mento e morte € uma cadeia de Markov a tempo continuo com estdlj@s: 0 para a

gual as transi¢cdes do estadocorrem apenas para o estadol ou para o estadio 1.

O estado do processo € usualmente visto como o tamanho de alguma populacao e incre-
mentar 1 signi ca ocorrer um nascimento e diminuir 1 signi ca ocorrer uma morte. Seja

| i ey dados por

[i = Qiji+1;
M = Ci;i 2

Osvalored ;i Ogefp;i 1gsaochamados de taxas de nascimento e taxas
de morte, respectivamente.

Agora, vamos enunciar alguns resultados de andlise que serédo usados no decorrer
do texto.

Teorema 2.7 (Teorema de Fubini-Tonelli)SejafR R! R uma fun¢éo continua, tal
gue as integrais abaixo convirjam

Z+¥Z+¥. . Z+¥Z+¥. -
. jf(xy)jdxdy e ¢ v jT(xy)jdydx

Entdo, as integrais iteradas da f convergem e
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Z.,yZ,y Z . yZ,y
f(xy)dxdy= f(xy)dydx
¥ ¥ ¥

Prova Ver ([3]).

Corolario 2.8 Se as funcbes,f R! R sdo ndo-negativa8 n,x, entdo

Z Z
A fa(dx=  § fa(x)dx

Prova Ver ([3]).

Teorema 2.9 (Derivacéo termo a termo)Sejaf f,g uma sequéncia de funcbes deriva-
veis no intervalo [a,b]. Se para um certoZc[a,b], a sequéncia numéricaf,(c)g con-
verge e se as derivadaﬁ0 ¢onvergem uniformemente em [a,b] para uma funcéo g, entdo
f f,g converge uniformemente em [a,b] para uma funcéo derivavel f, tal &aegf

Prova Ver ([11]).

Corolario 2.10 (Derivagao termo a termo para séries)Se a sériej fx, de aplicacdes
derivaveis f:[a;b]! R, converge em um pontoZ[a,b] e a séried flf das derivadas
converge de modo localmente uniforme em [a,b], para a somaégflf, entdo tem-se
convergéncia localmente uniforme=f§ fx em[a,b], asoma f[a;b]! R é diferenciavel
ef= g.

Prova Ver ([11]).
O teste a seguir € uma boa forma de mostrar que uma série de fungdes converge
uniformemente.

Proposicéo 2.11 (Teste de Weierstrassye para cada k2 N e cada x2 [a;b], tem-se
jfk(X)j  cx; onded cx € uma série convergente de numeros reais positivos, entao a serie
a fk, cujos termos séo aplicacbeg:fa;b]! R, converge uniformemente drn

Prova Ver ([11]).



CAPiTULO 3

Um modelo estocastico de evolucéao

3.1 Introducéo

Este artigo foi produzido originalmente poBJjGuiol, H.; Machado, F.; Schi-
nazi, R..

Considere um modelo a tempo discreto que comeca do conjunto vazio. Ou seja,
para cada instante 1, com probabilidad@ temos um nascimento de uma nova espécie
e com probabilidadg= 1 ptemos a morte de uma espécie (se o sistema néo estiver
vazio). Assim, o nimero total de espécies vivas no tem@am passeio aleatorio sobre
0S numeros inteiros positivos, onde cada salto ocorre para a direita com probabilidade
p e para esquerda com probabilidaglesalientando que os passos sdo de uma em uma
unidade, tanto para a direita quanto para a esquerda. Além disso, este passeio possui uma
barreira em 0, ou seja, se 0 passeio estiver em 0, este se mantém em 0 com probagbilidade
e vai para 1 com probabilidage Cada nova espécie € associada a um numero aleatorio.
Este numero provém de uma distribuicdo uniforme[€ri]. Além disso, tal nUmero é
associado a esta espécie como a aptiddo da mesma, esta aptiddo mede o quao forte € esta
espécie no sistema. Estes numeros aleatorios séo independentes entre si e de todo o resto
do processo. Toda vez que ocorre um evento de morte, entdo a espécie que morre € a de
menor aptidao.

Tomep2 (3;1) ede na

fe:= 1Pp
p

Temosf: 2 (0;1). SejamL, e R, 0s conjuntos de espécies vivas no temjgojas
aptiddes sdo menores e maiores dyeaespectivamente. Como cada aptidao aparece no
MAaximo uma vez quase certamente, podemos identi car cada espécie com sua aptidao e
pensar enb, € R, como conjunto de pontos ef@; fc) e (fc; 1), respectivamente. Sgjaj
0 numero de elementos do conjurtocAlém disso, considere a seguinte de nigéo:

De nigdo 12 Em uma cadeia de Markov, um estado i € recorrente nulo se a probabili-
dade desta cadeia retornar ao estado i, dado que ela comecou pot, parém sendo o
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tempo esperado desta passagem in nito.

Agora estamos em condi¢des de enunciar os principais resultados deste capitulo.

3.2 Resultados principais
Teorema 3.1 Assuma que p % Tome §= 1Tp'

a) O numerojL,j de espécies cujas aptiddes sdo menores gue Uma cadeia de
nascimento e morte recorrente nula. Em particular, o conjuni@ kvazio in nitas
vezes com probabilidade um.

b) Tome < a< b< 1, entdo

1 e N
limy EJRn\ (ab)j= p(b a) g:c:

Em palavras, temos uma transicdo de fase na aptfddblenhuma espécie
com aptidao inferior &; pode sobreviver para sempre. Por outro lado, as aptiddes sdo
assintoticamente uniformemente distribuidas(égml).

Temos que quanto maior for o valpr mais receptivo a novas espécies sera o
meio ambiente. S@ esta proximo de 0.5, entéig esta proximo de 1 e assim, apenas
espécies com aptiddes elevadas irdo sobreviver. Por outro lagesté proximo de 1,
entdof; esta préximo de 0 e assim, até as espécies com aptiddes relativamente pequenas
podem sobreviver.

a) A prova do Teorema.1a) decorre diretamente da seguinte proposicao () [

Proposicédo 1 Uma cadeia de nascimento e morte é recorrente nula se e somente
se

o OkOk 1Q1 —+¥eld Pi 1Pi .2.1.51p0 -+ ¥
k 1 PkPk 1::P1 i1 Gidi 101
onde p= p(i;i+ 1) eq = q(i;i 1) séo as probabilidades da cadeia ir do estado

iparai+ 1,edeiparai 1respectivamente.

Prova Temos que a cadeig,,j aumenta uma unidade com probabilidaole
e decresce uma unidade com probabilidade @. Temos quepf: = plTp =
1 p.Portanto

1 p8i2N;
1 p8i2N:

Gi
Pi
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Logo, para esta cadeia os somatoérios acima divergem e gkgjr@,uma cadeia de
nascimento e morte recorrente nula.

b)
Prova Sejat, 0 nUmero de vezds n para o qualy é vazio. Isto é,

th=jf1 k n:Lg= 0gj:

Vamos mostrar que, dado> 0 , t, < n%>* €g:c: paran su cientemente grande.

O passo principal provém do seguinte Lema.

v

Figura 3.1: Um exemplo de realizacéo do processo, onde em n=10,
temosip= 4.

Lema 3.2 Existem constantes positiva%e D tais que para tode> 0 temos

P ty> 0% pe ar:
pfc

Prova do Lema
Comecamos do conjunto vazio.Se a primeira espécie aparece no tempo

k, entdo temok 1 fracassos até aparecer o primeiro sucesso. Portanto, este tempo
aleatério, denotado pdBg, satisfaz uma distribuicdo geométrica cuja esperanﬁ e

Entao:
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Go=minfk 1:Ly6 0g:

De na

Ei1= minfk Gp:Lyx= 0g:

Assim, E; € o tempo que leva comecando no tentgpparajlL,j retornar a 0.
Geralmente, de nimos para 1

Gi= minfk Gp+ E1+::+Gj 1+ E:L¢6 Og

Eiv+1=minfk Go+ E1+ ::+ E+ Gj:Lx= 0g:

Note que(Gi)i o e (Ej); 1 s@o duas sequéncas de varaveis aleatdrias indepen-
dentes e identicamente distribuidas. Além disgosegue uma distribuicdo geométrica
com esperangglf—c. Sejak, 0 numero de vezes qug atinge o conjunto vazio até o tempo
n:

kn=if2 k n:jle 1j= 1ejLy= Ogj

Isto é,k, conta 0 nimero de vezes quevai de uma para nenhuma espécie, com
k n.Note que sé&, =0, entdd, Gp.SejaC= ﬁ Agora computamos

P(tn > Cn0:5+e) P(tn S Cn0:5+ e;kn < n0:5+e)+ P(tn S Cn0:5+ e;kn no;5+e)
P(tn > Cn015+ e,kn < nO:5+e)+ P(kn nO:5+e):

Parak, 1,temos
Go+ G1+ Gk, ; th Go+ i+ Gy, (3-1)
e parak, = 0, temod, Gg. Assim
P(th > Cn”>* & ky < n%°*€)  P(Go+ Gy + i+ Gy, > Cn¥>"®);

ondem, é a parte inteira da®°* €. A desigualdade acima faz sentido, poiskse n%>*¢,
temosk, = j, para algum = 1;:::;m,. Da desigualdade3(1), temos

ftn> CI°* & k< N®*€g f Go+ Gi+ i+ G; > Cn”>* ¢y
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f Go+ Gi+ i+ Gy, > Cn¥*eg:

Agora, o valor esperado d&éy+ G+ 1+ Gy, € "B—’f'cl. AssimGy;:::; Gy satisfaz
as condi¢Oes da Proposicda 1), que implica A-2). Entédo exista > 0 tal que

P(Go+ G1+ =i+ Gy, > Cr?5*8) g am g a(™© 1), (3-2)

Vamos trabalhar com o segundo termo da desigualdade. Note gHesa®
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, e que parak 1
todas sdo menores que De fato, suponha quieE; = ng, entdok, = 0, pois teriamos
Go+ E1 n+ 1,isto é, a partir d&p, temos pelo menos uma espécie viva no sistema até
0 tempon. Logo,

P(kyn n%*®) P(Er< nEx< m;:Em, 1< n)= P(Er< n)™ L

Para estimaP(E; < n), iremos comparajl,j a um passeio aleatério simétrico
simplesW, ( onde o passeio salta uma unidade para a direita ou uma unidade a esquerda
com probabilidade 0.5 a cada passo). Vamos condyia partir dejL,j apagando os
passos em quig,j ndo muda. Se por exemplo, tivermiagj = jLoj = O,jL3j = jLaj= 1
ejLsj = 2 entdo de nimosMV, = 0, W = 1 eWs = 2. Fazendo assim, construimos um
passeio aleatério simétrico que visita 0s mesmos lugares ( ha mesma ordefjb)j que
mas em menos tempo. Assily, leva mais tempo de 1 para 0 do Qe SejaTp 0 tempo
gqueW, leva para atingir 0. Temos

Plkn n%%) PEi<n™ bt PyTo<n)™ &

Temos quePi(To  n) é aproximadaement®i- (Capitulo 3, B]). Assim,
2
existem constantess; e D; tais que

P(kn n%>*¢ ex;ialn:T:Sl) Diexg ain®): (3-3)
Dai,
P(kn n025+e) e alne: (3_4)

De (3-2) e (3-4), temos:

1 1 .
Die 21"+ ée an® 2 max E;Dl g minfaaign®.

TomandaoD = 2 max %; D1g ea’= minf a;aig, obtemos o resultado desejado.
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Com este lema em méos, podemos terminar a prova da parte (b) do teorema. Seja
Nn 0 numero total de nascimentos no modelo até o temply tem distribuicdo binomial

com parametros e p. Sejafc < a< b< 1, entdo

Nn
iR\ (@b)j & Lan(U);
i=1

onde %.p) € a funcdo indicadora do conjunta;b) e (Uj)i 1 € a sequéncia de aptidées
associadas aos nascimentos. Terdps Uniforme[0; 1] independentes entre si. Esta
inequacao nos diz que 0 numero de pontos no conjimty no tempon é menor que o
ndmero de nascimentos que ocorreram até o tem@Epmesmo conjunto.

° ° ° ° ° ° ° ° ®
° °
° °
T ° °
° °
° °

| | | | | | | | | »
L

Figura 3.2: O mesmo exemplo da gura(l) , com ko= 3, Njo=
6 ejRo\ (a;b)j= 1.

Agora vamos limitar o nimero de mortes. A rmamos que o numero de mortes
em (f¢;1) € no maximot,. Isto acontece por que podemos ter uma morte( &yl)
somente quand¢Q; f;) é vazio et, conta 0 nUmero de vezes que isto acontece até o

tempon. Assim,

Nn Nn
a LanU) thj R\ (@b)ji & LanUi):
i=1 i=1

Pela Lei Forte dos Grandes Numeros (Teorénta Apéndice):
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Nn Nn
%él L(ap)(Ui) = %Nin é.l Lian) (Ui)
converge quase certamente pafa(1l,,(U)) = p(b a). Por outro lado, pelo Lema
3.2 e pelo Lema de Borel-Cantelli (Teorenda3, Apéndice), existe quase certamente
um natural N tal qudp ﬁn%*e paran N. Em parti(:ular,tﬁn converge para O
guase certamente (Proposic@@®péndice). Usando estes limites na desigualdade acima,
concluimos que quase certamente

.1 e _
n!Ilr]r1¥ ﬁjRn\ (a;b)j= p(b a):



CAPITULO 4
Um link entre sobrevivéncia de espécies no
tempo em um modelo de evolucao e as
distribuicoes de Bessel

4.1 Introducao

Este artigo foi produzido originalmente poBJJ Guiol, H.; Machado, F.; Schi-
nazi, R..

Considere um modelo estocéastico de evolucdo em espécies no qual espécies
nascem com taxd e morrem com taxal. Um numero aleatério, oriundo de uma
distribuicéoF, € associado a cada nova espécie em seu instante de nascimento. Pensamos
no nimero aleatério a uma dada espécie como sendo a aptidao da espécie. Estas aptiddes
sao independentes entre si e de tudo o que acontece no processo. Toda vez que ocorre
um evento de morte, a espécie que morre é a que tem a menor aptiddo. Assumimos
gueF é uma funcéo de distribuicdo absolutamente continua. Vamos estudar o tempo de
sobrevivéncia de um certo numero de espécies iniciais com agtidmstraremos que
existe uma aptidafy e uma transicdo de fase para o tempo de sobrevivéncia de espécies.
Temos uma conexao forte entre este modelo e passeios aleatorios.

De nicdo 13 F € uma funcao de distribuicdo absolutamente continua se existe uma
funcdo de densidadeemR tal que

Z X
F(x) = ¥j (wdu

DenoteSup{F) a funcdo suporte dé por:

SupfF) = fx2 R:j (x) > Og:

O processo € iniciado cokespécies, com aptiddes associaflas::: < fx= f,
gue estado erBupF). Estas aptiddes séo independentes entre si e do resto do processo.
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Denote port'f‘ a variavel aleatéria que mede o tempo de sobrevivéncia destgscies
neste contexto.

4.2 Resultados principais

Teorema 4.1 O tempo de sobrevivénciéfi possui uma distribuicdo de Bessel :

P(tEk>t)=1 = e (! f>ua|k(2 u su)du (4-1)
f 0
coml s := | F(f) < | e onde| é a funcdo modi cada de Bessel de primeira ordem com
indice k de nida por
W= & X A R 4-2
kKX = a W > Xe R (4-2)

j=0
Observacédo 4Todavez qués |t := t'f‘ tem densidade de probabilidade

. U 2 | k q —_—
M= 7 e (T2 2 W st); 8t> 0 (4-3)
f

t

No casd ; > pafungdo acima ndo é densidade de probabilidade, pois

Z¥ k

k
LT
| ¢

q__
lf(Ik(Z J ost)dt= |£ < 1
f
0

De fato, quandd > H

Z* k

2 q_— B L
|£ g (wl f)tlglk(z Mlost)dt = (%)%e (e f)tlf( 1 (p M ft)2|+kdt
f 0

NI

Il Qo+

I
0

¥ p
o k 1 :
2 e (u+l f)tfm( ul ft)2|+ kdt

Visando satisfazer a condicdo necessaria para trocar a ordem entre a série e a
integral (Corolario2.8), temos de teffj ndo-negativa, o que ocorre, pois:

k 1

q___
t(1+ k)!I!( RU

fi=e (p+1 )t
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parat 2 (0;+¥) el 2 N. Sendo assim

k oy Z¢ q__
W22 gk 1 2+k
r e = ( W t)2*Kdt
8, t(+ R
k P — yid
— B 25( I~’Jf)2|+kk e (W1nt2+k 1yt
S (+RIT
k oy p_! 21+ k k k
_ uZék2I+k [V oz Iy 2
Ly 22 +KkK [ p+ | | ¢ M
_ ukg k 2+k ¢ koo !
| ¢ I=02|+k | M+ | g pt | ¢
k ¥
_ K "g Kk _
TR
= T a P(Tox= 21+ K)
f =0
u K
Ty
< 1L
Quandd ¢ W, temos:
k oy Z¥ q —
o2 gk 1 2+k
— e _— | ¢t dt
8, taermt M
k P — il
_ H 24 ( f)2|+kk e (Bt 2+k 14t
11
RS (T
|
_ ' o+k
) p5§ K 2+ Dy MR s, 8
| ¢ I=02|+k | U+ | ¢ | ¢ !
B u5|f5§ kK 2+k ¢ o MK
| ¢ Ho 2otk | M+ | g u+ | g
s k
&
= aP k=2+K
1=0
= 1L

Observacéo 50 tempo de sobrevivénct# nao é afetado por espécies com aptiddes
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menores que f. Além disso, temos

th=aw b
j=1
tomanda ;1 = 0. Observe que'f‘ sao quase certamente tempos de parada nitos (quando
H> |¢) e da propriedade forte de Markov (Teoremad), (tg tg 1)1 i kK € uma
sequéncia de variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com a
distribuigdo dets = t{.

Ainda que &-1) nos dé a distribuicao exata do tempo de sobrevivéncia, nao é tao
simples concluir algo disto. O préximo resultado nos da aproximacdes para a distribuicéo
det¥.

Corolario 4.2 O tempo de sobrevivéndij satisfaz :

a) Sel ¢ < pentao
e at
P(tEk>1t) G

i3

comGe= #o(yf w iy AP Ty 2ea=(Pp P2

b) Sel ¢ > pentéo

e at
P(t¥>1t) Co—;

t2
k

Ptk=+¥)= 1 Iﬁ
f

c) Sel 1 = pentéao

P(th>t)  (kppt)Z:

Observacgéo 6 Do corolario acima, sé > p existe uma transi¢éo de fase em f.

Note que uma espécie que nasce com uma aptiddo mendg que- l(,E)
morre exponencialmente rapido enquanto uma espécie com uma aptidao maigr que
tem probabilidade positiva de sobreviver para sempre. Quanto rﬁaﬁm (temos que
F 1 é ndo decrescente, mais receptivo € o meio-ambiente para novas espéc%jes)l,Se
todas as espécies morrem exponencialmente rapido. Por outro Iéfplla, $a&té mesmo
as espécies com aptiddes relativamente baixas podem sobreviver.

Até agora discutimos o tempo de sobrevivéncik @spécies com uma aptidao
dadaf. Em particular, é importante obter alguma informacéo sobre a distribuicao destas
espécies sobreviventes. Suponhalqgeep e sejani; e R 0s conjuntos de espécies vivas
no tempot cujas aptiddes sdo respectivamente menoredgeienaiores qué.. Como
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cada aptidao que apareceu até o temp&o deve aparecer novamente quase certamente,
nds podemos identi car cada espécie com a sua aptidao e consigezd® como o
conjunto de pontos ety ¥;f;) e (fc;¥) respectivamente. O resultado a seguir € uma
aplicacao direta do resultado principal do primeiro artigo abordado.

Proposi¢céao 4.3Suponha qué > p. Entao

a) O numerqj L; j de espécies cujas aptiddes sdo menores geéeuima cadeia de
nascimento e morte recorrente nula. Em particular, o conjunté lazio in nitas
vezes com probabilidade 1.

b) Tomef§< a< b, entdo

I (F(b) F(a))
|+

1. N .
tl!'rQ fj R\ (a;b) j= g.c:

4.3 Provas

4.3.1 Construcdo do processo

Para chegarmos aos resultados, devemos construir o processo. Primeiramente,
considere o processo bivariado= ( Z};Z?). A primeira coordenada nos d& o nimero de
espécies vivas no tempcee a segunda € o conjunto das aptiddes associadas as espécies
vivas no tempo t. Sejd um processo bidimensional de Poisson com parametro 1 em
R* R. O eixox sera a linha do tempo associada ao processo de Poisson. Vamos
supor que o processo comeca ckm 1 espécies, toméy;:::; fy k varidveis aleatorias
independentes com distribuic&q independente d®l. TomeTo= 0 e Zy = (Zé;Zg) =
(k;f f1;::fk@) 2 N SondeS é o conjunto dos subconjuntos nitos dos nimeros reais
em[0;1]N. De na

T1 = infft > 0:M([O;t] [O;I + y]) > Og:

Isto €,T; € a primeira vez que o0 processo de Poisson marca um ponto na faixa
R* [0;] + pl.

Denote poKTy;Y1) a coordenada da primeira ocorréncia do processo de Poisson
na regido acima. Pelas propriedades do processo de Poisson, terYpg guea variavel
aleat6ria uniforme erf0; 1] independente d&;. Este processo de ne 0 nascimento ou a
morte de uma espécie ef, dependendo da posicéo a g¥alca.

SeY; 2 [0;1 ], uma nova espécie surge com aptidao assodiada= F l(\%)(com
esta aptiddo sendo uma variavel aleatéria com distribltgéiondependente dB),
portanto:

[
Zr, = (Z3+ 1,25 ffir10) = (k+ L;f fo; o fier 10)
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que representa o nascimento de uma nova espécie.
Caso contrario, ou seja, quando2]l ;1 + 1], tome

Zr,=(Z3 1,Z5nfminfZ3gg) = (k Lf fo;:; fkgnfminffi:1 i kgg)

gue representa a morte da espécie mais fraca.

Entre[0; T1[ denoteZ; = Zy. Assim 0 processo esta bem de nido até o teriipo
Paran 1, denote poil,, o tempo dan® marca do processo de Poisddma faixa
R* [O;] + ], isto é:

Ty=infft> T, 1:M(O0;t] [O;1 + p]) > Og:

A+

Figura 4.1: Uma ilustracdo do processo bidimensional.

Suponha que o procesZp esteja bem de nido até o templ, , n 1. Como
antes, denote pdil,+ 1; Yn+ 1) @ coordenada dan+ 1)@ marca de Poisson.
SeYn+1 2 [0;1 ], uma nova espécie surge com aptidao assodiaga = F 1(\%)
e escrevemos [

Z1, = (Za+ LZE s nea0):

Caso contrario,
Z1:=(Zy  Liz1509: 2% nfminf 2% gg)
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(com a convengdo mid = 0) e entdo para todoZ [Ty; T+ 1[ tomeZ; = Zt,. Em
palavras, a espécie que tiver a menor aptidao morre, se no frtipermos alguma

espécie viva.
A
—+ °
1 ° o
—1 [ ] [ ] [
-9 [ ] ° L

Figura 4.2: Uma ilustragdo do que acontece eth Z

4.3.2 Um acoplamento util

Estamos interessados na distribuicad beJm modo de obter esta distribuigao
€ a partir dexX;, um processo acoplado ao proceggade nido como 0 numero de
espécies cujas aptidoes sdo menores ou iguai$ muéempat. Observe que, pela
construcdoXo = Z3. Além disso, enT,

SeY: 2 [0 ¢[ [I;I + p] entdo tomeXy, = Zy,: Isto quer dizer que ocorre uma
morte de uma espécie ou nasce uma espécie com uma aptiddo meriqrayaeo
processo Z.

Caso contréario (quandg 2]l ;1 ]) tomeX; = Xo. Neste caso, existe um nascimento
no processo Z com aptiddes associoadas maior fgeieassim, o processo X
permance inalterado.

Como antes, de n&; = Xg 81 2 [0; Ty[.

Para todo conjunté de niumeros em [0,1], denote por
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f{(A)=fx2A:x fg;

0 conjunto dos pontos de A que s&o menores ou iguéis a

Observe quet = Zf em[0; Ta[; X, = jf +(Z§)] Z7:Paran 1 suponhaqu; é
construida até o temp. SeXr, 6 0; entdojf (22 )j = Xr,.

SeYni12 [0;1 £]( relembre quéfi ne1:= F (M) f) de na

Xy = X+ 1S

SeYnr12 [l ;1 + ] entdo de na

X‘rnJrl = Xt 1

n

Caso contrario, tom¥r, ., = Xy, ;

No casoXt, = 0, tomeXt,+1= 0.

Isto de ne uma sequéncia aleato(ik; Xt,)n o, onde de nimos o procesqo%)t o
comoX; = X1, 8t 2 [Ty; The1[-

A prova do Teorema 3.1 decorre do seguinte Lema.

Lema 4.4 Para qualquerk 1

ftk>tg= fx > Og:

Isto é,t'f‘ possui a mesma distribuicdo do que a primeira passagem éen0,
0 passeio aleatoério simples de Bernoulli comecando em k com taxiasct 4 € passos
individuais equivalentes a 1 e -1 com respectivas probabilidad:es'—cbe g= %

Prova TemosXo = Z! = jj ¢(Z?)j = k> 0. Desta construcéo, para totle t'?, temos
minZ? f, o que implicaX > 0. Reciprocamente, Sé t temos que miE[tzI§ > f

implicandoX« = 0. PortantoX* = 0.

4.3.3 Provado Teoremat.1

Seja(Jn)n o denotando os tempos de saltos do procé€Xge o e de naJp= 0.
A sequéncia aleatoriéX;,)n o € um passeio aleatério a tempo discreto sddbreom
passos individuais iguais a 1 ou -1 com probabilidapl@sg, respectivamente. Denote
por Hp 0 tempo de primeiro acerto de O por este passeio aleatorio. Temos

( n ntk n k
mk P2 Q2 ; sen+kforpar,
Pg=k= %P "

0; caso contrarip
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Jn tem distribuicdo Gama com parametims n, pois este processo tem apenas estados
estaveis(Teorema.6), portanto:

[r¥
X=01=[Ih<t;[Ho= njXo= K]
n=k
Dai
[r¥
P(X=0)= P( (I<t;[Ho= njX, = K]):
n=k

Como os eventos sdo disjuntos, temos:

+¥
P(X%=0)= § P(dh< t;[Ho= njXo = K):

n=k
Jn é 0 tempo de espera aténd ocorréncia do process&, e temosX;,, um
passeio aleatério que nao interfere nos tempos de saltoJpdespende apenas de.
Entéo o eventH, = njX, = K] ndo interfere end,, portanto:

+¥
a P(3n < tj[Ho = njXo = K)P([Ho = njXo = KJ)
n=k

+
o

¥

= a PUh < )P([Ho = njXo = K])
n=k

_ +°¥ V4 t fod

- ,{g‘k o(n 1!

P(X = 0)

u" e CUP([Ho = njX, = K))du:

Pelo Corolario 2.10,podemos trocar a ordem entre a série e a integral, pois

Cn

oY e PHe= niXo= K) (4-4)

fn(t) =

sdo nao negativas eff;t), 8t 2 (0;+¥),n2 N. Logo, temos que4(4) é igual a
z t +°¥ cn

nl,cu — NiY. — - _
Og_k(n 1)!u e “P([Ho = njX, = K)du: (4-5)

Note quef, ndo se anula quando= k+ 2| , | 2 N. Expandindo a série, obtemos que
(4-5) éigual a
Zy

k k+ 2 k+4
ecul_< kK o, C k2 K2 44n 1, C kea K+ 4 o 2p2+

0 & ukY o TP o 1 TP GGy 2
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k+ 2i . ; o
¢ gz K+ 2 otip' + )du: (4-6)

it - .
(k+ 2i)! i

Fazendg = k+ i, e observando quej2 k= k+ 2i, obtemos que4-6) vale e é igual a

frokE 1 2 Knini k
e "3 ———(cu? Kg'p! kdu 4-7
0 UG T 9P @)

Fazendo novamente uma troca de indices, tomardp k, temos que4-7) é igual a

Zy

+¥
é (Cu)2|+kq|+ kp'du:

k
e U=
U-o

0 |

Pela de ni¢ao da funcéo de Bessel
2tk Ok p
PX=0)= e “=(-)2l(2cu” po;
0 up

ondec= |+, p= '?feq: E:

Como mencionado antes na observagaguandd ; < |, a expressac¥3) nos
da a funcdo densidade de probabilidadde}de ts:

r__

. 14—
ja= e ®DnE W

parat > 0. Isso nos permite calcular a fungdo geradora de momentos. Seja

M, (s) = E(e *9) (4-8)
Denotandd } = X
Z .,y +y q__ 2+1
1pg 1
- Xsy — xsg (He+px= 2 & =
M, (s) = E(e 79 . e *Se leI90(|+1)!|! X |fp dx
Z .,y u %e (|f+p+s)x+o¥ q_—_ 2+1
= — | ¢ dx
L x Qs H
1 _ 2a+1Z
_ B 2%F 1 g i * +¥e (I i+ 9,2+ 1 1y
e S+ m
!
TR AT P 2t
Tl 0 Dm Tirprs
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Temos que a série acima converge mra0, além disso a série das derivadas
converge uniformemente(Proposi¢cdp Apéndice) em[0;1]. Assim, podemos derivar
termo a termo a série acima

lCI _ +¥ P 2l
0 _ po? o 2! C W
M, (8) = It If”f‘o(u1)!|!(2'+1)(| f+ U+ 5)2+2

Aplicando ems= 0, obtemos

0 oL 2+1 |+ !
M. (0)= E(X) TRV TRV
t T2, 1 Rk
1 4l
B o1 T+ 12
T U2, aw 2w
(I f+ftll)2 (bt )
ptl
_ VT T
a | £t 2 | f 2ty
(I t+ W e

U+l ep+ls p+lyg

MU 2 e 1)
1

Holg

O que nos d&(tf) = u—llf Com isso, obtemos que

k
Et%)= ——:
=

paratoddk 0.Podemostambém obter a esperanda gelo modo tradicional:

Z .y +¥ q__ 2+1
1pg 1
E(X) = A i a— I d
) = T & e gm X
1 _ 2+1Z
_ £ 2+°¥ 1 q : " + +¥e (|f+H)XX2|+1dX
N (EEIT 0
_ u g‘ 21+ 1 g !
(Ie+w2 5, | (I t+W?
— 1 .
ol
Onde usamos o seguinte resultad@|]:
¥ 2k+a o g L (1 1 4z)a_. L
a i "1 4z 27 1as g

z=0
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4.3.4 Prova do corolario4.2
a) Quandd f < 4, temos

k
324

q__
Ptk >t)= Iﬁ e(“”f)uglk 2 lu du
f

t
Parax grande o su ciente & xo, uma boa aproximagéo pata(x) é (ver [1]):

42 1 . (42 1)(42% 9)

el
(¥ p=—=(1
2pXx

8x 218x
(42 1)(42 9)(4v? 25 £ ):
ICE :):
Entdo, paratod&d 1
pex_ 1 4V2 1 | (X) pex_
2px 8x “ 2px.
Fazendo = 2IO W fu, temos:
_ [
1 elwlmm s (4-9)
2 ptWy 16 W ru
(h+1 ) q —
€ Ik 2 M u
1 e Pn pﬁ)zu_
2 pi Wt u

Denotanda = ( P u P | )2, observe que

Z
11 4k? 11 +¥ g au le at
—= — = e —du = (4-10)
ats 2ac 3 t uz a t2
. R+¥ e au
De fato, integrando, * =%-du, temos :
Z+¥eau eau+¥ 3Z+¥eau
—du = 3 — =—du
t u2 auz t 2a t u2
eat 3Z+¥gau
= T A= —du
atz  2a t uz
ed 3
at3 2a

—3 .
atz
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Para o outro fator, temos:
3Z+¥eau 3 e au +¥ 352+¥eau
— = — + —= du
2a + 3 2a  qud , 2822+t
3 e at
28.2 t%

Disto, segue-se a desigualdade acima para o limitante superior. Para o limitante
(4-11)

. 2
inferior, fazendag = %bu—li), temos que
f

Nlg1

Z+¥eau q
—du —
5 a

du
t u t

t
Portanto, fazendo a ligacdo entre as desigualdati®,(¢-10),(4-11) em @-1),

concluimos que patasu cientemente grande :
P
e Cn ' TH

I1)2 t

P(tK > t 5—
(tF>1) 5

b) Mesmas contas da prova acima junto com a obsenscéao

c) Quandd f = , temos
Ptk > t)= e Zwa(mu)du:

Usando a desigualdadé-9), obtemos

11 a2 1
ot PR3 16uu
Além disso ,
Z+¥11du—1ez+¥1114k21—“1 , 41
Pong T P o 2 pagd l6uu ppt 16ut

t
0 que nos da a aproximacéao desejada.

4.3.5 Prova da proposicaat.3
Para ver isto, observe que a Cadeia de Markov imersa para n0sSso processo é a
. Ou seja, quando houver uma morte ou nascimento

I
I +u

de nida no Capitulo 3, conp =
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no processo original, temos uma morte ou nascimento no processo imerso discreto.
Considere que quando o numero de espécies é 0, as marcas de morte na construcao sao
ignoradas, e assim o numero de espécies continua em 0 com probaqmi[ﬁade

Vamos de nir o passeio aleatério de interesse, denotando-dQpoEle sera
de nido da seguinte forma:

Parat = 0, facamo<Qy = k. Seja(Ty; Y1) a 12 coordenada do processo bidimen-
sional de Poisson M de nido ed.3.1 Parat = 1, temos:

Qo+ 1=k+1;, seY12[0;l];
Qo 1=k 1; caso contrario

Ql: QT1:

Suponha o processQ, construido até o tempb= n 1. Seja(Ty;Y,) a rf
coordenada do processo bidimensional M. De modo analogot panatemos:

Qn 1t 1 seYi2[0l];
Qn 1 1, caso contrarip

Qn=Qr, =

Assim 0 processo esta bem de nido até o tenmpdNo processo de nido no
Capitulo 3, as aptiddes tem uma distibuicdo uniforme, mas poderiam obedecer outra
distribuicdo, pois na prova dos teoremas, o fato das aptiddes terem uma distribuicdo
uniforme néo interfere no resultado. Com as probabilidgdeg de nidas acima, temos
Qn bem de nida e similar ao processo de nido no Capit8Jgortanto o resultado que se
deseja é uma aplicacdo direta do que foi provado no Teogena



CAPITULO 5

Simulacoes

Neste capitulo, temos algumas simulacfes dos dois modelos de sobrevivéncia.

Nas simulacdes do primeiro modelo, as simula¢gdes apenas con rmam o que ja
eradado pelo Teoren®al Na gura5.1, temosp préximo de 0.5, o que nos daproxima
de 1. E assim, apenas as espécies com uma aptidao alta conseguem sobreviver até o tempo
simulado.

Nas outras simula¢des deste proces2p5.3 e 5.4, temos que quanto maior for
p, menor éf.. E assim, um numero maior de espécies com uma aptidao relativamente
baixa consegue sobreviver até o tempo simulado. Em particulds, &t@®mos que até as
espécies com aptiddes perto de 0 conseguem sobreviver até otterdd00 (O tempo
de duracao da simulac&o do processo).

No segundo modelo, as simulac¢des dao ideia de como funciona a distribuicdo de
Bessel para alguns casos particulares. Em todas as simulagcfes deste modelpAé&mos
el = 2.

Em5.5 5.6e5.7, a distribuicdo das aptiddes € uma normal padrao.

Em5.8 5.9e5.1(Q a distribuicdo das aptiddes € uma uniforme em [0,1].

Em todas as simula¢des, usamos dlBjj[como software base.
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Histograma

Densidade

Figura 5.1: Histograma das aptid6es apds 40000 nascimentos e
mortes com = 0:51.Logo, £ 0:96.
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Histograma

Densidade

Figura 5.2: Histograma das aptid6es apds 40000 nascimentos e
mortes com  0:55.Logo, £ 0:82
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Histograma

Densidade

Figura 5.3: Histograma das aptid6es apds 40000 nascimentos e
mortes com = 0:67.Logo, £ 0:5.
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Histograma

Densidade

Figura 5.4: Histograma das aptid6es apds 40000 nascimentos e
mortes com  0:99.Logo, £ 0:0L
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Histograma

Frequéncia

Tempo de Sobrevivéncia

Figura 5.5: Histograma do tempo de sobrevivéncia ap6s 40000
simulacBes e com 5 espécies iniciais, com as aptides
tendo uma distribuigcdo normal padréo.
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Histograma

Frequéncia

Tempo de Sobrevivéncia

Figura 5.6: Histograma do tempo de sobrevivéncia ap6s 40000
simulacBes e com 20 espécies iniciais, com as aptiddes
tendo uma distribuigcdo normal padréo.
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Histograma

Frequéncia

Tempo de Sobrevivéncia

Figura 5.7: Histograma do tempo de sobrevivéncia ap6s 10000
simulac@es e com 50 espécies iniciais, com as aptiddes
tendo uma distribuigcdo normal padréo.
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Histograma

Frequéncia

Tempo de Sobrevivéncia

Figura 5.8: Histograma do tempo de sobrevivéncia ap6s 40000
simulacBes e com 5 espécies iniciais, com as aptides
tendo uma distribuig&o uniforme em [0,1].



51

Histograma

Frequéncia

Tempo de Sobrevivéncia

Figura 5.9: Histograma do tempo de sobrevivéncia ap6s 40000
simulacBes e com 20 espécies iniciais, com as aptiddes
tendo uma distribuig&o uniforme em [0,1].
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Histograma

Frequéncia

Tempo de Sobrevivéncia

Figura 5.10: Histograma do tempo de sobrevivéncia apés 10000
simulacBes e com 50 espécies iniciais, com as apti-
ddes tendo uma distribuigdo uniforme em [0,1].



CAPITULO 6

Conclusao

Nestes dois artigos estudados, temos resultados interessantes do ponto de vista
matematico.

No primeiro artigo, um modelo de evolucao a tempo discreto, temos um processo
de nascimento e morte onde nascimentos e mortes ocorrem com probabilidades constan-
tes. Se a probabilidade de nascimeptimr maior que 0.5, temos uma transi¢ao de fase
neste processo no sentido de que todas as espécies que tem uma aptiddo menor que a cri-
tica tem probabilidade 1 de morrer em tempo nito. Além disso, as aptiddes associadas a
estas espécies tem distribuicdo uniforme em [0,1] e se olharmos a distribuicédo assintoética
destas aptiddes, observamos que estas tém distribuicdo uniforifg; @mSimulando o
processo, vemos gue se p0.5, somente espécies com aptiddes proximas de 1 sobrevi-
vem até o tempo simulado. Caso pl, até espécies com aptiddes relativamente baixas
chegam a sobreviver até o tempo simulado.

O segundo artigo, € uma evolucdo do primeiro. De fato, segue basicamente 0s
mesmos conceitos no quesito de nascimento e morte de espécies. Entretanto, no segundo
artigo o processo é mais so sticado. Agora, cada espécie possui uma aptiddo associada
cuja distribuicdo € absolutamente continua. Além disso, 0 processo ocorre em tempo
continuo. Obtemos que a distribuicdo do tempo de sobrevivéncie egsecies iniciais
depende diretamente das taxas de nascimento e morte e da maior aptiddao dientre as
espécies iniciais. & < |4, sua distribuicdo tem cauda leve e € simulavel, pois a esperanca
do tempo de vida destdsespécies iniciais € nita. Ses = poul > Y, a esperanca
do tempo de vida dest&sespécies € in nita e portanto, ndo simulavel. No ultimo caso,
temos que a distribuicdo tem cauda pesada e existe a probabilidade positiva das k espécies
iniciais sobreviverem.

Nas simulacdes dos dois processos, vemos que 0s resultados teodricos condizem
com o que foi veri cado nas simulagdes.

Os dois processos podem ser aprimorados. Podemos considerar as aptiddes, bem
como as taxas de nascimento e morte variando em funcédo do tempo e entdo, obtemos
modelos mais realisticos, mesmo que isso torne o estudo tedrico mais complexo.
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APENDICE A

Apéndice

Proposicédo A.1 Sejam X;:::; X, variaveis aleatérias, independentes e identicamente
distribuidas e seja,3= X;+ :::+ X, Se afuncéo geradora de momento@M: E[e5%] <

+¥ paraalgumt>0, entdad(S, na)! 0exponencialmente rapido. AqubaE[X], e
iremos identi car

a(a) = n!”T¥ %IogP(Sn na): (A-1)

Prova Ver ([4]).

Observacédo 70 limite em A-1) existe. De fato, sejp, = P(S, na). Entédo

P(Swn (M+na) P(Sy mMmaSmn Sn na)= pnpm,

pois $ e Snen Snsdo independentes. Tomanrap= logpn, 0 Lema a seguir nos garante
a existéncia do limite.

Lema A.2 Sebpn bm+ bp, entdo quando h + ¥, b—n“! supnbm’“

1 bn m 7 .
Prova IlmbsupFb supbm. Para completar a prova, € su ciente provar que para qualquer
m, liminf 2 3. Escrevendm = km+ | com 0 | < musando a hipétese acima temos
b, kbm+ by. Dividindo porn= km+ | segue

b(n) km b(m) N Q
n km+ | m n’

Tomandon! +¥ e chamando= km+ 1,0 | < mnos da o resultado dese-
jado.

O lema anterior implica que s@{1) existe, entatd(a) 0. Comisso, segue que

P(S, na) €&»@ (A-2)



Apéndice A 56

para n su cientemente grande.

Teorema A.3 (Lema de Borel Cantell)Seja(E,) uma sequéncia de even-
tos em um espaco de probabilidgwéF ;P): Se é;flP(En) < +¥, entdo
P(E, ocorre infinitas vezgs= 0
Prova Temos
\L¥ [»¥
f En in nitas vezesg = limsupEy, = En:
nt ¥ k= 1n=k

De na I = Ig, como a variavel aleatoria indicadora do evelBioTome

Assim P(E,i.v.) = 0 se e somente sB(N < +¥) = 1. Por outro lado, se
E(N) < ¥, entdoP(N < +¥) = 1. Agora observe que

+¥ +¥ +¥
E(N)= & E(ln)= & P(lh=1)= § P(En):
n=1 n=1 n=1

Assim, temos o resultado.

Proposicéo 2 O conjunto Vi de nido no Lema3.2 ocorre in nitas vezes com probabili-

dade O
n 0

Prova SejalW, = t,> :Do Lema3.2, temos

2
pfc
e 0

P(E,) < De "2

com D,eea xo0s. Entdo:

+o¥ +o¥ .0
a P(En)< q De "%
n=1 n=1
Mas existeng tal que
1 1 1 1
eneao enna0 2n”aO 2n
paratodan ng. Portanto,
+°¥ neao +°¥ 1
a De a D% < +¥

N=nNg N=nNg
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Segue do Teorema.3 que
P(W, in nitas vezes) = O:

Logo, tﬁ“ I 0 paran su cientemente grande.
O teorema abaixo pode ser encontrado elf]){

Teorema A.4 (Propriedade Forte de Markov) Sej&n)n o uma cadeia de Markov e
seja T um tempo de parada ¢X¥,), o: Entdo, condicionando effil < ¥gef Xy = ig,
(Xt+n)n o€ uma cadeia de Markov e independente ge<x :::; Xr.

Prova SeB é um evento determinado p¥;:::; Xr, entdoB\f T = mg é determinado
por Xop; :::; Xm, dai temos:

P(fXT = jorXT+1= j1i;i5Xt+n= Jng\ BT < +¥; X7 =)
PEXT = jo;XT+1= 1,50 X1+n = Jng\ B\f T < +¥g\f X7 = ig)
P(T<+¥;X7=1)
AmP(EXT = joiXt+1= 15 X1+n = jng\ B\f T = mg\f X7 =ig)
AmP(fT = mg;fXr = ig)

Pela propriedade de Markov no tempptemos:

P(f Xt = joiXt+1= j1; i Xr+n= jng\ B\f T = mg\f X7 = ig)
= Pi(fXo= jo; X1 = juiinXe = jag)P(B\f T = mg\f X1 = ig)

Logo,

émp(fXT: jO;XT+1: j]_;ZZZ;XT+n= Jng\ B\f T= I’Tg\f X7 = Ig)
amP{T=mg;f Xy =iQ)

3 Pi(fXo= jo; X1 = j1;: % = Ja@)P(B\f T = mg\f Xr = ig)

m amP(fT = mg;fXr = ig)

_ _ o o . JamPB\f T=mg\f Xy =ig)

- P|(fx0— Jnyl_ le---,xn— Jng) émp(fT: m,fXT: |g

_ 5 Yy o _ . PB\f T<+¥g\f Xr=1ig

= P|(fx0— JO’X]__ Jl,--.,xn_ Jng P(fT< +¥g,fXT — |g)

= Pi(fXo= jo;Xe= jo;u5Xn= JagP(BIf T < +¥g;f X7 = iQ):

Proposi¢édo 3 Temos que M(s), de nida em @-8) satisfaz as condi¢des do Corolario
2.10
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Prova A fungéo de interesse €

|
1 P— - 2+1
TR | fH
M (9= H
wO= T AT s

Entdo, tomanda = 0, obtemosV,(0) = 1, por de nicdo. Vamos mostrar qud;  (s)
satisfaz a Proposicanll

10 4y P2
oo op 29— o ¢ T
M (o) = T Ifu|§om(2|+l)(lg)+u+5)2'+2

lq +¥ T .1\

o2 NEL ¢ W
L S T | L S L A
RN (TR (FEaT i
_ u g‘ 21+ 1 TR
(e+w2 2, | (I ¢+ pw?
1
T

0 . ~ . .
PortantoM;  (s) converge uniformemente para uma fungie assim podemos derivar
termo a termo a funca , (s), como queriamos.

Teorema A.5 (Lei Forte dos Grandes Numeros de Kolmogorov) SejanxxX::: varia-
veis aleatorias independentes, identicamente distribuidas e integraveis, P&inEp.
Entéo

Xl+ +)<n

- | pquase certamente

Prova Ver ([10]).
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