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Resumo

Tejada, Dimas. Linhas de Curvaturas Principais e Geodésicas Nulas
em Superfícies Imersas no Espaço de Minkowski 3-dimensional.
Goiânia, 2018. 173p. Tese de Doutorado . Instituto de Matemática e
Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho consideramos imersões no espaço R3 com o produto escalar de
Minkowski. Obtemos condições suficientes para que uma imersão seja estrutural-
mente estável na configuração das curvaturas principais. Mostramos que o conjunto
de imersões estritamente convexas e estruturalmente estáveis é genérico no conjunto
de imersões estritamente convexas. Também, obtemos condições suficientes para que
uma imersão seja estruturalmente estável na configuração das geodésicas nulas.

Palavras–chave
Campos de vetores, Curvaturas principais, Linhas principais, Geodésicas

nulas, Equações diferenciais binárias, Estabilidade estrutural.



Abstract

Tejada, Dimas. Lines of Principal Curvatures and Null Geodesics
on Immersed Surfaces in the 3-dimensional Minkowski Space..
Goiânia, 2018. 173p. PhD. Thesis. Instituto de Matemática e Estatística,
Universidade Federal de Goiás.

In this work we consider immersions in the space R3 with the Minkowski scalar
product. We obtain sufficient conditions for that an immersion to be structurally
stable in the configuration of the principal curvatures. We show that the set of
strictly convex and structurally stable immersions is generic in the set of strictly
convex immersions. Also, we obtain sufficient conditions for that an immersion to
be structurally stable in the configuration of null geodesics.

Keywords
Vector fields, Principal curvatures, Principal lines, Null geodesics, Binary

differential equations, Struturally stable.
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Introdução

O estudo das linhas de curvatura principal e pontos umbílicos sobre super-
fícies foi iniciado por Monge [42], [41], Dupin [11], Cayley [7], Darboux [8], entre
outros. As ideias e métodos de Equacões Diferenciais tais como Estabilidade Estru-
tural, Recorrências, Genericidade e Bifurcações (veja [46] e [44]) foram introduzidas
neste tipo de estudo por Jorge Sotomayor e Carlos Gutiérrez nos trabalhos [29] e
[30], e continuado por eles e colaboradores com muitos outros trabalhos tais como
[14], [15], [17], [20], [31], [40], [19], [18], [32], [16], [23], [22] etc. Com estas técni-
cas também foram estudadas linhas de curvatura média [21] e linhas assintóticas [13].

Neste trabalho apresentamos um estudo qualitativo das linhas de curvatura
principal e de geodésicas nulas em superfícies imersas no espaço de Minkowski
R2,1, onde R2,1 é o espaço vectorial R3 com o produto escalar de Minkowski
〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 − u3v3 com u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ R3. Especifica-
mente, temos como objetivo principal os resultados obtidos nos Teoremas A, B e C
que apresentamos a seguir.

No conjunto de todas as imersões Ir,s(M) de classe Cr (r ≥ 4), dotado com
a topologia Cs (s ≤ r), de uma superfície M no espaço Minkowski R2,1, definimos o
subconjunto Sr(M) ⊂ Ir,s(M) tal que α ∈ Sr se satisfaz:

a) As propriedades TR e DR (Seção 2.3).

b) As singularidades são todas hiperbólicas ou cúspides (Seção 2.1).

c) Os ciclos principais são todos hiperbólicos (Seção 2.2).

d) Não há separatriz de α que seja separatriz de duas singularidades diferentes
ou duas vezes da mesma singularidade (Seção 2.3).

e) O conjunto limite de toda linha principal é união de singularidades hiperbólicas
e ciclos principais (Seção 2.3).

O primeiro resultado que obtemos foi o seguinte teorema:
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Teorema A. Seja r ≥ 4 e M uma superfície suave, orientada e compacta. Então o
conjunto Sr(M) é aberto em Ir,3 e todo α ∈ Sr(M) é C3-estruturalmente estável.

Definimos os subconjuntos Irc ⊂ Ir(M) das imersões estritamente convexas
e Src = Sr(M) ∩ Ir,sc (M) das imersões estritamente convexas e estruturalmente
estáveis. O segundo resultado obtido foi o seguinte teorema:

Teorema B. Seja r ≥ 4 e M uma superfície suave, orientada e compacta de gênero
0. Então, o conjunto Src (M) é denso em Ir,2c (M).

O Teorema A é um resultado paralelo ao Teorema principal, obtido por
Sotomayor e Gutiérrez em [29], considerando imersões em R3 com o produto escalar
Euclidiano. Neste caso, o conjunto Sr(M) é definido pelas propriedades b), c), d) e
e) acima. O Teorema B é um paralelo parcial do Teorema principal obtido também
por Sotomayor e Gutiérrez em [30]. Eles mostram que o conjunto Sr(M) é denso
em Ir,2(M), onde M é uma superfície compacta e orientada.

Em geral, uma imersão α ∈ Ir tem uma parte Riemanniana e uma parte
Lorentziana divididas por curvas regulares que chamaremos de trópico. Na parte
Lorentziana de uma superfície temos sempre duas direções luz as quais se colapsam
em uma única direção no trópico (Seção 1.4). As direções luz são as direções onde
a primeira forma fundamental se anula e as curvas suaves com vector tangente tipo
luz são chamadas de geodésicas nulas ou curvas nulas. Definimos o subconjunto
S̃r(M) ⊂ Ir,s(M) tal que α ∈ S̃r(M) satisfaz às seguintes propriedades:

a) O trópico é constituído de curvas regulares com apenas pontos luz isolados
(Seção 1.2).

b) As singularidades são todas tipo sela, nó, foco ou cúspides (Seção 4.2).

c) Os ciclos (curvas fechadas regulares por partes) de geodésicas nulas são
hiperbólicos (Seção 4.3).

d) Não há conexões de separatrizes (Seção 4.4).

e) O conjunto limite de toda geodésica nula está contido no conjunto de singu-
laridades e ciclos de geodésicas nulas (Seção 4.4).

O terceiro resultado principal que obtemos é o seguinte:

Teorema C. Seja r ≥ 5 e M uma superfície suave, orientada e compacta. Então
o conjunto S̃r(M) é aberto em Ir,5 e todo α ∈ S̃r(M) é C5-estruturalmente estável
na configuração das geodésicas nulas.
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No Capítulo 1, apresentamos as propriedades básicas do espaço de
Minkowski R2,1 e a geometria local de curvas e superfícies (veja [39], [53], [38]).
Na Seção 1.4 definimos a equação das linhas principais, algumas propriedades do
trópico, do LPL (curva que separa as regiões das direções principais reais) e a
definição de configuração principal.

Iniciamos o Capítulo 2 com as condições necessárias para que uma imersão
seja localmente estável em uma singularidade da configuração principal (Seção 2.1).
Na Seção 2.2 descrevemos os quatro possíveis tipos de ciclos principais e obtemos
uma expressão para a derivada da aplicação de Poincaré associada. Finalizamos
este capítulo com a prova do Teorema A.

No Capítulo 3, iniciamos mostrando que para imersões estritamente con-
vexas as linhas de curvatura principal são globalmente definidas. Na Seção 3.2
obtemos uma expressão para a variação infinitesimal das linhas de curvatura prin-
cipal passando por um ponto, por meio da deformação da superfície. No Lema do
Levantamento se faz uma perturbação adequada da superfície de tal maneira que
possa ser utilizada na eliminação de recorrências não trívias ou na criação de uma
nova conexão de separatriz. Nas Seções 3.4-3.7 fazemos aproximações sucessivas até
chegar à demostração do Teorema B.

O Capítulo 4 é dedicado à descrição qualitativa do comportamento das
geodésicas nulas. Na Seção 4.2 apresentamos as condições necessárias para que
uma imersão seja localmente estável em uma singularidade da configuração das
geodésicas nulas. Em seguida, na Seção 4.3 obtemos uma expressão para calcular
a derivada da transformação de transição em um arco suave de uma geodésica
nula e a correspondente derivada da aplicação de Poincaré. Apresento exemplos
de configurações de geodésicas em superfícies de revolução. Terminamos o capítulo
com a prova do Teorema C.

No Capítulo 5, mostramos exemplos de superfícies nas quais descrevemos a
configuração principal global. Iniciamos com as superfícies de revolução, em seguida
trabalhamos com os sistemas triplamente ortogonais (veja [37], [49]) e, utilizando o
Teorema de Dupin no contexto do espaço R2,1, fazemos uma descrição das linhas de
curvatura principal da família quadrática

r
x2

a2
+ s

y2

b2
+ t

z2

c2
= 1,

onde r, s, t ∈ {−1, 1}.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo daremos um resumo da geometria local das curvas e su-
perfícies no espaço R2,1. Apresentamos o conceito de “configuração principal” e as
propriedades básicas que satisfazem o trópico e o discriminante LPL.

1.1 O Espaço de Minkowski R2,1

Definição 1.1. Seja V um espaço vetorial n-dimensional. Uma forma bilinear
simétrica β : V × V −→ R é

i. positivamente (respec. negativamente) definida se, e somente se, para todo
w ∈ V com w 6= 0 temos que β(w,w) > 0 (respec. β(w,w) < 0).

ii. não-degenerada se, e somente se, β(w, z) = 0 para todo z ∈ V implica que
w = 0.

iii. indefinida se, e somente se, existem w e z tais que β(w,w) > 0 e β(z, z) < 0.

Considere R3 o espaço vetorial com a estrutura vetorial usual. Denotemos
por B = {e1, e2, e3} a base usual de R3, onde

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1).
Utilizamos (x, y, z) para denotar um vetor deste espaço vetorial na base B.

Definição 1.2. O espaço de Lorentz-Minkowski de dimensão 3 ou simplesmente
espaço de Minkowski, é o espaço vetorial R2,1 = (R3, 〈, 〉), onde o produto escalar
〈, 〉 é dado por

〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 − u3v3,

com u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3).

O espaço vetorial R3 com o produto escalar Euclidiano 〈u, v〉e =

u1v1 + u2v2 + u3v3 é denotado por E3 = (R3, 〈, 〉e), para distinguí-lo do espaço
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de Minkowski.

Observação 1.3. Em geral, para distinguir operações e objetos em E3 dos análogos
em R2,1, vamos colocar uma letra e subscrita em todos símbolos induzidos pelo
produto escalar euclidiano. Assim, |.|e é a norma euclidiana, ×e ou ∧e é o produto
vetorial euclidiano, etc.

Definição 1.4. Um vetor v ∈ R2,1 é chamado

• tipo espaço se 〈v, v〉 > 0 ou v = 0,

• tipo tempo se 〈v, v〉 < 0,

• tipo luz se 〈v, v〉 = 0 e v 6= 0.

Geralmente vamos escrever simplesmente vetor espaço, tempo ou luz. O caráter
causal de um vetor é a propriedade de ser espaço, tempo ou luz.

O conjunto de todos os vetores luz de R2,1 é

C = {(x, y, z) ∈ R2,1 : x2 + y2 − z2 = 0}\{(0, 0, 0)},

chamado de cone luz. O conjunto de todos os vetores tipo tempo é

T = {(x, y, z) ∈ R2,1 : x2 + y2 − z2 < 0}.

Cada um dos conjuntos C e T tem duas componentes conexas, veja Figura 1.1.

y
x

z

C
T

Figura 1.1: Espaço de Minkowski R2,1.

Dizemos que dois vetores u e v são ortogonais se 〈u, v〉 = 0. Um vetor v é
normal ao plano P se este é ortogonal a todo vetor em P .
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Definição 1.5. Um plano é chamado tipo espaço (respec. tipo tempo ou tipo luz)
ou simplesmente plano espaço (respec. tempo ou luz), se o vetor normal é tempo
(respec. espaço ou luz).

Observação 1.6. 1. Um plano tipo espaço é um subespaço no qual o produto
escalar é positivamente definido, assim todo vetor é tipo espaço.

2. Um plano tipo tempo é um subespaço com o produto escalar indefinido, isto é,
há vetores espaço, tempo e duas direções luz.

3. Um plano tipo luz é um subespaço com produto escalar degenerado. O vetor
normal está contido no plano. Todos os vetores são espaço exceto a direção do
vetor normal a qual é luz.

Definição 1.7. Dado v ∈ R2,1 chamamos norma ou módulo o número |v| =√
|〈v, v〉|. Um vetor é chamado unitário se a sua norma for igual a 1.

Definição 1.8. Sejam u, v ∈ R2,1, chamamos produto vetorial de u e v o único vetor
denotado por u× v (ou u ∧ v ) que satisfaz

〈u× v, w〉 = det(u, v, w)

para todo w ∈ R2,1, onde det(u, v, w) é o determinante da matriz dos vetores u, v e
w colocados como colunas.

Tomando w como cada um dos vetores da base B, temos

u× v =

∣∣∣∣∣∣∣
i j −k
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣ .
A bilinearidade e não-degeneracidade do produto escalar assegura a existên-

cia e unicidade deste vetor. O produto vetorial satisfaz as seguintes propriedades:

• u× v = −v × u.

• u× v é ortogonal a u e v.

• u× v = 0 se, e somente se, u e v são proporcionais.

• O vetor u× v é a reflexão de u×e v no plano {z = 0}.

• |u× v| = |u×e v| e |u× v|e = |u×e v|e.

Dizemos que um vetor v = (v1, v2, v3) é horizontal (respec. vertical) se
v3 = 0 (respec. v2 = v1 = 0). Um plano é horizontal (respec. vertical) se o vetor
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normal é vertical (respec. horizontal).

Proposição 1.9. (veja [53]) No espaço R2,1 se vale que :

a) u× v 6= 0 está no plano gerado por u e v se, e somente se, o plano é luz.

b) (a× b)× c = 〈b, c〉a− 〈a, c〉b.

c) a× (b× c) = 〈a, b〉c− 〈a, c〉b.

d) 〈u× v, u× v〉 = 〈u, v〉2 − 〈u, u〉〈v, v〉.

e) u× v é luz se, e somente se, u×e v é luz.

f) |v| = |v|e| cos(2θ)| 12 , onde θ é o ângulo entre v e o plano {z = 0}.

g) Para v e w linearmente independentes 〈v×w, v×w〉 = 〈v×ew, v×ew〉e cos(2θ),
onde θ é o ângulo entre v × w (ou v ×e w) e o plano {z = 0}.

h) |v| ≤ |v|e e assim |u× v| ≤ |u×e v|e.

Demonstração. a), b), c), d) e e) são de verificação imediata. Em f), sejam v =

(v1, v2, v3) e w = (v1, v2,−v3), como |v|e = |w|e e 〈v, v〉 = 〈v, w〉e obtemos que
〈v, v〉 = |v|e|w|e cos(2θ) = |v|e|v|e cos(2θ) = 〈v, v〉e cos(2θ) onde 2θ é o menor ângulo
formado por v e w. Portanto, |v| = |v|e| cos(2θ)| 12 . g) e h) seguem de f).

1.2 Teoria Local das Curvas

Chamamos curva diferenciável à aplicação c : I ⊂ R −→ R2,1, onde I é um
intervalo aberto e c uma aplicação diferenciável. Dizemos que a curva diferenciável
é regular (ou suave) se c′(t) 6= 0.

Definição 1.10. Seja c : I ⊂ R −→ R2,1 uma curva regular. Dizemos que c é tipo
espaço (respec. tempo, luz) em t se o vetor c′(t) é tipo espaço (respec. tempo, luz).
A curva é tipo espaço (respec. tempo, luz) se o for para cada t ∈ I.

Em geral, uma curva regular pode ou não ter um só caráter causal. Observe
que a propriedade de ser tipo espaço ou tempo são abertas, isto é, se c′(t0) é espaço
(respec. tempo) existe δ > 0 tal que para t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), c′(t) é espaço (respec.
tempo).

Exemplo 1.11. Considere as seguintes curvas e seus respectivos domínios.

1. c(t) = p0 + tv e I = R. A curva c tem o caráter causal de v.
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2. c(t) = (cos(t), 0, sen(t)) e I = [0, 2π]. A curva c é tipo espaço para t ∈
(π
4
, 3π

4
) ∪ (5π

4
, 7π

4
), tipo tempo para t ∈ [0, π

4
) ∪ (3π

4
, 5π

4
) ∪ (7π

4
, 0] e tipo luz nos

pontos t = π
4
, 3π

4
, 5π

4
, 7π

4
.

3. A hélice c(t) = (r cos(t), r sen(t), kt), k 6= 0. A imagem da curva c está inclusa
no cilindro x2 + y2 = r2. Se r2 > k2 (respec. r2 < k2, r2 = k2), c é tipo espaço
(respec. tempo, luz).

Observação 1.12. (veja [39]) Não existem curvas fechadas regulares tipo tempo ou
luz.

De fato, se c(t) = (x(t), y(t), z(t)) é uma curva regular fechada, existe t0 onde
z(t) assume um máximo, e então z′(t0) = 0. Logo 〈c′(t0), c′(t0)〉 = x′(t0)

2 + y′(t0)
2 >

0, ou seja, c′(t0) é tipo espaço em t0.

Proposição 1.13. Genericamente uma curva regular tem apenas pontos luz isola-
dos.

Demonstração. Considere a curva regular

c(t) =

(
a1t+

a2
2
t2 +

a3
6
t3 +O1(t

4), b1t+
b2
2
t2 +

b3
6
t3 +O2(t

4), c1t+
c2
2
t2 +

c3
6
t3 +O3(t

4)

)
,

tal que c(0) é um ponto luz, ie c′(0) é luz. Temos que,

〈c′(t), c′(t)〉 =a21 + b21 − c21 + 2(a1a2 + b1b2 − c1c2)t+ (a1a3 + a22 + b1b3 + b22 − c1c3
− c22)t2 + (a2a3 + b2b3 − c2c3)t3 +O(t4).

Assim, 〈c′(0), c′(0)〉 = a21 + b21 − c21 = 0. Para que c(0) seja um ponto luz isolado é
suficiente que a1a2 + b1b2− c1c2 6= 0. Portanto, genericamente os pontos luz de uma
curva são isolados.

Triedro de Frenet para curvas tipo espaço ou tempo

Dizemos que c está parametrizada pelo comprimento de arco ou simples-
mente parametrizada pelo arco, se o vetor tangente é sempre unitário.

Lema 1.14. Dada uma curva regular c : I −→ R2,1 tipo espaço ou tempo, existe
uma mudança de parâmetro s tal que |c′(s)| = 1.

Demonstração. Seja t0 ∈ I. Definimos a aplicação comprimento de arco s : I −→ R
por

s(t) =

∫ t

t0

|c′(u)|du.
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Como s′(t) = |c′(t)| > 0, s(I) = J um intervalo aberto e portanto s : I −→ J

é um difeomorfismo. Seja φ = s−1 a inversa de s e c̃ = c ◦ φ : J −→ R2,1 uma
reparametrização de c. Assim, |c̃′(s)| = 1.

Dados dois vetores e1 e e2, para os quais 〈ei, ei〉 = ±1 e 〈e1, e2〉 = 0,
um terceiro vetor é definido por e3 = e1 ∧ e2, e estes três vetores formam uma
base ortonormal. Se definimos (ε̄, η̄) ∈ {(1,−1), (1, 1), (−1, 1)} por 〈e1, e1〉 = ε̄ e
〈e2, e2〉 = η̄, então disto segue que 〈e3, e3〉 = −ε̄η̄. Assim, cada vetor v ∈ R3 pode
ser decomposto de forma única em três componentes

v = ε̄〈v, e1〉e1 + η̄〈v, e2〉e2 − ε̄η̄〈v, e3〉e3.

Proposição 1.15. (veja [38]) Seja c : I ⊂ R −→ R3 uma curva tipo espaço ou tempo
parametrizada pelo comprimento de arco s e tal que 〈c′′(s), c′′(s)〉 6= 0. Então esta

curva induz um triedro de Frenet e1 = t(s) = c′(s), e2 = n(s) =
c′′(s)√

|〈c′′(s), c′′(s)〉|
,

e3 = b(s) = t(s) ∧ n(s), para o qual as equações de Frenet são (η̄ e ε̄ definidos
como acima)

t′(s) = η̄k(s)n(s),

n′(s) = −ε̄k(s)t(s)− ε̄η̄τ(s)b(s),

b′(s) = −η̄τ(s)n(s).

As funções definidas pela relação k(s) = 〈t′(s), n(s)〉 e τ(s) = 〈n′(s), b(s)〉, são
chamadas curvatura e torção da curva c, respectivamente.

Proposição 1.16. (veja [39]) Seja c : I ⊂ R −→ R3 uma curva tipo espaço
ou tempo não necessariamente parametrizada pelo comprimento do arco tal que
〈c′′(t), c′′(t)〉 6= 0. Então, a curvatura k(t) e torção τ(t) são dadas pelas expressões

k(t) =η̄
|c′(t) ∧ c′′(t)|
|c′(t)|3

,

τ(t) =
det(c′(t), c′′(t), c′′′(t))

|c′(t) ∧ c′′(t)|2
.

Triedro de Frenet para curvas tipo luz

Dizemos que uma curva c tipo luz é parametrizada pelo pseudo-arco se a
segunda derivada de c for sempre um vetor unitário.

Lema 1.17. (veja [39]) Dada uma curva c : I −→ R2,1 tipo luz com c′′(t) não nulo,
existe uma reparametrização c̃(s) tal que |c̃′′(s)| = 1.
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Demonstração. Seja c̃(s) = c(ϕ(s)). Então

c̃′′(s) = c′′(ϕ(s))ϕ′(s)2 + c′(ϕ(s))ϕ′′(s)

e 〈c̃′′(s), c̃′′(s)〉 = ϕ′(s)4|c′′(ϕ(s))|2. Tomando ϕ′(s) = 1√
|c′′(ϕ(s))|

, temos que |c̃′′(s)| =
1.

Para uma curva c tipo luz parametrizada pelo pseudo-arco, o vetor tangente
é t(s) = c′(s). Definimos o vetor normal n(s) = T ′(s) = c′′(s), o qual é um
vetor unitário tipo espaço, e o vetor binormal b(s) sendo o único vetor luz tal que
〈n(s), b(s)〉 = 0 e 〈t(s), b(s)〉 = −1. O triedro {t, n, b} é chamado de base nula de
R2,1.

Lema 1.18. (veja [39]) Seja c uma curva tipo luz parametrizada pelo pseudo-arco.
Então a curva induz um triedro de Frenet {t, n, b}, para o qual as equações de
Frenet são

t′(s) = n(s),

n′(s) = τ(s)t(s) + b(s),

b′(s) = τ(s)n(s),

onde τ(s) = −〈n′(s), b(s)〉 é chamada de pseudo-torção.

1.3 Teoria Local das Superfícies Imersas em R2,1

Considere uma superfície suave e orientada (no sentido usual) M . Uma
imersão α : M → E3 de classe Cr (r ≥ 3), pode ser vista também como uma imersão
α : M → R2,1. No primeiro caso, temos todas as ferramentas que já conhecemos da
geometria diferencial (veja [10],[34]) como a primeira e segunda formas fundamentais
Ie e IIe, o campo vetorial normal unitário Ne, as curvaturas Gaussiana e média Ke

e He, etc (a notação segue da Observação 1.3). Vamos expor estas ferramentas para
o segundo caso, veja [53].

1.3.1 Primeira e segunda formas fundamentais

Seja (u, v) : U ⊂ M → R2 uma carta local, com U aberto, e a aplicação
inversa X = (u, v)−1, chamada parametrização. Denotemos por α(u, v) = (α ◦
X)(u, v) a parametrização local da imersão α. Tomemos p ∈ M , o produto escalar
induzido por α em TpM é definido por

〈u1, v1〉 := 〈dα(p)u1, dα(p)v1〉 onde u1, v1 ∈ TpM .
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Em p definimos a forma quadrática I : TpM → R dado por I(v) = 〈v, v〉.
Seja c : R −→M , c(t) = (u(t), v(t)) uma curva parametrizada, então x(t) = (α◦c)(t)
é uma curva e x′ = αuu

′+αvv
′ é um vetor tangente em TpM , onde p = c(0). Portanto,

〈x′, x′〉 = 〈αu, αu〉(u′)2 + 2〈αu, αv〉u′v′ + 〈αv, αv〉(v′)2.

Definição 1.19. A expressão

I = 〈dα, dα〉 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,

onde E = 〈αu, αu〉, F = 〈αu, αv〉 e G = 〈αv, αv〉 são de classe Cr−1, é chamada de
primeira forma fundamental de α.

Quando ∆ = det(I) = EG − F 2 é positivo (respec. negativo, zero), a
imersão é tipo espaço (respec. tempo, luz). Isto é equivalente a dizer que o plano
tangente é tipo espaço (respec. tempo, luz). A parte tipo espaço (respec. tempo,
luz) também é chamada de Riemanniana (respec. Lorentziana, trópico). O
produto escalar induzido é positivo (respec. indefinido, degenerado).

Sendo αu, αv ∈ TpM , então o vetor αu × αv é normal à M . Temos que
〈αu × αv, αu × αv〉 = F 2 − EG = − det(I) (observe que o sinal é diferente do
caso euclidiano). Assim, na parte Riemanniana ou Lorentziana de α, |αu × αv| =

| det(I)| 12 6= 0. Definimos então o campo vetorial normal unitário

N =
αu × αv
|αu × αv|

,

o qual está bem definido e é invariante por mudanças de coordenadas. Pela definição
de produto vetorial

N =
det(Ie)

1
2

| det(I)| 12

 1 0 0

0 1 0

0 0 −1

Ne. (1.1)

Da Proposição 1.9 e), temos

| det(I)| = | cos(2θ)| det(Ie), (1.2)

onde θ é o ângulo entre N (ou Ne) e o plano {z = 0}. Portanto,

|N |e ≥ |Ne|e,
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valendo a igualdade se, e somente se, N (ou Ne) é vertical ou horizontal, veja Figura
1.2.

Ne

N

p

TpM

z = 0

Figura 1.2: Com a norma euclidiana, o comprimento de Ne

é menor que o comprimento de N , isto é, |Ne|e ≤
|N |e.

O conjunto unitário em E3 é a superfície S2 = {(x, y, z) ∈ R3 :

x2 + y2 + z2 = 1}. Em R2,1, o conjunto unitário são as superfícies quadráti-
cas S2,1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 1} (hiperbolóide de uma folha) e
H2 = H2

+ ∪ H2
− = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = −1} (hiperbolóide de duas

folhas), veja Figura 1.3. Chamamos de “esfera” unitária o conjunto unitário de R2,1

e vamos denotar por S2
m. Note que S2

m não é uma superfície compacta. Chamamos
de “esfera” de raio r o conjunto {X ∈ R2,1 : 〈X,X〉 = ±r2} e vamos denotar por
S2
m(r).

x
y

z

S2,1
y

x

z

H2
−

H2
+

Figura 1.3: O conjunto de vetores de norma 1 em R2,1 é
S2,1 ∪H2

+ ∪H2
−

O campo vetorial unitário normal define uma aplicação de Gauss
N : M → H2

+ ou N : M → H2
− (dependendo da escolha da orientação) na
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parte Riemanniana e a aplicação de Gauss N : M → S2,1 na parte Lorentziana.

Sendo que 〈N,N〉 = ±1, então 〈N, dN〉 = 0. Assim, dN = Nudu + Nvdv

pode ser visto como um campo vetorial sobre M .

Definição 1.20. A segunda forma fundamental é

II = −〈dα, dN〉 = edu2 + 2fdudv + gdv2,

onde os coeficientes são de classe Cr−2

e =− 〈αu, Nu〉 = 〈αuu, N〉,

f =− 〈αu, Nv〉 = −〈αv, Nu〉 = 〈αuv, N〉,

g =− 〈αv, Nv〉 = 〈αvv, N〉.

(1.3)

Observação 1.21. Da equação (1.1), temos que

| det(I)|
1
2 II = det(Ie)

1
2 IIe,

assim, II tem o mesmo sinal de IIe.

1.3.2 Equacões de compatibilidade

Vamos escrever Nu e Nv na base {αu, αv} de TpM . Para encontrar os
coeficientes a, b, c, d em termos dos quais

Nu =aαu + bαv

Nv =cαu + dαv,

fazemos o produto escalar de cada equação de acima com αu e αv. Obtemos

−e =〈αu, Nu〉 = aE + bF −f = 〈αv, Nu〉 = aF + bG

−f =〈αu, Nv〉 = cE + dF −g = 〈αv, Nv〉 = cF + dG.

Disto, temos

−

(
e f

f g

)
=

(
a b

c d

)(
E F

F G

)
,

assim,(
a b

c d

)
= −

(
e f

f g

)(
E F

F G

)−1
= − 1

EG− F 2

(
e f

f g

)(
G −F
−F E

)
.
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As equações de Weingarten são

Nu =

(
Ff −Ge
EG− F 2

)
αu +

(
Fe− Ef
EG− F 2

)
αv,

Nv =

(
Fg −Gf
EG− F 2

)
αu +

(
Ff − Eg
EG− F 2

)
αv.

(1.4)

A curvatura Gaussiana e a curvatura Média são definidas por

K = det(−dN) =
det(II)

det(I)
=

eg − f 2

EG− F 2
,

H =
1

2
tr(−dN) =

1

2
trIII =

Eg +Ge− 2Ff

2(EG− F 2)
.

Da Observação 1.21, temos

± det(I)2K = det(Ie)
2Ke, (1.5)

onde ± é o sinal de det(I), e utilizando (1.2) obtemos

K cos2(2θ) = ±Ke,

onde θ é o ângulo formado por N (ou Ne) com o plano horizontal. Em particular,
temos que

|K| ≥ |Ke|.

Escrevemos αuu, αuv e αvv na base {αu, αv, N},

αuu = a11αu + a12αv + a13N,

αuv = b11αu + b12αv + b13N,

αvv = c11αu + c12αv + c13N.

Fazendo o produto escalar com cada elemento da base, obtemos as equações de
Gauss:

αuu = Γ1
11αu + Γ2

11αv + η̄eN,

αuv = Γ1
12αu + Γ2

12αv + η̄fN,

αvv = Γ1
22αu + Γ2

22αv + η̄gN,

(1.6)
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onde 〈N,N〉 = η̄ e Γij,k são os símbolos de Christoffel dados por

Γ1
11 =

GEu + FEv − 2FFu
2(EG− F 2)

, Γ2
11 = −EEv + FEu − 2EFu

2(EG− F 2)
,

Γ1
12 =

GEv − 2FGu

2(EG− F 2)
, Γ2

12 = −FEv − 2EGu

2(EG− F 2)
,

Γ1
22 = −FGv +GGu − 2GFv

2(EG− F 2)
, Γ2

22 =
EGv + FGu − 2FFv

2(EG− F 2)
.

Derivando com relação a u e v cada equação de (1.6), obtemos expressões
para αuuv, αuvv, αuvu e αvvu, as quais podemos escrever em combinação linear da
base {αu, αv, N} utilizando as equações de Gauss (1.6) e as equações de Weingarten
(1.4). Como αuuv = αuvu e αuvv = αvvu, o coeficiente de N em cada equação tem
que ser nulo. Temos assim, as equações de Codazzi-Mainardi

ev − fu = Γ1
12e+ f(Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11,

fv − gu = Γ1
22e+ f(Γ2

22 − Γ1
12)− gΓ2

12,
(1.7)

as quais em uma carta principal (veja Definição 1.38) são

ev =
Ev
2

( e
E

+
g

G

)
,

gu =
Gu

2

( e
E

+
g

G

)
.

(1.8)

As equações de Gauss e Codazzi-Mainardi são conhecidas como equações de
compatibilidade.

Do coeficiente de αu (ou αv) em αuuv − αuvu = 0, obtemos a equação de
egregium

K(I) = η̄K(I, II),

onde K(I) é a curvatura intrínseca induzida pelo produto escalar, K(I, II) é a
curvatura Gaussiana e 〈N,N〉 = η̄ = −sinal(det(I)). Observe-se que η̄ = −1 na
parte Riemanniana e η̄ = 1 na parte Lorentziana.

De Ke(Ie) = Ke(Ie, IIe) e da equação (1.5), temos

sinal(K(I, II)) = −η̄sinal(Ke(Ie, IIe)) = −η̄sinal(Ke(Ie)).

Assim,
sinal(K(I)) = −sinal(Ke(Ie)).



1.3 Teoria Local das Superfícies Imersas em R2,1 30

A primeira e segunda formas fundamentais determinam a forma de qualquer
superfície espaço ou tempo em R2,1. Aqui, Cod(I, II) significa que I e II satisfazem
as equacões de Codazzi-Mainardi.

Teorema 1.22. Teorema Fundamental da Superfícies em R2,1. Suponha que

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

e
II = edu2 + 2fdudv + gdv2

são formas quadráticas suaves sobre um conjunto aberto V do plano (u, v) com EG−
F 2 6= 0, Cod(I, II) e det(II)

det(I)
= −sinal(det(I))K(I). Então, em alguma vizinhança de

qualquer ponto de V existe uma parametrização X : U −→ R2,1 descrevendo uma
superfície com primeira forma fundamental I e segunda forma fundamental II. Além
disso, X é unicamente determinada sobre U módulo isometrias que preservam a
orientação em R2,1.

Demonstração. Veja [53], pag. 158.

1.3.3 Triedro de Darboux

Dada uma imersão α de M de classe Cr, considere a curva c tipo espaço
ou tempo parametrizada pelo comprimento do arco s na parte Riemanniana ou
Lorentziana de M . Definimos t(s) = dα(c(s))c′(s), N(s) = N(c(s)) o normal de α,
V (s) = N(s) ∧ t(s). Assim, os três vetores {t, V = N ∧ t, N} formam uma base
ortonormal. Sejam (ε̄, η̄) ∈ {(1,−1), (1, 1), (−1, 1)}, com 〈t, t〉 = ε̄ e 〈N,N〉 = η̄, e
disto segue que 〈V, V 〉 = −ε̄η̄.

Proposição 1.23. Sejam α uma imersão de M de classe Cr e c : I ⊂ R −→ M

uma curva tipo espaço ou tempo parametrizada pelo comprimento de arco s na parte
Riemanniana ou Lorentziana deM . Então a curva c induz um triedro de Darboux
{t(s), V (s), N(s)} para α, no qual as equações são (ε̄ e η̄ definidos como acima)

t′(s) = kg(s)V (s) + ε̄η̄kn(s)N(s),

V ′(s) = η̄kg(s)t(s) + τg(s)N(s),

N ′(s) = −kn(s)t(s) + ε̄τg(s)V (s).

As funções kg(s) = −ε̄η̄〈t′(s), V (s)〉, kn(s) = ε̄〈t′(s), N(s)〉 e τg(s) = η̄〈V ′(s), N(s)〉
são: a curvatura geodésica, a curvatura normal e torção geodésica da curva c,
respectivamente.
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1.4 Configuração Principal

Chamamos de Ir = Ir(M,R2,1) o conjunto de imersões de classe Cr (r ≥ 4)
de M em R2,1, sendo M uma superfície suave, compacta e orientável. Quando Ir

for dotado da topologia Cs (topologia usual para uma aplicação de classe r de uma
superfície no espaço vetorial R3), s ≤ r, é denotado por Ir,s.

Em geral, para α ∈ Ir temos uma parte tipo espaço (Riemanniana) onde
det(I) > 0, uma parte tipo tempo (Lorentziana) onde det(I) < 0 e uma parte tipo
luz (trópico) onde det(I) = EG− F 2 = 0.

1.4.1 Direções principais

Na parte Riemanniana ou Lorentziana de α, o operador linear −dN :

TpM −→ TpM aplica vetores αudu+αvdv em −Nudu−Nvdv. A matriz de −dN na
base {αu, αv} é

1

EG− F 2

(
Ge− Ff Gf − Fg
Ef − Fe Eg − Ff

)
.

Definimos as curvaturas principais k1 e k2 como os valores próprios do
operador linear −dN . Assim, as soluções da equação

det(−dN − λI) =

∣∣∣∣∣
(

e f

f g

)
− λ

(
E F

F G

)∣∣∣∣∣ = 0, (1.9)

são λ1 = H −
√
H2 −K = k1 e λ2 = H +

√
H2 −K = k2. Temos que

K = k1k2 e H =
k1 + k2

2
,

e portanto k1 e k2 satisfazem a equação

λ2 − 2Hλ+K = 0.

Quando k1 e k2 forem reais, as direções principais (ou direções próprias)
são determinadas pelos vetores próprios não nulos αudu + αvdv em TpM . Temos
então que

−dN

(
du

dv

)
= λ

(
du

dv

)
,
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assim, du e dv satisfazem ao sistema

Ge− Ff
EG− F 2

du+
Gf − Fg
EG− F 2

dv = λdu,

Ef − Fe
EG− F 2

du+
Eg − Ff
EG− F 2

dv = λdv.

Eliminando λ, temos

(Fg −Gf) dv2 + (Eg −Ge) dvdu+ (Ef − Fe) du2 = 0, (1.10)

ou equivalentemente ∣∣∣∣∣∣∣
dv2 −dvdu du2

E F G

e f g

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

A equação (1.10) não está definida no trópico, mas é homogênea em
e, f, g. Podemos multiplicar estes coeficientes por |αu × αv| e substituir por ē =

〈αuu, αu × αv〉, f̄ = 〈αuv, αu × αv〉 e ḡ = 〈αvv, αu × αv〉. Assim(
F ḡ −Gf̄

)
dv2 + (Eḡ −Gē) dvdu+

(
Ef̄ − F ē

)
du2 = 0,

e fazendo L1 = F ḡ −Gf̄ , M1 = Eḡ −Gē e N1 = Ef̄ − F ē, obtemos a equação de
direções principais

L1dv
2 +M1dvdu+N1du

2 = 0. (1.11)

Fora do trópico, as soluções das equações (1.10) e (1.11) são iguais.

Observação 1.24. Para reduzir notação, quando não for relevante na análise, vamos
considerar e = ē, f = f̄ e g = ḡ. Assim, e, f, g são estendidas para o trópico.

Definição 1.25. Um ponto p ∈ M é umbílico de α se II = kI para alguma
constante k, ou equivalentemente, se na carta (u, v) e p = (u0, v0) fora do trópico
satisfaz L1(u0, v0) = M1(u0, v0) = N1(u0, v0) = 0. O ponto umbílico é chamado tipo
espaço (respec. tempo) se está na parte Riemanniana (respec. Lorentziana).

Observe que δ = M2
1 − 4L1N1 é o discriminante da equação de direções

principais (1.11). Se for positivo, temos duas direções principais. Se for zero, na
parte Riemanniana caracteriza os pontos umbílicos, entretanto na parte Lorentziana
podemos ter pontos onde é zero mas não são pontos umbílicos.

Proposição 1.26. Dada α ∈ Ir, temos que:

a) na parte Riemanniana δ = M2
1 − 4L1N1 ≥ 0, e zero somente nos pontos

umbílicos. Assim, as direções principais são sempre definidas.
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b) na parte Lorentziana δ = M2
1 −4L1N1 pode ter qualquer sinal. Assim, podemos

ter regiões onde as direções principais não estão definidas. Além disso, temos
pontos onde δ = 0 sem ser necessariamente pontos umbílicos.

c) no trópico δ = M2
1 − 4L1N1 ≥ 0. Assim, as direções principais estão sempre

definidas.

Demonstração. a) No ponto p, podemos fazer uma mudança de coordenadas afim
no plano (u, v) tal que E = G = 1 e F = 0. Assim, δ = (g− e)2 + 4f 2 ≥ 0, e é
zero somente se e = g e f = 0. No último caso, L1 = M1 = N1 = 0 e portanto
é um ponto umbílico.

b) Podemos tomar as duas direções luz do plano tangente como coordenadas da
carta (u, v). Temos então E = G = 0 e F 6= 0. Assim, δ = 4F 2eg e portanto,
o sinal de δ depende de e e g. Além disso, se e = 0 e g 6= 0 (ou e 6= 0 e g = 0)
temos que δ = 0, mas N1 = −Fg 6= 0 (ou L1 = Fe 6= 0) e então p não é um
ponto umbílico.

c) Tomemos uma carta (u, v) tal que o eixo v seja luz. Então, E 6= 0 e F = G = 0.
Assim, δ = E2g2 ≥ 0.

Como consequência imediata da Proposição 1.26 e da igualdade

M2
1 − 4L1N1

|αu × αv|2
= 4(EG− F 2)2(H2 −K),

temos a relação entre a existência das linhas principais e os valores próprios do
operador −dN na parte Riemanniana ou Lorentziana de uma imersão.

Corolário 1.27. Dada uma imersão α ∈ Ir, temos que:

1. na parte Riemanniana H2−K ≥ 0. Por conseguinte os valores próprios k1 e k2
do operador −dN são sempre reais. Além disso, H2−K = 0 (equivalentemente
k1 = k2) caracteriza os pontos umbílicos (como em uma superfície imersa em
E3).

2. na parte Lorentziana H2−K pode ter qualquer sinal. Assim, os valores próprios
k1 e k2 do operador −dN não são sempre reais. Além disso, temos pontos onde
H2 −K = 0 (k1 = k2) e não são pontos umbílicos.

Observação 1.28. 1. Na parte Riemanniana ou Lorentziana, as direções prin-
cipais são ortogonais.
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2. Na parte Riemanniana temos somente vetores tipo espaço, portanto as direções
principais são sempre espaço.

3. Na parte Lorentziana, se as direções principais existirem, temos sempre uma
espaço e outra tempo.

1.4.2 Propriedades do trópico

Considere uma imersão α. O trópico é o conjunto de pontos tipo luz, ou
seja, o conjunto ∆−1(0) onde ∆ = EG− F 2. Genericamente o trópico é uma curva,
a qual denotamos por γ̂. Se 0 é valor regular para ∆ então γ̂ é uma curva regular
tipo espaço ou luz.

Lema 1.29. Considere α ∈ Ir tal que o trópico seja uma curva regular γ̂. Suponha
que γ̂(0) = p para p ∈ M . Temos que, δ(p) = 0 se, e somente se, γ̂′(0) é luz.
Consequentemente, δ(p) > 0 se, e somente, se γ̂′(0) é espaço.

Demonstração. Considere a carta local (u, v) tal que

α(u, v) = (u, v, h(u, v))

onde, h(u, v) = u+ a20u
2 + a11uv+ 1

2
a02v

2 + 1
3!

(a30u
3 + 3a21u

2v+ 3a12uv
2 + a03v

3) +

O4(u, v) com aij ∈ R e a11 6= 0. Nesta carta se cumpre que αu é tipo luz.

Temos que ∆ = −2a11v − 2a20u + O2(u, v), então na carta local o trópico
é a curva v = −a20

a11
u + O2(u). Assim, para α o trópico é a curva γ̂(u) =

(u,−a20
a11
u+O2(u), u+O2(u)) a qual é luz se, e somente se, a20 = 0. Também temos

que δ(u, v) = a20 +O(u, v) e δ(0, 0) = 0 se, e somente, a20 = 0. Como δ(u, v) ≥ 0 no
trópico, temos as conclusões do lema.

Observação 1.30. Se γ̂ é regular e γ̂′(0) é luz se verifica facilmente que Ke(p) =

−1
4
a211 < 0.

Lema 1.31. Considere α ∈ Ir tal que o trópico seja uma curva regular γ̂. Suponha
que γ̂(0) = p para p ∈M com γ̂′(0) espaço. Então as duas direções principais em p

são γ̂′(0) e a única direção luz em TpM , as quais são ortogonais.

Demonstração. Na carta utilizada na demonstração do Lema 1.29, o trópico é
localmente a curva v = −a20

a11
u + O2(u) com a20 6= 0 para que não seja tipo luz

em (0, 0) e a equação de linhas de principais no ponto (0, 0) é

−a11dv2 − a20dudv = 0.
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Assim, as direções principais são du = 0 (direção luz nessa carta) e dv
du

= −a20
a11

direção do trópico. Elas são ortogonais pelo fato de estarem contidas em um plano
luz no qual a única direção luz é o vetor normal.

Observação 1.32. Na parte Riemanniana ou Lorentziana as linhas principais não
mudam de caráter. Se α ∈ Ir é tal que o trópico é uma curva regular, uma linha
principal que muda de caráter tem apenas pontos luz isolados, as interseções com o
trópico, e nos arcos tipo espaço (respec. tempo) a superfície é Riemanniana (respec.
Lorentziana).

Lema 1.33. Considere α ∈ Ir e M compacta. Então, o trópico é diferente de vazio,
isto é, sempre temos a parte Riemanniana e Lorentziana de α. Além disso, se o
trópico é regular então é composto por um conjunto finito (mais de uma) de curvas
fechadas.

Demonstração. Considere a função π : α(M) −→ R tal que π(p1, p2, p3) = p3.
Assim, π tem um mínimo q1 e um máximo q2 globais (não necessariamente únicos).
Sejam P1, P2 ∈ M tal que α(P1) = q1 e α(P2) = q2. O plano tangente em P1

e P2 são tipo espaço, isto é, P1 e P2 estão na parte Riemanniana de α. Seja
c : [0, 1] −→M uma curva suave tal que c(0) = P1 e c(1) = P2. A aplicação de Gauss
Ne : M −→ S2 (métrica euclidiana) associada a α, define um curva suave Ne(c(s))

com Ne(P1) = (0, 0, 1) e Ne(P2) = (0, 0,−1), então existe um s0 tal que Ne(c(s0))

pertence ao equador de S2 e para este ponto Ne(c(s0)) = N(c(s0)) (N vetor normal
de α em R2,1), assim o plano tangente em c(s0) é tipo tempo e consequentemente
a imersão α é Lorentziana em c(s0). Se 0 é valor regular de ∆ = EG − F 2 então
∆−1(0) é uma subvariedade em M (compacta) e portanto união de curvas fechadas.
Sendo que temos duas componentes conexas da parte Riemanniana, então o número
de curvas fechadas que compõem o trópico tem que ser mais de uma.

1.4.3 Propriedades do discriminante LPL

Quando o discriminante δ da equação (1.11) é zero, podemos ter uma única
direção principal ou ter infinitas direções principais (pontos umbílicos).

Definição 1.34. Dada uma imersão α ∈ Ir. Chamamos de discriminante de α,
denotado por LPL (lugar dos pontos luz), ao conjunto de pontos da parte Lorentziana
ou do trópico tal que δ = M2

1 − 4L1N1 = 0.

Genericamente o conjunto LPL é uma curva, a qual divide a parte
Lorentziana de M em uma região onde não temos direções principais reais e outra
onde temos duas direções (uma espaço e uma tempo).
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Observação 1.35. Num ponto p na parte Lorentziana de uma imersão α, sempre
podemos tomar a carta (u, v) tal que u = constante e v = constante sejam as
direções luz. Assim, E = G = 0 e F 6= 0. A chamaremos de carta luz.

Proposição 1.36. (veja[35]) Genericamente para uma imersão α ∈ Ir, o LPL é
uma curva suave exceto, possivelmente, em pontos isolados os quais são singular-
idades de Morse tipo sela para δ. Estas singularidades são exatamente os pontos
umbílicos tipo tempo.

Demonstração. No ponto p da parte Lorentziana, tomemos uma carta local luz
(u, v). Como E = G = 0 e F 6= 0, a equação de linhas principais é

gdv2 − edu2 = 0.

O LPL é a curva δ = eg = 0, a qual não é suave se

a) e(p) = g(p) = 0, ou

b) e(p) = eu(p) = ev(p) = 0, g(p) 6= 0 ou g(p) = gu(p) = gv(p) = 0, e(p) 6= 0.

Em b) temos três equacões com duas incógnitas e portanto não é genérico. Em a)
temos um ponto umbílico tipo tempo e

Hess(δ)(p) = −(eugv − evgu)2 < 0.

A parte regular do LPL pode ser caraterizada pelos pontos onde as direções
principais coincidem e se convertem em uma direção luz.

Observação 1.37. Se o trópico é tipo luz em um ponto p, este ponto é tipo luz
para o LPL também. Além disso, as duas curvas são tangentes nesse ponto, veja
Figura 2.9.

1.4.4 Definição da configuração principal

Para uma imersão α ∈ Ir, nos pontos p ∈ M onde δ(p) = 0 as direções
principais são infinitas (umbílicos tipo espaço ou tempo) ou somente existe uma
direção (parte regular do discriminante LPL). A este conjunto o chamamos de
singularidades , denotado por

Sα = {p ∈M : δ(p) = 0} = LPL ∪ {umbílicos tipo espaço}.
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Na região de M onde δ > 0, as direções principais definem dois campos de
linhas, mutuamente ortogonais em TM , chamados campos de linhas principais e
denotados por L1,α e L2,α.

As curvas integrais destes campos de linhas principais as chamamos linhas
de curvatura principal ou simplesmente linhas principais. Assim, uma curva suave
c é uma linha principal se satisfaz a equação (1.11) e não contém singularidades.

Chamaremos de folheação F1,α (respec. F2,α) ao conjunto de curvas in-
tegrais do campo de linhas L1,α (respec. L2,α). A tripla Pα = {F1,α,F2,α,Sα} é
chamada de configuração principal da imersão α.

Definição 1.38. Considere a imersão α ∈ Ir e uma carta local (u, v). Suponha que
para p ∈ M as direções principais estão definidas. Dizemos que (u, v) é uma carta
principal se as linhas principais são u = constante e v = constante.

Dada uma carta local, se F = f = 0 então L1 = N1 = 0. A equação de
direções principais é

M1(u, v)dvdu = 0,

então u = constante e v = constante são as linhas principais e portanto (u, v) é
uma carta principal. O fato de F = f = 0 eM1 6= 0 caracteriza uma carta principal.

1.5 Campo de Lie-Cartan

Considere a equação diferencial binária

a(u, v)dv2 + 2b(u, v)dvdu+ c(u, v)du2 = 0 (1.12)

onde a, b, c : R2 → R, são funções de classe C2. Nos pontos onde o discriminante
b2 − ac > 0, a equação binária define duas diferentes direções como solução. Para
saber o comportamento das soluções perto dos pontos onde b2 − ac = 0, definimos
a variedade de Lie-Cartan M = F−1(0) ⊂ R2 × P1(R), onde

F (u, v, [du : dv]) := a(u, v)dv2 + 2b(u, v)dvdu+ c(u, v)du2.

Colocamos condições nas funções a, b, c tal que M seja sempre suave. Assim,
definimos o campo de linhas de Lie-Cartan YF (ou simplesmente Y ) em M, de
tal maneira que as curvas integrais, quando projetadas sobre o plano (u, v) pela
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aplicação

π :R2 × P1(R) −→ R2

(u, v, [du : dv])→ (u, v)

sejam as soluções da equação (1.12). Na carta (u, v, p = dv
du

) o campo é

YF = (Fp, pFp,−(Fu + pFv))

e na carta (u, v, q = du
dv

) é

YF = (qFq, Fq,−(Fv + qFu)).

Observe-se que dπ(YF )(u, v, p) = (Fp, pFp) (respec. dπ(YF )(u, v, q) = (qFq, Fq)) é
um vetor com inclinação p (respec. 1

q
) no plano (u, v).

Consideramos dois casos dos pontos onde b2−ac = 0 (suponha que o ponto
é a origem):

i. Quando as três funções se anulam, isto é, a(0, 0) = b(0, 0) = c(0, 0) = 0. Neste
caso, a condição para que M seja suave é equivalente a dizer que a função
b2 − ac tem uma singularidade de Morse na origem. Também, é equivalente a
dizer que a = 0 e b = 0 são transversais no plano. A configuração local fica
completamente determinada pelas partes lineares de a, b e c (veja [4]).

ii. Quando pelo menos uma das funções a, b, c é não nula (veja [9]). Neste caso a
condição de suavidade de M é equivalente a que b2 − ac = 0 seja uma curva
regular. Sem perda de generalidade suponhamos a(0, 0) 6= 0, fazendo p = dv

du

temos que F = a(u, v)p2 +2b(u, v)p+ c(u, v). É fácil provar que a configuração
local depende completamente do jato-2 de F em (0, 0) (veja [35]), isto é,

j2F = a0p
2 + 2(b0 + b10u+ b01v)p+ (c0 + c10u+ c01v + c20u

2 + c11uv + c02v
2).

A curva b2 − ac = 0 é a projeção, por π, da curva criminante F = Fp = 0 de
M.

1.6 Coordenadas de Bonnet

Nesta seção vamos dar uma forma simplificada da equação das linhas
principais utilizando coordenadas de Bonnet (veja [24]).
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1.6.1 Superfícies tipo espaço

Considere a superfície M e p um ponto na parte Riemanniana de M , isto é,
o vetor normal N(p) é tipo tempo. Orientando adequadamente M podemos supor
que N(p) ∈ H2

+ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = −1, z ≥ 1}. Definimos a projeção
estereográfica π : H2

+ −→ R2 do ponto (0, 0,−1)

π(x, y, z) =

(
x√

x2 + y2 + 1 + 1
,

y√
x2 + y2 + 1 + 1

, 0

)

e sua inversa

π−1(u, v) =

(
− 2u

u2 + v2 − 1
,− 2v

u2 + v2 − 1
,
u2 + v2 + 1

u2 + v2 − 1

)
.

Seja X : R2 −→M

X(u, v) =
1

u2 + v2 − 1


1
2
(u2 − v2 + 1) uv −u

uv 1
2
(−u2 + v2 + 1) −v

−u −v 1


huhv
h

 (1.13)

onde h(u, v) = (u2 + v2 − 1)D(u, v) e D é a distância (com sinal) de TMX(u,v) à
origem 0 ∈ R3.

(0, 0,−1)

π−1(u, v)

N−1

X = (π ◦N)−1

M

H2
+

(u, v, 0)

Figura 1.4: Coordenadas de Bonnet de uma superfície.

Proposição 1.39. Considere a superfície M tal que o vetor normal é tipo
tempo. Então X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) dado pela equação (1.13) é uma
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parametrização de M . Além disso, é uma parametrização local regular quando

h2 − 1

2
hhuu −

1

2
hhvv +

1

4
huuhvv −

1

4
h2uv 6= 0

avaliado em (0, 0).

Demonstração. Dado um ponto p = (x, y, z) ∈ M , o plano tangente afim p+ TMp,
com vetor normal π−1(u, v), é definido por

〈p, π−1(u, v)〉 =
h(u, v)

u2 + v2 − 1
,

que é equivalente à

H = 2xu+ 2yv + z(u2 + v2 + 1) + h(u, v) = 0.

Resolvendo o sistema de equações H = Hu = Hv = 0 em relação as variáveis (x, y, z)

temos

x(u, v) =
1

u2 + v2 − 1

(
1

2
(u2 − v2 + 1)hu + uvhv − uh

)
,

y(u, v) =
1

u2 + v2 − 1

(
uvhu +

1

2
(−u2 + v2 + 1)hv − vh

)
,

z(u, v) =
1

u2 + v2 − 1
(−uhu − vhv + h) .

Para provar que a parametrização é localmente regular, definamos a apli-
cação ϕ(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) a qual satisfaz que det(Dϕ(0, 0)) = (h2 − 1

2
hhuu −

1
2
hhvv + 1

4
huuhvv − 1

4
h2uv)|(0,0). Assim, se det(Dϕ(0, 0)) 6= 0 a aplicação ϕ é um difeo-

morfismo local, então pelo Teorema de Função Inversa a parametrização X é regular
na vizinhança de (0, 0).

Proposição 1.40. As linhas principais de X definida pela equação (1.13) são dadas
por

−huvdv2 + (hvv − huu)dvdu+ huvdu
2 = 0.
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Demonstração. Os coeficientes da primeira forma fundamental são

E = 〈Xu, Xu〉 =
1

4(u2 + v2 − 1)2
(4h2 + (−8uhu + 4(u2 + v2 − 1)huu − 8vhv)h+ 4u2h2u

+ (−4u(u2 + v2 − 1)huu + 8uvhv)hu + (u2 + v2 − 1)2h2uu − 4v(u2 + v2

− 1)hvhuu + (u2 + v2 − 1)2h2uv + 4v2h2v),

F = 〈Xu, Xv〉 =
huv

4(u2 + v2 − 1)2
(4h− 4uhu + (u2 + v2 − 1)(huu + hvv)− 4vhv),

G = 〈Xv, Xv〉 =
1

4(u2 + v2 − 1)2
(4h2 + (−8uhu − 8vhv + 4(u2 + v2 − 1)hvv)h+ 4u2h2u

+ (8uvhv − 4u(u2 + v2 − 1)hvv)hu + (u2 + v2 − 1)2h2uv − 4v(u2 + v2

− 1)hvvhv + (u2 + v2 − 1)2h2vv + 4v2h2v).

O vetor normal é N = π−1(u, v) e os coeficientes da segunda forma fundamental são

e = 〈Xuu, N〉 = − 1

(u2 + v2 − 1)2
((u2 + v2 − 1)huu − 2uhu − 2vhv + 2h),

f = 〈Xuv, N〉 = − huv
u2 + v2 − 1

,

g = 〈Xvv, N〉 = − 1

(u2 + v2 − 1)2
((u2 + v2 − 1)hvv − 2uhu − 2vhv + 2h).

Disto temos que

L = (Fg −Gf) = −huvΓ,

M = (Eg −Ge) = (hvv − huu)Γ,

N = (Ef − Fe) = huvΓ,

onde

Γ =
1

4(u2 + v2 − 1)3
(4h2 + (−8uhu + 2(u2 + v2 − 1)huu − 8vhv + 2(u2 + v2 − 1)hvv)h

+ 4u2h2u + (−2u(u2 + v2 − 1)huu + 8uvhv − 2u(u2 + v2 − 1)hvv)hu + (−2v(u2 + v2

− 1)hv + (u2 + v2 − 1)2hvv)huu − (u2 + v2 − 1)2(h2uv + 2vhvvhv) + 4v2h2v)

e

Γ(0, 0) = −
(
h2 − 1

2
hhuu −

1

2
hhvv +

1

4
huuhvv −

1

4
h2uv

)
6= 0.
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Portanto, a equação das linhas de curvatura nesta carta é

−huvdv2 + (hvv − huu)dvdu+ huvdu
2 = 0.

1.6.2 Superfícies tipo tempo

Considere a superfícieM e p um ponto na parte Lorentziana deM , isto é, o
vetor normal N(p) é tipo espaço. Assim, N(p) está contido no hiperbolóide de uma
folha S2,1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 1}. Definimos a projeção estereográfica
π : S2,1 −→ R2 do ponto (−1, 0, 0) por

π(x, y, z) =

(
0,

y√
−y2 + z2 + 1 + 1

,
z√

−y2 + z2 + 1 + 1

)

e sua inversa

π−1(u, v) =

(
v2 − w2 − 1

v2 − w2 + 1
,

2v

v2 − w2 + 1
,

2w

v2 − w2 + 1

)
.

Seja X : R2 −→M

X(v, w) =
1

v2 − w2 + 1

−1 v w

v −1
2
(v2 + w2 − 1) −vw

w −vw −1
2
(v2 + w2 + 1)


 h

hv

hw

 ,

(1.14)
onde h(v, w) = (v2 − w2 + 1)D(v, w) e D é a distância (com sinal) de TMX(v,w) à
origem 0 ∈ R3.

Proposição 1.41. Considere a superfície M tal que o vetor normal é tipo es-
paço. Então X(v, w) = (x(v, w), y(v, w), z(v, w)) dado pela equação (1.14) é uma
parametrização de M . Além disso, é uma parametrização local regular quando

h2 +
1

2
hhvv −

1

2
hhww −

1

4
hvvhww +

1

4
h2vw 6= 0

avaliado em (0, 0).

Demonstração. Dado um ponto p = (x, y, z) ∈ M , o plano tangente afim p+ TMp,
com vetor normal π−1(v, w), é definido por

〈p, π−1(v, w)〉 =
h(v, w)

v2 − w2 + 1
,
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que é equivalente à

H = x(v2 − w2 − 1) + 2yv − 2zw − h(v, w) = 0.

Resolvendo o sistema de equações H = Hv = Hw = 0 em relação as variáveis (x, y, z)

temos

x(v, w) =
1

v2 − w2 + 1
(vhv + whw − h) ,

y(v, w) =
1

v2 − w2 + 1

(
vh− 1

2
(v2 + w2 − 1)hv − vwhw

)
,

z(v, w) =
1

v2 − w2 + 1

(
wh− vwhv −

1

2
(v2 + w2 + 1)hw

)
.

Para provar que a parametrização é localmente regular, definamos a apli-
cação ϕ(v, w) = (y(v, w), z(v, w)) a qual satisfaz que det(Dϕ(0, 0)) = (h2 + 1

2
hhvv −

1
2
hhww − 1

4
hvvhww + 1

4
h2vw)|(0,0). Assim, se det(Dϕ(0, 0)) 6= 0 a aplicação ϕ é um

difeomorfismo local, então pelo Teorema de Função Inversa a parametrização X é
regular na vizinhança de (0, 0).

Proposição 1.42. As linhas principais de X definida pela equação (1.14) são dadas
por

hvwdw
2 + (hvv + hww)dwdv + hvwdv

2 = 0.

Demonstração. Os coeficientes da primeira forma fundamental E = 〈Xv, Xw〉,
F = 〈Xv, Xw〉 e G = 〈Xw, Xw〉 são expressões similares as apresentadas na
Proposição 1.40. O vetor normal é N = π−1(v, w) e os coeficientes da segunda
forma fundamental são

e = 〈Xvv, N〉 = − 1

(v2 − w2 + 1)2
((v2 − w2 + 1)hvv − 2vhv − 2whw + 2h),

f = 〈Xuv, N〉 = − hvw
v2 − w2 + 1

,

g = 〈Xvv, N〉 = − 1

(v2 − w2 + 1)2
((v2 − w2 + 1)hww + 2vhv + 2whw − 2h).

Disto temos que

L = (Fg −Gf) = hvwΓ,

M = (Eg −Ge) = (hvv + hww)Γ,

N = (Ef − Fe) = hvwΓ,
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onde

Γ =
1

4(v2 − w2 + 1)3
(4h2 + (−8vhv + 2(v2 − w2 + 1)hvv − 8whw − 2(v2 − w2 + 1)hww)h

+ 4v2h2v − 2v((v2 − w2 + 1)hvv + 8vwhw + 2v(v2 − w2 + 1)hww)hv + (−2w(v2 − w2

+ 1)hw − (v2 − w2 + 1)2hww)hvv + (v2 − w2 + 1)2(h2vw + 2whwwhw)) + 4w2h2w)

e
Γ(0, 0) = −

(
h2 +

1

2
hhvv −

1

2
hhww −

1

4
hvvhww +

1

4
h2vw

)
6= 0.



CAPÍTULO 2
Estabilidade Estrutural da

Configuração principal

Neste capítulo daremos condições suficientes para que a configuração prin-
cipal de uma imersão seja estável por pequenas perturbações.

2.1 Singularidades

Dado que genericamente o discriminante LPL é uma curva regular exceto
nos pontos umbílicos tipo tempo, o conjunto de singularidades Sα de α é formado
pelos pontos

• umbílicos tipo espaço,

• umbílicos tipo tempo e

• onde o LPL é uma curva regular.

Em termos de cartas locais, vamos apresentar a configuração local das
singularidades que são estáveis por pequenas perturbações. Trabalhos tais como
[3], [4], [29], [35], [50], [51], [36], entre outros, aportam ideias importantes para as
propriedades descritas nesta seção.

2.1.1 Pontos umbílicos tipo espaço

Seja p ∈M um ponto umbílico tipo espaço de α ∈ Ir. Consideremos a carta
local de Monge (u, v) : (M, p) −→ (R2, 0) e uma translação Γ : R3 −→ R3 tal que
Γ(α(p)) = 0 e

Γ(α(u, v)) = (u, v, h(u, v))

onde, h(u, v) = 1
2
k(u2 + v2) + 1

3!
(au3 + 3b′u2v + 3buv2 + cv3) + O((u2 + v2)2) com

k = k1(p) = k2(p) e a, b, b′, c ∈ R.
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Fazendo uma rotação adequada no plano-(u, v), podemos eliminar o coefi-
ciente b′. Portanto, vamos tomar a carta com b′ = 0.

Proposição 2.1. Seja p um ponto umbílico tipo espaço da imersão α ∈ Ir (r ≥ 4).
Considere a carta de Monge (u, v),

α(u, v) = (u, v, h(u, v)).

Suponha que b(b− a) 6= 0 e que uma das opções

E1) a
b
>
(
c
2b

)2
+ 2,

E2)
(
c
2b

)2
+ 2 > a

b
> 1, a 6= 2b, ou

E3) 1 > a
b

é satisfeita. Então a configuração principal perto de p, nos casos E1, E2 e E3, é como
na Figura 2.1. Estes pontos vamos chamar de umbílicos tipo espaço Darbouxianos
(ou hiperbólicos) e vamos denotar por Ue .

(a) E1 (b) E2 (c) E3

Figura 2.1: Configurações principais nos pontos umbílicos
tipo espaço hiperbólicos.

Demonstração. Nesta carta,

E = 1 +O(u2 + v2), F = O(u2 + v2), G = 1 +O(u2 + v2),

e = k + au+O(u2 + v2), f = bv +O(u2 + v2), g = k + bu+ cv +O(u2 + v2).
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A parte linear da equação das linhas principais é

bvdv2 − ((b− a)u+ cv)dvdu− bvdu2 = 0.

δ(u, v) = (−a + b)2u2 + 2c(−a + b)uv + (4b2 + c2)v2 + O3((u2 + v2)
3
2 ) e

Hess(δ(0, 0)) = 16b2(a − b)2 > 0. Como δ ≥ 0 na parte Riemanniana, então
os umbílicos tipo espaço Darbouxianos são pontos críticos (mínimos) para a função
δ(u, v).

Definimos F = bvp2 − ((b− a)u+ cv)p− bv com p = dv
du
, assim a superfície

e o campo de Lie-Cartan são M = F−1(0) e

YF (u, v, p) = (2bpv + au− bu− cv, p(2bpv + au− bu− cv),−p(bp2 − cp+ a− 2b)),

respectivamente. Fora do ponto (0, 0) as folheações estão bem definidas e são or-
togonais, queremos então determinar o comportamento na vizinhança deste ponto.
A condição b(b− a) 6= 0 é equivalente ao fato que M seja suave nos pontos (0, 0, p)

(também é equivalente ao fato que as curvas L1(u, v) = 0 e M1(u, v) = 0 sejam
transversais, onde L1 e M1 são os coeficientes da equação diferencial das linhas
principais).

Procuramos as singularidades do campo Y no eixo projetivo (0, 0, p), assim
YF (0, 0, p) = (0, 0,−p(bp2 − cp+ a− 2b)) = (0, 0, 0) se, e somente se,

p0 = 0,

p1 =
c

2b
+

√( c
2b

)2
− a

b
+ 2,

p2 =
c

2b
−
√( c

2b

)2
− a

b
+ 2.

Os valores próprios de

DYF (0, 0, pi) =

 a− b 2bpi − c 0

pi(a− b) pi(2bpi − c) 0

0 0 −3bp2i + 2cpi − a+ 2b


são

λ1i = 2bp2i − cpi + a− b, λ2i = 3bp2i + 2cpi − a+ 2b.

Analisemos cada um dos casos:

E1) temos somente o ponto crítico P0 = (0, 0, 0) e λ10λ20 = −(a− b)(a− 2b) < 0.
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Assim, P0 é uma sela para YF na superfície M (Figura 2.1(a)).

E2) são três singularidades Pi = (0, 0, pi), i = 0, 1, 2. Ordenamos os pi do menor
ao maior, pj0 < pj1 < pj2 . Se prova que λ1j0λ2j0 < 0, λ1j1λ2j1 > 0 (reais) e
λ1j2λ2j2 < 0. Assim, temos que Pj0 e Pj2 são selas, e Pj1 é nó de YF (Figura
2.1(b)).

E3) temos três singularidades Pi = (0, 0, pi) e λ1iλ2i < 0 para i = 0, 1, 2. Assim, os
Pi são selas de YF (Figura 2.1(c)).

A projeção das curvas integrais no plano (u, v) por meio de π, dá a configuração dos
pontos umbílicos tipo espaço Darbouxianos Ei. As separatrizes dos pontos umbílicos
são as projeções das separatrizes das selas transversais ao eixo (0, 0, p) em cada
caso.

Observação 2.2. Em [27] e [15], os autores fazem uma exposição mais ampla da
configuração principal na vizinhança dos pontos Ei, os quais são chamados lá de Di

por serem pontos umbílicos conhecidos como Darbouxianos. Nós chamamos de Ei
para fazer referência aos umbílicos tipo espaço.

Tomando b1 = 1
2
(a
b
− 1) e b2 = − c

2b
, os pontos umbílicos tipo espaço

hiperbólicos são distribuídos no plano-(b1, b2) como na Figura 2.2.

b1 = 1
2

2b1 = b22 + 1

E1

E3

E2

Figura 2.2: Distribuição dos pontos umbílicos tipo espaço
hiperbólicos no plano-(b1, b2).

2.1.2 Pontos umbílicos tipo tempo

Como o plano tangente na parte Lorentziana de uma imersão α nunca é
horizontal, qualquer ponto p ∈M na parte Lorentziana de α pode ser parametrizado
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localmente por (u, h(u, v), v) com h uma função suave.

Seja p ∈M um ponto umbílico tipo tempo de α ∈ Ir. Consideremos a carta
local de Monge (u, v) : (M, p) −→ (R2, 0) e uma translação Γ : R3 −→ R3 tal que
Γ(α(p)) = 0 e

Γ(α(u, v)) = (u, h(u, v), v)

onde, h(u, v) = −1
2
k(u2 − v2) + 1

3!
(au3 + 3b′u2v + 3buv2 + cv3) +O((u2 + v2)2) com

k = k1(p) = k2(p) e a, b, b′, c ∈ R.

Genericamente o coeficiente b′ ou b pode ser anulado. Para isto, fazemos a
rotação hiperbólica

u = cosh(θ)x+ senh(θ)y,

v = senh(θ)x+ cosh(θ)y,

assim,

h(x, y) = −1

2
k(x2 − y2) +

1

6
(A1x

3 + A2x
2y + A3xy

2 + A4y
3) +O((x2 + y2)2)

onde

A2 =
1

24
[(a+ b′ − b− c)eθ + (−a+ 3b′ − 3b+ c)e−3θ + (−a+ b′ + b− c)e−θ

+ (a+ 3b′ + 3b+ c)e3θ],

A3 =
1

24
[(−a− b′ + b+ c)eθ + (a− 3b′ + 3b− c)e−3θ + (−a+ b′ + b− c)e−θ

+ (a+ 3b′ + 3b+ c)e3θ].

A parte quadrática de h fica invariante. Substituindo s = eθ > 0 no produto A2A3

e multiplicando por s6 temos que

A2A3 =
1

28s6
[(a2 + 6ab′ + 6ab+ 2ac+ 9b′2 + 18b′b+ 6b′c+ 9b2 + 6bc+ c2)s12

+ (−3a2 − 6ab′ − 2ab− 2ac+ 5b′2 + 14b′b− 2b′c+ 5b2 − 6bc− 3c2)s8

+ (3a2 − 6ab′ + 2ab− 2ac− 5b′2 + 14b′b+ 2b′c− 5b2 − 6bc+ 3c2)s4

− 9b′2 + 6b′a+ 18b′b− 6b′c− a2 − 6ab+ 2ac− 9b2 + 6bc− c2]

=
1

28s6
[B3t

3 +B2t
2 +B1t+B0],

onde na última linha fizemos t = s4. Temos então que A2A3 = 0 é um polinômio



2.1 Singularidades 50

cúbico com t > 0 e

B3B0 = −(a+ 3b′ + 3b+ c)2(−a+ 3b′ − 3b+ c)2.

Assim, sempre que (a+ 3b′+ 3b+ c)(−a+ 3b′− 3b+ c) 6= 0 a equação A2A3 = 0 tem
pelo menos uma solução, isto é, podemos anular A2 ou A3. Portanto, trocando as
variáveis u e v em h se for necessário, genericamente podemos eliminar o coeficiente
b′.

Proposição 2.3. Seja p um ponto umbílico tipo tempo da imersão α ∈ Ir (r ≥ 4).
Considere a carta de Monge (u, v),

α(u, v) = (u, h(u, v), v).

Suponha que b(b+ a) 6= 0 e que uma das opções Ti (i = 1, . . . , 5)

a)
(
c
2b

)2
< a

b
+ 2

T1) a
b

+ 1 > 0.

T2) a
b

+ 1 < 0.

b)
(
c
2b

)2
> a

b
+ 2

T3) se

• | c
b
| > a

b
+ 3 e a

b
+ 1 > 0, ou

• | c
b
| < −(a

b
+ 3).

T4) se

• | c
b
| < a

b
+ 3 e a

b
+ 1 > 0, ou

• | c
b
| > a

b
+ 3 e −2 < a

b
+ 1 < 0, a

b
+ 1 6= −1, ou

• | c
b
| > −(a

b
+ 3) e a

b
+ 1 ≤ −2.

T5) | cb | <
a
b

+ 3 e −2 < a
b

+ 1 < 0, a
b

+ 1 6= −1.

é satisfeita. Então a configuração principal na vizinhança de p, nos casos Ti

(i = 1, . . . , 5), é dada nas Figuras 2.3 e 2.4. Estes pontos vamos chamar de umbílicos
tipo tempo hiperbólicos e vamos denotar por Ut .

Demonstração. Nesta carta temos que

E = 1 +O(u2 + v2), F = O(u2 + v2), G = −1 +O(u2 + v2),

e = −k − au+O(u2 + v2), f = −bv +O(u2 + v2), g = k − bu− cv +O(u2 + v2).
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(a) T1 (b) T2 (c) T3

(d) T4 (e) T5

Figura 2.3: Configurações principais nos pontos umbílicos
tipo tempo hiperbólicos.

A parte linear da equação das linhas principais é

bvdv2 + ((a+ b)u+ cv)dvdu+ bvdu2 = 0.

δ(u, v) = (a + b)2u2 − 2c(a + b)uv + (−4b2 + c2)v2 + O((u2 + v2)
3
2 ) e

Hess(δ(0, 0)) = −16b2(a + b)2 < 0. Os umbílicos tipo tempo hiperbólicos são pontos
críticos (selas) para a função δ(u, v).

Definimos F = bvp2 + ((b+ a)u+ cv)p+ bv com p = dv
du
, assim a superfície

e o campo de Lie-Cartan são M = F−1(0) e

YF (u, v, p) = (2bpv + au+ bu+ cv, p(2bpv + au+ bu+ cv),−p(bp2 + cp+ a+ 2b)),
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(a) T1 (b) T2 (c) T3

(d) T4 (e) T5

Figura 2.4: Singularidades do campo de linhas de Lie-Cartan
em M e sua projeção nos pontos umbílicos emM .

respectivamente.

A condição b(b + a) 6= 0 é equivalente ao fato de M ser suave nos pon-
tos (0, 0, p) ou ao fato de que as curvas L1(u, v) = 0 e M1(u, v) = 0 sejam
transversais em (0, 0), onde L1 e M1 são os coeficientes da equação de linhas prin-
cipais. As singularidades do campo YF no eixo projetivo (0, 0, p), são YF (0, 0, p) =
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(0, 0,−p(bp2 + cp+ a+ 2b)) = (0, 0, 0), assim

p0 = 0,

p1 = − c

2b
+

√( c
2b

)2
− a

b
− 2,

p2 = − c

2b
−
√( c

2b

)2
− a

b
− 2.

Os valores próprios de

DYF (0, 0, pi) =

 a+ b 2bpi + c 0

pi(a+ b) pi(2bpi + c) 0

0 0 −3bp2i − 2cpi − a− 2b


são

λ1i = 2bp2i − cpi + a− b, λ2i = 3bp2i + 2cpi − a+ 2b.

Analisaremos cada um dos casos Ti:

a) o campo YF tem somente a singularidade P0 = (0, 0, 0):

T1) temos que λ10λ20 = −b2(a
b

+ 1)(a
b

+ 2) < 0, e portanto P0 é uma sela para
YF (Figura 2.3(a)).

T2) tem-se que λ10λ20 = −b2(a
b

+ 1)(a
b

+ 2) > 0, e portanto P0 é um nó para
YF (Figura 2.3(b)).

b) o campo YF tem três singularidades Pi = (0, 0, pi), i = 0, 1, 2:

T3) podemos provar que λ1iλ2i < 0, i = 0, 1, 2, assim Pi são selas para o
campo YF (Figura 2.3(c)).

T4) aqui temos que (Figura 2.3(d))

i. se a
b

+ 1 < −1 ou 0 < a
b

+ 1, então P0 é sela, P1 é nó (respec. sela) e
P2 é sela (respec. nó) quando c

2b
> 0 (respec. c

2b
< 0).

ii. se −1 < a
b

+ 1 < 0, então P0 é nó, P1 e P2 são selas.

T5) neste caso temos que (Figura 2.3(e))

i. se −1 < a
b

+ 1 < 0, então P0 é nó, P1 é nó (respec. sela) e P2 é sela
(respec. nó) quando c

2b
> 0 (respec. c

2b
< 0).

ii. se −2 < a
b

+ 1 < −1, então P0 é sela, P1 e P2 são nós.

As linhas principais são as projeções por π no plano (u, v) das curvas integrais do
campo YF na superfície M. A curva LPL da configuração principal é a projeção por
π do criminante F = Fp = 0 em M.
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Observação 2.4. Às vezes os pontos Ti são classificados pelo número de selas ou
nós do campo de Lie-Cartan (veja [4]), os pontos Ti (i = 1, . . . , 5) são chamados de
1S, 1N , 3S, 2S + 1N , 1S + 2N , respectivamente.

A proposição anterior pode ser resumida no plano-(b1, b2) na Figura 2.5,
tomando b1 = 1

2
(a
b

+ 1) e b2 = c
2b
.

b1 = −1
2

b2 = b1 + 1

b2 = −b1 − 1

2b1 = b22 − 1

T1

T3

T5

T2

T4

T3

T3

T4

T4

T4

Figura 2.5: Distribuição dos pontos umbílicos tipo tempo
hiperbólicos no plano-(b1, b2).

2.1.3 Pontos onde o discriminante LPL é uma curva regular

A parte onde o discriminante LPL é uma curva regular está contida na
parte Lorentziana e no trópico.

Na parte Lorentziana

Seja p ∈ M um ponto regular do LPL na parte Lorentziana de α ∈ Ir.
Consideremos a carta local luz (u, v) : (M, p) −→ (R2, 0) e uma translação
Γ : R3 −→ R3 tal que Γ(α(p)) = 0 e

Γ(α(u, v)) = (u+ v, h(u, v), u− v)
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onde, h(u, v) = a11uv + 1
2
a02v

2 + 1
3!

(a30u
3 + 3a21u

2v + 3a12uv
2 + a03v

3) + 1
4!

(a40u
4 +

4a31u
3v + 6a22u

2v2 + 4a13uv
3 + a04v

4) +O((u2 + v2)
5
2 ) com aij ∈ R.

Proposição 2.5. Seja p ∈ M um ponto regular do LPL na parte Lorentziana de
α ∈ Ir. Considere a carta local luz (u, v),

α(u, v) = (u+ v, h(u, v), u− v).

Suponha que a02a21 6= 0.

i. se a30 6= 0, então o LPL é uma curva tipo tempo ou tipo espaço e a
configuração principal na vizinhança de p é como a Figura 2.6. As direções
principais se convertem em uma única direção luz transversal ao LPL. A
estes pontos vamos chamar de singularidades tipo cúspides (ou simplesmente
cúspides) e vamos denotar por Sc.

ii. se a30 = 0, então o LPL é tipo luz em p. Se para λ1,2 = 2a21±2
√

8a02a40 + a221

uma das opções

• λ1 e λ2 são reais e λ1λ2 < 0 (tipo sela),

• λ1 e λ2 são reais, λ1 6= λ2 e λ1λ2 > 0 (tipo nó) ou

• λ1 e λ2 são complexos conjugados com parte real e imaginária não nula
(tipo foco)

é satisfeita. A configuração principal na vizinhança de p é como a Figura 2.7.
Os nomes: tipo sela, nó e foco fazem referência às singularidades do campo
de Lie-Cartan que tem valores próprios λ1,2. A estes pontos vamos chamar de
singularidades tipo luz hiperbólicas e vamos denotar por Sl .

Demonstração. Nesta carta,

E = a211v
2 +O((u2 + v2)

3
2 ),

F = 2 + a211uv + a02a11v
2 +O((u2 + v2)

3
2 ),

G = a211u
2 + 2a02a11uv + a202v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ),

e = 2a30u+ 2a21v + a40u
2 + 2a31uv + a22v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ),

f = 2a11 + 2a21u+ 2a12v + a31u
2 + 2a22uv + a13v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ),

g = 2a02 + 2a12u+ 2a03v + a22u
2 + 2a13uv + a04v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ).



2.1 Singularidades 56

LPL

π

M

LPL

π

M

Figura 2.6: Singularidades tipo cúspides onde o LPL é uma
curva regular espaço ou tempo.

Pelo exposto na Seção 1.5, a configuração local depende do termo independente de
L1, da parte linear de M1 e da parte quadrática de N1. Assim, a parte de interesse
da equação das linhas principais é

4a02dv
2 + [−4a30u− 4a21v − 2a40u

2 − 4a31uv + (2a311 − 2a22)v
2]du2 = 0.

Temos que δ(u, v) = 64a02a30u + 64a02a21v + O(u2 + v2). Disto segue que,
no plano (u, v) com u, v pequenos, o conjunto LPL é a curva v = −a30

a21
u + O(u2) e

por conseguinte, a curva LPL localmente é

γ(u) =

(
u− a30

a21
u, 0, u+

a30
a21

u

)
+ (O1(u

2), O2(u
2), O3(u

2))

a qual é tipo luz se, e somente se, a30 = 0.

Definimos F = 4a02p
2 + [−4a30u − 4a21v − 2a40u

2 − 4a31uv + (2a311 − 2a22)v
2], a

superfície M = F−1(0) a qual é suave na origem e o campo de Lie-Cartan

YF (u, v, p) = (8a02p, 8a02p
2, 4a21p+ 4a31v + 4a40u+ 4a31up+ (−4a311 + 4a22)vp).

Em (0, 0), temos que F (0, 0, p) = 402p
2 = 0 então p = 0 e YF (0, 0, 0) = (0, 0, 4a30):

i. se a30 6= 0 a curva LPL é espaço ou tempo, e o campo YF é regular em (0, 0, 0)
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LPL

π

M

(a) Sela

LPL

π

M

(b) Nó

LPL

π

M

(c) Foco

Figura 2.7: Singularidades nos pontos onde o discriminante
LPL é tipo luz.

e transversal ao criminante. Assim, as curvas projetadas por π no plano (u, v)

são cúspides na curva LPL, veja Figura 2.6.

ii. se a30 = 0 a curva LPL é tipo luz. O campo YF tem uma singularidade no
ponto (0, 0, 0). Os valores próprios de

DYF (0, 0, 0) =

 0 0 8a02

0 0 0

4a40 4a31 4a21


são

λ1 = 2a21 + 2
√

8a02a40 + a221, λ2 = 2a21 − 2
√

8a02a40 + a221,

e portanto temos as conclusões que o ponto p é sela, nó ou foco, em cada caso.
Portanto, a configuração principal na vizinhança de p é como na Figura 2.7.

Além disso, o vetor tangente ao criminante é

(∇F ×e ∇Fp)(0, 0, 0) = (−32a02a21, 0, 0),

e os vetores próprios são (1, 0, λ1) e (1, 0, λ2). Portanto se verifica que quando
a singularidade é sela (respec. nó) os vetores próprios tem inclinação negativa
(respec. positiva) com respeito ao criminante. Isto justifica a maneira de
desenhar a inclinação dos espaços próprios da sela e nó em M.
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Quando se cumpre qualquer uma das opções de ii. a curva LPL é luz
(a30 = 0) e a40 6= 0, fazendo uma aproximação de maior grau para curva LPL se
pode conferir que necessariamente ela muda de caráter nestes pontos, isto é, δ(u, v) =

−32a02a
3
11v

2+32a02a
2
22+64a02a31uv+32a02a40u

2+64a03a21v
2+64a12a21uv+64a02a21v

e no plano a curva é v = A2u
2 + A3u

3 + O(u3) com A2 = −1
2
a40
a21
6= 0 e

A3 = 1
2
a40(a02a31+a12a21)

a221a02
. Assim, o LPL é

γ(u) =
(
u+ A2u

2 + A3u
3, A2a11u

3, u− A2u
2 − A3u

3
)

+ (O1(u
4), O2(u

4), O3(u
4))

e 〈γ′(u), γ′(u)〉 = 8A2u+ 12A3u
2 +O(u3), portanto γ muda de caráter em u = 0.

No trópico

Suponha que o trópico de uma imersão α ∈ Ir é uma curva regular e
seja p um ponto tipo luz deste. Pelo Lema 1.29, o LPL passa por p e é tipo luz.
Consideremos a carta local (u, v) : (M, p) −→ (R2, 0) e uma translação Γ : R3 −→ R3

tal que Γ(α(p)) = 0 e
Γ(α(u, v)) = (u, v, h(u, v))

onde, h(u, v) = u+a11uv+ 1
2
a02v

2+ 1
3!

(a30u
3+3a21u

2v+3a12uv
2+a03v

3)+O((u2+v2)2)

com aij ∈ R. A carta é tomada de forma que αu(p) seja tipo luz.

Nesta carta temos que ∆(u, v) = −2a11v + (−a211 − a30)u
2 + (−2a02a11 −

2a21)uv + (−a202 − a211 − a12)v2 + O((u2 + v2)
3
2 , assim v = −1

2

a211+a30
a11

u2 + O(u3) e o

trópico localmente é γ̂(u) = (u,−1
2

a211+a30
a11

u2, u−(1
2
a211+ 1

3
a30)u

3)+(0, O1(u
3), O2(u

4))

e
〈γ̂′(u), γ̂′(u)〉 =

(2a211 + a30)
2

a211
u2 +O(u3)

o qual é zero em u = 0, ou seja, o trópico é tipo luz na origem.

Proposição 2.6. Seja p ∈ M um ponto regular tipo luz do trópico de α ∈ Ir.
Considere a carta local (u, v),

α(u, v) = (u, v, h(u, v)).

Suponha que a11 6= 0, a30 6= −a211 e que para λ1 = −a30, λ2 = 2a211 + a30 uma das
opções

• λ1λ2 < 0 (tipo sela)

• λ1λ2 > 0 (tipo nó)
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é satisfeita. Então, a configuração principal na vizinhança de p é como a sela ou
nó da Figura 2.8. A estes pontos vamos chamar de singularidades do trópico luz
hiperbólicas e vamos denotar por Stl . Além disso, o trópico é a projeção da curva
integral do campo de Lie-Cartan na direção do espaço próprio associado à λ2.

LPL

π

M

trópico

(a) Sela

LPL

π

M

trópico

(b) Nó

Figura 2.8: Singularidades nos pontos onde o trópico e o
LPL são tipo luz.

Demonstração. Nesta carta,

E = −2a11v − a30u2 − 2a21uv − (a211 + a12)v
2 +O((u2 + v2)

3
2 ),

F = −a11u− a02v −
1

2
a21u

2 − (a12 + a211)uv − (a11a02 +
1

2
a03)v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ),

G = 1− a211u2 − 2a02a11uv − a202v2 +O((u2 + v2)
3
2 ),

e = a30u+ a21v +
1

2
a40u

2 + a31uv +
1

2
a22v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ),

f = a11 + a21u+ a12v +
1

2
a31u

2 + a22uv +
1

2
a13v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ),

g = a02 + a12u+ a03v +
1

2
a22u

2 + a13uv +
1

2
a04v

2 +O((u2 + v2)
3
2 ).

Pelo exposto na Seção 1.5 a configuração local depende do termo independente de
L1, da parte linear de M1 e da parte quadrática de N1. Assim, a parte de interesse
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da equação das linhas principais é

− a11dv2 + (−a30u+ (−2a02a11 − a21)v)dvdu+ [−a20a11u+ (a02a20 − 2a211)v

− 3

2
a20a21u

2 + (a02a
2
20 − a211a20 + a02a30 − 3a11a21 − a12a20)uv

+ (−3a11a12 + a02a11a20 +
1

2
a20a03 + a02a21 − a311)v2]du2 = 0

(2.1)
e também definimos F (u, v, p) fazendo p = dv

du
em (2.1), a superfície M = F−1(0) e

o campo de Lie-Cartan

YF (u, v, p) =(−a30u+ (−2a02a11 − a21)v − 2a11p,−a30up+ (−2a02a11 − a21)vp

− 2a11p
2, (−a02a30 + 3a11a21)v + (2a211 + a30)p+ (−a02a30 + 3a11a21)up

+ (2a311 − 2a02a21 + 6a11a12)vp+ (2a02a11 + a21)p
2).

Como F (0, 0, p) = −a11p2 = 0, então p = 0. Assim, (0, 0, 0) é uma singularidade do
campo. Os valores próprios de

DYF (0, 0, 0) =

 −a30 −2a02a11 − a21 −2a11

0 0 0

0 −a02a30 + 3a11a21 2a211 + a30


são λ1 = −a30 e λ2 = 2a211 + a30. Temos assim, uma singularidades tipo sela ou
nó para YF . Não temos foco já que os valores próprios λ1 e λ2 são reais. O vetor
tangente ao criminante é

(∇F ×e ∇Fp)(0, 0, 0) = 4a311

(
1, 0,− a30

2a11

)
,

e os vetores próprios de λ1 e λ2 são (1, 0, 0) e
(

1, 0,−a211+a30
a11

)
, respectivamente.

Assim, os vetores próprios tem inclinação negativa (respec. positiva) com respeito
ao criminante quando a singularidade é sela (respec. nó), pois(

−a
2
11 + a30
a11

+
a30
2a11

)
a30
2a11

= −1

4

a30(2a
2
11 + a30)

a211
,

negativo (respec. positivo), então a configuração nestes pontos é como na Figura 2.8.

Por último, temos que o trópico é uma linha principal. Localmente na carta
(u, v) é

v = −a
2
11 + a30
2a11

u2 +O(u3),
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e disto p = dv
du

= −a211+a30
2a11

u + O(u2). Entretanto, fazendo v = v(u, p) em F = 0

a superfície M é localmente X̂(u, p) = (u,− p2

2a11
− a30up

a211
, p). Assim, o trópico é a

projeção da curva integral para o campo YF

γ(u) =

(
u+O1(u

2),−a
2
11 + a30
2a11

u2 +O2(u
3),−a

2
11 + a30
a11

u+O3(u
2)

)

e γ′(0) =
(

1, 0,−a211+a30
a11

)
o qual é o vetor próprio associado à λ2.

Quando o trópico é uma curva regular, ela é uma linha principal com
singularidades nos pontos luz. Como o trópico e o LPL somente se intersectam
tangencialmente nos pontos luz, temos que a singularidade não pode ser tipo foco.

Na Figura 2.9 fazemos um resumo das diferentes singularidades da config-
uração principal considerando o trópico uma curva regular. Os pontos umbílicos Ei
que são três tipos, os Ti que são cinco tipos, o ponto A pode ser sela ou nó (o trópico
e o LPL são tipo luz nele), o ponto B pode ser sela, nó ou foco (o LPL é tipo luz),
e o ponto C que é cúspide (o LPL é tipo espaço ou tempo).

U ⊂M

A

trópico

Ti

LPL

parte Riemanniana

parte Lorentziana

δ < 0

δ < 0

δ > 0

δ > 0
B

Ei

C

Figura 2.9: Resumo das singularidades estáveis da configu-
ração principal. O ponto A é tipo luz para o
trópico e o LPL, as curvas são tangentes nesse
ponto.

2.1.4 Estabilidade estrutural em uma singularidade

Definição 2.7. Uma imersão α ∈ Ir,s é chamada Cs-estruturalmente estável na
topologia Cs em um ponto p ∈ M se para toda vizinhança U(p) de p em M existe
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uma vizinhança U de α em Ir,s tal que para toda imersão β ∈ U existe um ponto
q = qβ em U(p) e um homeomorfismo h = hβ : W (p) −→ W (q), entre vizinhanças
de p e q com h(p) = q, levando conjuntamente as folheações F1,α|W (p) e F2,α|W (p)

nas folheações F1,β|W (q) e F2,β|W (q), respectivamente.

Definição 2.8. Dizemos que p é uma singularidade hiperbólica de α ∈ Ir se
p ∈ Ue ∪ Ut ∪ Sl ∪ Stl ou p é cúspide.

Teorema 2.9. O conjunto de imersões tal que suas singularidades são todas
hiperbólicas é aberto em Ir,3 (r ≥ 3). Se p é uma singularidade hiperbólica de α,
então α é localmente C3-estruturalmente estável em p na configuração das linhas
principais.

Demonstração. A abertura das condições das Proposições 2.1, 2.3, 2.5 e 2.6 garan-
tem que o conjunto das imersões com singularidades hiperbólicas é aberto. Além
disso, interpretando as separatrizes como as projeções das separatrizes das singular-
idades do campo de Lie-Cartan, concluímos que elas dependem continuamente de α.

Vamos construir a equivalência topológica na vizinhança de uma singular-
idade em cada caso. Para isso, definimos a vizinhança U de α em Ir,3 e p uma
singularidade hiperbólica de α. Seja W (p) uma vizinhança de p. Para β ∈ U temos
a singularidade q do mesmo tipo que p e W (q) uma vizinhança de q. Sem perda de
generalidade, podemos considerar W (p) e W (q) como discos.

E1: Seja a (respec. b) a interseção da separatriz de p da folheação F1,α (respec.
F2,α) com o bordo de W (p). Da mesma maneira, c (respec. d) é a interseção
da separatriz da folheação F1,β (respec. F2,β) com o bordo deW (q). Definimos
h(p) = q e h|[a,b] como qualquer homeomorfismo tal que h(a) = c e h(b) = d.
Para cada x ∈ W (p), sejam x1 (respec. x2) a interseção da linha principal da
folheação F1,α (respec. F2,α) com o arco principal â, b. Chamemos y1 = h(x1)

e y2 = h(x2). Assim, definimos h(x) = y, onde y é interseção das linhas
principais da folheação F1,β e F1,β passando por y1 e y2, respectivamente. Pela
construção, h é uma equivalência local.

E2: Sejam p11 (respec. p21) a interseção de uma das separatrizes de p da folheação
F1,α (respec. F2,α) com o bordo de W (p). Da mesma maneira, q11 (respec.
q21) é a interseção de uma das separatrizes da folheação F1,β (respec. F2,β)
com o bordo de W (q). Considere também, um arco principal da folheação
F2,α (respec. F1,α) que intersecta os arcos das separatrizes da folheação F1,α

(respec. F2,α) nos pontos p12 e p13 (respec. p22 e p23). Definimos h(p) = q

e, h|[p,p11], h|[p12,p13], h|[p,p21] e h|[p22,p23] como qualquer homeomorfismo tal que
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h(pij) = qij. Para cada x ∈ W (p), sejam x1 (respec. x2) a interseção da linha
principal da folheação F1,α (respec. F2,α) com algum dos arcos principais p̂, p11
ou p̂12, p13 (respec. p̂, p21 ou p̂22, p23). Chamemos y1 = h(x1) e y2 = h(x2).
Assim, definimos h(x) = y como a interseção das linhas principais da folheação
F1,β e F1,β passando por y1 e y2, respectivamente.

E3: Sejam p11, p12 e p13 (respec. p21, p22 e p23) as interseções das separatrizes de p
da folheação F1,α (respec. F2,α) com o bordo deW (p). Da mesma maneira, q11,
q12 e q13 (respec. q21, q22 e q23) são as interseções das separatrizes da folheação
F1,β (respec. F2,β) com o bordo de W (q). Definimos h(p) = q e h|[p,pij ] como
qualquer homeomorfismo tal que h(pij) = qij. Para cada x ∈ W (p), sejam x1

(respec. x2) a interseção da linha principal da folheação F1,α (respec. F2,α)
com algum dos arcos principais p̂, p1j (respec. p̂, p2j). Chamemos y1 = h(x1) e
y2 = h(x2). Assim, definimos h(x) = y, onde y é interseção das linhas principais
da folheação F1,β e F1,β passando por y1 e y2, respectivamente.

T1: Sejam pi (respec. qi), i = 1, 2, 3, 4, as interseções do LPL com o bordo deW (p)

(respec. W (q)). Definimos h(p) = q e h|[p,pi] como qualquer homeomorfismo
tal que h(pi) = qi. Para cada x na região de W (p) que temos linhas principais,
sejam x1 (respec. x2) a interseção da linha principal da folheação F1,α (respec.
F2,α) com o LPL. Chamemos y1 = h(x1) e y2 = h(x2). Definimos h(x) = y

como a interseção das linhas principais da folheação F1,β e F2,β as quais
intersectam o LPL em y1 e y2, respectivamente (observe que nos pontos y1
e y2 existe uma escolha de linhas principais de diferente folheação que se
intersectam e outra que não).

T2: Este caso é similar ao T1.

T3: Sejam pi (respec. qi), i = 1, . . . , 6, as interseções do LPL e das separatrizes
σ1 e σ2 com o bordo de W (p) (respec. W (q)). Definimos h(p) = q e h|[p,pi]
como qualquer homeomorfismo tal que h(pi) = qi (veja Figura 2.10(a)). Para
cada x na região de W (p) que temos linhas principais, sejam x1 (respec. x2) a
interseção da linha principal da folheação F1,α (respec. F2,α) com o LPL, σ1 ou
σ2. Chamemos y1 = h(x1) e y2 = h(x2). Definimos h(x) = y como a interseção
das linhas principais da folheação F1,β e F2,β as quais intersectam o LPL, σ1
ou σ2 em y1 e y2, respectivamente (observe que nos pontos y1 e y2 existe uma
escolha de linhas principais de diferente folheação que se intersectam e outra
que não).

T4: Definimos h em σi (i = 1, . . . , 6) e na interseção do LPL com W (p) como
qualquer homeomorfismo que preserva os extremos (veja Figura 2.10(b)). Além
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LPL

p1p2

p3 p4

pW (p)

σ1

σ2
p5

p6

(a) T3

p2
p

W (p)

σ1 σ2 σ3

σ4 σ5 σ6

p1

p4

p3

(b) T4

Figura 2.10: Construção da equivalência local em T3 e T4.

disso, definimos h nos arcos principais [p1, p2] e [p3, p4] da mesma maneira. O
procedimento para definir h em um ponto x é sempre procurar as interseções
x1 e x2 das linhas principais que passam por x com os arcos σi, o LPL ou os
arcos [pi, pj]. Assim, a imagem de x por h é a interseção das curvas que passam
por h(x1) e h(x2).

T5: O procedimento é similar ao caso T4. Definimos h na interseção do LPL com a
vizinhança, nas separatrizes e em um arco principal transversal as separatrizes.
Para os outros pontos o procedimento é igual.

Sela: Enviamos por qualquer homeomorfismo os arcos principais das separatrizes e
do LPL na vizinhança de tal maneira que preserve os extremos. Depois, o
procedimento é igual aos outros casos.

Nó: Definimos h como qualquer homeomorfismo que leva os arcos principais que são
projeções das variedades estáveis do campo de Lie-Cartan e o LPL preservando
os extremos. Além disso, definimos h nos arcos principais [p1, p2] e [p3, p4] (veja
Figura 2.11) de tal maneira que os extremos sejam preservados. Para o resto
de pontos na vizinhança W (p) onde temos linhas principais procedemos como
nos outros casos.

Foco: Aqui é suficiente definir h na interseção do LPL com a vizinhança de tal
maneira que preserve os extremos. Depois, para cada ponto na vizinhança
onde temos linhas principais o procedimento é igual aos outros casos.

Cúspide: Igual ao caso do foco.
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LPL
p1

p2
p

p3

p4

W (p)

Figura 2.11: Construção da equivalência local em um nó.

2.2 Ciclos Principais

Definição 2.10. Uma curva suave fechada que é linha principal é chamada de ciclo
principal. O ciclo principal é hiperbólico se a derivada da transformação de primeiro
retorno (ou transformação de Poincaré) associada a este é diferente de 1.

Pela Observação 1.12, não há ciclos principais tipo tempo ou luz. Temos
quatro tipos de ciclos principais (Figura 2.12):

• tipo espaço (Ce): são curvas fechadas tipo espaço contidas na parte Riemanni-
ana ou Lorentziana de α sem interceptar o trópico.

• que mudam de caráter (Cm): são curvas fechadas que interceptam transver-
salmente o trópico onde são tipo luz, com arcos tipo espaço na parte Rieman-
niana e tipo tempo na parte Lorentziana.

• no trópico (Ct): são curvas fechadas tipo espaço contidas no trópico.

• suaves por partes (Cs): são curvas fechadas que interceptam o discriminante
LPL de α transversalmente (singularidade tipo cúspide), nesses pontos elas
não são suaves. Tem arcos tipo tempo e espaço, e podem interceptar o
trópico. Realmente, não é um ciclo principal propriamente dito, já que tem
singularidades e não é suave, mas por seu comportamento de curva fechada
vamos tratá-lo como se fosse.
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Ce

Ct

Cm

Cs

LPL

Figura 2.12: Os quatro diferentes tipos de ciclos principais.

Antes de calcular a derivada da transformação do primeiro retorno asso-
ciada a um ciclo principal, vamos calcular a transformação de transição em arcos
principais.

2.2.1 Derivada da transformação de transição

A transformação de transição Π : U ⊂ Σ1 −→ Σ2 associada a uma linha
principal da folheação Fi,α (i = 1, 2) entre as seções transversais Σ1 e Σ2, é a
aplicação tal que para cada p ∈ U su imagem é a primeira interseção com Σ2 pela
folheação Fi,α. Ela é a transformação do primeiro retorno quando Σ1 = Σ2.

Consideremos três tipos de arcos: espaço, tempo e que contém um ponto
luz. Vamos calcular a derivada da aplicação de transição nestes casos.

Arco principal tipo espaço ou tempo

Considere o triedro de Darboux {t, V = N ∧ t, N} da Proposição 1.23,
associado à curva c tipo espaço ou tempo parametrizada pelo comprimento de
arco s, onde t(s) = dα(c(s))c′(s), N(s) = N(c(s)) é o normal de α e V (s) =

N(s) ∧ t(s). Aqui 〈t, t〉 = ε̄, 〈N,N〉 = η̄, e portanto 〈V, V 〉 = −ε̄η̄, com (ε̄, η̄) ∈
{(1,−1), (1, 1), (−1, 1)}.

Lema 2.11. Seja α ∈ Ir e c : [0, l ] −→ M um arco da folheação F1,α tipo espaço
ou tempo, parametrizado pelo comprimento de arco s, de comprimento l e contido
na parte Riemanniana ou Lorentziana de M . Então a expressão:
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α(s, v) = α(c(s))+ η̄v(N ∧ t)(s)− ε̄
(

1

2
k2(s)v

2 +
1

6
A(s)v3 + v3B(s, v)

)
N(s), (2.2)

onde k2(s) é a curvatura principal de F2,α sobre c, define uma carta local (s, v) na
vizinhança de c.

t

N ∧ t

N

c

Figura 2.13: A curva c como arco principal.

Demonstração. A aplicação

α(s, v, w) = α(c(s)) + η̄v(N ∧ t)(s)− ε̄wN(s)

é um difeomorfismo local em uma vizinhança do eixo s. De fato, [αs, αv, αw](s, 0, 0) =

〈αs×αv, αw〉 = −ε̄η̄. Assim, existe uma função w(s, v) tal que α(s, v, w(s, v)) é uma
parametrização de uma vizinhança tubular de α ◦ c.

Para cada s, w(s, v) é a parametrização da curva de interseção entre α(M) e
o plano gerado por {(N∧t)(s), N(s)}. O vetor (N∧t)(s) é o vetor tangente da curva
w em w(s, 0). A curvatura normal de βs(v) = w(s, v) em v = 0 é kn(βs)(s, 0) = k2(s),
isto é, a curvatura principal da folheação F2 sobre a curva c. Assim,

α(s, v) = α(c(s)) + η̄v(N ∧ t)(s)− ε̄
(

1

2
k2(s)v

2 +
1

6
A(s)v3 + vB(s, v)

)
N(s)

define uma carta local.

Proposição 2.12. Seja α ∈ Ir e c : [0, l ] −→ M um arco principal tipo espaço ou
tempo, parametrizado pelo comprimento de arco s, de comprimento l e contida na



2.2 Ciclos Principais 68

parte Riemanniana ou Lorentziana de M . Então a derivada da transformação de
transição Π associada a c entre as seções Σ1 = α(0, v) e Σ2 = α(l, v) é dada por

ln Π′(0) =

∫ l

0

−k′2(s)
k2(s)− k1(s)

ds, (2.3)

onde k1(s) e k2(s) são as curvaturas principais sobre c.

Demonstração. Usando a carta local dada pelo Lema 2.11, a equação das linhas
principais na vizinhança de {v = 0} é

L1(s, v)

(
dv

ds

)2

+M1(s, v)
dv

ds
+N1(s, v) = 0, (2.4)

onde

L1(s, v) =− k′2(s)v +O(v2),

M1(s, v) =− η̄(k2(s)− k1(s)) + η̄(−3kg(s)k2(s)− A(s) + 2k1(s)kg(s) + kg(s)k2(s))v

+O(v2),

N1(s, v) =− η̄k′2(s)v +O(v2).

Denotemos por v(s, r) a solução da equação (2.4) com condição inicial
v(0, r) = r = v0 e v(s, 0) = 0. Assim, a transformação de transição entre as seções
transversais Σ1 = α(0, v) e Σ2 = α(l, v) é Π(r) = v(l, r).

Derivando a equação (2.4) com relação a r e avaliando em r = v0 = 0, temos

L1v(s, 0)vr(s, 0)(vs(s, 0))2 + 2L1(s, 0)vs(s, 0)vsr(s, 0) +M1v(s, 0)vr(s, 0)vs(s, 0)

+M1(s, 0)vsr(s, 0) +N1v(s, 0)vr(s, 0) = 0.

Sendo vs(s, 0) = 0, então

M1(s, 0)vsr(s, 0) +N1v(s, 0)vr(s, 0) = 0.

Usando que vsr = vrs e integrando com relação a s no intervalo [0, s] temos

vr(s, 0) = exp

{∫ s

0

−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
ds

}
= exp

{∫ s

0

−k′2(s)
k2(s)− k1(s)

ds

}
.

Portanto,

Π′(0) =
dv

dr
(l, r)

∣∣∣∣
r=0

= exp

{∫ l

0

−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
ds

}
= exp

{∫ l

0

−k′2(s)
k2(s)− k1(s)

ds

}
.
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Observação 2.13. O procedimento anterior para calcular a derivada da transfor-
mação de transição pode ser aplicado em qualquer parametrização X(s, v) na vizin-
hança de uma linha principal c, sempre que satisfaça X(s, 0) = c(s) e M1(s, 0) 6= 0.
Em uma carta com tais condições a derivada é

Π′(0) = exp

{∫ l

0

−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
ds

}
.

Arco principal que intersecta transversalmente o trópico

Mostramos aqui a existência de uma carta na vizinhança de um arco prin-
cipal transversal ao trópico, com isso podemos calcular a derivada da transformação
de transição.

Dada uma imersão α, suponha que o trópico é uma curva regular
tipo espaço. Seja p um ponto no trópico e o arco principal a ele transversal
c : [−ε, ε] ⊂ R −→ M , com ε pequeno e c(0) = p. Pelo Lema 1.31 temos que c′(0) é
tipo luz, então para α(c(s)) = (c1(s), c2(s), c3(s)) temos que c′21 (0)+c′22 (0)−c′23 (0) = 0.
Como a curva é regular c′21 (0) + c′22 (0) 6= 0 e c′23 (0) 6= 0.

Tomemos o parâmetro s tal que a projeção da curva α(c(s)) no plano
seja a curva c̄(s) = (c1(s), c2(s)) parametrizada pelo comprimento do arco s com
curvatura k̄, então c′21 (0) + c′22 (0) = 1 e c′3(0) = ±1. Assim, para ε pequeno podemos
definir o triedro {t, n1, n2}, com t(s) = (c′1(s), c

′
2(s), c

′
3(s)), n1(s) = (c′2(s),−c′1(s), 0)

e n2(s) = (0, 0, c′3(s)).

Lema 2.14. Suponha que c′′3(0) 6= 0 para α, p e c nas condições de acima. Então a
expressão

α(u, v) =α(c(s)) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n1(s)

+

(
b1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
n2(s)

(2.5)

onde os ai e bi são funções suaves e, a1 e b1 satisfaz à equação diferencial (c′23 −
1)
(
b1
a1

)′
− k̄c′23

(
b1
a1

)2
− k̄(c′23 − 1) = 0, b1(0) = 0, a1(0) = a0 6= 0 e define uma carta

(s, v) na vizinhança de c. Além disso, a derivada da transformação de transição
entre as seções Σ1 = α(−ε, v) e Σ2 = α(ε, v) é dada por

ln Π′(0) =

∫ ε

−ε
−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
ds, (2.6)
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onde M1(s, 0) e N1v(s, 0) são calculados em (2.7).

Demonstração. Para a1(0) 6= 0, a aplicação

α(s, v, w) = α(c(s)) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n1(s) + wn2(s)

é um difeomorfismo local em uma vizinhança de (0, 0, 0). De fato, 〈αs ∧
αv, αw〉(s, 0, 0) = [αs, αv, αw](s, 0, 0) = −a1(s)c′3(s) e a1(0)c′3(0) 6= 0. Para ε sufi-
cientemente pequeno existe uma função w(s, v) tal que α(s, v) = α(s, v, w(s, v))

é a parametrização de um vizinhança tubular de α ◦ c. Para cada s, w(s, v) é a
parametrização da curva da interseção entre α(M) e o plano gerado por n1 e n2.
Portanto

α(u, v) =α(c(s)) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n1(s)

+

(
b1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
n2(s)

define uma carta na vizinhança de c.

Na carta (s, v), ∆(s, 0) = E(s, 0)G(s, 0)− F 2(s, 0) = a21(s)− c′23 (s)(b21(s) +

a21(s)). Como c(0) = p está no trópico, então ∆(0, 0) = 0 e portanto b1(0) = 0.
Calculamos os coeficientes da equação de linhas principais

L1(s, v) =
(
k̄c′33 b

2
1a

2
1 − c′23 c′′3b31a1 − c′33 b21a1b′1 + c′33 b

3
1a
′
1 + k̄c′33 b1a1b2 − c′3a41

)
(s)

+
(
−c′33 b21a2 + c′′3b1a

3
1 + c′3a

3
1b
′
1 − c′3b1a21a′1

)
(s) +O(v),

M1(s, v) =(c′33 (−k̄b31 − a2b1 + b2a1)− c′23 c′′3b21a1 + k̄c′3b1a
2
1 + a31c

′′
3 + a2c

′
3b1

− b2c′3a1)(s) +O(v),

N1(s, v) =
(
−k̄c′33 (b21 + a21) + (c′33 − c′3)(b′1a1 − a′1b1) + k̄c′3a

2
1

)
(s)

+ [[(−2k̄2a1 − k̄b1 + a′′1)b21 + (a21k̄
′ + 2k̄a1a

′
1 − a1b′′1 − 2a′1b

′
1 − 2k̄b2 − a′2)b1

− 2k̄a21b
′
1 + 2a1b

′2
1 − 2k̄a1a2 + a1b

′
2 − b2a′1 + a2b

′
1](s)c

′3
3 (s) + [−3k̄b1a

2
1c
′′
3

− k̄b31c′′3 − b21a1c′′′3 + b1a1c
′′
3b
′
1 − 2b21a

′
1c
′′
3](s)c′23 (s) + [(2k̄b1c

′4a1 − 2k̄b1c
′4a1

+ 4k̄b1c
′2
1 a1 + k̄b1a1 + b2)a

′
1 + (−2k̄a21c

′4
2 + 2k̄a21c

′4
s − 4k̄a21c

′2
1 − a2)b′1

+ 2k̄2c′42 a
3
1 − 2k̄2c′41 a

3
1 + 4k̄2c′21 a

3
1 + b21a1c

′′2
3 + 2k̄a1a2 − a1b′2 + b1a

′
2](s)c

′
3(s)

− [((2k̄c′42 − 2k̄c′41 + 4k̄c′21 )b1 − a′1)a21 + a1b2 + b1a2](s)c
′′
3(s)]v +O(v2).

(2.7)
Temos que N1(0, 0) = 0, mas como c é linha principal de α então N1(s, 0) = 0 para
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todo s. Disto segue que, a1 e b1 têm que satisfazer à equação diferencial

(c′23 − 1)

(
b1
a1

)′
− k̄c′23

(
b1
a1

)2

− k̄(c′23 − 1) = 0, b1(0) = 0, a1(0) = a0 6= 0. (2.8)

Verifiquemos que esta equação tem pelo menos uma solução. Façamos y = b1
a1

e associamos o seguinte campo vetorial à equação diferencial

X :

s′ = c′23 (s)− 1

y′ = k̄(s)(c′23 (s)y2 + c′23 (s)− 1).

Assim, X(0, 0) = 0 e

DX(0, 0) =

(
2c′3(0)c′′3(0) 0

∗ 0

)
.

Como c′3(0)c′′3(0) 6= 0, (0, 0) é uma sela-nó para X. Tomando y(s) =
(
b1
a1

)
(s) como a

variedade estável ou instável (dependendo do sinal de c′3(0)c′′3(0)) da sela-nó, é uma
solução da equação com a1(0) 6= 0 e b1(0) = 0. Vamos calcular uma aproximação de
grau 3 para y, então fazemos

c′3(s) = η + d1s+ d2s
2 + d3s

3 +O(s4),

k̄(s) = k0 + k1s+ k2s
2 + k3s

3 +O(s4),

y(s) = as+ bs2 + cs3 +O(s4),

onde η = ±1 e d1 6= 0. Assim,

s′ =2ηd1s+ (d21 + 2d2η)s2 + (2d1d2 + 2d3η)s3 +O(s4),

y′ =as′ + 2bss′ + 3s2s′ +O(s3),

e substituindo na segunda componente do campo, temos que

η(2ad1 − 2d1k0)s+ [−k0a2 + 4ηbd1 − k0(d21 + 2ηd2)− 2ηk1d1 + a(d21 + 2ηd2)]s
2

+ [−(2d1ηk0 + k1)a
2 + 6cηd1 + 2b(d21 + 2d2η)− k0(2d3η + 2d1d2)− k1(d21 + 2d2η)

− 2k2ηd1 − 2k0ab+ a(2d3η + 2d1d2)]s
3 +O(s4) = 0.

Resolvendo para a, b e c obtemos

y(s) = k0s+
1

4d1
(2d1k1+ηk

3
0)s2+

1

12d21
(3d21k

3
0+4ηd1k

2
0k1−2ηd2k

3
0+k50+4d21k2)s

3+O(s4)



2.2 Ciclos Principais 72

a qual é uma aproximação da variedade estável ou instável do campo X, e portanto
uma solução aproximada de (2.8).

Finalmente, sendo M1(0, 0) = a31(0)c′′33 (0) 6= 0 então, para ε pequeno,
M1(s, 0) 6= 0. Assim, pela Observação 2.13 obtemos que a derivada da transformação
de transição é

ln Π′(0) =

∫ ε

−ε
−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
ds,

onde M1(s, 0) e N1v(s, 0) são obtidos da equação (2.7).

2.2.2 Derivada da transformação de primeiro retorno

Agora, apresentamos como calcular a derivada da transformação de primeiro
retorno em cada caso. Quando os ciclos principais não forem hiperbólicos, fazemos
uma perturbação adequada em cada caso para torná-lo hiperbólico.

Ciclos principais tipo espaço

Corolário 2.15. Seja α ∈ Ir e c : [0, l] −→ M um ciclo principal tipo espaço
parametrizado pelo comprimento de arco s e de comprimento l. Então a derivada da
transformação de primeiro retorno Π associada a c na seção Σ = α(0, v) é dada por

ln Π′(0) =

∫ l

0

−k′2
k2 − k1

ds =

∫ l

0

−k′1
k2 − k1

ds = −1

2

∫ l

0

dH√
H2 −K

,

onde k1 e k2 são as curvaturas principais, H =
k1 + k2

2
é a Curvatura Média e

K = k1k2 é a Curvatura Gaussiana.

Demonstração. Temos que

ln Π′(0) =

∫ l

0

−k′2(s)
k2(s)− k1(s)

ds

=

∫ l

0

[
−k

′
2(s)− k′1(s)
k2(s)− k1(s)

− k′1(s)

k2(s)− k1(s)

]
ds

=

∫ l

0

−[ln(k2(s)− k1(s))]′ds−
∫ l

0

k′1(s)

k2(s)− k1(s)
ds

= − ln(k2(s)− k1(s))
∣∣∣∣l
0

−
∫ l

0

k′1(s)

k2(s)− k1(s)
ds

=

∫ l

0

−k′1(s)
k2(s)− k1(s)

ds,

(2.9)
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onde a primeira igualdade é pela Proposição 2.12 com ε̄ = 1 e Σ1 = Σ2 e a última
igualdade é porque c é fechada.

Assim,

2 ln Π′(0) =

∫ l

0

−k
′
1(s) + k′2(s)

k2(s)− k1(s)
ds = −

∫ l

0

dH√
H2 −K

.

Lema 2.16. Seja α ∈ Ir e c : [0, l] −→ M um ciclo principal tipo espaço
parametrizado pelo comprimento de arco s e de comprimento l. Suponha que dk1|c 6=
0. Considere a deformação

αε(s, v) = α(s, v) + ε
k′1(s)

2
v2δ(v)N(s)

onde δ é uma função suave com suporte pequeno e δ|v=0 = 1. Então para todo ε 6= 0

pequeno c é um ciclo principal hiperbólico de αε.

Demonstração. Na carta local

αε(s, v) =α(c(s)) + η̄v(N ∧ t)(s)

−
((

k2(s)− εk′1(s)δ(v)

2

)
v2 +

1

6
A(s)v3 + v3B(s, v)

)
N(s),

onde 〈N,N〉 = η̄, temos que

L1(s, v) =− (k′2(s)− εk′′1(s))v +O(v2),

M1(s, v) =η̄(k1(s)− k2(s) + εk′1(s)) + η̄[ε2kg(s)k
′
1(s) + 3δ′(0)k′1(s)

+ 2kg(s)(k1(s)− k2(s))− A(s)]v +O(v2),

N1(s, v) =η̄(εk′′1(s)− k′2(s))v +O(v2),

e portanto, c é ciclo principal de αε. As curvaturas principais de F1,αε e F2,αε sobre
c são k1(ε, s) = k1(s) e k2(ε, s) = k2(s)− εk′1(s). Assim,

Π′ε(0) = exp

{∫ l

0

−k′1(s)
k2(s)− εk′1(s)− k1(s)

ds

}
.

Calculamos,

dΠ′ε(0)

dε

∣∣∣
ε=0

= exp

{∫ l

0

−k′1(s)
k2(s)− εk′1(s)− k1(s)

ds

}∫ l

0

− (k′1(s))
2

(k2(s)− εk′1(s)− k1(s))
2ds

∣∣∣∣
ε=0

= Π′(0)

∫ l

0

− (k′1(s))
2

(k2(s)− k1(s))2
ds = k 6= 0
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e disto segue que Π′ε(0) = Π′(0)+kε+O(ε2). Portanto, c é ciclo principal hiperbólico
de αε para ε pequeno.

Ciclos principais que mudam de caráter

Considere α ∈ Ir e c : [a, b] −→M um ciclo principal que muda de caráter.
Se uma linha principal que intersecta transversalmente o trópico muda de caráter,
então é tipo espaço na parte Riemanniana e tipo tempo na parte Lorentziana.
Assim, c tem um número par de pontos luz p1, p2, · · · , p2r (as interseções com o
trópico). Podemos dividir o ciclo em r arcos tipo espaço, r arcos tipo tempo e 2r

arcos na vizinhança de cada ponto luz.

Sejam Σe
i e Σt

i seções transversais c na parte tipo espaço e tipo tempo,
respectivamente, na vizinhança de pi, para i ∈ {1, 2, · · · , 2r}. Suponha que c(a) = p1

e percorremos c no sentido tal que o primeiro arco seja tipo espaço. As seções
aparecem na seguinte ordem Σe

1,Σ
e
2,Σ

t
2,Σ

t
3,Σ

e
3, . . . ,Σ

e
2r,Σ

t
2r,Σ

t
1 (ver Figura 2.14).

Assim, podemos definir as aplicações de transição seguintes:

• Arcos tipo espaço: Πe
2i−1,2i entre as seções Σe

2i−1 e Σe
2i, para i = 1, 2, . . . , r.

• Arcos tipo tempo: Πt
2i,2i+1 entre as seções Σt

2i e Σt
2i+1, para i = 1, 2, . . . , r− 1,

e Πt
2r,1 entre as seções Σt

2r e Σt
1.

• Arco na vizinhança do ponto luz: Πl
i entre as seções Σt

i e Σe
i , para i =

1, 2, . . . , 2r.

Pela Proposição 2.12 e pelo Lema 2.14, estas aplicações de transição existem
e podemos calcular as suas derivada. Seja Π : Σe

1 −→ V ⊂ Σe
1 a aplicação de primeiro

retorno associado a c. Então

Π(p) = (Πl
1 ◦ Πt

2r,1 ◦ Πl
2r ◦ Πe

2r−1,2r ◦ · · · ◦ Πl
3 ◦ Πt

2,3 ◦ Πl
2 ◦ Πe

1,2)(p). (2.10)

Se Π′(0) 6= 1, temos que c é um ciclo principal hiperbólico de α. Em outro caso,
podemos fazer uma perturbação de α em uma vizinhança de um arco tipo espaço
ou tempo de tal maneira que c seja ciclo principal hiperbólico de uma imersão na
vizinhança de α.

Lema 2.17. Sejam α ∈ Ir e c1 : [0, l ] −→ M um arco principal tipo espaço
parametrizado pelo comprimento de arco s e de comprimento l. Suponha dk1|c1 não
identicamente nula. Considere a deformação

αε(s, v) = α(s, v) + ε
k′1(s)

2
v2δ(s, v)N(s),
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p1

trópico

p2

p4

p3

Σe
1

Σe
2

Σt
1

Σt
4

Σe
4

Σt
2

Σe
3

Σt
3

Figura 2.14: Seções transversais em um ciclo que muda de
caráter.

onde α(s, v) é a carta local dada pelo Lema 2.11 com ε̄ = 1, δ(s, v) = δ1(s)δ2(v)

é uma função suave com suporte pequeno, δ2(0) = 1, δ1(s) não negativa com
suporte em

[
1
4
l, 3

4
l
]
. Então para ε 6= 0 pequeno, c1 é arco principal de αε e

Π′ε(0) = Π′(0)(1 + kε) +O(ε2), com k 6= 0.

Demonstração. Na carta local

αε(s, v) =α(c1(s)) + η̄v(N ∧ t)(s)

−
((

k2(s)− εk′1(s)δ(s, v)

2

)
v2 +

1

6
A(s)v3 + v3B(s, v)

)
N(s)

temos que,

L1(s, v) =[εk′1(s)δ
′
1(s)− k′2(s) + εk′(s)δ1(s)]v +O(v2),

M1(s, v) =η̄[k1(s)− k2(s) + εδ1k
′
1(s)] + η̄[2(k1(s)− k2(s) + εδ1k

′
1(s))kg(s)

+ 3εδ′2(0)δ1(s)k
′
1(s)− A(s)]v +O(v2),

N1(s, v) =η̄[εδ′1(s)k
′
1(s) + εδ1(s)k

′′
1(s)− k′2(s)]v +O(v2)
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e portanto, c1 é arco principal de αε com k1(ε, s) = k1(s) e k2(ε, s) = k2(s) −
εk′1(s)δ1(s) sendo as curvaturas principais das folheações F1,αε e F2,αε , respectiva-
mente, sobre c1. Assim, utilizando as igualdades da equação (2.9), a derivada da
transformação de transição associada a c1 para αε é

Π′ε(0) = exp

{
− ln(k2(s)− εδ1(s)k′1(s)− k1(s))

∣∣∣∣l
0

−
∫ l

0

k′1(s)

k2(s)− εδ1(s)k′1(s)− k1(s)
ds

}

= exp

{
− ln

(
k2(l)− k1(l)
k2(0)− k1(0)

)
−
∫ l

0

k′1(s)

k2(s)− εδ1(s)k′1(s)− k1(s)
ds

}
.

Observe-se que Π′ε(0)|ε=0 = Π′(0). Calculando

dΠ′ε(0)

dε

∣∣∣
ε=0

= Π′ε(0)

∫ l

0

−δ1(s) (k′1(s))
2

(k2(s)− εk′1(s)− k1(s))
2ds

∣∣∣∣
ε=0

= Π′(0)

∫ l

0

−δ1(s) (k′1(s))
2

(k2(s)− k1(s))2
ds = Π′(0)k.

Portanto k 6= 0 e temos a conclusão do lema.

Corolário 2.18. Sejam α ∈ Ir e c : [a, b] −→ M um ciclo principal que muda de
caráter. Chamemos c1 o arco principal de c tipo espaço entre as seções transversais
Σe

1 e Σe
2 nos pontos c(u1) e c(u2), respectivamente. Suponha que dk1|c1 não é

identicamente nula. Então existe αε na vizinhança de α tal que c é ciclo principal
hiperbólico de αε.

Demonstração. Tomemos αε(s, v) como no Lema 2.17 para s ∈ [u1, u2] (c1
parametrizado pelo comprimento de arco s) e αε = α em outro caso. Para ε

pequeno, αε é uma imersão na vizinhança de α.

Pelo Lema 2.17, temos que c é ciclo principal de αε e Π′ε(0) 6= 1 para ε

pequeno, sendo Πε a transformação de primeiro retorno dada por (2.10) para c e αε.
Portanto, c é ciclo principal hiperbólico de αε.

Ciclos principais no trópico

Lema 2.19. Seja α ∈ Ir e suponha que c : [0, l ] −→ M é uma curva fechada tipo
espaço, parametrizada pelo comprimento de arco s e de comprimento l, contida no
trópico de α e tal que 〈c′′(s), c′′(s)〉 6= 0. Então a expressão:

α(s, v) =α(c(s)) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n(s)

+

(
δa1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
b(s),

(2.11)
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onde, os ai e bi são funções suaves com a1(s) 6= 0, δ = ±1, {t, n, b} é o triedro de
Frenet associado a α ◦ c e 〈n(s), n(s)〉 = η̄ ∈ {±1}, define uma carta local (s, v) na
vizinhança de c. Além disso, se a1(s)(a2(s)− δb2(s)) 6= 0, c é ciclo principal de α e
a derivada do primeiro retorno associado a c é

Π′(0) = exp

{
−2δη̄

∫ l

0

τ(s)ds

}
,

onde τ(s) é a torção da curva α ◦ c.

Demonstração. A aplicação

α(s, v, w) = α(c(s)) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n(s) + wb(s)

é um difeomorfismo local em uma vizinhança de c. De fato, 〈αs ∧ αv, αw〉(s, 0, 0) =

[αs, αv, αw](s, 0, 0) = a1(s) e a1(s) 6= 0. Assim, existe uma função w(s, v) tal que
α(s, v) = α(s, v, w(s, v)) é a parametrização de uma vizinhança tubular de α ◦ c.
Além disso, para cada s, w(s, v) é a parametrização da curva da interseção entre
α(M) e o plano gerado por n e b.
Portanto,

α(s, v) =c(s) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n(s)

+

(
b1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
b(s)

(2.12)

define uma carta na vizinhança de c.

Nesta carta temos que ∆(s, 0) = b21(s) − a21(s). Como c está no trópico de
α, então b1(s) = δa1(s). Calculamos os coeficientes da equação de linhas principais:

L1(s, v) = O(v2),

M1(s, v) = (a1(b2 − δa2))(s)−
1

2
(−10ka2a

2
1 + 10kδb2a

2
1 + 2δa1a3 − 2a1b3)(s)v +O(v2),

N1(s, v) = (2η̄τa1(δb2 − a2) + a′1(δa2 − b2) + a1(b
′
2 − δa′2))(s)v +O(v2),

onde k é a curvatura da curva α ◦ c. Quando a1(s)(b2(s) − δa2(s)) 6= 0, c é linha
principal. Assim,

−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
= −2δη̄τ(s) +

a′1(s)

a1(s)
− δa′2(s)− b′2(s)
δa2(s)− b2(s)

,

e pela Observação 2.13 temos que a derivada da transformação do primeiro retorno
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é

Π′(0) = exp

{
−N1v(s, 0)

M1(s, 0)

}
= exp

{
−2δη̄

∫ l

0

τ(s)ds

}
,

onde a integral dos dois últimos termos é zero por ser c uma curva fechada.

Lema 2.20. Considere uma curva fechada c : [0, l ] −→ R2,1 tipo es-
paço parametrizada pelo comprimento de arco s e de comprimento l, tal que
〈c′′(s), c′′(s)〉 6= 0, com torção τ e curvatura k. Para ε > 0 pequeno, a curva fechada

c1(s) = c(s) + ε(η̄τ(s)k(s)n(s) + k′(s)b(s))

é tipo espaço com 〈c′′1(s), c′′1(s)〉 6= 0 e tem torção total∫ l

0

τ1(s)||c′1(s)||ds =

∫ l

0

τ(s)ds+ ε

(∫ l

0

(τ(s)k(s))2ds+

∫ l

0

(k′(s))2ds

)
+O(ε2),

onde {t, n, b} é o triedro de Frenet associado à c com 〈n, n〉 = η̄.

Demonstração. Pela Proposição 1.16, temos que

τ1(s) =
det(c′1(s), c

′′
1(s), c′′′1 (s))

|c′1(s)× c′′1(s)|2
,

onde τ1 é a torção de c1. Observe-se que c1 não está parametrizada pelo comprimento
de arco, assim a torção total é ∫ l

0

τ1(s)||c′1(s)||ds.

Fazendo os cálculos, segue que

τ1(s)||c′1(s)|| = τ(s) + εR(s) +O(ε2),

onde

R(s) =k(s)2τ(s)2 + 3η̄τ ′(s)2 + 3η̄τ ′′(s)τ(s)− k(s)k′′(s)

+
η̄

k(s)2
(
k′(s)(2τ ′(s)τ(s)k(s) + k′′′(s)) + τ(s)2(k′′(s)k(s)− k′(s)2)− k′′′′(s)k(s)

)
.

Portanto, a torção total é∫ l

0

τ1(s)||c′1(s)||ds =

∫ l

0

τ(s)ds+ ε

∫ l

0

R(s)ds+O(ε2),
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e fazendo integração por partes várias vezes temos que∫ l

0

R(s)ds =

∫ l

0

(τ(s)k(s))2ds+

∫ l

0

(k′(s))2ds.

Proposição 2.21. Sejam α e c como no Lema 2.19, com τ(s)k(s) ou k′(s) não
identicamente nulas. Então, existe uma imersão α1 na vizinhança de α e c1 uma
curva fechada tipo espaço na vizinhança de c, tal que c1 é um ciclo principal
hiperbólico contido no trópico de α1.

Demonstração. Considere a carta local α(s, v) dada no Lema 2.19. Seja c1 como no
Lema 2.20. Podemos supor que c1 esta parametrizada pelo comprimento de arco u
e de comprimento l1. Assim, c1 tem associado um triedro de Frenet {t1, n1, b1} com
τ1 a torção e k1 a curvatura.

A imersão

α1(u, v) =c1(u) +

(
a1(u)v +

a2(u)

2
v2 + v3A1(u, v)

)
n1(u)

+

(
δa1(u)v +

b2(u)

2
v2 + v3B1(u, v)

)
b1(u),

(2.13)

onde ai e bi são funções do Lema 2.19 (a1(s)(b2(s) − δa2(s)) 6= 0 e δ = ±1), está
na vizinhança de α. Além disso, fazendo os mesmos cálculos como no Lema 2.19
temos que c1 é uma linha principal fechada no trópico de α1, e portanto a derivada
da transformação do primeiro retorno é

Π′1(0) = exp

{
−2δη̄

∫ l1

0

τ1(u)du

}
.

Como ∫ l1

0

τ1(u)du =

∫ l

0

τ1(s)||c′1(s)||ds,

pelo Lema 2.20, temos

Π′1(0) = exp

{
−2δη̄

∫ l

0

τ(s)ds− 2δη̄ε

(∫ l

0

(τ(s)k(s))2ds+

∫ l

0

(k′(s))2ds

)
+O(ε2)

}
= Π′(0) exp

{
−2δη̄ε

(∫ l

0

(τ(s)k(s))2ds+

∫ l

0

(k′(s))2ds

)
+O(ε2)

}
.

Portanto, para ε 6= 0 pequeno, c1 é um ciclo principal hiperbólico de α1.
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Ciclos principais suaves por partes (c.p.s.p)

Sobre o discriminante LPL, as linhas principais coincidem em uma direção
luz. Podemos ter curvas fechadas suaves por partes que intersectam transver-
salmente o LPL onde cada arco suave é linha principal. Os pontos onde não são
suaves ocorrem justamente nas interseções com o LPL.

Sejam α ∈ Ir e c : [0, l ] −→ M um ciclo principal suave por partes, isto é,
existem os números 0 = a1 < a2 < · · · < an < an+1 = l, tal que ci(s) = c(s)|(ai,ai+1)

é um arco principal e c(ai) pertencente ao LPL para i = 1, 2, . . . , n. Neste caso, c
é a projeção de uma órbita fechada C para o campo de Lie-Cartan associado a α
definido sobre a superfície M a qual intersecta o conjunto criminante nos pontos
C(ai) (o LPL é a projeção do criminante e os pontos c(ai) são a projeção dos pontos
C(ai)).

Sejam Σ1
i e Σ2

i seções transversais na vizinhança dos pontos c(ai), para i = 1, . . . , n.
Definamos as transformações de transição:

• Πi,i+1 entre as seções Σ1
i e Σ2

i+1 para i = 1, . . . , n e Πn,1 entre Σ1
n e Σ2

1.

• Πi entre as seções Σ2
i e Σ1

i .

Seja Π : Σ1
1 −→ V ⊂ Σ1

1 a transformação do primeiro retorno associado a c. Então

Π(p) = (Π1 ◦ Πn,1 ◦ Πn ◦ Πn−1,n ◦ · · · ◦ Π3 ◦ Π2,3 ◦ Π2 ◦ Π1,2)(p). (2.14)

A priori, os arcos ci podem intersectar o trópico de α. Pelo Lema 2.14 e
pelos argumentos dados nos ciclos que mudam de caráter, a derivada das transfor-
mações Πi,i+1 para i = 1, . . . , n e Πn,1 existem.

Na vizinhança de pi, tomamos o sistema de coordenadas (u, v) tal que as
linhas principais são dadas pela equação diferencial (veja [1])(

du

dv

)2

= v

e este sistema de coordenadas Πi : {v = ε} −→ {v = ε} é uma translação
Πi(u, ε) = (u + k, ε), k constante, e portanto diferenciável. Temos então que Π é
diferenciável. Se Π′(q) 6= 1 para o ponto q ∈ c∩Σ2

1, temos que c é um ciclo principal
hiperbólico de α.

Observação 2.22. Quando Π′(q) = 1, escolhemos um arco c1 tipo espaço de c tal
que c1 não intersecte nenhum outro arco de c, isto é, que c não tenha auto-interseções
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em c1. Podemos fazer a perturbação do Lema 2.17 em c1 de tal maneira que c seja
ciclo principal hiperbólico de uma imersão na vizinhança de α.

2.2.3 Estabilidade estrutural em um ciclo principal

Definição 2.23. Uma imersão α ∈ Ir,s é chamada Cs-estruturalmente estável
na topologia Cs em um ciclo principal c de α se para toda vizinhança U(c) de c
em M existe uma vizinhança U de α em Ir,s tal que para toda imersão β ∈ U
existe um ciclo principal ĉ = ĉβ de β, contido em U(c), e um homeomorfismo
h = hβ : W (c) −→ W (ĉ), entre vizinhanças de c e ĉ com h(c) = ĉ, levando
conjuntamente as folheações F1,α|W (c) e F2,α|W (c) nas folheações F1,β|W (ĉ) e F2,β|W (ĉ),
respectivamente.

Teorema 2.24. Uma imersão α ∈ Ir (r ≥ 4) é C3-estruturalmente estável em um
ciclo principal c se, e somente se, c é hiperbólico.

Demonstração. O fato de ser c hiperbólica garante a estabilidade local dentro de
pertubações na C3-topologia. Na Seção 2.4 vamos fazer a equivalência das duas
folheações em um contexto global.

2.2.4 Superfícies em torno de curvas tipo espaço

Dada uma curva fechada tipo espaço com torção total zero no espaço de
Minkowski R2,1, é possível construir um germe de superfície que contem a curva
fechada dada como ciclo principal hiperbólico (veja [14]).

Curvas fechadas como linhas principais.

Seja c : [0, l] → R3 uma curva fechada regular com curvatura k(s) positiva
e de comprimento l. Considere o triedro de Frenet {t, n, b} ao longo de c, onde
〈t, t〉 = 1, 〈n, n〉 = η e 〈b, b〉 = −η com η ∈ {−1, 1}, satisfazendo as equações

t′(s) = ηk(s)n(s),

n′(s) = −k(s)t(s)− ητ(s)b(s),

b′(s) = −ητ(s)n(s).

Considere a superfície Cr, com r ≥ 4, parametrizada por

α(s, v) =c(s) +

(
cosh(r(s))v +

a2(s)

2
v2 +

a3(s)

6
v3 +

a4(s)

24
v4
)
n(s)

+

(
senh(r(s))v +

b2(s)

2
v2 +

b3(s)

6
v3 +

b4(s)

24
v4
)
b(s),

(2.15)
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onde r(s) = r(s+ l), ai(s) = ai(s+ l) e bi(s) = bi(s+ l) para i = 1, 2, 3, são funções
suaves l-periódicas com respeito à s e v é pequeno (similar a Figura 2.13 com o
triedro de Frenet).

Lema 2.25. A curva c é união de linhas principais de α se, e somente se,

r′(s) = ητ(s), r(0) = r0 e

∫ l

0

τ(s)ds = 0. (2.16)

Além disso, para qualquer solução r(s) de (2.16) a superfície é regular, orientada
e mergulhada em uma vizinhança de c. O conjunto de pontos umbílicos Uα ∩ c é
definido pela equação

a2(s) senh(r(s))− b2(s) cosh(r(s))− k(s) senh(r(s)) = 0.

Demonstração. Pela definição de α segue que αs(s, 0) = t(s) e αv(s, 0) =

cosh(r(s))n(s) + senh(r(s))b(s) são linearmente independentes. Pela forma lo-
cal das imersões segue que α é uma superfície regular na vizinhança de c.

O vetor normal da superfície sobre c é N(s, 0) = senh(r(s))n(s) +

cosh(r(s))b(s). Calculando os coeficientes da primeira e segunda formas fundamen-
tais, temos que L1dv

2 +M1dvdu+N1du
2 = 0, onde

L1(s, v) =r′(s)− ητ(s) +O(v),

M1(s, v) =η(a2(s) senh(r(s))− b2(s) cosh(r(s))− k(s) senh(r(s))) +O(v),

N1(s, v) =η(τ(s)η − r′(s)) +
η

cosh(r(s))
[ητ(s)k(s) cosh(r(s))2

− 2η cosh(r(s))2τ(s)a2(s) + 2ητ(s) cosh(r(s)) senh(r(s))b2(s)

− k(s)r′(s) cosh(r(s))2 + r′(s) cosh(r(s))2a2(s)

− r′(s) cosh(r(s)) senh(r(s))b2(s) + cosh(r(s))2b′2(s)

− cosh(r(s)) senh(r(s))a′2(s) + ητ(s)a2(s)− r′(s)a2(s)]v +O(v2).

(2.17)
A curva {v = 0} é solução desta equação se, e somente se, N1(s, 0) = 0, ou seja
r′(s) = ητ(s). Portanto, c é união de linhas principais se, e somente se, r′(s) = ητ(s).
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Fazendo r′(s) = ητ(s) segue que

k1(s) =k(s) senh(r(s)),

k2(s) =a2(s) senh(r(s))− b2(s) cosh(r(s)),

M1(s, 0) =η(a2(s) senh(r(s))− b2(s) cosh(r(s))− k(s) senh(r(s)))

=η(k2(s)− k1(s)).

Os pontos umbílicos em c são dados pelas soluções da equação M1(s, 0) = k2(s) −
k1(s) = 0.

Ciclos principais hiperbólicos

Proposição 2.26. Considere a superfície orientada parametrizada αr0 de classe Cr,
r ≥ 4, definida pelas equações (2.15) e (2.16) tal que Uαr0 ∩ c = ∅. Então c é ciclo
principal hiperbólico se, e somente se,

ln(π′r0(0)) =

∫ l

0

− k′1(s)

k2(s)− k1(s)
ds

=

∫ l

0

ητ(s)k(s) cosh(r(s)) + k′(s) senh(r(s))ds

b2(s) cosh(r(s)) + k(s) senh(r(s))− a2(s) senh(r(s))

6=0.

Demonstração. A transformação de Poincaré π : {s = 0} → {s = l} definida por
π(v0) = v(l, v0), com v(0, v0) = v0 satisfaz a equação variacional (veja Observação
2.13)

M1(s, 0)vsv0 +N1v(s, 0)v0 = 0. (2.18)

Das equações (2.17) e utilizando que r′(s) = ητ(s), temos que

−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
=

cosh(r(s))(τ(s)ηa2(s)− b′2(s))− senh(r(s))(τ(s)ηb2(s)− a′2(s))
senh(r(s))(k(s)− a2(s)) + b2(s) cosh(r(s))

= − k′2(s)

k2(s)− k1(s)
.

Assim, ∫ l

0

−N1v(s, 0)

M1(s, 0)
ds = −

∫ l

0

k′2(s)

k2(s)− k1(s)
ds = −

∫ l

0

k′1(s)

k2(s)− k1(s)
ds,

onde a última igualdade é pelo Corolário 2.15. Portanto, integrando (2.18)

π′r0(0) =
dv

dv0
(l, v0)|v0=0 = exp

{
−
∫ l

0

k′1(s)

k2(s)− k1(s)
ds

}
.
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Proposição 2.27. Seja c uma curva suave fechada tipo espaco e de comprimento l
em R2,1 tal que k(s) é não constante ou τ(s) é não identicamente zero, e a torção
total é zero. Então existe um germe de superfície orientada de classe Cr, r ≥ 4,
contendo c como ciclo principal hiperbólico.

Demonstração. Considere a superfície definida pelas equações (2.15) e (2.16).
Fazendo a2(s) = k(s) e b2(s) = 1 segue que M(s, 0) = −η cosh(r(s)) 6= 0

e assim Uαr0 ∩ c = ∅. Sendo τ não identicamente zero ou k(s) não constante,
senh(r(s)) = senh(r0−

∫ s
0
τ(s)ds) e portanto k(s) senh(r(s)) é não constante. Pela

Proposição 2.26, c é hiperbólica se, e somente se,

ln(π′(0)) =

∫ l

0

[k(s) senh(r(s))]′

cosh(r(s))
ds 6= 0.

Se ln(π(0)) 6= 0, então c é um ciclo principal hiperbólico e finaliza a prova. Se
ln(π(0)) = 0, considere a deformação de α dada por

αε(s, v) = c(s)

+

(
cos(r(s))v +

a2(s) + εA1(s)

2
v2 +

a3(s)

6
v3 +

a4(s)

24
v4
)
N(s)

+

(
sen(r(s))v +

b2(s) + εB1(s)

2
v2 +

b3(s)

6
v3 +

b4(s)

24
v4
)
B(s).

Então c é uma linha principal de αε. Fazendo A1(s) = k′(s) e B1(s) = −ητ(s)k(s),
as curvaturas principais são

k1(s, 0, ε) = k(s) senh(r(s)) = k1(s),

k2(s, 0, ε) = k(s) senh(r(s))− cosh(r(s))

+ ε[k′(s) senh(r(s)) + ητ(s)k(s) cosh(r(s))]

= k2(s) + εk′1(s).

Pelo Teorema 2.26 segue que

ln(π′ε(0)) = −
∫ `

0

k′1(s, 0, ε)

k2(s, 0, ε)− k1(s, 0, ε)
ds

= −
∫ `

0

k′1(s, 0)

k2(s, 0) + εk1(s, 0)− k1(s, 0)
ds.

(2.19)
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Derivando a equação (2.19) em relação de ε e avaliando em ε = 0 temos que

d

dε
(ln(π′ε(0)))|ε=0=

∫ `

0

[k′1(s, 0)]2

(k2(s, 0)− k1(s, 0))2
ds 6= 0.

2.3 Teorema de Estabilidade Estrutural

Definição 2.28. Diremos que uma imersão satisfaz a propriedade TR, se o trópico
é uma curva regular γ̂ com apenas pontos isolados tipo luz.

Definição 2.29. Diremos que uma imersão satisfaz a propriedade DR, se o
discriminante é uma curva γ̃ a qual é:

i. regular, exceto nos pontos onde δ = 0 tem uma singularidade de Morse tipo
sela (umbílicos tipo tempo), e

ii. γ̃′ é luz somente em pontos isolados.

Considere o subconjunto Sr = Sr(M) ⊂ Ir,s que para α ∈ Sr satisfaz:

a) As propriedades TR e DR.

b) As singularidades são todas hiperbólicas ou cúspides.

c) Os ciclos principais são todos hiperbólicos.

d) Não há separatriz de α que seja separatriz de duas singularidades diferentes
ou duas vezes da mesma singularidade.

e) O conjunto limite de toda linha principal é união de singularidades e ciclos
principais.

Observação 2.30. Chamamos de separatrizes às linhas principais que são pro-
jeções:

i. das separatrizes de selas do campo de linhas de Lie-Cartan (Veja Figuras 2.1,
2.4, 2.7(a) e 2.8(a)), e

ii. das variedades estáveis fortes dos nós na parte regular do criminante (com
orientação de atrator) do campo de linhas de Lie-Cartan. Essas separatrizes
aparecem nos nós da parte regular do LPL (veja Figuras 2.7(b) e 2.8(b)).
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Definição 2.31. Uma imersão α ∈ Ir,s é chamada Cs-estruturalmente estável na
topologia Cs se existe uma vizinhança U de α em Ir,s tal que para toda imersão
β ∈ U existe um homeomorfismo h = hβ : M −→ M tal que h(Sα) = Sβ e levando
conjuntamente as folheações F1,α e F2,α nas folheações F1,β e F2,β, respectivamente.

Teorema A. Seja r ≥ 4 e M uma superfície suave, orientada e compacta. Então o
conjunto Sr(M) é aberto em Ir,3 e todo α ∈ Sr(M) é C3-estruturalmente estável.

2.4 Demonstração do Teorema A

A abertura do conjunto Sr em Ir,3 segue da estabilidade local nas singular-
idades e a continuidade sobre partes compactas das separatrizes de singularidades
por uma C3-perturbação (Teorema 2.9), a estabilidade local nos ciclos hiperbólicos
(Teorema 2.24) e a abertura das propriedades DR e TR (Proposições 1.13 e 1.36).
As propriedades d) e e) do conjunto Sr são essenciais para reduzir a análise da
abertura ao estudo local das singularidades, separatrizes e ciclos principais.

Para provar a estabilidade estrutural, vamos utilizar as ideias do método
exposto por Peixoto em [45] e por Gutiérrez e Sotomayor em [29] e [27] para a
construção da equivalência topológica. As folheações F1,α e F2,α são chamadas de
primeira e segunda folheações das linhas principais, respectivamente.

2.4.1 Regiões canônicas

Uma primeira (respec. segunda) região canônica de α, com α ∈ Sr, é a
componente conexa do complemento dos pontos umbílicos, dos ciclos principais
(exceto os c.p.s.p. 1) da primeira (respec. segunda) folheação, das separatrizes da
primeira (respec. segunda) folheação, das linhas principais da primeira (respec.
segunda) folheação que formam c.p.s.p. e do LPL.

As primeiras (respec. segundas) regiões canônicas podem ser paralelas
ou cilíndricas. No primeiro caso o campo L1,α (respec. L2,α) é topologicamente
equivalente ao campo vetorial ∂

∂u
em R2, no segundo caso eles são topologicamente

equivalentes ao campo vetorial ∂
∂u
u+ ∂

∂v
v em R2 \ {0}.

1Ciclos principais suaves por partes (veja a Seção 2.2)
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Se o bordo de uma região canônica contém separatrizes ou parte do LPL
então é uma região paralela (veja Figura 2.15). Se o bordo da região canônica
consiste somente de ciclos principais (exceto os c.p.s.p.), então a região é cilíndrica
(veja Figura 2.16).

LPL

c.p.s.p.

Figura 2.15: Regiões paralelas.

(a) (b)

Figura 2.16: Regiões cilíndricas.

Da conectividade das regiões canônicas temos que o conjunto limite de
cada linha principal em uma região paralela é sempre um ponto umbílico E2, T2, T4,
T5 (pelo setor parabólico deles) ou um ciclo principal. Entretanto, em uma região
cilíndrica o conjunto limite é sempre ciclos principais. Em cada região canônica os
campos L1,α e L2,α são orientáveis.

As regiões cilíndricas podem ser de dois tipos:

a) todas as linhas da outra folheação atravessam a região (veja Figura 2.16(a)),
ou



2.4 Demonstração do Teorema A 88

b) a região contém pelo menos um ciclo principal da outra folheação (veja Figura
2.16(b)).

Chamamos de primeira (respec. segunda) região cilíndrica transversal irre-
dutível a uma primeira (respec. segunda) região cilíndrica do caso a). Uma primeira
(respec. segunda) região cilíndrica do caso b), é decomposta em uma união finita de
segundas (primeiras) regiões cilíndricas transversais irredutíveis e duas primeiras
regiões semi-transversais irredutíveis. O bordo de uma primeira (respec. segunda)
região semi-transversal irredutível é a união de um ciclo principal da folheação L1,α,
para o qual as linhas principais estão tendendo, e de um ciclo principal da folheação
L2,α, no qual a folheação L1,α é transversal.

Dada uma imersão α ∈ Ir, podemos encontrar um vizinhança Uα de α em
Ir,3 tal que Uα ⊂ Sr, r ≥ 3, e que ao longo de um arco contínuo αt, t ∈ [0, 1], em
Uα unindo α = α0 e β = α1, há uma dependência continua, de maneira única, das
singularidades, das separatrizes e dos ciclos principais de ambas folheações F1,α e
F2,α, e portanto, uma dependência continua das regiões canônicas de α0 em αt de
maneira única, definindo uma correspondência um a um entre as regiões de α e β.
A correspondência preserva o tipo de região.

A dependência continua, de maneira única, das regiões canônicas define
uma equivalência topológica parcial ht entre as singularidades de α e αt, e entre o
conjunto de pontos que estão simultaneamente em separatrizes das duas folheações
ou em ciclos principais de α com similar conjunto de αt, para t ∈ [0, 1].

Procedemos agora, a estender a equivalência parcial ht em uma equivalência
entre Pα e Pαt em todo M . Vamos fazer isso em todas as possíveis interseções de
regiões canônicas.

2.4.2 Construção de equivalências

1. Definição de ht na interseção de primeiras e segundas regiões paralelas (veja
Figura 2.17). Em cada primeira região paralela A de α tomamos uma seção
transversal S, a qual pode ser escolhida como parte de uma separatriz, como
parte do LPL ou como parte de uma linha principal de um c.p.s.p da folheação
F2,α. Os extremos a e b de S têm uma natural continuação ht(a) e ht(b), os
quais definem os extremos da natural continuação St de S. A seção St está
contida em uma separatriz, no LPL ou em um c.p.s.p. de αt a qual é a con-
tinuação da separatriz, LPL ou linha principal de α que contém S. Definimos
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ht : S −→ St como qualquer homeomorfismo que estende a correspondência dada
pelos extremos{a, b} e {ht(a), ht(b)}.

De maneira similar definimos ht : T −→ Tt no segmento T que está contido
em uma separatriz, no LPL ou em um c.p.s.p. da folheação F1,α a qual é seção
transversal de uma segunda região paralela B de α.

S

T
p

C LPL

c.p.s.p.a

b

S

T
C

p

Figura 2.17: Definição de ht na interseção de duas regiões
paralelas.

Denotemos por p1 (respec. p2) a interseção da linha principal da folheação F1,α

(respec. F2,α) que passa por um ponto p com a seção transversal S (respec. T ).
Em cada componente conexa C de A ∩ B, vamos definir ht : C −→ Ct, onde Ct
é a continuação de C. Note que ht está bem definida nas arestas e nos vértices
de C. Os vértices são pontos umbílicos, interseção de separatrizes ou pontos do
LPL (interseção de um c.p.s.p com o LPL). Para p ∈ C definimos ht(p) como o
único ponto em Ct o qual é interseção da linha principal da folheação F1,αt que
passa por ht(p1) e a linha principal da folheação F2,αt que passa por ht(p2).

Se a imersão α não contém ciclos principais, exceto possivelmente c.p.s.p., este
procedimento gera um equivalência topológica ht entre α e αt.

2. Definição de ht sobre ciclos principais da folheação F1,α (respec. F2,α) e sobre
primeiras (respec. segundas) regiões cilíndricas do tipo a) as quais estão contidas
em uma união de segundas (respec. primeiras) regiões paralelas (veja Figura
2.18(a)). Note que, pelo procedimento do item 1, ht está bem definida nos ciclos
principais. Chamemos R0 a região cilíndrica. A aplicação ht está definida no
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bordo de R0. Assim, ht define uma correspondência um a um entre arcos da
folheação F2,α em R0 e arcos da folheação F2,αt em Rt, onde Rt é a continuação
de R0.

Sejam l0 um arco da folheação F2,α e lt sua continuação. Chamemos de p e q
os pontos de interseção de l0 com o bordo de R0. Definimos a transformação de
Poincaré em lt da folheação F1,αt , πt : lt −→ lt. A transformação πt somente tem
dois pontos fixos ht(p) e ht(q), um atrator e outro repulsor, para cada t ∈ [0, 1].
Assim, πt e π0 são topologicamente conjugados. Chamemos de gt : l0 −→ lt a
conjugação topológica, então π0 = g−1t ◦ πt ◦ gt.

Definimos ht|l0 = gt e estendemos ht para R0 − {l0} tal que, para a ∈ l0, o arco
principal â, π0(a) seja levado no arco ̂ht(a), πt(ht(a)) em Rt−{lt} de tal maneira
que para x ∈ â, π0(a)∩ l̃0, com l̃0 um arco principal da folheação F2,αt , sua imagem
seja ht(x) na interseção do arco principal ̂ht(a), πt(ht(a)) com o arco principal l̃t,
onde l̃t é a continuação de l̃0. Pela construção, ht é uma equivalência topológica
em R0.

p

q

l0

R0

a
π0(a)

(a)

l0
p

q

R0

c0

(b)

Figura 2.18: Definição de ht em regiões cilíndricas.

3. Definição de ht em uma primeira (respec. segunda) região cilíndrica do tipo a)
a qual está contida em uma segunda (respec. primeira) região cilíndrica do tipo
b) (veja Figura 2.18(b)). Chamemos R0 a segunda região cilíndrica do tipo b).
Seja c0 o ciclo principal da primeira folheação na região R0 e ct sua continuação.
Definimos um homeomorfismo gt : c0 −→ ct o qual é uma correspondência um
a um entre linhas principais da segunda folheação em R0 e Rt, onde Rt é a
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continuação de R0. Agora definimos ht na primeira região cilíndrica do tipo a)
contida em R0. Como no item 2, escolha uma segunda linha principal l0 e sua
continuação lt. Sejam π0 : l0 −→ l0 e πt : lt −→ lt as transformações de Poincaré
associadas a l0 e lt, respectivamente. Elas são topologicamente conjugadas. Neste
ponto, a maneira de construir a equivalência topológica é exatamente igual ao
item 2.

4. Definição de ht em uma primeira (respec. segunda) região irredutível semi-
transversal a qual está contida em uma segunda (respec. primeira) região cilín-
drica do tipo b) (veja Figura 2.19(a)). O ciclo principal c mais interno da segunda
folheação está contido em uma união de regiões paralelas ou em uma região cilín-
drica do tipo b). Dos itens 2 e 3, ht está definida em c. Sejam p1 e p2 as interseções
das linhas principais l0 e L0, respectivamente, que passam por p com os ciclos
principais do bordo de R0. Sejam p1t, p2t, lt e Lt as continuações de p1, p2, l0 e
L0. Definimos ht(p) = pt, onde pt está na interseção das linhas principais lt e Lt.

l0
p2

p1

R0

L0

p

(a)

c1
c2

R0

λ1
λ2

(b)

Figura 2.19: Definição de ht em uma região semi-transversal
irredutível e em uma região cilíndrica que inter-
secta um ciclo principal.

5. Definição de ht em uma primeira (respec. segunda) região cilíndrica a qual in-
tersecta um ciclo principal da segunda (respec. primeira) folheação (veja Figura
2.19(b)). Note que a região cilíndrica tem que ser do tipo a), sendo que uma
região cilíndrica do tipo b) sempre contém um ciclo principal da outra folheação.
Seja R0 a região a qual se intersecta com o ciclo principal c1 a componente
conexa λ1. Definimos ht em λ1 como no item 2, isto é, se Rt é a continuação
de R0 e λ1t é a continuação de λ1, então ht é igual à conjugação topológica da
transformação de Poincaré em λ1 e λ1t induzida pelas folheações F1,α e F1,αt ,
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respectivamente.

Observe que uma primeira região cilíndrica do tipo a) somente pode ser intersec-
tada por segundas regiões paralelas ou por segundas regiões cilíndricas do tipo
a). Para definir ht na interseção de R0 com regiões paralelas utilizamos o item 2.

Procedemos a definir ht na interseção de R0 com uma segunda região cilíndrica
S0 do tipo a) limitada por c1 e c2. Seja λ2 a seção transversal à segunda
folheação em S0. Definimos ht em λ2 da mesma maneira que para λ1. Para
p ∈ (R0\λ1) ∩ (S0\λ2), sejam p1 e p2 as interseções das linhas principais que
passam por p da primeira e segunda folheação com λ1 e λ2, respectivamente.
Chamando p1t e p2t as continuações de p1 e p2, definimos ht(p) como a interseção
das linhas principais que passam por p1t e p2t das folheações F1,αt e F1,αt ,
respectivamente. Assim, ht é uma equivalência topológica em R0.

Como todas as possibilidades de interseções de regiões canônicas foram consi-
deradas, temos uma equivalência topológica entre α e αt, para t ∈ [0, 1]. Com isto
finalizamos a demostração do Teorema A.



CAPÍTULO 3
Genericidade da Configuração

Principal de Imersões Estritamente

Convexas

Neste capítulo provamos que o conjunto de imersões estruturalmente es-
táveis e estritamente convexas de uma superfície de gênero zero é genérico no con-
junto de imersões estritamente convexas com a C2-topologia. Isto se consegue depois
de eliminar as recorrências não triviais. Seguimos as ideias de [28] para demonstrar
o Teorema B, fazendo as mudanças adequadas para imersões em R2,1.

3.1 Teorema de Genericidade

Uma imersão α ∈ Ir é chamada de estritamente convexa se α(M) tem
curvatura Gaussiana Ke (métrica euclidiana) positiva. Consideremos o subconjunto
Irc = Irc (M) ⊂ Ir(M) das imersões estritamente convexas. Temos que Irc = ∅
quando M é de gênero diferente de zero, então quando falamos de Irc implicita-
mente estamos supondo que M é de gênero zero. Note que α ∈ Irc é mais que uma
imersão, é um mergulho. Observe também que Irc é um conjunto aberto em Ir,s,
s ≤ r.

No lema a seguir, vemos que para α ∈ Irc temos somente singularidades
na parte Riemanniana (umbílicos tipo espaço). Na parte Lorentziana, as folheações
são localmente topologicamente equivalentes ao fluxo tubular. Além disso, em [50]
provam que a conjetura de Carathéodory vale neste caso. Outras referências em
relação deste assunto são [5] e [52]. Portanto, sempre vamos ter pelo menos dois
pontos umbílicos tipo espaço.

Lema 3.1. As linhas principais para α ∈ Irc estão globalmente definidas. Além
disso, o trópico é formado por duas curvas fechadas regulares tipo espaço e o
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conjunto discriminante LPL é vazio (somente vamos ter singularidades na parte
Riemanniana).

Demonstração. Pela Proposição 1.26, δ ≥ 0 na parte Riemanniana e no trópico. Na
parte Lorentziana de α, a curvatura Gaussiana com a métrica euclidiana

Ke =
eege − f 2

e

EeGe − F 2
e

> 0,

e sendo EeGe − F 2
e > 0 temos que eege − f 2

e > 0. Da Observação 1.21 temos que

eg − f 2 =
det(Ie)

1
2

| det(I)| 12
(eege − f 2

e ) > 0.

Como EG − F 2 < 0, então as curvaturas principais, as quais são raízes da
equação

det(II − λI) = (EG− F 2)λ2 − (Eg +Ge− 2Ff)λ+ eg − f 2 = 0,

são sempre reais e distintas. Assim, as direções principais existem e δ > 0 na parte
Lorentziana. Portanto, as linhas principais estão globalmente definidas.

Da Proposição 1.9 e), temos que αu × αv é luz se, e somente se, αu ×e αv
(equivalentemente Ne) é luz. Como α é compacta e estritamente convexa, então
Ne é un difeomorfismo. Sendo que o trópico de S2 é formado por as duas curvas{(
x, y,±

√
2
2

)
∈ S2

}
, temos queNe, e portanto αu×αv, é luz em duas curvas fechadas

de α. Assim, o trópico de α é composto por duas curvas fechadas as quais, pela
Observação 1.30, são tipo espaço. Utilizando o Lema 1.29, δ > 0 sobre o trópico.
Portanto, o discriminante LPL é vazio.

Definimos o conjunto Src = Src (M) = Sr(M) ∩ Ir,sc (M) das imersões
estritamente convexas e estruturalmente estáveis. O teorema que enunciamos a
seguir é o objetivo final deste capítulo.

Teorema B. Sejam r ≥ 4 e M uma superfície suave, orientada e compacta de
gênero 0. Então, o conjunto Src (M) é denso em Ir,2c (M).

A demonstração deste teorema é dada na Seção 3.8, depois de vários
resultados que serão apresentados nas seções seguintes.
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3.2 Fórmula Variacional

Na Proposição 3.2 vamos encontrar uma expressão para a variação infinite-
simal de uma curva principal passando por um ponto, por meio da deformação da
superfície.

Dada α ∈ Ir, uma carta local (u, v) : (U,D, q0) −→ (V, I × I, p0),
U ⊂ α(M) aberto, denota que (u, v)(q0) = p0 e (u, v)(D) = I× I, onde q0 ∈ D ⊂ U

e p0 ∈ I× I ⊂ V , com I = [−1, 1].

Proposição 3.2. Sejam α ∈ Ir e U ⊂ α(M) um aberto fora das auto-interseções de
α(M) tal que não intersecta o trópico. Considere a carta principal (u, v) : (U,D) −→
(V, I × I). Assuma-se que as linhas principais {v = c} são da folheação F1,α. Seja
ϕ uma função suave sobre U com suporte em D e suponha que, para r pequeno,
Ur = (I + rϕN)(U) é uma superfície (N é o vetor normal de U e 〈N,N〉 = η̄).
Então a linha principal de Ur sobre Dr = (I + rϕN)(D) que passa pelo ponto q com
u(q) = −1 e −1 < v(q) = v0 < 1, intersecta o segmento de abscissa {u} no ponto
qr = qr(u, q), cuja v-coordenada, v = v(qr) = v(u, q; r), tem derivada com relação a
r dada por

dv

dr
(u, q; r)

∣∣∣
r=0

=− η̄
∫ u

−1
ϕ

(
k1v

(k2 − k1)2G

)
u

du+ η̄

∫ u

−1

ϕvk1u
(k2 − k1)2G

du

+ η̄
ϕk1v

(k2 − k1)2G

∣∣∣u
−1
− η̄ ϕv

(k2 − k1)G

∣∣∣u
−1
,

onde as funções são avaliadas em (u, v0; 0). Em particular,

dv

dr
(1, q; r)

∣∣∣
r=0

= −η̄
∫ 1

−1
ϕ

[
k1v

(k2 − k1)2G

]
u

du+ η̄

∫ 1

−1

ϕvk1u
(k2 − k1)2G

du.

Demonstração. A parametrização, X, da carta (u, v) sobre Ur é dada por

X(u, v; r) = X0(u, v) + rϕ(u, v)N(u, v),

onde X0 e N são a parametrização e vetor normal, respectivamente, de U = U0.
A v-coordenada, v = v(u, q; r), da linha principal passando pelo ponto q, satisfaz o
problema de valor inicial

L1(u, v; r)

(
dv

du

)2

+M1(u, v; r)
dv

du
+N1(u, v; r) = 0; v(−1, v0; r) = v0, (3.1)

onde L1 = Fg − Gf , M1 = Eg − Ge e N1 = Ef − Fe são calculados com a
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parametrização X.

Como (u, v) é carta principal para U = U0, temos que:

dv

du
(u, v; 0) = 0, F (u, v; 0) = f(u, v; 0) = 0,

k1(u, v; 0) =
e(u, v; 0)

E(u, v; 0)
e k2(u, v; 0) =

g(u, v; 0)

G(u, v; 0)
.

(3.2)

Derivando com relação a r a equação (3.1), avaliando em (u, v(qr); r) e fazendo r = 0,
temos:

(
L1r (vu)

2 + 2L1vuvur +M1rvu +M1vur +N1r

) ∣∣∣
(u,v0;0)

= 0; vr(−1, v0; 0) = 0.

Utilizando as equações (3.2) e fazendo vr(u) = vr(u, q; 0),

vur(u) = − Efr − Fre
EG(k2 − k1)

(u, v0; 0); vr(−1, v0; 0) = 0.

Para verificar a expressão dada na proposição para vr(u), precisamos encontrar Fr
e fr.

Calculamos as seguintes expressões que usaremos depois (lembre-se que
(u, v) é carta principal em U). Da igualdade Nuv = Nvu e sendo Nu = −k1X0

u e
Nv = −k2X0

v , então

X0
uv =

k1v
k2 − k1

X0
u −

k2u
k2 − k1

X0
v . (3.3)

Agora,

Xu =(1− rk1ϕ)X0
u + rϕuN,

Xv =(1− rk2ϕ)X0
v + rϕvN,

Xuv =(1− rk1ϕ)X0
uv − r(k1vϕ+ k1ϕv)X

0
u + rϕuvN − rϕuk2X0

v ,

=

(
(1− rk1ϕ)k1v

k2 − k1
− r(k1vϕ+ k1ϕv)

)
X0
u

+

(
−(1− rk1ϕ)k2u

k2 − k1
− rk2ϕu)

)
X0
v + rϕuvN.

(3.4)

Vemos que F = 〈Xu, Xv〉 = r2ϕuϕv e portanto Fr(u, v0; 0) = 0. Falta agora calcular
fr(u, v0; 0). Derivando com relação a r a equação |Xu ∧ Xv|f = 〈Xu ∧ Xv, Xuv〉 e
avaliando em r = 0, temos
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√
−η̄EGfr|r=0 = 〈Xur ∧Xv, Xuv〉|r=0 + 〈Xu ∧Xvr, Xuv〉|r=0 + 〈Xu ∧Xv, Xuvr〉|r=0,

onde utilizamos que |Xu ∧Xv| =
√
η̄(F 2 − EG).

Calculamos,

Xur|r=0 =− k1ϕX0
u + ϕuN,

Xvr|r=0 =− k2ϕX0
v + ϕvN,

Xuvr|r=0 =

(
−k1ϕk1v
k2 − k1

− (k1vϕ+ k1ϕv)

)
X0
u +

(
k1ϕk2u
k2 − k1

− k2ϕu)
)
X0
v

+ ϕuvN,

Xuv|r=0 =X0
uv.

(3.5)

Utilizando as equações (3.5) e as propriedades do produto vetorial triplo da
Proposição 1.9, temos

〈Xur ∧Xv, Xuv〉 =
−η̄ϕuk1v

√
−η̄EG

k2 − k1
,

〈Xu ∧Xvr, Xuv〉 =
η̄ϕvk2u

√
−η̄EG

k2 − k1
,

〈Xu ∧Xv, Xuvr〉 =η̄ϕuv
√
−η̄EG.

(3.6)

Assim,

fr =
−η̄(ϕuk1v − ϕvk2u − ϕuv(k2 − k1))

k2 − k1
(3.7)

e portanto

vur(u) =
η̄(ϕuk1v − ϕvk2u − ϕuv(k2 − k1))

G(k2 − k1)2
(u, v0; 0). (3.8)

Integrando entre −1 e u, obtemos que

vr(u) = η̄

∫ u

−1

ϕuk1v − ϕvk2u − ϕuv(k2 − k1)
G(k2 − k1)2

du.

Integrando por partes∫ u

−1

ϕuk1v
G(k2 − k1)2

du =
ϕk1v

G(k2 − k1)2
∣∣∣u
−1
−
∫ u

−1
ϕ

(
k1v

G(k2 − k1)2

)
u

du

−
∫ u

−1

ϕuv
G(k2 − k1)

du = − ϕv
G(k2 − k1)

∣∣∣u
−1

+

∫ u

−1
ϕv

(
1

G(k2 − k1)

)
u

du
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Substituindo, temos

vr(u) =η̄

∫ u

−1
ϕv

[(
1

G(k2 − k1)

)
u

− k2u
G(k2 − k1)2

]
du

− η̄
∫ u

−1
ϕ

(
k1v

G(k2 − k1)2

)
u

du+ η̄
ϕk1v

G(k2 − k1)2
∣∣∣u
−1
− η̄ ϕv

G(k2 − k1)

∣∣∣u
−1
.

(3.9)

Temos que 〈Xuv, Xv〉 = Gu e utilizando a equação (3.3), obtemos

Gu

G
= − 2k2u

k2 − k1
. (3.10)

Assim, a expressão entre colchetes na integral (3.9) se reduz a(
1

G(k2 − k1)

)
u

− k2u
G(k2 − k1)2

=
k1u

G(k2 − k1)2
.

Portanto,

vr(u) =η̄

∫ u

−1

ϕvk1u
G(k2 − k1)2

du

− η̄
∫ u

−1
ϕ

(
k1v

G(k2 − k1)2

)
u

du+ η̄
ϕk1v

G(k2 − k1)2
∣∣∣u
−1
− η̄ ϕv

G(k2 − k1)

∣∣∣u
−1
.

Como ϕ tem suporte em D, ϕ(±1, v0) = ϕv(±1, v0) = 0 e com isso temos o resultado
para vr(1).

3.3 O Lema do Levantamento

O lema a seguir é fundamental para eliminar recorrências não triviais. Para
a demonstração, provamos primeiro o Lema 3.5 que tem a restrição de ser válido
somente na topologia C2 (veja Observação 3.6).

Lema 3.3. (Lema do Levantamento) Seja α ∈ Ir e γ̄ uma linha principal
da folheação F1,α. Suponha que γ̄ é orientada iniciando em q e contém em seu
conjunto ω-limite uma recorrência não trivial γ. Suponha também, que dk1(p) 6= 0

para algum p ∈ γ na parte Riemanniana ou Lorentziana de α(M). Dado qualquer
ε > 0 e uma carta principal (u, v) : (W,D, p) −→ (V, I× I, 0) de α(M) com W sem
intersectar o trópico e fora das auto-interseções α(M), existe uma carta principal
(s, t) : D′ −→ I× I de α(M) e uma função ϕ : α(M) −→ [0, 1], tal que:

i. o suporte de ϕ está contido em D∩D′ e ||ϕ◦X||2,V , a C2-norma da expressão
coordenada de ϕ sobre V , é menor que ε. Além disso, para todo µ ∈ [0, 1],
αµ(M) = (I + µϕN)(α(M)) é uma imersão com ||α− αµ||2 < ε.
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ii. Temos arcos [b, a] ⊂ [q, a] ⊂ γ̄ tais que a, b estão em {s = −1}, e [a, b] ∩D′ =
[q, a] ∩D′ ⊂ [a, a′] ∪ [b, b′], onde a′ e b′ são os pontos sobre {s = 1}, definidos
por t(a′) = t(a) e t(b′) = t(b). Além disso, o arco da folheação F1,αµ sobre
D′µ = (I + µϕN)(D′), que passa pelo ponto a (respectivamente b) intersecta o
segmento {s = 1} no ponto qµ de tal maneira que para alguns valores de µ, qµ
coincide com a′ e b′.

3.3.1 Lemas auxiliares

Lema 3.4. (Veja [28]) Seja {pi} uma sequência de pontos em I, a qual tem 0 como
ponto de acumulação. Seja c̄ ∈ (0, 1). Se ε0 > 0 é suficientemente pequeno, então
existem dois pontos pi e pk, k > i, da sequência tais que

a) |pi| < ε0, |pk| < ε0, d̄ = |pi − pk| < ε0, e

b) para s1 = min{pi, pk} − c̄d̄ e s2 = max{pi, pk} + c̄d̄ se tem que (s1, s2) ∩
{p1, . . . , pi, . . . pk} = {pi, pk}.

Demonstração. Dado ε ∈ (0, 1
4
), seja r = r(ε) um número positivo tal que

{p1, p2, . . . , pr} intersecta o intervalo (−ε1−c
2
, ε1−c

2
) exatamente em dois pontos, um

dos quais é pr. Seja s uma permutação de {1, 2, . . . , r} tal que ps(1) < ps(2) < . . . <

ps(r) e suponha que, para n < r,

[ps(n), ps(n+1)] ⊂
(
−ε1− c

2
, ε

1− c
2

)
. (3.11)

Assim, temos que ps(n) e ps(n+1) satisfazem às conclusões do lema ou temos duas
possibilidades:

i. n > 2 e ps(n) − ps(n−1) < c(ps(n+1) − ps(n)), ou

ii. n+ 2 ≤ r e ps(n+2) − ps(n+1) < c(ps(n+1) − ps(n)).

Suponha que se cumpre ii. Como acima, temos que ps(n+1) e ps(n+2) satisfazem a
conclusão do lema ou n + 2 ≤ r e ps(n+3) − ps(n+2) < c(ps(n+2) − ps(n+1)). Se a
condição do lema não é satisfeita, continuando da mesma maneira temos que:

ps(j) − ps(j−1) < cj−n−1(ps(n+1) − ps(n)) (3.12)

com j = n + 2, n + 3, . . . , r. A única maneira que ps(r) e ps(r−1) não satisfazem a
conclusão do lema é que ps(r) seja próximo de 1 e que

1− ps(r) < c(ps(r) − ps(r−1)).
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Em particular, da equação (3.11) e (3.12), temos que

ps(r) > 1− ε. (3.13)

Entretanto, da equação (3.12) temos que

ps(r) − ps(n) <
r∑

j=n+1

(ps(j) − ps(j−1)) < (
∞∑
i=0

ci)(ps(n+1) − ps(n)) < ε.

Disto e da equação (3.11) temos que ps(r) < 2ε, que é uma contradição com (3.13).

Lema 3.5. Sejam α ∈ Ir, N o normal de α(M) com 〈N,N〉 = η̄ e W ⊂ α(M) um
aberto que não intersecta o trópico e que esteja fora das auto-interseções de α(M).
Considere a carta principal (u, v) : (W,D) −→ (V, I × I) e sua parametrização X.
Suponha que as linhas principais {v = c} são da folheação F1,α e que dk1 6= 0 em
D.
Então, dado ε > 0, existem os números c, d ∈ (0, 1

12
) tais que para todo r ∈ (0, d] e

x ∈ D com u(x) = −1 e {−1
2
< v(x) < 1

2
}, há uma função suave ϕ : α(M) −→ [0, 1]

tal que

a) o suporte está contido em Dr = v−1(v(x) + rI) e ||ϕ ◦X||2,V , a C2-norma de
ϕ em V , é menor que ε.

b) para todo µ ∈ I, αµ(M) = (I + µϕN)(α(M)) é uma imersão e o arco
principal da folheação F1,αµ em Dµ = (I + µϕN)(D), o qual passa por x
intersecta ao segmento {u = 1} no ponto qµ(x), de tal maneira que a aplicação
µ −→ v(qµ(x)) é estritamente crescente e sua imagem contém o intervalo
[v(x)− rc, v(x) + rc] (Veja Figura 3.1).

Demonstração. Sejam ε > 0 e m : R −→ [0, 1] uma função suave tal que m
(
5
6
I
)

= 1

e com suporte em 6
7
I. Como dk1 6= 0 sobre D, podemos escolher os números c > 0 e

b tais que para todo v0 ∈ I, se cumpre que

3|b|||m||22 < ε,∣∣∣ ∫ u

−1
bm(u)

(
k1u

(k2 − k1)2G

)
(u, v0)du

∣∣∣ < 1

4
,

η̄

∫ 1

−1
bm(u)

(
k1u

(k2 − k1)2G

)
(u, v0)du > 2c,

(3.14)

onde G = 〈Xv, Xv〉.
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(−1,−1)

(1, 1)

v(x)

v(qµ(x))

1
2

−1
2

v(x) + rc

v(x)− rc

Figura 3.1: A aplicação µ −→ v(qµ(x)) é estritamente cres-
cente e sua imagem contém o intervalo [v(x) −
rc, v(x) + rc].

Seja ψ uma função real suave sobre W × I, definida por

ψ(u, v; v0) = b(v − v0)m(u),

e suponha que d ∈ (0, 1
12

) é pequeno tal que para (v0, r) ∈ I × dI, Dv0,r =

(I + rψN)(D) é uma superfície. Seja v(u; v0, r), (u, v0) ∈ I × 3
4
I, a v-coordenada

do arco principal de Dv0,r através do ponto x, com u(x) = −1 e v(x) = v0. Como
ψ(u, v0; v0, r) ≡ 0, segue da Proposição 3.2 que

vr(u; v0, 0) = η̄

∫ u

−1
bm(u)

(
k1u

(k2 − k1)2G

)
(u, v0)du

e utilizando as desigualdades (3.14), temos

vr(1; v0, 0) > 2c e |vr(u; v0, 0)| < 1
4
.

Como I é compacto e vr(1; v0, r) depende continuamente de (v0, r), tomando d > 0

suficientemente pequeno, temos que para todo (u, v0, r) ∈ I× 1
2
I× dI,

vr(1; v0, r) > c e |vr(u; v0, r)| <
1

2
, (3.15)

integrando a primeira desigualdade no intervalo definido por 0 e r, e utilizando o
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Teorema do Valor Médio na segunda, obtemos

v(1; v0, r) ≥ v0 + rc, se r ≥ 0, (3.16)

v(1; v0, r) ≤ v0 + rc, se r < 0, e (3.17)

|v(u; v0, r)− v0| ≤
|r|
2
. (3.18)

Para v0 ∈ 1
2
I, r ∈ dI − {0} e tomando d = d(ε) pequeno tal que rb < 1,

definimos ϕ : α(M) −→ [0, 1] com suporte em W tal que na carta (u, v),

ϕ(u, v; v0, r) = rψ(u, v; v0)m

(
v − v0
|r|

)
= rb(v − v0)m(u)m

(
v − v0
|r|

)
.

Provemos a). Observe que para v /∈ v(x)+rI = [v0−r, v0+r],m
(
v−v0
|r|

)
= 0.

Assim, o suporte de ϕ está contido em Dr ⊂ W . Seja δ = sinal(r), então

ϕu = bm′(u)r(v − v0)m
(
v − v0
|r|

)
,

ϕv = bm(u)

[
rm

(
v − v0
|r|

)
+ δ(v − v0)m′

(
v − v0
|r|

)]
,

ϕuu = bm′′(u)r(v − v0)m
(
v − v0
|r|

)
,

ϕuv = bm′(u)

[
rm

(
v − v0
|r|

)
+ δ(v − v0)m′

(
v − v0
|r|

)]
,

ϕvv = bm(u)

[
2δm′

(
v − v0
|r|

)
+

(
v − v0
r

)
m′′
(
v − v0
|r|

)]
.

Observe-se que, se |v−v0| ≥ |r|, então todas as derivadas são nulas, e se |v−v0| < |r|
a primeira desigualdade de (3.14) implica que todas as derivadas são menores que
ε. Portanto, ||ϕ ◦X||2,V < ε.

Provemos b). Sem perda de generalidade, ε pode ser suficientemente pe-
queno tal que para µ ∈ I, αµ(M) = (I+µϕN)(α(M)) seja uma superfície. Observe-se
que m

(
v−v0
|r|

)
= 1 para v ∈ v(x) + 5

6
rI. Sendo µϕ(u, v; v0, r) = µrψ(u, v; v0) =

rµψ(u, v; v0) e rµ ∈ dI, da desigualdade (3.18), temos que as linhas de curvatura de
(I + rµψN)(D′) e (I + µϕN)(D′) coincidem, onde D′ = v−1(v(x) + 5

6
rI).

Portanto, de (3.15) obtemos que µ −→ v(qµ(x)) é estritamente crescente e,
de (3.16) e (3.17) que sua imagem contém [v(x)− rc, v(s) + rc].

Observação 3.6. Utilizando o argumento do Lema 3.5, não é possível obter uma
aproximação na C3-norma. A derivada
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ϕvvv = bm(u)

[
3

r
m′′
(
v − v0
|r|

)
+ δ

(
v − v0
r2

)
m′′′

(
v − v0
|r|

)]
,

onde δ = sinal(r). Quando r tende para 0, ϕvvv tende para infinito. Assim, não é
possível limitar a C3-norma de ϕ.

3.3.2 Demonstração do lema do levantamento

Demonstração. Como dk1(p) 6= 0, podemos assumir, escolhendo adequadamente D,
que dk1 6= 0 em todo D. Dado ε > 0, sejam c, d os números associados a ε no Lema
3.5. Tomemos n ∈ N tal que nc < 1 ≤ (n+ 1)c.

Como γ é uma recorrência não trivial, intersecta o segmento {(−1, v) : v ∈
(−1

2
, 1
2
)} e suponha-se que {v = 0} ⊂ γ. Vamos utilizar um arco apropriado de γ

para construir uma carta principal (s̃, t̃) : D̃ −→ I×I com as seguintes propriedades
(veja Figura 3.2):

i) {t̃ = 0} ⊂ γ intersecta {u = ±1} ∩ {−1
2
< v < 1

2
} exatamente em 2n pontos

{p1, p′1, p2, p′2 . . . pn, p′n}, tal que:

a) as s̃-coordenadas, si = s̃(pi) e s′i = s̃(p′i), cumprem que −1 = s1 < s′1 <

s2 < s′2 · · · < sn < s′n = 1,

b) {si ≤ s̃ ≤ s′i} ⊂ {−1
2
< v < 1

2
},

c) {s′i < s̃ < si+1} ∩D = ∅, o conjunto {s′i < s̃ < si+1} pode intersectar o
trópico de α(M), e

d) um dos {s̃ = si} e {s̃ = s′i} está contido no {u = 1} e o outro no
{u = −1}.

ii) D̃ pode ser assumido tal que:

a) para todo z, w ∈ I com {s̃ = z}∪{s̃ = w} ⊂ D e para todo x, y ∈ {s̃ = z}
o comprimento do segmento v({s̃ = z}) < d, e

b) a transformação de transição P = Pzw : v({s̃ = z}) −→ v({s̃ = w}),
definida pela folheação F1,α sobre D̃, cumpre que

1− 1

n+ 3
<
P ′(v(x))

P ′(v(y))
< 1 +

1

n+ 3
.

Os arcos de linhas principais entre as seções v({s̃ = z}) e v({s̃ = w})
podem intersectar o trópico, mas pelo Lema 2.14, P está bem definida.
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D

D̃

{s = s1} {s = s′1}

{s = s2}

{s = s′2}

{s = s3}
{s = s′3}

Figura 3.2: D̃ é construído conforme γ intersecta D as
primeiras n vezes e tal que (s, t) seja carta prin-
cipal.

Considere a sucessão de pontos da interseção de γ̄ com o arco {u = −1}, ordenados
pela orientação de γ̄. Como {v = 0} ⊂ γ está contido no conjunto ω-limite de
γ̄, tomando ε0 suficientemente pequeno e c̄ > 3

4
no Lema 3.4, podemos escolher

a, b ∈ {s̃ = −1} ∩ γ̄ e z, w ∈ {s̃ = −1} (veja Figura 3.3), tais que:

• v(w) < v(a) < v(b) < v(z) ou v(w) > v(a) > v(b) > v(z), onde b é a primeira
interseção de γ̄ com {s̃ = −1},

• |v(w)− v(a)| = 3
2
θ, |v(a)− v(b)| = 2θ e |v(b)− v(z)| = 3

2
θ, e

• [q, a]∪ (v(z); v(w)) = {a, b}, onde [q, a] é o arco em γ̄ entre q e a, e (v(z); v(w))

é o segmento em {s̃ = −1} entre z e w.

D′

q

z1

b1

a1

w1

s1 s′1 s2 sn s′n

z′1 z2 zn z′n

b′1 b2 bn b′n

a′1 a2 an a′n

w′1 w2 wn w′n

Figura 3.3: D′ é a restrição de D̃ à t̃(w) e t̃(z).
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Seja (s, t) : D′ −→ I × t̃([z;w]), a restrição de (s̃, t̃) ao conjunto D′ = {t̃(z) ≤ t̃ ≤
t̃(w)}. Chamemos wi, ai, bi, zi (respectivamente w′i, a′i, b′i, z′i) às interseções das linhas
principais, passando por w, a, b, z, com {s = si} (respectivamente {s = s′i}).

iii) Provemos que, se |v(ai)−v(bi)| = 2θi então |v(ai)−v(wi)| > θi e |v(zi)−v(bi)| >
θi.
Seja P1i : v({s = s1}) −→ v({s = si}) a transformação de transição definida
pela linhas principais da folheação F1,α sobreD′. Pelo Teorema do Valor Médio,
temos x, y ∈ {s = s1} tais que

|v(bi)− v(zi)| = |P ′1i(v(x))||v(b1)− v(z1)| e
|v(bi)− v(ai)| = |P ′1i(v(y))||v(b1)− v(a1)|

dividindo os termos

|v(bi)− v(zi)| =
|P ′1i(v(x))||v(b1)− v(z1)|
|P ′1i(v(y))||v(b1)− v(a1)|

|v(bi)− v(ai)|,

utilizando ii. b), segue que

|v(bi)− v(zi)| >
(

1− 1

n+ 3

)
3

2
θi > θi,

e de maneira similar o outro caso.

Para x, y ∈ R, denotemos por [x, y]′ o segmento com pontos finais x e y,
onde x pode ou não ser menor que y. Para i = 1, 2, . . . n, seja δi = 1 se v(ai) < v(bi),
δi = −1 se v(ai) > v(bi). Por iii) e como nc < 1, temos que

v(ai) + δi(i− 1)cθi + θiI ⊂ v([zi;wi])

onde [zi;wi] ⊂ {s = si}. Segue de i), que

Di = v−1(v(ai) + δi(i− 1)cθi + θiI)

cumpre que Di ∩ Dj = ∅ para i 6= j e Di ⊂ D ∩ D′. Em cada Di podemos aplicar
independentemente o Lema 3.5, assim temos uma função ϕ : α(M) −→ [0, 1] tal que

iv) o suporte de ϕ está contido em ∪Di ⊂ D ∩ D′ e C2-norma na carta (u, v) é
menor que ε. Além disso, para todo µ ∈ [0, 1], αµ(M) = (I + µϕN)(α(M)) é
uma imersão.

Dados dois números reais x e y, vamos escrever [x, y]′ para indicar o intervalo [x, y]

se x < y ou [y, x] se y < x.
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v) o arco da linha principal da folheação F1,α de αµ que passa através de
v(ai) + δi(i− 1)θi ∈ [v(ai), v(bi)]

′ intersecta o segmento [v(a′i), v(b′i)]
′ no ponto

qi(µ). Utilizando ii) a), a imagem da aplicação µ −→ qi(µ) contém o segmento
[v(ai) + δi(i− 1)θi, v(ai) + δi(i+ 1)θi]

′.

Como o suporte de ϕ está contido em D, por i. c), a transformação de
transição Pi : [v(z′i); v(w′i)]

′ −→ [v(zi+1); v(wi+1)]
′ é a mesma para todos os µ.

vi. Provemos que Pi(v(a′i) + δi(i+ 1)cθi) ∈ [v(ai+1) + δi+1icθi+1, v(bi+1)]
′.

Para i < n, (i + 1)c < 1, assim v(a′i) + δi(i + 1)cθi ∈ [v(a′i), v(b′i)]
′ e

Pi(v(b′i)) = v(bi+1), então Pi(v(a′i) + δi(i + 1)cθi) < v(bi+1). Pelo Teorema
do Valor Médio, existem x, y ∈ [v(a′i), v(b′i)] tais que

|Pi(v(a′i) + δi(i+ 1)cθi)− P (v(a′i))| = |P ′(v(x))|(i+ 1)cθi|,

|P (v(b′i))− Pi(v(b′i))| = |P (v(y))|θi.

Dividindo os termos e utilizando ii. b), temos

|Pi(v(a′i) + δi(i+ 1)cθi)− v(ai+1)| >
(

1− 1

n+ 3

)
(i+ 1)cθi+1

>

(
n+ 2

n+ 3

)
(i+ 1)cθi+1 > icθi+1.

Portanto, se δi+1 = 1

v(ai+1) < v(ai+1) + δi+1icθi+1 < Pi(v(a′i) + δi(i+ 1)cθi),

e se δi+1 = −1

v(ai+1) > v(ai+1) + δi+1icθi+1 > Pi(v(a′i) + δi(i+ 1)cθi).

Como q1 é monótona e sua imagem contém o intervalo [v(a′1), v(a′1)+2δicθ1]
′,

P1(v(a′1)) = v(a2) e P1(v(a′1) + 2δ1cθ1) ∈ [v(a2) + δ2cθ2, v(b2)]
′; segue que a imagem

de P1 ◦ q1 contém [v(a2), v(a2) + δ2cθ2]
′. Similarmente, q2 ◦ P1 ◦ q1 e P2 ◦ q2 ◦ P1 ◦ q1

são monótonas e em suas imagens estão contidos os intervalos [v(a′2), v(a′2)3δ2cθ2]
′ e

[v(a3), v(a3)+2δ3cθ3]
′, respectivamente. Procedendo neste sentido, como (n+1)c > 1,

concluímos que a imagem de qn ◦ Pn−1 ◦ qn−1 ◦ . . . ◦ P1 ◦ q1 contém o intervalo
[v(a′n), v(b′n)]′.

Portanto, para a aplicação qn ◦Pn−1 ◦ qn−1 ◦ . . . ◦ ◦P1 ◦ q1 : µ 7−→ qµ existem
valores de µ tais que qµ coincidem com a′ e b′, e temos a conclusão do lema.
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3.4 Genericidade das Imersões com Pontos Umbíli-

cos Tipo Espaço Hiperbólicos

Os pontos umbílicos hiperbólicos tipo espaço Ue (umbílicos Darbouxianos)
são os Ei i = 1, 2, 3 da Proposição 2.1. A condição b(b − a) 6= 0 nos pontos Ei é
chamada de condição de transversalidade e denotada por Te. A seguir veremos que
o conjunto de imersões que satisfazem localmente à condição Te é denso em Ir,3. O
seguinte resultado é uma adaptação para contexto de Minskowski do Lema 3.2, pag.
28 de [28].

Lema 3.7. Dada uma imersão α ∈ Ir, considere o ponto p ∈ M e U vizinhança
de p na parte Riemanniana de α. Na carta (u, v) : (U, p) −→ (R2, 0) considere a
parametrização local

α(u, v) = (u, v, f(u, v)),

com f(u, v) = au2 + buv + cv2 +O((u2 + v2)3/2). Definimos

αε,µ(u, v) = α(u, v) + (0, 0, εuv + µu2) = (u, v, f(u, v) + εuv +
1

2
µu2)

com (ε, µ) ∈ R2 e (u, v) ∈ U . Sejam

a0 = −vfvfvv − ufufvv + 2ufvfuv + f 2
v − 1,

b0 = −ufvvfv,

c0 = 2ufvfuu − 2vfufvv,

d0 = −2ufufvv + f 2
v − 1

e D ⊂ U um disco compacto sobre o qual (a0d0 − b0c0)(u, v) > 0. Chamaremos de
T = T (D) o conjunto de (ε, µ) para os quais todos os pontos umbílicos tipo espaço,
sobre D, de αε,µ satisfazem a propriedade de transversalidade Te. Então, existe um
r > 0 pequeno tal que a interseção de T com o disco de raio r tem medida de
Lebesgue total.

Demonstração. A equação de linhas de curvatura principal para αε,µ é

L1(u, v; ε, µ)dv2 +M1(u, v; ε, µ)dvdu+N1(u, v; ε, µ)du2 = 0.

Os pontos umbílicos tipo espaço é o conjunto

Ud = {(u, v; ε, µ) : L1(u, v; ε, µ) = 0,M1(u, v; ε, µ) = 0}.
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Nos pontos umbílicos onde se cumpre a condição de transversalidade Te, Ud é uma
superfície regular já que ∂(L1,M1)

∂(u,v)
6= 0. Vamos provar que para (ε, µ) suficientemente

pequeno, Ud é também regular em pontos umbílicos que não cumprem Te, sobre D.
Temos que

L1(u, v; ε, µ) =− fuv − fufvvfv − µufvvfv + fuvf
2
v + (−µu2fvv − ufufvv + 2ufuvfv

− vfvfvv + f 2
v − 1)ε+ (u2fuv − uvfvv + 2ufv)ε

2 + u2ε,

M1(u, v; ε, µ) =− ε2v2fvv − 2εvfufvv − f 2
ufvv + fvv + (ε2u2 − 2εuvfvv + 2εufv

− 2ufufvv + f 2
v − 1)µ− u2fvvµ2.

Assim,

L1ε(u, v; 0, 0) =− vfvfvv − ufufvv + 2ufvfuv + f 2
v − 1 = a0,

L1µ(u, v; 0, 0) =− ufvvfv = b0,

M1ε(u, v; 0, 0) =2ufvfuu − 2vfufvv = c0,

M1µ(u, v; 0, 0) =− 2ufufvv + f 2
v − 1 = d0.

Como ∂(L1,M1)
∂(ε,µ)

(0, 0) = (a0d0 − b0c0)(0, 0) = 1, existe um disco D ⊂ U onde
(a0d0 − b0c0)(u, v) > 0. Assim, existe r > 0 tal que para (ε, µ) ∈ Dr, ∂(L1,M1)

∂(ε,µ)
> 0

com (u, v) ∈ D. Temos então que Ud é uma superfície suave.

Seja π a projeção de Ud no plano-(ε, µ), o conjunto de valores regulares de
π se correspondem com T . A função π é suave entre Ud e Dr, pelo Teorema de Sard,
temos que o conjunto de valores regulares tem medida total.

Proposição 3.8. O conjunto das imersões α ∈ Ir, r ≥ 3, cujos pontos umbílicos
tipo espaço são todos hiperbólicos é aberto e denso em Ir,3.

Demonstração. A propriedade de ser aberto é consequência direta da abertura das
condições dos pontos Darbouxianos sendo que elas envolvem somente derivadas de
ordem 3. Se a condição de transversalidade é satisfeita em todo ponto umbílico tipo
espaço, as condições Ei da Proposição 2.1 são atingidas por um número finito de
perturbações nos coeficientes em uma carta de Monge. Assim, é suficiente provar a
densidade da condição de transversalidade.

No Lema 3.7, provamos que a propriedade Te é densa localmente. Sendo
que M é compacta então pode ser recoberta por um número finito de cartas de
Monge. Temos assim que, a propriedade Te é densa.
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Portanto, o conjunto de imersões que têm os pontos umbílicos tipo espaço
hiperbólicos é aberto e denso em Ir,3.

3.5 Propriedade da Curvatura Variável

Lema 3.9. Considere α ∈ Ir e seja c uma linha principal da folheação F1,α com
k1|c ≡ k, k constante, contida na parte Riemanniana ou Lorentziana de α(M). Se
cumpre que:

a) se k 6= 0 (respec. k = 0), há uma esfera S2
m

(
1
|k|

)
(respec. um plano) tangente

a α(M) ao longo de c.

b) se dk1 ≡ 0 sobre c, então existe um plano intersectando α(M) ortogonalmente
ao longo de c. Além disso, se k 6= 0 (respec. k = 0) c está contida em uma
curva gerada pelo plano ortogonal e a esfera S2

m

(
1
|k|

)
(respec. em uma linha

reta).

c) c está mergulhada em α(M).

d) Se α(M) é analítica então c é ciclo principal ou o conjunto limite de c consiste
de pontos umbílicos.

Demonstração. a) Suponha que c = c(t) é uma parametrização de c. Se k 6= 0, pela
fórmula de Rodrigues temos que

d

dt

(
c(t) +

1

k
N(c(t))

)
= 0

para todo t. Portanto, existe um p ∈ R2,1 tal que

c(t) = p− 1

k
N(c(t)).

Isto implica que α(M) é tangente à “esfera” S2
m

(
1
|k|

)
= {x ∈ R2,1 : |x− p| = 1

|k|}
ao longo de c. De maneira similar, se k = 0, N ′(c(t)) = 0 e portanto N(c(t)) é
constante. Assim, o plano {x ∈ R2,1 : 〈x − c(t0), N(c(t0))〉 = 0}, para algum t0

no domínio de c, é tangente a α(M) ao longo de c.

b) Sejam p = c(t0) e (u, v) : (U,D, p) −→ (V, I × I, 0) uma carta principal sobre
α(M) com parametrização X, onde I = [−1, 1], tal que {v = 0} ⊂ c. Da equação
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(3.3) temos que Xuv(u, 0) = − k2u
k2−k1Xv(u, 0) e utilizando a equação (3.10),

d

du

(
Xv(u, 0)

|Xv(u, 0)|

)
=

d

du

(
Xv(u, 0)√
ηG(u, 0)

)

= − ηGu(u, 0)

2(
√
ηG(u, 0))3

Xv(u, 0) +
1√

ηG(u, 0)
Xuv(u, 0) = 0,

onde η = 1 (respec. η = −1) se Xv(u, 0) é tipo espaço (respec. tempo). Sendo que
Xv(u,0)
|Xv(u,0)| é constante, c está contida no plano ortogonal a ele, e consequentemente
ortogonal a α(M). A conclusão segue do item a).

c) Suponha que o conjunto limite de c contenha a linha principal c̄ da folheação
F1,α. Seja (u, v) : (U,D) −→ (V, I × I) uma carta principal sobre α(M), onde
I = [−1, 1], tal que {v = 0} ⊂ c̄. Temos duas possibilidades:

i. Existe ε > 0 tal que c ∩ {−ε < v < ε} = {v = 0}. Neste caso, como c
está contida em seu próprio conjunto limite, temos que c = c̄ é um ciclo
principal.

ii. Existe uma sequência {vn} em I convergindo para 0, tal que para todo n,
{v = vn} ⊂ c. Como k1(u, vn) = k, segue que k1(u, 0) = k e k1v(u, 0) = k.
Por b), temos que c̄ está contida em uma linha reta (quando k = 0) ou em
uma circunferência de raio 1

|k| (quando k 6= 0). Como c̄ é o conjunto limite
de c, c está mergulhada em α(M).

d) α é analítica. Se i. é satisfeita, então c é um ciclo principal. Se ii. é satisfeita,
então α(M) é tangente a uma “esfera” S2

m(r) ou a um plano, ao longo do conjunto
{v = 0}∪{v = vn : n ∈ N} ⊂ c∪ c̄. Pela analiticidade, α(M) é uma “esfera” S2

m(r)

ou um plano, o qual é uma contradição, já que elas são superfícies umbílicas (veja
Seção 5.1). Assim, se c não ciclo principal então seu conjunto limite consiste de
pontos umbílicos.

Lema 3.10. Considere α ∈ Ir e seja c uma linha principal da folheação F1,α.

a) Se c intersecta transversalmente o trópico de α(M) então k1|c não é constante
em seu domínio (k1 não está definida sobre o trópico).

b) Se c está contida na parte Riemanniana (respec. Lorentziana) de α(M) e k1|c ≡
k então o conjunto limite de c está contido na parte Riemanniana (respec.
Lorentziana).
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Demonstração. Provemos a). Suponha que c : [−a, a] −→ M é uma linha principal
da folheação F1,α transversal ao trópico com c1 = c|(0,a] (respec. c2 = c|[−a,0) )
na parte Riemanniana (respec. na parte Lorentziana) de α e tal que k1|c1 = r1 e
k1|c2 = r2, r1 e r2 constantes. Pelo item a) do Lema 3.9, a curva c1 (respec. c2) está
contida na “esfera” S2

m

(
1
|r1|

)
(respec. S2

m

(
1
|r2|

)
). A curva c1 (respec. c2) não pode

estar contida em um plano porque ele teria que ser tipo espaço (respec. tempo) e
tangentes a M ao longo de c1 (respec. c2), mas em c(0) o tangente à superfície é
tipo luz. O vetor normal N(c(t)) de α se aproxima de um vetor luz quando t se
aproxima de zero. Como em uma “esfera” S2

m(r) o vetor normal é sempre espaço
ou tempo e se aproxima de um vetor luz somente na parte não limitada de S2

m(r),
então a curva c se aproxima de infinito quando t se aproxima de 0, mas isto é uma
contradição, porque c é uma curva suave contida em uma superfície compacta. A
parte b) segue de a).

Lema 3.11. Considere α ∈ Ir e seja c uma linha principal da folheação F1,α com
k1|c ≡ k, k constante, contida na parte Riemanniana ou Lorentziana de α(M). Dada
uma carta principal (u, v) : (U,D) −→ (V, I× I) de α(M) tal que U não intersecta
o trópico, está fora das auto-interseções de α(M) e {v = 0} ⊂ c com k1v(u, 0) 6= 0

para todo u ∈ I ou k1v(u, 0) = 0 para todo u ∈ I.
Então existe ε > 0 e uma função suave ϕ com suporte em D tal que para todo
r ∈ (−ε, ε) − {0}, Ur = (I + rϕN)(U) é uma superfície e a curvatura principal
k1(u, 0; r) é não constante.

Demonstração. Seja ψ : R −→ [0, 1] uma função suave com suporte em I, a qual é
igual a 1 em (1

2
)I, para u ≤ 0, ψ′(u) ≥ 0. Fazemos ϕ(u, v) = −ψ(u)ψ(v). Seja ε > 0

pequeno tal que para todo r ∈ (−ε, ε), Ur = (I + rϕN)(U) seja uma superfície e
N o vetor normal de U com 〈N,N〉 = η̄ sendo -1 (respec. 1) se U está na parte
Riemanniana (respec. na parte Lorentziana) de α(M).

a) Provemos que sobreD′ = {(u, v) : (u, v) ∈ (1
2
)I×(1

2
)I} ⊂ D (ϕ é identicamente

1 em D′)

k1(.; r) =
k1

1− rk1
,

onde k1(.; r) é a curvatura da folheação F1,αr sobre Ur, k1(.) = k1(.; 0), e assim
k1r(u, 0; 0) = k2.
Considere a parametrização de X(.; r) = X(.; 0) + rϕN(.; 0) da carta (u, v)
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sobre Ur. Segue da equação (3.4) que sobre D′

Xu(.; r) = (1− rk1)Xu(.; 0),

Xv(.; r) = (1− rk2)Xv(.; 0),

E(.; r) = (1− rk1)2E(.; 0),

F (.; r) = 0,

G(.; r) = (1− rk2)2G(.; 0),

isto implica que N(.; r) = N(.; 0). Assim, e(.; r) = (1 − rk1)e(.; 0). Usando a
última linha da equação (3.4) temos que f(.; r) = 0. Então (u, v) é uma carta
principal sobre D′ para Ur. Portanto,

k1(.; r) =
e(.; r)

E(.; r)
=

(1− rk1)e(.; 0)

(1− rk1)2E(.; 0)
=

(1− rk1)k1E(.; 0)

(1− rk1)2E(.; 0)
=

k1
1− rk1

.

b) Considere o caso em que k1v(u, 0) 6= 0 para todo u ∈ I. Provemos que

d

dr
(k1(0, v(0, r); r))|r=0 > 0,

onde v = v(u, r) é a v-coordenada do ponto p(u, r) pertencente à linha principal
de Ur através de p intersectando a curva com abscissa {u}. Como ϕv(u, 0) = 0

e ϕuv(u, 0) ≥ 0 para todo u ∈ I, segue da equação (3.8) ao longo de {v = 0},

vur(u) =
η̄ϕuk1v

(k2 − k1)2G
(u, 0; 0). (3.19)

Como para todo u ∈ [−1, 0], k1v(u, 0; 0) 6= 0 e ϕu(u, 0) ≤ 0 não identicamente
zero, então

d

dr
(k1(0, v(0, r); r))|r=0 = k1v(0, 0; 0)vr(0) + k1r(0, 0; 0)

= k1v(0, 0; 0)

∫ 0

−1

(
η̄ϕuk1v

(k2 − k1)2G

)
(u, 0; 0)du+ k2,

onde vr(0) é calculado da equação (3.19). Em U sempre podemos escolher
uma carta tal que Xv(u, v; 0) seja tipo tempo na parte Lorentziana. Assim,
G(u, v; 0) = −η̄|G(u, v; 0)|. Segue então que o integrando

η̄ϕuk1v
(k2 − k1)2G

= sinal(k1v)
−ϕu|k1v|

(k2 − k1)2|G|

e portanto d
dr

(k1(0, v(0, r); r))|r=0, é positivo. O lema segue imediatamente



3.5 Propriedade da Curvatura Variável 113

neste caso.

c) Considere o caso em que k1v(u, 0) = 0 para todo u ∈ I. Das equações (3.4)
e (3.7) temos que ao longo de {v = 0}, F (u, 0, r) ≡ 0 ef(u, 0; r) ≡ 0. Assim,
{v = 0} é linha principal de Ur. Do Lema 3.9 item b) segue que para r pequeno,
existe um plano P ortogonal a U contendo um arco principal de Ur:

ĉ : u −→ X(u, 0; r) = X(u, 0; 0) + rψ(u)N(u, 0; 0),

com u ∈ I. Da equação (3.4) temos que:

Xv(u, 0; r) = (1− rk2ψ(u))Xv(u, 0; 0).

Como para todo u ∈ I, P contém N(u, 0; 0) e Xv(u, 0; 0), então para todo r
pequeno P contém Xv(u, 0; r). Disto, temos que P contém N(u, 0; r). Assim,
para r pequeno, P é ortogonal a Ur ao longo de ĉ. Portanto, para r 6= 0 segue da
parametrização, que ĉ(u) não é parte de uma linha reta ou uma circunferência.
Assim, pelo Lema 3.9 item b), temos que a curvatura principal de Ur ao longo
de ĉ é não constante.

Proposição 3.12. O conjunto das imersões em Irc tais que as curvaturas principais
não são constantes ao longo de qualquer arco contido na parte Riemanniana ou
Lorentziana de α é denso em Ir,sc .

Demonstração. Uma linha principal c da folheação F1,α tem curvatura principal
constante se k1|c = k, k constante. Uma imersão α ∈ Irc pode ser aproximada por
uma imersão α1 ∈ Irc tal que:

a) todos seus pontos umbílicos são hiperbólicos (Proposição 3.8),

b) o conjunto de linhas principais com curvatura principal não constante é não
vazio e contém as separatrizes (Lema 3.11), e

c) é analítica (veja [33], Teorema 5.1).

A imersão α1 tem somente uma quantidade finita de ciclos principais com curvatura
principal constante. Caso contrario, elas poderiam acumular em separatrizes as
quais, por b), tem curvatura principal não constante, pela analiticidade de α1 isto
não é possível.
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Provemos que α1 tem uma quantidade finita de linhas principais com
curvatura principal constante. De fato, seja c uma linha principal da folheação F1,α1

com curvatura constante a qual não é um ciclo, por b), c não é uma separatriz
então segue do Lema 3.9 item d) que seu conjunto limite é um ponto umbílico q
tipo E2. Se c é acumulada por linhas principais com curvatura constante, então a
curvatura principal constante sobre todas elas é k1(q). Pela analiticidade de α1, k1
é constante sobre todas as linhas principais acumulando em q, em particular, ao
longo das separatrizes. Isto não é permitido por b). Então c é uma curva isolada de
outras curvas que tenham curvatura principal constante, e portanto temos somente
uma quantidade finita delas.

Chamemos c1, c2, . . . , cn às linhas principais com curvatura principal con-
stante. Seja pi ∈ ci, usando o Lema 3.11, α1 pode ser aproximado por α2 ∈ Irc tal
que V = α1(M)\α2(M) é uma pequena vizinhança de {p1, p2, . . . , pn}, cada ci\V
não é vazio e as linhas principais de α2 contendo ci\V têm curvatura principal não
constante. Note que como α1 é analítica, se c /∈ {ci : i = 1, 2, . . . , n} e é uma linha
principal de α1, então c não tem nenhum sub-arco com curvatura principal con-
stante. Sendo que V é uma vizinhança suficientemente pequena, α2 tem as linhas
principais com curvatura principal não constante em nenhum sub-arco em V (pelo
Lema 3.11) e fora de V (por ser igual a α1). Portanto, α2 satisfaz a conclusão da
proposição.

Uma imersão α ∈ Irc tem a propriedade da curvatura variável se para
qualquer linha principal a correspondente curvatura principal, em seu domínio, é
não constante.

Proposição 3.13. Considere a imersão α ∈ Irc e U qualquer vizinhança de α em
Ir,sc , então existe α̃ ∈ U tal que α̃ tem a propriedade da curvatura variável.

Demonstração. Segue da Proposição 3.12.

3.6 Eliminação de Recorrências Não Triviais

Lema 3.14. Seja α ∈ Irc com pontos umbílicos tipo espaço Darbouxianos. Suponha
que temos uma recorrência não trivial γ da F1,α. Então há uma separatriz da
folheação F1,α a qual contém γ em seu conjunto limite.

Demonstração. Como fizemos na Seção 2.4, podemos definir no espaço projetivo
tangente PM = {TM \ 0}/{v = rw, r 6= 0} a subvariedade Mα composta por todas
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as direções principais (os zeros da equação de linhas principais) de α. Na carta local
(u, v) a subvariedade é

Mα = {(u, v, [p : q]) ∈ R2 × P1(R) : L1p
2 +M1pq +N1q

2 = 0},

e a projeção π : Mα −→M tal que π(u, v, [p : q]) = (u, v) é um recobrimento duplo
de M .

O campo de Lie-Cartan, o qual na carta local é (F̄p, pF̄p,−(F̄u + pF̄v)),
onde F̄ = L1p

2 +M1p+N1 e p = dv
du
, define globalmente em Mα o campo de linhas

LI,α que localmente é um campo vetorial e este é o levantamento dos campos L1,α e
L2,α. A folheação deste campo de linhas, denotada por FI,α, é o levantamento das
folheações F1,α e F2,α das linhas principais de α.

Se as singularidades da imersão α são pontos umbílicos tipo espaço Dar-
bouxianos, o campo de linhas LI,α na subvariedade Mα tem somente singularidades
selas e nós (veja Seção 2.1). A recorrência γ vai ser levantada em uma recorrência
não trivial γ̄ do campo de linhas LI,α. Aplicando o procedimento dos campos veto-
riais (veja [44], Demonstração do Lema 2.5), podemos concluir que LI,α tem uma
separatriz de sela σ̄1 a qual contém γ̄ em seu conjunto limite. A projeção por π de
σ̄1 é uma separatriz σ1 de pontos umbílicos em M que contém γ em seu conjunto
limite.

Proposição 3.15. Considere a imersão α ∈ Irc com a propriedade da curvatura
variável e com seus pontos umbílicos hiperbólicos, e γ uma recorrência não trivial.
Seja A o subconjunto de α(M) composto pelas conexões de pontos umbílicos e pelos
ciclos principais. Então, existe um ponto p ∈ γ\A tal que dado ε e uma vizinhançaW
de p suficientemente pequena e disjunta de A e do trópico, há uma imersão αµ ∈ Irc
ε−C2-próxima de α, αµ − α com suporte em W , tendo a propriedade da curvatura
variável e satisfazendo uma das seguintes condições:

a) αµ tem um ciclo γµ não completamente contido em α(M)\W . Além disso, se
há um ciclo principal γ̂ da folheação F1,α disjunto de W o qual forma junto
com γµ o bordo de um cilindro em αµ(M), então o cilindro contém um ponto
umbílico de αµ.

b) αµ(M) tem pelo menos uma conexão de separatrizes de pontos umbílicos a
mais que α(M).

Demonstração. Suponha que γ é linha principal da folheação F1,α. Como α(M)

tem a propriedade da curvatura variável, existe p ∈ γ\A tal que dk1(p) 6= 0. Pelo
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Lema 3.14, seja γ̄ uma separatriz orientada de um ponto umbílico q a qual contém
γ no w − limite. Seja ε > 0, considere a carta principal (s, t) : D′ ⊂ W −→ I × I

com {v = 0} ⊂ γ̄, a família de imersões αµ(M), o arco [q, a] e todas as conclusões
do Lema 3.3, com W uma vizinhança de p disjunta de A e do trópico. Os pontos
a, a′, b, b′ aparecem ordenados no arco [a, q] de γ̄, das seguintes quatro maneiras:

Caso 1: b, b′ e a (veja Figura 3.4).

Caso 2: b, b′, a′ e a (veja Figura 3.5).

Caso 3: b′, b, a′ e a (similar ao caso 1).

Caso 4: b′, b e a (similar ao caso 2).

q
b

a

b′

a′

D′

γ̂

γ̄

Figura 3.4: Gera uma superfície com um ciclo principal para
quebrar a recorrência não trivial.

q
b

a

b′

a′

D′

q′

p′

γ̄

Figura 3.5: Gera uma superfície com uma conexão de pontos
umbílicos a mais.

Caso 1: Mostremos que se cumpre as conclusões do item a) da proposição. O
sub-arco [b′, a] de [q, a] intersecta D′ exatamente em {b′, a}. Considere a família de
superfícies αµ, com µ ∈ [0, 1]. Pelo Lema 3.3, αµ tem um arco principal contido
em D′µ conectando a e b′ para algum µ. Se [b′, a] é também um arco principal para
αµ, então αµ tem um ciclo principal γµ através de b′. Agora, suponha que αµ tem
um ciclo principal γ̂ disjunto de Wµ, o qual junto com γµ formam o bordo de um
cilindro K em αµ(M) sem pontos umbílicos. Segue que a folheação F1,α restrita a
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K é orientável e sem pontos umbílicos. Como a folheação F1,α é transversal a [a, b]

e o ponto umbílico q = α− limite(γ̄) /∈ K, segue que o w− limite(γ) tem que estar
em K, mas isto é uma contradição pelo Teorema de Poincaré-Bendixson.

Caso 2: [q, a] ∩ D′ = [b, a] ∩ D′ = [b, b′] ∪ [a, a′] e o sub-arco [b′, a′] intersecta D′

exatamente em {b′, a′} (veja Figura 3.5). Suponha que a < b e a′ < b′. Provemos
que:

(*) A imersão α tem um ponto umbílico q′ e um arco [q′, p′] separatriz de q′ que
intersecta D′\{t = ±1} exatamente no ponto p′ ∈ (a′; b′) (veja Figura 3.5).

O segmento (a′; b′) unido com o arco [b′, a′] delimitam uma região Ū home-
omorfa ao disco, já que M é de gênero zero. Assim, Ū contém pelo menos um ponto
umbílico ou a folheação tem uma tangência com o segmento (a; b′), mas o último
não é possível porque (s, t) é carta principal e portanto o segmento (a′; b′) é um
arco da folheação F2,α. Temos então um ponto umbílico q′ ∈ Ū tal que pelo menos
uma de suas separatrizes corta o segmento (a′; b′) em um ponto p′ (A demonstração
de (*) quando a superfície não é necessariamente de gênero zero é mais complicada,
veja [28]).

Sendo que há um µ′ tal que a imersão α′µ tem um arco da folheação F1,α′
µ

conectando b e p′ e α = α′µ fora de D′, segue que [q, b]∪ [b, p′]∪ [p′, q′] é uma conexão
de separatrizes de pontos umbílicos de α′µ. Portanto, α′µ tem uma conexão de pontos
umbílicos a mais que α.

Proposição 3.16. Considere α ∈ Irc uma imersão com a propriedade da curvatura
variável e com seus pontos umbílicos hiperbólicos. Seja A como na Proposição 3.15.
Então, para ε > 0 há uma imersão αµ ∈ Irc ε−C2-próxima de α tal que o suporte de
αµ− α é disjunto de A∪Ue (Ue é o conjunto de pontos umbílicos de α), αµ satisfaz
a propriedade da curvatura variável e não tem recorrências não triviais.

Demonstração. Aplicamos a Proposição 3.15 para (α,A), obtemos uma imersão αµ1
com a propriedade da curvatura variável e γµ1 sendo um ciclo principal ou uma
conexão de pontos umbílicos. Definimos Aµ1 = A∪ γµ1 . Se αµ1 tem uma recorrência
não trivial, aplicamos o mesmo procedimento para (αµ1 , Aµ1) e obtemos (αµ2 , Aµ2).
Assim, temos uma sequência (αµn , Aµn) a qual deve ser finita porque em cada passo
o número de pontos umbílicos disponíveis diminui ou o número de ciclos principais
é crescente. De fato, pela Proposição 3.15, qualquer cilindro com bordo formado
por dois ciclos principais de Aµn\A deve ter pontos umbílicos. Disto se tem que
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aplicando um número finito de vezes a Proposição 3.15, temos a imersão αµ com a
propriedade da curvatura variável e sem recorrências não triviais.

3.7 Estabilização de Separatrizes

Definição 3.17. Seja α ∈ Irc uma imersão com todos seus pontos umbílicos tipo
espaço hiperbólicos. Dizemos que uma separatriz σ de um ponto umbílico q está
estabilizada se:

i. não é uma conexão de separatrizes de pontos umbílicos,

ii. o conjunto limite é um ponto umbílico (tipo E2) ou um ciclo principal,

iii. as propriedades i. e ii. são persistentes por pequenas perturbações de ordem C3

de α.

Antes de enunciar o lema seguinte, vamos definir um gráfico para nossa
configuração com uma pequena variação em relação a campos vetoriais. Numa linha
principal orientada podemos falar do conjunto ω − limite e α− limite.

Definição 3.18. Um gráfico para a folheação F1,α (ou F2,α) de uma imersão
α ∈ Irc é um conjunto fechado e conexo de M formado por separatrizes orientadas
σ1, σ2, . . . , σn+1 e pontos umbílicos p1, p2, . . . , pn+1 tais que:

a. pi = α− limite(σi) e ω − limite(σj) = α− limite(σj+1) = pj+1.

b. n + 1 é o menor dos índices para o qual se cumpre que p1 = pn+1, σ1 = σn+1

e α− limite(σ1) = α− limite(σn+1) (veja Figura 3.6).

Note que as separatrizes σk, 1 < k < n + 1, não são necessariamente difer-
entes. Neste caso vamos permitir orientar em dois sentidos uma mesma separatriz,
isto é, se σi = σj, 1 < i < j < n+ 1, teremos a ω− limite(σj) = α− limite(σi) = pi

(veja Figura 3.6(b)).

Lema 3.19. Seja α ∈ Ir,2c sem recorrências não triviais e com seus pontos umbílicos
hiperbólicos. Então, o conjunto ω−limite de qualquer linha principal orientada é um
ponto umbílico, um ciclo principal ou um gráfico o qual consiste de pontos umbílicos
e conexões de separatrizes de pontos umbílicos.

Demonstração. Seja γ uma linha principal orientada de F1,α. Suponha que o
ω − limite(γ) = γ̂ não é um ciclo principal ou um ponto umbílico. Note que γ
não pode conter um ciclo principal nem um ponto umbílico E2 sem conter suas
separatrizes, já que nesses casos γ̂ se reduz somente ao ciclo principal ou ao ponto E2,
respectivamente. Assim, γ̂ deve conter pontos umbílicos e separatrizes. Consideremos
dois casos:



3.7 Estabilização de Separatrizes 119

σ1

σ4

σ2

σ3

p1p2

p3 p4

(a)

σ1

σ2

σ3
p1p2

(b)

Figura 3.6: Exemplos de gráficos. Na Figura (b) a separatriz
σ1 = σ3 com orientações diferentes.

i. Cada uma das separatrizes (orientadas) contidas em γ̂ tem como ω − limite
um único ponto umbílico. Seja p1, σ1 ∈ γ̂ um ponto umbílico e uma separatriz
orientada tal que α − limite(σ1) = p1. Seja p2 = ω − limite(σ1) e σ2

uma separatriz instável de p2 contida em γ̂. Continuando com este processo,
como temos uma quantidade finita de separatrizes, teremos uma sequência
finita σ1, σ2, . . . , σn+1 = σ1 contidas em γ̂ tal que pj+1 = ω − limite(σj) =

α − limite(σj+1) e α − limite(σ1) = α − limite(σn+1) = p1. Portanto γ̂ é um
gráfico.

ii. Existe uma separatriz σ̄1 ⊂ γ̂ cujo conjunto ω − limite não é simplesmente
um ponto umbílico. O ω − limite(σ̄1) ⊂ γ̂ e sendo que não temos recorrências
não trívias σ̄1 /∈ ω − limite(σ̄1). Suponha que ω − limite(σ̄1) contém somente
separatrizes com um único ponto umbílico com ω− limite então, pelo item ii.,
ω − limite(σ̄1) é um gráfico. Este gráfico é γ̂, mas σ̄1 ⊂ γ̂ e portanto temos
uma contradição. Então deve existir σ̄2 ⊂ ω− limite(σ̄1) cujo ω− limite não é
um único ponto umbílico e ω− limite(σ̄2) ⊂ ω− limite(σ̄1) ⊂ γ̂. Continuando
com este argumento e sendo que temos uma quantidade finita de separatrizes,
vamos encontrar uma separatriz σ̄ ⊂ γ̂ tal que σ̄ ⊂ ω − limite(σ̄), o qual é
uma contradição porque não temos recorrências não triviais.

Proposição 3.20. Considere a imersão α ∈ Ir,2c e U qualquer vizinhança de α,
então existe α̃ ∈ U tal que α̃ tem a propriedade da curvatura variável e seus pontos
umbílicos tipo espaço são hiperbólicos. Além disso:

a) suas separatrizes são estabilizadas,
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b) o ω-limite de qualquer linha principal orientada de α̃ é um ponto umbílico ou
um ciclo principal,

c) qualquer ᾱ na vizinhança de α em Ir,sc , s ≥ 3, satisfaz as propriedades a) e b).

Demonstração. Vamos mostrar que α pode ser C2-aproximada por uma imersão
com a propriedade da curvatura variável, sem recorrências não triviais e com uma
separatriz estabilizada a mais. Como α tem uma quantidade finita de separatrizes
então isto gera a imersão que satisfaz as conclusões da proposição.

Pelas Proposições 3.13, 3.8 e 3.16, α pode ser aproximada por α1 com a
propriedade da curvatura variável, com seus pontos umbílicos hiperbólicos e sem
recorrências não triviais. Suponha que σ é uma separatriz não estabilizada da
folheação F1,α1 . Do Lema 3.19, temos três opções:

i. o conjunto limite de σ contém um ciclo principal γ. Se o ciclo principal é
hiperbólico σ já está estabilizada. Em outro caso, note que se p é um ponto
em γ e Σ uma seção transversal, σ intersecta Σ em uma sequência an → p.
Para n suficientemente grande, o arco de trajetória entre an e an+1, o segmento
(an+1, an) e γ formam um cilindro A. Fazendo a perturbação do Lema 3.5
para µ > 0 (ou µ < 0 de acordo com o caso) no retângulo R ⊂ A (veja
Figura 3.7), o conjunto limite de σ é um ciclo principal contido em A, (veja
[44], demonstração do Teorema 2.6). Obtemos assim, uma imersão α2 ∈ Irc na
vizinhança de α1, com uma separatriz estabilizada a mais.

ii. α1 contém um cilindro C, sem pontos umbílicos, com um dos bordos sendo
um gráfico Γ que contém σ, tal que: Γ é acumulado por ciclos principais em C

ou a folheação F1,α1|C pode ser orientada de tal maneira que o ω − limite de
toda linha principal em C seja Γ, veja Figura 3.8.

Fazendo a perturbação do Lema 3.5 localizada em um ponto p ∈ R ∩ σ da
mesma maneira que em i., a conexão σ pode ser quebrada tal que uma das
separatrizes tenha um ciclo principal γ ⊂ C no seu ω − limite. Utilizando o
procedimento de i., sobre γ se for necessário, temos uma separatriz estabilizada
a mais.

iii. σ é uma conexão de pontos umbílicos a qual não é acumulada por ciclos
principais e não é conjunto limite de nenhuma linha principal. Seja p ∈ σ,
podemos encontrar uma carta principal (u, v) com domínioD pequeno (p ∈ D)
tal que {v = 0} = D ∩ σ e o conjunto Q das linhas principais da folheação
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σ

Σ

γ

p

an

an+1

A

R

Figura 3.7: Estabilização de uma separatriz σ que contém um
ciclo principal em seu conjunto limite.

σ p

C

R

Γ

Figura 3.8: Cilindro C com um gráfico Γ em uma das fron-
teiras.

F1,α que intersectam D satisfaça que: não temos nenhuma separatriz de pontos
umbílicos diferente de σ em Q e para toda linha principal γ 6= σ orientada e
contida em uma das partes conexas de Q\σ temos que ω − limite(γ) = γ̂ é
um ponto umbílico ou um ciclo principal. Utilizando a perturbação do Lema
3.5 no ponto p podemos quebrar a conexão σ de tal maneira que uma das
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separatrizes tenha γ̂ como conjunto limite. Fazendo o procedimento i. se for
necessário, temos uma separatriz estabilizada a mais.

Como α tem somente uma quantidade finita de separatrizes de pontos
umbílicos, podemos aproximar α por uma superfície com as propriedades requeridas.

3.8 Demonstração do Teorema de Genericidade

Demonstração. Teorema B. Das Proposições 3.13 e 3.8, suponha que α ∈ Irc
satisfaz a propriedade da curvatura variável e que todos seus pontos umbílicos são
hiperbólicos. A imersão α pode ser aproximada por uma imersão analítica α1. Como
podemos tomar α1 satisfazendo a Proposição 3.20, deve ter uma quantidade finita
de ciclos principais, todos com multiplicidade finita. De fato, a presença de infinitos
ciclos principais em uma superfície analítica é inconsistente com o fato de não haver
conexão de pontos umbílicos. Assim, utilizando o Lema 2.16, o Corolário 2.18 e a
Proposição 2.21, podemos aproximar α1 por uma imersão α2 com todos seus ciclos
principais hiperbólicos. A Proposição 3.20 garante que α2 satisfaz às outras condições
para pertencer ao conjunto Src . Portanto, o conjunto Src é denso em Ir,2c .

Com a técnica de demonstração usada, o Teorema B é limitado à C2-
topologia sendo que a deformação local do Lema do Levantamento para eliminar
recorrências não trívias é válido apenas para a C2-topologia.



CAPÍTULO 4
Geodésicas Nulas

Temos como objetivo descrever o comportamento global das geodésicas
nulas (curvas nulas) na parte Lorentziana de uma superfície imersa no espaço de
Minkowski R2,1 quando o trópico for um conjunto regular com apenas pontos luz
isolados. Apresentamos condições necessárias para que uma imersão seja estrutural-
mente estável na configuração das geodésicas nulas. Propriedades globais de geodési-
cas nulas no toro foram consideradas em [6].

4.1 Introdução

Considere α ∈ Ir e uma carta local (u, v) com parametrizaçãoX. A primeira
forma fundamental

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 (4.1)

é positivamente definida na parte Riemanniana, mas na parte Lorentziana I = 0

define em cada ponto p duas direções {e1(p), e2(p)} chamadas de direções luz. A
ordem das direções vai ser escolhida tal que dα(p)(e1(p)) ∧ dα(p)(e2(p)) = Nα(p) e
Ip(v) = 〈v, v〉 > 0 onde v = e1(p) + e2(p).

Observe-se que o trópico de α são os pontos onde det(I) = EG − F 2 = 0.
Assim, no trópico temos uma única direção luz e constitui o conjunto de singu-
laridades das direções luz denotado por S̃α = {p ∈M : ∆(p) = 0} com ∆ = EG−F 2.

Na parte Lorentziana, isto é, onde ∆ < 0, as direções luz definem dois
campos de linhas, chamados de campos de linhas nulas e denotados por L̃1,α e L̃2,α

com a ordem definida pela base {e1(p), e2(p)}.

As curvas integrais dos campos de linhas nulas são chamadas de linhas
nulas ou geodésicas nulas, sendo que são curvas luz, e portanto, seu comprimento é
zero. Assim, uma curva c é uma geodésica nula se satisfaz a equação I = 0 e não
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contém singularidades.

Chamaremos de folhação F̃1,α (respec. F̃2,α) ao conjunto de curvas integrais
do campo de linhas L̃1,α (respec. L̃2,α). A tripla P̃α = {F̃1,α, F̃2,α, S̃α} é chamada de
configuração das geodésicas nulas da imersão α.

4.2 Singularidades

Seja p ∈ M um ponto regular do trópico de α ∈ Ir. Consideremos a carta
local (u, v) : (M, p) −→ (R2, 0) e uma translação Γ : R3 −→ R3 tal que Γ(α(p)) = 0

e
Γ(α(u, v)) = (u, v, h(u, v))

onde, h(u, v) = u + 1
2
(a20u

2 + 2a11uv + a02v
2) + 1

3!
(a30u

3 + 3a21u
2v + 3a12uv

2 +

a03v
3) +O((u2 + v2)2) com aij ∈ R. A carta é tomada tal que αu(p) seja tipo luz.

Proposição 4.1. Seja p ∈M um ponto regular do trópico de α ∈ Ir. Na carta local
(u, v) e

α(u, v) = (u, v, h(u, v)),

suponha que a11 6= 0.

i. se a20 6= 0, então o trópico é tipo espaço e a configuração principal na
vizinhança de p é como a Figura 4.1. As geodésicas nulas se convertem em
uma única direção luz transversal ao trópico.

ii. se a20 = 0 então o trópico é tipo luz em p. Se para λ1,2 = a11 ±
√

9a211 + 4a30

uma das opções

• λ1 e λ2 são reais e λ1λ2 < 0 (tipo sela),

• λ1 e λ2 são reais, λ1 6= λ2 e λ1λ2 > 0 (tipo nó) ou

• λ1 e λ2 são complexos conjugados com parte real e imaginária não nula
(tipo foco)

é satisfeita. A configuração das geodésicas nulas na vizinhança de p é como a
Figura 4.2.
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trópico

π

M

Figura 4.1: Singularidades tipo cúspides onde o trópico é
uma curva regular tipo espaço.

Demonstração. Nesta carta temos que

E =− 2a20u− 2a11v + (−a220 − a30)u2 + (−2a11a20 − 2a21)uv + (−a211 − a12)v2

+O((u2 + v2)
3
2 ),

F =− a11u− a02v − (a11a20 +
1

2
a21)u

2 − (a02a20 + a211 + a12)uv − (a11a02 +
1

2
a03)v

2

+O((u2 + v2)
3
2 ),

G =1− a211u2 − 2a02a11uv − a202v2 +O((u2 + v2)
3
2 ).

Pelo exposto na Seção 1.5, a configuração local da equação I = 0 depende do termo
independente de G, da parte linear de F e a parte quadrática de E. Assim, a parte
de interesse da equação das geodésicas nulas tem a forma

dv2 + (−a11u− a02v)dvdu+ [−2a20u− 2a11v + (−a220 − a30)u2

+ (−2a11a20 − 2a21)uv + (−a211 − a12)v2]du2 = 0.

Temos que ∆(u, v) = −2a20u− 2a11v+ (−a211− a220− a30)u2 + (−2a02a11− 2a11a20−
2a21)uv + (−a202 − a211 − a12)v

2 + O((u2 + v2)
3
2 ), assim o trópico é localmente
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π

M

trópico
(a) Sela

π

M

trópico
(b) Nó

π

M

trópico
(c) Foco

Figura 4.2: Singularidades nos pontos onde o trópico é tipo
luz.

parametrizado por γ̂(u) = (u,−a20
a11
u, u) + (0, O1(u

2), O2(u
2)) e

〈γ̂′(u), γ̂′(u)〉 =

(
a20
a11

)2

,

portanto é tipo luz se, e somente se, a20 = 0.

Definimos F = p2 + (−a11u− a02v)p+ [−2a20u− 2a11v + (−a220 − a30)u2 +

(−2a11a20 − 2a21)uv + (−a211 − a12)v2], a superfície M = F−1(0) a qual é suave na
origem e o campo de Lie-Cartan

YF (u, v, p) =(−2a11u− 2a02v + 2p, 2p(−a11u− a02v + p), 2a20 + 2(a220 + a30)u

+ 2(a11a20 + a21)v + 4a11p+ 2(a11a20 + a21)up+ 2(a211 + a12)vp+ 2a02p
2).

Em (0, 0), temos que F (0, 0, p) = p2 = 0 então p = 0 e YF (0, 0, 0) = (0, 0, 2a20).

i. se a20 6= 0 o trópico é tipo espaço, o campo YF é regular em (0, 0, 0) e
transversal ao criminante. Assim, as curvas projetadas por π no plano (u, v)

são cúspides no trópico como mostra a Figura 4.1.

ii. se a20 = 0 o trópico é tipo luz. O campo YF tem uma singularidade no ponto
(0, 0, 0). Os valores próprios de

DYF (0, 0, 0) =

 −2a11 −2a02 2

0 0 0

2a30 2a21 4a11


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são
λ1,2 = a11 ±

√
9a211 + 4a30,

e portanto temos as conclusões que o ponto p é sela, nó ou foco, em cada caso.

Além disso, o tangente ao criminante é

(∇F ×e ∇Fp)(0, 0, 0) = −4a11(1, 0, a11),

e os vetores próprios são

Ei =

(
1, 0,

3

2
a11 ±

1

2

√
9a211 + 4a30

)
.

Assim,(
3

2
a11 +

1

2

√
9a211 + 4a30 − a11

)(
3

2
a11 −

1

2

√
9a211 + 4a30 − a11

)
= −2a211−a30

e λ1λ2 = 4(−2a211−a30). Portanto se verifica que quando a singularidade é sela
(respec. nó) os vetores próprios tem inclinação negativa (respec. positiva) com
respeito ao criminante. Portanto, a configuração das geodésicas nulas nestes
pontos é como na Figura 4.2.

Observação 4.2. Para mais propriedades de singularidades das geodésicas nulas
veja [35].

Geodésicas nulas em superfícies estritamente convexas e compactas

Do Lema 3.1 temos que em uma superfície estritamente convexa e compacta
o trópico é formado por duas curvas fechadas tipo espaço. Assim, pela Proposição
4.1 segue o seguinte resultado.

Corolário 4.3. Se M é uma superfície estritamente convexa, então as geodésicas
nulas formam cúspides globalmente no trópico.

Estabilidade estrutural em uma singularidade

Definição 4.4. Uma imersão α ∈ Ir,s é chamada Cs-estruturalmente estável da
configuração das geodésicas nulas na topologia Cs em um ponto p ∈M , se para toda
vizinhança U(p) de p em M existe uma vizinhança U de α em Ir,s tal que para toda
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imersão β ∈ U existe um ponto q = qβ em U(p) e um homeomorfismo h = hβ :

W (p) −→ W (q) entre vizinhanças de p e q com h(p) = q, levando conjuntamente as
folheações F̃1,α|W (p) e F̃2,α|W (p) nas folheações F̃1,β|W (q) e F̃2,β|W (q), respectivamente.

Teorema 4.5. O conjunto de imersões em Ir (r ≥ 5) tais que suas singularidades
são selas, nós, focos e cúspides é aberto em Ir,5. Se p é uma sela, nó, foco ou
cúspide para α então α é localmente C5-estruturalmente estável na configuração das
geodésicas nulas em p.

Demonstração. A abertura das condições da Proposição 4.1 garante que o conjunto
das imersões com singularidades deste tipo seja aberto. Além disso, interpretando
as separatrizes como projeções das separatrizes das singularidades do campo de Lie-
Cartan também garante que elas dependem continuamente de α. Na Seção 4.5 vamos
fazer a equivalência em um contexto global.

4.3 Ciclos Geodésicos Nulos

Uma geodésica nula é uma curva tipo luz. Pela Observação 1.12 não temos
geodésicas nulas que sejam curvas fechadas regulares. Entretanto, chamaremos de
ciclo geodésico nulo uma curva fechada não suave que intersecta o trópico em uma
cúspide onde cada arco suave é uma geodésica nula (veja Figura 4.3). Dizemos que
o ciclo geodésico nulo é hiperbólico se a derivada da transformação do primeiro
retorno é diferente de 1.

Seja α ∈ Ir e c : [0, l] −→ M um ciclo geodésico nulo, isto é, existem os
números 0 = a1 < a2 < · · · < an < an+1 = l, tal que ci(s) = c(s)|(ai,ai+1) é uma
geodésica nula e c(ai) está contida no trópico para i = 1, 2, . . . , n. A curva c é a
projeção na carta de uma órbita fechada C para o campo de Lie-Cartan associado a
α definido sobre a superfície M a qual intersecta o conjunto criminante nos pontos
C(ai) (o trópico é a projeção do criminante e os pontos c(ai) são a projeção dos
pontos C(ai)).

Sejam Σ1
i e Σ2

i seções transversais na vizinhança dos pontos pi = c(ai), para
i = 1, . . . , n (veja Figura 4.3). Definamos as transformações de transição:

• Πi,i+1 entre as seções Σ1
i e Σ2

i+1 para i = 1, . . . , n e Πn,1 entre Σ1
n e Σ2

1.

• Πi entre as seções Σ2
i e Σ1

i .

Seja Π : Σ1
1 −→ V ⊂ Σ1

1 a transformação do primeiro retorno associado a c. Então

Π(p) = (Π1 ◦ Πn,1 ◦ Πn ◦ Πn−1,n ◦ · · · ◦ Π3 ◦ Π2,3 ◦ Π2 ◦ Π1,2)(p). (4.2)
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Σ1
3p1

trópico

p6

p5 p3

Σ1
2

Σ1
1

Σ2
4

Σ1
6

Σ1
5

p2

p4

Σ2
1

Σ2
2

Σ2
3

Σ1
4

Σ2
6

Σ2
5

Figura 4.3: Ciclo geodésico nulo.

No seguinte lema, explicitamos a derivada da transformação de transição
associada a um arco de geodésica nula.

Lema 4.6. Seja α ∈ Ir e suponha que c̃ : [0, l̃] −→ M é um arco de uma geodésica
nula parametrizado pelo pseudo-arco s. Então a expressão

α(s, v) =α(c̃(s)) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n(s)

+

(
b1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
b(s),

(4.3)

onde os ai e bi são funções suaves com b1(s) 6= 0, {t, n, b} é o triedro de Frenet
associado a α ◦ c̃, define uma carta local (s, v) na vizinhança de c̃. Além disso, a
derivada da transformação de transição associado a c̃ é

Π′(0) = exp

{
−
∫ l̃

0

a1(s) + b′1(s)

b1(s)
ds

}
.
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Demonstração. A aplicação

α(s, v, w) = α(c̃(s)) + wn(s) +

(
b1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
b(s)

é um difeomorfismo local em uma vizinhança de (0, 0, 0). De fato, 〈αs ∧
αv, αw〉(s, 0, 0) = [αs, αv, αw](s, 0, 0) = b1(s) 6= 0. Para ε suficientemente pequeno
existe uma função w(s, v) tal que α(s, v) = α(s, v, w(s, v)) é a parametrização de
um vizinhança tubular de α ◦ c̃. Para cada s, w(s, v) é a parametrização da curva
da interseção entre α(M) e o plano gerado por n e b. Portanto,

α(s, v) =α(c̃(s)) +

(
a1(s)v +

a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n(s)

+

(
b1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
b(s)

(4.4)

define uma carta na vizinhança de c̃.

Nesta carta temos que a equação das geodésicas nulas é

G(s, v)
dv

ds

2

+ 2F (s, v)
dv

ds
+ E(s, v) = 0,

onde

E(s, v) =− 2(b′1(s) + a1(s))v + (τ(s)(τ(s)b21(s)− 2a21(s)− 2a1(s)b
′
1(s)

+ 2b1(s)a
′
1(s)) + a′21 (s)− a2(s)− b′21 (s))v2 +O(v3),

F (s, v) =− b1(s) + (a1(s)a
′
1(s)− b2(s))v +

1

2
(τ(s)a1(s)b2(s) + τ(s)a2(s)b1(s)

+ 2a′1(s)a2(s) + a′2(s)a1(s)− b3(s))v2 +O(v3),

G(s, v) =a21(s) + 2a1(s)a2(s)v + (a1(s)a3(s) + a22(s))v
2 +O(v3).

Denotemos por v(s, r) a solução de equação (4.4) com condição inicial
v(0, r) = r = v0 e v(s, 0) = 0. Assim, a transformação de transição entre as seções
transversais Σ1 = α(0, v) e Σ2 = α(l̃, v) é Π(r) = v(l̃, r).

Derivando a equação em relação a r e avaliando em r = v0 = 0, temos

Gv(s, 0)vr(s, 0)v2s(s, 0) + 2G(s, 0)vs(s, 0)vsr(s, 0) + 2Fv(s, 0)vr(s, 0)vs(s, 0)

+ 2F (s, 0)vsr(s, 0) + Ev(s, 0)vr(s, 0) = 0.



4.3 Ciclos Geodésicos Nulos 131

Como vs(s, 0) = 0, então

2F (s, 0)vsr(s, 0) + Ev(s, 0)vr(s, 0) = 0.

Utilizando que vsr = vrs e integrando com relação a s no intervalo [0, s] temos

vr(s, 0) = exp

{∫ s

0

−Ev(s, 0)

2F (s, 0)
ds

}
= exp

{
−
∫ s

0

a1(s) + b′1(s)

b1(s)
ds

}
.

Portanto,

Π′(0) =
dv

dr
(l̃, r)

∣∣∣∣
r=0

= exp

{
−
∫ l̃

0

a1(s) + b′1(s)

b1(s)
ds

}
.

Aplicando este lema em cada arco de geodésica nula entre as seções Σ1
i e

Σ2
i+1 para i = 1, . . . , n e Σ1

n e Σ2
1, podemos calcular a derivada das transformações

de transição Πi,i+1 e Πn,1.

Para as transformações Πi, na vizinhança de pi tomamos o sistema de
coordenadas (u, v) tal que as geodésicas nulas são dadas pela equação diferencial
(veja [1]) (

du

dv

)2

= v.

Neste sistema de coordenadas Πi : {v = ε} −→ {v = ε} é uma translação
Πi(u, ε) = (u+ k, ε), k constante, e portanto diferenciável.

Assim, Π é diferenciável. Se Π′(p) 6= 1 para o ponto p ∈ c ∩ Σ1
1, temos

que c é um ciclo geodésico nulo hiperbólico de α. Em outro caso, vamos fazer
uma perturbação em um arco suave de geodésica nula, onde c não tenha auto-
interseções, de tal maneira que c seja ciclo geodésico nulo hiperbólico de uma imersão
na vizinhança de α.

Lema 4.7. Sejam α ∈ Ir e c̃ : [0, l̃] −→ M um arco suave de geodésica nula
parametrizado pelo pseudo-arco s. Considere a deformação

αε(s, v) = α(s, v) + ε
(b1(s))

3

2
δ(s, v)vn(s)

onde α(s, v) é a carta local dada pelo Lema 4.6 com b1(s) 6= 0, δ(s, v) = δ1(s)δ2(v)

é uma função suave com suporte pequeno, δ2(0) = 1, δ1(s) não negativa com
suporte em

[
1
4
l̃, 3

4
l̃
]
. Então para ε 6= 0 pequeno, c̃ é arco de geodésica nula de αε

e Π′ε(0) = Π′(0)(1 + kε) +O(ε2), com k 6= 0.
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Demonstração. Na carta local

α(s, v) =α(c̃(s)) +

(
(a1(s) + ε(b1(s))

3δ(s, v))v +
a2(s)

2
v2 + v3A1(s, v)

)
n(s)

+

(
b1(s)v +

b2(s)

2
v2 + v3B1(s, v)

)
b(s)

temos que,

G(s, v) =(a1(s) + εδ1(s)(b1(s))
3)2 + [(a1 + εδ1b

3
1)(4δ

′
2(0)εδ1b

3
1 + 2a2)](s)v +O(v2),

F (s, v) =− b1(s) + [a′1a1 − b2 + 3εδ1a1b
′
1b

2
1 + ε(δ1a1)

′b31 + 3ε2δ21b
′
1b

5
1 + ε2δ1δ

′
1b

6
1](s)v

+O(v2),

E(s, v) =− 2(a1(s) + b′1(s) + εδ1(s)b
3
1(s))v +O(v2)

e portanto, c̃ é arco de geodésica nula de αε. Assim, a derivada da transformação de
transição associada a c̃ para αε é

Π′ε(0) = exp

{
−
∫ l̃

0

(
a1(s) + b′1(s)

b1(s)
+ δ1(s)b1(s)

2ε

)
ds

}
.

Observamos que Π′ε(0)|ε=0 = Π′(0). Calculando,

dΠ′ε(0)

dε

∣∣∣
ε=0

= Π′ε(0)

∫ l̃

0

−δ1(s)b1(s)2ds
∣∣∣∣
ε=0

= Π′(0)k,

temos k 6= 0 e portanto a conclusão do lema.

Corolário 4.8. Sejam α ∈ Ir e c : [a, b] −→M um ciclo geodésico nulo. Chamemos
c̃ o arco suave de geodésica nula de c, que não intersecta outro arco de c, entre as
seções transversais Σ1

1 e Σ2
2 nos pontos c(u1) e c(u2), respectivamente, tal que não

intersecta outro arco de c. Então existe αε na vizinhança de α tal que c é ciclo
principal hiperbólico de αε.

Demonstração. Tomemos αε(s, v) como no Lema 4.7 para s ∈ [u1, u2] (c̃
parametrizado pelo pseudo-arco s) e αε = α em outro caso. Para ε pequeno,
αε é uma imersão na vizinhança de α.

Pelo Lema 4.7, temos que c é ciclo geodésico nulo de αε e Π′ε(0) 6= 1 para ε
pequeno, onde Πε é a transformação do primeiro retorno dada por (4.2) para c̃ e αε.
Portanto, c é ciclo geodésico nulo de αε.
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Exemplo 4.9. Elipsóide de revolução em torno do eixo z. Considere a parametriza-
ção X(u, v) = (a sen(v) cos(u), a sen(v) sen(u), c cos(v)). O trópico é dado pelas
curvas v1 = arccos

(
c√

a2+c2

)
e v2 = π − arccos

(
c√

a2+c2

)
. A equação de geodésicas

nulas é
((a2 + c2) cos2(v)− c2)dv2 + a2 sen2(v)du2 = 0.

Como o trópico é composto por duas curvas tipo espaço, as geodésicas nulas
tem singularidades tipo cúspide globalmente. A transformação do primeiro retorno
π : {v = v1} −→ {v = v1} é π(u) = u+ aπ√

a2+c2
. Variando a e c, o número de rotação

de π pode ser racional ou irracional. Portanto, vamos ter configurações com todas
as geodésicas nulas fechadas ou todas densas, veja Figura 4.4(a).

v1

v2

(a) Elipsóide

v1

v2

(b) Toro

Figura 4.4: Geodésicas nulas do elipsóide e do toro de rev-
olução em torno do eixo z.

Exemplo 4.10. Toro de revolução em torno do eixo z. Considere a parametrização
X(u, v) = ((ar+ r cos(v)) cos(u), (ar+ r cos(v)) sen(u), r sin(v)) com a > 1 e r > 0.
O trópico é dado pelas curvas v1 = π

4
e v2 = 3π

4
. A equação de geodésicas nulas é

−r2(2 cos2(v)− 1)dv2 + r(a+ cos2(v))du2 = 0.

Igual que no Exemplo 4.9, as geodésicas nulas tem singularidades tipo cúspide
globalmente. A transformação do primeiro retorno π : {v = v1} −→ {v = v1} é
π(u) = u +

√
2π + 2a

√
2EllipticK(1

2

√
2), onde EllipticK é uma integral elíptica

de primeira ordem. Variando a, o número de rotação de π pode ser racional ou
irracional. Portanto, teremos configurações com todas as geodésicas nulas fechadas
ou todas densas, veja Figura 4.4(b).
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Exemplo 4.11. Geodésicas nulas e linhas assintóticas no hiperbolóide de uma folha
vertical. Considere as parametrizações X(u, v) = (a(cos(u) + v sen(u)), a( sen(u)−
v cos(u)), cv) do hiperbolóide vertical de uma folha

x2

a2
+
y2

a2
− z2

c2
= 1

com c ≥ a > 0. A superfície é Lorentziana. A equação das linhas geodésicas nulas é:

(c2 − a2)dv2 + 2a2dvdu− a2(v2 + 1)du2 = 0.

A equação das linhas assintóticas é:

2a2cdvdu− a2c(v2 + 1)du2 = 0.

Portanto, as geodésicas nulas coincidem com as linhas assintóticas se, e somente se,
a = c.

Estabilidade estrutural em um ciclo geodésico nulo

Definição 4.12. Uma imersão α ∈ Ir,s é chamada Cs-estruturalmente estável da
configuração das geodésicas nulas na topologia Cs em um ciclo geodésico nulo c de
α, se para toda vizinhança U(c) de c em M existe uma vizinhança U de α em Ir,s

tal que para toda imersão β ∈ U existe um ciclo geodésico nulo ĉ = ĉβ em U(c) e um
homeomorfismo h = hβ : W (c) −→ W (ĉ) entre vizinhanças de c e ĉ com h(c) = ĉ,
levando conjuntamente as folheações F̃1,α|W (c) e F̃2,α|W (c) nas folheações F̃1,β|W (ĉ)

F̃2,β|W (ĉ), respectivamente.

Teorema 4.13. Seja c um ciclo geodésico nulo de uma imersão α ∈ Ir (r ≥ 5). Se
c é hiperbólico então α é localmente C4-estruturalmente estável na configuração das
geodésicas nulas em c.

Demonstração. O fato de ser c hiperbólica garante a estabilidade local dentro de
pertubações na C3-topologia. Na Seção 4.5 vamos fazer a equivalência das duas
folheações em um contexto global.

4.4 Estabilidade Estrutural

Considere o subconjunto S̃r = S̃r(M) ⊂ Ir,s tal que para α ∈ S̃r satisfaz as
seguintes propriedades:

a) O trópico é uma curva regular com apenas pontos luz isolados.
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b) As singularidades são todas tipo sela, nó, foco ou cúspides.

c) Os ciclos de geodésicas nulas são hiperbólicos.

d) Não tem conexões de separatrizes.

e) O conjunto limite de toda geodésica nula está contido no conjunto de singu-
laridades e ciclos de geodésicas nulas.

Observação 4.14. Chamamos de separatrizes as geodésicas nulas que são projeções
das separatrizes de selas e das variedades estáveis fortes dos nós do campo de linhas
de Lie-Cartan.

Definição 4.15. Uma imersão α ∈ Ir,s é chamada Cs-estruturalmente estável
da configuração das geodésicas nulas na topologia Cs, se existe uma vizinhança
U de α em Ir,s tal que para toda imersão β ∈ U existe um homeomorfismo
h = hβ : M −→ M tal que h(S̃α) = S̃β e levando as folheações F̃1,α e F̃2,α nas
folheações F̃1,β e F̃2,β.

Teorema C. Seja r ≥ 5 e M uma superfície suave, orientada e compacta. Então
o conjunto S̃r(M) é aberto em Ir,5 e todo α ∈ S̃r(M) é C5-estruturalmente estável
na configuração das geodésicas nulas.

4.5 Demonstração do Teorema C

A abertura do conjunto S̃r em Ir,5 segue da estabilidade local nas singu-
laridades, a continuidade sobre partes compactas das separatrizes e a estabilidade
local nos ciclos hiperbólicos.

Para provar a estabilidade estrutural, vamos utilizar o método exposto por
Garcia, Gutiérrez e Sotomayor em [13] para a construção da equivalência topológica.
No espaço projetivo tangente PM = {TM \ 0}/{v = rw, r 6= 0} considere a
subvariedade Gα composta por todas as direções de geodésicas nulas (os zeros da
primeira forma fundamental) de α. Numa carta local (u, v) a subvariedade é

Gα = {(u, v, [p : q]) ∈ R2 × P1(R) : Gp2 + 2Fpq + Eq2 = 0},

a projeção π : Gα −→ M tal que π(u, v, [p : q]) = (u, v) é um recobrimento duplo
do fecho da parte Lorentziana de α em M e a projeção do criminante Pα de Gα é o
trópico de α.
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O campo de Lie-Cartan, o qual na carta local é (F̄p, pF̄p,−(F̄u + pF̄v)),
onde F̄ = Gp2 + 2Fp + E e p = dv

du
, define globalmente em Gα um campo de linhas

L̃I,α que localmente é um campo vetorial e este é o levantamento dos campos L̃1,α

e L̃2,α. As singularidades do campo de linhas L̃I,α, se tiver, estão em Pα e elas são
sempre selas, nós ou focos. A folheação deste campo de linhas, denotada por F̃I,α, é
um levantamento das folheações F̃1,α e F̃2,α das geodésicas nulas no fecho da parte
Lorentziana de α.

Na superfície Gα há uma involução canônica ϕα : Gα −→ Gα tal que
ϕ2
α = id, ϕα 6= id e ϕα|Pα = id . Assim, ϕα(u, v, [p1 : q1]) = (u, v, [p2 : q2]), isto é,

envia a direção de geodésica nula [p1 : q1] na outra direção [p2 : q2] da fibra π−1(u, v).

Pelas condições de regularidade do trópico de α a involução ϕα é um
difeomorfismo. Considere o campo de linhas L̃II,α = (ϕα)∗L̃I,α induzido por ϕα.
Denotemos por F̃II,α a folheação gerada por este campo. As folheações F̃I,α e F̃II,α
são transversais em Gα exceto em Pα. As singularidades do campo L̃I,α estão em Pα

e como ϕα|Pα = id temos que as singularidades dos campos de linhas L̃I,α e L̃II,α
são as mesmas.

As folheações F̃I,α e F̃II,α são chamadas de primeira e segunda folheações,
respectivamente. Observe que a projeção por π de qualquer das folheações em Gα

gera as duas folheações das geodésicas nulas em M .

As condições impostas para as folheações F̃1,α e F̃2,α na definição do con-
junto S̃r, são induzidas para as folheações F̃I,α e F̃II,α.

Uma fato importante é que, pela Observação 1.12, não temos ciclos de
geodésicas nulas disjuntos do trópico, mas temos ciclos com arcos em ambas
folheações (veja Seção 4.3). Assim, F̃I,α e F̃II,α somente tem ciclos principais que
intersectam Pα.

4.5.1 Regiões canônicas

A primeira (respec. segunda) região canônica de α, com α ∈ S̃r, é a
componente conexa do complemento das singularidades selas e nós, dos arcos da
primeira (respec. segunda) folheação contidos em ciclos, das variedades estáveis
fortes dos nós (com orientação de atrator) da primeira (respec. segunda) folheação
e das separatrizes de selas da primeira (respec. segunda) folheação.
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As primeiras (respec. segundas) regiões canônicas podem ser paralelas
ou cilíndricas. No primeiro caso o campo L̃I,α (respec. L̃II,α) é topologicamente
equivalente ao campo vetorial ∂

∂u
em R2, no segundo caso ele é topologicamente

equivalente ao campo vetorial ∂
∂u
u+ ∂

∂v
v em R2 \ {0}.

Observação 4.16. Como não temos geodésicas nulas que não intersectem o trópico,
ou equivalentemente, não temos curvas fechadas da primeira e segunda folheações
disjuntas do conjunto Pα, então as regiões canônicas cilíndricas não contem ciclos
fechados da outra folheação (veja [13], [29]). Isto reduz os casos a serem analisados
para fazer a equivalência topológica, já que para uma região cilíndrica todas as linhas
da outra folheação atravessam transversalmente (veja Figura 4.5).

Gα

⊂M

Figura 4.5: Região cilíndrica em Gα composta por duas cur-
vas fechadas de FI,α. Na figura de baixo temos a
projeção da região em M .

Dada uma imersão α ∈ Ir, podemos encontrar uma vizinhança Uα de α em
Ir,5 tal que Uα ⊂ S̃r, r ≥ 5, e que ao longo de um arco contínuo αt, t ∈ [0, 1], em
Uα unindo α = α0 e β = α1, há uma dependência continua, de maneira única, das
singularidades, dos ciclos geodésicos nulos e das separatrizes de pontos de selas e
nós (variedades estáveis fortes) de ambas folheações F̃I,α e F̃II,α, e portanto, uma
dependência continua das regiões canônicas de α0 em αt de maneira única, definindo
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uma correspondência um a um entre as regiões de α e β. A correspondência preserva
o tipo de região.

Seja ϕαt : Gαt −→ Gαt a involução com as mesmas propriedades que ϕα
em Gα. A dependência continua das regiões canônicas define uma equivalência
topológica parcial entre as singularidades de F̃I,α e F̃I,αt , e entre as separatrizes ou
ciclos principais para t ∈ [0, 1].

4.5.2 Construção de equivalências

1. Definição de ht sobre a interseção de uma primeira e segunda região paralela. Em
cada primeira região paralela R1, escolhemos a seção transversal S da seguinte
maneira: se Pα ∩R1 6= ∅, então S é uma componente conexa deste conjunto, e se
Pα ∩R1 = ∅, então S é um arco de alguma separatriz da segunda folheação (isto
sempre é possível).

Seja S a seção transversal da região R1. Se S é um arco de uma separatriz σ
da segunda folheação, os extremos a e b de S têm como continuação ht(a) e
ht(b) os quais definem os extremos da continuação St de S contida em um arco
da separatriz σt (continuação de σ). Definimos ht : S −→ St como qualquer
homeomorfismo que estende a correspondência dada pelos extremos. Se S está
contida em Pα, a definição é similar, neste caso os extremos são sempre selas ou
nós.

Sejam R1 e R2 as regiões paralelas e S e T suas seções transversais, respecti-
vamente. Para cada p em uma componente conexa C de R1 ∩ R2, chamamos
s(p) e t(p) às interseções das geodésicas nulas que passam por p da primeira e
segunda folheação com S e T , respectivamente. Seja Ct a continuação de C. As-
sim, para cada p ∈ C definimos ht(p) como a interseção das geodésicas nulas da
primeira e segunda folheação de αt que passam por ht(s(p)) ∈ St e ht(t(p)) ∈ Tt,
respectivamente.

2. Definição de ht na interseção de uma região cilíndrica com uma região paralela.
Da Observação 4.16, uma região cilíndrica R1 sempre intersecta o conjunto Pα.
Assim, definimos a seção transversal S como uma componente conexa de R1∩Pα.
Consideremos a continuação R1t e St de R1 e S, respectivamente. As folheações
F̄I,α|R1t definem transformações de Poincaré πt : St −→ St as quais possuem
um atrator e um repulsor nos extremos de St. Seja gt : S −→ St a conjugação
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topológica entre π0 e πt. Definimos ht|S = gt (similar que no item 2 da Seção
2.4.2).

Considere a região paralela R2 e C = R1 ∩ R2 6= ∅. A seção transversal T para
R2 é um arco de qualquer dos dois ciclos que formam R1 da primeira folheação.
A definição de ht em T dá uma correspondência um a um dos arcos da segunda
folheação em Ct, onde Ct é a continuação de C. A extensão de ht a todo C a
fazemos da seguinte maneira: a interseção do arco p̂, π0(p) da primeira folheação
(p ∈ S) com C é levado no arco p̂, πt(p) da primeira folheação de αt respeitando
a correspondência um a um dos arcos da segunda folheação gerada pela definição
de ht em T .

3. Definição de ht na interseção de duas regiões cilíndricas. Seja R1 (respec. R2) a
região cilíndrica da primeira (respec. segunda) folheação, e seja S seção transver-
sal de R1 (componente conexa de R1 ∩ Pα sendo que todas regiões cilíndricas
intersectam o conjunto Pα). Neste caso, S é também seção transversal para R2.
Definimos ht : S −→ St (St continuação de S) utilizando a transformação de
Poincaré da primeira ou segunda folheação.

Para p ∈ R1∩R2, chamemos s1(p) (respec. s2(p)) a interseção da linha da primeira
(respec. segunda) folheação com S. Assim, ht(p) é definido como a interseção das
linhas da primeira e segunda folheação de αt que passam pelos pontos ht(s1(p))
e ht(s2(p)), respectivamente.

Todas as possibilidades de interseção de regiões canônicas estão consideradas (os
casos se reduzem pelo fato de não ter curvas fechadas disjuntas do Pα). Assim,
temos uma equivalência topológica ht das folheações F̃I,α e F̃II,α com as folheações
F̃I,αt e F̃II,αt , para todo t ∈ [0, 1], a qual induz uma equivalência topológica Ht entre
a tripla P̃α e P̃αt em M .



CAPÍTULO 5
Linhas Principais de Superfícies

Clássicas em R2,1

Vamos descrever as linhas principais de superfícies “clássicas” no espaço
de Minkowski R2,1 = (R3, 〈., .〉), onde 〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 − u3v3, e em alguns
casos fazer a comparação com as linhas principais das mesmas superfícies no es-
paço E3 = (R3, 〈., .〉e) (o espaço vetorial R3 com o produto escalar euclidiano).
As configurações principais das superfícies descritas neste capítulo não satisfazem
as condições de estabilidade estrutural global. Nelas mostramos a utilização do
Teorema de Dupin no espaço de Minkowski.

Neste capítulo, vamos falar de ponto umbílico quando os coeficientes da
equação de linhas principais (1.11) são nulos. Assim, vamos estender a ideia de
ponto umbílico para o trópico, chamando eles de pontos umbílicos luz.

5.1 Superfícies Umbílicas em R2,1.

Uma superfície tal que todos seus pontos são umbílicos é chamada de
superfície umbílica.

A esfera S2(r) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = r2} = {X ∈ R3 : |X|e = r}
é uma superfície umbílica no espaço E3. Também, um plano P = {(x, y, z) ∈ R3 :

ax+ by + cz = d} é uma superfície umbílica em E3.

Em R2,1, os planos são superfícies umbílicas. Entretanto, a esfera S2(r) não
é mais superfície umbílica (veja Observação 5.10). A “esfera” do espaço de Minkowski
S2
m(r) = {X ∈ R3 : |X| =

√
|〈X,X〉| = r} = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 = ±r2}

é uma superfície umbílica. A “esfera” S2
m(r) é a união de um hiperbolóide de uma
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folha e outro de duas folhas (veja Figura 1.3). O cone luz

C = {(x, y, z) ∈ R2,1 : x2 + y2 − z2 = 0} − {(0, 0, 0)},

(veja Figura 1.1), é também uma superfície umbílica em R2,1.

5.2 Superfícies de Revolução.

Seja c(v) = (h1(v), h2(v)) uma curva suave no plano-yz, para v ∈ [a, b].
Considere a superfície de revolução em torno do eixo z parametrizada por

X(u, v) = (h1(v) cos(u), h2(v) sen(u), h2(v))

com u ∈ (0, 2π), v ∈ (a, b) e h1(v) 6= 0. Os coeficientes da primeira e segunda formas
fundamentais são:

E = h21, F = 0, G = h′21 − h′22 ,

e = −h21h′2, f = 0, g = h1(h
′′
1h
′
2 − h′′2h′1).

Assim, temos uma carta principal. O trópico é ∆ = h21(h
′2
1 −h′22 ) = 0. Os coeficientes

da equação das linhas principais são:

L1 = 0, M1 = h21[h1(h
′′
1h
′
2 − h′′2h′1)− h′2(h′21 − h′22 )], N1 = 0.

As linhas principais são os meridianos e os paralelos, podendo ter linhas de pontos
umbílicos nos v tais que M1 = 0.

Exemplo 5.1. O toro de revolução em torno do eixo z. Fazemos c(v) = (R +

r cos(v), r sen(v)) com R > r > 0 e v ∈ [0, 2π]. O trópico é ∆ = −r2(R +

r cos(v))2(2 cos2(v)−1) = 0, isto é, quatro curvas fechadas quando 2 cos2(v)−1 = 0,
divide o toro em duas regiões Riemannianas e duas Lorentzianas. Temos também
que: L1 = 0, M1 = −r2(R + r cos(v))2(2r cos3(v) + R), N1 = 0. Se 2r ≥ R, então
2r cos3(v) + R = 0 tem duas soluções e teríamos neste caso duas curvas de pontos
umbílicos, as quais aparecem em uma das regiões da parte Lorentziana do toro (veja
Figura 5.1(a) onde se mostra em vermelho uma das duas curvas de singularidades).
Se 2r < R não temos pontos umbílicos.

Exemplo 5.2. Elipsóide (esfera se a = c) x2

a2
+ y2

a2
+ z2

c2
= 1. Fazemos

c(v) = (a cos(v), c sen(v)) com v ∈ [−π
2
, π
2
]. O trópico é ∆ = −a2 cos2(v)(cos2(v)(a2+
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(a) Toro (b) Elipsóide

Figura 5.1: Linhas de curvatura principal no toro e elipsóide
de revolução em torno do eixo z.

c2)−a2) = 0, isto é, duas curvas fechadas quando cos2(v)(a2 +c2)−a2 = 0. Os coefi-
cientes da equação das linhas de curvatura são: L1 = 0, M1 = − cos5(v)a2c(a2 + c2),
N1 = 0 (veja Figura 5.1(b)). Os pontos P = (0, 0,±c) são umbílicos tipo centro.

Observe que, na esfera S2(r) (a = c) somente temos dois pontos umbílicos,
entretanto em E3 é uma superfície umbílica. No elipsóide (a 6= c) as linhas principais
são exatamente as mesmas curvas tanto em E3 como em R2,1.

Como veremos na Seção 5.4, um elipsóide de revolução com eixo de rotação
em x ou y tem quatro pontos umbílicos tipo E1. Entretanto, em E3 temos somente
dois pontos umbílicos tipo centro. As configurações principais não são equivalentes.

Exemplo 5.3. Rotação no eixo x. Agora, seja c(v) = (h1(v), h2(v)) uma curva suave
no plano-xz, para v ∈ [a, b]. Considere a superfície de revolução entorno do eixo x
parametrizada por

X(u, v) = (h2(v), h1(v) cos(u), h1(v) sen(u))

com u ∈ (0, 2π), v ∈ (a, b) e h1(v) 6= 0. Obtemos que f ≡ 0 e F =

−2 sen(u) cos(u)h1(v)h′1(v) ≡ 0 se, somente se, h1(v) = constante = k. Assim,
os meridianos e paralelos são as linhas principais somente quando X é um cilindro
de raio k. Resultado similar se obtém fazendo rotação no eixo y.
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As linhas principais em uma superfície gerada a partir de uma rotação em
um eixo diferente ao eixo z, não tem uma caraterização geral, isto é, não é possível
ter conclusões globais da configuração principal delas.

5.3 Sistema Triplamente Ortogonal.

Definição 5.4. (Veja [37]) Para qualquer produto escalar 〈., .〉 em R3, um sistema
triplamente ortogonal de superfícies é uma aplicação diferenciável X : W −→ R3,
definida em um aberto W ⊂ R3, satisfazendo:

a) dX(u,v,w) : T(u,v,w)R3 −→ TX(u,v,w)R3 é bijetiva para todo (u, v, w) ∈ W .

b) 〈Xu, Xv〉 = 〈Xu, Xw〉 = 〈Xw, Xv〉 = 0.

Veja outras definições de sistemas ortogonais em [49], [26] e [48]. Para
p = (u0, v0, w0) ∈ W , as três superfícies

(u, v) 7−→ X(u, v, w0),

(u,w) 7−→ X(u, v0, w),

(v, w) 7−→ X(u0, v, w),

são mutuamente ortogonais. Denotamos estas superfícies por Sw0 , Sv0 e Su0 , respec-
tivamente. Elas são regulares por a).

Note que pela condição b), F = 0 sobre cada superfície. Além disso,
Xw(u, v, w0) é normal de Sw0 em (u, v, w0) (de maneira similar para outras duas
superfícies), derivando

〈Xu, Xv〉w = 〈Xu, Xw〉v = 〈Xw, Xv〉u = 0

temos que:

〈Xuw, Xv〉+ 〈Xu, Xvw〉 = 0,

〈Xuv, Xw〉+ 〈Xu, Xwv〉 = 0,

〈Xwu, Xv〉+ 〈Xw, Xvu〉 = 0.

Disto,
〈Xuv, Xw〉 = −〈Xu, Xvw〉 = 〈Xuw, Xv〉 = −〈Xw, Xvu〉.
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Portanto, 〈Xuv, Xw〉 = 0. De maneira similar obtemos que 〈Xuw, Xv〉 = 〈Xvw, Xu〉 =

0. Então f = 0 sobre cada superfície, isto é, temos uma carta principal. Podemos
concluir o seguinte teorema.

Teorema 5.5. (Dupin). As curvas coordenadas sobre qualquer das superfície em
um sistema triplamente ortogonal são as linhas principais.

5.4 Linhas Principais no Elipsóide.

Considere as superfícies (veja [25])

Fu =

{
(x, y, z) :

x2

a2 − u
+

y2

b2 − u
+

z2

c2 + u
= 1

}
,

Gv =

{
(x, y, z) :

x2

a2 − v
+

y2

b2 − v
+

z2

c2 + v
= 1

}
,

Hw =

{
(x, y, z) :

x2

a2 − w
+

y2

b2 − w
+

z2

c2 + w
= 1

}
,

onde a > b > 0 (para b > a > 0 é similar) e c > 0.

Seja UE := {(u, v, w) ∈ (−c2, b2)× (b2, a2)× (−c2, b2)}. Para (u, v, w) ∈ UE, Fu, Hw

são elipsóides e Gv um hiperbolóide de uma folha.

Teorema 5.6. As superfícies Fu, Gv e Hw formam um sistema triplamente orto-
gonal para (u, v, w) ∈ UE, v 6= w.

Demonstração. Resolvendo o sistema linear em {x2, y2, z2}

x2

a2 − u
+

y2

b2 − u
+

z2

c2 + u
− 1 = 0,

x2

a2 − v
+

y2

b2 − v
+

z2

c2 + v
− 1 = 0,

x2

a2 − w
+

y2

b2 − w
+

z2

c2 + w
− 1 = 0,
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temos que

x(u, v, w) =±

√
(a2 − u)(a2 − v)(a2 − w)

(a2 − b2)(a2 + c2)
,

y(u, v, w) =±

√
−(b2 − u)(b2 − v)(b2 − w)

(a2 − b2)(b2 + c2)
,

z(u, v, w) =±

√
(c2 + u)(c2 + v)(c2 + w)

(a2 + c2)(b2 + c2)
.

É fácil verificar que

X(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) (5.1)

satisfaz 〈Xu, Xv〉 = 〈Xu, Xw〉 = 〈Xv, Xw〉 = 0. Além disso,

det(dX) =
(u− v)(u− w)(v − w)

8x(u, v, w)y(u, v, w)z(u, v, w)(a2 − b2)(a2 + c2)(b2 + c2)
6= 0.

Como Fu, Gv, Hw é um sistema triplamente ortogonal, pelo Teorema de
Dupin, estas superfícies se intersectam em suas linhas de curvatura principal.

Fixemos w e definimos o elipsóide Ew = Hw com (u, v, w) ∈ UE, assim temos
que as linhas principais em Ew são as curvas geradas pelas interseções do elipsóide
com a família de hiperbolóides de uma folha Fu e com a família de elipsóides Gv

(veja Figura 5.2).

Figura 5.2: Sistema triplamente ortogonal para o elipsóide.
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Em cada octante de Ew, temos que a parametrização (5.1) é uma carta
principal, isto é, f = F = 0. Assim, as linhas principais são u = constante e
v = constante. A configuração completa é obtida por simetria com relação aos
planos coordenados.

Queremos uma descrição detalhada das linhas principais no elipsóide

E0 = {(x, y, z) :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1}

com a > b > 0 e c > 0 (permitimos que a = c ou b = c).

Lema 5.7. Em E0 temos que:

a. As curvas {(x, y, z) : x = 0}∩E0 e {(x, y, z) : z = 0}∩E0 são linhas principais.

b. Há quatro pontos umbílicos tipo espaço(
±a
√
a2 − b2
a2 + c2

, 0,±c
√
b2 + c2

a2 + c2

)
.

c. Os pontos umbílicos são tipo E1.

d. A curva {(x, y, z) : y = 0} ∩ E0 é união de linhas principais. Além disso, elas
são as separatrizes dos pontos umbílicos.

e. O trópico é composto por duas curvas regulares fechadas disjuntas as quais são
linhas principais.

f. As linhas principais são globalmente definidas.

Demonstração. Trabalhamos com diferentes cartas e calculamos os coeficientes da
equação (1.11).

a. Considere a parametrização

X(u, v) =(a cos(u)
√
A1 cos2(v) + sen2(v), b sen(u) sen(v),

c cos(v)
√
B1 cos2(u) + sen2(u))

(5.2)

com (u, v) ∈ U1 = [0, π] × [0, 2π] ou (u, v) ∈ U2 = [0, 2π] × [0, π], e onde
A1 = a2−b2

a2+c2
, B1 = b2+c2

a2+c2
. Esta parametrização não é regular nos vértices do

retângulo U1 ou U2 (os pontos umbílicos).

A equação (1.11) é

abc(b2 cos2(v) + c2 cos2(v) + a2 cos2(u)− b2 cos2(u)− a2 − c2)4dudv = 0,
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e portanto, (u, v) define uma carta principal. As linhas principais são
u = constant e v = constant. Para (u, v) ∈ U1 (respec. U2) e u = π

2
(respec.

v = π
2
), temos que {(x, y, z) : x = 0} ∩ E (respec. {(x, y, z) : z = 0} ∩ E) é

linha principal.

b. Considere a carta

X(u, v) =
(
au, bv,±c

√
1− u2 − v2

)
, (5.3)

a equação (1.11) é

−uv(a2+c2)du2+(u2(a2+c2)−v2(b2+c2)−a2+b2)dudv+uv(b2+c2)dv2 = 0.

(5.4)
Temos que L1 = N1 = 0 quando u = 0 ou v = 0. Se u = 0, então M1 =

−v2(b2 + c2)− a2 + b2 6= 0. Se v = 0, temos que M1 = u2(a2 + c2)− a2 + b2 = 0

se, e somente se,

u0 = ±
√
a2 − b2
a2 + c2

.

Assim, avaliando em X temos quatro pontos umbílicos. Além disso,

(EG− F 2)(u0, 0) =
b4(a2 + c2)

b2 + c2
> 0,

então os pontos umbílicos estão na parte Riemanniana de E0.

c. Fazendo p = dv
du

na equação (5.4),

F (u, v, p) = −uv(a2+c2)+(u2(a2+c2)−v2(b2+c2)−a2+b2)p+uv(b2+c2)p2 = 0.

O campo de Lie-Cartan é Y = (Fp, pFp,−(Fx + pFy)) na superfície M =

F−1(0) ⊂ R2 × RP1. O ponto umbílico P1 =
(
a
√

a2−b2
a2+c2

, 0, c
√

b2+c2

a2+c2

)
tem

coordenadas u0 =
√

a2−b2
a2+c2

e v = 0. Agora, temos que

Y (u0, 0, p) =

(
0, 0,−

√
a2 − b2
a2 + c2

p(b2p2 + c2p2 + a2 + c2)

)
= (0, 0, 0)

se, e somente se, p = 0.

Além disso, os valores próprios de DY (u0, 0, 0) são

λ1 = 2

√
a2 − b2
a2 + c2

(a2 + c2),
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λ2 = −2

√
a2 − b2
a2 + c2

(a2 + c2).

Portanto, o ponto P1 é tipo E1 (veja [15]). Para os outros pontos umbílicos a
análise é igual.

d. Com a parametrização (5.2), as curvas (0, v), (π, v), (u, 0), (u, π) ∈ U2 são
linhas principais. Assim, {(x, y, z) : y = 0}∩E0 } é união de linhas principais e
pontos umbílicos. Como os pontos umbílicos são tipo E1, obtemos o resultado.

e. Utilizando a carta (5.2) com (u, v) ∈ D1, temos que

EG− F 2 =
(
(b2 + c2) cos2(v)− c2

) (
(a2 − b2) cos2(u)− a2

)(
(a2 − b2) cos2(u) + (b2 + c2) cos2(v)− a2 − c2

)2
= 0

se, e somente se, v1 = arccos
(

c√
c2+b2

)
ou v2 = arccos

(
− c√

c2+b2

)
= π − v1.

O trópico é união de duas curvas fechadas c1(u) = X(u, v1) e c2(u) = X(u, v2).
Como v = constante e X é carta principal, c1 e c2 são linhas principais. As
curvas c1 e c2 podem ser também obtidas na carta (5.1) com u = 0.

f. Como a parametrização (5.2) é definida globalmente em E0 e é uma carta
principal, temos L1 = N1 = 0 e o LPL é vazio.

Do Lema 5.7 e Teorema 5.6, a configuração principal no elipsóide E0 é dada
na Figura 5.3. Todas as linhas principais são fechadas, exceto as quatro separatrizes
entre os pontos umbílicos.

Observação 5.8. Fazendo um redimensionamento das coordenadas u =
√

b2+c2

a2+c2
x e

v = y, a equação (5.4) é

− xydx2 +
(
x2 − y2 − λ2

)
dydx+ xydy2 = 0 (5.5)

com λ2 = a2−b2
b2+c2

. Os eixos coordenados, a família de elipses

u(t) = R cos(t), v(t) = r sen(t), R2 = r2 + λ2

e a família de hipérboles

u(t) = R cosh(t), v(t) = r senh(t), R2 − r2 = λ2

são soluções da equação diferencial 5.5 (similar no caso do produto escalar euclidiano,
veja [15]).
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Figura 5.3: Linhas principais no Elipsóide.

Figura 5.4: Família de quadráticas ortogonal e confocal.

Observação 5.9. Quando a = c 6= b ou b = c 6= a, temos quatro pontos umbílicos
tipo E1, enquanto com o produto escalar euclidiano somente temos dois pontos tipo
centro (veja Figura 5.5).

Observação 5.10. Quando a = b e c > 0 (elipsóide ou esfera), a parametrização
(5.2) é simplificada

X(u, v) = (a sen(v)cos(u), a sen(v) sen(u), c cos(v)).
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(a) R2,1 (b) E3

Figura 5.5: Linhas de curvatura principal do elipsóide x2

9 +
y2

4 + z2

9 = 1.

A equação das linhas principais é

a2c(a2 cos2(v) + c2 cos2(v)− a2 − c2)4dvdu = 0,

assim, as linhas principais são u = constante e v = constante. Temos somente dois
pontos umbílicos (0, 0,±c) tipo centro na parte Riemanniana de E0 (veja Exemplo
5.2).

5.5 Hiperbolóide de Duas Folhas.

Considere a equação

r
x2

a2
+ s

y2

b2
+ t

z2

c2
= 1,

onde r, s, t ∈ {−1, 1}. Vamos chamar de hiperbolóide horizontal (respec. vertical)
de duas folhas, denotado por H2h (respec. H2v), se r = ±1, s = ∓1 e t = −1 (respec.
r = s = −1 e t = 1). Também, vamos chamar de hiperbolóide horizontal (respec.
vertical) de uma folha, denotado por H1h (respec. H1v), se r = ±1, s = ∓1 e t = 1

(respec. r = s = 1 e t = −1).
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5.5.1 Hiperbolóide horizontal de duas folhas.

Considere as superfícies

Fu ={(x, y, z) : − x2

a2 + u
+

y2

b2 − u
− z2

c2 − u
= 1},

Gv ={(x, y, z) : − x2

a2 + v
+

y2

b2 − v
− z2

c2 − v
= 1},

Hw ={(x, y, z) : − x2

a2 + w
+

y2

b2 − w
− z2

c2 − w
= 1}.

Sejam

U1 ={(u, v, w) ∈ (−a2, c2)× (−∞,−a2)× (−a2, c2) : b > c, u 6= w},

U2 ={(u, v, w) ∈ (c2,∞)× (−∞,−a2)× (−a2, b2) : b < c}.

Corolário 5.11. As superfícies Fu, Gv e Hw formam um sistema triplamente
ortogonal para (u, v, w) ∈ U1 ∪ U2.

Demonstração. Resolvendo para x, y, z como no Teorema 5.6, temos que

x(u, v, w) =±

√
−(a2 + u)(a2 + v)(a2 + w)

(a2 + b2)(a2 + c2)
,

y(u, v, w) =±

√
(b2 − u)(b2 − v)(b2 − w)

(a2 + b2)(b2 − c2)
,

z(u, v, w) =±

√
(c2 − u)(c2 − v)(c2 − w)

(a2 + c2)(b2 − c2)
.

Assim,
X(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) (5.6)

satisfaz 〈Xu, Xv〉 = 〈Xu, Xw〉 = 〈Xv, Xw〉 = 0 e

det(dX) =
(u− v)(u− w)(v − w)

8x(u, v, w)y(u, v, w)z(u, v, w)(a2 + b2)(a2 + c2)(b2 − c2)
6= 0.

Para (u, v, w) ∈ U1, Fu, Gv e Hw são as superfícies H2h, H1v e H2h,
respectivamente, e para (u, v, w) ∈ U2, Fu, Gv e Hw são as superfícies H2v, H1v

e H2h, respectivamente (veja Figura 5.6). Como Fu, Gv, Hw formam um sistema
triplamente ortogonal, pelo Teorema 5.5 estas superfícies se intersectam em suas
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linhas principais.

(a) b > c (b) b < c

Figura 5.6: Sistema triplamente ortogonal para o hiper-
bolóide horizontal de duas folhas.

Agora, fixamos Habc
2h = H0. Temos que as linhas principais em Habc

2h são as
curvas de interseções com as famílias H2h e H1v para b > c, e com H2v e H1v para
b < c. Em cada octante, temos que para Habc

2h a parametrização (5.6) é uma carta
principal. A configuração principal completa em Habc

2h é obtida pela simetria com
relação aos planos coordenados.

Lema 5.12. Dado um hiperbolóide horizontal de duas folhas Habc
2h temos que:

a. para b > c

i. há quatro pontos umbílicos tipo E1(
0,±b

√
a2 + b2

b2 − c2
,±c

√
a2 + c2

b2 − c2

)
.

ii. as linhas principais são globalmente definidas.

iii. o trópico é composto por quatro curvas abertas.

b. para b < c

i. não temos pontos umbílicos.

ii. a superfície é Lorentziana.

iii. as linhas principais são globalmente definidas.
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(a) b > c (b) b < c

Figura 5.7: Linhas principais no hiperbolóide horizontal de
duas folhas.

Observação 5.13. Para o hiperbolóide horizontal de duas folhas (a 6= c)

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1,

a análise é similar.

Observação 5.14. Quando b = c (a = b = c são permitidos), a parametrização

X(u, v) =
(
av,±b

√
v2 + 1 cosh(u), b

√
v2 + 1 senh(u)

)
é uma carta principal. Não temos pontos umbílicos e a superfície é Lorentziana.

5.5.2 Hiperbolóide vertical de duas folhas.

Definimos as superfícies

Fu ={(x, y, z) : − x2

a2 + u
− y2

b2 + u
+

z2

c2 + u
= 1},

Gv ={(x, y, z) : − x2

a2 + v
− y2

b2 + v
+

z2

c2 + v
= 1},

Hw ={(x, y, z) : − x2

a2 + w
− y2

b2 + w
+

z2

c2 + w
= 1},
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com a > b (quando a < b é similar) e sejam

U1 ={(u, v, w) ∈ (−a2,−b2)× (−∞,−a2)× (−c2,∞) : a > b > c},

U2 ={(u, v, w) ∈ (−b2,∞)× (−∞,−a2)× (−b2,∞) : a > c > b, u 6= w},

U3 ={(u, v, w) ∈ (−b2,∞)× (−a2,−b2)× (−b2,∞) : a > b > c, u 6= w}.

Corolário 5.15. As superfícies Fu, Gv e Hw formam um sistema triplamente
ortogonal para (u, v, w) ∈ U1 ∪ U2 ∪ U3.

Demonstração. Resolvendo para x, y, z como no Teorema 5.6, temos que

x(u, v, w) =±

√
−(a2 + u)(a2 + v)(a2 + w)

(a2 − b2)(a2 − c2)
,

y(u, v, w) =±

√
(b2 + u)(b2 + v)(b2 + w)

(a2 − b2)(b2 − c2)
,

z(u, v, w) =±

√
(c2 + u)(c2 + v)(c2 + w)

(a2 − c2)(b2 − c2)
.

Então
X(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) (5.7)

satisfaz 〈Xu, Xv〉 = 〈Xu, Xw〉 = 〈Xv, Xw〉 = 0 e

det(dX) = − (u− v)(u− w)(v − w)

8x(u, v, w)y(u, v, w)z(u, v, w)(a2 − b2)(a2 − c2)(b2 − c2)
6= 0.

As famílias ortogonais são dadas na tabela 5.1. Como Fu, Gv, Hw formam um

Fu Gv Hw

(u, v, w) ∈ U1 H2h H1v H2v

(u, v, w) ∈ U2 H2v H1v H2v

(u, v, w) ∈ U3 H2v H1h H2v

Tabela 5.1: Famílias ortogonais para H2v.

sistema triplamente ortogonal, pelo Teorema 5.5 as superfícies se intersectam nas
linhas principais.
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Agora, fixamos Habc
2v = H0. Temos que as linhas principais em Habc

2v são as
curvas interseções com as superfícies da tabela 5.1.

Em cada octante, para Habc
2v a parametrização (5.7) é uma carta principal.

A configuração principal completa de Habc
2v é obtida por simetria com relação aos

planos coordenados.

Lema 5.16. Dado o hiperbolóide horizontal de duas folhas H2v = H0, temos que:

a. para a > b > c

i. há quatro pontos umbílicos tipo E1(
0,±b

√
a2 − b2
b2 − c2

,±c
√
a2 − c2
b2 − c2

)
.

ii. a superfície é Riemanniana.

b. para a > c > b

i. não temos pontos umbílicos.

ii. o trópico é composto por quatro curvas abertas.

iii. as linhas principais são globalmente definidas.

c. para c > a > b

i. há quatro pontos umbílicos tipo E1(
±a
√
−a

2 − b2
a2 − c2

, 0,±c
√
b2 − c2
a2 − c2

)
.

ii. o trópico é composto por duas curvas fechadas.

iii. as linhas principais são globalmente definidas.

Observação 5.17. Quando b = c, a parametrização

X(u, v) =
(
av,±b

√
v2 + 1 senh(u),±b

√
v2 + 1 cosh(u)

)
é uma carta principal. Não temos pontos umbílicos e a superfície é Riemanniana.

Observação 5.18. Quando a = c, a parametrização

X(u, v) =
(
±a
√
v2 + 1 senh(u), bv,±a

√
v2 + 1 cosh(u)

)
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(a) a > b > c (b) a > c > b (c) c > a > b

Figura 5.8: Linhas principais no hiperbolóide vertical de
duas folhas.

é uma carta principal. Não temos pontos umbílicos e o trópico é composto por quatro
curvas abertas.

Observação 5.19. Quando a = b = c, temos uma superfície totalmente umbílica.
É a parte Lorentziana da “esfera de raio a” no espaço de Minkowski, isto é, é o
conjunto {v ∈ R2,1 : 〈v, v〉 = −a2}. Lembre-se, a esfera S2 com o produto escalar
euclidiano é uma superfície totalmente umbílica.

5.6 Hiperbolóide de Uma Folha.

5.6.1 Hiperbolóide horizontal de uma folha.

Considere as superfícies

Fu = {(x, y, z) :
x2

a2 − u
− y2

b2 + u
+

z2

c2 + u
= 1},

Gv = {(x, y, z) :
x2

a2 − v
− y2

b2 + v
+

z2

c2 + v
= 1},

Hw = {(x, y, z) :
x2

a2 − w
− y2

b2 + w
+

z2

c2 + w
= 1},

onde a > b (para b < a é similar) e b 6= c, e sejam

U1 ={(u, v, w) ∈ (−c2, a2)× (−∞,−b2)× (−c2, a2) : b > c, w 6= u}

U2 ={(u, v, w) ∈ R× R× (−b2, a2) : c > b, u 6= v, v 6= w, u 6= w}.

Corolário 5.20. As superfícies Fu, Gv e Hw formam um sistema triplamente
ortogonal para (u, v, w) ∈ U1 ∪ U2.
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Demonstração. Resolvendo para x, y, z como no Teorema 5.6, temos

x(u, v, w) =±

√
(a2 − u)(a2 − v)(a2 − w)

(a2 + b2)(a2 + c2)
,

y(u, v, w) =±

√
−(b2 + u)(b2 + v)(b2 + w)

(a2 + b2)(b2 − c2)
,

z(u, v, w) =±

√
−(c2 + u)(c2 + v)(c2 + w)

(a2 + c2)(b2 − c2)
.

A carta
X(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) (5.8)

satisfaz 〈Xu, Xv〉 = 〈Xu, Xw〉 = 〈Xv, Xw〉 = 0 e

det(dX) = − (u− v)(u− w)(v − w)

8x(u, v, w)y(u, v, w)z(u, v, w)(a2 + b2)(a2 + c2)(b2 − c2)
6= 0.

As famílias ortogonais são as seguintes

i. para (u, v, w) ∈ U1, as superfícies Fu, Gv e Hw são H1h, H1v e H1h, respecti-
vamente.

ii. para (u, v, w) ∈ U2, temos

No. Fu Gv Hw

1 (u, v) ∈ (−∞,−c2)× (−∞,−c2) H1v H1v H1h

2 (u, v) ∈ (−c2,−b2)× (−c2,−b2) E E H1h

3 (u, v) ∈ (−b2, a2)× (−b2, a2) H1h H1h H1h

4 (u, v) ∈ (a2,∞)× (a2,∞) H2v H2v H1h

Tabela 5.2: Famílias ortogonais para H1h quando b < c.

Fixamos Habc
1h = H0, isto é, o hiperbolóide horizontal de uma folha. Assim,

as linhas principais são as curvas de interseção com as superfícies da tabela 5.2. Em
cada octante, para Habc

1h a parametrização (5.8) é uma carta principal. A configuração
principal completa emHabc

1h é obtida pela simetria em relação aos planos coordenados.

Lema 5.21. Dado um hiperbolóide horizontal de uma folha Habc
1h , temos

a. para b > c

i. não temos pontos umbílicos.
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ii. as linhas principais são globalmente definidas.

iii. o trópico é composto por quatro curvas abertas.

b. para b < c

i. há 12 pontos umbílicos tipo tempo degenerados (fora dos Ti).

ii. o trópico é composto por duas curvas fechadas.

iii. o LPL é uma curva tipo luz a qual é regular exceto em 12 pontos os quais
são selas tipo Morse.

iv o LPL e o trópico tem oito tangências.

(a) b > c (b) b < c

Figura 5.9: Linhas principais no hiperbolóide horizontal de
uma folha.

Na Figura 5.10 mostramos o LPL e trópico para Habc
1h com b < c na carta

X(u, v) =
(
a
√
v2 + 1 cos(u), bv, c

√
v2 + 1 sen(u)

)
com u ∈ [0, 2π] e v ∈ R. Em cada

região onde as linhas principais estão definidas, as superfícies que intersectam Habc
1h

para obter as linhas principais são indicadas com o número da tabela 5.2.

Observação 5.22. Quando b = c, a superfície tem dois pontos umbílicos tipo tempo
degenerados e as linhas principais são globalmente definidas. O trópico é composto
por quatro curvas abertas.

5.6.2 Hiperbolóide vertical de uma folha.

Considere as superfícies

Fu = {(x, y, z) :
x2

a2 − u
+

y2

b2 − u
− z2

c2 − u
= 1},
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RiemannianaRiemanniana

trópico

LPL

2 2 2

11

1 1 1

44

4 4

3 3

1

Figura 5.10: Trópico e LPL de Habc
1h quando b < c.

Gv = {(x, y, z) :
x2

a2 − v
+

y2

b2 − v
− z2

c2 − v
= 1},

Hw = {(x, y, z) :
x2

a2 − w
+

y2

b2 − w
− z2

c2 − w
= 1},

com a > b (para b > a é similar) e sejam

U1 ={(u, v, w) ∈ (b2, a2)× (−∞, c2)× (−∞, c2) : a > b > c, w 6= v},

U2 ={(u, v, w) ∈ R× R× (−∞, b2) : a > c > b, u 6= v, v 6= w, u 6= w},

U3 ={(u, v, w) ∈ (c2,∞)× (b2, a2)× (−∞, b2) : c > a > b}.

Corolário 5.23. As superfícies Fu, Gv e Hw formam um sistema triplamente
ortogonal para (u, v, w) ∈ U1 ∪ U2 ∪ U3.

Demonstração. Resolvendo para x, y, z como no Teorema 5.6, temos

x(u, v, w) =±

√
(a2 − u)(a2 − v)(a2 − w)

(a2 − b2)(a2 − c2)
,

y(u, v, w) =±

√
−(b2 − u)(b2 − v)(b2 − w)

(a2 − b2)(b2 − c2)
,

z(u, v, w) =±

√
−(c2 − u)(c2 − v)(c2 − w)

(a2 − c2)(b2 − c2)
.
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A carta
X(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) (5.9)

satisfaz 〈Xu, Xv〉 = 〈Xu, Xw〉 = 〈Xv, Xw〉 = 0 e

det(dX) =
(u− v)(u− w)(v − w)

8x(u, v, w)y(u, v, w)z(u, v, w)(a2 − b2)(a2 − c2)(b2 − c2)
6= 0.

As famílias ortogonais são as seguintes

i. Para (u, v, w) ∈ U1, as superfícies Fu, Gv e Hw são H1h, H1v e H1v, respecti-
vamente.

ii. Para (u, v, w) ∈ U2, temos

No. Fu Gv Hw

1 (u, v) ∈ (−∞, b2)× (−∞, b2) H1v H1v H1v

2 (u, v) ∈ (b2, c2)× (b2, c2) H2h H2h H1v

3 (u, v) ∈ (c2, a2)× (c2, a2) H1h H1h H1v

4 (u, v) ∈ (a2,∞)× (a2,∞) H2v H2v H1v

Tabela 5.3: Famílias ortogonais à H1v quando a > c > b.

iii. Para (u, v, w) ∈ U3, as superfícies Fu, Gv e Hw são H2v, H2h e H1v, respecti-
vamente.

Fixamos Habc
1v = H0. As linhas principais são as curvas de interseção com as

superfícies da tabela 5.3 em cada caso.

Em cada octante, para Habc
1v a parametrização (5.9) é uma carta principal,

as linhas principais são u = constante e v = constante. A configuração principal
completa em Habc

1v é obtida pela simetria em relação aos planos coordenados.

Lema 5.24. Dado o hiperbolóide vertical de uma folha Habc
1v , temos

a. Para a > b > c

i. não temos pontos umbílicos.

ii. as linhas principais são definidas globalmente.

iii. o trópico é composto por duas curvas fechadas.

b. Para a > c > b



5.6 Hiperbolóide de Uma Folha. 161

i. tem 12 pontos umbílicos tipo tempo degenerados (fora dos Ti).

ii. o trópico é composto por quatro curvas abertas.

iii. o LPL é uma curva tipo luz a qual é regular exceto em 12 pontos os quais
são selas tipo Morse.

iv o LPL e trópico tem oito pontos de tangência.

c. Para c > a > b

i. não há pontos umbílicos.

ii. a superfície é Lorentziana.

iii. as linhas principais são globalmente definidas.

(a) a > b > c (b) a > c > b (c) c > a > b

Figura 5.11: Linhas principais no hiperbolóide vertical de
uma folha.

Na Figura 5.12 mostramos o LPL e trópico para Habc
1v com a > c > b na

carta X(u, v) =
(
a
√
v2 + 1 cos(u), b

√
v2 + 1 sen(u), cv

)
com u ∈ [0, 2π] e v ∈ R. Em

cada região onde as linhas principais estão definidas, as superfícies que intersectam
Habc

1v para obter as linhas principais são indicadas com o número da tabela 5.3.

Observação 5.25. Quando a > b = c a superfície tem dois pontos umbílicos tipo
tempo degenerados P1 = (0, 0) e P2 = (π, 0), e as linhas principais são globalmente
definidas. O trópico é composto por quatro curvas abertas.

Observação 5.26. Quando a = c > b a superfície tem dois pontos umbílicos tipo
tempo degenerados P1 = (π

2
, 0) e P2 = (3π

2
, 0), e as linhas principais são globalmente

definidas. A superfície é Lorentziana.

Observação 5.27. Quando a = b = c a superfície é Lorentziana e é globalmente
umbílica.
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LPL

4 4 4

444

1 1

11

2 23 3 3

trópico

Figura 5.12: Trópico e LPL de Habc
1v quando a > c > b.

5.7 Cone

5.7.1 Cone horizontal.

Considere o cone Ch e a parametrização

X(u, v) = (av cos(u), bv, cv sen(u)) (5.10)

com u ∈ [0, 2π] e v ∈ R (para o cone x2

a2
= y2

b2
+ z2

c2
é similar).

Lema 5.28. As linhas principais em Ch são definidas globalmente e não tem pontos
umbílicos,

a. para b < c a superfície é Lorentziana e o LPL é composto por quatro curvas
(X(u1, v) com u1 solução de (a2 + c2) cos2(u) + b2 − c2 = 0),

b. para b = c (inclusive a = b = c), Ch é uma superfície Lorentziana com duas
curvas degeneradas u = π

2
, 3π

2
(sendo trópico e LPL), e

c. para b > c o trópico é composto por quatro curvas abertas (X(u1, v) com u1

solução de (a2 + c2)b2 cos2(u) + a2(c2 − b2) = 0).

Além disso, com a carta (5.10) as linhas principais são as curvas X(u0, v) (abertas)
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e X(u, v1) (fechada) com

v1 =
v0
√
a2 + b2

2
√
|(a2 + c2) cos2(u) + b2 − c2|

.

Figura 5.13: Linhas principais no cone horizontal com b > c.

5.7.2 Cone vertical.

Considere o cone Cv
z2

c2
=
x2

a2
+
y2

b2

e a parametrização
X(u, v) = (av cos(u), bv sen(u), cv) (5.11)

com u ∈ [0, 2π], v ∈ R e a > b (a < b é similar).

Lema 5.29. As linhas principais em Cv são globalmente definidas e não temos
pontos umbílicos,

a. para a > b > c a superfície é Riemanniana,

b. para a > c > b, o trópico é composto por quatro curvas abertas (X(u1, v)

com u1 solução de a2b2 − c2(cos2(u)b2 + sen2(u)a2) = 0) e LPL = 0 quando
(a2 − b2) cos2(u0) + b2 − c2 = 0 (u0 = constante é solução dupla),

c. para c > a > b a superfície é Lorentziana.
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Além disso, na carta (5.11) e a 6= c as linhas principais são as curvas X(u0, v)

(aberta) e X(u, v1) (fechada) com

v1 =
v0
√
|a2 − c2|√

|(a2 − b2) cos2(u) + b2 − c2|
.

Figura 5.14: Linhas principais no cone vertical com c > a >
b.

Observação 5.30. 1. Quando a = b = c é o cone luz que é totalmente umbílico.

2. Se a = c e a > b (respec. a < b), Cv é Lorentziana (respec. Riemanniana) com
duas curvas degeneradas onde u = 0, π (estas curvas são trópico e LPL). As
linhas principais são u = constante e X(u, v2) com v2 = v0

| sen(u)| .

3. Se a = b e a > c (respec. a < c) o cone é uma superfície Riemanniana (respec.
Lorentziana).

4. Se b = c e a > b (respec. a < b), Cv é Riemanniana (respec. Lorentziana) com
duas curvas degeneradas (estas curvas são trópico e LPL), quando u = π

2
, 3π

2
.



Conclusão

Neste trabalho analisamos o comportamento das folheações das linhas de
curvatura principal e de geodésicas nulas em superfícies compactas imersas no
espaço de Minkowski R2,1. O mesmo foi inspirado nos trabalhos desenvolvidos por
C. Gutierrez e Jorge Sotomayor, [29], [30]. Nestes trabalhos os autores introduzi-
ram ideias e métodos da teoria qualitativa de sistemas dinâmicos no contexto de
linhas principais em superfícies. Os referidos autores introduziram o conceito de
estabilidade estrutural da configuração principal e demonstraram que o conjunto
das imersões principalmente estáveis é aberto na topologia C3 e denso na topologia
C2. Veja também [28].

As contribuições obtidas neste trabalho foram:

No primeiro capítulo fizemos um resumo das propriedades básicas do espaço
R2,1 e da geometria das curvas e superfícies. Mostramos propriedades importantes
do trópico e do LPL. O fato que quando o trópico é uma curva regular, a mesma é
solução da equação de linhas principais (regularizada) foi relevante para os resulta-
dos posteriores.

No segundo capítulo mostramos como se comportam localmente as fol-
heações F1,α e F2,α na vizinhança das singularidades e ciclos principais. Ressaltamos
os resultados referentes às parametrizações e expressões das aplicações de Poincaré
dos ciclos principais que são transversais ao trópico e os que estão nele contido. De-
mos as condições suficientes para que a configuração principal de uma imersão seja
estruturalmente estável. As condições necessárias estão relacionadas a eliminação
de recorrências não trívias na topologia C3.

No terceiro capítulo obtivemos um teorema de genericidade para a con-
figuração principal definida pelas folheações F1,α e F2,α na família de imersões
estritamente convexas e compactas.
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No quarto capítulo fizemos um análise das folheações definidas pelas
geodésicas nulas F̃1,α e F̃2,α. Descrevemos o comportamento local dessas folheações
na vizinhança das singularidades e ciclos geodésicos nulos. Mostramos as condições
suficientes para que a configuração definida pelas geodésicas nulas de uma imersão
seja estruturalmente estável.

No quinto capítulo, mostramos alguns exemplos de superfícies onde é pos-
sível fazer a descrição global da configuração principal como o toro, o elipsóide, a
esfera S2, os hiperbóloides de uma e duas folhas (verticais e horizontais) e o cone.

Algumas linhas de pesquisa que a partir desta tese se abrem são: análise
das linhas de curvaturas principais em superfícies compactas e não compactas e
hipersuperfícies regulares e singulares em R3,1 e R2,2, onde R3,1 e R2,2 denotam o
espaço vetorial R4 com os produtos escalares 〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 + u3v3 − u4v4

e 〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 − u3v3 − u4v4, u = (u1, u2, u3, u4) e v = (v1, v2, v3, v4),
respectivamente. Especificamente, destacamos a descrição das linhas de curvatura
na vizinhança dos pontos singulares genéricos (guarda-chuvas de Whitney) e na
vizinhança dos fins algébricos. Resultados nesta direção foram obtidos por exemplo
em [17], [47] e [51].

Outra questão é sobre a possibilidade de estender a densidade na topologia
C2 estabelecida no Teorema B para a topologia C3. Questões desta natureza estão
relacionadas ao Problema do “Closing-Lemma”.

Finalmente mencionamos a Conjectura de Carathéodory e problemas rela-
cionados aos pontos umbílicos no contexto de superfícies no espaço de Minkowski.
Para um resultado recente veja [50] em que é demonstrado que um ovalóide (super-
fície compacta, convexa e de classe C3) possui pelo menos dois pontos umbílicos.
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