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Resumo

Tejada, Dimas. Linhas de Curvaturas Principais e Geodésicas Nulas
em Superficies Imersas no Espaco de Minkowski 3-dimensional.
Goiania, 2018. 173p. Tese de Doutorado. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho consideramos imersdes no espaco R?® com o produto escalar de
Minkowski. Obtemos condi¢oes suficientes para que uma imersao seja estrutural-
mente estavel na configuracao das curvaturas principais. Mostramos que o conjunto
de imersoes estritamente convexas e estruturalmente estaveis é genérico no conjunto
de imersoes estritamente convexas. Também, obtemos condigoes suficientes para que

uma imersao seja estruturalmente estavel na configuracao das geodésicas nulas.

Palavras—chave
Campos de vetores, Curvaturas principais, Linhas principais, Geodésicas

nulas, Equacgoes diferenciais binarias, Estabilidade estrutural.



Abstract

Tejada, Dimas. Lines of Principal Curvatures and Null Geodesics
on Immersed Surfaces in the 3-dimensional Minkowski Space..
Goiania, 2018. 173p. PhD. Thesis. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.

In this work we consider immersions in the space R3 with the Minkowski scalar
product. We obtain sufficient conditions for that an immersion to be structurally
stable in the configuration of the principal curvatures. We show that the set of
strictly convex and structurally stable immersions is generic in the set of strictly
convex immersions. Also, we obtain sufficient conditions for that an immersion to

be structurally stable in the configuration of null geodesics.

Keywords
Vector fields, Principal curvatures, Principal lines, Null geodesics, Binary

differential equations, Struturally stable.
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Introducao

O estudo das linhas de curvatura principal e pontos umbilicos sobre super-
ficies foi iniciado por Monge [42], [41], Dupin [11], Cayley [7|, Darboux [8], entre
outros. As ideias e métodos de Equacoes Diferenciais tais como Estabilidade Estru-
tural, Recorréncias, Genericidade e Bifurcagoes (veja [46] e [44]) foram introduzidas
neste tipo de estudo por Jorge Sotomayor e Carlos Gutiérrez nos trabalhos [29] e
[30], e continuado por eles e colaboradores com muitos outros trabalhos tais como
[14], [15], [17], [20], [31], [40], [19], [18], [32], [16], [23], |22] etc. Com estas técni-

cas também foram estudadas linhas de curvatura média [21] e linhas assintoticas [13].

Neste trabalho apresentamos um estudo qualitativo das linhas de curvatura
principal e de geodésicas nulas em superficies imersas no espago de Minkowski
R2?! onde R*! é o espaco vectorial R® com o produto escalar de Minkowski
(u,v) = u1vy + Uy — uzvz com u = (uy, Uz, uz),v = (vi,ve,v3) € R3. Especifica-
mente, temos como objetivo principal os resultados obtidos nos Teoremas A, B e C

que apresentamos a seguir.

No conjunto de todas as imersoes Z"*(M) de classe C” (r > 4), dotado com
a topologia C* (s < r), de uma superficie M no espago Minkowski R*!, definimos o
subconjunto S"(M) C Z"%(M) tal que o € S” se satisfaz:

a) As propriedades TR ¢ DR (Secao 2.3).
b) As singularidades sao todas hiperbolicas ou cuspides (Segao 2.1).
c¢) Os ciclos principais sdo todos hiperbdlicos (Segao 2.2).

d) Nao ha separatriz de a que seja separatriz de duas singularidades diferentes

ou duas vezes da mesma singularidade (Secao 2.3).

e) O conjunto limite de toda linha principal é unido de singularidades hiperbolicas

e ciclos principais (Secao 2.3).

O primeiro resultado que obtemos foi o seguinte teorema:
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Teorema A. Seja r > 4 e M uma superficie suave, orientada e compacta. Entao o

conjunto S™(M) é aberto em I3 e todo a € S"(M) é C3-estruturalmente estavel.

Definimos os subconjuntos Z; C Z"(M) das imersoes estritamente convexas
e SI = S"(M)NZIr(M) das imersoes estritamente convexas e estruturalmente

estaveis. O segundo resultado obtido foi o seguinte teorema:

Teorema B. Seja r > 4 e M uma superficie suave, orientada e compacta de género
0. Entao, o conjunto S7(M) é denso em Z7?(M).

O Teorema A é um resultado paralelo ao Teorema principal, obtido por
Sotomayor e Gutiérrez em [29], considerando imersoes em R? com o produto escalar
Euclidiano. Neste caso, o conjunto S™(M) é definido pelas propriedades b), ¢), d) e
e) acima. O Teorema B é um paralelo parcial do Teorema principal obtido também
por Sotomayor e Gutiérrez em [30]. Eles mostram que o conjunto S"(M) é denso

em Z"?(M), onde M é uma superficie compacta e orientada.

Em geral, uma imersao @ € Z" tem uma parte Riemanniana e uma parte
Lorentziana divididas por curvas regulares que chamaremos de tropico. Na parte
Lorentziana de uma superficie temos sempre duas direcoes luz as quais se colapsam
em uma unica diregdo no tropico (Secao 1.4). As diregoes luz sao as diregoes onde
a primeira forma fundamental se anula e as curvas suaves com vector tangente tipo
luz sao chamadas de geodésicas nulas ou curvas nulas. Definimos o subconjunto
ST(M) C I*(M) tal que o € S"(M) satisfaz as seguintes propriedades:

a) O tropico é constituido de curvas regulares com apenas pontos luz isolados
(Segao 1.2).

b) As singularidades sao todas tipo sela, no, foco ou cuspides (Segao 4.2).

c) Os ciclos (curvas fechadas regulares por partes) de geodésicas nulas sao

hiperbolicos (Secao 4.3).
d) Nao ha conexoes de separatrizes (Segao 4.4).

e) O conjunto limite de toda geodésica nula esté contido no conjunto de singu-

laridades e ciclos de geodésicas nulas (Segao 4.4).
O terceiro resultado principal que obtemos é o seguinte:

Teorema C. Seja r > 5 e M uma superficie suave, orientada e compacta. Entao
o conjunto S"(M) é aberto em Z"° e todo a € S"(M) é CP-estruturalmente estavel

na configuracao das geodésicas nulas.
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No Capitulo 1, apresentamos as propriedades basicas do espaco de
Minkowski R*! e a geometria local de curvas e superficies (veja [39], [53], [38]).
Na Secao 1.4 definimos a equacao das linhas principais, algumas propriedades do
tropico, do LPL (curva que separa as regioes das diregdes principais reais) e a

definicao de configuracao principal.

Iniciamos o Capitulo 2 com as condigoes necessarias para que uma imersao
seja localmente estéavel em uma singularidade da configuragao principal (Segao 2.1).
Na Segao 2.2 descrevemos os quatro possiveis tipos de ciclos principais e obtemos
uma expressao para a derivada da aplicacao de Poincaré associada. Finalizamos

este capitulo com a prova do Teorema A.

No Capitulo 3, iniciamos mostrando que para imersoes estritamente con-
vexas as linhas de curvatura principal sao globalmente definidas. Na Secao 3.2
obtemos uma expressao para a variacao infinitesimal das linhas de curvatura prin-
cipal passando por um ponto, por meio da deformagao da superficie. No Lema do
Levantamento se faz uma perturbacao adequada da superficie de tal maneira que
possa ser utilizada na eliminacao de recorréncias nao trivias ou na criagao de uma
nova conexao de separatriz. Nas Secoes 3.4-3.7 fazemos aproximagoes sucessivas até

chegar a demostragao do Teorema B.

O Capitulo 4 é dedicado a descricao qualitativa do comportamento das
geodésicas nulas. Na Secao 4.2 apresentamos as condigoes necessarias para que
uma imersao seja localmente estavel em uma singularidade da configuracao das
geodésicas nulas. Em seguida, na Segao 4.3 obtemos uma expressao para calcular
a derivada da transformacao de transicado em um arco suave de uma geodésica
nula e a correspondente derivada da aplicagdo de Poincaré. Apresento exemplos
de configuragoes de geodésicas em superficies de revolugao. Terminamos o capitulo

com a prova do Teorema C.

No Capitulo 5, mostramos exemplos de superficies nas quais descrevemos a
configuragao principal global. Iniciamos com as superficies de revolucao, em seguida
trabalhamos com os sistemas triplamente ortogonais (veja [37], [49]) e, utilizando o
Teorema de Dupin no contexto do espaco R??!, fazemos uma descricao das linhas de
curvatura principal da familia quadratica

2 g 2

X
T¥+Sb—2+t§:1,

onde 7, s,t € {—1,1}.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo daremos um resumo da geometria local das curvas e su-
perficies no espaco R%>!'. Apresentamos o conceito de “configuracio principal” e as

propriedades bésicas que satisfazem o tropico e o discriminante LPL.

1.1 O Espaco de Minkowski R*!

Definicao 1.1. Seja V' um espaco wvetorial n-dimensional. Uma forma bilinear
simétrica f:V XV — R €

i. positivamente (respec. negativamente) definida se, e somente se, para todo

w €V comw # 0 temos que B(w,w) >0 (respec. f(w,w) < 0).

ii. nao-degenerada se, e somente se, f(w,z) = 0 para todo z € V implica que

w = 0.
ii1. indefinida se, e somente se, existem w e z tais que f(w,w) >0 e B(z,z) < 0.

Considere R? o espaco vetorial com a estrutura vetorial usual. Denotemos
por B = {ey, €9, e3} a base usual de R?, onde
er = (1,0,0), eo = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1).

Utilizamos (x,y, z) para denotar um vetor deste espago vetorial na base 8.

Definicao 1.2. O espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao 3 ou simplesmente
espago de Minkowski, € o espago vetorial R*' = (R3,(,)), onde o produto escalar
(,) € dado por

(u,v) = u1v1 + ugvy — ugvs,
com u = (uy,ug,uz) € v = (vy,vs,03).

O espago vetorial R® com o produto escalar Euclidiano (u,v). =

vy + Uve + uzvs € denotado por E* = (R3,(,).), para distingui-lo do espago
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de Minkowski.

Observacao 1.3. Em geral, para distinguir operacoes e objetos em [E? dos anélogos
em R%*!, vamos colocar uma letra e subscrita em todos simbolos induzidos pelo
produto escalar euclidiano. Assim, |.|. ¢ a norma euclidiana, x. ou A, é o produto

vetorial euclidiano, etc.
Definicao 1.4. Um vetor v € R*! ¢ chamado

e tipo espago se {(v,v) >0 ouv =0,
e tipo tempo se (v,v) <0,

e tipo luz se (v,v) =0 e v # 0.

Geralmente vamos escrever simplesmente vetor espago, tempo ou luz. O carater

causal de um vetor € a propriedade de ser espaco, tempo ou luz.

O conjunto de todos os vetores luz de R*! &
C={(z,y,2) e R¥ : 2® +¢y* — 2> = 0}\{(0,0,0)},
chamado de cone luz. O conjunto de todos os vetores tipo tempo é
T={(z,y,2) e R* : 2? +4* — 2* <0}

Cada um dos conjuntos C e T tem duas componentes conexas, veja Figura 1.1.

Figura 1.1: Espaco de Minkowski R>'.

Dizemos que dois vetores u e v sdo ortogonais se (u,v) = 0. Um vetor v é

normal ao plano P se este é ortogonal a todo vetor em P.
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Definicao 1.5. Um plano é chamado tipo espago (respec. tipo tempo ou tipo luz)
ou simplesmente plano espago (respec. tempo ou luz), se o vetor normal € tempo

(respec. espago ou luz).

Observacao 1.6. 1. Um plano tipo espago é um subespaco no qual o produto

escalar é positivamente definido, assim todo vetor é tipo espaco.

2. Um plano tipo tempo é um subespaco com o produto escalar indefinido, isto é,

hé vetores espaco, tempo e duas diregoes luz.

3. Um plano tipo luz é um subespago com produto escalar degenerado. O vetor
normal esta contido no plano. Todos os vetores sao espaco exceto a diregao do

vetor normal a qual é luz.

Definigao 1.7. Dado v € R*' chamamos norma ou mddulo o nimero |v| =
V (v, v)|. Um vetor é chamado unitdrio se a sua norma for igual a 1.

Definigao 1.8. Sejam u,v € R%!, chamamos produto vetorial de u e v o tinico vetor

denotado por u x v (ou uANv ) que satisfaz
(u x v,w) = det(u,v,w)

para todo w € R*»!, onde det(u,v,w) € o determinante da matriz dos vetores u, v e

w colocados como colunas.

Tomando w como cada um dos vetores da base B, temos

i j =k
UXUV=|u Uz U3

U1 V2 U3

A bilinearidade e nao-degeneracidade do produto escalar assegura a existén-
cia e unicidade deste vetor. O produto vetorial satisfaz as seguintes propriedades:
® U XV=—VX1U.
e u X v é ortogonal a u e v.
e u X v =0 se, e somente se, u e v SA0 proporcionais.
e O vetor u x v é a reflexdo de u x. v no plano {z = 0}.
o |[uxuv|=|uxc.v|e|uxuvl=]|uxXcv|.

Dizemos que um vetor v = (vy,vq,v3) é horizontal (respec. vertical) se

vg = 0 (respec. v = v; = 0). Um plano é horizontal (respec. vertical) se o vetor
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normal é vertical (respec. horizontal).

Proposigao 1.9. (veja [53]) No espago R*! se vale que :

a) u x v #0 estd no plano gerado por u e v se, e somente se, o plano € luz.
b) (a xb) xc={(bc)a— (a,c)b.

c) ax (bxc)={a,byc— (a,c)b.

d) (uxv,uxv)={uv)?— (u,u)(v,v).

e) uXv €luz se, e somente se, u X, v € luz.

F) ] = |vle| cos(26)|2, onde 6 ¢ o angulo entre v e o plano {z = 0}.

g) Parav ew linearmente independentes (vXw,vXw) = (VX w, v X W), cos(26),

onde 0 € o dngulo entre v X w (ou v X, w) e o plano {z = 0}.

h) |v| < |vle e assim Ju x v| < |u Xe vle.

Demonstracao. a), b), ¢), d) e e) sao de verificagdo imediata. Em f), sejam v =
(v1,v2,03) € w = (v1,v2, —v3), como [v]e = |wl|e e (v,v) = (v,w). obtemos que
(v,v) = |v]e]w|e cos(20) = |v]e|v]e cos(20) = (v, v). cos(26) onde 20 é o menor angulo

formado por v e w. Portanto, [v| = |v].| cos(26)|2. g) e h) seguem de ). O

1.2 Teoria Local das Curvas

Chamamos curva diferencidvel & aplicacao ¢: I C R — R?! onde I é um
intervalo aberto e ¢ uma aplicagao diferenciavel. Dizemos que a curva diferenciével

é regular (ou suave) se ¢(t) # 0.

Definicao 1.10. Seja c: I C R — R*! uma curva reqular. Dizemos que c € tipo
espago (respec. tempo, luz) em t se o vetor c'(t) € tipo espago (respec. tempo, luz).

A curva € tipo espacgo (respec. tempo, luz) se o for para cada t € I.

Em geral, uma curva regular pode ou nao ter um s6 carater causal. Observe
que a propriedade de ser tipo espago ou tempo sao abertas, isto é, se () é espago
(respec. tempo) existe 6 > 0 tal que para t € (tg — d,to + 0), ¢/(t) é espago (respec.

tempo).
Exemplo 1.11. Considere as seguintes curvas e seus respectivos dominios.

1. ¢(t) =po+tvel =R. A curva ¢ tem o carater causal de v.
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2. ¢(t) = (cos(t),0, sen(t)) e I = [0,27]. A curva ¢ é tipo espago para t €
(Z,3%) U (3, ), tipo tempo para t € [0, %) U (28, 2%) U (£, 0] e tipo luz nos

47 4 47 4 4 4
_ @ 37 bm Uw
pOIltOS t= 40 40 a0 4"

3. A hélice ¢(t) = (rcos(t),r sen(t), kt), k # 0. A imagem da curva c esta inclusa
no cilindro z2 + y? = r%. Se r? > k? (respec. r? < k%, 72 = k?), ¢ é tipo espago

(respec. tempo, luz).

Observagao 1.12. (veja [39]) Nao existem curvas fechadas regulares tipo tempo ou

luz.

De fato, se c(t) = (x(t),y(t), z(t)) € uma curva regular fechada, existe ¢t onde
2(t) assume um maximo, e entao 2’(to) = 0. Logo {¢/(tg), c (to)) = 2’ (to)* + v/ (to)* >

0, ou seja, (tg) é tipo espago em t.

Proposicao 1.13. Genericamente uma curva reqular tem apenas pontos luz isola-

dos.

Demonstracao. Considere a curva regular

by, b
o(t) = (alt + %tQ + %t?’ +Ou(t"),but + St gt?’ +Os(tY), it + %2# + %t?’ + 04

tal que ¢(0) é um ponto luz, ie ¢/(0) é luz. Temos que,

(d(t),c(t)) =a} + b7 — 3 + 2(aray + biby — c1co)t + (ayas + a3 + bybs + b — cics
— C%)t2 + (agag + bgbg - 0263>t3 + O(t4)

Assim, ((0),d(0)) = a? 4+ b3 — ¢} = 0. Para que ¢(0) seja um ponto luz isolado é
suficiente que ajas + b1by — c1co # 0. Portanto, genericamente os pontos luz de uma

curva sao isolados. O]

Triedro de Frenet para curvas tipo espaco ou tempo

Dizemos que c estd parametrizada pelo comprimento de arco ou simples-

mente parametrizada pelo arco, se o vetor tangente é sempre unitario.

Lema 1.14. Dada uma curva reqular ¢ : I — R?! tipo espaco ou tempo, existe

uma mudanga de pardmetro s tal que |d'(s)| = 1.

Demonstracao. Seja ty € I. Definimos a aplicacao comprimento de arco s : [ — R

por

s(t) = /t: I (w)|du.

<t4>) |
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Como §'(t) = |d(t)] > 0, s(I) = J um intervalo aberto e portanto s : I — J

1

¢ um difeomorfismo. Seja ¢ = s7! a inversa de s e ¢ = co ¢ : J — R*! uma

reparametrizagao de c¢. Assim, |¢(s)| = 1. O

Dados dois vetores e; e e, para os quais (e;,e;) = £1 e (ej,ea) = 0,
um terceiro vetor é definido por e3 = e; A ey, e estes trés vetores formam uma
base ortonormal. Se definimos (€,7) € {(1,—1),(1,1),(—=1,1)} por (e1,e;) = € ¢
(eg,€9) = 7], entdo disto segue que (es, e3) = —éf. Assim, cada vetor v € R® pode

ser decomposto de forma tinica em trés componentes
v =€(v,e1)e; + (v, ea)ea — én(v, es)es.

Proposigao 1.15. (veja [38]) Sejac: I C R — R3 uma curva tipo espaco ou tempo

parametrizada pelo comprimento de arco s e tal que (c"(s),d"’(s)) # 0. Entao esta
C”(S)

[("(s), " ()]

es = b(s) = t(s) An(s), para o qual as equagoes de Frenet sio (1 e € definidos

curva induz um triedro de Frenet e; = t(s) = d(s), e; = n(s) =

como acima,)

As fungoes definidas pela relagio k(s) = (t'(s),n(s)) e 7(s) = (n'(s),b(s)), sdao
chamadas curvatura e torcao da curva c, respectivamente.

Proposigao 1.16. (veja [39]) Seja ¢ : I C R — R3 uma curva tipo espago
ou tempo nao necessariamente parametrizada pelo comprimento do arco tal que

("(t),c"(t)) # 0. Entao, a curvatura k(t) e tor¢ao 7(t) sao dadas pelas expressoes

) 2001

_ det((t), (), " (1)
() A (@))?

7(t)

Triedro de Frenet para curvas tipo luz

Dizemos que uma curva c tipo luz é parametrizada pelo pseudo-arco se a

segunda derivada de ¢ for sempre um vetor unitario.

Lema 1.17. (veja [39]) Dada uma curva ¢ : I — R*! tipo luz com ’(t) ndo nulo,

existe uma reparametrizagao ¢é(s) tal que |&'(s)| = 1.
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Demonstracao. Seja é(s) = c(¢(s)). Entao

&"(s) = "((9))¢'(5)> + ¢ (@(s)¢" (s)
o (2(5), () = (/1" (o (s)) . Tomando ¢/(s) = s, temos que /()] =
1. 0

Para uma curva c tipo luz parametrizada pelo pseudo-arco, o vetor tangente
é t(s) = d(s). Definimos o vetor normal n(s) = T'(s) = ’(s), o qual é um
vetor unitario tipo espago, e o vetor binormal b(s) sendo o tnico vetor luz tal que
(n(s),b(s)) = 0e (t(s),b(s)) = —1. O triedro {¢,n,b} ¢ chamado de base nula de
R21,

Lema 1.18. (veja [39]) Seja ¢ uma curva tipo luz parametrizada pelo pseudo-arco.

Entao a curva induz um triedro de Frenet {t,n,b}, para o qual as equagoes de

Frenet sao
t'(s) = n(s),
n'(s) = 7(s)t(s) + b(s),
b'(s) = 7(s)n(s),

onde 7(s) = —(n'(s),b(s)) € chamada de pseudo-tor¢ao.

1.3 Teoria Local das Superficies Imersas em R>!

Considere uma superficie suave e orientada (no sentido usual) M. Uma
imersao o : M — E? de classe C" (r > 3), pode ser vista também como uma imersao
a : M — R?!. No primeiro caso, temos todas as ferramentas que ja conhecemos da
geometria diferencial (veja [10],[34]) como a primeira e segunda formas fundamentais
I. e Il., o campo vetorial normal unitario IV, as curvaturas Gaussiana e média K,
e H., etc (a notacao segue da Observagao 1.3). Vamos expor estas ferramentas para

o segundo caso, veja [53].

1.3.1 Primeira e segunda formas fundamentais

Seja (u,v) : U C M — R? uma carta local, com U aberto, e a aplicagao
inversa X = (u,v)”!, chamada parametrizagao. Denotemos por a(u,v) = (a o
X)(u,v) a parametrizagao local da imersdo . Tomemos p € M, o produto escalar

induzido por a em T,,M ¢é definido por

(ug,v1) = (da(p)uy, da(p)vy) onde uy,v; € T,M.
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Em p definimos a forma quadratica I : T,M — R dado por I(v) = (v,v).
Sejac: R — M, ¢(t) = (u(t),v(t)) uma curva parametrizada, entao z(t) = (aoc)(t)

¢ uma curva e &’ = a,u'+a,v" é um vetor tangente em 7, M, onde p = ¢(0). Portanto,
(', 2") = (au, ay) (U)? + 2{ary, a)u'v" + (a, ) (V)2
Definicao 1.19. A expressio
I = (da, da) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

onde E = (o, ), F = {ay,a,) e G = {a,,a,) sio de classe C"', é chamada de

primeira forma fundamental de a.

Quando A = det(I) = EG — F? & positivo (respec. negativo, zero), a
imersao é tipo espago (respec. tempo, luz). Isto é equivalente a dizer que o plano
tangente é tipo espago (respec. tempo, luz). A parte tipo espago (respec. tempo,
luz) também ¢é chamada de Riemanniana (respec. Lorentziana, trépico). O

produto escalar induzido é positivo (respec. indefinido, degenerado).

Sendo a,, o, € T,M, entao o vetor o, X o, ¢ normal & M. Temos que
(g X Qi X ) = F? — EG = —det(I) (observe que o sinal é diferente do
caso euclidiano). Assim, na parte Riemanniana ou Lorentziana de «a, |, X a,| =

| det(I)|z # 0. Definimos entio o campo vetorial normal unitério

Ly Xy
o X ay|

o qual esta bem definido e é invariante por mudancas de coordenadas. Pela definicao

de produto vetorial

det(1,)2 Loo
2
S g1 0 | N (1.1)
| det(I)]2
00 —1
Da Proposi¢ao 1.9 e), temos
| det(I)| = | cos(20)| det(1.), (1.2)

onde € ¢ o angulo entre N (ou N,) e o plano {z = 0}. Portanto,

[Nle > [Nele,
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valendo a igualdade se, e somente se, N (ou IV,) ¢ vertical ou horizontal, veja Figura
1.2.

Figura 1.2: Com a norma euclidiana, o comprimento de N,
€ menor que o comprimento de N, isto €, | Ne|e <
[Nle-

O conjunto unitario em E? é a superficie S? = {(z,y,2) € R?
22 +y* + 22 = 1}. Em R?*!, o conjunto unitario sao as superficies quadrati-
cas S*' = {(z,y,2) € R® : 22 + y* — 22 = 1} (hiperboldide de uma folha) e
H? = H3 UH? = {(2,y,2) € R® : 2 + y* — 22 = —1} (hiperboloide de duas
folhas), veja Figura 1.3. Chamamos de “esfera” unitéria o conjunto unitario de R*!
e vamos denotar por S2. Note que S2 nao ¢ uma superficie compacta. Chamamos

de “esfera” de raio r o conjunto {X € R*! : (X, X) = +r?} e vamos denotar por

S2 (r).

|

I
I
|
I
|
I
I
I
|
|
|

v
<

Figura 1.3: O conjunto de vetores de norma 1 em R>! ¢
S21UH2 U H2

O campo vetorial unitdrio normal define uma aplicagcao de Gauss
N : M — H? ou N : M — H? (dependendo da escolha da orientacdo) na
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parte Riemanniana e a aplicacdo de Gauss N : M — S?! na parte Lorentziana.

Sendo que (N, N) = +1, entao (N,dN) = 0. Assim, dN = N,du + N,dv

pode ser visto como um campo vetorial sobre M.

Definicao 1.20. A segunda forma fundamental ¢
Il = —{da,dN) = edu® + 2 fdudv + gdv?,

onde os coeficientes sio de classe C"2

e =— {ay, Ny) = (@, N),
f = <O%7Nv> = _<aU>Nu> = <auvaN>7
g=— <av>Nv> = <O-/vvaN>'

Observagao 1.21. Da equacao (1.1), temos que
| det(I)|211 = det(I,)I1,,
assim, /I tem o mesmo sinal de I1..

1.3.2 Equacoes de compatibilidade

Vamos escrever N, e N, na base {a,,a,} de T,M

coeficientes a, b, ¢, d em termos dos quais

N, =aay,, + by,
N, =ca,, + day,,

fazemos o produto escalar de cada equacgao de acima com «, e

(1.3)

. Para encontrar os

«,. Obtemos

—e =(ay, N,) = aE + bF —f = {(ow, Ny) = aF + bG
—f ={a, N,) = cE 4+ dF —g = (ay, N,) = cF + dG.

Disto, temos

(- (Eh)

assim,

G (5 )
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As equacoes de Weingarten sao

([ Ff—Ge Fe—FEf
N“_(EG—FQ) Gt (EG—FQ)%’

Nv:<Fg_Gf)au+(Ff_Eg)av. (1.4)
EG — F? EG — F?
A curvatura Gaussiana e a curvatura Média sao definidas por
K = det(~dN) = dj;((]]])) = 52__]:2,
H :%tr(—dN) - %trﬂl _ £ ! (J];ge_—;g f
Da Observacao 1.21, temos
+ det(1)’K = det(1.)* K., (1.5)

onde £ ¢ o sinal de det(]), e utilizando (1.2) obtemos
K cos?(20) = £ K.,

onde 6 é o angulo formado por N (ou N.) com o plano horizontal. Em particular,
temos que

[K| > | Kel.

Escrevemos au,, (i, € iy, na base {ay, a,, N},

Quy = A1100 + G120, + a3,
Ay = bllau + b12av + b13N7

Qyy = C11Qy + C1204, + C13N.

Fazendo o produto escalar com cada elemento da base, obtemos as equagoes de

Gauss:
= I + T2, 4+ eN,

Oy = Doy + 2,00, + 7f N, (1.6)
Qyy = F%zau + ngav +ngN,
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GE,+ FE, —2FF,

onde (N,N)=nel ;k sao os simbolos de Christoffel dados por

EFE,+ FE, —2EF,

L = 2 — _
= 2(EG — F?2) 7 1 2(EG — F?2)
o _ GE, —2FG, e _ _FB, —2BG,
27 2(EG — F?2)’ 2 2EG - F?)’
r_ PG+ GG, —2GF, re _ BGy+ FG, —2FF,
2 2(EG — F?2) 2 2(EG - F?)

Derivando com relagao a u e v cada equagao de (1.6), obtemos expressoes
para Quuy, Quvw, Quou € oy, aS quais podemos escrever em combinacao linear da
base {ay, a,, N'} utilizando as equagoes de Gauss (1.6) e as equagoes de Weingarten
(1.4). Como Quyp =

que ser nulo. Temos assim, as equagoes de Codazzi-Mainardi

Quou € Qupy = Qupy, 0 coeficiente de N em cada equacao tem

€y — fu = I‘be + f(F% - F%l) - QF%D

1 2 1 2 (1.7)
fo—gu=Tae+ f(I'y —T'1p) — gl's,
as quais em uma carta principal (veja Definigao 1.38) sao
E,re g
«=5(58) 18)
Gure g '
)
2 \E G

As equagoes de Gauss e Codazzi-Mainardi sao conhecidas como equagoes de

compatibilidade.

Do coeficiente de «, (ou ) em ayuy — Qupy = 0, Obtemos a equagao de
egregium
K (1) = gK(1,11),

onde K(I) é a curvatura intrinseca induzida pelo produto escalar, K(I,II) é a
curvatura Gaussiana e (N, N) = 77 = —sinal(det(I)). Observe-se que 7 = —1 na

parte Riemanniana e 77 = 1 na parte Lorentziana.
De K.(1.) = K.(I.,11.) e da equagao (1.5), temos
sinal(K(I, IT)) = —psinal (K (L, IL,)) = —nsinal (Kq(L)).

Assim,
sinal(K(I)) = —sinal(Kc(I,)).
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A primeira e segunda formas fundamentais determinam a forma de qualquer
superficie espago ou tempo em R*!. Aqui, Cod(I, IT) significa que I e IT satisfazem

as equacoes de Codazzi-Mainardi.

Teorema 1.22. Teorema Fundamental da Superficies em R*!. Suponha que

I = Edu?® + 2F dudv + Gdv?

II = edu?® + 2fdudv + gdv*

sao formas quadrdticas suaves sobre um conjunto aberto V' do plano (u,v) com EG—

F?2£0, Cod(I,II) e (ﬁt((ff)) = —sinal(det(I))K(I). Entao, em alguma vizinhang¢a de

qualquer ponto de V existe uma parametrizacio X : U — R?! descrevendo uma

superficie com primeira forma fundamental I e sequnda forma fundamental I1. Além
disso, X € unicamente determinada sobre U modulo isometrias que preservam a

orientacdo em R*!.

Demonstragao. Veja [53], pag. 158. ]

1.3.3 Triedro de Darboux

Dada uma imersao o de M de classe C", considere a curva c tipo espago
ou tempo parametrizada pelo comprimento do arco s na parte Riemanniana ou
Lorentziana de M. Definimos t(s) = da(c(s))c'(s), N(s) = N(c(s)) o normal de a,
V(s) = N(s) At(s). Assim, os trés vetores {t,V = N At,N} formam uma base
ortonormal. Sejam (€,7) € {(1,—1),(1,1),(—=1,1)}, com (t,t) =€ e (N,N) =1, ¢
disto segue que (V, V) = —en.

Proposicao 1.23. Sejam o uma imersao de M de classe C" ec: I C R — M
uma curva tipo espaco ou tempo parametrizada pelo comprimento de arco s na parte
Riemanniana ou Lorentziana de M. Entao a curva c induz um triedro de Darboux

{t(s),V(s), N(s)} para o, no qual as equagoes sao (€ e 1 definidos como acima)

As fungoes ky(s) = —en(t'(s), V(s)), kn(s) = €(t'(s), N(s)) e 7,(s) = q(V'(s), N(s))
sao: a curvatura geodésica, a curvatura normal e tor¢ao geodésica da curva c,

respectivamente.
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1.4 Configuracao Principal

Chamamos de Z" = Z"(M,R*') o conjunto de imersdes de classe C" (r > 4)
de M em R?! sendo M uma superficie suave, compacta e orientavel. Quando Z"
for dotado da topologia C* (topologia usual para uma aplicagao de classe r de uma

superficie no espago vetorial R?), s < r, ¢ denotado por Z".

Em geral, para o € Z" temos uma parte tipo espaco (Riemanniana) onde
det(I) > 0, uma parte tipo tempo (Lorentziana) onde det(/) < 0 e uma parte tipo
luz (tropico) onde det(I) = EG — F? = 0.

1.4.1 Direcoes principais

Na parte Riemanniana ou Lorentziana de «, o operador linear —dN :
T,M — T, M aplica vetores a,,du + o, dv em —N,du — Nydv. A matriz de —dN na

base {a,, a,} é

1 Ge—Ff Gf—Fyg
EG—-F?\ Ef—Fe Eg—Ff )

Definimos as curvaturas principais k; e ks como os valores proprios do

operador linear —dN. Assim, as solugoes da equacao

B e f B E F B
det(—dN—AI)-‘(f g) A(F G>|—O, (1.9)

ssto My =H —VH?>?— K=k e =H++VH? - K = ky. Temos que

_Eitk

K = klkg (& H 9 s

e portanto ki e ko satisfazem a equacao
N —2HXA+ K = 0.

Quando k; e ky forem reais, as diregoes principais (ou dire¢oes proprias)

sao determinadas pelos vetores proprios nao nulos o, du + a,dv em T,M. Temos

AN du ) du ’
dv dv

entao que
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assim, du e dv satisfazem ao sistema

Ge— Ff Gf—Fg,
EG—FQdu+EG—F2dU_)\du’
Ef—Fe  B9=FT 0 \av.

EG — F? EG — F?

Eliminando A, temos
(Fg — Gf)dv? + (Eg — Ge) dvdu + (Ef — Fe)du* = 0, (1.10)

ou equivalentemente

dv? —dvdu du?
E F G |=0.
€ f g
A equagao (1.10) ndo estda definida no tropico, mas é homogénea em
e, f,g. Podemos multiplicar estes coeficientes por |a, X «,| e substituir por € =

(s Oy X ), f= (O, Qy X 1) € § = (Qyyy Oy X ). Assim
(Fg— Gf) dv® + (Eg — Gé) dvdu + (Ef — Fe) du® = 0,

e fazendo Ly = Fg— Gf, My = Eg— Gé e N; = Ef — Feé, obtemos a equagao de
direcoes principais
Lidv? + Mydvdu + Nydu? = 0. (1.11)

Fora do tropico, as solugoes das equagoes (1.10) e (1.11) s@o iguais.

Observagao 1.24. Para reduzir notagao, quando nao for relevante na analise, vamos

considerar e = €, f = f e g = §. Assim, e, f, g sdo estendidas para o trépico.

Definicao 1.25. Um ponto p € M ¢é umbilico de o« se Il = kI para alguma
constante k, ou equivalentemente, se na carta (u,v) e p = (ug,vo) fora do trépico
satisfaz Ly(ug,vo) = My (ug,v9) = Nq(ug,vo) = 0. O ponto umbilico é chamado tipo

espago (respec. tempo) se estd na parte Riemanniana (respec. Lorentziana).

Observe que 6 = M} — 4L;N; é o discriminante da equagao de diregoes
principais (1.11). Se for positivo, temos duas diregoes principais. Se for zero, na
parte Riemanniana caracteriza os pontos umbilicos, entretanto na parte Lorentziana

podemos ter pontos onde é zero mas nao sao pontos umbilicos.
Proposicao 1.26. Dada oo € I", temos que:

a) na parte Riemanniana 6 = M12 — 44N, > 0, e zero somente nos pontos

umbilicos. Assim, as diregoes principais sao sempre definidas.
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b) na parte Lorentziana 6 = M?—4L, N, pode ter qualquer sinal. Assim, podemos

ter regioes onde as direcoes principais nao estao definidas. Além disso, temos

pontos onde 6 = 0 sem ser necessariamente pontos umbilicos.

¢) no trépico 6 = M} — 4Ly Ny > 0. Assim, as diregoes principais estao sempre

definidas.

Demonstragao.  a) No ponto p, podemos fazer uma mudanga de coordenadas afim
no plano (u,v) tal que E=G =1e F =0. Assim, 6 = (g —¢e)?+4f? >0, e ¢
zero somente se ¢ = g e f = 0. No ultimo caso, L; = M; = N; = 0 e portanto

é um ponto umbilico.

b) Podemos tomar as duas dire¢oes luz do plano tangente como coordenadas da
carta (u,v). Temos entdo £ = G =0 e F # 0. Assim, § = 4F?%eqg e portanto,
o sinal de ¢ depende de e e g. Além disso,se e =0e g # 0 (oue#0e g =0)
temos que § = 0, mas Ny = —F¢g # 0 (ou L; = Fe # 0) e entdo p nao é um

ponto umbilico.

c) Tomemos uma carta (u, v) tal que o eixo v seja luz. Entdo, E #0e F = G = 0.
Assim, § = E?¢? > 0.
[l

Como consequéncia imediata da Proposicao 1.26 e da igualdade

M? — 4L, N,

|, X |2

= 4(BEG — F?)}(H? - K),

temos a relagao entre a existéncia das linhas principais e os valores proprios do

operador —dN na parte Riemanniana ou Lorentziana de uma imersao.
Corolario 1.27. Dada uma imersao o € ", temos que:

1. na parte Riemanniana H*>—K > 0. Por consequinte os valores proprios ki e ko
do operador —dN sao sempre reais. Além disso, H*— K = 0 (equivalentemente

ki = ky) caracteriza os pontos umbilicos (como em uma superficie imersa em

E?).

2. na parte Lorentziana H>— K pode ter qualquer sinal. Assim, os valores proprios
k1 e ko do operador —dN nao sao sempre reais. Além disso, temos pontos onde

H? — K =0 (k1 = k) e ndo sao pontos umbilicos.

Observagao 1.28. 1. Na parte Riemanniana ou Lorentziana, as dire¢oes prin-

cipais sao ortogonais.
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2. Na parte Riemanniana temos somente vetores tipo espaco, portanto as direcoes

principais sao sempre espago.

3. Na parte Lorentziana, se as dire¢oes principais existirem, temos sempre uma

espago e outra tempo.

1.4.2 Propriedades do troépico

Considere uma imersao a. O tropico é o conjunto de pontos tipo luz, ou
seja, o conjunto A~1(0) onde A = EG — F?. Genericamente o tropico ¢ uma curva,
a qual denotamos por 4. Se 0 é valor regular para A entao 4 é uma curva regular

tipo espago ou luz.

Lema 1.29. Considere o € I tal que o tropico seja uma curva regular 7. Suponha
que ¥(0) = p para p € M. Temos que, 6(p) = 0 se, e somente se, ¥ (0) € luz.

Consequentemente, §(p) > 0 se, e somente, se ¥'(0) € espago.

Demonstracao. Considere a carta local (u,v) tal que
a(u,v) = (u,v, h(u,v))

1 1
onde, h(u,v) = u+ asu® + ajuv + §a02112 + g(aggu?’ + 3ag u?v + 3ajpuv? + agzv®) +

O*(u,v) com a;; € R e ajy # 0. Nesta carta se cumpre que a, é tipo luz.

Temos que A = —2a;1v — 2azu + O*(u,v), entao na carta local o trépico
¢ a curva v = —g2u + O?*(u). Assim, para a o tropico é a curva 4(u) =
(u, =82 u+ O*(u), u+ O*(u)) a qual & luz se, e somente se, azy = 0. Também temos
que 6(u,v) = ag + O(u,v) e §(0,0) = 0 se, e somente, ayy = 0. Como (u,v) > 0 no

tropico, temos as conclusoes do lema. O]

Observagao 1.30. Se 7 é regular e 4/(0) é luz se verifica facilmente que K.(p) =

1.2

Lema 1.31. Considere o € Z" tal que o tropico seja uma curva reqular 7. Suponha
que ¥(0) = p para p € M com 4'(0) espago. Entao as duas dire¢oes principais em p

sao v'(0) e a unica diregao luz em T,M, as quais sdo ortogonais.

Demonstracao. Na carta utilizada na demonstracao do Lema 1.29, o trépico é
localmente a curva v = —%2u + O?(u) com asy # 0 para que nao seja tipo luz
em (0,0) e a equagao de linhas de principais no ponto (0,0) é

—ay1dv® — asedudv = 0.
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Assim, as diregoes principais sao du = 0 (diregdo luz nessa carta) e dv — _az
) du ai
direcao do tropico. Elas sao ortogonais pelo fato de estarem contidas em um plano

luz no qual a tnica direcao luz é o vetor normal. O]

Observacao 1.32. Na parte Riemanniana ou Lorentziana as linhas principais nao
mudam de carater. Se o € Z" é tal que o trépico é uma curva regular, uma linha
principal que muda de carater tem apenas pontos luz isolados, as interse¢oes com o
tropico, e nos arcos tipo espago (respec. tempo) a superficie é Riemanniana (respec.

Lorentziana).

Lema 1.33. Considere o € I" e M compacta. Entao, o tropico € diferente de vazio,
isto €, sempre temos a parte Riemanniana e Lorentziana de «. Além disso, se o

tropico € regular entao € composto por um conjunto finito (mais de uma) de curvas
fechadas.

Demonstragao. Considere a fungao 7 : a(M) — R tal que 7(p1,p2,p3) = ps.
Assim, 7 tem um minimo ¢; e um méaximo ¢ globais (ndo necessariamente nicos).
Sejam Py, P, € M tal que a(P)) = ¢1 e a(P,) = ¢2. O plano tangente em P
e P, sao tipo espaco, isto é, P, e P, estao na parte Riemanniana de «. Seja
¢ :[0,1] — M uma curva suave tal que ¢(0) = P; e ¢(1) = P». A aplicacao de Gauss
N, : M — S? (métrica euclidiana) associada a «, define um curva suave N,(c(s))
com N.(P;) = (0,0,1) e No(P,) = (0,0, —1), entdo existe um sq tal que Ne(c(sp))
pertence ao equador de S? e para este ponto N, (c(so)) = N(c(so)) (N vetor normal
de a em R*!), assim o plano tangente em c(sy) é tipo tempo e consequentemente
a imersdo a ¢ Lorentziana em c(sp). Se 0 é valor regular de A = EG — F? entao
A71(0) é uma subvariedade em M (compacta) e portanto uniao de curvas fechadas.
Sendo que temos duas componentes conexas da parte Riemanniana, entao o niimero

de curvas fechadas que compoem o tropico tem que ser mais de uma. O

1.4.3 Propriedades do discriminante LPL

Quando o discriminante ¢ da equagao (1.11) é zero, podemos ter uma tnica

direcdo principal ou ter infinitas dire¢oes principais (pontos umbilicos).

Definicao 1.34. Dada uma imersao o« € I". Chamamos de discriminante de «,
denotado por LPL (lugar dos pontos luz), ao conjunto de pontos da parte Lorentziana
ou do trépico tal que § = M? — 4L, N, = 0.

Genericamente o conjunto LPL é uma curva, a qual divide a parte
Lorentziana de M em uma regiao onde nao temos direcoes principais reais e outra

onde temos duas diregbes (uma espago e uma tempo).
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Observagao 1.35. Num ponto p na parte Lorentziana de uma imersao «, sempre
podemos tomar a carta (u,v) tal que u = constante e v = constante sejam as

diregoes luz. Assim, F = G =0e¢ F # 0. A chamaremos de carta luz.

-

Proposigao 1.36. (veja/35]) Genericamente para uma imersio o € I, o LPL ¢é
uma curva suave exceto, possivelmente, em pontos isolados os quais sao singular-
tdades de Morse tipo sela para . FEstas singularidades sao exatamente os pontos

umbilicos tipo tempo.
Demonstracao. No ponto p da parte Lorentziana, tomemos uma carta local luz
(u,v). Como E =G =0e F # 0, a equagao de linhas principais é
gdv? — edu® = 0.
O LPL é a curva 0 = eg = 0, a qual nao é suave se
a) e(p) =g(p) =0, ou

b) e(p) = eu(p) = €s(p) = 0, g(p) # 0 ou g(p) = gu(p) = 95(p) = 0, e(p) # 0.

Em b) temos trés equacoes com duas incognitas e portanto nao é genérico. Em a)

temos um ponto umbilico tipo tempo e

Hess(68)(p) = —(eugv — evgu)? < 0.

]

A parte regular do LPL pode ser caraterizada pelos pontos onde as dire¢oes

principais coincidem e se convertem em uma diregao luz.

Observacao 1.37. Se o tropico é tipo luz em um ponto p, este ponto é tipo luz
para o LPL também. Além disso, as duas curvas sao tangentes nesse ponto, veja

Figura 2.9.

1.4.4 Definicao da configuracao principal

Para uma imersao o € Z", nos pontos p € M onde d(p) = 0 as diregoes
principais sao infinitas (umbilicos tipo espago ou tempo) ou somente existe uma
dire¢do (parte regular do discriminante LPL). A este conjunto o chamamos de

singularidades, denotado por

So={p€ M :(p) =0} = LPL U {umbilicos tipo espago}.
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Na regiao de M onde 6 > 0, as dire¢oes principais definem dois campos de
linhas, mutuamente ortogonais em T'M, chamados campos de linhas principais e

denotados por L, e Lo 4.

As curvas integrais destes campos de linhas principais as chamamos linhas
de curvatura principal ou simplesmente linhas principais. Assim, uma curva suave

¢ é uma linha principal se satisfaz a equagao (1.11) e ndo contém singularidades.

Chamaremos de folheagdo Fi, (respec. Fa,) ao conjunto de curvas in-
tegrais do campo de linhas £, (respec. Lo,). A tripla Py = {Fia, Foa,Sa} €

chamada de configuracao principal da imersao a.

Definigao 1.38. Considere a imersao o € " e uma carta local (u,v). Suponha que
para p € M as diregoes principais estao definidas. Dizemos que (u,v) € uma carta

principal se as linhas principais sao u = constante e v = constante.

Dada uma carta local, se F' = f = 0 entao L; = N; = 0. A equacgao de
diregoes principais é
M (u,v)dvdu = 0,

entdo u = constante e v = constante sao as linhas principais e portanto (u,v) é

uma carta principal. O fato de F' = f = 0 e M; # 0 caracteriza uma carta principal.

1.5 Campo de Lie-Cartan

Considere a equacao diferencial binaria
a(u, v)dv? + 2b(u, v)dvdu + c(u, v)du® = 0 (1.12)

onde a, b, ¢ : R? — R, sao funcoes de classe C?. Nos pontos onde o discriminante
b?> —ac > 0, a equacao binéria define duas diferentes direcoes como solucao. Para
saber o comportamento das solucoes perto dos pontos onde b*> — ac = 0, definimos
a variedade de Lie-Cartan M = F~1(0) € R? x P}(R), onde

F(u,v,[du : dv]) := a(u,v)dv?® 4 2b(u, v)dvdu + c(u, v)du®.

Colocamos condi¢oes nas fungbes a,b,c tal que M seja sempre suave. Assim,
definimos o campo de linhas de Lie-Cartan Yr (ou simplesmente Y) em M, de

tal maneira que as curvas integrais, quando projetadas sobre o plano (u,v) pela
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aplicacao

7 R? x PY(R) — R?
(u, v, [du : dv]) = (u,v)

sejam as solugdes da equacdo (1.12). Na carta (u,v,p = 9%) o campo é

YF - (Fpaprv_(Fu +va))
e na carta (u,v,q = Z—:}‘) é
Yr = (quva _(Fv —f-un)).

Observe-se que dn(Yr)(u,v,p) = (F,,pF,) (respec. dn(Yp)(u,v,q) = (¢Fy, Fy)) ¢é

um vetor com inclinac¢do p (respec. %) no plano (u,v).

Consideramos dois casos dos pontos onde b? — ac = 0 (suponha que o ponto

¢ a origem):
i. Quando as trés fungoes se anulam, isto é, a(0,0) = b(0,0) = ¢(0,0) = 0. Neste
caso, a condicao para que M seja suave é equivalente a dizer que a funcao
b? — ac tem uma singularidade de Morse na origem. Também, é equivalente a
dizer que a = 0 e b = 0 sao transversais no plano. A configuracao local fica

completamente determinada pelas partes lineares de a, b e ¢ (veja [4]).

ii. Quando pelo menos uma das fungoes a, b, ¢ € nao nula (veja [9]). Neste caso a

condicao de suavidade de M é equivalente a que b*> — ac = 0 seja uma curva

dv
du

temos que F = a(u, v)p? +2b(u, v)p+c(u,v). E facil provar que a configuracio

regular. Sem perda de generalidade suponhamos a(0,0) # 0, fazendo p =

local depende completamente do jato-2 de F' em (0,0) (veja [35]), isto &,
j2F = a0p2 + 2(b0 + b10U + boﬂ])p + (Co + c1oU + Co1V + 620u2 + criuv + COQU2).

A curva b* — ac = 0 ¢ a projegao, por 7, da curva criminante F' = F, = 0 de
M.

1.6 Coordenadas de Bonnet

Nesta se¢ao vamos dar uma forma simplificada da equacao das linhas

principais utilizando coordenadas de Bonnet (veja [24]).
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1.6.1 Superficies tipo espago

Considere a superficie M e p um ponto na parte Riemanniana de M, isto é,
o vetor normal N(p) é tipo tempo. Orientando adequadamente M podemos supor
que N(p) € H2 = {(z,y,2) € R* : 2? + 3 = —1,z > 1}. Definimos a projegao
estereografica 7 : HZ — R? do ponto (0,0, —1)

m(z,y, 2) = & : i 0
24?4141 a2+ 2 +1+1

e sua inversa

) 2u 20 u? + 0t +1
T Hu,v) = — — )
’ w412 -1 w2+ —1"u2+02-1

Seja X : R? — M

. T(u? —0v? +1) uv —u\ [hy
X(U, U) = m uv %(—U2 + v? + 1) —v hy (1-13)
—u —v 1 h

onde h(u,v) = (u® +v* — 1)D(u,v) e D é a distancia (com sinal) de TMx () &
origem 0 € R3.

V%\W/@Ww

-1

Figura 1.4: Coordenadas de Bonnet de uma superficie.

-

Proposicao 1.39. Considere a superficie M tal que o wvetor normal € tipo

tempo. Entio X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) dado pela equagio (1.13) é uma
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parametrizacao de M. Além disso, € uma parametriza¢ao local reqular quando

1 1 1 1
W = Shhu = Shhoy & Shaidio, = 7hey 70

avaliado em (0,0).

Demonstragao. Dado um ponto p = (x,y,2) € M, o plano tangente afim p + T'M,),

com vetor normal 7! (u,v), ¢ definido por

h(u,v)

-1 o
<p7ﬂ- (uvv)>_u2+v2_17

que é equivalente a
H = 2zu + 2yv + z(u? + v* + 1) + h(u,v) = 0.

Resolvendo o sistema de equagoes H = H, = H, = 0 em relagao as variaveis (x, y, 2)

temos

1 1, ., 9
z(u,v) = AT (§(u —v° + 1)hy + uvh, —uh) )
(u,v) = ! h+1( 2+ v? +1)h, —vh
y(u,v) = s | wha + 5(—u" +v v —vh ),
1
z(u,v) = (—uhy, —vh, + h).

w2 +v2 -1

Para provar que a parametrizacao é localmente regular, definamos a apli-
cacao p(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) a qual satisfaz que det(D(0,0)) = (h* — $hhy, —
Thhys + Thauhe, — 2h2,)|(0,0)- Assim, se det(Dg(0,0)) # 0 a aplicagao ¢ ¢ um difeo-

morfismo local, entao pelo Teorema de Fungao Inversa a parametrizacao X é regular

na vizinhanga de (0, 0). O

Proposicao 1.40. As linhas principais de X definida pela equagao (1.13) sao dadas
por
R dv? + (R — B )dvdu + hyydu® = 0.
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Demonstracgao.

E=(X,,X,) =
F=(X,X,) =
G=(X,,X,) =

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao
1
4(u? + 02 —1)2
+ (—du(u? + v* — V) hyy + Suvhy)hy + (u® + 0> — 1)2h2, — dv(u? + v
— Dhphuy + (0 +0* — 1)h2 + 40°h2),
hU'U
4(u? + 02 —1)2
1
4(u? + 02 —1)2
+ (Suvhy, — 4u(u® + v* = Dhy)hy + (0 +0° — 1202, — dv(u® + v?
— Dhgohy + (U + 0% — 1)2h2, + 40°h2).

(4h2 + (=8uhy, + 4(u® + 0% — 1)y — 8vhy)h + 4u>h?

(4h — duh, + (U + 0* = 1) (hyy + how) — 40hy,),

(4h? + (—8uhy, — 8vh, + 4(u? + v* — 1)hyy)h + 4uh2

O vetor normal é N = 7~ !(u, v) e os coeficientes da segunda forma fundamental sao

1 2 2
h
= (X Ny = — 2
1 2 2

Disto temos que

onde

1
I =

(Fg - Gf) - _huvra
(Eg — Ge) = (hyy — hy)T,
(Ef — Fe) = hy,l,

=z 2~
I

4(u? 4+ 02 —1)3

(4h* 4 (=8uhy + 2(u? + v* — 1)hyy — Svhy + 2(u? + v — 1)hy,)h

+4uh2 + (—2u(u® + v — DAy + Suvh, — 2u(u® + v* — 1Ay, )by + (=20(u® + 02
— Dhy + (U +0* = 1)?hyy) e — (0 +0* — 1)2(h2, + 20h,h,) + 40°h2)

I (0,

1 1 1 1
- _ 2_ - i Z .
0) = (h 51w = STy + i, 4%) 7# 0.
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Portanto, a equacao das linhas de curvatura nesta carta é

R d? + (R — B )dvdu + hyydu® = 0.

1.6.2 Superficies tipo tempo

Considere a superficie M e p um ponto na parte Lorentziana de M, isto é, o
vetor normal N(p) é tipo espago. Assim, N (p) esta contido no hiperboléide de uma
folha S*' = {(z,y,2) € R?: 2% + y* — 22 = 1}. Definimos a projegao estereografica
7 :S*! — R? do ponto (—1,0,0) por

W(%,y,Z)— 07 Y ) :
VP2 + 22141 /P2 4141

e sua inversa

L 0) = v —w? -1 20 2w
’ vZ—w?+ 172 —w2+ 1702 —w2 41/

) -1 ) w h
_ 1/,.2 2
X(v,w) = m ) —5(1} —+ w* — 1) —ow hv R
w —vw — 1w+ w*+1)) \ Iy

(1.14)
onde h(v,w) = (v* —w? + 1)D(v,w) e D ¢ a distancia (com sinal) de TMy () &
origem 0 € R3.

Proposicao 1.41. Considere a superficie M tal que o vetor normal € tipo es-
pago. Entio X (v,w) = (x(v,w),y(v,w), z(v,w)) dado pela equagio (1.14) é uma

parametrizacdo de M. Além disso, € uma parametrizacao local reqular quando

h2 + lhhvv 1hhww - 1h'uvhww + th

2 9 4 4“1”7&0

avaliado em (0,0).

Demonstragao. Dado um ponto p = (x,y,2) € M, o plano tangente afim p + T'M,),

com vetor normal 7! (v, w), é definido por

h(v,w)

-1 _ e
(o (0. 0)) =
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que ¢é equivalente a
H=2(v* —w® — 1) + 2yv — 22w — h(v,w) = 0.

Resolvendo o sistema de equagoes H = H, = H,, = 0 em relagao as variaveis (x, y, 2)

temos

1
IE(U,IU) = m (’Uhv +th — h),
1 1, 9
S S —Dh, —
y(v, w) 02_w2+1<vh 2(@ +w Yy vwhw),
(w,0) = ———— (wh — vwhy — S0 + w? + 1)h
z(v,w b w vwh, 2v w w |-

Para provar que a parametrizacao ¢ localmente regular, definamos a apli-
cacao (v, w) = (y(v,w), z(v,w)) a qual satisfaz que det(Dp(0,0)) = (h*+ Shh,, —
Shhww — $heshws + $h2,)]00). Assim, se det(De(0,0)) # 0 a aplicagao ¢ ¢ um

difeomorfismo local, entao pelo Teorema de Funcao Inversa a parametrizacao X é

regular na vizinhanca de (0, 0). O

Proposicao 1.42. As linhas principais de X definida pela equagao (1.14) sao dadas
por
Py dw? 4 (P + P )dwdv + hy,dv® = 0.

Demonstragao. Os coeficientes da primeira forma fundamental £ = (X,, X,),
F = (X,,Xy) ¢ G = (X,,X,) sdo expressoes similares as apresentadas na
Proposi¢ao 1.40. O vetor normal é N = 7 !(v,w) e os coeficientes da segunda

forma fundamental sao

1
e=(Xyy, N) = — CE (v* — w? + 1)hyy — 20hy, — 2why, + 2h),
h"U’LU
J= X, N) = —5— o7
1
g =Xy, N) = — e (v* = w® + 1) hyey + 20hy + 2wh,, — 2h).

Disto temos que
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onde

1 2 2 2 9 9
r :4(1}2 1) (4h* + (—8vh, + 2(v* — w* + 1)hy, — 8why — 2(v* — w* + 1) hyw)h
+ 4v*h2 — 20((v* — w? + Dhyy + 8vwhy, + 20(v* — 0 + 1)y ) hy + (—2w(0* — w?

+ D)y — (112 —w? 4+ 1)2hww)hw + (v2 —w?+ 1)2(h12)w + 2whywhy)) + 4w2h12ﬂ)

1 1 1 1
F(07 0) = - <h2 + éhhvv - §hhww - Zhvvhww + Z_lhzw) % 0.



CAPITULO 2

ESTABILIDADE ESTRUTURAL DA
CONFIGURACAO PRINCIPAL

Neste capitulo daremos condigoes suficientes para que a configuragao prin-

cipal de uma imersao seja estavel por pequenas perturbacoes.

2.1 Singularidades

Dado que genericamente o discriminante LPL ¢ uma curva regular exceto
nos pontos umbilicos tipo tempo, o conjunto de singularidades S, de a é formado

pelos pontos
e umbilicos tipo espaco,
e umbilicos tipo tempo e
e onde o LPL é uma curva regular.
Em termos de cartas locais, vamos apresentar a configuragao local das
singularidades que sao estaveis por pequenas perturbacoes. Trabalhos tais como

3], [4], [29], [35], [50], [51], [36], entre outros, aportam ideias importantes para as

propriedades descritas nesta secao.

2.1.1 Pontos umbilicos tipo espaco

Seja p € M um ponto umbilico tipo espago de @ € Z". Consideremos a carta
local de Monge (u,v) : (M,p) — (R%0) e uma translacao I' : R® — R3 tal que
[(a(p) =0 e

I(a(u,v)) = (u, v, h(u, v))

onde, h(u,v) = k(u? + v?) + 5 (au® + 3V'uv + 3buv? + cv®) + O((u* + v*)?) com
k=ki(p) = ka(p) e a,b,b/,c e R.
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Fazendo uma rotagao adequada no plano-(u,v), podemos eliminar o coefi-

ciente b’. Portanto, vamos tomar a carta com b = 0.
Proposicao 2.1. Seja p um ponto umbilico tipo espago da imersao o € I" (r > 4).
Considere a carta de Monge (u,v),

a(u,v) = (u,v, h(u,v)).

Suponha que b(b— a) # 0 e que uma das opg¢oes
a C 2
El) b > (%) + 2,
By) (£)'+2>%>1,a+#2b, ou
Es) 1> ¢
€ satisfeita. Entao a configuracao principal perto de p, nos casos Ey, Fy e E3, € como

na Figura 2.1. Estes pontos vamos chamar de umbilicos tipo espaco Darbouzianos

(ou hiperbolicos) e vamos denotar por U, .

(a) Ey (b) Ex (c) Es

Figura 2.1: Configura¢des principais nos pontos umbilicos
tipo espago hiperbdlicos.

Demonstracao. Nesta carta,

E =14 0(u?+v?%), F =0(u?+v?%), G =1+0(u?+v?),
e=k+au+O@W*+v?), f=bv+O0W*+v?), g=k+bu+cv+O(u®+v?).
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A parte linear da equacao das linhas principais é
budv® — ((b — a)u + cv)dvdu — bvdu® = 0.

S(u,v) = (—a + b)2u® + 2¢(—a + buv + (402 + A)? + O ((u2 + v2)2) e
Hess(6(0,0)) = 16b*(a — b)> > 0. Como § > 0 na parte Riemanniana, entdo
os umbilicos tipo espago Darbouxianos sao pontos criticos (minimos) para a fungao
d(u,v).

Definimos F = bup? — ((b — a)u + cv)p — bv com p = %, assim a superficie

e o campo de Lie-Cartan sao M = F~1(0) e
Yr(u,v,p) = (2bpv + au — bu — cv, p(2bpv + au — bu — cv), —p(bp® — cp + a — 2b)),

respectivamente. Fora do ponto (0,0) as folheagoes estdo bem definidas e sao or-
togonais, queremos entao determinar o comportamento na vizinhanca deste ponto.
A condigao b(b — a) # 0 é equivalente ao fato que M seja suave nos pontos (0, 0, p)
(também é equivalente ao fato que as curvas Li(u,v) = 0 e M;(u,v) = 0 sejam
transversais, onde L; e M; sao os coeficientes da equacao diferencial das linhas

principais).

Procuramos as singularidades do campo Y no eixo projetivo (0,0, p), assim
Y#(0,0,p) = (0,0, —p(bp* — cp +a — 2b)) = (0,0,0) se, e somente se,

Os valores proprios de

a—>b 2bp; — ¢ 0
DYrp(0,0,p;) = | pila—0) pi(2bp; —c) 0
0 0 —3bp? + 2cp; — a + 2b

sao
A1; = 2bp} — cpi +a — b, Ay = 3bp? + 2cp; — a + 2b.
Analisemos cada um dos casos:

E4) temos somente o ponto critico Py = (0,0,0) e AjpAao = —(a — b)(a — 2b) < 0.
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Assim, Py é uma sela para Yr na superficie M (Figura 2.1(a)).

E,) sdo trés singularidades P = (0,0, p;), @ = 0,1,2. Ordenamos os p; do menor
ao maior, pj, < pj, < Dj,- S€ prova que ApjpAei, < 0, Ajj;Aej, > 0 (reais) e
AMj,A2j, < 0. Assim, temos que Pj, e Pj, sdo selas, e Pj, é no de Yr (Figura
2.1(b)).

E3) temos trés singularidades P; = (0,0, p;) e Aj;Ag; < 0 para i = 0,1,2. Assim, os
P; sao selas de Y (Figura 2.1(c)).

A projegao das curvas integrais no plano (u,v) por meio de 7, da a configuragao dos
pontos umbilicos tipo espaco Darbouxianos E;. As separatrizes dos pontos umbilicos
sao as projegoes das separatrizes das selas transversais ao eixo (0,0,p) em cada

caso. O

Observagao 2.2. Em [27] e [15], os autores fazem uma exposigdo mais ampla da
configuracao principal na vizinhanga dos pontos E;, os quais sao chamados 1a de D;
por serem pontos umbilicos conhecidos como Darbouxianos. Nos chamamos de F;

para fazer referéncia aos umbilicos tipo espaco.

Tomando b, = %(% — 1) e by = —35;, os pontos umbilicos tipo espaco

hiperbolicos sao distribuidos no plano-(by, by) como na Figura 2.2.

Es

_1
by =35

Figura 2.2: Distribuicio dos pontos umbilicos tipo espaco
hiperbolicos no plano-(by, be).

2.1.2 Pontos umbilicos tipo tempo

Como o plano tangente na parte Lorentziana de uma imersao o nunca é

horizontal, qualquer ponto p € M na parte Lorentziana de o pode ser parametrizado
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localmente por (u, h(u,v),v) com h uma fungao suave.

Seja p € M um ponto umbilico tipo tempo de a € Z". Consideremos a carta
local de Monge (u,v) : (M,p) — (R%0) e uma translacao I' : R® — R3 tal que
[la(p)) =0e

[a(u,v)) = (u, h(u,v),v)
onde, h(u,v) = —3k(u® — v?) + 3;(au® 4 3V'uv + 3buv? + cv?) + O((u* 4 v?)?) com
k = ki(p) = ka(p) e a,b, b/, c € R.

Genericamente o coeficiente b’ ou b pode ser anulado. Para isto, fazemos a

rotacao hiperbolica

u =cosh(f)x + senh(0)y,
v = senh(0)x + cosh(f)y,

assim,
1 1
h(w,y) = =5k = y*) + o (Aia® + Asa®y + Agzy® + A’ + O((” + %))
onde
1

=—[la+bt —b—c)e’ +(—a+30 =3b+c)e ™+ (—a+ b +b—c)e”’

\)

+ (a+ 3V +3b+ c)e*],
1

=—[(—a=V+b+c)e’ +(a—30+3b—c)e™ + (—a+b +b—c)e”’

\)

+ (a+ 3V +3b + c)e*).

A parte quadratica de h fica invariante. Substituindo s = ¢’ > 0 no produto A,Aj;

e multiplicando por s temos que

Ay Ay = a® 4 6ab’ + 6ab + 2ac 4+ 9 + 18V'b + 6b'c + 9b* + 6bc + ¢?)s'?

28 6 [(
+ (—3a* — 6ab’ — 2ab — 2ac + 5b* + 14b'b — 2b'c 4 5b* — 6bc — 3¢?)s°
+ (3a* — 6ab’ + 2ab — 2ac — 56 + 14V'b + 2V'c — 5b° — 6be + 3¢)s*
— 92 + 6V'a + 18V'b — 6b'c — a* — 6ab + 2ac — 9b* + 6bc — 7]

—55g5 ——[Bst® + Byt® + Byt + By,

onde na tltima linha fizemos ¢t = s*. Temos entao que AyA; = 0 é um polinémio
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cubicocom t >0 e
BsBy = —(a+ 3V + 3b+ ¢)*(—a + 30" — 3b + ¢)*.

Assim, sempre que (a+3b' +3b+c)(—a+ 3V —3b+c) # 0 a equacdo A, A3 = 0 tem
pelo menos uma solugao, isto é, podemos anular A, ou As. Portanto, trocando as
variaveis u e v em h se for necessario, genericamente podemos eliminar o coeficiente

b.

Proposicao 2.3. Seja p um ponto umbilico tipo tempo da imersio o € I" (r > 4).

Considere a carta de Monge (u,v),
o, v) = (u, h(u,0), ).

Suponha que b(b+ a) # 0 e que uma das opgoes T; (i=1,...,5)
a) (2—‘31))2<%+2
T) ¢$+1>0.
1) $+1<0.
b) (&) > +2
T3) se
o [f|>¢+3ef+1>0, ou
o [f| < —(§+3).
T,) se
o f|<$+3ef+1>0,0u
o [f|>¢+3e-2<¢+1<0,5+1#~-1,0u
o [f|>—(§+3)ef+1<-2.
T5) 5] <§+3e—2<$+1<0, §+1# -1
¢ satisfeita. Entdo a configuracao principal na vizinhanc¢a de p, nos casos T;

(i=1,...,5), € dada nas Figuras 2.3 e 2.4. Estes pontos vamos chamar de umbilicos

tipo tempo hiperbolicos e vamos denotar por Uy .

Demonstracao. Nesta carta temos que

E =1+ 0(u?*+v?), F = 0(u? +v?), G =—-1+0u?+v?),
e=—k—au+OW?+v?), f=-bv+0W*+v?), g=k—bu—cv+O(u*+v?).
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(d) Ty (e) Ts

Figura 2.3: Configuracoes principais nos pontos umbilicos
tipo tempo hiperbdlicos.

A parte linear da equacao das linhas principais é
budv® + ((a + b)u + cv)dvdu + bvdu® = 0.
5(u,v) = (a + b)*u2 — 2c¢(a + buv + (—4b* + A)? + O((u® + v?)2) e

Hess(6(0,0)) = —16b%*(a+b)? < 0. Os umbilicos tipo tempo hiperbolicos sao pontos

criticos (selas) para a fungao §(u,v).

Definimos F = bup? + ((b+ a)u + cv)p + bv com p = % assim a superficie

e o campo de Lie-Cartan sao M = F~1(0) e

Yr(u,v,p) = (2bpv + au + bu + cv, p(2bpv + au + bu + cv), —p(bp* + cp + a + 2b)),
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(d) Ty (e) T

Figura 2.4: Singularidades do campo de linhas de Lie-Cartan
em M e sua projecdo nos pontos umbilicos em M.

respectivamente.

A condigao b(b + a) # 0 & equivalente ao fato de M ser suave nos pon-
tos (0,0,p) ou ao fato de que as curvas Ly(u,v) = 0 e M;(u,v) = 0 sejam
transversais em (0,0), onde L; e M; sao os coeficientes da equagao de linhas prin-

cipais. As singularidades do campo Yr no eixo projetivo (0,0, p), sdo Yz(0,0,p) =
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(0,0, —p(bp* + cp + a + 2b)) = (0,0, 0), assim

po =0,
p1=—%+\/(23b>2—%—2,
neg () i

Os valores proprios de

a—+b 2bp; + ¢ 0
DYF(O> 0,])2‘) - pi(a + b) pi(pri + C) O
0 0 —3bp? — 2cp; — a — 2b

sao
A1 = 2bp? — cpi + a — b, Ay = 3bp? + 2cp; — a + 2b.
Analisaremos cada um dos casos T;:
a) o campo Yr tem somente a singularidade Py = (0,0, 0):
Ty) temos que Ajphgg = —b*(%+1)(%+2) < 0, e portanto P é uma sela para
Yr (Figura 2.3(a)).
T) tem-se que Ajphoo = —b*($ 4+ 1)(% +2) > 0, e portanto Py é um no para
Yr (Figura 2.3(b)).
b) o campo Y tem trés singularidades P; = (0,0,p;), 1 =0,1,2:
T3) podemos provar que AjAy; < 0, @ = 0,1,2, assim P; sao selas para o
campo Yr (Figura 2.3(c)).
T,) aqui temos que (Figura 2.3(d))
i.se $+1<—1loul< {41, entdao Py ¢é sela, Py é no (respec. sela) e
P, ¢ sela (respec. n6) quando 7 > 0 (respec. 3; < 0).
ii. se =1 <7 +1<0, entao Py é no, P, e P, sao selas.
Ts) neste caso temos que (Figura 2.3(e))
i. se =1 < §+1<0,entdao Fy éno, P, é nb (respec. sela) e P, ¢ sela
(respec. n6) quando 4 > 0 (respec. 3z < 0).
ii. se =2 < ¢+ 1< —1, entao Iy & sela, P e P sao nos.
As linhas principais sdo as proje¢oes por m no plano (u,v) das curvas integrais do

campo Yr na superficie Ml. A curva LPL da configuragao principal é a projecao por

7 do criminante F' = F,, = 0 em M. O
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Observacao 2.4. As vezes os pontos T} sdo classificados pelo ntiimero de selas ou
nos do campo de Lie-Cartan (veja [4]), os pontos T; (i = 1,...,5) sao chamados de
15, 1N, 35,25 + 1N, 15 + 2N, respectivamente.

A proposigao anterior pode ser resumida no plano-(by, b) na Figura 2.5,
tomando by = 3($ 4+ 1) e by = £.
b2 - bl -+ 1
w

blz_% bgz—bl—l

Figura 2.5: Distribuicio dos pontos umbilicos tipo tempo
hiperbdlicos no plano-(by, ba).

2.1.3 Pontos onde o discriminante LPL é uma curva regular
A parte onde o discriminante LPL é uma curva regular estd contida na

parte Lorentziana e no tropico.

Na parte Lorentziana

Seja p € M um ponto regular do LPL na parte Lorentziana de o« € Z".
Consideremos a carta local luz (u,v) : (M,p) — (R?0) e uma translagao
[: R — R3 tal que ['(a(p)) =0e

['(o(u,v)) = (u+ v, h(u,v),u —v)
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1 1 1
onde, h(u,v) = apuv + 3a020* + 55 (azou® + 3agu*v + 3a12uv® + aggv®) + 4 (asu® +

dazudv + 6aguv? + 4ajzuv® + agv?) + O((u? + U2)§) com a;; € R.

Proposicao 2.5. Seja p € M um ponto reqular do LPL na parte Lorentziana de

a € Z". Considere a carta local luz (u,v),

a(u,v) = (u+ v, h(u,v),u —v).

Suponha que agaas # 0.

0.

se azg # 0, entdo o LPL é wma curva tipo tempo ou tipo espaco e a
configuracao principal na vizinhanca de p € como a Figura 2.6. As diregoes
principais se convertem em uma unica dire¢do luz transversal ao LPL. A
estes pontos vamos chamar de singularidades tipo cispides (ou simplesmente

cispides) e vamos denotar por S..

se azy = 0, entao o LPL € tipo luz em p. Se para A1 o2 = 2a21 £2+/8apza40 + a2,
uma das opgoes

e )\ e )y sdo reais e Mgy < 0 (tipo sela),
e )\ e Ay sdo reais, A\ # Ay e My > 0 (tipo nd) ou

e A\ ¢ )y sao complexos conjugados com parte real e itmagindria nao nula
(tipo foco)

¢ satisfeita. A configuracao principal na vizinhanca de p € como a Figura 2.7.
Os nomes: tipo sela, nd e foco fazem referéncia as singularidades do campo
de Lie-Cartan que tem valores proprios A1 2. A estes pontos vamos chamar de

singularidades tipo luz hiperbolicas e vamos denotar por S; .

Demonstracao. Nesta carta,

E = d20* + O((u® + v%)?),

F =2+ a?uv + aga;v? + O((u? + UQ)%)7
3
2

G = a3,u® + 2agpa11uv + agyv® + O((u? +v?)2),

e = 2azou + 2a21v + agou® + 2az1uv + axnv® + O((u? + '02)%),

Njw

f = 2a1;, + 2a01u + 2a190 + az1u® + 2a0uv + ay30° + O((u® + v?)

)
).

Njw

g = 2@02 + 2@12U + 2@031) + a22u2 + 2@13UU + (1041}2 + O((U2 + U2)
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=
—
—
—

LPL

Figura 2.6: Singularidades tipo cispides onde o LPL é uma
curva reqular espaco ou tempo.

Pelo exposto na Secao 1.5, a configuracao local depende do termo independente de
L4, da parte linear de M; e da parte quadratica de N;. Assim, a parte de interesse

da equacao das linhas principais é
4agadv® + [—4asou — 4agv — 2a40u’ — 4azuv + (263, — 2a9:)v?|du? = 0.

Temos que §(u,v) = 64agaazu + 64agazv + O(u? + v?). Disto segue que,
no plano (u,v) com wu,v pequenos, o conjunto LPL é a curva v = —ou + O(u?) e

por conseguinte, a curva LPL localmente é

30 = (1= 220,0.0+ 22u) + (04(2). 0a(u), 0a()

a21 21

a qual é tipo luz se, e somente se, azg = 0.

Definimos F = 4app?® + [—4asou — 4asv — 2as9u® — 4aguv + (2a3, — 2a99)0v?], a
11

superficie Ml = F~1(0) a qual ¢ suave na origem e o campo de Lie-Cartan
Yi(u,v,p) = (8agap, 8agep®, 4asp + 4agv + dasu + daziup + (—4ai; + 4axn)vp).

Em (0,0), temos que F(0,0,p) = 4gop? = 0 entdao p = 0 e Yx(0,0,0) = (0,0, 4as):

i. se agp # 0 a curva LPL é espago ou tempo, e o campo Y é regular em (0,0, 0)

LPL
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ii.

LPL LPL LPL
(a) Sela (b) No (¢) Foco
Figura 2.7: Singularidades nos pontos onde o discriminante

LPL € tipo luz.

e transversal ao criminante. Assim, as curvas projetadas por 7 no plano (u,v)

sao cuspides na curva LPL, veja Figura 2.6.

se azg = 0 a curva LPL é tipo luz. O campo Yy tem uma singularidade no

ponto (0,0,0). Os valores proprios de

0 0 8&02
DYp(0,0,00=] 0 0 0

4&40 4&31 4(121

)\1 = 2@21 + 2\ / 8a02a40 + a%l, /\2 = 2@21 — 2\/ SCLOQCL40 + a%l,

e portanto temos as conclusoes que o ponto p € sela, n6 ou foco, em cada caso.

S0

Portanto, a configuracao principal na vizinhanga de p é como na Figura 2.7.

Além disso, o vetor tangente ao criminante é
(VF Xe VFp)(O, 0, O) = (—32&02(121, O, 0),

e os vetores proprios sao (1,0, A1) e (1,0, A2). Portanto se verifica que quando
a singularidade é sela (respec. nd) os vetores proprios tem inclina¢ao negativa
(respec. positiva) com respeito ao criminante. Isto justifica a maneira de

desenhar a inclinagao dos espacos proprios da sela e n6 em M.
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Quando se cumpre qualquer uma das opcoes de ii. a curva LPL é luz
(a0 = 0) e aqg # 0, fazendo uma aproximacao de maior grau para curva LPL se
pode conferir que necessariamente ela muda de carater nestes pontos, isto é, §(u, v) =

— 32&02@?1 'U2 +326L02 a%z —|—64Cl02 a31u0+32a02 a40u2 —|—64G03G21 'U2 +64CL12 921 UU+64CZOQ 921V

e no plano a curva ¢ v = Ayu? + Azu® + O(u®) com Ay = —%% # 0 e
As = %“40(“02%31“12“21). Assim, o LPL é
a31a02

v(u) = (u + Asu® + Asu?, Asau®, u — Asu® — A3u3) + (01(u*), Oy(u), Os(ut))
e (7 (u), ' (u)) = 8Ayu + 12A3u* + O(u?), portanto v muda de cardter em u = 0.

No tropico

Suponha que o tropico de uma imersao @ € Z" é uma curva regular e
seja p um ponto tipo luz deste. Pelo Lema 1.29, o LPL passa por p e ¢é tipo luz.
Consideremos a carta local (u,v) : (M,p) — (R?,0) e uma translacao I' : R® — R3
tal que I'(a(p)) =0 ¢

['(a(u,v)) = (u,v, h(u,v))

onde, h(u,v) = u+auv+iapv?+ 3 (asou® +3a1u*v+3a12u0? +agz0? ) +O((u?+0?)?)

com a;; € R. A carta é tomada de forma que o, (p) seja tipo luz.

Nesta carta temos que A(u,v) = —2a1;v + (—a}; — azo)u® + (—2agea1; —
2ag1 )uv + (—ady — a3y — ap)v? + O((v? + v 2)3, assim v = ;% 2+0W?) e

1‘111""5130u2 u— ( a%1—|—%a30)u3)—|—(0,01(u )702(u ))

trépico localmente € y(u) = (u, —3 = -

(5w, ) = P 0 4 oy

ary

o qual é zero em u = 0, ou seja, o tropico € tipo luz na origem.

Proposicao 2.6. Seja p € M um ponto reqular tipo luz do tropico de o« € I".

Considere a carta local (u,v),
a(u,v) = (u,0, hlu,0)).

Suponha que a1y # 0, azg # —a}, e que para \y = —azg, Ao = 2a%, + asp uma das

op¢oes

o M\ <0 (tipo sela)
e M)y >0 (tipo nd)
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¢ satisfeita. Entdo, a configuracdo principal na vizinhanca de p € como a sela ou
nd da Figura 2.8. A estes pontos vamos chamar de singularidades do tropico luz
hiperbdlicas e vamos denotar por Sf. Além disso, o tropico é a projecao da curva

integral do campo de Lie-Cartan na direcao do espago proprio associado @ As.

-tropico

LPL
(a) Sela

Figura 2.8: Singularidades nos pontos onde o trdpico e o
LPL sao tipo luz.

Demonstracao. Nesta carta,

E = —2a1,v — asou® — 2anuv — (a2] + a2)v? + O((u® + Uzﬁ);
F=—aju—agpv— %CLmUZ — (a2 + a?l)uv — (ay1a02 + %%3)712 + O((U2 + 712)%)7
G =1—aj,u* — 2aga1,uv — agyv® + O((u® + v?)?),

e = asoll + anv + %a40u2 + asuv + %CLQQUZ +O((u? + v?)2),

[ =an + axu+apv+ 1@31%2 + axuv + %6113?12 +O((u® + UQ)%)a

2
).

Njw

1 1
g = aga + aiou + aosv + §a22u2 + aj3uv + §a04v2 + O((u?® + v?)

Pelo exposto na Secao 1.5 a configuracao local depende do termo independente de

L1, da parte linear de M; e da parte quadratica de N;. Assim, a parte de interesse
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da equacao das linhas principais é

— alldUQ + (—agou + (—2&02&11 — agl)’U)d’UdU, + [—agoallu + (aogago — 2(1%1)1)

2 2 2
— —ag0au” + (ageasy — aj ag + o030 — 3a11021 — A12020)UV

2
1
+ (—=3ai1a1 + agaiiag + 5720003 + agaaz; — ai,)v’]du® = 0
(2.1)
e também definimos F(u,v,p) fazendo p = % em (2.1), a superficie M = F~1(0) e

o campo de Lie-Cartan

Yr(u, v, p) =(—asou + (—2ap2a11 — a21)v — 2a11p, —asoup + (—2ap2a11 — G21)vp
- 2a11P2> (—ag2as0 + 3ajiasz )v + (2@%1 + aso)p + (—ap2a30 + 3a11a21)up

+ (261?1 — 2ap2a21 + 6a11a12)vp + (2ap2a11 + a21)P2)-

Como F(0,0,p) = —ay1p* = 0, entao p = 0. Assim, (0,0,0) ¢ uma singularidade do

campo. Os valores proprios de

—aso —2ap2a11 — a21 —2ay;
DYx(0,0,0) = 0 0 0
0 —ageas + 3anas  2aj; + as
S840 \| = —azg € Ao = 2a?, + azp. Temos assim, uma singularidades tipo sela ou

no6 para Yp. Nao temos foco ja que os valores proprios A\; e Ay sao reais. O vetor

tangente ao criminante é

(VF %, VE0.0,0) = dat (10,72 )

26111

2
. . ~ + .
e os vetores proprios de A\; e Ay sao (1,0,0) e (1,0,—%), respectivamente.
Assim, os vetores proprios tem inclinagao negativa (respec. positiva) com respeito

ao criminante quando a singularidade é sela (respec. no), pois

<_af1 + aso n aso ) azp _1a30(2a%1 + asp)

= 3 ,
aiq 2&11 2@11 4 aiq

negativo (respec. positivo), entao a configuragao nestes pontos é como na Figura 2.8.

Por ultimo, temos que o tropico é uma linha principal. Localmente na carta
(u,v) é ,

=1 7 Ou?
v 2ar u® + O(u?),
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e disto p = & = —%u —|:O(u2). Entretan;co, fazendo v = v(u,p) em F = 0
a superficie M é localmente X (u,p) = (u, —g — 9P p). Assim, o tropico é a
11
projecao da curva integral para o campo Yp
oy G4 taz 5y 0 +ag 2
y(u) = (u+ Oy (u?), ————u" + Oz (v’), ———u + O3(u”)
2&11 11
e 7 (0) = (1, 0, —ﬁ%) o qual é o vetor proprio associado a M. ]

Quando o tropico é uma curva regular, ela é uma linha principal com
singularidades nos pontos luz. Como o tropico e o LPL somente se intersectam

tangencialmente nos pontos luz, temos que a singularidade nao pode ser tipo foco.

Na Figura 2.9 fazemos um resumo das diferentes singularidades da config-
uragao principal considerando o tréopico uma curva regular. Os pontos umbilicos F;
que sdo trés tipos, os T; que s@o cinco tipos, o ponto A pode ser sela ou né (o tropico
e o LPL sao tipo luz nele), o ponto B pode ser sela, n6 ou foco (o LPL é tipo luz),

e o ponto C' que é cuspide (o LPL é tipo espago ou tempo).

parte Riemanniana

o -
—————— -
- .

parte Lorentziana

Figura 2.9: Resumo das singularidades estdveis da configu-
ra¢ao principal. O ponto A € tipo luz para o
tropico e o LPL, as curvas sao tangentes nesse
ponto.

2.1.4 Estabilidade estrutural em uma singularidade

Definicao 2.7. Uma imersao o € I™° € chamada C?-estruturalmente estdvel na

topologia C° em um ponto p € M se para toda vizinhanga U(p) de p em M existe
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uma vizinhanca U de o em I™° tal que para toda imersao 5 € U existe um ponto
q = qz em U(p) e um homeomorfismo h = hg : W(p) — W(q), entre vizinhangas
de p e g com h(p) = q, levando conjuntamente as folheagoes Fi o|lwp) € Fo,alwp)

nas folheacoes Figlwg) € Falwi(q), respectivamente.

Definicao 2.8. Dizemos que p é uma singularidade hiperbolica de o € I" se
pe U UU,USUS! oup é cuspide.

Teorema 2.9. O conjunto de imersoes tal que suas singularidades sao todas
hiperbdlicas € aberto em I™ (r > 3). Se p € uma singularidade hiperbolica de c,
entdo o € localmente C3-estruturalmente estdvel em p na configuracio das linhas

PTINCIPALS.

Demonstracao. A abertura das condigoes das Proposicoes 2.1, 2.3, 2.5 e 2.6 garan-
tem que o conjunto das imersdes com singularidades hiperbdlicas é aberto. Além
disso, interpretando as separatrizes como as projecoes das separatrizes das singular-

idades do campo de Lie-Cartan, concluimos que elas dependem continuamente de a.

Vamos construir a equivaléncia topolégica na vizinhanga de uma singular-
idade em cada caso. Para isso, definimos a vizinhanca U de o em Z"3 e p uma
singularidade hiperbolica de . Seja W (p) uma vizinhanca de p. Para 5 € U temos
a singularidade ¢ do mesmo tipo que p e W(q) uma vizinhanga de ¢q. Sem perda de

generalidade, podemos considerar W (p) e W(q) como discos.

Ei: Seja a (respec. b) a intersegao da separatriz de p da folheagdo Fi, (respec.

Faa) com o bordo de W (p). Da mesma maneira, ¢ (respec. d) ¢ a intersegao
da separatriz da folheagao F; 3 (respec. Fa ) com o bordo de W Definimos
h(p) = q e h|jp como qualquer homeomorfismo tal que h(a) = c e h(b) = d.
Para cada x € W, sejam 1z (respec. x3) a interse¢ao da linha principal da
folheacao Fi, (respec. Fa,) com o arco principal a/,\b. Chamemos y; = h(z)
e Yo = h(xy). Assim, definimos h(z) = y, onde y ¢é intersegdo das linhas
principais da folheacao F; g e F; g passando por y; € Yo, respectivamente. Pela

construcao, h é uma equivaléncia local.

Esy: Sejam py; (respec. po;) a intersegao de uma das separatrizes de p da folheagao
Fia (respec. Fa,) com o bordo de W Da mesma maneira, gi; (respec.
¢21) € a intersecao de uma das separatrizes da folheacdo Fi s (respec. Fap)
com o bordo de W Considere também, um arco principal da folheacao
Foa (respec. Fi,) que intersecta os arcos das separatrizes da folheacdo Fi,
(respec. Fa4) nos pontos pia € pis (respec. pas € po3). Definimos h(p) = ¢

e, Mppuls Plipopials Plippe] € Plpes.pes] cOmo qualquer homeomorfismo tal que
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Tli

TQI

T3I

T4I

h(pij) = qij. Para cada x € W(p), sejam x; (respec. x3) a intersecdo da linha
principal da folheagao JF; ,, (respec. Fy ) com algum dos arcos principais p, pi1
ou Pra, P13 (respec. P, pa1 OU Pog, pa3). Chamemos y1 = h(x1) e yo = h(wy).
Assim, definimos h(x) = y como a intersegao das linhas principais da folheagao

Fi5 e F1 3 passando por y; e ya, respectivamente.

: Sejam pi1, p1a € P13 (respec. par, Poa € Pag) as intersegoes das separatrizes de p

da folheagdo F , (respec. Fz,4) com o bordo de W(p). Da mesma maneira, ¢,

(12 € q13 (respec. a1, goo € (23) sao as intersegoes das separatrizes da folheagao

F1 (respec. Fag) com o bordo de W(g). Definimos h(p) = q e h|pp,,) como

qualquer homeomorfismo tal que h(p;;) = ¢;;. Para cada © € W (p), sejam z,
(respec. x3) a intersegdo da linha principal da folheagdo Fi, (respec. Fa,)
com algum dos arcos principais p, py; (respec. p, pa;). Chamemos y; = h(z;) e
y2 = h(xs). Assim, definimos h(z) = y, onde y é intersecao das linhas principais
da folheacao F 3 e Fi g passando por y; e ¥, respectivamente.

Sejam p; (respec. ¢;), i = 1,2, 3,4, as interse¢oes do LPL com o bordo de W (p)

(respec. W(q)). Definimos h(p) = q e hlp,p, como qualquer homeomorfismo

tal que h(p;) = ¢;. Para cada z na regiao de W (p) que temos linhas principais,
sejam z (respec. x2) a intersegao da linha principal da folheagao F , (respec.
Faa) com o LPL. Chamemos y; = h(x1) e yo = h(x3). Definimos h(z) = y
como a interse¢ao das linhas principais da folheagcao Fip e Fapz as quais
intersectam o LPL em y; e ys, respectivamente (observe que nos pontos
e 1o existe uma escolha de linhas principais de diferente folheacao que se

intersectam e outra que nao).
Este caso é similar ao Tj.

Sejam p; (respec. ¢;), ¢ = 1,...,6, as interse¢oes do LPL e das separatrizes
o1 e gy com o bordo de W(p) (respec. W(g)). Definimos h(p) = g e hlpp
como qualquer homeomorfismo tal que h(p;) = ¢; (veja Figura 2.10(a)). Para
cada x na regiao de W que temos linhas principais, sejam x; (respec. ) a
intersegao da linha principal da folheagao F; , (respec. F3,) com o LPL, o1 ou
0y. Chamemos y; = h(z1) e yo = h(xq). Definimos h(z) = y como a interse¢ao
das linhas principais da folheacao Fi g e F3 5 as quais intersectam o LPL, o4
ou 0y em Y e Yo, respectivamente (observe que nos pontos y; e yo existe uma
escolha de linhas principais de diferente folheacao que se intersectam e outra
que nao).

Definimos h em o; (i = 1,...,6) e na intersegdo do LPL com W(p) como

qualquer homeomorfismo que preserva os extremos (veja Figura 2.10(b)). Além



2.1 Singularidades 64

T5I

Sela:

Foco:

Cuspide:

Figura 2.10: Construgdo da equivaléncia local em T3 e Ty.

disso, definimos h nos arcos principais [py, p2] € [ps, p4] da mesma maneira. O
procedimento para definir h em um ponto x é sempre procurar as intersegoes
1 e xo das linhas principais que passam por x com os arcos ¢;, o LPL ou os
arcos [p;, pj]. Assim, a imagem de x por h ¢é a interse¢ao das curvas que passam

por h(xq) e h(zs).

O procedimento é similar ao caso T}. Definimos A na interse¢ao do LPL com a
vizinhanca, nas separatrizes e em um arco principal transversal as separatrizes.

Para os outros pontos o procedimento é igual.

Enviamos por qualquer homeomorfismo os arcos principais das separatrizes e
do LPL na vizinhanca de tal maneira que preserve os extremos. Depois, o

procedimento ¢é igual aos outros casos.

6: Definimos h como qualquer homeomorfismo que leva os arcos principais que sao

projecoes das variedades estéveis do campo de Lie-Cartan e o LPL preservando
os extremos. Além disso, definimos h nos arcos principais [p1, p2] € [ps, p4] (veja
Figura 2.11) de tal maneira que os extremos sejam preservados. Para o resto
de pontos na vizinhanga W (p) onde temos linhas principais procedemos como

nos outros casos.

Aqui é suficiente definir h na intersecao do LPL com a vizinhanca de tal
maneira que preserve os extremos. Depois, para cada ponto na vizinhanca

onde temos linhas principais o procedimento ¢é igual aos outros casos.

Igual ao caso do foco.
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Figura 2.11: Construgdo da equivaléncia local em um nd.

2.2 Ciclos Principais

Definicao 2.10. Uma curva suave fechada que € linha principal € chamada de ciclo
principal. O ciclo principal € hiperbolico se a derivada da transformagao de primeiro

retorno (ou transformagao de Poincaré) associada a este é diferente de 1.

Pela Observagao 1.12, nao ha ciclos principais tipo tempo ou luz. Temos

quatro tipos de ciclos principais (Figura 2.12):

e tipo espaco (C.): sao curvas fechadas tipo espaco contidas na parte Riemanni-

ana ou Lorentziana de o sem interceptar o trépico.

e que mudam de carater (Cp,): sdo curvas fechadas que interceptam transver-
salmente o tropico onde sao tipo luz, com arcos tipo espaco na parte Rieman-

niana e tipo tempo na parte Lorentziana.
e 1o tropico (C;): sdo curvas fechadas tipo espago contidas no tropico.

e suaves por partes (Cs): sdo curvas fechadas que interceptam o discriminante
LPL de « transversalmente (singularidade tipo cuspide), nesses pontos elas
nao sao suaves. Tem arcos tipo tempo e espaco, e podem interceptar o
tropico. Realmente, nao ¢ um ciclo principal propriamente dito, ja que tem
singularidades e nao é suave, mas por seu comportamento de curva fechada

vamos trata-lo como se fosse.
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Figura 2.12: Os quatro diferentes tipos de ciclos principais.

Antes de calcular a derivada da transformacao do primeiro retorno asso-
ciada a um ciclo principal, vamos calcular a transformacao de transigao em arcos

principais.

2.2.1 Derivada da transformacao de transicao

A transformagcao de transicao I : U C ¥; — Y5 associada a uma linha
principal da folheagdao F;, (i = 1,2) entre as segOes transversais ¥; e Yo, € a
aplicagao tal que para cada p € U su imagem ¢é a primeira interse¢ao com Y, pela

folheacao F; .. Ela ¢ a transformagao do primeiro retorno quando ¥; = 3.

Consideremos trés tipos de arcos: espago, tempo e que contém um ponto

luz. Vamos calcular a derivada da aplicacao de transicao nestes casos.

Arco principal tipo espaco ou tempo

Considere o triedro de Darboux {t,V = N A t,N} da Proposi¢ao 1.23,
associado a curva c tipo espaco ou tempo parametrizada pelo comprimento de
arco s, onde t(s) = da(c(s))d(s), N(s) = N(c(s)) é o normal de o e V(s) =
N(s) ANt(s). Aqui (t,t) = €, (N,N) = 7, e portanto (V,V) = —én, com (€,7) €
{(17 _1)> (17 1)7 (_17 1)}

Lema 2.11. Seja o € " e ¢ : [0,l] — M um arco da folheag¢io Fi , tipo espago

ou tempo, parametrizado pelo comprimento de arco s, de comprimento | e contido

na parte Riemanniana ou Lorentziana de M. Entao a expressao:
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a(s,v) = a(e(s)) +nu(N At)(s)—€ (%kg(s)v2 + éA(s)v?’ + v3 B(s, v)> N(s), (2.2)

onde ka(s) € a curvatura principal de Fs, sobre ¢, define uma carta local (s,v) na

wizinhanga de c.

N At

Figura 2.13: A curva ¢ como arco principal.

Demonstracao. A aplicacao
a(s,v,w) = a(c(s)) + nu(N At)(s) — ewN(s)

¢ um difeomorfismo local em uma vizinhanga do eixo s. De fato, [as, iy, ay](s,0,0) =
(s X,y i) = —é€n. Assim, existe uma fungao w(s, v) tal que a(s, v, w(s,v)) é uma

parametrizacao de uma vizinhanca tubular de a o c.

Para cada s, w(s,v) é a parametrizagao da curva de intersegao entre o(M) e
o plano gerado por {(NAt)(s), N(s)}. O vetor (N At)(s) é o vetor tangente da curva
wem w(s,0). A curvatura normal de f4(v) = w(s,v) em v = 0 ¢ k,(55)(s,0) = kas),

isto é, a curvatura principal da folheacao JF» sobre a curva c. Assim,

a(s,v) = alc(s)) + (N At)(s) — € (%kg(s)vz + éA(s)v?’ +uB(s, v)) N(s)

define uma carta local. O]

Proposicao 2.12. Seja « € I" e ¢ : [0,1] — M wum arco principal tipo espa¢o ou

tempo, parametrizado pelo comprimento de arco s, de comprimento | e contida na
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parte Riemanniana ou Lorentziana de M. Entao a deriwada da transformacdo de

transicao 11 associada a c entre as segoes X1 = a(0,v) e o = a(l,v) € dada por

l —k' (s
lnH’(O):/O #(k)l(s)ds, (2.3)

onde ki(s) e ko(s) sao as curvaturas principais sobre c.

Demonstracao. Usando a carta local dada pelo Lema 2.11, a equacao das linhas

principais na vizinhanga de {v = 0} é

dv\? dv
Ll(S,’U) (@) + Ml(S,U)E -+ Nl(S,’U) = O, (24)

onde

Li(s,v) = = ky(s)v + O(v?),

Mi(s,v) = = 7j(ka(s) — ki(s)) + 7(=3ke(s)ka(s) — A(s) + 2k1(s)ke(s) + kg(s)ka(s))v
+O0(v?),

Ni(s,v) = = ik5(s)v + O(v?).

Denotemos por v(s,r) a solu¢do da equagao (2.4) com condig¢do inicial
v(0,r) = r = v e v(s,0) = 0. Assim, a transformacao de transigao entre as segoes

transversais 3, = «a(0,v) e Xo = a(l,v) é II(r) = v(l,r).

Derivando a equagao (2.4) com relagao a r e avaliando em r = vy = 0, temos

L1,(5,0)0,(s,0)(vs(s,0))* 4+ 2L (s, 0)vs(s, 0)vs,(8,0) + My (s,0)v,(s, 0)vy(s,0)
+ M;(s,0)vs.(s,0) + N1y(s,0)v,.(s,0) = 0.

Sendo v4(s,0) = 0, entao
M;(s,0)vs(s,0) + N1y(s,0)v,.(s,0) = 0.
Usando que v, = v, € integrando com rela¢ao a s no intervalo [0, s] temos
* Ni(s,0) } {/s —Kkb(s) }
vr(5,0) = ex ————~dsp =ex —=—ds ;.
0 =ew [T PV B - k()

Portanto,
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]

Observagao 2.13. O procedimento anterior para calcular a derivada da transfor-
macao de transi¢do pode ser aplicado em qualquer parametrizagao X (s, v) na vizin-
hanga de uma linha principal ¢, sempre que satisfaga X (s,0) = ¢(s) e M;(s,0) # 0.

Em uma carta com tais condicoes a derivada é

IT'(0) = eXp{ Ol _%ds} '

Arco principal que intersecta transversalmente o trépico

Mostramos aqui a existéncia de uma carta na vizinhanca de um arco prin-
cipal transversal ao tropico, com isso podemos calcular a derivada da transformacao

de transicao.

Dada uma imersao «, suponha que o tropico é uma curva regular
tipo espaco. Seja p um ponto no tréopico e o arco principal a ele transversal
c:[—€,¢] CR — M, com € pequeno e ¢(0) = p. Pelo Lema 1.31 temos que ¢/(0) é
tipo luz, entao para a(c(s)) = (¢1(s), c2(s), c3(s)) temos que ¢(0)+c2(0)—cZ(0) = 0.
Como a curva é regular ¢2(0) 4+ ¢Z(0) # 0 e Z(0) # 0.

Tomemos o parametro s tal que a projecao da curva a(c(s)) no plano
seja a curva ¢(s) = (c1(s),c2(s)) parametrizada pelo comprimento do arco s com
curvatura k, entdo ¢2(0) + c2(0) = 1 e ¢4(0) = £1. Assim, para € pequeno podemos
definir o triedro {t,n1,ns}, com t(s) = (¢} (s), (s), ds(s)), ni(s) = (dy(s), =} (s),0)
e na(s) = (0,0,c5(s)).

Lema 2.14. Suponha que ¢%(0) # 0 para «, p e ¢ nas condi¢oes de acima. Entdo a

expressao

a(u,v) =a(e(s)) + (al(s)v + CLQT<S)112 + 03 Ay (s, v)) ni(s)
() (2.5)
+ (bl(s)v + 271)2 +v° By (s, ’U)) na(s)

onde os a; e b; sio fungoes suaves e, a; e by satisfaz a equagio diferencial (cf —
r 2

1) (%) — kd} (%) — k(2 —1)=0, b,(0) =0, a;(0) = ag # 0 e define uma carta

(s,v) na vizinhanga de c. Além disso, a derivada da transformacgdao de transi¢do

entre as se¢oes X1 = a(—€,v) e Xg = a(e,v) € dada por

€ NIU(S,O)

InII'(0) = ~35.0)

ds, (2.6)

—€
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onde M;(s,0) e Ni,(s,0) sdo calculados em (2.7).

Demonstragao. Para aq1(0) # 0, a aplicac¢ao
_ az(s) o 3
a(s,v,w) = ale(s)) + | ar(s)v + —5 v + v Ai(s,v) | ni(s) + wna(s)

¢ um difeomorfismo local em uma vizinhanca de (0,0,0). De fato, (as A
Ay, 0y ) (8,0,0) = [, iy a(5,0,0) = —aq(s)cs(s) e a1(0)c5(0) # 0. Para e sufi-
cientemente pequeno existe uma funcao w(s,v) tal que a(s,v) = a(s,v,w(s,v))
¢ a parametrizacdo de um vizinhanga tubular de « o ¢. Para cada s, w(s,v) é a
parametrizacdo da curva da interse¢ao entre a(M) e o plano gerado por n; e ns.

Portanto
alu,v) =a(c(s)) + ( 1(s)v + é )v 2 P Ay (s, U)> ni(s)
+ (bl(s)v + bQT@UZ + 03By (s, v)) na(s)
define uma carta na vizinhanca de c.

Na carta (s,v), A(s,0) = E(s,0)G(s,0) — F?(s,0) = a?(s) — c¢Z(s)(b3(s) +
a?(s)). Como ¢(0) = p estd no trépico, entao A(0,0) = 0 e portanto b;(0) = 0

Calculamos os coeficientes da equagao de linhas principais

Li(s,v) = (ke§bial — i dybiar — c5biarb) + dybia) + kcbiaibs, — cyay) (s)
+ (—bias + dibial + dyait — dybraial) (s) + O(v),
M (s,v) =((—kb? — agby + byay) — cEcybiar + kcybia? + abchy + ascyby
— bacsar)(s) + O(v),
Ni(s,v) = (=ke§ (b7 + a3) + (¢ — &) (biar — aiby) + kcsal) (s)
+ [[(—=2k*ay — kby + a})b] + (aik’ + 2kayd, — a b — 2a)b} — 2kby — ab)b,
— 2kaib)| + 2a,b7 — 2kajag + arbl, — bod), + axbi](s)ci (s) + [~ 3kbiaicy
— kbich — biacy + braicyb — 203a)cs)(s)ci(s) + [(2kbictay — 2kbic*a,
+ 4kbicPar + kbiay + by)dy + (—2kaicy + 2kalct — dkalc? — ay)b)
+ 2k at — 2k a} + Ak al + blaycy? + 2kayay — aybly + biab)(s)cs(s)
— [((2key — 2kt + 4ke)by — a))ai + arby + biag)(s)cs(s)]v + O(v?).
(2.7)

Temos que N;(0,0) = 0, mas como c¢ ¢ linha principal de o entdao Ny(s,0) = 0 para
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todo s. Disto segue que, a; e by tém que satisfazer & equacao diferencial

(F —1) (ﬁ>, — kcf (ﬁy —k(c —1)=0,0,(0) =0,a1(0) =ap #0. (2.8)

by

Verifiquemos que esta equagao tem pelo menos uma solucao. Facamos y = -

e associamos o seguinte campo vetorial & equacao diferencial

Assim, X(0,0) =0¢e¢

2¢5(0)c5(0) 0
* 0/’

DX(0,0) = <

Como ¢(0)c5(0) # 0, (0,0) é uma sela-n6 para X. Tomando y(s) = (%) (s) como a

variedade estével ou instével (dependendo do sinal de ¢5(0)c5(0)) da sela-no, ¢ uma
solugao da equagao com a;(0) # 0 e b1 (0) = 0. Vamos calcular uma aproximagao de

grau 3 para y, entao fazemos

A(s) =0+ dys + dys® + dzs® + O(s?),
k(s) = ko + k15 + kos® + kss® + O(s?),
y(s) = as + bs* + s + O(s%),

onde n = +1 e d; # 0. Assim,

s’ =2ndys + (d2 + 2dyn)s* + (2dydy + 2dsn)s® + O(s*),
Y =as' + 2bss’ + 3s%s’ + O(s%),

e substituindo na segunda componente do campo, temos que

77(2ad1 — 2d1]€0)8 + [—k0a2 + 47’]bd1 — kfo(d% + 2’[7(12) — 27’]k’1d1 + a(d% + 277d2)]82
+ [—(2dinko + k‘l)a2 + 6end; + 2b(d% + 2don) — ko(2dsn + 2d1dy) — k:l(d% + 2dsnm)
— 2kond; — 2koab + a(2dsn + 2d,dy)]s® + O(s*) = 0

Resolvendo para a, b e ¢ obtemos

1 ) , .
y(s) = kos+—(2d1 k1 +nky) s>+ (3d3kg+-4nd k2 ke —2ndoki+-ki+-4d3ky )53 +O(s*)

4d, 1242



2.2 Ciclos Principais 72

a qual é uma aproximagao da variedade estével ou instavel do campo X, e portanto

uma solu¢do aproximada de (2.8).

Finalmente, sendo M;(0,0) = a3(0)c5>(0) # 0 entdo, para € pequeno,
M;(s,0) # 0. Assim, pela Observagao 2.13 obtemos que a derivada da transformagao

de transicao é

€ va(s O)
InIT'(0) = ———22d
! ( ) —e Ml(S,O) >
onde M (s,0) e Ny,(s,0) sdo obtidos da equagao (2.7). O

2.2.2 Derivada da transformacgao de primeiro retorno

Agora, apresentamos como calcular a derivada da transformagao de primeiro
retorno em cada caso. Quando os ciclos principais nao forem hiperbodlicos, fazemos
uma perturbagao adequada em cada caso para torna-lo hiperbdlico.

Ciclos principais tipo espaco

Corolario 2.15. Seja a« € " e ¢ : [0,]] — M wum ciclo principal tipo espago
parametrizado pelo comprimento de arco s e de comprimento [. Entao a derivada da

transformagao de primeiro retorno 11 associada a ¢ na se¢io ¥ = a(0,v) € dada por

l / l / l
—k —k 1 dH
IH/O:/ 2d:/ 1d:__/—’
Al A ey Ll A ey R 0 AV £y

ki + ko

onde ki e ko sao as curvaturas principais, H = € a Curvatura Média e

K = kiky € a Curvatura Gaussiana.

Demonstracao. Temos que

/ o : _ké(s)
InIT'(0) = /0 mds
_ /l {_ké(s) —ki(s)  Kk(s) } ds
o L ka(s) —ki(s)  ka(s) — ku(s)
(

_ /0 (ks (s) — ky(s))]'ds — /0 %ds (2.9)

[ Re
. A@@—h@d

= —In(ka(s) — k1(s))

O
‘AM@—h@“
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onde a primeira igualdade é pela Proposicao 2.12 com € = 1 e ¥; = Y5 e a tltima

igualdade é porque c é fechada.

Assim,
l / / l
k k dH
2In1T'(0) = / _Mdg = _/ S —
0 k’Q(S)—k’l(S) 0 \/HQ—K
O
Lema 2.16. Seja a« € ZI" e ¢ : [0,] — M wum ciclo principal tipo espago
parametrizado pelo comprimento de arco s e de comprimento l. Suponha que dk;|. #
0. Considere a deformacao
k,/
ac(s,v) = a(s,v) + 6#@25(2))]\7(8)
onde 0 € uma fun¢do suave com suporte pequeno e 0|,—o = 1. Entdo para todo € # 0

pequeno ¢ € um ciclo principal hiperbolico de c..

Demonstracao. Na carta local

ac(s,v) =a(c(s)) + nu(N At)(s)

~ ((’“2(5‘) - 653(3)5(“)) 2 + %A(s)v?’ + 0B, v)) N(s),

onde (N, N) = 7, temos que

Ly(s,v) =
V) =

M1<S7 )

— (ky(s) — ek{(s))v + O(v?),

N(k1(s) = ka(s) + €ki(s)) + 7[€2ky(s)k1 (s) + 30"(0) k3 (s)
+ 2Ky () (k1 (s) — ka(s)) — Als)]v + O(v?),

Ni(s,v) =ik (s) — ky(s))v + O(v?),

e portanto, ¢ é ciclo principal de a.. As curvaturas principais de Fj ,. € F2,4, Sobre
c 580 ki(€,s) = ki(s) e ka(e, s) = ka(s) — €ki(s). Assim,

Calculamos,

I O 1O R W R (10) S
o P {/0 ka(s) — eki(s) — kl(S)d } /0 (ka(s) — ekf(s) — k‘l(S))Qd =0
_ H’(O)/O (1@_ (y(s)) cds =k #£0

dIT’(0)
de
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e disto segue que IT.(0) = II'(0) 4 ke + O(€?). Portanto, ¢ ¢ ciclo principal hiperbolico

de a. para € pequeno. O]

Ciclos principais que mudam de carater

Considere aw € Z" e ¢ : [a,b] — M um ciclo principal que muda de caréter.
Se uma linha principal que intersecta transversalmente o trépico muda de carater,
entao é tipo espago na parte Riemanniana e tipo tempo na parte Lorentziana.
Assim, ¢ tem um namero par de pontos luz py,ps, -+, po, (as intersegdes com o
tropico). Podemos dividir o ciclo em r arcos tipo espago, r arcos tipo tempo e 2r

arcos na vizinhanca de cada ponto luz.

Sejam ¢ e X! segOes transversais ¢ na parte tipo espago e tipo tempo,
respectivamente, na vizinhanga de p;, parai € {1,2,---,2r}. Suponha que c(a) = p;
e percorremos ¢ no sentido tal que o primeiro arco seja tipo espaco. As secoes
aparecem na seguinte ordem X, 3§, X5 3% e . 3 3L St (ver Figura 2.14).

Assim, podemos definir as aplicagoes de transicao seguintes:
3 . e ~ e (& y
e Arcos tipo espago: 115, ; ,; entre as segoes X5, | e 35;, para i =1,2,...,7.

e Arcos tipo tempo: 115, 5, ; entre as segoes X5, e Xb;, parad = 1,2,...,r —1,

t ~ ¢ t
e IL;, | entre as segoes X5, e 3.

e Arco na vizinhanca do ponto luz: I\ entre as segdes X! e X¢, para i =
1,2,...,2r.

Pela Proposicao 2.12 e pelo Lema 2.14, estas aplicagoes de transicao existem
e podemos calcular as suas derivada. Seja Il : 3¢ — V' C X a aplicagao de primeiro

retorno associado a c¢. Entao
H<p) = (Hll © Ht2r,1 © Hl?r © H;T—l,ZT‘ ©---0 Hg © Ht2,3 © Hl2 © Hi?)(p) (210)

Se IT'(0) # 1, temos que ¢ é um ciclo principal hiperbélico de ov. Em outro caso,
podemos fazer uma perturbacao de o em uma vizinhanga de um arco tipo espaco
ou tempo de tal maneira que c seja ciclo principal hiperbdlico de uma imersao na

vizinhanca de a.

Lema 2.17. Sejam o« € I" e ¢y : [0,l] — M wum arco principal tipo espago
parametrizado pelo comprimento de arco s e de comprimento l. Suponha dk;|., ndo

identicamente nula. Considere a deformagao

/

ae(s,v) = a(s,v) + ele(S)vQé(s, v)N(s),
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tropico

l-’

Figura 2.14: Segoes transversais em um ciclo que muda de
cardter.

onde a(s,v) € a carta local dada pelo Lema 2.11 com € = 1, d(s,v) = 61(s)d2(v)
¢ uma fung¢ao suave com suporte pequeno, 93(0) = 1, 01(s) nao negativa com
suporte em [4l,il} Entao para € # 0 pequeno, ¢y € arco principal de o, e

I1.(0) = IT'(0)(1 + ke) + O(€?), com k # 0.

Demonstracao. Na carta local

ac(s,v) =a(ci(s)) +u(N At)(s)
B ((kQ(s) — ek (s)d(s,v)

. ) v+ %A(s)& +v*B(s, v)) N(s)

temos que,

Ly (s,v) =[ek(s)01(s) — ky(s) + €k'(5)d
Mi(s,v) =nlki(s) — ka(s )+€51/f'( ]

+ 3€05(0)d1(s)k, (s) —
Ni(s,v) =nledy (s)K|(s) + 651(5)/‘??1/(8) -

1(s )]v +0(v%),
( — ka(s) + €01k (5)) kg (s)
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e portanto, ¢; é arco principal de . com ki(e,s) = ki(s) e ka(e,s) = kao(s) —
€k’ (s)d1(s) sendo as curvaturas principais das folhea¢oes Fi .. € Fa,,, respectiva-
mente, sobre ¢;. Assim, utilizando as igualdades da equagao (2.9), a derivada da

transformacao de transicao associada a ¢; para a, é

l

! (s
I1(0) = exp {— i) = 66~ k60| = [ e k1<s>d5}

Fa(
~oow(E0-00) - [ ettt

Observe-se que IT.(0)|.—o = IT'(0). Calculando

di) o =6i(s) (K(s))?
e em_HJm/“(()_%(g BT
N NI
- [ o) — TGy = TOF
Portanto £ # 0 e temos a conclusao do lema. O]

Corolario 2.18. Sejam o € I" e ¢ : [a,b] — M um ciclo principal que muda de
cardter. Chamemos c¢1 o arco principal de ¢ tipo espaco entre as se¢oes transversais
Y¢ e X5 nos pontos c(uy) e c(ug), respectivamente. Suponha que dki|., nao €
tdenticamente nula. Entao existe o, na vizinhanca de o tal que ¢ € ciclo principal

hiperbolico de a.

Demonstragao. Tomemos a.(s,v) como no Lema 2.17 para s € [ug,us] (¢
parametrizado pelo comprimento de arco s) e @, = « em outro caso. Para e

pequeno, «, é uma imersao na vizinhanca de a.

Pelo Lema 2.17, temos que ¢ ¢ ciclo principal de «, e IIL(0) # 1 para ¢
pequeno, sendo I1, a transformagao de primeiro retorno dada por (2.10) para c e a.

Portanto, ¢ é ciclo principal hiperbélico de a.. O

Ciclos principais no trépico

Lema 2.19. Seja o € I" e suponha que ¢ : [0,1] — M ¢é uma curva fechada tipo
espaco, parametrizada pelo comprimento de arco s e de comprimento [, contida no

tropico de «v e tal que ('(s),c"(s)) # 0. Entao a expressao:

a(s,v) =a(c(s)) + ( 1(s)v + 2( )v 2 0P A (s, v)) n(s) o

+(Mﬂ@u+@§hﬂ+&3¢&m)wg,
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onde, os a; e b; sao fungoes suaves com ai(s) # 0, § = £1, {t,n,b} € o triedro de
Frenet associado a aoc e (n(s),n(s)) =1 € {1}, define uma carta local (s,v) na
vizinhanga de c. Além disso, se ay(s)(az(s) — dba(s)) # 0, ¢ € ciclo principal de o e

a deriwada do primeiro retorno associado a ¢ €

I(0) = exp {—2577 /Ol T(S)ds} ,

onde 7(s) € a tor¢ao da curva a o c.

Demonstracao. A aplicacao
_ as(s) 5 | 3
a(s,v,w) = a(c(s)) + | ai(s)v + 5 +v°Aq(s,v) ) n(s) + wb(s)

¢ um difeomorfismo local em uma vizinhanga de c. De fato, (as A oy, ) (s,0,0) =
(s, vy, ) (5,0,0) = ay(s) e ai(s) # 0. Assim, existe uma fungao w(s,v) tal que
a(s,v) = als,v,w(s,v)) é a parametrizagdo de uma vizinhanga tubular de « o c.
Além disso, para cada s, w(s,v) é a parametrizagdo da curva da intersegdo entre
a(M) e o plano gerado por n e b.

Portanto,

a(s,v) =c(s) + (al(s)v + G2T(S)v2 + 03 Ay (s, v)> n(s) 012

+ (bl(s)v + @# +v* By (s, v)) b(s)

define uma carta na vizinhanca de c.

Nesta carta temos que A(s,0) = b3(s) — a?(s). Como ¢ esta no tropico de

a, entdo by(s) = day(s). Calculamos os coeficientes da equagao de linhas principais:

M;(s,v) = (a1(by — daz))(s) — %(—10/47&2@% + 10kdbya? + 20ayas — 2a1b3)(s)v + O(v?),

Ni(s,v) = (297a1(6by — az) + a)(dag — by) + ay (b, — dab))(s)v + O(v?),
onde k é a curvatura da curva « o c. Quando a;(s)(ba(s) — daa(s)) # 0, ¢ é linha
principal. Assim,

Nus,0) o di(s) dab(s) — By(s)
T(s0) - 2T LS T San(s) = bals)

e pela Observagao 2.13 temos que a derivada da transformacao do primeiro retorno
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Ni,(s,0) } { _ /l }
IT'(0) = ex {——’ =expq —20 7(s)ds ¢,
(0) =expy =31 (5.0) p n ) (s)
onde a integral dos dois tltimos termos é zero por ser ¢ uma curva fechada. O]

Lema 2.20. Considere uma curva fechada ¢ : [0,1] — R>' tipo es-
paco parametrizada pelo comprimento de arco s e de comprimento [, tal que

("(s),"(s)) # 0, com tor¢ao T e curvatura k. Para € > 0 pequeno, a curva fechada
c1(s) = c(s) + e(7(s)k(s)n(s) + K'(s)b(s))

€ tipo espago com (c{(s),c{(s)) # 0 e tem tor¢ao total

/Ol 7(3)[1¢,()]|ds = /Olr(s)ds +e€ (/Ol(T(S)k(S))zds + /Ol(k"(S))st) +0(e?),

onde {t,n,b} é o triedro de Frenet associado a ¢ com (n,n) = 1.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.16, temos que

_ det(ci(s), ¢1(s), ' (s))

TS TR E < dEr

onde 71 é a torcao de ¢;. Observe-se que ¢; nao esta parametrizada pelo comprimento

de arco, assim a torgao total é

An@wwmm

Fazendo os célculos, segue que

Ti(s)l|ci(s)]| = 7(s) + eR(s) + O(€”),

R(s) =k(s)*7(s)? +377'(s)* + 307" (s)7(s) — k(s)K"(s)

+k;(Z)2 (K (s)27(s)7(s)k(s) + K" (s)) + T(s)* (K" (s)k(s) — K'(s)%) — K" (s)k(s)) -

Portanto, a torcao total é

[l = [ woyas +e [ R+ 0@,
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e fazendo integracao por partes varias vezes temos que

l
0

/Ol R(s)ds = / (7(s)k(s))*ds + /0 (8 (s))ds.
[

Proposigao 2.21. Sejam « e ¢ como no Lema 2.19, com 7(s)k(s) ou k'(s) nao
tdenticamente nulas. Entao, existe uma tmersao oy na vizinhanca de o e ¢; uma
curva fechada tipo espa¢o na vizinhanga de c, tal que c¢; é um ciclo principal

hiperbolico contido no tropico de a.

Demonstracao. Considere a carta local a(s,v) dada no Lema 2.19. Seja ¢; como no
Lema 2.20. Podemos supor que ¢; esta parametrizada pelo comprimento de arco u
e de comprimento [;. Assim, ¢; tem associado um triedro de Frenet {¢;,n1,b} com

71 a torcao e ky a curvatura.

A imersao

as(u)

a(u, v) =1 (u) + (al(u)v + 202 4B A (u, m) na ()

h(w) (2.13)
2

+ (5a1(u)v + v? + v By (u, v)> by (u),

onde a; e b; sdo fungdes do Lema 2.19 (aq(s)(ba(s) — das(s)) # 0 e § = £1), esta
na vizinhanga de «. Além disso, fazendo os mesmos calculos como no Lema 2.19
temos que ¢; é uma linha principal fechada no trépico de a;, e portanto a derivada

da transformacao do primeiro retorno é

I, (0) = exp {—25n /0 ' (u)du} |
Como L z
| = [l las
pelo Lema 2.20, temos
I (0) = exp {-2&7 /0 ' (s)ds — 257 ( /0 (r(s)k(s))Pds + /0 l(k’(s))2d5> + 0(2)}
~ 1 (0)exp { ~2me [ (r(s)h(s)ds + / l<k’<s>>2ds) o)},

Portanto, para € # 0 pequeno, ¢; é um ciclo principal hiperbolico de a;. O
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Ciclos principais suaves por partes (c.p.s.p)

Sobre o discriminante LPL, as linhas principais coincidem em uma diregao
luz. Podemos ter curvas fechadas suaves por partes que intersectam transver-
salmente o LPL onde cada arco suave é linha principal. Os pontos onde nao sao

suaves ocorrem justamente nas intersecoes com o LPL.

Sejam o € Z" e ¢ : [0,l] — M um ciclo principal suave por partes, isto é,
existem os nimeros 0 = a; < ap < -+ < ap < apq1 = 1, tal que ¢;(s) = c(9)](aais1)
¢ um arco principal e ¢(a;) pertencente ao LPL para i = 1,2,...,n. Neste caso, ¢
é a projecao de uma orbita fechada C' para o campo de Lie-Cartan associado a «
definido sobre a superficie M a qual intersecta o conjunto criminante nos pontos
C(a;) (o LPL é a projegao do criminante e os pontos ¢(a;) sdo a proje¢ao dos pontos

C(ai)).

Sejam Y.} e 3?2 segoes transversais na vizinhanga dos pontos c(a;), parai = 1,...,n.

Definamos as transformagcoes de transicao:
e II;;;1 entre as se¢oes X} e X7, parai =1,...,n e Il,; entre X} e X1.
e II; entre as segoes X7 e 2.

Seja IT: ¥} — V C ¥} a transformagio do primeiro retorno associado a c. Entao
H(p) = (Hl O Hn,l ©) Hn O Hn—l,n O-+-0 H3 (@) ]___[2’3 (@) HQ o Hl,Q)(p)- (214)

A priori, os arcos ¢; podem intersectar o tropico de «. Pelo Lema 2.14 e
)
pelos argumentos dados nos ciclos que mudam de carater, a derivada das transfor-

magoes II; ;41 parai =1,...,n ell,; existem.

Na vizinhanca de p;, tomamos o sistema de coordenadas (u,v) tal que as

linhas principais sao dadas pela equagao diferencial (veja [1])

du 27
dv -

e este sistema de coordenadas II; : {v = ¢} — {v = €} é uma translagao
Il;(u,€) = (u+ k,e), k constante, e portanto diferenciavel. Temos entao que II é
diferenciavel. Se IT'(¢q) # 1 para o ponto ¢ € ¢ X2, temos que ¢ é um ciclo principal

hiperbdlico de a.

Observagao 2.22. Quando IT'(¢) = 1, escolhemos um arco ¢; tipo espago de c tal

que ¢; nao intersecte nenhum outro arco de ¢, isto €, que ¢ nao tenha auto-intersegoes
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em c;. Podemos fazer a perturbacao do Lema 2.17 em ¢; de tal maneira que c¢ seja

ciclo principal hiperbdlico de uma imersao na vizinhanga de a.

2.2.3 Estabilidade estrutural em um ciclo principal

Definicao 2.23. Uma imersio o« € I™° € chamada C?-estruturalmente estdvel
na topologia C* em um ciclo principal ¢ de o se para toda vizinhanca U(c) de c
em M existe uma vizinhan¢a U de o em I™° tal que para toda imersao 5 € U
existe um ciclo principal ¢ = ¢g de B, contido em U(c), e um homeomorfismo
h = hg : W(c) — W(¢), entre vizinhangas de ¢ e ¢ com h(c) = ¢, levando

conjuntamente as folheagoes Fi o|w (o) € Fau|lw(e) nas folheagoes Fi glw e € Faplw (),

respectivamente.

Teorema 2.24. Uma imersio o € I" (r > 4) é C3-estruturalmente estdvel em um

ciclo principal ¢ se, e somente se, ¢ é hiperbdlico.

Demonstracao. O fato de ser ¢ hiperbdlica garante a estabilidade local dentro de
pertubacoes na C3-topologia. Na Secdo 2.4 vamos fazer a equivaléncia das duas

folheagbes em um contexto global. O]

2.2.4 Superficies em torno de curvas tipo espaco

Dada uma curva fechada tipo espago com torcao total zero no espaco de
Minkowski R?!, ¢ possivel construir um germe de superficie que contem a curva

fechada dada como ciclo principal hiperbélico (veja [14]).

Curvas fechadas como linhas principais.

Seja ¢ : [0,]] — R uma curva fechada regular com curvatura k(s) positiva
e de comprimento [. Considere o triedro de Frenet {t,n,b} ao longo de ¢, onde

(t,t) =1, (n,n) =ne (bb)=—ncomn e {—1,1}, satisfazendo as equagoes

t'(s) = nk(s)n(
n'(s) = —k(s)t(s) = n7(s)b(s),
b'(s) = —n7(s)n(s).

Considere a superficie C", com r > 4, parametrizada por

a(s,v) =c(s) + (cosh(r(s))v + aQés)vg + agés)vg + azf)v4) n(s)

+ ( senh(r(s))v + 6258) v? 4 bgés)v3 + bals) v4) b(s),
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onde r(s) =r(s+1), a;(s) = a;(s+1) e b;(s) = b;(s+ 1) para i = 1,2, 3, sdo fungoes
suaves [-periddicas com respeito a s e v é pequeno (similar a Figura 2.13 com o

triedro de Frenet).

Lema 2.25. A curva ¢ € uniao de linhas principais de o se, e somente se,

r'(s) =n7(s),r(0) =rg 6/0 7(s)ds = 0. (2.16)

Além disso, para qualquer solugdao r(s) de (2.16) a superficie é regular, orientada
e mergulhada em uma vizinhanga de c. O conjunto de pontos umbilicos U, N ¢ é

definido pela equacao
as(s) senh(r(s)) — ba(s) cosh(r(s)) — k(s) senh(r(s)) = 0.

Demonstracao. Pela definigao de « segue que as(s,0) = t(s) e a,(s,0) =
cosh(r(s))n(s) + senh(r(s))b(s) s@o linearmente independentes. Pela forma lo-

cal das imersoes segue que « é uma superficie regular na vizinhancga de c.

O vetor normal da superficie sobre ¢ é N(s,0) = senh(r(s))n(s) +
cosh(r(s))b(s). Calculando os coeficientes da primeira e segunda formas fundamen-
tais, temos que Lidv? + M dvdu + Nydu? = 0, onde

M (s,v) =n(aa(s) senh(r(s)) — ba(s) cosh(r(s)) — k(s) senh(r(s))) + O(v),

Na(s, 0) =n(r(s) = /() + e T (5)(s) cosh(r(s))?

— 2ncosh(r(s))?7(s)as(s) + 2n7(s) cosh(r(s)) senh(r(s))ba(s)
— k(s)r'(s) cosh(r(s))* + r'(s) cosh(r(s))as(s)
—7'(s) cosh(r(s)) senh(r(s))by(s) 4 cosh(r(s))?bs(s)

— cosh(r(s)) senh(r(s))ay(s) + n7(s)as(s) — r'(s)as(s)]v + O(v?).
(2.17)
A curva {v = 0} é solugado desta equagao se, e somente se, Ni(s,0) = 0, ou seja

r’(s) = n7(s). Portanto, ¢ é uniao de linhas principais se, e somente se, 17/(s) = n7(s).
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Fazendo r'(s) = n7(s) segue que

k1(s) =k(s) senh(r(s)),
ka(s) =as(s) senh(r(s)) — ba(s) cosh(r(s)),
M (s,0) =n(az(s) senh(r(s)) — ba(s) cosh(r(s)) — k(s) senh(r(s)))
=1(ka(s) — ki1(s)).

Os pontos umbilicos em ¢ sdo dados pelas solugoes da equagao Mi(s,0) = ka(s) —
kl (S) = 0. ]

Ciclos principais hiperbélicos

Proposigao 2.26. Considere a superficie orientada parametrizada ., de classe C",
7 > 4, definida pelas equagdes (2.15) e (2.16) tal que Uy, Nc = 0. Entdo c € ciclo

principal hiperbolico se, e somente se,

In(7, (0)) :/0 _kz(sl;jllislll(s)ds
_ /l n7(s)k(s) cosh(r(s)) + k'(s) senh(r(s))ds
ba(s) cosh(r(s)) + k(s) senh(r(s)) — az(s) senh(r(s))

20,

Demonstragao. A transformagao de Poincaré 7 : {s = 0} — {s = [} definida por
m(vo) = v(l,v), com v(0,vy) = vy satisfaz a equagdo variacional (veja Observagao
2.13)

M;(s,0)vsy, + N1y(s,0)vg = 0. (2.18)

Das equagdes (2.17) e utilizando que 77(s) = n7(s), temos que

_ Niw(5,0) _ cosh(r(s))(r(s)naz(s) — by(s)) — senh(r(s))(7(s)nba(s) — as(s))
M (s,0) senh(r(s))(k(s) — az(s)) + ba(s) cosh(r(s))
k5 (s)

T ha(s) = ku(s)

Assim,

' Nu(s,0) U gs) L)
) Mi(5.0) ™ ‘/o Fa(s) — ha(s) " ‘/o Fa(3) — ha(9) "

onde a ultima igualdade é pelo Corolario 2.15. Portanto, integrando (2.18)

10 = 2 o = oxp{ - [ O )
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]

Proposicao 2.27. Seja ¢ uma curva suave fechada tipo espaco e de comprimento |
em R*! tal que k(s) € nao constante ou 7(s) € ndo identicamente zero, e a tor¢do
total € zero. Entao existe um germe de superficie orientada de classe C", r > 4,

contendo ¢ como ciclo principal hiperbolico.

Demonstragao. Considere a superficie definida pelas equagoes (2.15) e (2.16).

Fazendo as(s) = k(s) e by(s) = 1 segue que M(s,0) = —ncosh(r(s)) # 0
e assim U,, Nc¢ = (). Sendo 7 ndo identicamente zero ou k(s) ndo constante,
senh(r(s)) = senh(ro— [, 7(s)ds) e portanto k(s) senh(r(s)) ¢ nao constante. Pela

Proposicao 2.26, ¢ é hiperbolica se, e somente se,

Llk(s) senh(r(s))]
In(7'(0)) = /0 [k c?osh(}“l((s)() )] ds # 0.

Se In(7(0)) # 0, entdo ¢ é um ciclo principal hiperbédlico e finaliza a prova. Se

In(7(0)) = 0, considere a deformacao de o dada por

ac(s,v) = c(s)
n <COS(T(S))U N as(s) + €Aq(s) En as(s) 5

2 é 24)
)

+ < sen(r(s))v + MUQ n bgéS) 4 b42(j) o

Entao ¢ é uma linha principal de «.. Fazendo A;(s) = k'(s) e Bi(s) = —n7(s)k(s),

as curvaturas principais sao

o
—
—~
vCIJ
=
@)
~—
| |

k(s) senh(r(s)) = k1(s),
k2(s,0,€) = k(s) senh(r(s)) — cosh(r(s))
+ €[k'(s) senh(r(s)) + n7(s)k(s) cosh(r(s))]
= ka(s) + ek (s).

Pelo Teorema 2.26 segue que

14 /
A
/ (s,0,¢€) s
o ka(s,0,€) — ki(s,0,¢€)

(2.19)
/f ki (s,0) s
o ka(s,0) + €ki(s,0) — ki(s,0)
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Derivando a equagao (2.19) em relacdo de € e avaliando em € = 0 temos que

L L )
O [ et s 20

2.3 Teorema de Estabilidade Estrutural

Definicao 2.28. Diremos que uma imersao satisfaz a propriedade TR, se o trdpico

¢ uma curva reqular y com apenas pontos isolados tipo luz.
Definicao 2.29. Diremos que uma imersao satisfaz a propriedade DR, se o
discriminante é uma curva vy a qual é:

i. reqular, exceto mos pontos onde 6 = 0 tem uma singularidade de Morse tipo

sela (umbilicos tipo tempo), e
it. 7' € luz somente em pontos isolados.
Considere o subconjunto S” = S"(M) C I"* que para o € S” satisfaz:
a) As propriedades TR e DR.
b) As singularidades sdo todas hiperbolicas ou cuspides.
c¢) Os ciclos principais sdo todos hiperbélicos.

d) Néao ha separatriz de a que seja separatriz de duas singularidades diferentes

ou duas vezes da mesma singularidade.

e) O conjunto limite de toda linha principal é unido de singularidades e ciclos

principais.
Observagao 2.30. Chamamos de separatrizes as linhas principais que sao pro-
jecoes:
i. das separatrizes de selas do campo de linhas de Lie-Cartan (Veja Figuras 2.1,

2.4,2.7(a) e 2.8(a)), e

ii. das variedades estaveis fortes dos nés na parte regular do criminante (com
orientagao de atrator) do campo de linhas de Lie-Cartan. Essas separatrizes

aparecem nos nos da parte regular do LPL (veja Figuras 2.7(b) e 2.8(b)).
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Definicao 2.31. Uma imersao o € I™° é chamada C*-estruturalmente estdvel na
topologia C* se existe wuma vizinhanca U de o em I™° tal que para toda imersao
B € U existe um homeomorfismo h = hg : M — M tal que h(S,) = Sz e levando

conjuntamente as folheagoes Fi o € Fa o nas folheagoes Fi g e Fo g, respectivamente.

Teorema A. Seja r > 4 e M uma superficie suave, orientada e compacta. Entao o

conjunto S"(M) é aberto em Z™? e todo a € S™(M) é C3-estruturalmente estavel.

2.4 Demonstracao do Teorema A

A abertura do conjunto S” em Z™? segue da estabilidade local nas singular-
idades e a continuidade sobre partes compactas das separatrizes de singularidades
por uma C3-perturbagao (Teorema 2.9), a estabilidade local nos ciclos hiperbolicos
(Teorema 2.24) e a abertura das propriedades DR ¢ TR (Proposigoes 1.13 e 1.36).
As propriedades d) e e) do conjunto S” sao essenciais para reduzir a anéalise da

abertura ao estudo local das singularidades, separatrizes e ciclos principais.

Para provar a estabilidade estrutural, vamos utilizar as ideias do método
exposto por Peixoto em [45] e por Gutiérrez e Sotomayor em [29] e [27] para a
construgao da equivaléncia topolégica. As folheagoes Fi, e Fa, sao chamadas de

primeira e sequnda folheagoes das linhas principais, respectivamente.

2.4.1 Regioes candnicas

Uma primeira (respec. segunda) regido canoénica de a, com o € S”, é a
componente conexa do complemento dos pontos umbilicos, dos ciclos principais
(exceto os c.p.s.p. ') da primeira (respec. segunda) folheagao, das separatrizes da
primeira (respec. segunda) folheagdo, das linhas principais da primeira (respec.

segunda) folheacao que formam c.p.s.p. e do LPL.

As primeiras (respec. segundas) regides candnicas podem ser paralelas
ou cilindricas. No primeiro caso o campo L;, (respec. Lo,) ¢ topologicamente
equivalente ao campo vetorial % em R2, no segundo caso eles sao topologicamente

equivalentes ao campo vetorial Zu + 2v em R? \ {0}.

LCiclos principais suaves por partes (veja a Segdo 2.2)
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Se o bordo de uma regiao candnica contém separatrizes ou parte do LPL
entdo é uma regiao paralela (veja Figura 2.15). Se o bordo da regidao canénica
consiste somente de ciclos principais (exceto os c¢.p.s.p.), entao a regiao é cilindrica

(veja Figura 2.16).

Figura 2.15: Regides paralelas.

Figura 2.16: Regides cilindricas.

Da conectividade das regidoes canodnicas temos que o conjunto limite de
cada linha principal em uma regiao paralela é sempre um ponto umbilico Fy, T5, T},
Ts (pelo setor parabolico deles) ou um ciclo principal. Entretanto, em uma regiao
cilindrica o conjunto limite é sempre ciclos principais. Em cada regiao canoénica os

campos L o € Lo, sao orientaveis.

As regioes cilindricas podem ser de dois tipos:

a) todas as linhas da outra folheagdo atravessam a regido (veja Figura 2.16(a)),

ou
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b) a regido contém pelo menos um ciclo principal da outra folheacao (veja Figura
2.16(b)).

Chamamos de primeira (respec. sequnda) regido cilindrica transversal irre-
dutivel a uma primeira (respec. segunda) regiao cilindrica do caso a). Uma primeira
(respec. segunda) regido cilindrica do caso b), ¢ decomposta em uma unido finita de
segundas (primeiras) regioes cilindricas transversais irredutiveis e duas primeiras
regioes semi-transversais irredutiveis. O bordo de uma primeira (respec. segunda)
regiao semi-transversal irredutivel ¢ a uniao de um ciclo principal da folheagao £ ,,
para o qual as linhas principais estao tendendo, e de um ciclo principal da folheagao

Ls o, no qual a folheagao L, ¢ transversal.

Dada uma imersao o € Z", podemos encontrar um vizinhanca U, de a em
Z"3 tal que U, C S", r > 3, e que ao longo de um arco continuo ay, t € [0,1], em
U, unindo o = o e B = ay, hd uma dependéncia continua, de maneira tnica, das
singularidades, das separatrizes e dos ciclos principais de ambas folheacoes Fi, €
Fa,a, € portanto, uma dependéncia continua das regioes canonicas de oy em oy de
maneira Unica, definindo uma correspondéncia um a um entre as regioes de « e 3.

A correspondéncia preserva o tipo de regiao.

A dependéncia continua, de maneira tunica, das regioes canoénicas define
uma equivaléncia topologica parcial h; entre as singularidades de a e a4, e entre o
conjunto de pontos que estao simultaneamente em separatrizes das duas folheagoes

ou em ciclos principais de @ com similar conjunto de a4, para t € [0, 1].

Procedemos agora, a estender a equivaléncia parcial h; em uma equivaléncia
entre P, e P,, em todo M. Vamos fazer isso em todas as possiveis intersecoes de

regioes canonicas.

2.4.2 Construgao de equivaléncias

1. Definigdo de h; na intersecdo de primeiras e segundas regides paralelas (veja
Figura 2.17). Em cada primeira regidao paralela A de a tomamos uma segao
transversal S, a qual pode ser escolhida como parte de uma separatriz, como
parte do LPL ou como parte de uma linha principal de um c.p.s.p da folheagao
Foa. Os extremos a e b de S tém uma natural continuagdo hi(a) e hy(b), os
quais definem os extremos da natural continuacao S; de S. A secao S; esta
contida em uma separatriz, no LPL ou em um c.p.s.p. de a; a qual é a con-

tinuacao da separatriz, LPL ou linha principal de a que contém S. Definimos



2.4 Demonstragao do Teorema A 89

hy : S — S; como qualquer homeomorfismo que estende a correspondéncia dada
pelos extremos{a, b} e {h:(a), hs(b)}.

De maneira similar definimos h; : T — T; no segmento T que estd contido
em uma separatriz, no LPL ou em um c.p.s.p. da folheacao F; , a qual é segao

transversal de uma segunda regiao paralela B de «.

Figura 2.17: Definicio de hy na intersecao de duas regides
paralelas.

Denotemos por p; (respec. ps) a intersecao da linha principal da folheac¢do Fi ,
(respec. Fa,) que passa por um ponto p com a segao transversal S (respec. T').
Em cada componente conexa C' de AN B, vamos definir h; : C' — C}, onde C;
¢ a continuacao de C. Note que h; estd bem definida nas arestas e nos vértices
de C'. Os vértices sao pontos umbilicos, intersecao de separatrizes ou pontos do
LPL (interse¢ao de um c.p.s.p com o LPL). Para p € C' definimos h;(p) como o
tnico ponto em C; o qual é intersecao da linha principal da folheacao Fi,, que

passa por h(p;) e a linha principal da folheac¢ao F3,, que passa por h(ps).

Se a imersao a nao contém ciclos principais, exceto possivelmente c.p.s.p., este

procedimento gera um equivaléncia topologica h; entre a e .

2. Defini¢ao de h; sobre ciclos principais da folheacao Fi, (respec. Fa,) € sobre
primeiras (respec. segundas) regioes cilindricas do tipo a) as quais estao contidas
em uma unido de segundas (respec. primeiras) regides paralelas (veja Figura
2.18(a)). Note que, pelo procedimento do item 1, h; estd bem definida nos ciclos

principais. Chamemos R a regiao cilindrica. A aplicagao h; estd definida no
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bordo de Ry. Assim, h; define uma correspondéncia um a um entre arcos da

folheacao F>, em Ry e arcos da folheagao F» o, em R, onde R; ¢ a continuagao

de Ro.

Sejam [y um arco da folheagao F,, e [, sua continuagao. Chamemos de p e ¢
os pontos de intersecao de [y com o bordo de Ry. Definimos a transformagao de
Poincaré em [; da folheagao Fi q,, m : [, — l;. A transformacao 7, somente tem
dois pontos fixos h(p) e hi(q), um atrator e outro repulsor, para cada t € [0, 1].
Assim, m; e my sao topologicamente conjugados. Chamemos de ¢; : lj — [; a

conjugacao topologica, entao my = gt_1 O T O G-

Definimos hy|;, = ¢; e estendemos h; para Ry — {lo} tal que, para a € ly, o arco
principal a,/m)(\a) seja levado no arco ht(a),/ﬂt(\ht(a)) em R; — {l;} de tal maneira
que para x € am)ﬂio, com o um arco principal da folheagao F3 4, , sua imagem
seja hi(z) na intersegao do arco principal ht(a),/w\t(ht(a)) com o arco principal [,
onde [; é a continuacao de ly. Pela construcdo, h, é uma equivaléncia topologica

em Ry.

(a) (b)

Figura 2.18: Defini¢cdo de hy em regides cilindricas.

Ry

3. Defini¢ao de h; em uma primeira (respec. segunda) regiao cilindrica do tipo a)
a qual esta contida em uma segunda (respec. primeira) regiao cilindrica do tipo
b) (veja Figura 2.18(b)). Chamemos Ry a segunda regiao cilindrica do tipo b).
Seja c¢g o ciclo principal da primeira folheacao na regiao Ry e ¢; sua continuagao.
Definimos um homeomorfismo ¢; : ¢co — ¢ o qual é uma correspondéncia um

a um entre linhas principais da segunda folheagao em Ry e R;, onde R; é a
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continuagao de Ry. Agora definimos h; na primeira regido cilindrica do tipo a)
contida em Ry. Como no item 2, escolha uma segunda linha principal [y e sua
continuacao l;. Sejam mg : lp — lg e m; : l; — [; as transformacoes de Poincaré
associadas a [y e [;, respectivamente. Elas sao topologicamente conjugadas. Neste
ponto, a maneira de construir a equivaléncia topologica é exatamente igual ao

item 2.

4. Definicdo de h; em uma primeira (respec. segunda) regido irredutivel semi-
transversal a qual estd contida em uma segunda (respec. primeira) regiao cilin-
drica do tipo b) (veja Figura 2.19(a)). O ciclo principal ¢ mais interno da segunda
folheacao esté contido em uma uniao de regioes paralelas ou em uma regiao cilin-
drica do tipo b). Dos itens 2 e 3, h; esta definida em c. Sejam p; e py as intersegdes
das linhas principais [y e Lo, respectivamente, que passam por p com os ciclos
principais do bordo de Ry. Sejam pyy, pos, l; € Ly as continuacoes de pq, po, [y €

Ly. Definimos hy(p) = p;, onde p; esta na interse¢ao das linhas principais l; e L;.

D2

(a)

Figura 2.19: Definicao de hy em uma regidgo semi-transversal
wrredutivel e em uma regiao cilindrica que inter-
secta um ciclo principal.

5. Defini¢gdo de h; em uma primeira (respec. segunda) regiao cilindrica a qual in-
tersecta um ciclo principal da segunda (respec. primeira) folheacdo (veja Figura
2.19(b)). Note que a regiao cilindrica tem que ser do tipo a), sendo que uma
regido cilindrica do tipo b) sempre contém um ciclo principal da outra folheagao.
Seja Ry a regiao a qual se intersecta com o ciclo principal ¢; a componente
conexa Aj. Definimos h; em A; como no item 2, isto é, se R; é a continuagao
de Ry e A4 é a continuacao de A\, entao h; é igual a conjugacao topologica da

transformacao de Poincaré em A\, e Ay, induzida pelas folheacoes Fi, € Fiq,,
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respectivamente.

Observe que uma primeira regiao cilindrica do tipo a) somente pode ser intersec-
tada por segundas regides paralelas ou por segundas regioes cilindricas do tipo

a). Para definir h; na interse¢ao de Ry com regioes paralelas utilizamos o item 2.

Procedemos a definir h; na intersecao de Ry com uma segunda regiao cilindrica
So do tipo a) limitada por ¢; e ca. Seja Ay a segdo transversal a segunda
folheacao em Sy. Definimos h; em Ay da mesma maneira que para A;. Para
p € (Ro\A1) N (So\A2), sejam p; e po as interse¢oes das linhas principais que
passam por p da primeira e segunda folheacao com \; e Ay, respectivamente.
Chamando py; e py as continuagoes de p; e py, definimos h;(p) como a intersec¢ao
das linhas principais que passam por pi; e po; das folheacoes Fio, € Fia,

respectivamente. Assim, h; é uma equivaléncia topologica em R.

Como todas as possibilidades de interse¢oes de regides candnicas foram consi-
deradas, temos uma equivaléncia topologica entre a e oy, para t € [0, 1]. Com isto

finalizamos a demostracao do Teorema A.



CAPITULO 3
GENERICIDADE DA CONFIGURACAO
PRINCIPAL DE IMERSOES ESTRITAMENTE
CONVEXAS

Neste capitulo provamos que o conjunto de imersoes estruturalmente es-
taveis e estritamente convexas de uma superficie de género zero é genérico no con-
junto de imersoes estritamente convexas com a C%-topologia. Isto se consegue depois
de eliminar as recorréncias nao triviais. Seguimos as ideias de 28] para demonstrar

o Teorema B, fazendo as mudancas adequadas para imersoes em R

3.1 Teorema de Genericidade

Uma imersdo a € Z" ¢ chamada de estritamente conveza se a(M) tem
curvatura Gaussiana K, (métrica euclidiana) positiva. Consideremos o subconjunto
Ir = Ir(M) C Z"(M) das imersoes estritamente convexas. Temos que Z7 = ()
quando M é de género diferente de zero, entao quando falamos de Z! implicita-
mente estamos supondo que M ¢é de género zero. Note que a € 7 é mais que uma
imersao, ¢ um mergulho. Observe também que Z] é um conjunto aberto em Z™%,

s <r.

No lema a seguir, vemos que para a € Z] temos somente singularidades
na parte Riemanniana (umbilicos tipo espago). Na parte Lorentziana, as folheagoes
sao localmente topologicamente equivalentes ao fluxo tubular. Além disso, em [50]
provam que a conjetura de Carathéodory vale neste caso. Outras referéncias em
relagao deste assunto sao [5] e [52|. Portanto, sempre vamos ter pelo menos dois

pontos umbilicos tipo espaco.

Lema 3.1. As linhas principais para o € I] estao globalmente definidas. Além

disso, o tropico € formado por duas curvas fechadas requlares tipo espago e o
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conjunto discriminante LPL € vazio (somente vamos ter singularidades na parte

Riemanniana).

Demonstracao. Pela Proposicao 1.26, 6 > 0 na parte Riemanniana e no trépico. Na

parte Lorentziana de «, a curvatura Gaussiana com a métrica euclidiana

eege_fQ
K =———"->0,
E.G, — F?

e sendo E.G, — F? > 0 temos que e.g. — f> > 0. Da Observacao 1.21 temos que

N

_det([,)

= m(eege — f¢) > 0.

eg — f*

1
2

Como EG — F? < 0, entao as curvaturas principais, as quais sao raizes da

equagao
det(I1 — M) = (EG — F?)\*> — (Eg+ Ge —2F f)A +eg — f* =0,

sao sempre reais e distintas. Assim, as dire¢oes principais existem e § > 0 na parte

Lorentziana. Portanto, as linhas principais estao globalmente definidas.

Da Proposigao 1.9 e), temos que a, X «, € luz se, e somente se, a, X, a,
(equivalentemente N) é luz. Como « é compacta e estritamente convexa, entao
N, ¢ un difeomorfismo. Sendo que o trépico de S? é formado por as duas curvas
{ (x, Y, j:‘g) € 52}, temos que N, e portanto a,, X ay,, é luz em duas curvas fechadas
de «. Assim, o tropico de a é composto por duas curvas fechadas as quais, pela
Observacao 1.30, sao tipo espaco. Utilizando o Lema 1.29, 6 > 0 sobre o trépico.

Portanto, o discriminante LPL é vazio. O

Definimos o conjunto S, = SL(M) = S"(M) N ZI>*(M) das imersoes
estritamente convexas e estruturalmente estaveis. O teorema que enunciamos a

seguir é o objetivo final deste capitulo.

Teorema B. Sejam r > 4 e M uma superficie suave, orientada e compacta de

geénero 0. Entao, o conjunto S%(M) é denso em Z7?(M).

A demonstracao deste teorema ¢ dada na Secao 3.8, depois de varios

resultados que serao apresentados nas secoes seguintes.
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3.2 Fo6rmula Variacional

Na Proposicao 3.2 vamos encontrar uma expressao para a variagao infinite-
simal de uma curva principal passando por um ponto, por meio da deformacao da

superficie.

Dada a € ZI", uma carta local (u,v) : (U, D,q) — (V,I x I py),
U C a(M) aberto, denota que (u,v)(qo) = po € (u,v)(D) =1 x I, onde go € D C U
ep €IxICV, comI=][-1,1].

Proposicao 3.2. Sejam a € I" e U C (M) um aberto fora das auto-intersegées de
a(M) tal que nao intersecta o tropico. Considere a carta principal (u,v) : (U, D) —
(V,I x1). Assuma-se que as linhas principais {v = ¢} sao da folheag¢io Fi . Seja
© uma fungao suave sobre U com suporte em D e suponha que, para r pequeno,
U.= (I +rpN)(U) é uma superficie (N € o vetor normal de U e (N, N) = 7).

Entao a linha principal de U, sobre D, = (I +1roN)(D) que passa pelo ponto q com
u(q) = =1 e =1 < v(q) = vy < 1, intersecta o segmento de abscissa {u} no ponto

¢ = q-(u,q), cuja v-coordenada, v = v(q,.) = v(u,q;r), tem derivada com relagio a

r dada por
dv [ k1 (" ok
— : =— — | d —
o (e ”/1*" <(k:2 - 1)2G>u “”/1 (ks — k1)2G "
+ _ Spklv u = 9011 w
n(kg — kl)zG -1 n(kg — kl)G —17

onde as fungoes sao avaliadas em (u,vo;0). Em particular,

1 1
_ klv _/ Qovklu
= — ——| du+ ————du.
r=0 77/_1 1 |:(]€2 — k1)2G]u " 1 (]{72 — k1)2G

Demonstracao. A parametrizagao, X, da carta (u,v) sobre U, é dada por

dv

dr( L q;T)

X (u,v;7) = X°(u,v) + rop(u, v)N(u,v),

onde X° e N sao a parametrizacao e vetor normal, respectivamente, de U = Uj.
A v-coordenada, v = v(u, ¢;r), da linha principal passando pelo ponto ¢, satisfaz o

problema de valor inicial

dv\ 2 dv
Lyi(u,v;r) (£> + Ml(u,v;r)@ + Ni(u,v;1) = 0; v(=1,v9;7) = vg, (3.1)

onde Ly, = Fg—Gf, My = Fg— Ge e Ny = Ef — Fe sao calculados com a
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parametrizacao X.

Como (u,v) é carta principal para U = Uy, temos que:

Z_Z<U7U;O) :07 F(U,U;O):f(u’y;()):(),
3.2)
0\ e(u,v;()) oy g(u,v;o) (
ki (u, v;0) = Bao0) © ko (u,v;0) = o i)

Derivando com relagao a r a equagao (3.1), avaliando em (u, v(g,); ) e fazendo r = 0,

temos:

(Llr (Uu)2 + 2leuvur + ervu + Mlvur + Nlr) ( ) = 07 v?“(_la Vo; 0) = O
u,v0;0
Utilizando as equagdes (3.2) e fazendo v, (u) = v,.(u, ¢;0),
Ef’r‘ - Fre
ur(W) = — =77~ (4, 0; 0); »(—1,v0;0) = 0.
(1) = ~ s w0 (L0

Para verificar a expressao dada na proposigao para v,(u), precisamos encontrar F,

e fr.

Calculamos as seguintes expressdes que usaremos depois (lembre-se que
(u,v) é carta principal em U). Da igualdade N,, = N,, e sendo N, = —k; X? e
N, = =k X0, entao

ky ks
X0 = X0 2 X0 3.3

Agora,

Xy
Xy
Xuv

(1 - Tk:l(p)Xg + T‘PuNa
(1 —rksp) X)) + 1@y N,

(1-— rkzlgo)XSv — (ko + k:lgov)XS + rpuN — rgoung,S,
1 —7rkip)ki,
— —( rkio)ky — r(kip + k1oy) XS
ko — Kk

1—rkip)k
i (L= rkip)ksy
ky — Ky

(3.4)

- Tk290u)> XS + TSOuUN'

Vemos que F = (X, X,) = 7%p,p, e portanto F,(u,vg;0) = 0. Falta agora calcular
fr(u,v9;0). Derivando com relagao a r a equagao | X, A X,|f = (Xy A Xy, Xww) €

avaliando em r = 0, temos
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V _ﬁEGfr|'r:0 - <Xur A Xvu Xuv>|r:0 + <Xu A XU'I'7 Xuv>|r:0 + <Xu A X’w qu>|r:07
onde utilizamos que | X, A X,| = /N(F? — EG).

Calculamos,

Xur‘r:O = - leOXS + QOUN7
X’ufr|r:0 = - kQSOXqE) + SOUN7

—k1pk1, ki1wkay,
Xuvr|7":0 = & - (k1v§0 + kl@v) Xg + B - kQ(pu) X’L()) (35)
ko — kq ko — kq
+ YusN,
Xuv‘r:O :ng

Utilizando as equagbes (3.5) e as propriedades do produto vetorial triplo da

Proposicao 1.9, temos

—Noukivy/—nE
<Xur/\Xv7Xuv>: n@kl kn G7
27— Ml

no. k —nE
(X0 A X, Xy =2 3 (3.6)
2 — vl

<Xu A Xm Xuvr> :77901“1 V _ﬁEG

Assim,

fr= _n(gpuklv — Qukioy — (puv(kz _ kl)) (3'7)
k’g - kl

e portanto
- ﬁ(%puklv - vakZu - @uv(k‘? - kl))
Uur(u) - G(k’Q . k1)2

Integrando entre —1 e u, obtemos que

n/u @uklv - SokaU - Spuv(k2 - kl)
1 G(ks — k1)?

(u, v9; 0). (3.8)

du.

v (u) =

Integrando por partes

/u Spuklv du _ 90]{711) u i /u © < klv ) du
-1 G(k?g - k?l)2 G(k)g - k’l)Q —1 -1 G(k)g — k1>2 ”

“ Puv (Vo) u v 1
B e )
/1 Glhs— k)"~ Glha—kn)l=1 ) 7\ Gl =) ),
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Substituindo, temos

w0 = [ o (e ), - am 2w

u (3.9)
7 / SN VI B WP 2 VA I T
" -1 v G(kg - k1>2 u G(k’g - k1)2 -1 G(kg — ]{Zl) 71'
Temos que (X, X,) = G, e utilizando a equagio (3.3), obtemos
G, 2k,
— = — . 3.10
G ko — Ky (3.10)

Assim, a expressao entre colchetes na integral (3.9) se reduz a

( 1 ) . kQu o klu
Glhs—k1) ), Glhs—Fk1)2  Glhs — k)2

Portanto,

_ “ ‘;kalu
) =p [ =g

_/u klv du_'_, Spklv w = Pu w
TP\ Gy —k2 ), TGy — k)2t~ TGy — ) 1

Como ¢ tem suporte em D, p(%1,v9) = ¢,(£1,v9) = 0 e com isso temos o resultado

para v,(1). O

3.3 O Lema do Levantamento

O lema a seguir é fundamental para eliminar recorréncias nao triviais. Para
a demonstracao, provamos primeiro o Lema 3.5 que tem a restricao de ser valido

somente na topologia C? (veja Observagao 3.6).

Lema 3.3. (Lema do Levantamento) Seja o € ZI" e 4 wma linha principal
da folheagao Fi .. Suponha que 7y € orientada iniciando em q e contém em seu
conjunto w-limite uma recorréncia néao trivial . Suponha também, que dki(p) # 0
para algum p € v na parte Riemanniana ou Lorentziana de o(M). Dado qualquer
€ >0 e uma carta principal (u,v) : (W, D,p) — (V,I1 x 1,0) de a(M) com W sem
intersectar o tropico e fora das auto-intersecoes a(M), existe uma carta principal
(s,t) : D' — I x I de a(M) e uma fungao ¢ : (M) — [0,1], tal que:

i. o suporte de p estd contido em DND' e ||poX||ay, a C*-norma da expressaio
coordenada de ¢ sobre V', é menor que €. Além disso, para todo u € [0,1],

a, (M) = (I + ppN)(a(M)) € uma imersao com ||a — ayl|2 < €.
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ii. Temos arcos [b,a] C [q,a] C 7 tais que a,b estao em {s = —1}, e [a,b]N D’ =
(g,a) N D' C [a,d'|U[b, V], onde a' el sao os pontos sobre {s = 1}, definidos
por t(a') = t(a) e t(b') = t(b). Além disso, o arco da folheagdo F o, sobre
D), = (I + ppN)(D'), que passa pelo ponto a (respectivamente b) intersecta o
segmento {s = 1} no ponto g, de tal maneira que para alguns valores de i, g,

coincide com a’ e V.

3.3.1 Lemas auxiliares

Lema 3.4. (Veja [28]) Seja {p;} wma sequéncia de pontos em I, a qual tem 0 como
ponto de acumulagao. Seja ¢ € (0,1). Se ¢g > 0 € suficientemente pequeno, entao

existem dois pontos p; € pr, k > 1, da sequéncia tais que

a) |pil < €o, |pk| < €o, d= lpi — pi| < €0, €

b) para s; = min{p;,pr} — &d e sy = max{p;,pr} + &d se tem que (si,s3) N
{p17"'7pi7"'pk} = {plvpk}

Demonstragao. Dado ¢ € (0, }1), seja v = r(€) um namero positivo tal que
{p1,p2,...,pr} intersecta o intervalo (—e%, e%) exatamente em dois pontos, um
dos quais ¢ p,. Seja s uma permutagao de {1,2,...,7} tal que py) < psz) < ... <

Ds(r) € suponha que, para n <7,

l-c 1-c
[ s(n)vps(n+1)] - (_E 9 , € 9 ) . (311)

Assim, temos que py(n) € Psn+1) Satisfazem as conclusoes do lema ou temos duas

possibilidades:
L.n>2e Ps(n) — Ps(n—1) < C(ps(n—H) - ps(n))a ou

i n4+2 <7 e pymta) = Psnr1) < C(Pstnr1) — Ps(n))-

Suponha que se cumpre ii. Como acima, temos que psn+1) € Psn+2) Satisfazem a
conclusao do lema ou n + 2 < 7 € Pyny3) — Pstnr2) < C(Dsnt2) — Psnt1))- S€ a

condicao do lema nao é satisfeita, continuando da mesma maneira temos que:

Ps(i) = Psi-1) < " (Dstn1) = Psin)) (3.12)

com j = n-+2,n+3,...,r. A Gnica maneira que p,,) € ps—1) hao satisfazem a

conclusao do lema ¢ que py(,) seja proximo de 1 e que

I- Ps(r) < C(ps(r) - ps(r—l))'
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Em particular, da equagao (3.11) e (3.12), temos que
Ds(r) > 1—e (313)

Entretanto, da equagao (3.12) temos que

Ps(r) — Ps(n) < Z (ps( — Ps(j— 1 ch Ps(n+1) = DPs(n )) <€
j=n+1 1=0

Disto e da equagao (3.11) temos que pyy < 2¢, que é uma contradicao com (3.13).
O]

Lema 3.5. Sejam o € ", N o normal de a(M) com (N,N) =1 eW C a(M) um
aberto que nao intersecta o tropico e que esteja fora das auto-intersegoes de a(M).
Considere a carta principal (u,v) : (W, D) — (V,I x I) e sua parametriza¢io X.
Suponha que as linhas principais {v = c} sao da folheagio Fy, e que dky # 0 em
D.

Entao, dado € > 0, existem os nimeros c¢,d € (0 tais que para todo r € (0,d] e

. 73)
z €D comu(x) =—1e{—35 <v(z) <3}, hd uma fun¢io suave ¢ : (M) — [0, 1]

tal que

a) o suporte estd contido em D, = v~ (v(z) + 1) e || o X||2.v, a C*-norma de

@ em V', € menor que €.

b) para todo p € I, a,(M) = (I + peN)(a(M)) € uma imersao e o arco
principal da folheagio Fio, em D, = (I + ppN)(D), o qual passa por
intersecta ao segmento {u = 1} no ponto q,(x), de tal maneira que a aplica¢cdo

p — v(gu(x)) € estritamente crescente e sua imagem contém o intervalo
[v(z) —re,v(x) +rc] (Veja Figura 3.1).

Demonstragao. Sejam e > 0 e m : R — [0, 1] uma fungao suave tal que m (%I) =1
e com suporte em gI. Como dk; # 0 sobre D, podemos escolher os niimeros ¢ > 0 e

b tais que para todo vy € I, se cumpre que

3[bllImll3 < e,

‘/ b < ks —kkl) G) (s, 0)du| < i’ (3.14)
7 / () ((k_’“m) (u, o) > 2,

onde G = (X, X,).
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(1,1)

1
2
_________ (g (2)
___________ v(x) +re
(@) fazzmm
v(z) —re

(_17 _1)

Figura 3.1: A aplicagio pn — v(qu(x)) € estritamente cres-
cente e sua imagem contém o intervalo [v(x) —
re,v(zx) + 7.

Seja 1) uma funcao real suave sobre W x I, definida por

Y(u,v;v9) = b(v — vo)m(u),

1
' 12
(I + r¢YN)(D) ¢ uma superficie. Seja v(u;vo,7), (u,v0) € I x 31, a v-coordenada

e suponha que d € (0,75) ¢é pequeno tal que para (vo,r) € I x dI, D,,, =

do arco principal de D,,, através do ponto z, com u(z) = —1 e v(x) = vy. Como

W (u, vo;v9,7) = 0, segue da Proposigao 3.2 que

v (w500, 0) = 7 /_ 1 bm(u) (%_’“#VG) (1, vo)du

e utilizando as desigualdades (3.14), temos
vp(1500,0) > 2¢ e |, (u;v9,0)| < 1.

Como I é compacto e v,.(1;vg,7) depende continuamente de (vg, ), tomando d > 0

suficientemente pequeno, temos que para todo (u,vg,r) € I X %I x dI,
1
vr(L;09,7) > ¢ e v (u;09,7)| < 3 (3.15)

integrando a primeira desigualdade no intervalo definido por 0 e r, e utilizando o
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Teorema do Valor Médio na segunda, obtemos

v(1;v0,7) > v9 +1C, se r >0, (3.16)
v(L;v9,7) <wvg+re, ser <0, e (3.17)
[v(u; v, 1) — vo| < @ (3.18)

Para vy € %I, r € dI — {0} e tomando d = d(¢) pequeno tal que rb < 1,
definimos ¢ : a(M) — [0, 1] com suporte em W tal que na carta (u,v),

UV —

o(u, v; 00, 7) = rib(u, v; vo)m ( = ) = rb(v — vo)m(w)m (“ — ”0> .

7]

Provemos a). Observe que parav ¢ v(x)+rl = [vg—r,v9+71]|, m (UI;TO> = 0.

Assim, o suporte de ¢ esta contido em D, C W. Seja § = sinal(r), entao

pu =i (arlo =y (7).

e (52 St ()]

O = b (u)r(v — vo)Mm (%) ,

ur = b0 [ () 4 800 = ey ()]

7] 7]

et it (22 (252 e (2]

Observe-se que, se [v—wvg| > |r|, entdo todas as derivadas sdo nulas, e se [v—vy| < |7

a primeira desigualdade de (3.14) implica que todas as derivadas sdo menores que

e. Portanto, ||p o X||ay < e.

Provemos b). Sem perda de generalidade, € pode ser suficientemente pe-

queno tal que para pp € I, o, (M) = (I+ppN)(a(M)) seja uma superficie. Observe-se

V—1g

que m< w0 ) = 1 para v € v(x) + %rI. Sendo pp(u,v;vg,r) = pr(u,v;vy) =

ru(u, v;vg) e vy, € dI, da desigualdade (3.18), temos que as linhas de curvatura de
(I +7r,N)(D') e (I + ppN)(D') coincidem, onde D' = v~ (v(x) + 2r1).

Portanto, de (3.15) obtemos que i — v(g,(x)) é estritamente crescente e,
de (3.16) e (3.17) que sua imagem contém [v(x) — re, v(s) + r|. O

Observacao 3.6. Utilizando o argumento do Lema 3.5, nao é possivel obter uma

aproximacao na C3-norma. A derivada
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o = bn(u) [ 2 (L20) g (LEH0) e (L0 |
ST ” "

onde § = sinal(r). Quando r tende para 0, @, tende para infinito. Assim, nao é

possivel limitar a C3-norma de (.

3.3.2 Demonstracao do lema do levantamento

Demonstragao. Como dk;(p) # 0, podemos assumir, escolhendo adequadamente D,
que dk; # 0 em todo D. Dado € > 0, sejam ¢, d os ntimeros associados a € no Lema
3.5. Tomemos n € N tal que nc < 1 < (n+ 1)c.

Como v é uma recorréncia nao trivial, intersecta o segmento {(—1,v) : v €
(—3.3)} e suponha-se que {v = 0} C 7. Vamos utilizar um arco apropriado de ~
para construir uma carta principal (5,7) : D — I x I com as seguintes propriedades

(veja Figura 3.2):
i) {t =0} C ~ intersecta {u = £1} N {—1 < v < 1} exatamente em 2n pontos
{p1,P1, D2, - - - Pn, 1}, tal ques

a) as $-coordenadas, s; = 3(p;) e s, =

L = §(p)), cumprem que —1 = 51 < s} <

Sg < Shrr < 8, < s =1,
b) {s; <s<sjpc{-1<v<i},
c) {s; <5< si1}ND =10, 0 conjunto {s; < § < s;41} pode intersectar o

tropico de (M), e
d) um dos {§ = s;} e {§ = .} esta contido no {u = 1} e o outro no
{u=—1}.
ii) D pode ser assumido tal que:
a) paratodo z,w € I com {§ = z}U{§ = w} C D eparatodoz,y € {§ =z}
o comprimento do segmento v({§ = z}) < d, e

b) a transformagao de transicdo P = P,, : v({§ = z}) — v({§ = w}),
definida pela folheagao F; o sobre D, cumpre que

1 Plo()
s T PO S s

Os arcos de linhas principais entre as segoes v({§ = z}) e v({5 = w})

podem intersectar o tropico, mas pelo Lema 2.14, P est4 bem definida.
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Figura 3.2: D ¢ construido conforme ~y intersecta D as
primeiras n vezes e tal que (s,t) seja carta prin-

cipal.
Considere a sucessao de pontos da intersegdo de 4 com o arco {u = —1}, ordenados
pela orientagdo de 7. Como {v = 0} C 7 estd contido no conjunto w-limite de

7, tomando ¢ suficientemente pequeno e ¢ >
a,be{s=—-1}N7yezwe {§=—1} (veja Figura 3.3), tais que:

3 no Lema 3.4, podemos escolher

e v(w) <w(a) <wv(b) <wv(z)ouwv(w)>wv(a) > uv(b) >v(z), onde b ¢ a primeira

intersegao de ¥ com {5 = —1},

o [v(w) —v(a)| = 30, |v(a) —v(b)| =20 e |v(b) — v(2)|

3
50, €

e [q,alU(v(z);v(w)) = {a,b}, onde [¢,a] é o arco em 7 entre q e a, e (v(z);v(w))

é o segmento em {§ = —1} entre z e w.
D/

4 7

21 21 Z9 2 V4
q

by b} by b, bl

!/ /
a al ad a, al)
w1 w’l Wa Wp, w,,

S1 8/1 52 Sn

Figura 3.3: D' € a restricio de D o t(w) e (2).



3.3 O Lema do Levantamento 105

Seja (s,t) : D' — I x t([z;w]), a restri¢ao de (3,7) ao conjunto D' = {{(z) <t <
t(w)}. Chamemos wy, a;, by, z; (respectivamente w}, a}, b, 2/) as intersecdes das linhas

principais, passando por w,a,b, z, com {s = s;} (respectivamente {s = s.}).

iii) Provemos que, se |v(a;)—v(b;)| = 26; entdo |v(a;)—v(w;)| > 0; e |v(z;)—v(b;)| >
0;.
Seja Py; : v({s = s1}) — v({s = s;}) a transformacao de transigao definida
pela linhas principais da folheagao F , sobre D'. Pelo Teorema do Valor Médio,

temos =,y € {s = s1} tais que

[0(bi) —v(2)| = [Pri(v(@))|[o(br) —v(z1)] e
[0(bi) = v(ai)| = [P (v(y))][o(br) = v(ai)|

dividindo os termos

_ [PL(@))[[o(b) = v(z)|
| Pr;(v(y))[[v(b1) = v(ar)]

utilizando ii. b), segue que

[0(bi) — v(z)]

[v(bi) — v(a)],

lv(b;) —v(z;)] > (1 - n—) gei > 0,

e de maneira similar o outro caso.

Para z,y € R, denotemos por [z,y]" o segmento com pontos finais x e ¥,
onde = pode ou nao ser menor que y. Para i = 1,2,...n, seja d; = 1 se v(a;) < v(b;),

d; = —1 se v(a;) > v(b;). Por iii) e como nc < 1, temos que
v(a;) + 6;(i — 1)ed; + 0.1 C v([z;; wy])
onde [z; w;| C {s = s;}. Segue de i), que
D; = v (v(a;) + 6i(i — 1)ch; + 6,1)
cumpre que D; N D; = @ para i # j e D; C DN D'. Em cada D; podemos aplicar

independentemente o Lema 3.5, assim temos uma fungao ¢ : a(M) — [0, 1] tal que

iv) o suporte de ¢ esta contido em UD; C D N D’ e C*-norma na carta (u,v) é
menor que e. Além disso, para todo p € [0,1], a,(M) = (I + pupN)(a(M)) &

uma imersao.

Dados dois ntimeros reais x e y, vamos escrever [z, y|" para indicar o intervalo [x, y]

sex <youlyx|sey <.
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v) o arco da linha principal da folheagdo Fi, de «, que passa através de
v(a;) + ;(i — 1)0; € [v(a;), v(b;)] intersecta o segmento [v(a;), v(b})]" no ponto
¢;(p). Utilizando ii) a), a imagem da aplicagao pr — ¢;(p) contém o segmento
[v(a;) + 6;(i — 1)0;,v(a;) + 6;(i + 1)6;]".

Como o suporte de ¢ estda contido em D, por i. ¢), a transformagao de

/
i

); v(w;

transigao P; : [v(z !

)] — [v(zi11); v(wir1)] € a mesma para todos os p.

vi. Provemos que P;(v(a;) + 6;(i + 1)ch;) € [v(aijr1) + 0ir1ict;iq, v(bit1)]-
Para i < n, (i + 1)c < 1, assim v(a}) + 0;(i + 1)cb; € [v(a}),v(b))] e
Pi(v(t;)) = v(bit1), entdo Pi(v(aj) + 6;(i + 1)cb;) < wv(biy1). Pelo Teorema
do Valor Médio, existem z,y € [v(a}),v(b})] tais que

|Pi(v(a;) + 0i(i + 1)eli) — P(o(a;))| = [P/ (v(x))|(i + 1)cbi],

|P(v(b;) = Pi(v(ti))] = [P(v(y))[0:-

Dividindo os termos e utilizando ii. b), temos

IPyola)) + 66 + 1)chi) — vlas)| > (1 _ ) (i 4 ey

n-+3

n+2\ . ,
> (n n 3> (Z + 1)002'_’_1 > ZCQH_l.

Portanto, se 9;11 = 1
v(air1) < v(airr) + 0ipricliy < Py(v(a)) + 6;(i + 1)ch;),
ese i =—1

v(air1) > v(air1) + 0ir1icbir > Py(v(a)) + 6;(i + 1)ch;).

Como ¢; ¢ mondtona e sua imagem contém o intervalo [v(a)), v(a})+20;¢6,],
Pi(v(a))) = v(az) e P(v(a)) + 2d1c6y) € [v(az) + dacly, v(by)]'; segue que a imagem
de Py oq contém [v(ay),v(as) + dachs)’. Similarmente, ggo Proq e Poogao Proq
sdo monotonas e em suas imagens estao contidos os intervalos [v(a}), v(ah)302c6s]" €
[v(az),v(as)+2d3¢03)’, respectivamente. Procedendo neste sentido, como (n+1)c > 1,

concluimos que a imagem de ¢, o P,_1 0¢q,_10...0 P, o ¢ contém o intervalo

[v(ay,), v(0,)]"

Portanto, para a aplicagao ¢, 0 P,—10¢@,—10...00P;0q; : i — @, existem

valores de p tais que g, coincidem com a’ e V', e temos a conclusao do lema. O
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3.4 Genericidade das Imersoes com Pontos Umbili-
cos Tipo Espaco Hiperbolicos

Os pontos umbilicos hiperbolicos tipo espago U, (umbilicos Darbouxianos)
sao os E; i = 1,2,3 da Proposigao 2.1. A condic¢do b(b — a) # 0 nos pontos E; é
chamada de condicao de transversalidade e denotada por T,. A seguir veremos que
o conjunto de imersoes que satisfazem localmente & condicio 7T, é denso em Z™3. O
seguinte resultado ¢ uma adaptacao para contexto de Minskowski do Lema 3.2, pag.
28 de [28].

Lema 3.7. Dada uma imersao o € Z", considere o ponto p € M e U wvizinhancga
de p na parte Riemanniana de o. Na carta (u,v) : (U,p) — (R?,0) considere a

parametrizacao local

a(u,v) = (u,v, f(u,v)),

com f(u,v) = au® + buv + cv? + O((u? + v?)*?). Definimos

1
e (u,v) = a(u,v) + (0,0, euv + pu?) = (u, v, f(u,v) + euv + §,uu2)

com (€, ) € R* e (u,v) € U. Sejam

ag = =V fofoo — Whafoo + 2ufofun + o — 1,
bo = —Ufou fo

Co = 2ufy fuu — 20 fufoo,

do = —2ufufo + fi — 1

e D C U um disco compacto sobre o qual (agdy — boco)(u,v) > 0. Chamaremos de
T =T(D) o conjunto de (€, ) para os quais todos os pontos umbilicos tipo espago,
sobre D, de o, satisfazem a propriedade de transversalidade T,. Entao, existe um
r > 0 pequeno tal que a intersecao de T com o disco de raio v tem medida de

Lebesgue total.

Demonstragao. A equacao de linhas de curvatura principal para a., ¢
Li(u, v €, w)dv? + M, (u, v; €, p)dvdu + Ny(u, v; e, p)du® = 0.
Os pontos umbilicos tipo espago é o conjunto

Ug = {(u,v;e, 1) : Li(u,v;€, 1) = 0, My (u,v;e, ) =0}
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Nos pontos umbilicos onde se cumpre a condicao de transversalidade 7., U; é uma

superficie regular ja que (aL(l’Ml # 0. Vamos provar que para (e, 1) suficientemente

pequeno, Uy é também regular em pontos umbilicos que nao cumprem 7, sobre D.

Temos que

Ly(u,v3€,18) = = fuv = fufoufo = e foufo + fuuf + (—p00° foo = Wfufoo + 20 fun fo
— fofoo + 2= De+ (U fup — uv fyy + 2uf,)e + ule

Mi(u,vie, 1) = = €0* for = 260 fufou = fifou + foo + (€0” = 200 fon + 2euf,
— 2ufufon + £} = D — 0 fuup®.

Assim,

L1€<U,U,O O):_vafvv ufufvv+2ufvfuv+f3_1:a07
Ly, (u,v;0,0) = — ufyy fo = bo,
M (u,v;0,0) =2uf, fuu — 20 fufon = co,

( )=

Como (5(16’%1)(0 0) = (apdy — boco)(0,0) = 1, existe um disco D C U onde
(apdy — boco)(u,v) > 0. Assim, existe r > 0 tal que para (e, ) € D,, % >0

com (u,v) € D. Temos entao que Uy é uma superficie suave.

Seja 7 a projecao de Uy no plano-(e, i), o conjunto de valores regulares de
7 se correspondem com 7. A funcao 7 é suave entre Uy e D,., pelo Teorema de Sard,

temos que o conjunto de valores regulares tem medida total. O]

Proposicao 3.8. O conjunto das imersoes a € I", r > 3, cujos pontos umbilicos

tipo espaco sao todos hiperbolicos é aberto e denso em I™3.

Demonstracao. A propriedade de ser aberto é consequéncia direta da abertura das
condicoes dos pontos Darbouxianos sendo que elas envolvem somente derivadas de
ordem 3. Se a condicao de transversalidade ¢é satisfeita em todo ponto umbilico tipo
espaco, as condi¢oes E; da Proposicao 2.1 sao atingidas por um nitmero finito de
perturbagoes nos coeficientes em uma carta de Monge. Assim, é suficiente provar a

densidade da condigao de transversalidade.

No Lema 3.7, provamos que a propriedade T, é densa localmente. Sendo
que M é compacta entao pode ser recoberta por um ntumero finito de cartas de

Monge. Temos assim que, a propriedade T, é densa.
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Portanto, o conjunto de imersoes que tém os pontos umbilicos tipo espaco

hiperbolicos é aberto e denso em Z"3. O

3.

5 Propriedade da Curvatura Variavel

Lema 3.9. Considere o € 1" e seja ¢ uma linha principal da folheagcao Fi o com

kile = k, k constante, contida na parte Riemanniana ou Lorentziana de a(M). Se

cumpre que:

a) se k #0 (respec. k =0), hd uma esfera S?, <%> (respec. um plano) tangente
a a(M) ao longo de c.

b) se dky =0 sobre ¢, entao existe um plano intersectando a(M) ortogonalmente
ao longo de c. Além disso, se k # 0 (respec. k = 0) ¢ estd contida em uma
curva gerada pelo plano ortogonal e a esfera S?, <|k|> (respec. em uma linha
reta).

c¢) c estda merqulhada em a(M).

d) Se a(M) € analitica entao ¢ € ciclo principal ou o conjunto limite de ¢ consiste

de pontos umbilicos.

Demonstracao. a) Suponha que ¢ = ¢(t) é uma parametrizacao de c. Se k # 0, pela

formula de Rodrigues temos que

% (c(t) + %N(c(t))) 0

para todo t. Portanto, existe um p € R*! tal que

oft) = p — N (e(t)).

Isto implica que (M) é tangente a “esfera” S2, <%> ={zeR?>:|jz—p|= %}
(c(t)) = 0 e portanto N(c(t)) é
constante. Assim, o plano {z € R*»! : (z — c(ty), N(c(ty))) = 0}, para algum tg

ao longo de ¢. De maneira similar, se k = 0, N'(c

no dominio de ¢, é tangente a a(M) ao longo de c.

Sejam p = ¢(ty) e (u,v) : (U, D,p) — (V,I x I,0) uma carta principal sobre
a(M) com parametriza¢ao X, onde I = [—1,1], tal que {v = 0} C ¢. Da equagao
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(3.3) temos que X, (u,0) = —kfi“kl X,(u,0) e utilizando a equagao (3.10),
d (M) _ 4 [ K0
du \ |Xo(u,0)] ) du \ \/nG(u,0)
Gu(u,0 1
_ " (1, 0) Xo(4,0) + ——=Xu(u,0) =0,

2(v/nG(u,0))? nG(u,0)

onde n = 1 (respec. n = —1) se X, (u, 0) é tipo espago (respec. tempo). Sendo que
X (u,0)
| X (u,0)]
ortogonal a o(M). A conclusao segue do item a).

é constante, ¢ esta contida no plano ortogonal a ele, e consequentemente

Suponha que o conjunto limite de ¢ contenha a linha principal ¢ da folheacao
Fia- Seja (u,v) : (U, D) — (V,I x I) uma carta principal sobre a(M), onde
I=[-1,1], tal que {v =0} C ¢. Temos duas possibilidades:

i. Existe € > 0 tal que cN {—e < v < ¢} = {v = 0}. Neste caso, como ¢
esta contida em seu proprio conjunto limite, temos que ¢ = ¢ é um ciclo

principal.

ii. Existe uma sequéncia {v,} em I convergindo para 0, tal que para todo n,
{v =2v,} Cec. Como ki(u,v,) =k, segue que ki(u,0) = k e ky,(u,0) = k.
Por b), temos que ¢ esta contida em uma linha reta (quando k£ = 0) ou em
uma circunferéncia de raio |—11€| (quando k # 0). Como ¢ ¢ o conjunto limite
de ¢, ¢ estd mergulhada em o(M).

« é analitica. Se i. é satisfeita, entdo ¢ é um ciclo principal. Se ii. é satisfeita,
entdo a(M) é tangente a uma “esfera” SZ (r) ou a um plano, ao longo do conjunto
{v=0}U{v =", :n €N} C cUe. Pela analiticidade, a(M) ¢ uma “esfera” SZ (r)
ou um plano, o qual é uma contradigao, ja que elas sao superficies umbilicas (veja
Secao 5.1). Assim, se ¢ nao ciclo principal entao seu conjunto limite consiste de
pontos umbilicos.

O

Lema 3.10. Considere o € Z" e seja ¢ uma linha principal da folheagao Fi .

a) Se c intersecta transversalmente o tropico de a(M) entao ki|. nio é constante

em seu dominio (k1 nao estd definida sobre o trdpico).

b) Se c estd contida na parte Riemanniana (respec. Lorentziana) de a(M) e ky|c =

k entio o conjunto limite de ¢ estd contido na parte Riemanniana (respec.

Lorentziana).
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Demonstracao. Provemos a). Suponha que ¢ : [—a,a] — M & uma linha principal
da folheagdo JFy, transversal ao tropico com c¢; = c|(gq (respec. ¢ = c|—a0) )
na parte Riemanniana (respec. na parte Lorentziana) de « e tal que ky|., = r1 ¢
ki|e, = 72, 1 € T9 constantes. Pelo item a) do Lema 3.9, a curva ¢; (respec. ¢3) esta
contida na “esfera” S? <ﬁ> (respec. SZ, <ﬁ>) A curva ¢; (respec. ¢z) nao pode
estar contida em um plano porque ele teria que ser tipo espago (respec. tempo) e
tangentes a M ao longo de ¢; (respec. ¢3), mas em ¢(0) o tangente & superficie é
tipo luz. O vetor normal N(c¢(t)) de « se aproxima de um vetor luz quando ¢ se
aproxima de zero. Como em uma “esfera” S (r) o vetor normal é sempre espago
ou tempo e se aproxima de um vetor luz somente na parte nao limitada de SZ (r),
entao a curva c se aproxima de infinito quando ¢t se aproxima de 0, mas isto é uma

contradicao, porque ¢ é uma curva suave contida em uma superficie compacta. A

parte b) segue de a).

O

Lema 3.11. Considere o € I" e seja ¢ uma linha principal da folheagao F , com
kilc = k, k constante, contida na parte Riemanniana ou Lorentziana de a(M). Dada
uma carta principal (u,v) : (U, D) — (V,I x I) de a(M) tal que U ndao intersecta
o tropico, estd fora das auto-intersegoes de a(M) e {v = 0} C ¢ com ky,(u,0) # 0
para todo u € I ou ky,(u,0) = 0 para todo u € 1.

Entao existe € > 0 e uma fungao suave ¢ com suporte em D tal que para todo
r € (—ee) — {0}, U, = (L + reN)(U) € uma superficie e a curvatura principal

ki(u,0;7) € nao constante.

Demonstracao. Seja ¢ : R — [0, 1] uma fungao suave com suporte em I, a qual é
igual a 1 em (3)I, para u < 0, ¥/(u) > 0. Fazemos ¢(u, v) = —¢(u)¥(v). Seja € > 0
pequeno tal que para todo r € (—e¢,¢€), U, = (I + reN)(U) seja uma superficie e
N o vetor normal de U com (N, N) = 7 sendo -1 (respec. 1) se U estd na parte

Riemanniana (respec. na parte Lorentziana) de a(M).

a) Provemos que sobre D' = {(u,v) : (u,v) € (3)Ix(3)I} C D (¢ ¢ identicamente

1lem D)
hir) = o
5T =
1\ 1 — ’T‘k’l )
onde ki (.;7) ¢ a curvatura da folheagdo Fy 4, sobre Uy, ki(.) = k1(.;0), e assim
klr(u, O, 0) = l{2.

Considere a parametrizagao de X (.;7) = X(,;0) + roN(.;0) da carta (u,v)
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sobre U,. Segue da equagao (3.4) que sobre D’

isto implica que N(.;7) = N(.;0). Assim, e(.;r) = (1 — rky)e(;0). Usando a
ultima linha da equacao (3.4) temos que f(.;r) = 0. Entao (u,v) é uma carta
principal sobre D' para U,.. Portanto,

e(.;r) (1 —rky)e(.;0) (1 —rk)k E(;0) k1

fir) = ECir)  (1—rk)2E(;0)  (1—rk)2E(;0)  1—rk

Considere o caso em que ky,(u,0) # 0 para todo u € I. Provemos que

d
%(kl (07 /U(Oa 7"), 7"))’7«:0 > 07

onde v = v(u, r) é av-coordenada do ponto p(u, r) pertencente a linha principal
de U, através de p intersectando a curva com abscissa {u}. Como ¢,(u,0) =0

e Yuw(u,0) > 0 para todo u € I, segue da equagdo (3.8) ao longo de {v = 0},

ﬁgpuklv

Vyr(u) = m(u,O;O). (3.19)

Como para todo u € [—1,0], k1,(u,0;0) # 0 e ¢,(u,0) < 0 nao identicamente

zero, entao

j (1 (0, 0(0,): 1)) oo = Fru (0, 0: 0),(0) + K1 (0, 0: 0)

ar
0 _
nPukiy 2
= k1,(0,0;0 — ,0;0)d k=,
1( )/;1((162—]61)2G> (u ) U+
onde v,(0) é calculado da equagao (3.19). Em U sempre podemos escolher
uma carta tal que X, (u,v;0) seja tipo tempo na parte Lorentziana. Assim,

G(u,v;0) = —7|G(u,v;0)]. Segue entao que o integrando

_qu‘klv,
(ko — k1)2|G|

ﬁ@uklv

m = Sinal(klv)

e portanto d%(kl((),v((),r);r))]r:o, ¢ positivo. O lema segue imediatamente
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neste caso.

c) Considere o caso em que ki,(u,0) = 0 para todo u € I. Das equagoes (3.4)
e (3.7) temos que ao longo de {v = 0}, F(u,0,7) = 0 ef(u,0;r) = 0. Assim,
{v = 0} é linha principal de U,.. Do Lema 3.9 item b) segue que para r pequeno,

existe um plano P ortogonal a U contendo um arco principal de U,.:
¢:u— X(u,0;7) = X(u,0;0) 4+ rep(u)N(u, 0;0),
com u € I. Da equagao (3.4) temos que:
Xo(u,057) = (1 = rkat(u)) Xy (u, 0; 0).

Como para todo u € I, P contém N(u,0;0) e X,(u,0;0), entdo para todo r
pequeno P contém X, (u,0;r). Disto, temos que P contém N (u,0;7). Assim,
para r pequeno, P é ortogonal a U, ao longo de ¢. Portanto, para r # 0 segue da
parametrizacao, que ¢(u) nao é parte de uma linha reta ou uma circunferéncia.
Assim, pelo Lema 3.9 item b), temos que a curvatura principal de U, ao longo

de ¢ é ndo constante.
O]

Proposigao 3.12. O conjunto das imersoes em L] tais que as curvaturas principais
nao sao constantes ao longo de qualquer arco contido na parte Riemanniana ou

Lorentziana de o € denso em 1)»°.

Demonstragao. Uma linha principal ¢ da folheagao Fj, tem curvatura principal
constante se ki|. = k, k constante. Uma imersao o € Z! pode ser aproximada por

uma imersao ay € Z7 tal que:
a) todos seus pontos umbilicos sdo hiperbdlicos (Proposicao 3.8),

b) o conjunto de linhas principais com curvatura principal nao constante é nao

vazio e contém as separatrizes (Lema 3.11), e
c) ¢é analitica (veja [33|, Teorema 5.1).

A imersao a; tem somente uma quantidade finita de ciclos principais com curvatura
principal constante. Caso contrario, elas poderiam acumular em separatrizes as
quais, por b), tem curvatura principal ndo constante, pela analiticidade de «; isto

nao é possivel.
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Provemos que «; tem uma quantidade finita de linhas principais com
curvatura principal constante. De fato, seja ¢ uma linha principal da folheacao Fi o,
com curvatura constante a qual ndo é um ciclo, por b), ¢ nao é uma separatriz
entao segue do Lema 3.9 item d) que seu conjunto limite é um ponto umbilico ¢
tipo Fsy. Se ¢ é acumulada por linhas principais com curvatura constante, entao a
curvatura principal constante sobre todas elas é ki(q). Pela analiticidade de ay, ky
é constante sobre todas as linhas principais acumulando em ¢, em particular, ao
longo das separatrizes. Isto ndao é permitido por b). Entdo ¢ é uma curva isolada de
outras curvas que tenham curvatura principal constante, e portanto temos somente

uma quantidade finita delas.

Chamemos ¢y, ¢s,...,c, as linhas principais com curvatura principal con-
stante. Seja p; € ¢;, usando o Lema 3.11, oy pode ser aproximado por ay € Z7 tal
que V' = a1(M)\ay(M) é uma pequena vizinhanga de {p1,ps,...,pn}, cada ¢;\V
nao ¢ vazio e as linhas principais de oy contendo ¢;\V tém curvatura principal nao
constante. Note que como o é analitica, se ¢ ¢ {¢; : i =1,2,...,n} e € uma linha
principal de «y, entdao ¢ nao tem nenhum sub-arco com curvatura principal con-
stante. Sendo que V' é uma vizinhanga suficientemente pequena, as tem as linhas
principais com curvatura principal nao constante em nenhum sub-arco em V' (pelo
Lema 3.11) e fora de V' (por ser igual a ay). Portanto, as satisfaz a conclusao da

proposic¢ao. [

Uma imersao a € 7] tem a propriedade da curvatura varidvel se para
qualquer linha principal a correspondente curvatura principal, em seu dominio, é

nao constante.

Proposicao 3.13. Considere a imersao o € I e U qualquer vizinhanga de o em

1%, entao existe a € U tal que & tem a propriedade da curvatura varidvel.

c 7

Demonstracao. Segue da Proposicao 3.12. O

3.6 Eliminacao de Recorréncias Nao Triviais

Lema 3.14. Seja a € Z! com pontos umbilicos tipo espago Darbouzrianos. Suponha
que temos uma recorréncia nao trivial v da Fi.. Entao hd uma separatriz da

folheagao Fi, a qual contém v em seu conjunto limite.

Demonstracao. Como fizemos na Secao 2.4, podemos definir no espaco projetivo
tangente PM = {T'M \ 0}/{v = rw,r # 0} a subvariedade M, composta por todas
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as diregdes principais (os zeros da equagao de linhas principais) de a. Na carta local

(u,v) a subvariedade é
Ma = {(u,v,[p: q]) € R* x P(R) : Lyp® + Mipq + Nig* = 0},

e a projegao 7 : M, — M tal que m(u, v, [p: q]) = (u,v) é um recobrimento duplo
de M.

O campo de Lie-Cartan, o qual na carta local ¢ (F,, pF,, —(F, + pF,)),
onde F' = Lip?> + Mip+ Ny e p = Z—Z, define globalmente em M, o campo de linhas
L que localmente ¢ um campo vetorial e este é o levantamento dos campos £, , €
Lo A folheacao deste campo de linhas, denotada por Fj,, € o levantamento das

folheagoes Fi o € F2, das linhas principais de «.

Se as singularidades da imersao a sao pontos umbilicos tipo espago Dar-
bouxianos, o campo de linhas £;, na subvariedade M, tem somente singularidades
selas e nos (veja Se¢ao 2.1). A recorréncia 7 vai ser levantada em uma recorréncia
nao trivial 4 do campo de linhas £;,. Aplicando o procedimento dos campos veto-
riais (veja [44], Demonstracao do Lema 2.5), podemos concluir que L, tem uma
separatriz de sela g7 a qual contém %4 em seu conjunto limite. A projecao por m de
01 € uma separatriz o; de pontos umbilicos em M que contém 7 em seu conjunto
limite. 0

Proposigao 3.15. Considere a tmersao o € L] com a propriedade da curvatura
varidvel e com seus pontos umbilicos hiperbolicos, e v uma recorréncia nao trivial.
Seja A o subconjunto de a(M) composto pelas conexdes de pontos umbilicos e pelos
ciclos principais. Entao, existe um ponto p € v\ A tal que dado € e uma vizinhanga W
de p suficientemente pequena e disjunta de A e do tropico, hd uma imersao o, € I
e — C*-prozima de o, a,, — o com suporte em W, tendo a propriedade da curvatura

varidvel e satisfazendo uma das sequintes condicoes:

a) o, tem um ciclo vy, nao completamente contido em a(M)\W. Além disso, se
hd um ciclo principal % da folheacao Fi . disjunto de W o qual forma junto
com 7y, o bordo de um cilindro em o, (M), entdo o cilindro contém um ponto

umbilico de a,,.

b) o, (M) tem pelo menos uma conexdo de separatrizes de pontos umbilicos a

mais que a(M).

Demonstracao. Suponha que 7 ¢ linha principal da folheagdo Fi,. Como a(M)
tem a propriedade da curvatura variavel, existe p € v\ A tal que dk;(p) # 0. Pelo
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Lema 3.14, seja 7 uma separatriz orientada de um ponto umbilico ¢ a qual contém
v no w — limite. Seja € > 0, considere a carta principal (s,t) : D" C W — I x I
com {v = 0} C 7, a familia de imersoes a, (M), o arco [¢,a] e todas as conclusoes
do Lema 3.3, com W uma vizinhanca de p disjunta de A e do tropico. Os pontos
a,a’,b,b’ aparecem ordenados no arco [a, q] de 7, das seguintes quatro maneiras:

Caso 1: b, V' e a (veja Figura 3.4).

Caso 2: b, V', d’ e a (veja Figura 3.5).

Caso 3: V, b, @’ e a (similar ao caso 1).

Caso 4: V', b e a (similar ao caso 2).

Figura 3.4: Gera uma superficie com um ciclo principal para
quebrar a recorréncia nao trivial.

Figura 3.5: Gera uma superficie com uma conexdo de pontos
umbilicos a mais.

Caso 1: Mostremos que se cumpre as conclusoes do item a) da proposi¢ao. O
sub-arco [0/, a] de [q, a] intersecta D’ exatamente em {0, a}. Considere a familia de
superficies o, com g € [0,1]. Pelo Lema 3.3, , tem um arco principal contido
em D), conectando a e b’ para algum 4. Se [, a] é também um arco principal para
a,, entao «, tem um ciclo principal v, através de b'. Agora, suponha que «, tem
um ciclo principal 4 disjunto de W), o qual junto com -y, formam o bordo de um

cilindro K em o, (M) sem pontos umbilicos. Segue que a folheagdo Fi , restrita a
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K ¢ orientéavel e sem pontos umbilicos. Como a folheacao Fi, ¢ transversal a [a, b]
e o ponto umbilico ¢ = a — limite(y) ¢ K, segue que o w — limite(7y) tem que estar

em K, mas isto ¢ uma contradi¢ao pelo Teorema de Poincaré-Bendixson.

Caso 2: [¢,a|N D" = [b,a| N D" = [b,0] U [a,d'] e o sub-arco [V',a'] intersecta D’
exatamente em {0',a'} (veja Figura 3.5). Suponha que a < b e @’ < b'. Provemos

que:

(*) A imersdo « tem um ponto umbilico ¢’ e um arco [¢, p| separatriz de ¢’ que

intersecta D'\{t = +1} exatamente no ponto p’ € (a’;V') (veja Figura 3.5).

O segmento (a’; ') unido com o arco [, @] delimitam uma regido U home-
omorfa ao disco, ja que M é de género zero. Assim, U contém pelo menos um ponto
umbilico ou a folhea¢do tem uma tangéncia com o segmento (a;b’), mas o ultimo
nao é possivel porque (s,t) é carta principal e portanto o segmento (a’;b’) é um
arco da folheagio JFy,. Temos entdo um ponto umbilico ¢’ € U tal que pelo menos
uma de suas separatrizes corta o segmento (a’;b’) em um ponto p’ (A demonstragao
de (*) quando a superficie ndo é necessariamente de género zero é mais complicada,
veja [28]).

Sendo que ha um ' tal que a imersdo ), tem um arco da folheagao Fi o,
conectando b e p’ e a = a;, fora de D', segue que [g,b]U [b, p']U[p’, ¢'] € uma conexdo
de separatrizes de pontos umbilicos de aL. Portanto, OZL tem uma conexao de pontos

umbilicos a mais que a.

]

Proposicao 3.16. Considere o € Z" uma imersao com a propriedade da curvatura
varidvel e com seus pontos umbilicos hiperbdlicos. Seja A como na Proposi¢ao 3.15.
Entao, para € > 0 hd uma imersao oy, € I. € — C*-prozima de « tal que o suporte de
a, — o € disjunto de AUU, (U € o conjunto de pontos umbilicos de o), o, satisfaz

a propriedade da curvatura varidvel e nao tem recorréncias nao triviais.

Demonstragao. Aplicamos a Proposicao 3.15 para («, A), obtemos uma imersao o,
com a propriedade da curvatura variavel e 7,, sendo um ciclo principal ou uma
conexao de pontos umbilicos. Definimos A, = AU~,,. Se a,,, tem uma recorréncia
nao trivial, aplicamos o mesmo procedimento para (o, A4,,) e obtemos (a,,, A, ).
Assim, temos uma sequéncia (a,,, , A,,) a qual deve ser finita porque em cada passo
o nimero de pontos umbilicos disponiveis diminui ou o nimero de ciclos principais
é crescente. De fato, pela Proposicao 3.15, qualquer cilindro com bordo formado

por dois ciclos principais de A, \A deve ter pontos umbilicos. Disto se tem que
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aplicando um nimero finito de vezes a Proposicao 3.15, temos a imersao «, com a

propriedade da curvatura varidvel e sem recorréncias nao triviais. O

3.7 Estabilizacao de Separatrizes

Definicao 3.17. Seja o € I uma vmersao com todos seus pontos umbilicos tipo
espaco hiperbolicos. Dizemos que uma separatriz o de um ponto umbilico q estd

estabilizada se:

. nao € uma conexao de separatrizes de pontos umbilicos,
ii. o conjunto limite é um ponto umbilico (tipo Ey) ou um ciclo principal,

iii. as propriedades i. e . sio persistentes por pequenas perturbacoes de ordem C*

de «.

Antes de enunciar o lema seguinte, vamos definir um gréafico para nossa
configuragao com uma pequena variacao em relacao a campos vetoriais. Numa linha

principal orientada podemos falar do conjunto w — limite e a — limite.

Definicao 3.18. Um grafico para a folhea¢io Fi, (ou Fan) de uma imersao
a € I7 € um conjunto fechado e conexo de M formado por separatrizes orientadas

01,09, ...,0p41 € pontos umbilicos py,pa, ..., Pnr1 tais que:
a. p; = a — limite(o;) e w — limite(o;) = a — limite(oj11) = pji1-

b. n+ 1 é o menor dos indices para o qual se cumpre que py = Ppi1, 01 = Onil

e o — limite(oy) = a — limite(o,11) (veja Figura 3.6).

Note que as separatrizes oy, 1 < k < n + 1, nao sao necessariamente difer-
entes. Neste caso vamos permitir orientar em dois sentidos uma mesma separatriz,
isto é, se 0; = 0, 1 <1i < j <n+1, teremos a w — limite(o;) = o — limite(o;) = p;
(veja Figura 3.6(b)).

Lema 3.19. Seja o € I7? sem recorréncias nao triviais e com seus pontos umbilicos
hiperbolicos. Entao, o conjunto w—limite de qualquer linha principal orientada € um
ponto umbilico, um ciclo principal ou um grdfico o qual consiste de pontos umbilicos

e conexoes de separatrizes de pontos umbilicos.

Demonstragao. Seja v uma linha principal orientada de JFj,. Suponha que o
w — limite(y) = 4 ndo é um ciclo principal ou um ponto umbilico. Note que ~
nao pode conter um ciclo principal nem um ponto umbilico E5 sem conter suas
separatrizes, ja que nesses casos 7 se reduz somente ao ciclo principal ou ao ponto FEs,
respectivamente. Assim, 4 deve conter pontos umbilicos e separatrizes. Consideremos

dois casos:
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01
Y%, D1
09
)
04
01
D2 D1
03
b3 4
03

1.

11.

(a) (b)

Figura 3.6: Ezemplos de grificos. Na Figura (b) a separatriz
o1 = o3 com orientagoes diferentes.

Cada uma das separatrizes (orientadas) contidas em 4 tem como w — limite
um tnico ponto umbilico. Seja p1, o1 € 4 um ponto umbilico e uma separatriz
orientada tal que a — limite(o1) = pi. Seja ps = w — limite(oy) e o3
uma separatriz instavel de py contida em 4. Continuando com este processo,
como temos uma quantidade finita de separatrizes, teremos uma sequéncia
finita 01,09,...,0,41 = 01 contidas em ¥ tal que pj1; = w — limite(o;) =
a — limite(oj41) € a — limite(o1) = a — limite(0y,4+1) = p1. Portanto 4 é um

grafico.

Existe uma separatriz g; C 4 cujo conjunto w — limite nao é simplesmente
um ponto umbilico. O w — limite(dy) C 4 e sendo que nao temos recorréncias
nao trivias o; ¢ w — limite(dy). Suponha que w — limite(g;) contém somente
separatrizes com um tnico ponto umbilico com w — limite entao, pelo item ii.,
w — limite(oy) é um gréfico. Este grafico é 4, mas d; C 4 e portanto temos
uma contradigao. Entao deve existir g5 C w — limite(d;) cujo w — limite nao é
um tnico ponto umbilico e w — limite(ds) C w — limite(o;) C 4. Continuando
com este argumento e sendo que temos uma quantidade finita de separatrizes,
vamos encontrar uma separatriz ¢ C 4 tal que ¢ C w — limite(d), o qual é

uma contradicao porque nao temos recorréncias nao triviais.

]

Proposigao 3.20. Considere a imersio o € I7? e U qualquer vizinhancga de a,

entao existe & € U tal que & tem a propriedade da curvatura varidvel e seus pontos

umbilicos tipo espaco sao hiperbolicos. Além disso:

a) suas separatrizes sao estabilizadas,
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b) o w-limite de qualquer linha principal orientada de & € um ponto umbilico ou

um ciclo principal,

c¢) qualquer & na vizinhanga de o em I®, s > 3, satisfaz as propriedades a) e b).

Demonstracao. Vamos mostrar que o pode ser C?-aproximada por uma imersao

com a propriedade da curvatura variavel, sem recorréncias nao triviais e com uma

separatriz estabilizada a mais. Como « tem uma quantidade finita de separatrizes

entao isto gera a imersao que satisfaz as conclusoes da proposicao.

Pelas Proposigoes 3.13, 3.8 e 3.16, a pode ser aproximada por «; com a

propriedade da curvatura variavel, com seus pontos umbilicos hiperbdlicos e sem

recorréncias nao triviais. Suponha que o é uma separatriz nao estabilizada da

folheacao Fi o,. Do Lema 3.19, temos trés opcoes:

1.

11.

1il.

o conjunto limite de o contém um ciclo principal v. Se o ciclo principal é
hiperbdlico o ja esta estabilizada. Em outro caso, note que se p é um ponto
em 7y e X uma se¢ao transversal, ¢ intersecta X em uma sequéncia a, — p.
Para n suficientemente grande, o arco de trajetéria entre a,, € a,1, 0 segmento
(Gpi1,a,) € v formam um cilindro A. Fazendo a perturbacao do Lema 3.5
para ;1 > 0 (ou pu < 0 de acordo com o caso) no retangulo R C A (veja
Figura 3.7), o conjunto limite de ¢ é um ciclo principal contido em A, (veja
[44], demonstrac¢ao do Teorema 2.6). Obtemos assim, uma imersao oy € 7! na

vizinhanca de a;, com uma separatriz estabilizada a mais.

a1 contém um cilindro C, sem pontos umbilicos, com um dos bordos sendo
um grafico I' que contém o, tal que: I' é acumulado por ciclos principais em C
ou a folheac@o Fj 4, |c pode ser orientada de tal maneira que o w — limite de

toda linha principal em C seja I', veja Figura 3.8.

Fazendo a perturbagao do Lema 3.5 localizada em um ponto p € RN o da
mesma maneira que em i., a conexao ¢ pode ser quebrada tal que uma das
separatrizes tenha um ciclo principal v C C no seu w — lzmite. Utilizando o
procedimento de i., sobre vy se for necessario, temos uma separatriz estabilizada

a mais.

o é uma conexao de pontos umbilicos a qual nao é acumulada por ciclos
principais e nao é conjunto limite de nenhuma linha principal. Seja p € o,
podemos encontrar uma carta principal (u, v) com dominio D pequeno (p € D)

tal que {v = 0} = DN o e o conjunto @) das linhas principais da folheagao
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Figura 3.7: Estabilizacao de uma separatriz o que contém um
ciclo principal em seu conjunto limite.

R

~

©J

Figura 3.8: Cilindro C com um grdifico I' em uma das fron-
teiras.

F1, que intersectam D satisfaca que: nao temos nenhuma separatriz de pontos
umbilicos diferente de o em @ e para toda linha principal v # ¢ orientada e
contida em uma das partes conexas de Q\o temos que w — limite(y) = 4 é
um ponto umbilico ou um ciclo principal. Utilizando a perturbacao do Lema

3.5 no ponto p podemos quebrar a conexao o de tal maneira que uma das
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separatrizes tenha 4 como conjunto limite. Fazendo o procedimento i. se for

necessario, temos uma separatriz estabilizada a mais.

Como «a tem somente uma quantidade finita de separatrizes de pontos

umbilicos, podemos aproximar « por uma superficie com as propriedades requeridas.

]

3.8 Demonstracao do Teorema de Genericidade

Demonstragao. Teorema B. Das Proposigoes 3.13 e 3.8, suponha que a € Z]
satisfaz a propriedade da curvatura variavel e que todos seus pontos umbilicos sao
hiperbélicos. A imersao « pode ser aproximada por uma imersao analitica a;. Como
podemos tomar «; satisfazendo a Proposicao 3.20, deve ter uma quantidade finita
de ciclos principais, todos com multiplicidade finita. De fato, a presenca de infinitos
ciclos principais em uma superficie analitica é inconsistente com o fato de nao haver
conexao de pontos umbilicos. Assim, utilizando o Lema 2.16, o Coroléario 2.18 e a
Proposicao 2.21, podemos aproximar <y por uma imersao as com todos seus ciclos
principais hiperboélicos. A Proposicao 3.20 garante que o satisfaz as outras condig¢oes

para pertencer ao conjunto S”. Portanto, o conjunto S” ¢ denso em Z"2. O]

Com a técnica de demonstracao usada, o Teorema B ¢ limitado a C?-
topologia sendo que a deformacao local do Lema do Levantamento para eliminar

recorréncias nao trivias é véalido apenas para a C?-topologia.



CAPITULO 4

GEODESICAS NULAS

Temos como objetivo descrever o comportamento global das geodésicas
nulas (curvas nulas) na parte Lorentziana de uma superficie imersa no espago de
Minkowski R?! quando o trépico for um conjunto regular com apenas pontos luz
isolados. Apresentamos condi¢Oes necessarias para que uma imersao seja estrutural-
mente estavel na configuragao das geodésicas nulas. Propriedades globais de geodési-

cas nulas no toro foram consideradas em [6].

4.1 Introducao

Considere o € Z" e uma carta local (u, v) com parametrizagdo X. A primeira
forma fundamental
I = Edu® + 2Fdudv + Gdv* (4.1)

é positivamente definida na parte Riemanniana, mas na parte Lorentziana [ = 0
define em cada ponto p duas diregdes {e1(p),e2(p)} chamadas de diregoes luz. A
ordem das dire¢oes vai ser escolhida tal que da(p)(e1(p)) A da(p)(e2(p)) = Na(p) €
I,(v) = (v,v) > 0 onde v = e1(p) + ez2(p).

Observe-se que o tropico de a sdo os pontos onde det(I) = EG — F? = 0.
Assim, no tréopico temos uma tnica direcao luz e constitui o conjunto de singu-
laridades das direcoes luz denotado por S, = {p € M : A(p) = 0} com A = EG—F?2.

Na parte Lorentziana, isto é, onde A < 0, as dire¢oes luz definem dois
campos de linhas, chamados de campos de linhas nulas e denotados por £~17a e 22704

com a ordem definida pela base {e1(p), ea(p)}-

As curvas integrais dos campos de linhas nulas sao chamadas de linhas
nulas ou geodésicas nulas, sendo que sao curvas luz, e portanto, seu comprimento é

zero. Assim, uma curva ¢ é uma geodésica nula se satisfaz a equacao I = 0 e nao
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contém singularidades.

Chamaremos de folhagao ]31,(1 (respec. f2,a) ao conjunto de curvas integrais
do campo de linhas Zl,a (respec. ENM). A tripla P, = {.7:"1@, .7:"2@, S’a} ¢ chamada de

configuracao das geodésicas nulas da imersao «.

4.2 Singularidades

Seja p € M um ponto regular do tropico de o € Z". Consideremos a carta
local (u,v) : (M,p) — (R?0) e uma translagao I' : R* — R3 tal que I'(a(p)) =0
e

[a(u,v)) = (u,v, h(u,v))

onde, h(u,v) = u + 3(agu® + 2a1uv + apv?) + 3(asu® + 3au?v + 3auv? +

ap3v®) + O((u® + v?)?) com a;; € R. A carta ¢ tomada tal que a,(p) seja tipo luz.

Proposicao 4.1. Seja p € M um ponto reqular do tropico de o € Z". Na carta local
(u,v) e

a(u,v) = (u,v, h(u,v)),
suponha que ayq # 0.

i. se ayy # 0, entdo o tropico € tipo espaco e a configuracao principal na
vizinhanga de p € como a Figura j.1. As geodésicas nulas se convertem em

uma unica diregao luz transversal ao tropico.

it. se agy = 0 entao o tropico € tipo luz em p. Se para A2 = a;; £ 9a2, + 4das

uma das opgoes

e )\ e Ay sdo reais e Moy < 0 (tipo sela),

® A\ e \y 8o reais, A\1 # Ao € AiAg > 0 (tipo nd) ou

e )\ e Ay sao complexos conjugados com parte real e imagindria nao nula
(tipo foco)

€ satisfeita. A configuracao das geodésicas nulas na vizinhanc¢a de p € como a
Figura 4.2.
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—

N
~—_ \

(
.v/j /

tropico

Figura 4.1: Singularidades tipo cispides onde o tropico €
uma curva reqular tipo espago.

Demonstracao. Nesta carta temos que

E = — 2as0u — 2a11v + (—ago — ago)u® + (—2a11a90 — 2a91)uv + (—al; — ayp)v?
+ O((u? +v?)2),

F = — aju — apv — (a11a90 + §a21)u2 — (apgaz + a% + arp)uv — (a11a02 + §Cl03)v2
+ O((u? +0?)2),

G =1—a?u?® — 2apauv — ajgyv® + O((u? + ,02)%

).

Pelo exposto na Segao 1.5, a configuracao local da equagao I = 0 depende do termo
independente de GG, da parte linear de F' e a parte quadratica de E. Assim, a parte

de interesse da equacao das geodésicas nulas tem a forma

dv? + (—anu — apv)dvdu + [—2ag0u — 2a11v + (—a3, — asg)u’

+ (—2a11a90 — 2a91)uv + (—aj;, — ai2)v?]du® = 0.

Temos que A(u,v) = —2as0u — 2a11v + (—a?; — a3y — azo)u? + (—2ag2a11 — 2a11a90 —

2a91)uv + (—ady, — a2y — ap)v? + O((u® + v%)2), assim o tropico ¢ localmente
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s ™

T~

\Z W A
tropico tropico tropico
)

(a) Sela (b) No (¢) Foco

Figura 4.2: Singularidades nos pontos onde o tropico € tipo
luz.

parametrizado por 4(u) = (u, —%2u, u) + (0, O1(u?), Os(u?)) e

portanto é tipo luz se, e somente se, asy = 0.

Definimos F = p* + (—ajju — agev)p + [—2ag0u — 2a11v + (—ady, — aso)u® +
(—2a11a90 — 2ag1)uv + (—af; — ai2)v?], a superficie M = F~1(0) a qual é suave na

origem e o campo de Lie-Cartan

Yi(u,v,p) =(—2a11u — 2a02v + 2p, 2p(—ai1u — agav + p), 2a20 + 2(a3y + azo)u
+ 2(a11a20 + a21)v + 4a11p + 2(ayyaz + az )up + 2(61%1 + aiz)vp + 2@02172)-

Em (0,0), temos que F(0,0,p) = p*> =0 entdao p =0 e Yz(0,0,0) = (0,0, 2as).

i. se agy # 0 o tropico ¢ tipo espago, o campo Yr ¢é regular em (0,0,0) e
transversal ao criminante. Assim, as curvas projetadas por 7 no plano (u,v)

sao cuspides no tropico como mostra a Figura 4.1.

ii. se agg = 0 o tropico é tipo luz. O campo Yr tem uma singularidade no ponto

(0,0,0). Os valores proprios de

—2&11 —2&02 2
DYr(0,0,0) = 0 0 0

2&30 2@21 4a11
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sao
)\172 = a1 + A/ 9&%1 -+ 4@30,

e portanto temos as conclusoes que o ponto p é sela, n6 ou foco, em cada caso.

Além disso, o tangente ao criminante é
(VF Xe VFp) (0, O, O) = —4CL11(]_, 0, CLH),

e os vetores proprios sao

3 1 7
Ei = (1, O, 5@11 + 5 9&%1 —+ 4&30) .

Assim,

3 1 7/ 3 1 7
<§a11 + 5 9@%1 —+ 4&30 — a11> (ECLH — 5 9@%1 -+ 4&30 — (1,11) = —20,%1—@30

e M A2 = 4(—2a3, —azy). Portanto se verifica que quando a singularidade ¢é sela
(respec. no) os vetores proprios tem inclinagdo negativa (respec. positiva) com
respeito ao criminante. Portanto, a configuracao das geodésicas nulas nestes

pontos é como na Figura 4.2.
]

Observacao 4.2. Para mais propriedades de singularidades das geodésicas nulas
veja [35].

Geodésicas nulas em superficies estritamente convexas e compactas

Do Lema 3.1 temos que em uma superficie estritamente convexa e compacta
o tropico é formado por duas curvas fechadas tipo espaco. Assim, pela Proposicao

4.1 segue o seguinte resultado.

Corolario 4.3. Se M é uma superficie estritamente convezxa, entao as geodésicas

nulas formam cuspides globalmente no tropico.

Estabilidade estrutural em uma singularidade

Definicao 4.4. Uma tmersao o € I™° € chamada C®-estruturalmente estdvel da
configuracao das geodésicas nulas na topologia C* em um ponto p € M, se para toda

vizinhanga U(p) de p em M existe uma vizinhanga U de o em I™* tal que para toda
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imersao € U existe um ponto ¢ = qg em U(p) e um homeomorfismo h = hg :
W(p) — W (q) entre vizinhangas de p e q com h(p) = q, levando conjuntamente as

w(p) nas folheagoes Fi glw(q) € Foplw(g), respectivamente.

folheagoes .7317a\w(p) e Foa

Teorema 4.5. O conjunto de imersoes em I" (r > 5) tais que suas singularidades
sio selas, nds, focos e ciuspides € aberto em I™°. Se p é uma sela, nd, foco ou
cispide para o entio o € localmente C®-estruturalmente estdvel na configuragdo das

geodésicas nulas em p.

Demonstracao. A abertura das condi¢oes da Proposigao 4.1 garante que o conjunto
das imersoes com singularidades deste tipo seja aberto. Além disso, interpretando
as separatrizes como projecoes das separatrizes das singularidades do campo de Lie-
Cartan também garante que elas dependem continuamente de o. Na Segao 4.5 vamos

fazer a equivaléncia em um contexto global. O

4.3 Ciclos Geodésicos Nulos

Uma geodésica nula é uma curva tipo luz. Pela Observagao 1.12 nao temos
geodésicas nulas que sejam curvas fechadas regulares. Entretanto, chamaremos de
ciclo geodésico nulo uma curva fechada nao suave que intersecta o tropico em uma
caspide onde cada arco suave é uma geodésica nula (veja Figura 4.3). Dizemos que
o ciclo geodésico nulo é hiperbodlico se a derivada da transformacao do primeiro

retorno é diferente de 1.

Seja « € I" e ¢ : [0,l] — M um ciclo geodésico nulo, isto é, existem os
nimeros 0 = a; < az < -++ < Gy < Apy1 = 1, tal que ¢;(s) = c(5)](as,ai,,) € UMa
geodésica nula e c(a;) esta contida no tropico para i = 1,2,...,n. A curva ¢ é a
projecao na carta de uma 6rbita fechada C' para o campo de Lie-Cartan associado a
a definido sobre a superficie Ml a qual intersecta o conjunto criminante nos pontos
C(a;) (o tropico é a projegao do criminante e os pontos c(a;) sdo a projecao dos

pontos C(a;)).

Sejam X! e 37 segdes transversais na vizinhanga dos pontos p; = c(a;), para

i=1,...,n (veja Figura 4.3). Definamos as transformagoes de transigao:
o II;; . entre as segoes X} e X2, parai=1,...,n e I, entre X} e X3.
e II; entre as segoes X7 e 2.

Seja IT: X1 — V C ¥} a transformagio do primeiro retorno associado a c. Entao

H(p) = (Hl o Hn,l oll, o Hn—l,n ©---0 HS © H2,3 ollyo Hlﬂ)(p)‘ (42)
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tropico

Figura 4.3: Ciclo geodésico nulo.

No seguinte lema, explicitamos a derivada da transformacao de transigao

associada a um arco de geodésica nula.

Lema 4.6. Seja o € I” e suponha que ¢ : [0, — M € um arco de uma geodésica

nula parametrizado pelo pseudo-arco s. Entao a expressao

a(s,v) =a(é(s)) + (al(s)v + GQT(S)vz + 03A1(5,0)> n(s)
ba(s) (4.3)
+ (bl(s)v + ZTU2 + 03By (s, v)) b(s),

onde 0s a; e b; sao fungoes suaves com bi(s) # 0, {t,n,b} é o triedro de Frenet
associado a « o ¢, define uma carta local (s,v) na vizinhanga de ¢. Além disso, a

deriwada da transformagao de transicao associado a ¢ €

I1'(0) = exp {—/O %ds} :
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Demonstracao. A aplicacao

a(s,v,w) = a(é(s)) +wn(s) + (bl(s)v + @02 +v*By(s, U)) b(s)

¢ um difeomorfismo local em uma vizinhanca de (0,0,0). De fato, (as A
oy, 0y ) (8,0,0) = [avg, a, i ](8,0,0) = by(s) # 0. Para e suficientemente pequeno
existe uma funcao w(s,v) tal que a(s,v) = a(s,v,w(s,v)) é a parametrizacao de
um vizinhanga tubular de « o ¢é. Para cada s, w(s,v) é a parametrizagdo da curva

da intersecao entre a(M) e o plano gerado por n e b. Portanto,

a(s,v) =a(é(s)) + (al(s)v + azT(S)vQ + 34, (s, U)) n(s)
ba(s) (4.4)
+ (bl(s)v + 2Tv2 + 03By (s, v)> b(s)

define uma carta na vizinhanca de ¢.

Nesta carta temos que a equagao das geodésicas nulas é

dv? d
G(s, v)d—z + 2F(S’U)d_z + E(s,v) =0,

onde

E(s,v) = = 2(by(s) + ar(s))v + (7(s)(7(s)bi(s) — 2ai(s) — 2a1(s)b;(s)
+2bi(s)ay(s)) + @ (s) — as(s) — VF(s))v* + O(v?),

F(s,v) = = bi(s) + (a1(s)ai (s) — ba(s))v + %(T(S)al(S)In(S) +7(s)az(s)bi(s)
+ 2d)(s)ag(s) + ah(s)ay(s) — bs(s))v? + O(v?),

G(s,v) =ai(s) + 2a1(s)az(s)v + (a1(s)as(s) + a3(s))v? + O(v?).

Denotemos por v(s,r) a solu¢do de equagao (4.4) com condigao inicial
v(0,7) =7 =1y e v(s,0) = 0. Assim, a transformacao de transigao entre as segoes

transversais ¥; = a(0,v) e Xy = a(l,v) &é TI(r) = v(l, 7).

Derivando a equacao em relagao a r e avaliando em r = vy = 0, temos

Gy(s,0)v,.(s,0)02(s,0) + 2G (s, 0)vy(s, 0)vg(s,0) + 2F,(s,0)v,(s, 0)vy(s,0)
+ 2F(s,0)vs:(s,0) + Ey(s,0)v,(s,0) = 0.
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Como v,(s,0) = 0, entdo
2F(s,0)vs(s,0) + Ey(s,0)v,(s,0) = 0.
Utilizando que vy = v, € integrando com relagao a s no intervalo [0, s] temos

0 = [ DL ([ e,

Portanto,

]

Aplicando este lema em cada arco de geodésica nula entre as segoes X} e
Y7, parai=1,...,n e X} e X3, podemos calcular a derivada das transformacoes

de transigao II; ;41 e II,, ;.

Para as transformacgoes II;, na vizinhanca de p; tomamos o sistema de

coordenadas (u,v) tal que as geodésicas nulas sdo dadas pela equagao diferencial

(veja [1]) .
() -

Neste sistema de coordenadas TI; : {v = ¢} — {v = €} é uma translacao

IT;(u, €) = (u+ k,€), k constante, e portanto diferenciavel.

Assim, II ¢ diferenciavel. Se IT'(p) # 1 para o ponto p € ¢ N X1, temos
que ¢ é um ciclo geodésico nulo hiperbélico de «. Em outro caso, vamos fazer
uma perturbagao em um arco suave de geodésica nula, onde ¢ nao tenha auto-
intersecoes, de tal maneira que c seja ciclo geodésico nulo hiperboélico de uma imersao

na vizinhanga de a.

Lema 4.7. Sejam o« € I" e ¢ : [0,l]] — M um arco suave de geodésica nula
parametrizado pelo pseudo-arco s. Considere a deformacao
b 3
ac(s,v) = a(s,v) + 6@5(5, v)on(s)
onde a(s,v) € a carta local dada pelo Lema 4.6 com by(s) # 0, 6(s,v) = d1(s)d2(v)
€ uma fungao suave com suporte pequeno, 63(0) = 1, 01(s) nao negativa com
suporte em [}j, %Z] Entao para € # 0 pequeno, ¢ é arco de geodésica nula de o

e IL(0) = TI'(0)(1 + ke) + O(€?), com k # 0.
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Demonstracao. Na carta local

a(s,v) =a(é(s)) + ((al(s) +€(b1(5))*0(s,v))v + GQT(S)U2 + 0P A (s, v)) n(s)

+ (bl(s)v + bQQﬁUQ + 03By (s, v)) b(s)

temos que,

G (s,v) =(a1(s) + €d1(5)(b1(5))*)* + [(ar + €6157)(405(0)€d1 b + 2a2)](s)v + O(v?),

F(s,v) = — by(s) + [@ a1 — by + 3ed1a1b,b7 + €(61a1) b} + 32020, b3 + €26,6,0°](s)v
+0(v?),

B(s,0) = — 2ar(s) + B (s) + du(s)B()w + O(?)

e portanto, ¢ é arco de geodésica nula de a.. Assim, a derivada da transformagao de

transicao associada a ¢ para a. é

IT'(0) = exp {— /Ol (% + 51(5)51(3)26) ds} .

Observamos que I1/(0)|.—o = II'(0). Calculando,

dI1’(0) :
: =1 —61(s)by1(s)*d
il =10 [ oo eras
= IT'(0)k,
temos k # 0 e portanto a conclusao do lema. O]

Corolario 4.8. Sejam o € I" e ¢ : [a,b] — M um ciclo geodésico nulo. Chamemos
¢ o arco suave de geodésica nula de c, que nao intersecta outro arco de c, entre as
secoes transversais Y1 e 3 nos pontos c(uy) e c(ug), respectivamente, tal que ndo
intersecta outro arco de c. Entdo existe o, na vizinhanca de « tal que ¢ € ciclo

principal hiperbolico de c..

Demonstragao. Tomemos a.(s,v) como no Lema 4.7 para s € |uj,us] (¢
parametrizado pelo pseudo-arco s) e a. = a em outro caso. Para e pequeno,

a. ¢ uma imersao na vizinhanca de a.

Pelo Lema 4.7, temos que ¢ é ciclo geodésico nulo de a, e II.(0) # 1 para ¢
pequeno, onde I, é a transformagao do primeiro retorno dada por (4.2) para ¢ e a.

Portanto, ¢ ¢é ciclo geodésico nulo de a.. O]
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Exemplo 4.9. Elipsdide de revolugao em torno do eixo z. Considere a parametriza-
cao X (u,v) = (a sen(v)cos(u),a sen(v) sen(u), ccos(v)). O tropico ¢ dado pelas

- PR fd — ¢ Y Act
curvas vy = arccos ( =) € vy = T — arccos ( W) A equacao de geodésicas
nulas é

((a* + %) cos?(v) — *)dv? + a® sen*(v)du® = 0.

Como o trépico é composto por duas curvas tipo espago, as geodésicas nulas

tem singularidades tipo cuspide globalmente. A transformacao do primeiro retorno

. —_ P 2 I aTm . , ~
T {v=v}—{v=uv}én(u)=u+ 72— Variando a e ¢, o ntimero de rotagao
de 7w pode ser racional ou irracional. Portanto, vamos ter configuracoes com todas

as geodésicas nulas fechadas ou todas densas, veja Figura 4.4(a).

(a) Elipsoide (b) Toro

Figura 4.4: Geodésicas nulas do elipsdide e do toro de rev-
olucao em torno do eixo z.

Exemplo 4.10. Toro de revolugao em torno do eixo z. Considere a parametrizagao
X (u,v) = ((ar +rcos(v)) cos(u), (ar + rcos(v)) sen(u),rsin(v)) coma > 1 e r > 0.

O tropico ¢ dado pelas curvas vy = § e vy = 37”. A equacao de geodésicas nulas é
—r?(2cos*(v) — 1)dv® + r(a + cos*(v))du® = 0.

Igual que no Exemplo 4.9, as geodésicas nulas tem singularidades tipo ctspide
globalmente. A transformagao do primeiro retorno 7 : {v = v} — {v = v} é
m(u) = u+ V27 + 2av2EllipticK(3v/2), onde EllipticK é uma integral eliptica
de primeira ordem. Variando a, o ntimero de rotacao de m pode ser racional ou
irracional. Portanto, teremos configuragoes com todas as geodésicas nulas fechadas

ou todas densas, veja Figura 4.4(b).
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Exemplo 4.11. Geodésicas nulas e linhas assintdticas no hiperboloide de uma folha
vertical. Considere as parametrizagdes X (u,v) = (a(cos(u) 4+ v sen(u)), a( sen(u) —
vcos(u)), cv) do hiperboléide vertical de uma folha

x Y z

242

a?  a? 2

com ¢ > a > 0. A superficie é Lorentziana. A equagao das linhas geodésicas nulas é:
(¢ — a®)dv? + 2a*dvdu — a*(v* + 1)du® = 0.
A equacao das linhas assintoticas é:
2a*cdvdu — a*c(v? + 1)du® = 0.

Portanto, as geodésicas nulas coincidem com as linhas assintéticas se, e somente se,

a = cC.

Estabilidade estrutural em um ciclo geodésico nulo

Definigao 4.12. Uma imersao o € I"° é chamada C*-estruturalmente estdvel da
configuracao das geodésicas nulas na topologia C* em um ciclo geodésico nulo ¢ de
a, se para toda vizinhanga U(c) de ¢ em M existe uma vizinhanga U de o em I™*
tal que para toda imersao 5 € U existe um ciclo geodésico nulo ¢ = ¢z em U(c) e um
homeomorfismo h = hg : W(c) — W(¢é) entre vizinhangas de ¢ e ¢ com h(c) = ¢,
levando conjuntamente as folheagoes .7:"1,a|W(c) € ]-12704|W(C) nas folheagoes flﬂlw(@)

]}276|W(5), respectivamente.

Teorema 4.13. Seja ¢ um ciclo geodésico nulo de uma imersio o € " (r > 5). Se
¢ € hiperbdlico entio o € localmente C*-estruturalmente estdvel na configuracao das

geodésicas nulas em c.

Demonstracao. O fato de ser ¢ hiperbolica garante a estabilidade local dentro de
pertubacoes na C3-topologia. Na Secao 4.5 vamos fazer a equivaléncia das duas

folheacoes em um contexto global. O

4.4 Estabilidade Estrutural

Considere o subconjunto S” = S'T(M) C I"* tal que para o € S” satisfaz as

seguintes propriedades:

a) O tropico é uma curva regular com apenas pontos luz isolados.
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b) As singularidades sao todas tipo sela, no, foco ou cuspides.
c¢) Os ciclos de geodésicas nulas sao hiperbolicos.
d) Nao tem conexoes de separatrizes.

e) O conjunto limite de toda geodésica nula esté contido no conjunto de singu-

laridades e ciclos de geodésicas nulas.

Observacao 4.14. Chamamos de separatrizes as geodésicas nulas que sao projecoes
das separatrizes de selas e das variedades estaveis fortes dos nés do campo de linhas
de Lie-Cartan.

Definicao 4.15. Uma imersio o« € I"° € chamada C?-estruturalmente estdvel
da configuragao das geodésicas nulas na topologia C?, se existe uma vizinhanga
U de a em I™° tal que para toda imersao [ € U existe um homeomorfismo
h =hg: M — M tal que h(ga) = 5‘5 e levando as folheacoes .7:"1,04 e ]:"2@ nas
folheagoes ]:"17/3 e .7:"275.

Teorema C. Seja r > 5 e M uma superficie suave, orientada e compacta. Entao
o conjunto S"(M) é aberto em Z"° e todo a € S™(M) é CP-estruturalmente estavel

na configuragao das geodésicas nulas.

4.5 Demonstracao do Teorema C

A abertura do conjunto S” em Z" segue da estabilidade local nas singu-
laridades, a continuidade sobre partes compactas das separatrizes e a estabilidade

local nos ciclos hiperbdlicos.

Para provar a estabilidade estrutural, vamos utilizar o método exposto por
Garcia, Gutiérrez e Sotomayor em [13] para a construc¢ao da equivaléncia topolégica.
No espago projetivo tangente PM = {T'M \ 0}/{v = rw,r # 0} considere a
subvariedade G, composta por todas as diregdes de geodésicas nulas (os zeros da

primeira forma fundamental) de a. Numa carta local (u,v) a subvariedade é
G = ({0 ) € B? x PUR) s Gp? + 2Fpq + B = 0},

a projecao 7 : G, — M tal que 7(u,v,[p : q]) = (u,v) é um recobrimento duplo
do fecho da parte Lorentziana de a em M e a projecao do criminante P, de G, é o

tropico de a.
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O campo de Lie-Cartan, o qual na carta local é (F,, pF,, —(F, + pF,)),
onde F = Gp* +2Fp+ Eep= g—z, define globalmente em G, um campo de linhas
L .o que localmente ¢ um campo vetorial e este ¢ o levantamento dos campos EMLQ
e £~2,a. As singularidades do campo de linhas [11701, se tiver, estao em P, e elas sao
sempre selas, n6s ou focos. A folheagao deste campo de linhas, denotada por F. La, €
um levantamento das folheagoes ﬁl,a e .73270[ das geodésicas nulas no fecho da parte

Lorentziana de «.

Na superficie G, h& uma involucao canénica ¢, : G, — G, tal que

9034 = Zda Pa % id e (pa’Pa =id . ASSiIIl, ¢a<u7vv [pl : Q1]) = (U,U, [p2 : Q2]>7 isto é7
envia a dire¢ao de geodésica nula [p; : ¢;] na outra diregao [ps : ¢o] da fibra 77! (u, v).

Pelas condi¢oes de regularidade do trépico de a a involucao ¢, ¢ um
difeomorfismo. Considere o campo de linhas EII,a = (goa)*ENLa induzido por ¢,.
Denotemos por .7:"11,04 a folheagao gerada por este campo. As folheagoes j:},a e .7:"11704
sao transversais em G, exceto em P,. As singularidades do campo L 1o €stao em P,
e como @,lp, = id temos que as singularidades dos campos de linhas Zl,a e L Ia

Sa0 as mesmas.

As folheagoes .7:"1@ e ]:"H,a sao chamadas de primeira e sequnda folheagoes,
respectivamente. Observe que a projecao por m de qualquer das folheagoes em G,

gera as duas folheagoes das geodésicas nulas em M.

As condigoes impostas para as folheacoes ]:"LQ e ]:"270[ na definicao do con-

junto S”, séo induzidas para as folheacoes .7:"1706 e fll,a.

Uma fato importante é que, pela Observacgao 1.12, nao temos ciclos de
geodésicas nulas disjuntos do tropico, mas temos ciclos com arcos em ambas
folheagoes (veja Segao 4.3). Assim, f;}a e .7:}1@ somente tem ciclos principais que

intersectam P,.

4.5.1 Regioes candnicas

A primeira (respec. segunda) regidao canodnica de a, com « € Sréoa
componente conexa do complemento das singularidades selas e noés, dos arcos da
primeira (respec. segunda) folhea¢do contidos em ciclos, das variedades estéaveis
fortes dos nos (com orientagao de atrator) da primeira (respec. segunda) folheagao

e das separatrizes de selas da primeira (respec. segunda) folheagao.
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As primeiras (respec. segundas) regides canoénicas podem ser paralelas
ou cilindricas. No primeiro caso o campo L;, (respec. L;;,) é topologicamente
equivalente ao campo vetorial a% em R?, no segundo caso ele é topologicamente

equivalente ao campo vetorial 2u + 2v em R?\ {0}.

Observagao 4.16. Como nao temos geodésicas nulas que nao intersectem o trépico,
ou equivalentemente, nao temos curvas fechadas da primeira e segunda folheagoes
disjuntas do conjunto P,, entao as regioes candnicas cilindricas nao contem ciclos
fechados da outra folheacdo (veja [13], [29]). Isto reduz os casos a serem analisados
para fazer a equivaléncia topologica, ja que para uma regiao cilindrica todas as linhas

da outra folheagao atravessam transversalmente (veja Figura 4.5).

Ga

Figura 4.5: Regido cilindrica em G, composta por duas cur-
vas fechadas de Fr . Na figura de baizo temos a
projecao da regido em M.

Dada uma imersao a € Z", podemos encontrar uma vizinhanca U, de o em
775 tal que U, C S”, r > 5, e que ao longo de um arco continuo oy, t € [0,1], em
U, unindo o = ay e B = a1, ha uma dependéncia continua, de maneira tnica, das
singularidades, dos ciclos geodésicos nulos e das separatrizes de pontos de selas e
nos (variedades estaveis fortes) de ambas folheagoes F Ta € F I1,a, © portanto, uma

dependéncia continua das regioes canonicas de oy em «; de maneira tnica, definindo
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uma correspondéncia um a um entre as regioes de « e 3. A correspondéncia preserva

o tipo de regiao.

Seja @q, @ Go, — G4, a involugdo com as mesmas propriedades que @,
em G,. A dependéncia continua das regides candnicas define uma equivaléncia
topologica parcial entre as singularidades de F;, e Fr,,, € entre as separatrizes ou

ciclos principais para t € [0, 1].

4.5.2 Construcao de equivaléncias

1. Definicao de h; sobre a intersecao de uma primeira e sequnda regiao paralela. Em
cada primeira regiao paralela R, escolhemos a secao transversal S da seguinte
maneira: se P, N Ry # (), entao S é uma componente conexa deste conjunto, e se
P, N Ry =0, entdo S é um arco de alguma separatriz da segunda folheagao (isto

sempre ¢ possivel).

Seja S a segao transversal da regiao R;. Se S é um arco de uma separatriz o
da segunda folheagao, os extremos a e b de S tém como continuagao hi(a) e
hi(b) os quais definem os extremos da continuagao S; de S contida em um arco
da separatriz o; (continuagao de o). Definimos h; : S — S; como qualquer
homeomorfismo que estende a correspondéncia dada pelos extremos. Se S esta
contida em P, a definicao é similar, neste caso os extremos sao sempre selas ou

2

nos.

Sejam R; e Ry as regioes paralelas e S e T suas se¢oOes transversais, respecti-
vamente. Para cada p em uma componente conexa C' de R; N Ry, chamamos
s(p) e t(p) as intersegoes das geodésicas nulas que passam por p da primeira e
segunda folheacao com S e T', respectivamente. Seja C; a continuagao de C. As-
sim, para cada p € C' definimos h;(p) como a interse¢ao das geodésicas nulas da
primeira e segunda folheac¢ao de a; que passam por hy(s(p)) € Sy e h(t(p)) € Tt,

respectivamente.

2. Definicao de hy na intersecao de uma regiao cilindrica com uma regiao paralela.
Da Observagao 4.16, uma regiao cilindrica R; sempre intersecta o conjunto P,.
Assim, definimos a sec¢ao transversal S como uma componente conexa de Ry NP,.
Consideremos a continuacao Ry; e S; de Ry e S, respectivamente. As folheagoes
]:"La| Ry, definem transformacoes de Poincaré m; : S; — S; as quais possuem

um atrator e um repulsor nos extremos de S;. Seja g, : S — S; a conjugacao
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topologica entre my e ;. Definimos hi|g = ¢; (similar que no item 2 da Segao
2.4.2).

Considere a regido paralela Ry e C' = Ry N Ry # (). A secao transversal T para
Ry é¢ um arco de qualquer dos dois ciclos que formam R; da primeira folheagao.
A definicao de h; em T' da uma correspondéncia um a um dos arcos da segunda
folheacao em Cy, onde C; é a continuacao de C. A extensao de h; a todo C a
fazemos da seguinte maneira: a intersecao do arco pm) da primeira folheacao
(p € S) com C é levado no arco pm) da primeira folheacao de oy respeitando
a correspondéncia um a um dos arcos da segunda folheagao gerada pela defini¢ao
de hy em T

3. Defini¢ao de hy na interse¢ao de duas regides cilindricas. Seja Ry (respec. Rs) a
regiao cilindrica da primeira (respec. segunda) folheagao, e seja S se¢ao transver-
sal de R; (componente conexa de Ry NP, sendo que todas regides cilindricas
intersectam o conjunto P, ). Neste caso, S é também segao transversal para Rs.
Definimos h; : S — S; (S; continuagao de S) utilizando a transformagao de

Poincaré da primeira ou segunda folheacao.

Para p € RiNRy, chamemos s;(p) (respec. s2(p)) a interse¢ao da linha da primeira
(respec. segunda) folheagao com S. Assim, h;(p) é definido como a interse¢ao das
linhas da primeira e segunda folheagao de oy que passam pelos pontos h;(s1(p))

e hi(s2(p)), respectivamente.

Todas as possibilidades de intersegdo de regides canonicas estao consideradas (os
casos se reduzem pelo fato de ndo ter curvas fechadas disjuntas do P,). Assim,
temos uma equivaléncia topoldgica h, das folheacoes F, Ia € F, 11,0 com as folheacoes
flm e .7}1176”, para todo ¢ € [0, 1], a qual induz uma equivaléncia topologica H, entre

a tripla P, e I@’at em M.



CAPITULO 5
LINHAS PRINCIPAIS DE SUPERFICIES
CLASSICAS EM R2!

Vamos descrever as linhas principais de superficies “classicas” no espaco
de Minkowski R*! = (R3,(.,.)), onde (u,v) = wujv; + usvy — uzvz, € em alguns
casos fazer a comparacao com as linhas principais das mesmas superficies no es-
pago E3 = (R3 (,,.).) (o espago vetorial R® com o produto escalar euclidiano).
As configuragoes principais das superficies descritas neste capitulo nao satisfazem
as condicoes de estabilidade estrutural global. Nelas mostramos a utilizacao do

Teorema de Dupin no espaco de Minkowski.

Neste capitulo, vamos falar de ponto umbilico quando os coeficientes da
equagao de linhas principais (1.11) sdo nulos. Assim, vamos estender a ideia de

ponto umbilico para o trépico, chamando eles de pontos umbilicos luz.

5.1 Superficies Umbilicas em R?!.

Uma superficie tal que todos seus pontos sao umbilicos ¢ chamada de

superficie umbilica.

Aesfera S2(r) = {(2,y,2) € R : 22 +-y? + 22 = 12} = {X € R?:|X], = 1}
¢ uma superficie umbilica no espago E3. Também, um plano P = {(x,y,2) € R? :

ax + by + cz = d} ¢ uma superficie umbilica em E3.

Em R?!, os planos sao superficies umbilicas. Entretanto, a esfera S?(r) nao

¢ mais superficie umbilica (veja Observagao 5.10). A “esfera” do espago de Minkowski

S2r)={X eR®: |X|=/|(X,X)| =71} ={(z,y,2) € R?: 2? + y* — 2% = +r?}

¢ uma superficie umbilica. A “esfera” SZ(r) ¢ a uniao de um hiperboldide de uma
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folha e outro de duas folhas (veja Figura 1.3). O cone luz
C={(x,y,2) e R*' : 2® +9* — 2> =0} — {(0,0,0)},

(veja Figura 1.1), ¢ também uma superficie umbilica em R?!.

5.2 Superficies de Revolucao.

Seja c¢(v) = (h1(v), he(v)) uma curva suave no plano-yz, para v € [a,b].

Considere a superficie de revolugao em torno do eixo z parametrizada por
X (u,v) = (h1(v) cos(u), ha(v) sen(u), ho(v))

com u € (0,27), v € (a,b) e hi(v) # 0. Os coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais sao:

E = hi, F=0, G = hi - h3,
e = —hih, f=0 g = ha(h{hy — h3hy).

Assim, temos uma carta principal. O tropico é A = h2(h2 —h%) = 0. Os coeficientes

da equacao das linhas principais sao:
Ly =0, M, = h2[hy (KR — hYR,) — Wy (B2 — hE)], N; =0.

As linhas principais sao os meridianos e os paralelos, podendo ter linhas de pontos

umbilicos nos v tais que M; = 0.

Exemplo 5.1. O toro de revolugio em torno do eizo z. Fazemos c(v) = (R +
rcos(v),r sen(v)) com R > r > 0 e v € [0,2n]. O tropico ¢ A = —r*(R +
rcos(v))?(2cos?(v) — 1) = 0, isto &, quatro curvas fechadas quando 2 cos?(v) —1 = 0,
divide o toro em duas regioes Riemannianas e duas Lorentzianas. Temos também
que: L1 = 0, My = —r*(R + rcos(v))?(2rcos®(v) + R), Ny = 0. Se 2r > R, entao
2r cos®(v) + R = 0 tem duas solugoes e teriamos neste caso duas curvas de pontos
umbilicos, as quais aparecem em uma das regides da parte Lorentziana do toro (veja
Figura 5.1(a) onde se mostra em vermelho uma das duas curvas de singularidades).

Se 2r < R nao temos pontos umbilicos.

Exemplo 5.2. FElipsdide (esfera se a = c¢) z—i + Z—i + i—; = 1. Fazemos
c¢(v) = (acos(v),c sen(v)) comv € [—%F, Z]. O tropico € A = —a? cos?(v)(cos®(v)(a*+
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(a) Toro (b) Elipsoide

Figura 5.1: Linhas de curvatura principal no toro e elipsdide
de revolugcao em torno do eiro z.

) —a?) = 0, isto &, duas curvas fechadas quando cos?(v)(a®+c?) —a? = 0. Os coefi-
cientes da equagao das linhas de curvatura sao: L; = 0, M; = — cos®(v)a®c(a® + ¢?),

Ny =0 (veja Figura 5.1(b)). Os pontos P = (0,0, %c¢) sao umbilicos tipo centro.

Observe que, na esfera S*(r) (a = ¢) somente temos dois pontos umbilicos,
entretanto em E3 é uma superficie umbilica. No elipsoide (a # c) as linhas principais

sdo exatamente as mesmas curvas tanto em E? como em R?*!.

Como veremos na Secao 5.4, um elipsoide de revolugao com eixo de rotagao
em x ou y tem quatro pontos umbilicos tipo F;. Entretanto, em E3 temos somente

dois pontos umbilicos tipo centro. As configuragoes principais nao sao equivalentes.

Exemplo 5.3. Rota¢do no eizo x. Agora, seja c(v) = (hy(v), h2(v)) uma curva suave
no plano-zz, para v € [a,b]. Considere a superficie de revoluc¢ao entorno do eixo x

parametrizada por
X (u,v) = (ha(v), hy(v) cos(u), hy(v) sen(u))

com u € (0,27), v € (a,b) e hy(v) # 0. Obtemos que f = 0 e F =
—2 sen(u) cos(u)hi(v)h)(v) = 0 se, somente se, hy(v) = constante = k. Assim,
os meridianos e paralelos sao as linhas principais somente quando X é um cilindro

de raio k. Resultado similar se obtém fazendo rotagao no eixo y.
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As linhas principais em uma superficie gerada a partir de uma rotagao em
um eixo diferente ao eixo z, nao tem uma caraterizagao geral, isto é, nao é possivel

ter conclusoes globais da configuracao principal delas.

5.3 Sistema Triplamente Ortogonal.

Definigao 5.4. (Veja [37]) Para qualquer produto escalar {.,.) em R3, um sistema
triplamente ortogonal de superficies é uma aplicacio diferencidvel X : W — R3,

definida em um aberto W C R3, satisfazendo:
a) dX (o) © Twww)R — Tx(upewmR? € bijetiva para todo (u,v,w) € W.
D) (X Xo) = (X, X,) = (X, X,) = 0.
Veja outras definigdes de sistemas ortogonais em [49], [26] e [48]. Para

p = (ug, vo, wp) € W, as trés superficies

(u,v) — X (u, v, wp),
(u, w) — X (u, vy, w),

(v, w) — X (ug, v, w),

sao mutuamente ortogonais. Denotamos estas superficies por Sy, Sy, € Sy, respec-

tivamente. Elas sdo regulares por a).

Note que pela condi¢do b), F = 0 sobre cada superficie. Além disso,
Xy(u,v,wp) € normal de S,,, em (u,v,wy) (de maneira similar para outras duas

superficies), derivando

<Xu7Xv>w = <Xuan>v = <Xw7Xv>u =0

temos que:
<qu7 Xv) + <Xu7 Xvw> = 07
<Xuv7 Xw) + <Xu> va> = OJ
<qu> Xv> + <Xw7 Xvu> =0
Disto,

<X’LLU7XU)> - _<Xquvw> - <quaXU> = _<Xw7XUu>'
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Portanto, (X, X,y) = 0. De maneira similar obtemos que (X, Xy) = (Xpw, Xu) =
0. Entao f = 0 sobre cada superficie, isto é, temos uma carta principal. Podemos

concluir o seguinte teorema.

Teorema 5.5. (Dupin). As curvas coordenadas sobre qualquer das superficie em

um sistema triplamente ortogonal sao as linhas principais.

5.4 Linhas Principais no Elipsoéide.

Considere as superficies (veja [25])

22 2 2
F,=<(x,y,2): =1¢,
{< v:2) a2—u+62—u+02+u }
22 % 2
G’U: ) Y : + _'_ :]' Y
{(myz) a?—v b—-v 4w }
22 2 2
Hw: ' 9> : =1 )
{(xyz) a2—w+b2—w+02—|—w }

onde a > b > 0 (para b > a > 0 ¢ similar) e ¢ > 0.

Seja Ug = {(u,v,w) € (—c%,b%) x (b?,a?) x (—c*,b?)}. Para (u,v,w) € Ug, F,, H,

sao elipsoides e GG, um hiperboléide de uma folha.

Teorema 5.6. As superficies F,, G, e H,, formam um sistema triplamente orto-

gonal para (u,v,w) € Ug, v # w.

Demonstragdao. Resolvendo o sistema linear em {22, y?, 2%}

2 2 2
x Y z
+ —1=0,
a2—u+b2—u 2+
2 2 2
T z
v _1-0
a?—v b2 —v 24w
22 2 2

—1=0,
a2—w+b2—w+02+w
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temos que

x(u, v, w) i\/ U)(GZ_U}),

)(a? + 2)

b2 —0)(b? — w)

\/ V(0% + ¢?) ’

y(u,v,w) ==+

(2 +u)(c?+v)(c?+w)

zuvw =+
(a® + 2) (b + 2?)

E facil verificar que
X(u,v,w) = (a:(u,U,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) (51>

satisfaz (X, X,) = (Xu, Xu) = (X, Xy) = 0. Além disso,

(u—v)(u—w)(v—w)
8z (u, v, w)y(u, v, w)z(u,v,w)(a® — b?)(a? + ¢2)(b* + 2)

det(dX) = £0

O

Como F,,G,, H, é um sistema triplamente ortogonal, pelo Teorema de

Dupin, estas superficies se intersectam em suas linhas de curvatura principal.

Fixemos w e definimos o elipséide E,, = H,, com (u, v, w) € Ug, assim temos
que as linhas principais em [E,, sao as curvas geradas pelas intersecoes do elipsoide
com a familia de hiperboléides de uma folha F, e com a familia de elipsoides G,

(veja Figura 5.2).

Figura 5.2: Sistema triplamente ortogonal para o elipsdide.
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Em cada octante de E,, temos que a parametrizagdo (5.1) é uma carta
principal, isto é, f = F = 0. Assim, as linhas principais sao u = constante e
v = constante. A configuracao completa é obtida por simetria com relacdo aos

planos coordenados.

Queremos uma descricao detalhada das linhas principais no elipsoide
2?2 2
Eo ={(z,y,2) : = —|—b—2—|——:1}

com a >b>0ec>0 (permitimos que a = c ou b = ¢).

Lema 5.7. Em Ky temos que:
a. As curvas {(x,y,z) : x =0}NEq e {(x,y, 2) : z = 0}NEq sao linhas principais.

b. Hd quatro pontos umbilicos tipo espaco

[a? — b2 b2 + 2
t+ay/ ——,0,£cy/ —— | .
( a?+c? a? + 02>
c. Os pontos umbilicos sao tipo E.

d. A curva {(z,y,z) :y =0} NEy € unido de linhas principais. Além disso, elas

sao as separatrizes dos pontos umbilicos.

e. O tropico € composto por duas curvas requlares fechadas disjuntas as quais sao

linhas principais.
f. As linhas principais sao globalmente definidas.

Demonstracao. Trabalhamos com diferentes cartas e calculamos os coeficientes da

equagao (1.11).

a. Considere a parametrizacao

X (u,v) =(acos(u)\/A; cos?(v) + sen2(v),b sen(u) sen(v),

5.2
ccos(v)y/ By cos*(u) 4+ sen?(u)) o

com (u, v) e U = [0 7r] 0,27] ou (u,v) € Uy = [0,27] x [0,7], e onde
A = a2+c2’ B, = 2+2
retangulo U; ou U, (0s pontos umbilicos).

Esta parametrizacao nao ¢ regular nos vértices do

A equagao (1.11) é

abe(b? cos®(v) + ¢ cos®(v) + a® cos®(u) — b* cos® (u) — a® — ¢*)*dudv = 0,
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e portanto, (u,v) define uma carta principal. As linhas principais so

u = constant e v = constant. Para (u,v) € Uy (respec. Uy) e u = 5 (respec.

v = %), temos que {(z,y,2) : v = 0} NE (respec. {(z,y,2) : 2 = 0} NE) ¢

linha principal.

b. Considere a carta
X(u,v) = <au, bv, £cv1 — u? — 1)2> , (5.3)

a equacao (1.11) é

—uv(a®+ ) du® + (v (a® + ) —v* (b + %) — a* + b%) dudv +uv (b* + ) dv?® = 0.
(5.4)

Temos que L; = N; = 0 quando v = 0 ou v = 0. Se u = 0, entao M; =
V(P42 —a?+0* £ 0. Se v =0, temos que My = u*(a®> +c?) —a®>+b0* =0

se, e somente se,
a2 — b2
Uy = + ﬁ
a“+c

Assim, avaliando em X temos quatro pontos umbilicos. Além disso,

b (a® + ¢?)

(EG — F?)(ug,0) = v

> 0,

entao os pontos umbilicos estao na parte Riemanniana de FEj.
c. Fazendo p = % na equagao (5.4),
F(u,v,p) = —uv(a®+c*)+(u?(a®+c*) —v* (b +c*) —a® +b*) p+uv(b*+c*)p* = 0.

O campo de Lie-Cartan ¢ Y = (F),,pF,, —(F, + pF,)) na superficie M =

F71(0) € R? x RP'. O ponto umbilico i = (ay/%7%,0,e0/%45) tem

2_}2
coordenadas uy = ,/% e v = 0. Agora, temos que

2

a? =0 55 2o 2, 2
Y(’U,(),O,p): (0707_ (12——|—C2p<bp +Cp +a +c ) = (07070)
se, e somente se, p = 0.

Além disso, os valores proprios de DY (ug,0,0) sao

a?—b* 2
)\1:2 a2+02<a +C)7
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Ay = —2 Zi—;ii(az +c?).
Portanto, o ponto P, é tipo E; (veja [15]). Para os outros pontos umbilicos a
analise é igual.
d. Com a parametrizagdo (5.2), as curvas (0,v),(m,v),(u,0),(u,m) € Uy sao
linhas principais. Assim, {(x,y, 2z) : y = 0} NEq } é unido de linhas principais e
pontos umbilicos. Como os pontos umbilicos sao tipo E7, obtemos o resultado.

e. Utilizando a carta (5.2) com (u,v) € Dy, temos que

EG — F? = ((0* + ¢®) cos’(v) — ¢®) ((a® — b*) cos*(u) — a?)
((a® = b*) cos*(u) + (b° + ¢*) cos*(v) — a® — 02)2 =0

se, e somente se, v; = arccos (ﬁ) ou Uy = arccos <_\/C+W> =T — .

O tropico € unido de duas curvas fechadas ¢;(u) = X (u,v1) e co(u) = X (u, v).
Como v = constante e X é carta principal, ¢; e ¢y sao linhas principais. As

curvas ¢ e ¢ podem ser também obtidas na carta (5.1) com u = 0.

f. Como a parametrizacao (5.2) é definida globalmente em E, e é uma carta

principal, temos L; = N; =0 e o LPL é vazio.
O

Do Lema 5.7 e Teorema 5.6, a configuracao principal no elipsoide Eq é dada
na Figura 5.3. Todas as linhas principais sao fechadas, exceto as quatro separatrizes
entre os pontos umbilicos.

b24c?

Observacao 5.8. Fazendo um redimensionamento das coordenadas v = el e
v =y, a equagao (5.4) é

— zyda® + (2° — y* — N?) dydx + zydy® = 0 (5.5)
com \? = Zj;i’j Os eixos coordenados, a familia de elipses

u(t) = Rcos(t),v(t) = r sen(t), R* = r* + \?
e a familia de hipérboles
u(t) = Rcosh(t),v(t) = r senh(t), R* — r? = \?

sao solugdes da equagao diferencial 5.5 (similar no caso do produto escalar euclidiano,
veja [15]).
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Figura 5.3: Linhas principais no Elipsdide.

Figura 5.4: Familia de quadrdticas ortogonal e confocal.

Observagao 5.9. Quando a = ¢ # b ou b = ¢ # a, temos quatro pontos umbilicos
tipo E1, enquanto com o produto escalar euclidiano somente temos dois pontos tipo

centro (veja Figura 5.5).

Observagao 5.10. Quando a = b e ¢ > 0 (elipsoide ou esfera), a parametrizac¢ao

(5.2) ¢ simplificada

X (u,v) = (a sen(v)cos(u), a sen(v) sen(u), ccos(v)).
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(a) R*! (b) E?

Figura 5.5: Linhas de curvatura principal do elipsoide % +

2 2
b+ 5 =1
A equacgao das linhas principais é
a*c(a® cos? (v) + ¢ cos*(v) — a* — ) dvdu = 0,

assim, as linhas principais sao u = constante e v = constante. Temos somente dois
pontos umbilicos (0,0, +¢) tipo centro na parte Riemanniana de Ey (veja Exemplo
5.2).

5.5 Hiperboléide de Duas Folhas.

Considere a equacao

22 2 22
7“; + Sb—2 —+ tg = 1,

onde 7, s,t € {—1,1}. Vamos chamar de hiperboldide horizontal (respec. vertical)

de duas folhas, denotado por Hyy, (respec. Hy, ), se r = £1, s = F1 e t = —1 (respec.

r=s=—1et=1). Também, vamos chamar de hiperboloide horizontal (respec.

vertical) de uma folha, denotado por Hy; (respec. Hy,), se r = +1, s = Flet =1

(respec. r=s=1et=—1).
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5.5.1 Hiperbolb6ide horizontal de duas folhas.

Considere as superficies

22 2 2
]Fu: 'y I L - :]-a
{(z.y,2) a2+u+b2—u cz—u }
22 2 2
GU: » Yy L - :1a
{(z.y,2) a2+v+l)2—v ¢z —wv }
72 2 2
H, ={(z,y,2) : + Y — =1}.

a2+w bBP—w cE-w

Sejam

Uy ={(u,v,w) € (—a? c?) x (=00, —a?) x (—a®,c?) : b > c,u # w},

Us ={(u,v,w) € (¢, 00) X (—o0, —a*) x (—a*b*) : b < c}.

Corolario 5.11. As superficies F,, G, e H,, formam um sistema triplamente

ortogonal para (u,v,w) € Uy U Us.

Demonstracao. Resolvendo para x,y, z como no Teorema 5.6, temos que

B (@ +u)(a® +v)(a@® +w)
w(u,v,w) =+ \/ @+ )@+ E)

B (0% —u)(b? —v)(b? — w)
y(u,v,w) ==+ \/ (a® + ) (0% — @) )

(v w) = + \/(c2 —u)(c® —v)(c® — w).

(a® + 2)(b? — 2)

Assim,
X(u,v,w) = (x(u,v,w), y(u, v,w), z(u, v,w)) (5.6)

satisfaz (X, X,) = (Xy, Xy) = (X0, Xy) =0e

(u—v)(u—w)(v—w)
8x(u, v, w)y(u, v, w)z(u,v,w)(a®+ b?)(a? + c2)(b? —

det(dX) = 5 £ 0.

]

Para (u,v,w) € Uy, F,, G, e H, s@o as superficies Hy,, Hy, € Hop,
respectivamente, e para (u,v,w) € Us, F,, G, e H, sado as superficies Hy,, Hy,
e Hoy, respectivamente (veja Figura 5.6). Como F,,G,, H, formam um sistema

triplamente ortogonal, pelo Teorema 5.5 estas superficies se intersectam em suas
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linhas principais.

(a) b>c (b)b<e

Figura 5.6: Sistema triplamente ortogonal para o hiper-
boldide horizontal de duas folhas.

Agora, fixamos H3 = Hy. Temos que as linhas principais em H3 sdo as

curvas de intersecoes com as familias Hy, e Hy, para b > ¢, e com Hy, e Hy, para
b < c. Em cada octante, temos que para H% a parametrizagio (5.6) ¢ uma carta
principal. A configuracio principal completa em H%¢ ¢ obtida pela simetria com

relagao aos planos coordenados.

Lema 5.12. Dado um hiperboldide horizontal de duas folhas HS temos que:

a. para b > c

. hd quatro pontos umbilicos tipo F;

a® + b? a? + c?

1. as linhas principais sao globalmente definidas.

1. 0 tropico € composto por quatro curvas abertas.
b. para b < c

1. nao temos pontos umbilicos.
1. a superficie é Lorentziana.

1. as linhas principais sao globalmente definidas.
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\______
,\\

(a) b>c (byb<ec

Figura 5.7: Linhas principais no hiperboloide horizontal de
duas folhas.

Observagao 5.13. Para o hiperboléide horizontal de duas folhas (a # ¢)

a anélise é similar.

Observagao 5.14. Quando b = ¢ (a = b = ¢ sdo permitidos), a parametrizagao
X(u,v) = (av, +bvv? + 1 cosh(u), bvv? + 1 senh(u))

é uma carta principal. Nao temos pontos umbilicos e a superficie é Lorentziana.

5.5.2 Hiperboléide vertical de duas folhas.

Definimos as superficies

72 y? 2
]Fu: » Y P - :]-)
{(z.y,2) a?+u b2+u+c2+u }

72 y? 52
Gv: » I L - :17
{(z.y,2) a?+v b2+v+62+v }

72 y? 52
H,, = » Y L - :17
{(z.9.2) a?+w b2+w+02+w }
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com a > b (quando a < b é similar) e sejam

Uy ={(u,v,w) € (—a* —b*) x (=00, —a?) x (—c*,00) :a > b > c},
Uy ={(u,v,w) € (=b* 00) x (—00, —a?) x (=b*,00) : a > ¢ > b,u # w},
Us ={(u,v,w) € (=b* 00) x (—a?, —b*) x (=b*,00) :a >b > c,u # w}.

Corolario 5.15. As superficies F,, G, e H,, formam um sistema triplamente

ortogonal para (u,v,w) € Uy UUs U Us.

Demonstracao. Resolvendo para x,y, z como no Teorema 5.6, temos que

x(u,v,w) =+ \/_ (a* 4+ u)(a® +v)(a® + w)

@@=

B (0% 4+ u) (0% 4+ v)(b? + w)
y(“ﬂ’?w) ==+ \/ (a2 — bz)(bQ _ 02) ’

(@ = —)

)=t \/(02 +u)(¢ +0)( +w)

Entao

X (u,v,w) = (x(u, v,w),y(u, v, w), z(u, v, w)) (5.7)

satisfaz (Xu,Xv) = <Xu,Xw> = <Xv,Xw> =0e

(u—2v)(u—w)(v—w)

det(dX) = 8a(u, v, w)y(u, v, w)z(u, v, w)(a — b2)(a2 — 2)(B? — 2) 7o

]

As familias ortogonais sao dadas na tabela 5.1. Como F,,G,, H, formam um

| | £ [Gy | Hu |
(u,v,w) € Uy || Hop | Hyy | Hoy
(u,v,w) € Uy || Hay | Hyy | Hop
(u,v,w) € Us || Hay | Hyp | Hop

Tabela 5.1: Familias ortogonais para Ha,.

sistema triplamente ortogonal, pelo Teorema 5.5 as superficies se intersectam nas

linhas principais.
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Agora, fixamos H3>* = Hy. Temos que as linhas principais em H$ sdo as

curvas intersecoes com as superficies da tabela 5.1.

Em cada octante, para H$ a parametrizagao (5.7) ¢ uma carta principal.
A configuracio principal completa de HS é obtida por simetria com relagao aos

planos coordenados.

Lema 5.16. Dado o hiperboldide horizontal de duas folhas Hs, = Hy, temos que:

a. para a >b>c

. hd quatro pontos umbilicos tipo E;

a2 — b2 a2 — 2

. a superficie € Riemanniana.

b. para a>c>1b

1. nao temos pontos umbilicos.
1. 0 tropico € composto por quatro curvas abertas.

1. as linhas principais sao globalmente definidas.
c. para c>a>b

. hd quatro pontos umbilicos tipo E;

a2 — b2 B2 _ 2
<ia\/——a2 — C2,O,ﬂ:cw o c2> )

1. o tropico € composto por duas curvas fechadas.

1. as linhas principais sao globalmente definidas.

Observacao 5.17. Quando b = ¢, a parametrizagao
X(u,v) = <cw, +bvv? 4 1 senh(u), £bvVv? + 1 cosh(u))

¢ uma carta principal. Nao temos pontos umbilicos e a superficie ¢ Riemanniana.

Observacao 5.18. Quando a = ¢, a parametrizacao

X(u,v) = (j:a\/ v2 + 1 senh(u), bv, £avv? + 1 cosh(u))
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(a) a>b>c (bya>ec>b (c)e>a>b

Figura 5.8: Linhas principais no hiperboloide wvertical de
duas folhas.

¢ uma carta principal. Nao temos pontos umbilicos e o trépico é composto por quatro

curvas abertas.

Observacao 5.19. Quando a = b = ¢, temos uma superficie totalmente umbilica.
E a parte Lorentziana da “esfera de raio a” no espaco de Minkowski, isto &, é o
conjunto {v € R?! : (v,v) = —a?}. Lembre-se, a esfera S? com o produto escalar

euclidiano é uma superficie totalmente umbilica.

5.6 Hiperbol6éide de Uma Folha.

5.6.1 Hiperbolbéide horizontal de uma folha.

Considere as superficies

72 y? 52
IE4‘u: y Yy . - :17
{(z.9,2) a? —u b2+u+c2—|—u }

72 y? 52
G’U: IS : - :17
{(@.9,2) a? —wv 1)2+v+c2+v }

72 y? 52

Hw:{<x7yvz) : :1}7

- +
a2—w b2+w cA4+w

onde a > b (para b < a é similar) e b # ¢, e sejam

Uy ={(u,v,w) € (—c*,a*) x (—oo, —b*) x (—=c*,a®) : b > c,w # u}
Uy ={(u,v,w) €ER x R x (=b*a®) :¢c>bu#v,v#wu#uw

Corolario 5.20. As superficies ¥, G, e H, formam um sistema triplamente

ortogonal para (u,v,w) € Uy U Us.
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Demonstracao. Resolvendo para x,y, 2 como no Teorema 5.6, temos

z(u,v,w) ==+ \/(a2 —u)(a® —v)(a® —w)

(a®+ b)) (a2 +¢2) 7

B — (02 + u) (b 4 v)(b? + w)
y(u,v,w) ==+ \/ (a? + b2) (b2 — 2) ’

B (@ +u)(E+v)(+w)
z(u,v,w) ==+ \/ AP —E)

A carta

X(u,v,w) = (x(u, v, w),y(u, v,w), z(u, v,w)) (5.8)
satisfaz (X, X,) = (Xu, Xu) = (Xy, Xy) =0e

(u—v)(u—w)(v—w)

det(dX) = _Sx(u, v, w)y(u, v, w)z(u,v,w)(a® + b?)(a? + ) (b — ¢?)

£ 0.

As familias ortogonais sao as seguintes

i. para (u,v,w) € Uy, as superficies F,,, G, e H,, sao Hyy, Hy, e Hyp, respecti-

vamente.

ii. para (u,v,w) € Uy, temos

 No. | [F |Gy [Hy |
1 (u,v) € (—00, —c?) X (=00, —c*) || Hiy | H1p | Hip
2 (u,v) € (=, =) x (=, =b*) | E | E | Hy
3 (u,v) € (=%, a%) x (=%, a?) Hyp | Hip | Hip
4 (u,v) € (a% 00) x (a* o) Hy, | Hyy | Hip

Tabela 5.2: Familias ortogonais para Hyp, quando b < c.

Fixamos H?¢ = H, isto &, o hiperboléide horizontal de uma folha. Assim,

as linhas principais sao as curvas de intersecao com as superficies da tabela 5.2. Em

cada octante, para H2¢ a parametrizacao (5.8) é uma carta principal. A configuracao

principal completa em H2¢ ¢ obtida pela simetria em relagao aos planos coordenados.

Lema 5.21. Dado um hiperboldide horizontal de uma folha H{, temos

a. para b > c

1. nao temos pontos umbilicos.
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1. as linhas principais sao globalmente definidas.
1. o tropico € composto por quatro curvas abertas.
b. para b < c
i. hd 12 pontos umbilicos tipo tempo degenerados (fora dos T;).
1. 0 tropico é composto por duas curvas fechadas.

15. 0o LPL € uma curva tipo luz a qual é reqular exceto em 12 pontos os quais

sao selas tipo Morse.

1w o LPL e o tropico tem oito tangéncias.

i 55

%

(a) b>c b)b<ec

Figura 5.9: Linhas principais no hiperboldide horizontal de
uma folha.

Na Figura 5.10 mostramos o LPL e tropico para H{ com b < ¢ na carta
X(u,v) = (av/v® + Lcos(u), bv, cv/v? + 1 sen(u)) com u € [0,27] e v € R. Em cada
regido onde as linhas principais estdo definidas, as superficies que intersectam H%%

para obter as linhas principais sao indicadas com o ntmero da tabela 5.2.

Observagao 5.22. Quando b = ¢, a superficie tem dois pontos umbilicos tipo tempo
degenerados e as linhas principais sao globalmente definidas. O trépico é composto

por quatro curvas abertas.

5.6.2 Hiperboléide vertical de uma folha.

Considere as superficies

xZ y2 Z2

]Fu:{(x7yvz):a2_u+bg_u_cg_u:1}7
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4 4

Figura 5.10: Trépico e LPL de H“bc quando b < c.

G, = {(z,y,2) : v+ — 1},

a?2—v b2 —v 22—

Hy = {(2,9,2) : 50— + — — ——— =1},

a2—w b—-—w c2-w

com a > b (para b > a é similar) e sejam

Uy ={(u,v,w) € (b2,a2) X (—oo,cQ) X (—00,02) ca>b>c,w# v},
Uy ={(u,v,w) ER xR x (—00,b%) :a>c>bu+uv,v#wu#uw,
Us ={(u,v,w) € (c*,00) x (b*,a*) x (—00,b?) : ¢ > a > b}.

Corolario 5.23. As superficies F,, G, e H,, formam um sistema triplamente

ortogonal para (u,v,w) € Uy UUs U Us.

Demonstracao. Resolvendo para x,y, z como no Teorema 5.6, temos

B (a®> —u)(a® —v)(a® — w)
x(u,v,w) ==+ \/ ( ,

a2 — b2)(a2 _ 02)

B —(0% —u)(b? —v)(b? —w)
y(u, v, w) =+ \/ (@ — ) (12 — &) ’

B B (2 —u)(c? —v)(c? —w)
z(u,v,w) ==+ \/ RS
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A carta

X(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) (5.9)
satisfaz (X, X,) = (X, Xy) = (X, Xw) =0e

(u—v)(u—w)(v—w)
8x(u, v, w)y(u, v, w)z(u,v,w)(a® — b?)(a? — c?)(b? — )

det(dX) =

£ 0.

As familias ortogonais sao as seguintes

i. Para (u,v,w) € Uy, as superficies F,, G, e H,, sdo Hy,, Hy, e Hy,, respecti-

vamente.

ii. Para (u,v,w) € Uy, temos

| No. | [ Fu [Go | Ho |
1 (u,v) € (—00,b*) x (—00,b?) | Hy, | Hip | Hiy
2 (u,v) € (b2, ¢?) x (b*,c?) Hoy | Hop | Hy,
3 (u,v) € (c,a?) x (%, a?) Hy, | Hip | Hyy
4 | (u,v) € (a* 00) x (a*, 00) Hyy | Hyy | Hiy

Tabela 5.3: Familias ortogonais a Hy, quando a > ¢ > b.

iii. Para (u,v,w) € Us, as superficies F,, G, e H,, sao Hs,, Ha, e Hy,, respecti-

vamente.

Fixamos H‘fga = Hly. As linhas principais sao as curvas de interse¢ao com as

superficies da tabela 5.3 em cada caso.

Em cada octante, para H%¢ a parametrizagao (5.9) é uma carta principal,
as linhas principais sdo u = constante e v = constante. A configuragao principal

completa em H é obtida pela simetria em relacao aos planos coordenados.

Lema 5.24. Dado o hiperboldide vertical de wma folha H®, temos

lv »
a. Paraa>b>c

1. nao temos pontos umbilicos.
1. as linhas principais sao definidas globalmente.

1. o0 tropico € composto por duas curvas fechadas.

b. Paraa >c>b
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i. tem 12 pontos umbilicos tipo tempo degenerados (fora dos T;).
1. o0 tropico € composto por quatro curvas abertas.

1. o LPL € uma curva tipo luz a qual € reqular exceto em 12 pontos os quais

sao selas tipo Morse.
w o LPL e trdopico tem oito pontos de tangéncia.
c. Parac>a>Db
. nao hd pontos umbilicos.
1. a superficie € Lorentziana.

1. as linhas principais sao globalmente definidas.

/
ey

(a) a>b>c (b)ya>c>b (c)e>a>b

Figura 5.11: Linhas principais no hiperboldide vertical de
uma folha.

Na Figura 5.12 mostramos o LPL e tropico para H%¢ com a > ¢ > b na
carta X (u,v) = (av/v? + Lcos(u),bv/v? + 1 sen(u), cv) com u € [0,27] e v € R. Em
cada regiao onde as linhas principais estao definidas, as superficies que intersectam

H4% para obter as linhas principais sao indicadas com o niimero da tabela 5.3.

Observagao 5.25. Quando a > b = c¢ a superficie tem dois pontos umbilicos tipo
tempo degenerados P, = (0,0) e P, = (m,0), e as linhas principais sdo globalmente

definidas. O trépico é composto por quatro curvas abertas.

Observacao 5.26. Quando a = ¢ > b a superficie tem dois pontos umbilicos tipo
tempo degenerados P; = (5,0) e P, = (37“, 0), e as linhas principais sao globalmente

definidas. A superficie é Lorentziana.

Observagao 5.27. Quando a = b = ¢ a superficie é Lorentziana e é globalmente

umbilica.
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tropico

3 3
Figura 5.12: Trépico e LPL de H‘fgc quando a > ¢ > b.
5.7 Cone
5.7.1 Cone horizontal.
Considere o cone (Y, e a parametrizagao
X (u,v) = (av cos(u), bv, cv sen(u)) (5.10)

2 o
com u € [0,27] e v € R (para o cone ﬁ—z =3+ i—j ¢ similar).

Lema 5.28. As linhas principais em C}, sao definidas globalmente e nao tem pontos

umbilicos,
a. para b < ¢ a superficie é Lorentziana e o LPL é composto por quatro curvas
(X (u1,v) com uy solugao de (a® + ¢*)cos?(u) +b* — 2 =0),

b. para b = ¢ (inclusive a = b = ¢), Cp, é uma superficie Lorentziana com duas

curvas degeneradas u = 3, 37” (sendo tropico e LPL), e

c. para b > ¢ o tropico € composto por quatro curvas abertas (X (up,v) com uy
solugao de (a* + )b cos®(u) + a*(c* — b?) =0).

Além disso, com a carta (5.10) as linhas principais sao as curvas X (ug,v) (abertas)
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e X(u,v,) (fechada) com

. U()\/CL27—|-Z)2
24/1(a? + c2) cos?(u) + b2 — 2|

(%1

SR et

Figura 5.13: Linhas principais no cone horizontal com b > c.

5.7.2 Cone vertical.

Considere o cone C,,

22 ZE’2 y2

22 R

e a parametrizacao

X (u,v) = (av cos(u), bv sen(u), cv) (5.11)
com u € [0,27], v € Rea>b (a < b é similar).

Lema 5.29. As linhas principais em C, sdo globalmente definidas e ndo temos
pontos umbilicos,
a. para a > b > c a superficie é Riemanniana,

b. para a > ¢ > b, o trdpico é composto por quatro curvas abertas (X (uq,v)
com uy solugao de a*b* — c*(cos®(u)b? + sen?(u)a?) =0) e LPL = 0 quando

(a* — b?) cos?(ug) + b* — ¢ = 0 (ug = constante é solugao dupla),

c. para ¢ > a > b a superficie € Lorentziana.
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Além disso, na carta (5.11) e a # ¢ as linhas principais sio as curvas X (ug,v)
(aberta) e X (u,v1) (fechada) com

vo/|a? — 2|

V(@ = b2) cos?(u) + b2 — 2|

v =

Figura 5.14: Linhas principais no cone vertical com ¢ > a >
b.

Observacao 5.30. 1. Quando a = b = c é o cone luz que é totalmente umbilico.

2. Sea=cea>b(respec. a <b), C, é Lorentziana (respec. Riemanniana) com

duas curvas degeneradas onde u = 0,7 (estas curvas sdo tropico e LPL). As

. e o
linhas principais sdo u = constante e X (u,v9) com vy = sen(@)]"

3. Sea=bea>c (respec. a < c) o cone é uma superficie Riemanniana (respec.

Lorentziana).

4. Se b=cea>b (respec. a < b), C, é Riemanniana (respec. Lorentziana) com

3r

duas curvas degeneradas (estas curvas sao tropico e LPL), quando v = 7, =



Conclusao

Neste trabalho analisamos o comportamento das folheagoes das linhas de
curvatura principal e de geodésicas nulas em superficies compactas imersas no
espaco de Minkowski R?!. O mesmo foi inspirado nos trabalhos desenvolvidos por
C. Gutierrez e Jorge Sotomayor, [29], [30]. Nestes trabalhos os autores introduzi-
ram ideias e métodos da teoria qualitativa de sistemas dindmicos no contexto de
linhas principais em superficies. Os referidos autores introduziram o conceito de
estabilidade estrutural da configuragao principal e demonstraram que o conjunto
das imersoes principalmente estaveis é aberto na topologia C* e denso na topologia
C?. Veja também [28)].

As contribui¢oes obtidas neste trabalho foram:

No primeiro capitulo fizemos um resumo das propriedades basicas do espaco
R2?! e da geometria das curvas e superficies. Mostramos propriedades importantes
do tropico e do LPL. O fato que quando o trépico é uma curva regular, a mesma é
solugao da equacgao de linhas principais (regularizada) foi relevante para os resulta-

dos posteriores.

No segundo capitulo mostramos como se comportam localmente as fol-
heagoes Fi , e F2 o na vizinhanga das singularidades e ciclos principais. Ressaltamos
os resultados referentes as parametrizagoes e expressoes das aplicagoes de Poincaré
dos ciclos principais que sao transversais ao tropico e os que estao nele contido. De-
mos as condigoes suficientes para que a configuracao principal de uma imersao seja
estruturalmente estével. As condi¢Oes necessérias estao relacionadas a eliminagao

de recorréncias nao trivias na topologia C®.

No terceiro capitulo obtivemos um teorema de genericidade para a con-
figuracao principal definida pelas folheacoes Fi, e F2, na familia de imersoes

estritamente convexas e compactas.
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No quarto capitulo fizemos um analise das folheagoes definidas pelas
geodésicas nulas .7:—170[ e ]’:—2,05‘ Descrevemos o comportamento local dessas folheagoes
na vizinhanca das singularidades e ciclos geodésicos nulos. Mostramos as condigoes
suficientes para que a configuracao definida pelas geodésicas nulas de uma imersao

seja estruturalmente estavel.

No quinto capitulo, mostramos alguns exemplos de superficies onde é pos-
sivel fazer a descri¢ao global da configuragao principal como o toro, o elipsdide, a

esfera S?, os hiperboloides de uma e duas folhas (verticais e horizontais) e o cone.

Algumas linhas de pesquisa que a partir desta tese se abrem sao: analise
das linhas de curvaturas principais em superficies compactas e nao compactas e
hipersuperficies regulares e singulares em R*! e R?2, onde R*! ¢ R*? denotam o
espaco vetorial R* com os produtos escalares (u,v) = vy + UgVy + UzV3 — ULV
e (u,v) = uv; + ugvy — UzV3 — UgVy, u = (U1, U, U3, Ug) € V = (Vy, Ve, V3,0y),
respectivamente. Especificamente, destacamos a descricao das linhas de curvatura
na vizinhanca dos pontos singulares genéricos (guarda-chuvas de Whitney) e na
vizinhanga dos fins algébricos. Resultados nesta dire¢ao foram obtidos por exemplo

em [17], [47] e [51].

Outra questao é sobre a possibilidade de estender a densidade na topologia
C? estabelecida no Teorema B para a topologia C?3. Questoes desta natureza estao

relacionadas ao Problema do “Closing-Lemma’”.

Finalmente mencionamos a Conjectura de Carathéodory e problemas rela-
cionados aos pontos umbilicos no contexto de superficies no espago de Minkowski.
Para um resultado recente veja [50] em que ¢ demonstrado que um ovaléide (super-

ficie compacta, convexa e de classe C?) possui pelo menos dois pontos umbilicos.
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