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Resumo

da Silva Andrade, Kamila.A coexistência de quatro ciclos limite em campos
vetoriais seccionalmente lineares emR3 . Goiânia, 2012.75p. Dissertação de
Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho estudamos campos vetoriais seccionalmentelineares, contínuos e simétri-

cos, com três zonas emR3, investigamos a existência de ciclos limite utilizando o método

dasclosing equations. Mais especificamente, estudamos uma família a dois parâmetros e

mostramos a coexistência de quatro ciclos limites para estafamília e também sua realiza-

ção no circuito de Chua.

Palavras–chave

campos vetoriais seccionalmente linares, ciclos limite,closing equations.



Abstract

da Silva Andrade, Kamila.The coexistence of four limit cycles in piecewise
linear vector fields onR3. Goiânia, 2012.75p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we study continuous, symmetric and piecewise linear vector fields onR3,

we investigate the existence of limit cycles using the closing equations method. More

specifically, we study a two parameters family of this vectorfields and we show the

coexistence of four limit cycles and too, its realization onChua’s circuit.

Keywords

piecewise linear vector fields, limit cycles, closing equations.



Sumário

Lista de Figuras 10

1 Introdução 11

2 Preliminares 15
2.1 Campos Vetoriais 15

2.1.1 Campos Vetoriais Lineares 16
2.1.2 Campos Vetoriais Seccionalmente Diferenciáveis 18

2.2 Órbitas Periódicas, Ciclos Limite e Aplicações de Poincaré 20
2.3 Bifurcações 22

2.3.1 Bifurcação Dobra 22
2.3.2 Bifurcação Hopf 24
2.3.3 Bifurcação Zero-Hopf 26

2.4 O Teorema da Função Implícita 26
2.5 A Redução de Liapunov-Schmidt 28

2.5.1 Construção das Equações Reduzidas 28

3 Forma Canônica e o Método das Closing Equations 32
3.1 Forma Canônica de Campos Vetoriais Seccionalmente Lineares 32

3.1.1 Forma Generalizada de Liénard 34
3.2 Closing Equations 36

3.2.1 Aplicações de Poincaré 40

4 Uma Família Especial de Campos Vetoriais 45
4.1 Caracterização do Sistema 45
4.2 Ciclos Limite Tri-zonais 50
4.3 Ciclos Limite Bi-zonais 59

5 Aplicação: O Oscilador de Chua 68
5.1 O Circuito 68
5.2 Realização do Oscilador de Chua em uma Família a 2 Parâmetros 70

6 Apêndice - Cálculo de Séries 73

Referências Bibliográficas 74



Lista de Figuras

1.1 Esquema ilustrando a existência de ciclos limite para o sistema (1-1)-
(1-2), com |ε| ≪ 1. 13

1.2 Esboço de quatro ciclos limite para o sistema (1-1)-(1-2), com µ > 1 e
0< ε ≪ 1. 14

2.1 Retrato de fase do sistema (2-4). 17
2.2 Retrato de fase do sistema (2-4) com o equilíbrio transladado. 18
2.3 Ciclo limite assintoticamente estável. 21
2.4 Aplicação de Poincaré. 21
2.5 Bifurcação dobra em R. 23
2.6 Diagrama de bifurcação. 23
2.7 Bifurcação dobra em R2. 24
2.8 Bifurcação Hopf em R2. 25
2.9 Diagrama de bifurcação do caso Hopf. 26

3.1 Esquema ilustrando uma órbita periódica tri-zonal. 38
3.2 Ciclos bi-zonais simétricos. 39
3.3 Esquema ilustrando uma órbita periódica bi-zonal. 40

4.1 Cones folheados de órbitas periódicas do sistema (4-1)-(4-2), com µ> 0
e ε = 0 . 49

4.2 Cone folheado de órbitas periódicas do sitema (4-31), com µ> 0 e ε = 0. 59
4.3 Esboço de quatro ciclos limite para o sistema (1-1)-(1-2), com µ > 1 e

0< ε ≪ 1. 66
4.4 Esquema ilustrando a existência de ciclos limite para o sistema (4-1)-

(4-2), com |ε| ≪ 1. 67

5.1 (a) Esquema do oscilador de Chua. (b) Implementação da condutância
não-linear NR. 68

5.2 Curva característica v− i de NR. 69



CAPÍTULO 1
Introdução

O objetivo principal deste trabalho é mostrar a coexistência de quatro ciclos

limite em uma família a dois parâmetros de campos vetoriais seccionalmente lineares em

R3 com três zonas de linearidade e nos baseamos no artigo [15] para realizar esta tarefa.

Utilizamos a técnica dasclosing equations, apresentada por Andronov, Vitt e Khaikin

em 1966 com o nome método das transformações de ponto para sistemas seccionalmente

lineares, ver CapítuloVIII de [1].

O interesse no estudo de sistemas seccionalmente lineares vem crescendo desde

a década passada com a utilização destes para modelar problemas em mecânica, eletrô-

nica, teoria de controle, biologia e outros, ver [8]. Sistemas seccionalmente lineares são a

extensão natural dos lineares na modelagem de fenômenos nãolineares, pois eles podem

reproduzir muito do comportamento complexo destes sistemas: multiestabilidade, oscila-

ções autossustentáveis, comportamento histérico, conexões homoclínicas e heteroclínicas

e comportamento caótico. Estes sistemas tornam mais precisa a modelagem em algumas

aplicações realísticas, vários exemplos podem ser vistos em [5], [6], [12], [13], [17] dentre

outros.

Sistemas seccionalmente lineares podem ser classificados em duas classes, de-

pendendo da continuidade associada ao campo de vetores:(i) o caso descontínuo, que

tem sido amplamente estudado e é objeto de inúmeras pesquisas recentes, este caso não é

abordado aqui, ver novamente [8]; (ii) o caso contínuo, o qual estudamos neste trabalho,

que ainda possui muitos problemas não resolvidos, mesmo para problemas aparentemente

simples como estabilidade e um único equilíbrio. Além da análise de equilíbrios é impor-

tante caracterizar as órbitas periódicas isoladas destes sistemas, para estudar a existência

destas órbitas seguimos uma estratégia comum em teoria de bifurcações, que é, primeiro

analisamos situações degeneradas e depois, variando os parâmetros olhamos para o apa-

recimento de ciclos limite, ver [3], [2] e [18].

A não diferenciabilidade dos sistemas seccionalmente lineares requer que bifur-

cações de ciclos limite sejam analisadas caso a caso, aproximados por famílias de sistemas

relevantes em aplicações com ou sem a presença de simetria. Em todos os casos, bifurca-

ções resultando em ciclos limite são associadas à órbitas contidas em mais de uma zona
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de linearidade uma vez que, sistemas lineares não admitem ciclos limite. Admitimos a

presença de simetria e consideramos aqui um situação degenerada específica tendo a pre-

sença simultânea de um par de autovalores imaginários purose um autovalor nulo, assim

obtemos algo parecido com a bifurcação zero-Hopf para sistemas diferenciáveis, ver [11]

e [14], entretanto não podemos fazer um paralelo entre este e o caso diferenciável, a estru-

tura das famílias analisadas em ambos os casos são distintase a codimensão da bifurcação

não tem uma definição clara no caso seccionalmente linear.

Neste trabalho, mais precisamente, dividimos o espaço EuclideanoR3 em três, a

regiãoE compreendida dos pontosX = (x,y,z) ∈ R3 comx<−1, a regiãoC compreen-

dida dos pontosX = (x,y,z)∈R3 com−1≤ x≤ 1 e a regiãoD compreendida dos pontos

X = (x,y,z) ∈ R3 comx> 1. Em cada uma destas regiões definimos um campo afim da

forma Ẋ = AX+B de forma que o campo obtido seja contínuo e não diferenciável. A

partir daí, buscamos a existência de ciclos limite motivados pela existência de um sólido

folheado por órbitas periódicas do campo descontínuo quando um dos parâmetros é nulo.

Uma vez que, como é bem conhecido na teoria clássica, campos vetoriais lineares

não admitem ciclos limite buscamos por ciclos cuja órbita atravessa ao menos um dos

planos de separação. Mostramos que, mesmo em um sistema seccionalmente linear,

podemos encontrar ciclos limite. Não existe uma cota para a quantidade de ciclos que

podem ocorrer neste caso, no exemplo estudado garantimos a existência de no mínimo

quatro e apresentamos uma conjectura a respeito da existência de um par de ciclos

limites bi-zonais adicionais, ver [15]. Para determinar a existência de órbitas fechadas

contidas em mais de uma zona utilizamos uma idéia simples envolvendo o fluxo do

campo associado e construindo um sistema do qual as soluçõescorrespondem com

órbitas fechadas do sistema, o método dasclosing equations. Uma parte interessante da

utilização deste método é a riqueza de informações que conseguimos obter a respeito

destes ciclos tais como as coordenadas de pontos contidos nesta órbita, períodos e tempos

de retorno, e conseguimos expressar estas informações em séries de potências de um

dos parâmetros do sistema. É um trabalho árduo obter estas expressões e para isto

utilizamos o software de manipulação algébrica Maple. Alémde informações qualitativas

e quantitativas, conseguimos mostrar que esta família é realizável em um circuito muito

importante em aplicações, o circuito de Chua.

Este trabalho está dividido em quatro capítulos e um apêndice. No Capítulo2

buscamos introduzir as notações, terminologias, definições e resultados necessários para

a compreensão do restante do texto. Damos um breve paralelo entre campos vetoriais

lineares e seccionalmente lineares emR3, introduzimos os conceitos de ciclos limite,

aplicações de Poincaré e bifurcações, enunciamos o Teoremada Função Implícita e,

por fim, apresentamos a técnica de redução de Liapunov-Schmidt que será utilizada

na demonstração de um dos teoremas sobre existência de ciclos limite apresentados no
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Capítulo4.

No Capítulo3 mostramos uma forma normal para a classe dos campos seccio-

nalmente lineares simétricos com três zonas emR3, a assim chamada Forma Canônica

de Liénard. Esta forma é introduzida com a finalidade de motivar a escolha da família a

ser analisada no Capítulo posterior. Ainda neste Capítulo ilustramos o método dasclo-

sing equationsque é utilizado intensivamente nas demonstrações dos teoremas principais

deste trabalho e abordamos a utilização de aplicações e semi-aplicações de Poincaré como

ferramenta na análise da estabilidade dos ciclos encontrados.

No Capítulo4 apresentamos a família a ser estudada, analisamos suas principais

propriedades, mostramos a existência de ciclos limite utilizando o método dasclosing

equationse concluímos a coexistência de quatro ciclos limite para a seguinte família,

Ẋ = F(X) = A(µ)X+bε(µ)sat(x) (1-1)

ondeX = (x,y,z)T ∈ R3,

A(µ) =







−6µ −1 0

11µ2 0 −1

−6µ3 0 0






,

e

bε(µ) =







6µ− ε
1−11µ2− ε2

6µ3+ ε+ ε3






.

(1-2)

Denotamos por3Γs,u(µ,ε) os ciclos tri-zonais e por2Γs,u(µ,ε) os pares de ciclos bi-

zonais, onde utilizamos apenas um dos índices,s ou u, para significar estável e instável,

respectivamente. A existência de ciclos é dada conforme a Figura1.1.

0< µ< 1√
2

1√
2
≤ µ< 1

µ= 1

µ> 1

ε < 0 ε = 0 ε > 0

3Γs
(µ,ε) - 2Γs

(µ,ε)

3Γs
(µ,ε)

3Γs
(µ,ε)

3Γs
(µ,ε)

-

-

-

3Γs
(µ,ε)

-

-

-

3Γs
(µ,ε) - 3Γu

(µ,ε)

- 2Γs
(µ,ε)

Figura 1.1: Esquema ilustrando a existência de ciclos limite para
o sistema(1-1)-(1-2), com|ε| ≪ 1.
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Σ+

Σ−

Figura 1.2: Esboço de quatro ciclos limite para o sistema(1-1)-
(1-2), com µ> 1 e0< ε ≪ 1.

No Capítulo5 mostramos a realização da família estudada anteriormente no

famoso circuito de Chua.

No Apêndice damos uma breve noção de como encontrar as sériesobtidas nos

teoremas do Capítulo4, fazemos um exemplo simples apenas para ilustar a idéia, pois é

necessário o auxílio de algum software para obtermos os coeficientes das expansões.



CAPÍTULO 2
Preliminares

Neste Capítulo estabelecemos as definições e os conceitos necessários para a

compreensão do restante do trabalho. Alguns resultados sãoapenas enunciados, temos,

sobretudo, um interesse conceitual. Muitas vezes não nos preocupamos em estabelecer

relações entre os tópicos aqui apresentados e, sempre que necessário, uma referência

adequada é indicada.

Inicialmente, definimos campos vetoriais e exemplificamos os tipos destes cam-

pos que são utilizados nos capítulos seguintes e também apresentamos alguns conceitos

básicos da teoria de campos vetoriais. Em seguida, enunciamos resultados e métodos que

são necessários nas demonstrações dos principais teoremasdeste trabalho.

2.1 Campos Vetoriais

SejaΩ um subconjunto aberto do espaço EuclideanoRn. Um campo vetorial de

classeCk, 1≤ k≤ ∞, emΩ é uma aplicaçãoF : Ω →R
n de classeCk. Ao campo vetorial

F associamos a equação diferencial

Ẋ = F(X), (2-1)

onde a derivação se dá com relação ao tempot, isto é,X = X(t) e Ẋ =
dX
dt

.

Uma solução desta equação é uma aplicação diferenciávelΦ : I ⊂R→ Ω tal que

dΦ
dt

(t) = F(Φ(t)), (2-2)

para todot ∈ I , estas soluções são chamadas trajetórias ou curvas integrais deF ou da

equação diferencial (2-1).

Uma questão importante é saber seF(X0) = 0 para algumX0 ∈ Ω, pois assim

definindoΦ(t) = X0, para todot ∈R temos
dΦ
dt

(t) = 0 logo
dΦ
dt

(t) = F(Φ(t))= F(X0) =
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0 e Φ(t) é uma solução da equação diferencial. Caso isto ocorra vamosdistinguir este

ponto dos demais de acordo com a seguinte definição,

Definição 2.1 Um ponto X0 ∈ Ω é dito um ponto de equilíbrio de F, ou apenas um

equilíbrio de F, se F(X0) = 0, caso contrário, X0 é dito um ponto regular de F.

Definição 2.2 Um equilíbrio X0 do campo F é dito hiperbólico se os autovalores da

matrix Jacobiana, DXF(X0), tem parte real não nula.

Como trabalhamos com campos que dependem de parâmetros, umaquestão

natural é saber se a estrutura qualitativa do campo muda com pequenas perturbações

desses parâmetros. Quando, na vizinhança de um equilíbrio ou de uma órbita periódica,

uma pequena perturbação do campo não muda sua estrutura qualitativa dizemos que o

campo é estruturalmente estável. Não nos aprofundaremos nesta questão.

É um resultado básico na teoria qualitativa das equações diferenciais ordinárias

que, numa vizinhança de um equilíbrio hiperbólico, o campo éestruturalmente estável

(Teorema de Hartman-Grobman), ver [16] e [19].

2.1.1 Campos Vetoriais Lineares

SejamA uma matriz quadrada de ordemn eb um vetor emRn. SeF(X)=AX+b

em (2-1) dizemos que o sistema é afim, seb= 0 o sistema é dito linear.

CasoA não seja singular a equaçãoAX+ b = 0 tem uma única soluçãoX =

−A−1b e a solução do sistema comX(0) = X0 é,

X(t) = eAtX0+eAt ∫ t
0 e−Aτbdτ,

= eAtX0+eAt(−A−1e−Atb+A−1b)

= eAtX0+eAt(−e−AtA−1b+A−1b)

= eAt(X0+A−1b)−A−1b.

(2-3)

De fato,X(0) = X0 e, derivando (2-3) com respeito at, obtemos

Ẋ(t) = AeAt(X0+A−1b)

= A
[

eAt(X0+A−1b)−A−1b
]

+b

= AX+b.

Se A é não singular, um sistema afim sempre pode ser transformado em um

sistema linear, basta considerar a mudança de coordenadasX 7→ Y = X +A−1b e assim

Ẏ =AY. Neste caso, o vetorb apenas translada o equilíbrio. Deste modo podemos analisar

apenas os sistemas lineares pois, qualitativamente, estessão equivalentes. Por este motivo,
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no que segue, nos referiremos a um campo da formaF(X) = AX+ b como sendo um

sistema linear. Os casos ondeA é singular precisam ser analisados caso a caso mas

também receberão a mesma denominação.

Exemplo 2.3 Considere o sistema

{

ẋ= x−y

ẏ= y+x
(2-4)

ou, equivalentemente,Ẋ =AX com A=

[

1 −1

1 1

]

. Este sistema tem um único equilíbrio

na origem. A solução com X(0) = X0 é

X(t) = eAt = et

[

cos(t) −sen(t)

sen(t) cos(t)

]

X0

e o retrato de fase é mostrado na Figura2.1.

x

y

Figura 2.1: Retrato de fase do sistema(2-4).

Exemplo 2.4 ConsideremoṡX = AX+ b, onde A é como no exemplo anterior e b=
[

1

2

]

. Temos um equilíbrio X= (−3
2,−1

2) Então,

X(t) = et

[

cos(t) −sen(t)

sen(t) cos(t)

](

X0+

[

3
2
1
2

])

−
[

3
2
1
2

]

,

e o retrato de fase é dado na Figura2.2.
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x

y

− 3
2

− 1
2

Figura 2.2: Retrato de fase do sistema(2-4) com o equilíbrio trans-
ladado.

2.1.2 Campos Vetoriais Seccionalmente Diferenciáveis

Uma aplicação seccionalmente diferenciável emD ⊂ Rn é descrita por um

número finito de aplicações diferenciáveis

X 7→ Fi(X,α), para X ∈ Si, (2-5)

onde∪iSi = D e cadaSi tem interior não-vazio. A interseção,Σi, j , entre a fronteira dos

conjuntosSi e Sj é uma variedade de dimensãon−1 contida nas fronteiras∂Si e ∂Sj , ou

é um conjunto vazio. Cada funçãoFi é diferenciável com relação a variável de estadoX e

ao parâmetroα em qualquer subconjunto abertoU ⊂Si . Os conjuntosΣi, j são usualmente

denominados bordo ou conjuntos de descontinuidade. Estes conjuntos de descontinuidade

separam regiões do espaço onde estão definidas diferentes aplicações diferenciáveis.

A uma aplicação seccionalmente diferenciável podemos associar um sistema de

equações diferenciais, também seccionalmente diferenciável, da seguinte forma

Ẋ = Fi(X,α), para X ∈ Si. (2-6)

Denotamos, simplificadamente, porẊ = F(X). Cada campo vetorialFi define

um fluxo Φi(X, t) em qualquer abertoU ⊃ Si assim, este fluxo, está bem definido em

ambos os lados da fronteira∂Si .

Se Fi(X) 6= Fj(X) para um pontoX ∈ Σi, j dizemos que o sistema (2-6) é

descontínuo ou um sistema de Filippov, não estudaremos estecaso neste trabalho, uma

análise detalhada pode ser encontrada em [9]. SeFi(X) = Fj(X) sempre mas,DXFi(X) 6=
DXFj(X) para algum pontoX ∈ Σi, j dizemos que o sistema é contínuo e seccionalmente

diferenciável e é este o tipo que estudamos no decorrer do trabalho, mais informações

podem ser encontradas em [8] e [9].
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Exemplo 2.5 Considere o sistema

Ẋ = F(X) =

{

A0X+x1e1, se x1 ≤ 1

A1X se x1 > 1
,

onde A0, A1 são matrizes quadradas de ordem n e e1 = (1,0, · · · ,0) é o vetor da base

canônica doRn.

A condição de continuidade se resume a A0+eT
1 I = A1 então, se isto é satisfeito,

temos um sistema contínuo e seccionalmente diferenciável,caso contrário, temos um

sistema de Fillipov.

O problema agora é definir uma solução do sistema (2-6). Uma vez que estamos

trabalhando com sistemas contínuos, esta tarefa não é tão árdua. Para sistematizar melhor

o problema, suponhamos que o sistema seja composto por duas regiõesS1 e S2 com uma

fronteira de separaçãoΣ1,2.

Definição 2.6 Dizemos que um ponto X∈ D é ,

(a) um equilíbrio real do campo F se Fi(X) = 0 e X∈ Si , i = 1 ou 2, ou seja, X é um

equilíbrio de Fi em Si ;

(b) um equilíbrio virtual do campo F se Fi(X) = 0 e X ∈ Sj , i 6= j, ou seja, X é um

equilíbrio de Fi que não pertence a Si ;

(c) um ponto regular do campo F se não é um equilíbrio real.

Observe que um pontoX ∈ D pode ser, ao mesmo tempo, singular real e

singular virtual ou singular virtual e regular mas nunca poderá ser singular real e regular

simultaneamente. SeX ∈ Σ1,2 é um ponto regular deF1 então, pela continuidade,X é

também um ponto regular deF2.

SejaX ∈ Σ1,2 um ponto regular deF , devido a continuidade do campo temos

duas possibilidades:

(i) A trajetória deF1 porX esteja contida emS1 parat ≤ 0 e a trajetória deF2 contida

emS2 parat ≥ 0, ou

(ii) A trajetória deF1 porX esteja contida emS1 parat ≥ 0 e a trajetória deF2 contida

emS2 parat ≤ 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos que(i) ocorra e sejamΦ1(X, t),

Φ2(X, t) as soluções, porX, emS1 e S2, respectivamente. Então, a solução,Φ(t,X), do

sistema (2-6) é definida por
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Φ(t,X) =











Φ1(t,X), parat < 0

X, parat = 0

Φ2(t,X) parat > 0

. (2-7)

Se X é um ponto do interior de uma das regiões, digamosX ∈ Si , i = 1,2, a

solução porX éΦ(t,X) = Φi(t,X) paratn < t < tp ondetn é o maior tempo negativo para

o qualΦi(tn,X)∈Σ1,2 etp é o menor tempo positivo para o qualΦ(X, t)=Φi(tp,X)∈Σ1,2

quando estes tempos existem, caso contráriotn =−∞ e tp = ∞, Φ(t,X) = Φ(t,Φi(tn,X))

parat ≤ tn e Φ(t,X) = Φ(t,Φi(tp,X)) parat ≥ tp.

Nos casos onde temos mais que duas regiões a definição de solução é definida de

maneira natural a partir desta. Nos capítulos seguintes estudamos campos definidos em

R3 com três regiões, sendo que o campo é linear (ou afim) em cada uma delas.

2.2 Órbitas Periódicas, Ciclos Limite e Aplicações de

Poincaré

ConsideremosΦ(t,X) o fluxo do sistemȧX = F(X) e sejaΓ uma órbita deste

campo que passa em um pontoX parat = 0, se consideramos apenast ≥ 0 obtemos uma

semi-órbita (positiva), a qual denotamos porΓ+
X . Dizemos queΓ é uma solução fechada

se, para todot ∈R, Φ(t,X)= Φ(t+T,X) para algumT ∈R, o menorT > 0 satisfazendo

isto é chamado o período da órbitaΓ.

Definição 2.7 Um ciclo ou uma órbita periódica do campo F é uma solução fechada do

sistema,Ẋ = F(X), que não é um equilíbrio. Uma órbita periódica,Γ, é dita estável se,

dadoε > 0, existe uma vizinhança U deΓ tal que para todo X∈ U a distância entre a

semi-órbita positiva,Γ+
X e Γ é menor queε. A órbita periódicaΓ é dita instável se não é

estável, eΓ é assintoticamente estável se é estável e existe uma vizinhança V deΓ tal que

para todo X∈U a órbita por X se aproxima deΓ quando t→+∞.

Definição 2.8 Um ciclo limite é uma órbita periódica isolada, veja Figura2.3.

No que segue, trabalharemos com a finalidade de classificar a estabilidade de um

ciclo limite, para isto utilizaremos as chamadas aplicações de Poincaré.

SeΓ é uma órbita periódica do sistema (2-1) pelo pontoX0 e Σ é um hiperplano

transversal aΓ emX0, então para qualquer pontoX ∈ Σ, suficientemente próximo deX0,

a solução deste sistema porX, Φ(t,X), irá cruzar novamenteΣ em um pontoP(X). A

aplicaçãoX → P(X) é chamada aplicação de Poincaré.

Uma vez que esta aplicação é definida através do fluxo do campo,ela será

diferenciável. SeΓ é uma órbita periódica porX0 e P é a aplicação de Poincaré numa
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x

y

Figura 2.3: Ciclo limite assintoticamente estável.

X

P(X)

Σ

Figura 2.4: Aplicação de Poincaré.

vizinhança deX0 definimos os multiplicadores característicos deΓ como sendo os

autovalores da diferencial,DP(X0). Estes multiplicadores característicos são utilizados

para determinar a estabilidade do cicloΓ, ver [16], [7] e [19].

Neste contexto, um conceito importante é o de órbita periódica hiperbólica.

Definição 2.9 Uma órbita periódicaΓ é dita hiperbólica se nenhum dos seus multipli-

cadores característicos está no círculo unitário, i.e., senenhum dos seus multiplicadores

característico tem módulo igual a1.

Uma órbita periódica hiperbólica é dita atratora (respec. repulsora) se todos os

seus multiplicadores característicos estão no interior (respec. exterior) do círculo unitário.

Desta forma, as órbitas periódicas hiperbólicas atratoras(respec. repulsoras) são estáveis

(respec. instáveis).
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2.3 Bifurcações

Consideremos agora um sistema de equações diferenciais da forma

Ẋ = F(X,α), (2-8)

ondeX ∈ Rn e α ∈ Rk é um vetor de parâmetros. Queremos ententer como o retrato de

fase muda quando variamos o parâmetroα.

Quando variamos o parâmetroα a estrutura qualitativa do sistema pode sofrer

mudanças, estas mudanças são chamadas de bifurcações. Dizemos que o sistema (2-8)

exibe uma bifurcação para o valor do parâmetroα0 se F(X,α0) não é localmente

estruturalmente estável, ou seja, a estrutura qualitativado sistema muda para pequenas

perturbações do parâmetroα. Nesse caso,α0 é dito um valor de bifurcação. Estamos

considerando esta definição de forma local, sempre na vizinhaça de um equilíbrio não

hiperbólico (equilíbrios hiperbólicos são estruturalmente estáveis).

Várias questões podem ser levantadas neste contexto como, por exemplo, saber

quais soluções pode-se obter fazendo o parâmetro variar e saber quantos parâmetros são

necessários para se descrever todas as variações possíveisde um dado campo vetorial. A

menor quantidade de parâmetros necessária para desdobrar completamente um equilíbrio

é chamada de codimensão da bifurcação. Não detalharemos esta teoria aqui, pois nosso

interesse no decorrer do trabalho será apenas conceitual, para análises detalhadas ver [16],

[7], [11] e [9].

Podemos descrever as bifurcações na forma de um diagrama no espaço(x,α),
onde temos subvariedades formadas pelos valores de bifurcação dividindo o espaço em

regiões onde o sistema é estruturalmente estável, este diagrama é chamado diagrama de

bifurcação.

Agora vamos descrever três tipos de bifurcação, dobra, Hopfe dobra-Hopf para

que, no Capítulo4, possamos fazer uma analogia do caso seccionalmente linearcom

o caso diferenciável apresentado aqui, para maiores detalhes ver [7], [14], [11] dentre

outros.

2.3.1 Bifurcação Dobra

Este tipo de bifurcação é caracterizada por possuir um autovalor nulo com

multiplicidade 1 e os outros autovalores com parte real não nula. Usando técnicas

de variedade central, reduzimos esta análise para o caso unidimensional e podemos

considerar uma bifurcação de codimensão 1, esta também podeser chamada de bifurcação

sela-nó.

Exemplo 2.10 Para sistemas unidimensionais temos a seguinte forma normal



2.3 Bifurcações 23

ẋ= α+x2 ≡ F(x,α).

Paraα=0o sistema tem um equilíbrio não hiperbólico, x0=0, com DxF(0,0)=

0. Paraα< 0o sistema possui dois equilíbrios hiperbólicos x1=−
√
−α a qual é atratora

e x2 =
√
−α a qual é repulsora, veja a Figura2.5. O diagrama de bifurcação para este

caso é mostrado na Figura2.6, e tem uma tangência quadrática na origem, isto ilustra o

fato de se tratar de uma bifurcação do tipo dobra.

α < 0 α = 0 α > 0

Figura 2.5: Bifurcação dobra emR.

x

α

x=−α2

Eq. Estáveis

Eq. Instáveis

Figura 2.6: Diagrama de bifurcação.

Para ilustrar melhor o fato de ser também denominada uma bifurcação sela-nó

observemos o seguinte exemplo emR2.

Exemplo 2.11 Considere o sistema

{

ẋ= α+x2

ẏ=−y

Paraα = 0 a origem é o único equilíbrio e

DXF(0,0) =

[

0 0

0 −1

]

,
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a qual possui um autovalor nulo e outro igual a−1. Seα > 0 o sistema não possui

equilíbrios e seα < 0 este sistema possui dois equilíbrios hiperbólicos X1 = (−
√
−α,0)

a qual é um nó atrator e X2 = (
√
−α,0) a qual é uma sela, veja Figura2.7. Como a

α < 0 α = 0 α > 0

Figura 2.7: Bifurcação dobra emR2.

segunda coordenada dos equilíbrios é sempre nula, podemos considerar um diagrama de

bifurcação no plano(x,α) como na Figura2.6.

2.3.2 Bifurcação Hopf

Este tipo de bifurcação é caracterizado pelo nascimento de um ciclo limite a

partir da mudança na estabilidade de um equilíbrio do qual, aparte linear, possui um par

de autovalores imaginários puros, é também chamada de bifurcação de Andronov-Hopf.

Para descrever simplificadamente esta bifurcação consideremos o sistema (2-8)

comk= 1 eF diferenciável satisfazendo

(i) α = 0 é o valor de bifurcação e para|α| suficientemente pequena o sistema possui

uma família de equilíbriosX0(α);

(ii) a matriz JacobianaA(α)=DXF(X0(α),α) possui um par de autovalores complexos

λ1,2(α) = µ(α)± iω(α),

comµ(0) = 0 eω(0) = ω0 > 0.

Quandoα passa através deα = 0, o equilíbrio muda de estabilidade e um ciclo

limite bifurca desse ponto. Se nenhum outro autovalor deA(0) tem parte real nula, esta

bifurcação é de codimensão 1, i.e., precisamos de apenas um parâmetro para obter um

desdobramento completo do equilíbrio.

Um resultado importante neste sentido, demonstrado em [14], é o seguinte,

Teorema 2.12 (Teorema de Hopf)Qualquer sistema da forma

Ẋ = F(X,α),



2.3 Bifurcações 25

com X∈ R2 e α ∈ R, tendo emα = 0 o equilíbrio X= 0 com autovalores

λ1,2(0) =±ω0i, ω0 > 0,

é localmente topologicamente equivalente, próximo a origem, a uma das seguintes formas

normais
(

ẋ

ẏ

)

=

(

β −1

1 β

)(

x

y

)

± (x2+y2)

(

x

y

)

.

Ilustramos este caso com um exemplo emR2.

Exemplo 2.13 Considere o sistema planar

{

ẋ=−y+x(α−x2−y2)

ẏ= x+y(α−x2−y2),
(2-9)

comα ∈ R. Este sistema possui um único ponto de equilíbrio na origem e

DXF(0,α) =

[

α −1

1 α

]

.

Os autovalores desta matriz sãoλ1,2 = α± i. Fazendo uma mudança para coordenadas

polares (x= r cos(θ) e y= rsen(θ)) este sistema se torna

{

ṙ = r(α− r2)

θ̇ = 1,
(2-10)

Assim, seα ≤ 0 temoṡr < 0 e portanto a origem é um foco atrator e seα > 0 temoṡr > 0

se
√

α < r, ṙ < 0 se0< r <
√

α e ṙ = 0 seṙ =
√

α logo a origem é um foco repulsor e

temos um ciclo limite de raio
√

α o qual é atrator, veja a Figura2.8. Podemos considerar

α < 0 α = 0 α > 0

Figura 2.8: Bifurcação Hopf emR2.

o diagrama de bifurcação no plano(r,α) como na Figura2.9.
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r

αEq. Estáveis

Eq. Instáveis

Figura 2.9: Diagrama de bifurcação do caso Hopf.

2.3.3 Bifurcação Zero-Hopf

Consideremos o sistema tri-dimensional suave a dois parâmetros,

Ẋ = f (X,α), X ∈ R3 e α ∈ R2. (2-11)

Assumamos quef (0,0) = 0 e que a parte linear def neste ponto possua um

autovalor nulo,λ1 = 0, e dois autovalores, conjugados, imaginários puros,λ2,3 = ±wi

com w > 0. O desbobramento que ocorre quando fazemosα variar é conhecido como

bifurção zero-Hopf, bifurcação dobra-Hopf, bifurcação sela-nó-Hopfou aindabifurcação

Gavrlov-Guckenheimer.

Este tipo de bifurcação é uma mistura de bifurcações dos tipos dobra e Hopf, e

tem codimensão 2. Um sistema deste tipo apresenta uma dinâmica bem rica, com apare-

cimento de ciclos limites, órbitas homoclínicas e heteroclínicas, mas não analisaremos e

nem apresentaremos diagramas de bifurcação devido a complexidade dos mesmos e pelo

fato de nosso interesse ser apenas conceitual, maiores detalhes deste tipo de bifrucação

podem ser encontrados em [14].

2.4 O Teorema da Função Implícita

Enunciaremos, sem demonstração, o Teorema da Função Implícita e daremos

alguns exemplos (ver [10] e [4]). Faremos isto para que no decorrer do trabalho sua

aplicação fique mais clara e direta.

Considere o sistema

fi(x,α) = 0, i = 1, . . . ,n, (2-12)
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comx∈ Rn e α ∈ Rk. O teorema irá estabelecer condições suficientes para que

este sistema seja localmente resolvido parax como função do parâmetroα.

As funções do sistema (2-12) definem uma aplicaçãof : Rn×Rk → Rn dada

por f (x,α) = ( f1(x,α), . . . , fn(x,α)). Se f é diferenciável denotaremos porDx f (x,α) a

matriz Jacobiana
(

∂ fi
∂x j

(x,α)
)

i, j=1,...,n
. Com base nisto enunciamos,

Teorema 2.14 (Teorema da Função Implícita)Seja f : Rn ×Rk → Rn de classe Cr ,

1 ≤ r ≤ ∞. Suponha que f(x0,α0) = 0 e quedet(Dx f (x0,α0)) 6= 0. Então, existem

vizinhanças U de x0 emRn e V deα0 emRk e uma aplicação X: V →U tal que para todo

α ∈V, o sistema(2-12) tem uma única solução x= X(α) ∈U. Além disso, X é de classe

Cr . Se f é analítica numa vizinhança de(x0,α0) então, X é analítica numa vinhança de

α0. Em resumo,

f (X(α),α)≡ 0, X(α0) = x0.

Seguem dois exemplos de aplicação deste Teorema.

Exemplo 2.15 Seja g: R×R → R dada por g(x,α) = x2 −αx. Assim, g(0,α) = 0 e

g′(0,α) = −α logo para todoα0 6= 0 temos vizinhanças U de x= 0 e V deα0 onde está

definida única aplicação X: V →U tal que g(X(α),α) = 0 e X(α0) = 0 então X(α) = 0

é esta solução.

Exemplo 2.16 Considere f: R2×R→ R2 dada da seguinte forma

f (X,α) = (x+2αy,x+(1+2α)y+α−1).

Temos:

• f (0,1) = (0,0),

• DX f (0,1) =

[

1 2

1 3

]

,

• det(DX f (0,1)) = 1 6= 0,

então, existem uma vizinhança U da origem emR
2, uma vizinhaçã V deα0 = 1 emR e

uma aplicação X: V → U tal que X(1) = (0,0) e f(X(α),α) = (0,0) para todoα ∈ V.

Podemos, depois de algumas manipulações algébricas simples, encontrar explicitamente

a aplicação X, e obtemos

X(α) = (−2α(1−α),1−α).

Então, o Teorema da Função Implícita garante que esta é a única solução numa vizinhaça

do ponto(0,1) ∈ R2×R.
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2.5 A Redução de Liapunov-Schmidt

Consideremos um sistema den equações

Φi(y,α) = 0, i = 1, . . . ,n, (2-13)

ondeΦi : Rn ×Rk → R e Φ = (Φ1, . . . ,Φn) é uma aplicação diferenciável, sendoy =

(y1, . . . ,yn) a variável desconhecida eα = (α1, . . . ,αk) um vetor de parâmetros. Assumi-

mos queΦi(0,0) = 0 e assim descrevemos as soluções deste sistema numa vizinhança da

origem.

SejaDyΦ(0,0) a matriz Jacobiana,
(

∂Φi
∂y j

(0,0)
)

n×n
. Se esta matriz tem posto

máximo, i.e.,posto(DyΦ(0,0)) = n, segue do Teorema da função implícita que (2-13)

pode ser unicamente resolvido paray como uma função deα. O próximo caso a ser

analisado é quandoposto(DyΦ(0,0)) = n−1, que é o caso de interesse no decorrer deste

trabalho e portanto é o único caso que analisamos aqui.

A idéia agora é mostrar que as soluções do sistema (2-13) podem ser colocadas

em correspondência biunívoca com as soluções de uma equaçãoda forma

g(x,α) = 0, (2-14)

ondeg : R×Rk → R. Esta é a redução de Liapunov-Schmidt para (2-13).

2.5.1 Construção das Equações Reduzidas

Para sintetizar a notação escrevemosL = DyΦ(0,0) e por Nuc(L), Im(L) enten-

demos o núcleo e a imagem da transformação linearL. Além disso, escolhemos os espaços

vetoriaisM e N sendo os complementos ortogonais de Nuc(L) e Im(L) respectivamente,

assim obtemos duas decomposições deRn

R
n = Nuc(L)⊕M, (2-15)

e

R
n = Im(L)⊕N. (2-16)

Como posto(L) = n− 1 temos que dim(Im(L)) = n− 1 e, pelo Teorema do

Núcleo e da Imagem, obtemos que dim(Nuc(L)) = 1, consequentemente, dim(M) = n−1

e dim(N) = 1. ConsideremosE a matriz projeção deRn sobre Im(L) com Nuc(E) = N,

i.e.,E é a matriz projeção ortogonal deRn sobre Im(L), assim a projeção complementar,

I −E, tem imagem igual aN e núcleo igual a Im(L). Desta forma, seu∈ Rn então

u= 0 se, e somente se,Eu= 0 e (I −E)u= 0. (2-17)
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A primeira implicação é trivial poisE e I −E são lineares. A implicação reversa

pode ser estabelecida observando que Nuc(E)∩Nuc(I −E) = {0}.
Com isto, se(y,α)∈Rn×Rk é uma solução de (2-13), i.e.,Φ(y,α) = 0 podemos

colocar esta solução em correspondência com o par de equações equivalentes

(a)EΦ(y,α) = 0,

(b)(I −E)Φ(y,α) = 0.
(2-18)

A idéia da redução de Liapunov-Schmidt é que a equação de (2-18-a) pode ser

resolvida paran−1 das variáveisy e então, substituindo estes valores na segunda equação

de (2-18-b), obtemos o restante desconhecido.

Seja y ∈ Rn, da decomposição (2-16) podemos escrevery = v+ w com v ∈
Nuc(L) ew∈ M, e escrevemos (2-18-a) da seguinte forma

EΦ(v+w,α) = 0. (2-19)

O que nos dá uma aplicaçãoF : Nuc(L)×M×Rk → Im(L), com

F(v,w,α) = EΦ(v+w,α).

Com base nisto, obtemos o seguinte resultado.

Proposição 2.17Existem uma vizinhança,Ω ⊂ Nuc(L)×Rk, de(0,0) e uma aplicação

W : Ω → M satisfazendo

(i) EΦ(v+W(v+α),α) = 0, para todo (v,α) ∈ Ω;

(ii) W (0,0) = 0.

Demonstração. Utilizando a regra da cadeia para derivarF com respeito aw obtemos

DwF(0,0,0) = EDyΦ(0,0) |M= EL |M= L |M,

poisE age como a identidade em Im(L). Portanto, a aplicação linear

L : M → Im(L)

é invertível. Segue, do Teorema da Função Implícita, que (2-18-a) admite uma única

solução paraw como função dev e α em uma vizinhança,Ω ⊂ Nuc(L)×R
k, da origem.

Escrevemosw=W(v,α), comW : Ω → M satisfazendoW(0,0) = 0 e

F(v,W(v,α),α) = EΦ(v+W(v,α),α) = 0,

para todo(v,α) ∈ Ω.
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�

SubstituindoW em (2-18-b) obtemos a aplicação reduzidaφ : Nuc(L)×Rk → N

onde

φ(v,α) = (I −E)Φ(v+W(v,α),α). (2-20)

Desta forma os zeros deφ(v,α) estão em correspondência biunívoca com os

zeros deΦ(y,α) da seguinte forma

φ(v,α) = 0⇔ Φ(v+W(v,α),α) = 0.

Esta função reduzidaφ tem todas as informações necessárias para a redução

de Liapunov-Schmidt e é uma aplicação entre subespaços unidimensionais deRn. Es-

colhendo coordenadas explícitas para Nuc(L) e N queremos obter uma equação reduzida

g :R×Rk →R, que depende desta escolha e da escolha anterior deM eN. Estabelecemos

isto a seguir.

Sejamv0 ∈ Nuc(L) e v∗0 ∈ N não nulos, ondeN é escolhido com respeito ao

produto interno usual

〈y,z〉=
n

∑
i=1

yizi.

Qualquer vetorv∈ Nuc(L) pode ser unicamente escrito na formav= xv0 onde

x∈ R. Definimosg : R×Rk → R por

g(x,α) = 〈v∗0,φ(xv0,α)〉. (2-21)

Uma vez queφ(xv0,α) ∈ N entãog(x,α) = 0 se, e somente se,φ(xv0,α) = 0.

Desta forma, os zeros deg também estão em correspondência biunívoca com as soluções

deΦ(y,α) = 0.

Uma vez quev∗0 ∈N e para qualquer vetorV ∈Rn, EV ∈ Im(L) temos〈v∗0,EV〉=
0. Portanto,

〈v∗0,(I −E)V〉= 〈v∗0,V〉. (2-22)

Agora, substituindo a expressão deφ dada em (2-20) na equação (2-21) obtemos

g(x,α) = 〈v∗0,(I −E)Φ(xv0+W(xv0,α),α)〉
= 〈v∗0,Φ(xv0+W(xv0,α),α)〉,

pois estamos assumindoEΦ(xv0+W(xv0,α),α) = 0.
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Mostramos então que as soluções do sistema (2-13) estão em correspondência

biunívoca com as soluções de (2-21). A essência deste método de redução é mostrar que

o Teorema da Função Implícita é aplicável em situações onde sua aplicabilidade não é

aparente.

Utilizamos acima a denominação "função reduzida"para nos referir a ambas,

φ(v,α) e g(x,α), pois elas contém a mesma informação (g é apenas uma representação

de φ em coordenadas específicas). A diferença entre estas funções está no fato deφ ser

mais conveniente para fins analíticos, enquantog é mais conveniente para fins práticos.

Assim podemos sempre fazer uso da mais conveniente.



CAPÍTULO 3
Forma Canônica e o Método dasClosing

Equations

A forma mais simples de se modelar um problema prático é por meio de

um sistema linear porém, nem sempre conseguimos um resultado satisfatório com esta

aproximação. Uma forma natural de extensão é considerando sistemas seccionalmente

lineares.

Trabalhamos com sistemas definidos emR3 modelando uma situação comum em

aplicações, a saber, sistemas dinâmicos definidos por campos de vetores contínuos sec-

cionalmente lineares, simétricos com relação a origem, comtrês zonas e duas fronteiras

paralelas.

Denotamos aquiM3(R) como o espaço das matrizes quadradas de ordem 3 com

entradas emR. Primeiramente introduzimos uma forma canônica, forma generalizada de

Liénard, para motivar a escolha do sistema a ser analisado noCapítulo4. Na sequência,

apresentamos o método dasclosing equationspara servir como ferramenta na investiga-

ção da existência e estabilidade de ciclos limite.

Vamos considerar que as fronteiras de separação, das regiões onde os campos

estão definidos, são planos porém, pode-se considerar o casomais geral onde estas

fronteiras são superfícies suaves.

3.1 Forma Canônica de Campos Vetoriais Seccional-

mente Lineares

Consideremos a equação diferencial

Ẋ = F(X)

comX = (x,y,z)T . Dizemos que esta define um sistema seccionalmente linear se existem

quatro vetoresB0, B1, B2 e v em R3, com v 6= 0, dois escalaresδ1 < δ2 em R e três

matrizesA0, A1, A2 emM3(R) tais que
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Ẋ = F(X) =











A0X+B0, sevTX < δ1

A1X+B1, seδ1 ≤ vTX ≤ δ2

A2X+B2, seδ2 < vTX

, (3-1)

eF é contínua, isto é, para todoX tal quevTX = δi temos

Ai−1X+Bi−1 = AiX+Bi , i=1,2.

Considerando que os planosvTX = δi , i = 1,2, são paralelos, podemos

transformá-los, por uma mudança de coordenadas linear, nosplanosx = ±1, i.e., sem

perda de generalidade podemos assumir quev= e1, δ1 = −1 eδ2 = 1. De fato, sejaP1

um ponto no planovTX = δ1, a reta,r, perpendicular a este plano porP1 intersecta o

planovTX = δ2 em um pontoP2, sejaP0 o ponto médio do segmentoP1P2. Estes pontos

são distintos poisδ1 6= δ2, então por meio de uma translação e uma rotação (mudanças de

coordenadas lineares) podemos fazer com queP0 seja a origem er coincida com o eixox,

agora fazendo(x,y,z) 7→
(

2
|P2−P1|

x,y,z

)

obtemos o resultado desejado.

Se a parte linear em duas zonas adjacentes coincidem, então pela condição de

continuidade o campo deve coincidir tornando nestas regiões o sistema definido em duas

zonas. Como queremos estudar campos com três zonas vamos assumir queAi 6= Ai+1,

i = 0,1. Além disso, estamos interessados no estudo de sistemas simétricos, i.e., sistemas

ondeF(−X) =−F(X), logo devemos terA0 = A2 = Ã e B0 =−B2 =−B̃.

Da continuidade deF obtemos

Ai−1(δie1+µek)+Bi−1 = Ai(δie1+µek)+Bi

para todoµ ∈ R e k = 2,3, i = 1,2. Em particular, paraµ = 0 e levando em conta as

igualdadesA0 = A2 = Ã, B0 = −B2 = −B̃, segue queB1 = 0 e B̃ = (A1− Ã)e1. Assim,

paraµ = 1 obtemosA1ek = Ãek, k = 2,3, logo as matrizesA1 e Ã diferem apenas na

primeira coluna.

Com isto, o sistema (3-1) se torna

Ẋ = F(X) =











ÃX− B̃, sex<−1

A1X, se|x| ≤ 1

ÃX+ B̃, sex> 1

, (3-2)

donde concluímos que este sistema pode ser escrito na forma

Ẋ = AX+Bϕ(eT
1 X), (3-3)
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comϕ(u) = sat(u), onde

sat(u) =











−1, seu<−1

u, se|u| ≤ 1

1, seu> 1

, (3-4)

A= Ã, B= B̃ e A+BeT
1 = A1. Esta forma é conhecida como forma de Lure.

Este sistema possui 12 parâmetros e vamos trabalhar com a finalidade de reduzir

esta quantidade.

3.1.1 Forma Generalizada de Liénard

Os primeiros resultados relacionados as formas canônicas estão relacionados

com conceitos de Teoria do Controle e, a partir de (3-3), podemos extender alguns

conceitos como seguem.

Definição 3.1 O sistema(3-3) é dito observável se a matriz de observalidade

O =
(

e1 | eT
1 A | eT

1 A2
)T

tem posto máximo.

Para nossos propósitos consideramos (3-3) observável. Mas, caso esta hipótese

não seja satisfeita, resultados similares podem ser estabelecidos, ver [3].

Um resultado básico na Teoria de Controle é que o posto da matriz de observali-

dade é invariante por mudanças de coordenadas lineares. De fato, basta observar que, se

fazemosY = PX, a matriz de observalidade passa a serOP−1.

No que segue, determinaremos uma forma canônica para sistemas observáveis a

qual é denominada forma canônica generalizada de Liénard.

Proposição 3.2(Forma Canônica Generalizada de Liénard) Se o sistema

Ẋ = AX+Bϕ(eT
1 X), com X,B,e1 ∈ R3 e A∈M3(R)

é observável, existe uma transformação linear X= PY, tal que, nas novas variáveis o

sistema se escreve como:

Ẏ =







d1 −1 0

d2 0 −1

d3 0 0






Y+ B̄ϕ(y1), (3-5)

ondeB̄= P−1B.
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Demonstração. SeP é uma matriz regular entãoP é invertível e fazendoX = PY obtemos

Y = P−1X e

Ẏ = P−1Ẋ

= P−1(AX+Bϕ(eT
1 X))

= P−1AX+P−1Bϕ(eT
1 X)

= P−1APY+P−1Bϕ(eT
1 PY).

Então, vamos escolher adequadamente a matrizP para que esta expressão seja

igual a (3-5). Por hipótese o sistema é observável, logo a matriz de observalidadeO tem

posto máximo, daí esta matriz define uma transformação linear bijetora então, existe um

únicoV ∈ R3 tal que

OV =







eT
1

eT
1 A

eT
1 A2






V =







0

0

1






. (3-6)

Consideremos

S=
[

A2V | AV | V
]

,

assim,

eT
1 S=

[

eT
1 A2V | eT

1 AV | eT
1V

]

=
[

1 0 0
]

.

SejaD =







1 0 0

0 −1 0

0 0 1






.

Agora façamosP = SD, logo eT
1 P = eT

1 SD=
[

1 0 0
]

e ϕ(eT
1 PY) =

ϕ(y1).

Resta mostrar queP−1AP é regular e dada como em (3-5). Para isto, vejamos

queSé regular. De fato, seSnão fosse regular existiria uma combinação linear não trivial

tal que

α1A2V +α2AV+α3V = 0.

Multiplicando, pela esquerda, poreT
1 obtemos

α1eT
1 A2V +α2eT

1 AV+α3eT
1V = 0,

utilizando (3-6) obtemosα1 = 0. Multiplicando agora poreT
1 A obtemosα2 = 0 e por

eT
1 A2 obtemosα3 = 0, contradizendo a suposição de a combinação linear ser não trivial.



3.2Closing Equations 36

Portanto,Sé regular e como, claramente,D é regular temosP regular.

SeĀ= P−1APentãoPĀ= AP daí,

SDĀ= ASD
[

A2V | AV | V
]

DĀ=
[

A3V | A2V | AV
]

D
[

A2V | −AV | V
]

Ā=
[

A3V | −A2V | AV
]

.

Comparando as duas últimas colunas concluímos queĀ deve ter a forma esperada. �

Podemos notar que:

(i) a forma generalizada de Liénard possui apenas 6 parâmetros, isto significa que

tivemos uma redução significante em relação ao número de parâmetros do sistema

inicial (12 parâmetros);

(ii) as entradas da primeira coluna da matriz em (3-5) estão diretamente relacionadas

com os coeficientes do polinômio característico da matrizA. Uma vez queA

e Ā são semelhantes devem possuir os mesmos autovalores, dondeo polinômio

característico deA deve ser

pA(λ) =−λ3+d1λ2−d2λ+d3;

(iii) como as matrizesA e Ā são semelhantes temos conservados o traço,T, o determi-

nante,D, e a soma dos menores principais de ordem 2,M. Logod1 = T, d2 = M e

d3 = D;

(iv) podemos reescrever o sistema (3-3) com

A=







T −1 0

M 0 −1

D 0 0






, B=







t −T

m−M

d−D






, A1 = A+BeT

1 ,

onde t,m,d e T,M,D são o traço, soma dos menores principais de ordem 2 e

determinante das matrizesA1 eA, respectivamente.

3.2 Closing Equations

Considerando o sistema (3-3) estamos interessados em analisar a existência de

ciclos limite. O primeiro passo para esta análise é determinar a existência de órbitas

periódicas do sistema.
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Uma vez que estamos trabalhando com sistemas seccionalmente lineares e,

sabemos que sistemas lineares não admitem ciclos limite, podemos refinar nossa análise

e buscar por órbitas periódicas que estejam contidas em pelomenos duas zonas. Temos

então dois casos possíveis: ciclos limite em duas zonas e ciclos limite em três zonas, os

quais denominaremos por ciclos bi-zonais e ciclos tri-zonais, respectivamente.

Para simplificar notação, consideremosΣ− = {(x,y,z) ∈ R3;x = −1}, Σ+ =

{(x,y,z) ∈R
3;x= 1}, E ,C eD as regiões ondex<−1, |x|< 1 ex> 1, respectivamente.

Em ambos os casos, ciclos bi-zonais e tri-zonais, a ideia é considerar o fluxo

do campo em cada região e obter um sistema cujas soluções correspondem a órbitas

periódicas do sistema.

Para que exista um ciclo limite, ele deve ser transversal a pelo menos um dos

planosΣ− eΣ+ pois, caso contrário estaria contido em uma zona onde o campoé linear o

que não pode ocorrer.

Para o caso tri-zonal o ciclo intersecta transversalmente os dois planos de

separação, então podemos escolherP0 ∈ Σ+ para o qual é possível considerar

(i) τD o tempo gasto pela órbita por este ponto, através da zonaD, para encontrar

novamente o planoΣ+ e sejaP1 ∈ Σ+ o ponto de encontro;

(ii) τC o tempo gasto pela órbita porP1, através da zonaC , para encontrar o planoΣ−
no pontoP2;

(iii) τE o tempo gasto pela órbita porP2, através da zonaE , para encontrar novamente

o planoΣ− no pontoP3 e

(iv) τC∗ o tempo gasto pela órbita porP3, através da zona|x| ≤ 1, para encontrar o plano

Σ+ no pontoP0.

Pela simetria do sistema esta órbita é simétrica com respeito a origem, logo

devemos terP2 =−P0, P3 =−P1, τD = τE e τC∗ = τC como na Figura3.1.

Como vimos no Capítulo2, a solução de um sistema linear da formaẊ =AX+B

com condição inicialX(0) é

X(τ) = eAτX(0)+
∫ τ

0
eA(τ−s)Bds. (3-7)

CasoAX+B = 0 tenha soluçãōX, podemos transformar este sistema em um

sistema homogêneo e obter

X(τ) = eAτ (X(0)− X̄)+ X̄. (3-8)

Com as observações feitas, é suficiente que estudemos a órbita conectandoP0 e

P2 =−P0 e, com a notação estabelecida acima, devemos ter
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Σ−
Σ+

P0

P1

P2 =−P0

P3 =−P1

τD

τD

τC

τC

Figura 3.1: Esquema ilustrando uma órbita periódica tri-zonal.

eAτDP0+

∫ τD

0
eA(τD−s)Bds−P1 = 0, (3-9)

e

eAτCP1+P0 = 0. (3-10)

As equações (3-9)-(3-10) são chamadasclosing equations. SeP0 = (1,y0,z0)
T e

P1 = (1,y1,z1), então temos um sistema com seis incógnitas,τD, τC, y0, z0, y1 e z1.

Com esta construção, estabelecemos a seguinte proposição.

Proposição 3.3Suponha que o sistema(3-3) tenha uma órbita periódica tri-zonal que

intersecta transversalmenteΣ+ nos pontos P0 e P1, com tempo de voltaτD > 0 na

região D, e queτC > 0 seja o tempo necessário para a órbita por P1 intersectar

(transversalmente)Σ− no ponto−P0 na regiãoC . Então, os valores deτD, τC, P0 e P1

satisfazem as closing equations(3-9)-(3-10).

Cosideramos agora os ciclos limite bi-zonais. Levando em conta a simetria do

sistema é suficiente considerar as zonas adjacentes ao planoΣ+ e assim obtemos o

seguinte sistema,

Ẋ =

{

AX+B sex> 1

(A+BeT
1 )X sex≤ 1

. (3-11)

Um ciclo limite do sistema (3-11) contido na região ondex∈ (−1,∞) também é

um ciclo limite do sistema (3-3). Além disso, a simetria do problema força a existência de

um outro ciclo limite para o sistema original, simétrico ao obtido, contido na região onde

x∈ (−∞,1). Veja Figura3.2.
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Σ+Σ−

Figura 3.2: Ciclos bi-zonais simétricos.

Se existe um ciclo limite do sistema (3-11) ele deve cruzar transversalmente

o planoΣ+, caso contrário estaria totalmente contido em uma zona ondeo sistema é

linear, o que não pode ocorrer. Assumamos que este ciclo limite tenha início no ponto

P0 = (1,y0,z0) = (1, p0) ∈ Σ+ passando através da regiãoD e retornando ao planoΣ+

no pontoP1 = (1,y1,z1) = (1, p1) após um tempoτD, atravessando para a regiãoC e

finalmente retornando ao pontoP0 após um tempoτC, como na Figura3.3.

Com esta nova formulção asclosing equationsse tornam

eAτDP0+
∫ τD

0
eA(τD−s)Bds−P1 = 0, (3-12)

e

eAτCP1−P0 = 0. (3-13)

Novamente temos um sistema com seis parâmetros e seis equações. As idéias

apresentadas acima podem ser resumidas na seguinte proposição.

Proposição 3.4Suponha que o sistema(3-3) tenha uma órbita periódica bi-zonal que

intersecta transversalmenteΣ+ nos pontos P0 e P1, com tempo de voltaτD > 0 na

região D, e queτC > 0 seja o tempo necessário para a órbita por P1 intersectar

(transversalmente) novamenteΣ+ no ponto P0 na regiãoC . Então, os valores deτD, τC,

P0 e P1 satisfazem as closing equations(3-12)-(3-13).

Podemos concluir que, se existe uma órbita periódica do sistema (3-3), ela deve

satisfazer asclosing equationscorrespondentes e, se uma órbita deste sistema satisfaz o

sistema formado pelasclosing equationsesta deve ser periódica. O que devemos fazer
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Σ+

P0

P1

τD

τC

Figura 3.3: Esquema ilustrando uma órbita periódica bi-zonal.

para garantir a exitência de ciclos limite é mostrar que algum dos sistemas tem uma

solução isolada pois, assim, teremos uma órbita periódica isolada, ou seja, um ciclo limite.

3.2.1 Aplicações de Poincaré

Neste contexto podemos definir aplicações, conforme visto no Capítulo2, com

a finalidade de analisar a estabilidade dos ciclos determinados pelo método dasclosing

equations.

Como antes, analisaremos primeiro o caso tri-zonal e posteriormente faremos as

adaptações necessárias para o caso bi-zonal.

Seja Γ uma órbita periódica tri-zonal, simétrica com respeito a origem, do

sistema (3-3) que intersecta transversalmente o planoΣ+ nos pontosP0 e P1 e o plano

Σ− nos pontosP2 eP3.

Sejaφ o fluxo do sistema (3-3) e, assumamos, queφ(τ0,P0) = P1 para um tempo

τ0 > 0 eφ(τ1,P1) = P2 para um tempoτ1 > 0. Da condição de transversalidade podemos

garantir a existência de vizinhanças abertas,U0 eU1, deP0 e P1, respectivamente, e uma

aplicaçãoτD : U0→R tal queτD(P0) = τ0 eφ(τD(P),P)∈U1∩Σ+ para todoP∈U0∩Σ+.

Denotamos porΠD a aplicação na zonaD associada a órbita periódicaΓ, ou

seja,

ΠD : U0∩Σ+ → U1∩Σ+

P 7→ φ(τD(P),P).

De forma análoga, garantimos a existência de vizinhanças,V1 e V2, deP1 e P2,

respectivamente, e uma aplicaçãoτC :V1 →R tal queτC(P1)= τ1 eφ(τC(P),P)∈V2∩Σ−.
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Denotamos porΠC a aplicação na zonaCC associada a órbitaΓ, ou seja,

ΠC : V1∩Σ+ → V2∩Σ−
P 7→ φ(τC(P),P).

Dados pontosP∈ Σ+ e P̄∈ Σ− existem únicosp e p̄ emR2 tais que

P=

[

1

p

]

∈ Σ+, P̄=

[

−1

p̄

]

∈ Σ−.

Chamamosp e p̄ de coordenadas reduzidas deP e P̄, respectivamente. Então, se

P̃= ΠD(P) e P̄= ΠC(P̃), associadas as aplicaçõesΠD e ΠC podemos considerar

ΠD : P2(U0∩Σ+) → P2(U1∩V1∩Σ−)

p 7→ ΠD(p) = p̃,

e
πC : P2(U1∩V1∩Σ+) → P2(V2∩Σ−)

p̃ 7→ π(p̃) = p̄,

ondeP2 é a projeção canônica associada as duas últimas coordenadas.

Podemos redefinir os tempos de volta nas zonasD eC em função das coordenas

reduzidas e sem perda de generalidade podemos denotá-los por τD(p0) = τD(P0) e

τC(p1) = τC(P1), respectivamente.

Com base nestes dados podemos definir

Π1 : U0∩Σ+ → V2∩Σ−
P 7→ Π1(P) = (ΠC◦ΠD)(P),

ou equivalentemente,Π1(P) = φ(τD(P)+ τC(ΠD(P)),P).

Do mesmo modo definimos

π1 : P2(U0∩Σ+) → P2(V2∩Σ−)

p 7→ π1(p) = (πC ◦ΠD)(p).

Aplicando um raciocínio análogo definimos aplicaçõesΠ2 e π2 em vizinhanças

de P2 e p2, respectivamente, comΠ2(P) ∈ Σ+ e π2(p) ∈ P2(Σ+). Assim definimos as

aplicações de Poincaré

Π : U0∩Σ+ → Σ+

P 7→ Π(P) = (Π2◦Π1(P)),

e
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π : P2(U0∩Σ+) → P(Σ+)

p 7→ π(p) = (π2◦π1(p)).

Devido a simetria do sistema devemos terP4 = Π2(P2) = −Π1(−P2) =

−Π1(−Π1(P0)) e portantoΠ = (−Π1) ◦ (−Π1) e, consequentemente,π(p0) = (−π1) ◦
(−π1)(p0).

A demonstração da proposição seguinte é muito extensa e não será mostrada

aqui, mas pode ser encontrada de forma bem detalhada em [18].

Proposição 3.5SejaΓ uma órbita periódica simétrica tri-zonal do sistema(3-3), co-

meçando no ponto P0 = (1, p0) e passando através de P1 = (1, p1) com p0, p1 ∈ R
2, e

τD > 0, τC > 0 os tempos de volta nas zonas x> 1 e |x| ≤ 1, respectivamente. Considere

as matrizes

QC =

[

1 DpτC(p1)

0 DpπC(p1)

]

, QE =

[

−1 DpτD(p0)

0 DpΠD(p1)

]

,

então, o produto das matrizes M= eA1τC(p1)eAτD(p0) é semelhante a matriz

QCQE =

[

−1 DpτD(p0)+DpτC(p1)DpΠD(p0)

0 Dpπ2(p1)Dpπ1(p0)

]

=

[

−1 Dpτ(p0)

0 Dpπ(p0)

]

.

Agora, vamos analisar o caso bi-zonal. ConsideremosP0, P1 e P2 em Σ+,

novamente, a transversalidade da órbita considerada e a continuidade do fluxo nos

permite definir, em subconjuntos adequados deΣ+, aplicaçõesΠ1 eΠ2 definidas em uma

vizinhança deP0 eP1 tais queΠ1(P0) = P1 e Π2(P1) = P2. Como queremos analisar uma

óribita periódica devemos terP2 = P0. Daí em uma vizinhançaU deP0 temos definida a

aplicação de PoincaréΠ : U → Σ+ comΠ(P0) = Π2◦Π1(P0).

Além disso, podemos definir as aplicações reduzidasΠD eπC tais queΠD(p0) =

p1 e πc(p1) = p0, e sua composiçãoπ = πc ◦ΠD. Definimos também, funçõesτD(p0) e

τC(p1) como sendo o tempo necessário para a órbita por estes pontos voltarem a encontrar

o plano de separação eτ(p0) = τD(p0)+τC(ΠD(p0)) para o tempo total gasto pela órbita

periódica para retornar ao ponto inicialP0.

Um resultado análogo a Proposição3.5 pode ser estabelecido para o caso bi-

zonal, a demonstração deste fato também é extensa, ligeiramente diferente do caso tri-

zonal e pode ser encontrada de forma detalhada em [2].
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Proposição 3.6Assuma que o sistema(3-11) tenha uma órbita periódica transversal ao

planoΣ+ através dos pontos(1, p0) e (1, p1). Então, o produto das matrizes

QCQE =

[

1 DpτC(p1)

0 DpπC(p1)

][

1 DpτD(p0)

0 DpΠD(p0)

]

=

[

1 Dpτ(p0)

0 Dpπ(p0)

]

é semelhante a matriz M= eA1τC(p1)eAτD(p0).

Observemos que a matrizQCQE da Proposição3.5tem um autovalor igual a−1

e os outros dois são os autovalores da diferencial da aplicação de Poincaréπ. Do mesmo

modo, na Proposição3.6temos um autovalor igual a 1 e os outros dois são os autovalores

da diferencial da aplicação de Poincaréπ.

Então, para determinar a estabilidade de uma órbita periódica nas condições

estabelecidas, devemos saber se estes autovalores estão ounão dentro do círculo unitário.

As proposições3.5 e 3.6 são ferramentas importantes neste sentido e para auxiliar nesta

análise temos o seguinte Lema.

Lema 3.7 As soluções da equação x2− px+q= 0 estão dentro do círculo unitário se, e

somente se,|q|< 1 e |p|< q+1;

Demonstração. Sabemos que esta equação tem duas raízes no corpo dos números com-

plexosC, denotemos porx1 ex2 tais raízes. Assim, temosp= x1+x2 eq= x1x2.

(⇒) Assumamos que|x1|< 1, |x2|< 1. Dividiremos em dois casos:

(1o) Se p2 − 4q < 0, entãox1 = a+ bi e x2 = a− bi com b 6= 0. Temos então|q| =
|x1||x2|< 1, |q|= q= a2+b2 e

0< (q−1)2 = q2−2q+1⇒ q2+1> 2q

⇒ (q+1)2 = q2+2q+1> 4q> p2

⇒ |p|< |q+1|= q+1.

(2o) Sep2−4q≥ 0 temos

(1−x2
1)(1−x2

2)> 0⇒ 1+q2 > x2
1+x2

2

⇒ (q+1)2 > p2

⇒ |p|< |q+1|= q+1.
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(⇐) Assumamos agora que,|q|< 1 e|p|< q+1. Como|q|= |x1||x2|< 1 temos|x1|< 1

ou |x2|< 1. Sem perca de generalidade, suponhamos|x2|< 1. De|p|< 1+q temos

|x1+x2|2 < (q+1)2 ⇒ x2
1+x2

2 < (x1x2)
2+1

⇒ x2
1(1−x2

2)< 1−x2
2

⇒ x2
1 < 1

⇒ |x1|< 1.

�

• Como vimos, a matrizM na Proposição3.5 tem um autovalor igual a−1, se os

outros dois sãoλ1 e λ2 e escrevemosp = λ1+λ2, q = λ1λ2 então, tr(M) = p−1

e det(M) = −q. Dessa forma a equação característica deM deve ser(λ+1)(λ2−
pλ+q= 0 eλ1,λ2 são os autovalores deDPπ(p0). Do Lema3.7estes autovalores

estão no interior do círculo unitário quando

|det(M)|< 1 e |tr(M)+1|< 1−det(M). (3-14)

Os autovalores da aplicação de Poincaré,π, sãoλ1 e λ2 logo, se as condições em

(3-14) são satisfeitas podemos concluir que a órbita em questão é estável.

• Para o caso bi-zonal a análise é análoga. A matrizM da Proposição3.6 tem um

autovalor igual a 1, seλ1 e λ2 são os outros dois autovalores então, escrevendo

p = λ1 + λ2 e q = λ1λ2 vemos que tr(M) = 1+ p, det(M) = q e a equação

característica deM é (λ−1)(λ2− pλ+q) = 0. Assim,λ1, λ2 são os autovalores da

derivadaDpπ(p0) e do Lema3.7ambas estão no interior do círculo unitário quando

|det(M)|< 1 e |tr(M)−1|< 1+det(M). (3-15)

Portando, se as condições (3-15) são satisfeitas temos que a órbita em questão é

estável.



CAPÍTULO 4
Uma Família Especial de Campos Vetoriais

Neste Capítulo estudamos uma família especial de campos vetoriais dada na

forma generalizada de Liénard vista no Capítulo3 e utilizamos o método dasclosing

equationspara determinar a existência de ciclos limite.

Mais precisamente, exibimos uma família a dois parâmetros de campos vetoriais

seccionalmente lineares, simétricos com três zonas e mostramos a coexistência de quatro

ciclos limite, sendo dois tri-zonais e dois bi-zonais, paraesta família.

Os resultados apresentados são de caráter local, exceto o Teorema4.5 que tem

caráter global.

4.1 Caracterização do Sistema

Consideramos o sistema na forma de Lure

Ẋ = F(X) = A(µ)X+bε(µ)sat(x) (4-1)

ondeX = (x,y,z)T ∈ R3, e a função saturação é dada por

sat(x) =











1 if x> 1

x if |x| ≤ 1

−1 if x<−1

.

Estamos considerando a derivada com respeito ao tempoτ e as partes linear e

não linear são dadas, respectivamente, por
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A(µ) =







−6µ −1 0

11µ2 0 −1

−6µ3 0 0






,

e

bε(µ) =







6µ− ε
1−11µ2− ε2

6µ3+ ε+ ε3






.

(4-2)

Assim, este sistema está na forma generalizada de Liénard apresentada no

Capítulo3.

Como antes, denotaremos porΣ− e Σ+ os planosx= −1 ex= 1, E , C e D as

regiões ondex< −1, |x| ≤ 1 ex> 1, respectivamente. Desta forma, este sistema tem as

seguintes propriedades:

(i) O sistema é simétrico com respeito a origem, i.e.,F(−X) =−F(X).

De fato, temos que

F(X) = A(µ)X+b(µ,ε)sat(x)

=











A(µ)X−b(µ,ε), sex<−1

A(µ)X+b(µ,ε)x, se−1≤ x≤ 1

A(µ)X+b(µ,ε), sex> 1

.

Logo,

F(−X) =











−A(µ)X−b(µ,ε), se−x<−1

−A(µ)X−b(µ,ε)x, se−1≤−x≤ 1

−A(µ)X+b(µ,ε), se−x> 1

=











−(A(µ)X+b(µ,ε)), sex> 1

−(A(µ)X+b(µ,ε)x), se−1≤ x≤ 1

−(A(µ)X−b(µ,ε)), sex<−1

=−F(X).

(ii) Nas zonas onde|x|> 1 o sistema se torna

Ẋ = A(µ)X+sign(x)bε(µ),

assim a parte linear, em ambas as zonas, é dada pela matrizA(µ) com três autova-

lores reais, a saber,−µ, −2µ e−3µ, então o equilíbrio é um nó atrator sempre que

µ> 0.

(1) Parax<−1 temos
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- Seµ 6= 0 o equilíbrio deste sistema é

X−
ε =

(

−1− ε
1+ ε2

6µ3 ,ε+ ε
1+ ε2

µ2 ,−1+ ε2−11ε
1+ ε2

6µ

)

,

se consideramosµ> 0, este equilíbrio está emE apenas quandoε > 0,

caso contrário, temos um equilíbrio virtual;

- Seµ = 0 só teremos equilíbrios seε = 0, a saber, a semireta(x,0,−1)

comx<−1 é composta por equilíbrios do campo.

(2) Parax> 1 temos

- Seµ 6= 0 o equilíbrio deste sistema é

X+
ε =

(

1+ ε
1+ ε2

6µ3 ,−ε− ε
1+ ε2

µ2 ,1− ε2+11ε
1+ ε2

6µ

)

,

se consideramosµ> 0, este equilíbrio está emD apenas quandoε > 0,

caso contrário, temos um equilíbrio virtual;

- Seµ= 0 só teremos equilíbrios seε = 0, a saber, a semireta(x,0,1) com

x> 1 é composta por equilíbrios do campo.

(iii) Na região onde|x| ≤ 1 o sistema é linear e se reduz a

Ẋ = BεX =







−ε −1 0

1− ε2 0 −1

ε+ ε3 0 0






X, (4-3)

onde os autovalores da matrizBε sãoε e−ε± i.

– Seε= 0 o segmento(x,0,x) com|x| ≤1 é composto por equilíbrios do campo;

– Seε 6= 0 o único equilíbrio é a origem, logo temos duas variedades invariantes

uma unidimensional (estável seε < 0 e instável seε > 0) e uma bidimensional

(estável seε > 0 e instável seε < 0).

Além da simetria com respeito a origem podemos observar a invariância do

campo com respeito a outra transformação conforme a seguinte proposição.

Proposição 4.1O sistema(4-1) - (4-2) é invariante sob a seguinte transformação:

x→ x, y→−y, z→ z,

τ →−τ, µ→−µ, ε →−ε.

Demonstração. Fazendox1 = x,y1 = −y,z1 = z,τ = −τ,µ = −µ,ε = −ε e observando

queẋ1 = ẋ, ẏ1 =−ẏ e ż1 = z1 obtemosẊ1 = A(µ1)X1+bε1(µ1)sat(x1). Portanto o sistema



4.1 Caracterização do Sistema 48

é invariante por esta transformação. �

Tendo em vista a Proposição4.1 podemos restringir nosso estudo dos casos

ondeµ 6= 0 ao casoµ> 0. E a seguinte proposição segue diretamente das propriedades

enunciadas acima.

Proposição 4.2Assuma que µ> 0 no sistema(4-1)-(4-2). Então,

(a) Paraε < 0 o único equilíbrio do sistema é a origem, tendo uma variedadeestável

unidimensional e uma variedade instável bidimensional;

(b) Seε = 0 então todos os pontos do segmento{(x,0,x); |x| ≤ 1} são equilíbrios do

sistema;

(c) Seε > 0 os equilíbrios do sistema são a origem e os pontos

X±
ε =±

(

1+ ε
1+ ε2

6µ3 ,−ε− ε
1+ ε2

µ2 ,1− ε2+11ε
1+ ε2

6µ

)

.

A origem tem uma variedade instável unidimensional e uma variedade estável

bidimensional. Os outros dois equilíbrios são nós estáveis.

Para os casos ondeµ= 0 temos o seguinte resultado.

Proposição 4.3Assuma que µ= 0 no sistema(4-1)-(4-2). Então,

(a) Paraε 6= 0 o único equilíbrio é a origem;

(b) Para ε = 0 os equilíbrios do sistema constituem uma poligonal formadapelo

segmento{(x,0,x); |x| ≤ 1} e pelas semiretas{(x,0,−1);x< −1} e {(x,0,1);x>
1}. Além disso, se k é uma constante arbitrária então todo planoda forma z= k é

invariante pelo fluxo do sistema, e para|k|<1 tal plano invariante é completamente

folheado por órbitas periódicas.

Demonstração. O item (a) segue direto da Proposição4.2.

Para o item (b), a primeira afirmação segue das propriedades citadas anterior-

mente. Seε = µ= 0 temos ˙z= 0, logo os planosz= k, comk∈R, é invariante pelo fluxo

do campo. Se|k|< 1, o planoz= k intersecta o segmento de equilíbrios no ponto(k,0,k)

e os autovalores da parte linear são 0 e±i e o resultado segue. �

No que segue, restringimos a análise ao casoµ > 0 e começamos estudando

o sistema (4-3) quandoε = 0. Neste caso, a solução do sistema na regiãoC com

X(0) = (x1,y1,z1)
T é dada por
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X(τ) = eB0τ







x1

y1

z1






=







cosτ −senτ 1−cosτ
senτ cosτ −senτ

0 0 1













x1

y1

z1






, (4-4)

então, esta órbita está contida no círculo,

{(x,y,z) ∈ R
3;(x−z1)

2+y2 = (x1−z1)
2+y2

1,z= z1}. (4-5)

Assim, podemos observar que, paraε = 0, toda solução não constante do sistema

(4-3) extendida para todo o espaçoR3 é periódica. No entanto, este sistema deve ser

considerado apenas na regiãoC , então apenas as órbitas periódicas totalmente contidas

na região central são órbitas periódicas do sistema (4-1)-(4-2). Deste modo, temos uma

região com forma de dois cones sólidos completamente folheada por órbitas periódicas do

sistema, estes cones tem como base comum o disco{x2+y2 ≤ 1,z= 0}, como na Figura

4.1.

Σ−

Σ+

z= 1

z= 0

z=−1

z= 0

Figura 4.1: Cones folheados de órbitas periódicas do sistema
(4-1)-(4-2), com µ> 0 e ε = 0 .

A estrura das órbitas periódicas da Figura4.1 independe do valor deµ. Quando

fazemosε 6= 0, ainda que pequeno, estas órbitas periódicas desaparecem, porém algumas

delas podem gerar ciclos limite. Então, nosso princial objetivo é analisar o surgimento de

órbitas periódicas paraε 6= 0 e pequeno.

Se a existência de ciclos limite bifurcados da estrutura dada na Figura4.1 é

provada, temos aí uma bifurcação parecida com a do tipo dobra-Hopf apresentada no

Capítulo2, o surgimento de uma órbita periódica, a partir, da perturbação de um sistema

com um autovalor nulo e dois imaginários puros. Uma diferença visível neste caso é que
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temos apenas um sólido folheado por órbitas periódica e não temos o espaço todo, como

no caso diferenciável.

Uma análise completa relacionando os casos diferenciável econtínuo é uma

tarefa difícil e requer um olhar mais profundo do que o dado aqui, visto que um

desdobramento completo do caso contínuo e não diferenciável ainda não é conhecido.

Como visto anteriormente, os ciclos limite do sistema em questão devem cruzar

pelo menos um dos planos,Σ− ou Σ+. Denotaremos por2Γs,u
(µ,ε) e 3Γs,u

(µ,ε) os ciclos limite

bi-zonais e tri-zonais, ondes,u denotam estável e instável, respectivamente.

Para estudar a existência de tais ciclos utilizamos o métododasclosing equations

introduzido no Capítulo3 sobre o qual fazemos um breve resumo, enunciando alguns

resultados que serão necessários nas demonstrações dos teoremas deste Capítulo.

O próximo resultado será útil para determinarmos as expensões dos teoremas

que seguem.

Lema 4.4 Seja η = ξnρ(ξ), com n ímpar, eρ é uma função real analítica em uma

vizinhança da origem e tal queρ(0) = ρ0 6= 0. Então, existe uma função real,χ, analítica

em uma vizinhaça da origem, comχ(0) 6= 0, tal queξ = η1/nχ(η1/n).

Demonstração. Comon é ímpar podemos escolherω tal queξ = ζω comζ = η1/n, assim

η = (ζω)nρ(ζω) = ηωnρ(ζω).

Comoη é não identicamente nulo, temosωnρ(ζω) = 1. DefinamosH(ζ,ω) =ωnρ(ζω)−
1. Logo,H(0,ρ−1/n

0 ) = 0 e

Hω(0,ρ
−1/n
0 ) = (nωn−1ρ(ζω)+ωnρ′(ζω)ζ) |

(0,ρ−1/n
0 )

= nρ1/n
0 6= 0.

Então, pelo Teorema da Função Implícita, exite uma vizinhança de 0 onde está unica-

mente definidaω = χ(ζ) comH(ζ,χ(ζ)) = 0. Agora,ω = χ(ζ)⇒ ξ = η1/nχ(η1/n). �

4.2 Ciclos Limite Tri-zonais

O objetivo aqui é mostrar a existência de ciclos limiteΓ simétricos com respeito

a origem. Assim, seΓ é um destes ciclos eP∈ Γ então−P∈ Γ e comoΓ deve cruzar pelo

menos um dos planos de separação,Γ deverá cruzar os dois planos de separação e então é

um ciclo limite tri-zonal. Logo, deve existir um pontoP0 = (1,y0,z0) = (1, p0) ∈ Γ∩Σ+

tal que, quando o tempo cresce a órbita irá pertencer a regiãoD até cruzar novamente

o planoΣ+ no pontoP1 = (1,y1,z1) = (1, p1) depois de um tempoτD > 0. Então, esta
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órbita segue pela regiãoC até encontrar o planoΣ− no pontoP2 = −P0 após um tempo

τC > 0 entrando na regiãoE até encontrar novamenteΣ− em P3 = −P1 após o tempo

τD > 0 e finalmente segue pela regiãoC até encontrar novamenteΣ+ no pontoP0 após o

tempoτC > 0, veja Figura3.1no Capítulo3. Com esta notação estabelecida e observando

o campo que estamos analisando devemos tery0 < 0 ey1 > 0.

A estrutura das órbitas periódicas apresentadas na Figura4.1 não depende do

valor deµ e, ainda assim, podemos observar que, quandoε = 0, um ciclo limite bifurca

para um valor crítico deµ sem quebrar esta estrututa, como será mostrado no teorema

seguinte.

Teorema 4.5 Considere o sistema(4-1)-(4-2) comε = 0 e µ> 0. Para µ= 1 um ciclo

limite simétrico com respeito à origem bifurca do círculo{(x,y,z);x2+ y2 = 1,z= 0}
e persiste para µ> 1, sendo hiperbólico, estável e denotado por3Γs

(µ,ε). Além disso,

definindo

u= u(µ) =
2µ2−

√

(µ2−1)(3µ2+1)
µ2+1

∈ (2−
√

3,1), (4-6)

o ciclo limite3Γs
(µ,ε) tem período

T = 2arctan

(

(1−u2)
√

(1+u2)(4u−1−u2)

1−2u−2u2−2u3+u4 − 2
µ

ln(u)

)

, (4-7)

e, sucessivamente, passa pelos pontos P0 = (1,y0,z0), P1 = (1,y1,z1), P2 = −P0 e P3 =

−P1 com

y0 =
2(1−u)

µ(1+u)(1−4u+u2)
, z0 =−µ(1−u)2

2
y0

y1 =−u2y0, z1 =−z0.

(4-8)

Demonstração. Paraε = 0 e µ > 0 a solução do sistema na regiãoD pelo ponto

P0 = (1,y0,z0) é

X(τ) = eA(µ)τ













1

y0

z0






−







1

0

1












+







1

0

1






,

e a solução na regiãoC pelo pontoP1 é

X(τ) = eB(ε)τ







1

y1

z1






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Então, as equações (3-9) e (3-10) se tornam, respectivamente







0

y1

z1−1






= eA(µ)τD







0

y0

z0−1






. (4-9)

e






−1

−y0

−z0






=







cos(τC) −sen(τC) 1−cos(τC)

sen(τC) cos(τC) −sen(τC)

0 0 1













1

y1

z1






. (4-10)

O objetivo agora é determinary0, z0, y1, z1, τC e τD, com y0 < 0, y1,τC,τD > 0,

satisfazendo (4-9)-(4-10).

Com a finalidade de simplificar os cálculos façamosu= e−µτD , assim

eA(µ)τD =
u

2µ2







µ2(1−8u+9u2) µ(1−u)(1−3u) (1−u)2

µ3(1−u)(27u−5) µ2(−5+16u−9u2) µ(1−u)(3u−5)

6µ4(1−u)(1−3u) 6µ3(1−u)2 2µ2(3−3u+u2)






.

Logo, observando queµ,τD > 0 e daí 0< u< 1, de (4-9) obtemos

µ(1−3u)y0+(1−u)(z0−1) = 0, (4-11)

2µy1−µu(−5+16u−9u2)y0−u(1−u)(3u−5)(z0−1) = 0, (4-12)

z1−1−3µu(1−u)2y0−u(3−3u+u2)(z0−1) = 0. (4-13)

De (4-10) temosz1 =−z0 e de (4-11), (4-13) e (4-12) obtemos

y0 =
2(1−u)

µ(1+u)(1−4u+u2)
, z0 =−µ(1−u)2

2
y0 e y1 =−u2y0.

Por outro lado, a órbita porP1, na regiãoC , está contida no círculo

{(x,y,z) ∈ R
3;(x−z1)

2+y2 = (1−z1)
2+y2

1,z= z1}

e como−P0 está nesta órbita segue que

(−1−z1)
2+y2

0 = (1−z1)
2+y2

1,

substituindo as expressões dey0,y1,z0,z1 obtemos

u2+1+µ2(u2−4u+1) = 0.
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Logo,

u± = u±(µ) =
2µ2±

√

(µ2−1)(3µ2+1)
µ2+1

.

Observemos queu′+ > 0 eu′− < 0 quandoµ> 1, lim
µ→1+

u±(µ) = 1 e lim
µ→∞

u±(µ) =

2±
√

3. Assim, para que 0< u< 1 devemos teru(µ)= u−(µ)∈ (2−
√

3,1). Quandoµ= 1

temosz0 = z1 = 0, y0 = y1 e o círculo em questão é{(x,y,z);x2+y2 = 1,z= 0}. Então,

para cada valor do parâmetroµ> 1 temos uma única solução do sistema, que corresponde

a um ciclo limite que bifurca deste círculo.

Das duas primeiras equações de (4-10) temos

[

1−z1 −y1

y1 1−z1

][

cos(τC)

sen(τC)

]

=

[

−1−z1

−y0

]

.

Substituindo os valores dey1 ez1 obtemos

cos(τC) =
z2
0−1+u2y2

0

(1+z0)2+u4y2
0

=
1−2u−2u2−2u3+u4

4u2

e

sen(τC) = y0
z0(u2−1)− (u2−1)

(1+z0)2+u4y2
0

=
1−u2

4u2

√

(1+u2)(4u−1−u2).

Daí,

τC = arctan

(

(1−u2)
√

(1+u2)(4u−1−u2)

1−2u−2u2−2u3+u4

)

e da definição deu temosτD =−1
µ

ln(u). Uma vez, que o período da órbita em questão é

T = 2(τC+ τD) obtemos a expressão desejada paraT.

Resta analisar a estabilidade deste ciclo. De acordo com a observação feita após

a Proposição3.7 do Capítulo3 basta encontrarmos o traço e o determinante da matriz

M = eB0τC(p1)eA(µ)τD(p0).

Para encontrarmos o det(M) basta observarmos que, como os autovalores de

A(µ) são−µ, −2µ, e−3µ e os autovalores deB0 são 0 e±i temos

det(eA(µ)τD(p0)) = e−µτDe−2µτDe−3µτD = u6

e

det(eB0τC(p1)) = 1,

assim, det(M) = u6.

Com a ajuda de um software de manipulação algébrica (aqui utilizamos o Maple)
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podemos calcular o valor do traço, e obtemos

tr(M) = 3u4−3u2−1.

Uma vez que 0< u < 1 temos|det(M)| < 1 e |tr(M) + 1| − 1+ det(M) =

(u−1)3(u+1)3 < 0 e portanto o ciclo limite é estável.

�

Agora, consideramos o caso ondeε 6= 0. Observamos que, como o ciclo limite

obtido no Teorema4.5 é hiperbólico, ele persiste a pequenas perturbações do sistema,

i.e., ele persiste se|ε| é pequena. Os teoremas seguintes garantem a existência de um

ciclo limite adicional, simétrico com respeito a origem, para ε 6= 0.

Teorema 4.6 Considere o sistema (4-1)-(4-2) com 0 < µ 6= 1 e γ = µ(1− µ2) 6= 0.

Para ε = 0 o sistema sofre uma bifurcação de um ciclo limite tri-zonal,que surge da

configuração de órbitas periódicas que existe na zona central para ε = 0, um ciclo limite

aparece paraγε < 0 e |ε| suficientemente pequena. Tal ciclo é simétrico com respeitoa

origem e bifurca do círculo{(x,y,z);x2+y2 = 1,z= 0}. Além disso, este ciclo limite tem

período

T = 2π−π
1−11µ2

3γ
ε+O(ε5/3), (4-14)

e passa pelo ponto(1,y0,z0), com

y0 =

(

π
4γ

)1/3

ε1/3−µ

(

π2

2γ2

)1/3

ε2/3+O(ε)

z0 =−πµ3

2γ
ε+
(

π
4γ

)1/3

ε4/3+O(ε5/3)

(4-15)

Em particular, se µ> 1 (respectivamente µ< 1) então o ciclo limite bifurca paraε > 0

(respectivamenteε < 0), é instável e denotado por3Γu
(µ,ε) ( respectivamente estável e

denotado por3Γs
(µ,ε)).

Demonstração. A ideia aqui é buscar por órbitas periódicas começando no ponto P0 =

(1,y0,z0), seguindo para a zona ondex> 1, chegando no pontoP1 = (1,y1,z1) após um

tempoτD e, ao invés de continuar através deP1 para chegar em−P0, vamos integrar com

tempo revertido a partir deP0 e chegar em−P1 após um tempo−τC. Assim, facilitamos

as aproximações dey1 ez1. A solução do sistema na zonaD é dada por







x(τ)
y(τ)
z(τ)






= eA(µ)τ













1

y0

z0






−X+

ε






+X+

ε , (4-16)
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comX+
ε como definido na Proposição4.2. E a solução na regiãoC começando emP0 com

o tempo revertido é






xb(τ)
yb(τ)
zb(τ)






= e−B(ε)τ







1

y0

z0






. (4-17)

Para que estas expressões sejam soluções aceitáveis do sistema devemos terx(τ)≥ 1 para

todo 0≤ τ ≤ τD e |xb(τ)| ≤ 1 para 0≤ τ ≤ τC. Sejaw = (τC,ε,y0,z0,τD) e, das equações

(4-16)-(4-17), obtemos o sistema de equaçõesĜ(w) = 0 com

Ĝ1(w) = x(τD)−1,

Ĝ2(w = xb(τC)+1,

Ĝ3(w) = y(τD)+yb(τC),

Ĝ4(w) = z(τD)+zb(τC).

(4-18)

Assim temos um sistema não linear com quatro equações e cincoincógnitas cujas

soluções aceitáveis comτC > 0, τD > 0 e y0 < 0 correspondem a órbitas periódicas

simétricas com respeito a origem.

O sistema (4-18) tem um ramo de soluções paraws= (π,0,y0,0,0) comy0 ∈ R,

mas observemos que paray0 < 0, z0 = 0 e
π
2
< τ < π

xb(τ) = cos(τ)+y0sen(τ)< 0.

Dadoy0 < 0 existeτ0 ∈
(π

2,π
)

tal que

y0<−1+cos(τ)
sen(τ)

< 0 seτ∈ (τ0,π) pois,−1+cos(τ)
sen(τ)

→ 0 quandoτ−→ π. Logo

xb(τ)<−1 e |xb(τ)|> 1 e portanto, o ramo não corresponde a uma solução do sistema.

Mas, felizmente, podemos fatorar a primeira equação, e eliminar o fator 1−e−µτD

e considerar asclosing equationsmodificadas

G1(w) =
µ

1−e−µτD
Ĝ1(w), Gi(w) = Ĝi(w), i = 2,3,4. (4-19)

Agora o sistema (4-19) tem uma solução ¯w = (π,0,0,0,0) que corresponde

ao círculo{(x,y,z);x2+ y2 = 1,z= 0}. EscolhendoτD como parâmetro de bifurcação,

podemos escrever asclosing equationscomo G(v,τD) = 0, com v = (τc,ε,y0,z0) e

buscamos parametrizarv em termos deτD. A matriz Jacobiana é

DvG(v̄,0) =













0 −1 −1 0

0 −π 0 2

1 0 0 0

0 0 0 2













, (4-20)
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ondev̄ = (π,0,0,0) e esta matriz tem posto máximo, logo podemos aplicar o Teorema

da Função Implícita e obter, numa vizinhança deτD = 0, uma única aplicaçãov(τD) =

(τC(τD),ε(τD),y0(τD),z0(τD)) tal queG(v(τD),τD)=0. E, após alguns cálculos, obtemos

τC = π− τD+
1−11µ2

12
τ3

D − 3−115µ2+182µ4

240
τ5

D+O(τ6
D), (4-21)

ε =
µ(µ2−1)

2π
τ3

D+
µ−7µ3+2µ5

8π
τ5

D+O(τ6
D), (4-22)

y0 =−1
2

τD − µ
2

τ2
D +

12µ−11µ2π−12µ3

24π
τ3

D− 7µ3

24
τ4

D− 20µ−200µ3+61µ4π+60µ5

240π
τ5

D

+O(τ6
D),

(4-23)

z0 =
µ3

4
τ3

D +
µ−µ3

4π
τ4

D +
2µ2−2µ4+µ5π

8π
τ5

D+O(τ6
D). (4-24)

Da expressão deε temosε = τ3
Dρ(τD), comρ analítica em uma vizinhança da

origem, eρ(0) 6= 0 pois,γ = µ(µ2−1) 6= 0, logo utilizando o Lema4.4podemos garantir

a existência de uma função real analítica,χ, tal queτD = ε1/3χ(ε1/3) e obtemos

τD(ε) =−
(

2π
γ

)1/3

ε1/3− (µ−7µ3+2µ5)π
6γ2 ε+O(ε4/3).

Esta é a expressão do tempo gasto pela órbita na zonaD e assumindoτD > 0

devemos terγε < 0. Substituindo esta expressão nas expansões dey0, e z0 obtemos as

expressões desejadas. Fazendo o mesmo paraτC obtemos

τC(ε) = π+

(

2π
γ

)1/3

ε1/3+

(

(µ−7µ3+2µ5)π
6γ2 ε−π

1−11µ2

6γ

)

ε+O(ε5/3).

Para cada valor dos parâmetrosε eµ, comγε < 0 e|ε| suficientemente pequena,

temos um ciclo limite com períodoT = 2(τD + τC) e, assim,

T = π−π
1−11µ2

6γ
ε+O(ε5/3).

Resta analisar a estabilidade. Novamente utilizaremos a observação feita após

o Lema3.7 do Capítulo3 e para isto precisamos encontrar o traço e o determinante da

matrizM.

Temos queM = eB(ε)τC(p1)eA(µ)τD(p0) e os autovalores deA(µ) e B(ε) são−µ,

−2µ, −3µ e ε, −ε± i, respectivamente. Logo,

det
(

eA(µ)τD(p0)
)

= e−6µτD e det
(

eB(ε)τC(p1)
)

= e−ετC.
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Utilizando a expressão deτC dada em (4-21) e a expansão em séries da potência

da função exponencial obtemos

det(M) = det
(

eA(µ)τD(p0)
)

det
(

eB(ε)τC(p1)
)

= 1−6µτD+O(τ2
D)

e

tr(M) =−1+6µ(1−2µ2)τD+O(τ2
D).

Assumindo que 0< τD ≪ 1 eµ> 0, temos 0< det(M)< 1 e

|tr(M)+1|−1+det(M) =











−12µ3τD +O(τ2
D), se 0< µ≤ 1√

2

−12µ(1−µ2)τD+O(τ2
D), se µ>

1√
2

.

Assim, esta expressão é negativa se 0< µ< 1, resultando num ciclo limite estável, e é

positiva seµ> 1, resultando num ciclo limite instável e a prova fica concluída. �

As expressões em séries de potência obtidas neste Teorema e nos teoremas que

seguem são obtidas utizando a ideia dada no Apêndice com a ajuda de um software, aqui

utilizamos o Maple.

Vale ressaltar que o ciclo limite do Teorema4.6aparece quandoε > 0 seγ < 0,

i.e., quandoµ> 1, e aparece paraε < 0 quandoµ< 1.

Os ciclos limite,3Γu
(µ,ε) do Teorema4.6paraµ> 1 e3Γs

(µ,ε) do Teorema4.5que

persiste da perturbação do ciclo3Γs
(µ,0) paraµ> 1 e 0< ε ≪ 1, são diferentes pois um é

instável e o outro estável. Então temos a coexistência de dois ciclos limite simétricos com

respeito a origem para o sistema (4-1)-(4-2).

As hipóteses do Teorema4.6não são satisfeitas seµ= 1 uma vez que, neste caso,

temosγ = 0. Porém, uma bifurcação análoga ocorre para este valor do parâmetro como

podemos ver no seguinte resultado.

Teorema 4.7 Considere o sistema (4-1)-(4-2) com µ= 1. Para ε = 0 o sistema sofre

uma bifurcação de um ciclo limite tri-zonal, que surge da configuração de órbitas

periódicas que existe na zona central paraε = 0, um ciclo limite aparece paraε < 0

e |ε| suficientemente pequeno. Tal ciclo é simétrico com respeitoa origem e bifurca do

círculo{(x,y,z);x2+y2 = 1,z= 0}. Além disso, este ciclo limite é estável e será denotado

por 3Γs
(µ,ε), tem período

T = 2π+
5
3
(2π)3/5ε3/5+O(ε4/5), (4-25)
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e passa pelo ponto(1,y0,z0), com

y0 =
( π

16

)1/5
ε1/5−

(

π2

8

)1/5

ε2/5+O(ε3/5),

z0 =−1
2

π3

4

1/5

ε1/5+
( π

16

)1/5
ε6/5+O(ε7/5).

(4-26)

Demonstração. Procedendo de forma análoga a demonstração do Teorema4.6 conside-

randoµ= 1 obtemos

τC = π− 5
6

τ3
D − 7

24
τ5

D +
239
1008

τ7
D +O(τ8

D), (4-27)

ε =− 1
2π

τ5
D− 5

12π
τ7

D +O(τ8
D), (4-28)

y0 =−1
2

τD − 1
2

τ2
D− 11

24
τ3

D − 7
24

τ4
D+

120−61π
240π

τ5
D − 121

720
τ6

D+
18480−5947π

40320π
τ7

D

+O(τ8
D),

(4-29)

z0 =
1
4

τ3
D+

1
8

τ5
D +

1
4π

τ6
D+

240+71π
960π

τ7
D +O(τ8

D). (4-30)

Usando o Lema4.4obtemos,

τD =−(2π)1/5 ε1/5+
1
3

(

π3

4

)1/5

ε3/5+O(ε),

substituindo este valor em (4-29) e (4-30) obtemos as expressões esperadas paray0 e z0,

respectivamente. Substituindo em (4-27) obtemos

τC = π+(2π)1/5ε1/5+
2
3
(2π)3/5ε3/5+O(ε4/5),

com isto,

T = 2(τD+ τC) = 2π+
5
3
(2π)3/5 ε3/5+O(ε4/5).

Agora vamos analisar a estabilidade do ciclo. Utilizando a expressão deτC e ε
dadas em (4-27) e (4-28), respectivamente, e expandindo a função exponencial em série

de potências deτD obtemos

det(M) = 1−6τD+18τ2
D −36τ3

D +O(τ4
D) e tr(M) =−1−6τD +18τ2

D−16τ3
D +O(τ4

D).

Note que, como 0< τD ≪ 1, temosε < 0, 0< det(M)< 1 e |tr(M)+1|−1+det(M) =

−20τ3
D +O(τ4

D) < 0 portanto, da observação feita após o Lema3.7 temos que o ciclo é

estável. �
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4.3 Ciclos Limite Bi-zonais

Consideramos agora os ciclos limite bi-zonais. Como vimos anteriormente, é

suficiente considerar o seguinte sistema,

Ẋ =

{

A(µ)X+b(µ,ε), sex≥ 1,

B(ε)X, sex< 1.
(4-31)

Desta forma devemos buscar por ciclos limite do sistema (4-31) contidos na

regiãox∈ (−1,∞).

Quandoε = 0 um cone folheado de órbitas periódicas do sistema (4-31) é obtido

como uma extensão, parax≤ −1 do resultado mostrado na Figura4.1, veja Figura4.2.

Como antes, todas estas órbitas periódicas são círculos pertencentes aos planos da forma

z= k, comk < 1. Em particular, uma órbita periódica contida no cone, com 0≤ z< 1,

também é uma órbita periódica para o sistema (4-1)-(4-2).

Σ+

z= 1

Figura 4.2: Cone folheado de órbitas periódicas do sitema(4-31),
com µ> 0 e ε = 0.

Mostraremos que um ciclo limite do sistema (4-31) pode surgir paraε 6=0 de uma

órbita periódica do bordo do cone, isto é, de um círculo horizontal com centro em(z,0,z)

e raio 1−z. Assim, se|ε| é suficientemente pequeno e 0< z< 1 teremos que a primeira

coordenada do ciclo limite bifurcado está no intervalox ∈ (−1,∞) e consequentemente

o ciclo limite do sistema (4-31) é também um ciclo limite do sistema (4-1)-(4-2). Além

disso, a simetria desse sistema força a existência de um ciclo limite simétrico, agora na

regiãox∈ (−∞,1).

No que segue, a fim de reduzir notação, introduzimos os seguintes parâmetros:
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δ = µ2−1, ẑ=
µ2

δ+µ2 ,

com 2µ2−1 6= 0.

Teorema 4.8 Assuma que µ> 0 e (µ−1)(2µ2−1) > 0 no sistema(4-31). Então, para

ε = 0, o sistema sofre uma bifurcação de um ciclo limite bi-zonal.Quando0< µ< 1/
√

2

um ciclo limite estável aparece paraε < 0. Quando µ> 1 um ciclo limite estável aparece

paraε > 0. Em ambos os casos o ciclo limite bifurca do círculo,

(x− ẑ)2+y2 = (1− ẑ)2, z= ẑ,

passa pelo ponto(1,y0,z0), com

y0 =− δ
δ+µ2

(

π
2µδ

)1/3

ε1/3− (2π2µδ)1/3

δ+µ2 ε2/3+O(ε),

z0 =
µ2

δ+µ2 +
µ2(5δ+4)
(δ+µ2)2

(

π
2µδ

)2/3

+O(ε),

(4-32)

e seu período é dado por

T = 2π− 11µ2+10
3µδ

πε+O(ε4/3).

Demonstração. Seguindo o mesmo raciocínio utilizado na demonstração do Teorema4.6

para construir asclosing equations, comXb(τC) = P1 obtemos

Ĝ1(w) = x(τD)−1,

Ĝ2(w) = xb(τC)−1,

Ĝ3(w) = y(τD)−yb(τC),

Ĝ4(w) = z(τD)−zb(τC).

(4-33)

Os zeros (isolados) do sistema (4-33), comy1,τC,τD > 0 ey0 < 0, correspondem a ciclos

limite do sistema (4-31). Temos quew= (2π,0,y0,z0,0) é uma superfície de soluções de

(4-33), mas devemos terx(τ)≥ 1 para todo 0≤ τ ≤ τD e xb(τ)< 1 para todo 0≤ τ ≤ τC,

o que não ocorre e portanto esta superfície não corresponde asoluções periódicas do

sistema. De fato, temosxb(τ) = (1−z0)cosτ+z0+y0senτ e lim
τ→2π−

1−cosτ
senτ

= 0 assim,

tomandoy0 < 0 ez0 < 1, existe
3π
2

< τ0 < 2π tal que 0>
1−cosτ

senτ
>

y0

1−z0
para todo

τ0 ≤ τ < 2π, logo

y0senτ > (1−z0)(1−cosτ) = 1−z0− (1−z0)cosτ ⇒ xb(τ)> 1,
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para todoτ0 ≤ τ < 2π. Como antes, tentando remover estas soluções indesejáveispode-

mos considerar o sistema modificado

G1(w) =
µ

1−e−µτD
Ĝ1(w), Gi(w) = Ĝi(w), i = 2,3,4. (4-34)

Continuamos com um sistemaG(w) = 0, tendo quatro equações e cinco incóg-

nitas e, agora, com um ramo de solução ˆw= (2π,0,0, ẑ,0) para todo ˆz∈ R, porém, como

observamos anteriormente, estas soluções só correspondema órbitas periódicas do sis-

tema se ˆz< 1. O objetivo agora será determinar para quais valores de ˆz um ciclo limite

bifurca paraε 6= 0. Para isto, consideremosτD como parâmetro de bifurcação e escre-

vamosG(w) = G(v,τD) = 0, ondev = (τC,ε,y0,z0), agora devemos parametrizarv em

termos deτD. Vejamos,

DvG(v̂,0) = L =













0 −1 −1 0

0 2π(1−2ẑ) 0 0

1− ẑ 0 0 0

0 2πẑ 0 0













,

ondev̂(2π,0,0, ẑ). A matrizL não tem posto máximo, posto(L) = 3 quando ˆz 6= 1, então

podemos utilizar o método de redução de Liapunov Schmidt, explicado no Capítulo

2, adotamos aqui a mesma notação. Vamos encontrar uma base para Im(L), para seu

complemento ortogonalN e para Nuc(L). Sejau= (u1,u2,u3,u4) ∈ R
4 assim

Lu=













0

0

(1− ẑ)

0













u1+













0

2π(1−2ẑ)

0

2πẑ













u2+













−1

0

0

0













(u2+u3).

Logo, uma base para Im(L) é BIm(L) = {(0,0,1,0)T,(0,1 −
2ẑ,0, ẑ)T ,(1,0,0,0)T}. Analogamente, obetmos uma base para Nuc(L), BNuc(L) =

{(0,0,01)T}.

Seu= (u1,u2,u3,u4) ∈ N entãou deve ser ortogonal a cada um dos vetores da

baseBIm(L) e assim chegamos queu deve ser um múltiplo do vetor(0, ẑ,0,2ẑ−1)T assim

BN = {(0, ẑ,0,2ẑ−1)T} deve ser uma base paraN.

ConsideremosP a matriz que tem como coluna os vetores deBIm(L), assim a

matriz projeção ortogonal,QIm(L), sobreIm(L) é dada por
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QIm(L) = P(PTP)−1PT =













1 0 0 0

0 ν(1−2ẑ)2 0 νẑ(1−2ẑ)

0 0 1 0

0 ν(1−2ẑ)ẑ 0 νẑ2













,

ondeν = ((1−2ẑ)2+ ẑ2)−1. Da mesma forma, sēP é a matriz coluna formada pelo vetor

da baseBN temos a matriz projeção ortogonal,QN, sobreN

QIm(L) = P(PTP)−1PT =













0 0 0 0

0 νẑ2 0 −ν(1−2ẑ)2ẑ

0 0 0 0

0 ν(1−2ẑ)ẑ 0 −ν(1−2ẑ)2ẑ













.

Agora,G(v,τD) = 0 se, e somente se,G(v,τD) anula as duas projeções,QIm(L) e

QN, isto é,

G(v,τD) = 0⇔ QIm(L)G(v,τD) = 0 e QNG(v,τD) = 0.

Desta equivalência, resulta que as soluções deG(v,τD) = 0 devem satisfazer

(G1,ν(1−2ẑ)((1−2ẑ)G2+ ẑG4),G3,νẑ((1−2ẑ)G2+ ẑG4))
T = 0, (4-35)

e

(0,νẑ(ẑG2− (1−2ẑ)G4),0,ν(1−2ẑ)(−ẑG2+(1−2ẑ)G4))
T = 0. (4-36)

Assumindo que ˆz(1−2ẑ) 6= 0, de (4-35) obtemosΦ(v,τD) = 0 onde

Φ1(v,τD) = G1(v,τD),

Φ2(v,τD) = (1−2ẑ)G2+ ẑG4,

Φ3(v,τD) = G3(v,τD),

(4-37)

e, de (4-36) temos

g(v,τD) = ẑG2− (1−2ẑ)G4 = 0. (4-38)

Utilizando a decomposiçãoR4 = Nuc(L) + M escrevemosv = (0,0,0,z0) +

(τC,ε,y0,0). Lembrando que(2π,0,0, ẑ,0) é solução e, considerandoτ = τC−2π e z=

z0− ẑ, temosv= (2π,0,0, ẑ)+ (ṽ,z) ondeṽ= (τ,ε,y0). Nas novas variáveis escrevemos
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as equações em (4-37) comoΦ(ṽ,z,τD) = 0, comΦ(0,0,0) = 0. A matriz Jacobiana é

DṽΦ(0,0,0) =







0 −1 −1

0 2π(5ẑ2−4ẑ+1)) 0

1− ẑ 0 0






,

e esta matriz tem posto máximo. Consequentemente, existe uma aplicação ˜v(z,τD) =

(τ(z,τD),ε(z,τD),y0(z,τD)), tal queΦ(ṽ(z,τD),z, τD) = 0. E temos,

τ =−τD − 11µ2−1
12

τ3
D − µ(3ẑ−1)(2µ2ẑ− ẑ−µ2)

4(1−4ẑ+5ẑ2)
τ4+h.o.t.,

ε =−µ(ẑ−1)(µ2ẑ+2ẑ−1)
4π(5ẑ2−4ẑ+1)

τ3
D − µ(3ẑ−1)(µ2ẑ+2ẑ−1)

4π(5ẑ2−4ẑ+1)2 τ3
Dz+h.o.t.,

y0 =
ẑ−1

2
τD+

1
2

τEz+
µ(ẑ−1)

2
τ2

D +
µ
2

τ2
Dz

+
µ(ẑ−1)(55µπẑ2−44µπẑ+6µ2ẑ+12ẑ+11µπ−6)

24π(5ẑ2−4ẑ+1)
τ3

D+h.o.t..

Substituindo estas séries na equação reduzida (4-38), obtemos

g(v,τD) =
µ(1− ẑ)[µ2− (2µ2−1)ẑ]

2
τ3

D

+
µ(1−µ2−4ẑ+5µ2ẑ+6ẑ2−12µ2ẑ2−5ẑ3+10µ2ẑ3)

2(1−4ẑ+5ẑ2)
τ3

Dz+h.o.t..

Uma vez que, estamos assumindo ˆz 6= 1, a condiçãog(v,τD) = 0 nos dá

ẑ=
µ2

2µ2−1
=

µ2

δ+µ2 .

Substituindo este valor na expressão deg(v,τD), τ, ε ey0 obtemos

g(v,τD) =
(1−µ2)µ

2
τ3

Dz+
µ(µ2+1)(2µ2−1)2

2(µ4+1)
τ3

Dz2+
µ3(µ2−1)(5µ2−1)

8(1−2µ2)2 τ5
D +h.o.t.,

τ =−τD − 11µ2−1
12

τ3
D − µ(1−2µ2)2(1+µ2)

4(1+µ4)
τ4

Dz− 182µ4−115µ2+3
240

τ5
D +h.o.t.,
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ε =
µ(µ2−1)

4π
τ3

D − µ(1−2µ2)2(µ2+1)
4π(1+µ4)

τ3
Dz− µ(µ2+1)(µ2+2)(2µ2−1)3

4π(µ4+1)2 τ3
Dz2+

µ(µ2−1)(2µ6+7µ2−1)
16π(2µ2−1)

τ5
D +h.o.t.,

y0=
1−µ2

2(2µ2−1)
τD+

1
2

τEz+
µ(1−µ2)

2(2µ2−1)
τ2

D+
µ
2

τ2
Dz+

µ(1−µ2)(12µ2+11µπ−6)
24π(2µ2−1)

τ3
D+h.o.t..

Se µ > 0 e (µ− 1)(2µ2− 1) > 0 o primeiro coeficiente da expressão dey0 é

negativo, como queríamos. Então devemos terµ> 1 ou 0< µ< 1/
√

2 e olhando para a

expressão deε temosε < 0 eε > 0, respectivamente.

Da equaçãog(v,τD) = 0, calculamos a expansão dez em termos deτD e

chegamos em

z=
µ2(5µ2−1)
4(2µ2−1)2τ2

D +
µ4(µ2+1)(5µ2−1)2

16(µ2−1)(µ4+1)(1−2µ2)2τ4
D +O(τ5

D).

Substituindo na expressão deε obtemos

ε =
µ(µ2−1)

4π
τ3

D− 7µ3−2µ5−µ
16π

τ5
D+O(τ6

D).

Pelo Lema4.4invertemos a série acima e obtemos

τD =

(

4π
µ(µ2−1)

)1/3

ε1/3− (2µ4−7µ2+1)π
3µ(µ2+1)2(µ2−1)2ε+O(ε4/3),

e assim,

z0 = ẑ+z=
µ2

2µ2−1
+

µ2(5µ2−1)
(2µ2−1)2

(

π
2µ(µ2−1)

)2/3

ε2/3+O(ε),

y0 =
1−µ2

2µ2−1

(

π
2µ(µ2−1)

)1/3

ε1/3− 1
2µ2−1

(2π2µ(µ2−1))1/3ε2/3+O(ε),

τC = 2π−
(

4π
µ(µ2−1)

)1/3

ε1/3− µ(9µ4−µ2+4)π
3(µ6−µ4+µ2−1)

ε+O(ε4/3).

Utilizando a igualdadeδ = µ2−1, as expressões paray0 ez0 seguem e o período
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T = τC+ τD se torna

T = 2π− π(11m2−1)
3µ(µ2−1)

ε+O(ε4/3)

= 2π− 11(µ2−1)+10
3µ(µ2−1)

πε+O(ε4/3)

= 2π− 11δ+10
3µδ

πε+O(ε4/3).

Agora vamos analisar a estabilidade dos ciclos utilizando aobservação feita

após o Lema3.7 no Capítulo3. Utilizando as expressões deε, τC, y0 e z0 como série

de potências deτD obtemos

det(M) = 1−6µτD+18µ2τ2
D+

µ−73µ3

2
τ3

D +
−µ−12πµ2+228πµ4

4π
τ4

D+O(τ5
D)

e
tr(M) = 3−6µτD−2(1−µ2)τ2

D +
µ
2

(

11+37µ2
)

τ3
D

+
6π+3µ−56πµ2−3µ3−478πµ4+72πµ6

12π
τ4

D +O(τ5
D),

assim,

|tr(M)−1|−1−det(M) =−2(µ2+1)τ2
D+5µ(10µ2+µ)τ3

D+O(τ4
D).

Esta expressão é negativa paraτD pequeno, logo os ciclos limite são estáveis.

�

Como mencionado anteriormente, este resultado pode ser transferido para o

sitema original quando 0< ẑ< 1. Seµ> 0, então ˆz pertence ao intervalo(0,1) apenas

quandoµ> 1, e então temos12 < ẑ< 1. Assim, o próximo resultado segue diretamente do

Teorema4.8.

Teorema 4.9 Assuma que µ> 1 no sistema(4-1)-(4-2). Então, paraε= 0, o sistema sofre

uma bifurcação de um ciclo limite bi-zonal. Um par de ciclos limite simétricos aparece

paraε > 0.

Com esses Teoremas concluímos que paraµ> 1 e ε pequeno e positivo temos

a existência, simultânea, de quatro ciclos limite: dois bi-zonais estáveis simétricos e dois

tri-zonais3Γu
(µ,ε) e 3Γs

(µ,ε), veja Figura4.3.

Reunindo os resultados encontrados e, lembrando que os ciclos bi-zonais apare-

cem aos pares, podemos sintetizar os resultados conforme a Figura4.4.
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Σ+

Σ−

Figura 4.3: Esboço de quatro ciclos limite para o sistema(1-1)-
(1-2), com µ> 1 e0< ε ≪ 1.

Podemos observar que paraµ> 1 e ε > 0 os equilíbriosX±
ε são nós estáveis e

o par de ciclos limite bizonais encontrados são também estáveis, assim seria natural a

existência de objetos invariantes organizando a dinâmica das orbitas do campo. Com base

nisto no artigo [15] é apresentada a seguinte conjectura.

Conjectura 1 Se µ> 1 então, dos dois pontos localizados nos vértices do cone duplo

(Figura 4.1) quandoε = 0, próximo aos equilíbrios X±ε , ocorre uma bifurcação de um

par ciclos limite bi-zonais paraε > 0 suficientemente pequeno.
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0< µ< 1√
2

1√
2
≤ µ< 1

µ= 1

µ> 1

ε < 0 ε = 0 ε > 0

3Γs
(µ,ε) - 2Γs

(µ,ε)

3Γs
(µ,ε)

3Γs
(µ,ε)

3Γs
(µ,ε)

-

-

-

3Γs
(µ,ε)

-

-

-

3Γs
(µ,ε) - 3Γu

(µ,ε)

- 2Γs
(µ,ε)

Figura 4.4: Esquema ilustrando a existência de ciclos limite para
o sistema(4-1)-(4-2), com|ε| ≪ 1.



CAPÍTULO 5
Aplicação: O Oscilador de Chua

O oscilador de Chua é o circuito eletrônico autônomo mais simples apresentando

comportamento caótico e sua relevância vem do fato de ele sero primeiro sistema físico

para o qual a presença de caos foi provada matematicamente.

Fazemos uma breve descrição do sistema obtido a partir destecircuito e mostra-

mos que este é realizável pela família estudada no Capítulo4. Para melhores explicações

e detalhes sobre a dinâmica deste circuito ver, por exemplo,[17], [12], [13], [5].

5.1 O Circuito

O oscilador de Chua é formado por cinco elementos lineares, dois capacitores,

um indutor e dois resistores, e um resistor não linear chamado diodo de Chua, ver [12]

and [13].

Este circuito pode gerar fenômenos caóticos e é canônico no sentido que o

campo vetorial associado é qualitativamente equivalente auma grande classe de circuitos

associados a sistemas tri-dimensionais. Um esquema para este circuito é mostrado na

Figura5.1.

+

-

+

-

R0

L

R

C2 C1

NR

(a)

v+

v−

R1

R2

R3

R4

v+

v−

R5

R6

(b)

i

Figura 5.1: (a) Esquema do oscilador de Chua.(b) Implementa-
ção da condutância não-linear NR.

As equações de estado deste oscilador são dadas por
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dv1

dt
=

1
C1

(G(v2−v1)− f (v1)),

dv2

dt
=

1
C2

(G(v1−v2)+ i3),

di3
dt

=−1
L
(v2+R0i3),

(5-1)

ondev1 e v2 são as tensões nos capacitoresC1 e C2, i3 é a corrente através do indutor

L, G = 1/R e F(v1) = Gbv1 +
1
2(Ga −Gb)(|v1+E| − |v1 −E|) é a característicav− i

(voltagem-corrente) do resistor não linearNR com inclinação igual aGa na região central

eGb nas outras duas regiões, ver Figura5.2.

v

i

E

−E

Figura 5.2: Curva característica v− i de NR.

Consideremos as seguintes variáveis

X =
v1

E
, Y =

v2

E
, Z = i3

(

R
E

)

α =
C2

C1
, β =

R2C2

L
, γ =

RR0C2

L
,

a= RGa, b= RGb, τ =
t

|RC2|
,

k=

{

1, seRC2 > 0,

−1, seRC2 < 0.

(5-2)

Dessa forma,
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dX
dτ

=
1
E

dv1

dt
dt
dτ

,

dY
dτ

=
1
E

dv2

dt
dt
dτ

,

dZ
dτ

=
R
E

di3
dt

dt
dτ

,

e as equações do sistema são,

dX
dτ

= kα(Y−X− f (X)),

dY
dτ

= k(X−Y+Z),

dZ
dτ

= k(−βY− γZ),

(5-3)

com f (X) = bX+ 1
2(a−b)(|X+1|− |X−1|) = bX+sat(X).

Para mais detalhes sobre esta forma ver, por exemplo, [5] e [6].

5.2 Realização do Oscilador de Chua em uma Família a

2 Parâmetros

Mostramos agora que o oscilador de Chua (5-3) é realizável na família estudada

no Capítulo4. Para ver isto façamos a mudança de coordenadas

X = x, αY =−(1+ γ)x−y, αZ = (γ2−β)x+ γy+z,

que está bem definida desde queα 6= 0.

Assim,
Ẋ = ẋ,

αẎ =−(1+ γ)ẋ− ẏ,

αŻ = (γ2−β)ẋ+ γẏ+ ż,

onde(·) denota a derivada com respeito ao tempoτ. Substituindo os valores dėX, Ẏ e Ż

dados em (5-3) e os valores deX, Y e Z dados pela mudança de coordenadas chegamos

em

ẋ=−(1+ γ+αb)x−y+α(b−a)sat(x),

ẏ= (γ+β+α(1− (1+ γ)b))x−z−α(1+ γ)(b−a)sat(x),

ż= α(γ+(γ+β)b)x+α(γ+β)(b−a)sat(x).

(5-4)
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Agora, queremos que este sistema tenha a forma do sistema (4-1)-(4-2). Para que

isto ocorra, devemos ter que os coeficientes das matrizes da parte linear sejam iguais, logo

para|x| ≤ 1 obtemos

−ε =−1− γ−αa, (5-5)

1− ε2 =−α+β+ γ+α(1+ γ)a, (5-6)

ε+ ε3 = αγ−α(β+ γ)a, (5-7)

e para|x|> 1,

−6µ=−1− γ−αb, (5-8)

11µ2 =−α+β+ γ+α(1+ γ)b, (5-9)

6µ3 = αγ−α(β+ γ)b. (5-10)

Seb = a o sistema (5-3) se torna linear o que não é de nosso interesse, sendo

assim, assumiremos queb 6= a. Para mostrar que, de fato, esse circuito é realizável na

família em questão, devemos determinar valores dos parâmetrosε e µ que satisfazem as

equações acima, vejamos.

Subtraindo as equações (5-14) de (5-5), (5-9) de (5-6) e (5-10) de (5-7) obtemos

6µ− ε = α(b−a), (5-11)

1− ε−11µ2 =−α(1+ γ)(b−a), (5-12)

ε+ ε3−6µ3 = αγ−α(β+ γ)b. (5-13)

Uma vez queα(b− a) 6= 0 a equação (5-11) implica que 6µ− ε 6= 0. Então,

dividindo as equações (5-12) por (5-11) e (5-13) por (5-11) obtemos

γ =
µ2−6µ−1+ ε+ ε2

6µ− ε
, β =

6µ3−11µ2+6µ+1− ε2ε3

6µ− ε
.

Também da equação (5-11) podemos ver queαb= αa+6µ− ε e substituindo a

expressão deγ em (5-5) encontramosαa= (1−11µ2+6µε−2ε2)/(6µ−ε). Substituindo

esses valores e as expressões deβ e γ em (5-6) encontramos

α =−1+14µ2+85µ4− (12µ+60µ3)ε− (1+3µ2)ε2+2ε4

(6µ− ε)2 .
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Finalmente, considerando (5-7) e eliminando o fator não nulo 6µ− ε, chegamos

na equação

1+6µ+3µ2+84µ3−105µ4+510µ5−539µ6

+(−1−18µ−86µ2−72µ3−445µ4+378µ5)ε+(−1+6µ+55µ2+42µ3+56µ4)ε2

+(1+6µ+3µ2−102µ3)ε3+(3+12µ+42µ3)ε4−2ε5−3ε6 = 0.
(5-14)

Com a ajuda de um software podemos calcular as raízes desta equação quando

ε = 0, e obtemos apenas duas raízes reais simplesµ1 ≈ −0,1330331157 eµ2 ≈
0,9390551142. Agora, derivando a equação (5-14) com relação aµ e avaliando em

(µ,ε)= (µi,0), comi = 1,2, verificamos que esta derivada não se anula e podemos aplicar

o Teorema da Função Implícita para garantir a existência de dois ramos de solução para

esta equação, isto significa que temos dois ramos onde o circuito de Chua é realizado pela

família que estudamos.



CAPÍTULO 6
Apêndice - Cálculo de Séries

Nos Teoremas do Capítulo4 encontramos as expressões dos parâmetros em sé-

ries de potências de algum dos outros parâmetro. Neste apêndice damos a ideia usada para

obter estas séries, que são calculadas com o auxílio de algumsoftware de manipulação

algébrica como, por exemplo, o Maple, que foi utilizado neste trabalho.

Consideremos a funçãof : R2 → R dada porf (x,y) = x2 + y2 − 5 e o ponto

p = (1,2). Suponhamos que queremos determinar as soluções def (x,y) = 0, obtendoy

como uma função dex, numa vizinhança do pontop e que não seja possível fazer isto

diretamente. Temos quefy(p) = 4 6= 0 então, pelo Teorema da Função Implícita existe

uma única funçãoy = g(x), definida em uma vizinhança dex = 1, a qual tem a mesma

classe de diferenciabilidade def , (analítica para o nosso estudo).

A ideia agora é considerary = a0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + a3(x− 1)3+ · · ·
e substituir este valor na equaçãox2 − 5 = −y2 assim obtemos uma igualdade entre

dois polinômios na indeterminadax logo, igualando os coeficientes destes polinômios

encontramos os valores deai , i = 0,1,2, · · · , tantos quantos necessitarmos. Em geral, não

é simples de se calcular esses coeficientes e é necessário o uso de um software que nos

auxilie nas contas, em todo este trabalho o Maple foi utilizado nesse contexto. Para esta

função específica obtemos

y= 2− 1
2
(x−1)− 5

16
(x−1)2− 5

64
(x−1)3− 45

1024
(x−1)4− 95

4096
(x−1)5+O((x−1)6).

A diferença para encontrar as séries das demonstrações dos Teoremas do Capí-

tulo 4 é, que lá, temos um sistema de equações mas o procedimento é análogo, apenas

com um pouco mais de trabalho e uma noção básica de uso do software.
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