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Resumo

da Silva Andrade, KamilaA coexisténcia de quatro ciclos limite em campos
vetoriais seccionalmente lineares ek . Goiania, 201275p. Dissertacédo de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Unidaide Federal de Goias.

Neste trabalho estudamos campos vetoriais seccionalfiimegaees, continuos e simétri-
cos, com trés zonas eRy, investigamos a existéncia de ciclos limite utilizando dadé
dasclosing equationsMiais especificamente, estudamos uma familia a dois par@srest
mostramos a coexisténcia de quatro ciclos limites pardasiiia e também sua realiza-
¢ao no circuito de Chua.
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Abstract

da Silva Andrade, KamilaThe coexistence of four limit cycles in piecewise
linear vector fields onRR3. Goiania, 201275p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work we study continuous, symmetric and piecewigedr vector fields ofR®,
we investigate the existence of limit cycles using the clgsquations method. More
specifically, we study a two parameters family of this vedtelds and we show the
coexistence of four limit cycles and too, its realization@mua’s circuit.

Keywords
piecewise linear vector fields, limit cycles, closing edquag.



Sumario

Lista de Figuras

1

2

6

Introducéo

Preliminares
2.1 Campos Vetoriais

211 Campos Vetoriais Lineares

2.1.2 Campos Vetoriais Seccionalmente Diferenciaveis
2.2 Orbitas Periddicas, Ciclos Limite e Aplicagdes de Poincaré
2.3 Bifurcacdes

23.1 Bifurcacédo Dobra

2.3.2 Bifurcacdo Hopf

2.3.3 Bifurcagéo Zero-Hopf
2.4 O Teorema da Func¢é&o Implicita
2.5 A Reducao de Liapunov-Schmidt

251 Construcdo das Equacdes Reduzidas

Forma Canbnica e o Método das Closing Equations

3.1 Forma Canbnica de Campos Vetoriais Seccionalmente Lineares
3.11 Forma Generalizada de Liénard

3.2 Closing Equations
3.21 AplicacOes de Poincaré

Uma Familia Especial de Campos Vetoriais
4.1 Caracterizacdo do Sistema

4.2  Ciclos Limite Tri-zonais

4.3  Ciclos Limite Bi-zonais

Aplicagéo: O Oscilador de Chua
5.1 O Circuito

5.2 Realizagdo do Oscilador de Chua em uma Familia a 2 Pardmetros

Apéndice - Calculo de Séries

Referéncias Bibliograficas

10

11

15
15
16
18
20
22
22
24
26
26
28
28

32
32
34
36
40

45
45
50
59

68
68
70

73

74



Lista de Figuras

11

1.2

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
29

3.1
3.2
3.3

4.1

4.2
4.3

4.4

5.1

5.2

Esquema ilustrando a existéncia de ciclos limite para o sistema (1-1)
(1-2), com |g| < 1.

Esbogo de quatro ciclos limite para o sistema (1-1}(1-2), com p>1e
O<exl

Retrato de fase do sistema (2-4).

Retrato de fase do sistema (2-4) com o equilibrio transladado.
Ciclo limite assintoticamente estavel.

Aplicacéo de Poincaré.

Bifurcacdo dobra em R.

Diagrama de bifurcacao.

Bifurcacdo dobra em R2.

Bifurcacdo Hopf em R2.

Diagrama de bifurcacéo do caso Hopf.

Esquema ilustrando uma érbita periédica tri-zonal.
Ciclos bi-zonais simétricos.
Esquema ilustrando uma Orbita periddica bi-zonal.

Cones folheados de érbitas periddicas do sistema (4-1)(4-2), com u> 0
ee=0.

Cone folheado de 6rbitas periédicas do sitema (4-31) compu>0e € =0.

Esbogo de quatro ciclos limite para o sistema (1-1}(1-2), com p>1e
O<exl

Esquema ilustrando a existéncia de ciclos limite para o sistema (4-1)
(4-2), com |g| <« 1.

(a) Esquema do oscilador de Chua. (b) Implementacdo da condutancia
nao-linear Ng.
Curva caracteristica V—i de Ng.

13

14

17
18
21
21
23
23
24
25
26

38
39
40

49
59

66

67

68
69



CAPiITULO 1

Introducao

O objetivo principal deste trabalho é mostrar a coexistééde quatro ciclos
limite em uma familia a dois parametros de campos vetorgisisnalmente lineares em
RR3 com trés zonas de linearidade e nos baseamos no at8jjpdra realizar esta tarefa.
Utilizamos a técnica daslosing equationsapresentada por Andronov, Vitt e Khaikin
em 1966 com o nome método das transformacdes de ponto paraassseccionalmente
lineares, ver Capituld 111 de [1].

O interesse no estudo de sistemas seccionalmente lineanesrgscendo desde
a década passada com a utilizacéo destes para modelampagbden mecanica, eletro-
nica, teoria de controle, biologia e outros, @ Bistemas seccionalmente lineares séo a
extenséo natural dos lineares na modelagem de fendmendsedies, pois eles podem
reproduzir muito do comportamento complexo destes sistemaltiestabilidade, oscila-
¢Oes autossustentaveis, comportamento histérico, ceadéxidnoclinicas e heteroclinicas
e comportamento caotico. Estes sistemas tornam mais prea®delagem em algumas
aplicacdes realisticas, varios exemplos podem ser visi¢s]g[6], [12], [13], [17] dentre
outros.

Sistemas seccionalmente lineares podem ser classificaddsi&s classes, de-
pendendo da continuidade associada ao campo de vetdrescaso descontinuo, que
tem sido amplamente estudado e é objeto de inUmeras pestpisates, este caso ndo é
abordado aqui, ver novamen®;[(ii) o caso continuo, o qual estudamos neste trabalho,
gue ainda possui muitos problemas néo resolvidos, mesra@paslemas aparentemente
simples como estabilidade e um Unico equilibrio. Além ddiseée equilibrios é impor-
tante caracterizar as Orbitas periodicas isoladas dastemas, para estudar a existéncia
destas Orbitas seguimos uma estratégia comum em teorifudeslgbes, que €, primeiro
analisamos situagdes degeneradas e depois, variandcaosaganrs olhamos para o apa-
recimento de ciclos limite, vef], [2] e [1§].

A néao diferenciabilidade dos sistemas seccionalmentar&serequer que bifur-
cacgOes de ciclos limite sejam analisadas caso a caso, aya@as por familias de sistemas
relevantes em aplicagdes com ou sem a presenca de simetrtadgs os casos, bifurca-
¢cOes resultando em ciclos limite séo associadas a Orbitdslas em mais de uma zona
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de linearidade uma vez que, sistemas lineares ndo admitos Gimite. Admitimos a
presenca de simetria e consideramos aqui um situacao dadarespecifica tendo a pre-
senga simultdnea de um par de autovalores imaginarios punwsautovalor nulo, assim
obtemos algo parecido com a bifurcacéo zero-Hopf paransasteliferenciaveis, vel ]]

e [14], entretanto ndo podemos fazer um paralelo entre este eadifesenciavel, a estru-
tura das familias analisadas em ambos os casos sao distatasliimenséo da bifurcagao
nao tem uma defini¢cdo clara no caso seccionalmente linear.

Neste trabalho, mais precisamente, dividimos o espacédeacioR? em trés, a
regido’E compreendida dos pontds= (x,y,z) € R3 comx < —1, a regidaC compreen-
dida dos pontoX = (x,y,z) € R® com—1 < x< 1 e a regiddD compreendida dos pontos
X = (x,¥,2) € R comx > 1. Em cada uma destas regides definimos um campo afim da
forma X = AX + B de forma que o campo obtido seja continuo e néo diferenciAvel
partir dai, buscamos a existéncia de ciclos limite motigguiEla existéncia de um sélido
folheado por orbitas periddicas do campo descontinuo quamddos parametros € nulo.

Uma vez que, como é bem conhecido na teoria classica, carefmusis lineares
ndo admitem ciclos limite buscamos por ciclos cuja oOrbitavatssa ao menos um dos
planos de separagdo. Mostramos que, mesmo em um sisteni@naéoente linear,
podemos encontrar ciclos limite. Nao existe uma cota paraaatglade de ciclos que
podem ocorrer neste caso, no exemplo estudado garantimast@neia de no minimo
guatro e apresentamos uma conjectura a respeito da exastmam par de ciclos
limites bi-zonais adicionais, vedp]. Para determinar a existéncia de orbitas fechadas
contidas em mais de uma zona utilizamos uma idéia simplesha&mndo o fluxo do
campo associado e construindo um sistema do qual as solagéespondem com
orbitas fechadas do sistema, 0 método dasing equationsUma parte interessante da
utilizacdo deste método é a riqgueza de informacgfes que gainses obter a respeito
destes ciclos tais como as coordenadas de pontos contistasimkita, periodos e tempos
de retorno, e conseguimos expressar estas informacdesriem ¢é poténcias de um
dos parametros do sistema. E um trabalho arduo obter espasss&ies e para isto
utilizamos o software de manipulacéo algébrica Maple. Adénmformacdes qualitativas
e quantitativas, conseguimos mostrar que esta familialie&deal em um circuito muito
importante em aplicagdes, o circuito de Chua.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos e um apénblic Capitulo?
buscamos introduzir as notagdes, terminologias, defisiedesultados necessarios para
a compreensao do restante do texto. Damos um breve paratedooampos vetoriais
lineares e seccionalmente lineares B introduzimos os conceitos de ciclos limite,
aplicacbes de Poincaré e bifurcacdes, enunciamos o Teatankancdo Implicita e,
por fim, apresentamos a técnica de reducdo de Liapunov-8tiyue sera utilizada
na demonstracdo de um dos teoremas sobre existéncia de loiie apresentados no
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Capitulo4.
No Capitulo3 mostramos uma forma normal para a classe dos campos seccio-

nalmente lineares simétricos com trés zonasiina assim chamada Forma Candnica
de Liénard. Esta forma é introduzida com a finalidade de rap#wescolha da familia a
ser analisada no Capitulo posterior. Ainda neste Capilustramos o método dado-
sing equationgjue é utilizado intensivamente nas demonstra¢cfes dosrasigrincipais
deste trabalho e abordamos a utilizacédo de aplicactes eapdinacdes de Poincaré como
ferramenta na analise da estabilidade dos ciclos encastrad

No Capitulo4 apresentamos a familia a ser estudada, analisamos suzpaisn
propriedades, mostramos a existéncia de ciclos limitezatidlo o método daslosing
equationse concluimos a coexisténcia de quatro ciclos limite pargyaiste familia,

X =F(X) = A(WX + be(p)satx) (1-1)
ondeX = (x,y,2)" € R3,
—64 -1 0
Aw=| 1y 0 -1 |,
6> 0 O
e (1-2)
O —€
be(W) = | 1—-11%—¢?
6us +&+4 €2

Denotamos poflSY(u,€) os ciclos tri-zonais e poflSY(u,€) os pares de ciclos bi-
zonais, onde utilizamos apenas um dos indises, u, para significar estavel e instavel,
respectivamente. A existéncia de ciclos é dada conformguadi.l

€<0 e=0 >0
O<p< \% Mo~ Tle ) )
% Su<l My . i
u=1 T i i
T B o | The ™ Tie

2rs
T lue)

Figura 1.1: Esquema ilustrando a existéncia de ciclos limite para
o sistemg1-1)-(1-2), comle| < 1.
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=

Figura 1.2: Esboco de quatro ciclos limite para o sistertial)-
(1-2,comp>lel0<ex L

No Capitulo5 mostramos a realizacdo da familia estudada anteriormente n
famoso circuito de Chua.

No Apéndice damos uma breve nogéo de como encontrar as gbtigas nos
teoremas do Capitukh, fazemos um exemplo simples apenas para ilustar a idé®gpoi
necessario o auxilio de algum software para obtermos oxwdés das expansoes.



CAPITULO 2

Preliminares

Neste Capitulo estabelecemos as definicbes e 0s concettessae0s para a
compreensao do restante do trabalho. Alguns resultadoapsims enunciados, temos,
sobretudo, um interesse conceitual. Muitas vezes ndo moygramos em estabelecer
relacdes entre os tdpicos aqui apresentados e, sempre geses@eo, uma referéncia
adequada é indicada.

Inicialmente, definimos campos vetoriais e exemplificansopms destes cam-
pos que sdo utilizados nos capitulos seguintes e tambémseapaeos alguns conceitos
basicos da teoria de campos vetoriais. Em seguida, enuosiasultados e métodos que
séo0 necessarios nas demonstracdes dos principais teatestasrabalho.

2.1 Campos Vetoriais

SejaQ um subconjunto aberto do espaco EuclideBRRoUm campo vetorial de
classeCk, 1 < k < o0, emQ é uma aplicacdb : Q — R" de class€X. Ao campo vetorial
F associamos a equacéo diferencial

X =F(X), (2-1)

- , ~ o . dX
onde a derivagéo se da com relagdo ao temisto €, X = X(t) eX = e

Uma solugéo desta equacado é uma aplicacao diferendiévet R — Q tal que

L) =F o), 22)
para toda € I, estas solucbes sdo chamadas trajetérias ou curvas istdgia ou da
equacao diferenciak(l).

Uma questdo importante é saberFSe{p) = 0 para algunXp € Q, pois assim
definindo®(t) = Xo, paratodd € R temos%b (t)=0 Iogo%b(t) =F(®(t)) =F(Xo) =
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0 e ®d(t) é uma solugéo da equacéo diferencial. Caso isto ocorra vdistirsguir este
ponto dos demais de acordo com a seguinte definigéo,

Definicdo 2.1 Um ponto X% € Q é dito um ponto de equilibrio de F, ou apenas um
equilibrio de F, se Xp) = 0, caso contrario, X é dito um ponto regular de F.

Definicdo 2.2 Um equilibrio X do campo F é dito hiperbdlico se os autovalores da
matrix Jacobiana, RF (Xp), tem parte real ndo nula.

Como trabalhamos com campos que dependem de parametrogjuasido
natural é saber se a estrutura qualitativa do campo muda egurrepas perturbacdes
desses parametros. Quando, na vizinhanca de um equilibde ama orbita periddica,
uma pequena perturbacdo do campo ndo muda sua estrutuitatiyaatiizemos que o
campo € estruturalmente estavel. Nao nos aprofundaremstasqueestao.

E um resultado béasico na teoria qualitativa das equacoesedifiais ordinarias
que, numa vizinhanga de um equilibrio hiperbdlico, o cam@stéuturalmente estavel
(Teorema de Hartman-Grobman), vé6f e [19].

2.1.1 Campos Vetoriais Lineares

SejamA uma matriz quadrada de ordereb um vetor enR". SeF (X) = AX+b
em @-1) dizemos que o sistema é afim,lse- 0 0 sistema é dito linear.

CasoA néo seja singular a equacdX + b = 0 tem uma unica solucés =
—A~!b e a solugdo do sistema coxf0) = Xp €,

X(t) =e"Xo+eM [3eAhdr,
= X+ M(—A e Ab - A 1b)
= eMXo+ M(—eAA b+ A 1b)
= eM(Xo+A b)) — A 1D,

(2-3)

De fato,X(0) = Xg e, derivandoZ-3) com respeito & obtemos

X(t) = A (Xo+A"1b)
=A[MXo+A o) -Ab| +Db
= AX+b.

Se A é ndo singular, um sistema afim sempre pode ser transfornmadane
sistema linear, basta considerar a mudanca de coordeXada¥ = X +A~'b e assim
Y = AY. Neste caso, o vettrapenas translada o equilibrio. Deste modo podemos analisar
apenas os sistemas lineares pois, qualitativamente séstesjuivalentes. Por este motivo,
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no que segue, nos referiremos a um campo da fd¥r(x@ = AX + b como sendo um
sistema linear. Os casos ondeé singular precisam ser analisados caso a caso mas
também receberdo a mesma denominacgao.

Exemplo 2.3 Considere o sistema

{ Xx=x=y (2-4)
y=y-+x

ou, equivalentement¥, = AX com A= [ ] . Este sistema tem um anico equilibrio

na origem. A solugdo com(R) = Xg é

A cogt) —sent)
X(t)=et=¢ [ ser(t) cog(t) ] %o

e o retrato de fase € mostrado na Figwza.

Figura 2.1: Retrato de fase do sisten(i2-4).

Exemplo 2.4 Consideremos = AX + b, onde A é como no exemplo anterior e=b

1 U ~
[ ) ] . Temos um equilibrio %= (—3, —3) Ent&o,

B coqt) —sert)
X(t)=¢ [ sert) coqt) ] <XO+

e o retrato de fase é dado na Figu?a2.

L
SN—
—
L



2.1 Campos Vetoriais 18

Figura 2.2: Retrato de fase do sister{&4) com o equilibrio trans-
ladado.

2.1.2 Campos Vetoriais Seccionalmente Diferenciaveis

Uma aplicacdo seccionalmente diferenciavel #énc R" é descrita por um
namero finito de aplicacbes diferenciaveis

X~ F(X,a), para Xe€S§, (2-5)

ondeyU;S = D e cadaS tem interior ndo-vazio. A intersecan; j, entre a fronteira dos
conjuntosS e §j € uma variedade de dimensdie 1 contida nas fronteiradS e 0Sj, ou
€ um conjunto vazio. Cada func&pé diferenciavel com relacéo a variavel de estddo
ao parametra em qualquer subconjunto abetdoC §. Os conjuntog; j séo usualmente
denominados bordo ou conjuntos de descontinuidade. Estgstos de descontinuidade
separam regides do espaco onde estéo definidas diferehitas@gs diferenciaveis.

A uma aplicacdo seccionalmente diferenciavel podemogiasson sistema de
equacdes diferenciais, também seccionalmente diferagictda seguinte forma

X =F(X,a), para X¢€S. (2-6)

Denotamos, simplificadamente, pér= F(X). Cada campo vetoridk define
um fluxo ®;(X,t) em qualquer abertd O § assim, este fluxo, estd bem definido em
ambos os lados da fronteid&;.

Se F(X) # Fj(X) para um pontoX € % dizemos que o sistem&-@) €
descontinuo ou um sistema de Filippov, ndo estudaremos&steneste trabalho, uma
analise detalhada pode ser encontrada®inbeF (X) = Fj(X) sempre mad)xF(X) #
DxF;j(X) para algum pontX € Zj ; dizemos que o sistema € continuo e seccionalmente
diferenciavel e é este o tipo que estudamos no decorrer dalti@ mais informacdes
podem ser encontradas eéj ¢ [9].
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Exemplo 2.5 Considere o sistema

AoX +xe1, sex <1

X=F(X)= :
(X) {Alx sex>1

onde A, A; sdo matrizes quadradas de ordem nje=e(1,0,---,0) é o vetor da base
canodnica ddR".

A condicao de continuidade se resumeoaal-AeII = A1 entao, se isto é satisfeito,
temos um sistema continuo e seccionalmente diferenciéasb, contrario, temos um
sistema de Fillipov.

O problema agora € definir uma solucéo do siste2rg).(Uma vez que estamos
trabalhando com sistemas continuos, esta tarefa ndo éli#n &ara sistematizar melhor
o problema, suponhamos que o sistema seja composto poredidsss; e S, com uma
fronteira de separacaq ».

Definicdo 2.6 Dizemos que um pontoX D €,

(@) um equilibrio real do campo F sg(X) =0e X€ §,i=10u2, ou seja, X é um
equilibriode Fem

(b) um equilibrio virtual do campo F sq(X) =0e Xe §j, i # ], ou seja, X € um
equilibrio de F-que néo pertence ;S

(c) um ponto regular do campo F se nao é um equilibrio real.

Observe que um pontX € D pode ser, a0 mesmo tempo, singular real e
singular virtual ou singular virtual e regular mas nuncagradser singular real e regular
simultaneamente. S¢ € X1 € um ponto regular d&; entédo, pela continuidad é
também um ponto regular de.

SejaX € 21, um ponto regular d&, devido a continuidade do campo temos
duas possibilidades:

(i) Atrajetoria deF; por X esteja contida erf§; parat < 0 e a trajetéria d&, contida
emS; parat > 0, ou

(i) A trajetoria deF1 por X esteja contida er§§; parat > 0 e a trajetéria d&, contida
em$ parat < 0.

Sem perda de generalidade, suponhamos (Guecorra e sejan®;(X,t),
®,(X,t) as solucdes, poX, emS; e S, respectivamente. Entéo, a solucé@dt, X), do
sistema 2-6) é definida por
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®4(t,X), parat <0
d(t,X) = X, parat =0 . (2-7)
®y(t,X) parat >0

Se X é um ponto do interior de uma das regides, digaxXas S, i =1,2, a
solugéo poX é d(t, X) = dj(t, X) parat, < t < tp ondet, € o maior tempo negativo para
0 quald;(tn, X) € 31 » ety € 0 menor tempo positivo para o qalX,t) = P;(ty, X) € Z1»
quando estes tempos existem, caso conttaro—o ety = oo, O(t,X) = P(t, Pi(tn, X))
parat <t, e ®(t,X) = d(t, Pj(tp, X)) parat > tp,.

Nos casos onde temos mais que duas regides a definicdo d&cséldefinida de
maneira natural a partir desta. Nos capitulos seguintadasios campos definidos em
IR3 com trés regides, sendo que o campo € linear (ou afim) em caaldelas.

2.2 Orbitas Periédicas, Ciclos Limite e Aplicacdes de
Poincaré

Consideremosd(t, X) o fluxo do sistema& = F(X) e sejal” uma 6rbita deste
campo que passa em um po@arat = 0, se consideramos aperias 0 obtemos uma
semi-drbita (positiva), a qual denotamos pgr. Dizemos qud™ é uma solucéo fechada
se, paratodbe R, d(t,X) = P(t+T,X) para algunT € R, o menorT > 0 satisfazendo
isto é chamado o periodo da 6rbita

Definicdo 2.7 Um ciclo ou uma orbita periodica do campo F é uma solucao fdaldo
sistemaX = F(X), que n&o é um equilibrio. Uma érbita periodida, é dita estavel se,
dadoe > 0, existe uma vizinhanca U detal que para todo X U a distancia entre a
semi-orbita positival'y, e ™ € menor que. A orbita periodical” € dita instavel se néo é
estavel, & € assintoticamente estavel se € estavel e existe uma vigmkadd™ tal que
para todo Xe U a orbita por X se aproxima de quando t— —+oo.

Definicdo 2.8 Um ciclo limite € uma Orbita periddica isolada, veja Figu2e3.

No que segue, trabalharemos com a finalidade de classifistalalelade de um
ciclo limite, para isto utilizaremos as chamadas aplicagfePoincaré.

Sel € uma orbita periodica do sisten& 1) pelo pontoXg e = € um hiperplano
transversal & em Xy, entdo para qualquer pon¥o€ ., suficientemente proximo o),
a solucao deste sistema por ®(t, X), ird cruzar novament& em um pontdP(X). A
aplicacdoX — P(X) é chamada aplicagcao de Poincaré.

Uma vez que esta aplicacdo é definida através do fluxo do caslpaera
diferenciavel. S& é uma 6rbita periddica pofty e P € a aplicagdo de Poincaré numa
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Figura 2.3: Ciclo limite assintoticamente estavel.

Figura 2.4: Aplicagéo de Poincaré.

vizinhanca deXy definimos os multiplicadores caracteristicos [decomo sendo o0s
autovalores da diferencidP(Xp). Estes multiplicadores caracteristicos séo utilizados
para determinar a estabilidade do ci€lover [16], [7] e [19].

Neste contexto, um conceito importante é o de 6rbita pex@ddiperbdlica.

Definicdo 2.9 Uma 6érbita periddical” é dita hiperbdlica se nenhum dos seus multipli-
cadores caracteristicos esta no circulo unitario, i.e.ns@ehum dos seus multiplicadores
caracteristico tem modulo igualh

Uma orbita periédica hiperbdlica é dita atratora (respegpulsora) se todos 0s
seus multiplicadores caracteristicos estao no intespgc. exterior) do circulo unitario.
Desta forma, as orbitas periddicas hiperbolicas atra{oeapec. repulsoras) sdo estaveis
(respec. instaveis).
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2.3 Bifurcacoes

Consideremos agora um sistema de equacg0es diferenciaisnaia f

X = F(X,q), (2-8)

ondeX € R" e a € RX é um vetor de parametros. Queremos ententer como o retrato de
fase muda quando variamos o parametro

Quando variamos o parametnoa estrutura qualitativa do sistema pode sofrer
mudancgas, estas mudancas sao chamadas de bifurcacoeso®ipee o0 sistema{8)
exibe uma bifurcac@o para o valor do parametgpse F(X,0p) ndo é localmente
estruturalmente estavel, ou seja, a estrutura qualitdovsistema muda para pequenas
perturbacdes do parametoo Nesse casayp € dito um valor de bifurcacdo. Estamos
considerando esta definicdo de forma local, sempre na wiginde um equilibrio ndo
hiperbdlico (equilibrios hiperbdlicos sdo estruturalheszstaveis).

Varias questdes podem ser levantadas neste contexto comexgmplo, saber
guais solugdes pode-se obter fazendo o parametro varibee gaantos parametros sao
necessarios para se descrever todas as variagdes podsiuaisdado campo vetorial. A
menor quantidade de parametros necessaria para desdmingdietamente um equilibrio
€ chamada de codimenséo da bifurcacdo. Nao detalharenade@sa aqui, pois N0Sso
interesse no decorrer do trabalho sera apenas concedtabipalises detalhadas ved],

[7], [11] e [9].

Podemos descrever as bifurcagdes na forma de um diagranspagoéx, ),
onde temos subvariedades formadas pelos valores de Ilgfiorchvidindo o espago em
regides onde o sistema é estruturalmente estavel, esramiag chamado diagrama de
bifurcacao.

Agora vamos descrever trés tipos de bifurcacéo, dobra, eldpbra-Hopf para
gue, no Capitulal, possamos fazer uma analogia do caso seccionalmente tioear
o caso diferenciavel apresentado aqui, para maiores dsta#ir /], [14], [11] dentre
outros.

2.3.1 Bifurcacédo Dobra

Este tipo de bifurcacdo € caracterizada por possuir um alaionulo com
multiplicidade 1 e os outros autovalores com parte real nla. fJsando técnicas
de variedade central, reduzimos esta analise para o cadomensional e podemos
considerar uma bifurcacéo de codimenséo 1, esta tambénseoceamada de bifurcacao
sela-no.

Exemplo 2.10 Para sistemas unidimensionais temos a seguinte forma norma
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X=0+x=F(x0).

Paraa = 00 sistematem um equilibrio n&o hiperbélice=x0, com BF (0,0) =
0. Paraa < 0o sistema possui dois equilibrios hiperbélicesx—+/—a a qual é atratora
e % = /—0a a qual é repulsora, veja a Figura.5. O diagrama de bifurcacéo para este
caso é mostrado na Figura 6, e tem uma tangéncia quadratica na origem, isto ilustra o
fato de se tratar de uma bifurcac&o do tipo dobra.

a<0 a=0 a>0

Figura 2.5: Bifurcacdo dobra enR.

—— Eq. Estaveis a

= Eq. Instaveis

x=—a?

Figura 2.6: Diagrama de bifurcacao.

Para ilustrar melhor o fato de ser também denominada umeca@o sela-né
observemos o seguinte exemplo B

Exemplo 2.11 Considere o sistema

X = 0O + X2
y=-y

Parao = 0 a origem € o unico equilibrio e

DxF(0,0) = [ 8 _01 ] ,
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a qual possui um autovalor nulo e outro igual-al. Sea > 0 o sistema ndo possui
equilibrios e sex < 0 este sistema possui dois equilibrios hiperbdlices=X—+/—a,0)
a qual € um no atrator e X= (1/—a,0) a qual € uma sela, veja Figurd7. Como a

N N (N
C o

Y

a<0

Figura 2.7: Bifurcac&o dobra enR?.

segunda coordenada dos equilibrios é sempre nula, podeomsgderar um diagrama de
bifurcacdo no plandx,a) como na Figura2.6.

2.3.2 Bifurcacao Hopf

Este tipo de bifurcacdo é caracterizado pelo nascimentardeiclo limite a
partir da mudanca na estabilidade de um equilibrio do quadyi@ linear, possui um par
de autovalores imaginarios puros, é também chamada dedntfiv de Andronov-Hopf.

Para descrever simplificadamente esta bifurcacio corsmaro sistema2(8)
comk = 1 eF diferenciavel satisfazendo

(i) a =0 é o valor de bifurcagdo e pal@| suficientemente pequena o sistema possui
uma familia de equilibrioX®(a);

(ii) amatriz JacobianA(a) = DxF (X°(a),a) possui um par de autovalores complexos
M2(0) = p() £iw(a),

comp(0) =0 ew(0) = wp > 0.

Quandoa passa através de= 0, o equilibrio muda de estabilidade e um ciclo
limite bifurca desse ponto. Se nenhum outro autovaloA@2 tem parte real nula, esta
bifurcacdo é de codimensdao 1, i.e., precisamos de apenasnamegiro para obter um
desdobramento completo do equilibrio.

Um resultado importante neste sentido, demonstraddding o seguinte,

Teorema 2.12 (Teorema de HopfRQualquer sistema da forma

X=F(X,a),
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com Xe R? ea € R, tendo e = 0 0 equilibrio X= 0 com autovalores

A12(0) = £uxi, wo >0,

€ localmente topologicamente equivalente, proximo a anigeuma das seguintes formas

normais
X -1 X X
e + (¢ +y?) -
y 1B y y
llustramos este caso com um exemploRfn
Exemplo 2.13 Considere o sistema planar

{ X = —y+Xx(a —x%—y?) (2-9)

y=x+y(a—x*=y?),

coma € R. Este sistema possui um Gnico ponto de equilibrio na origem e

DxF (0,0) = [i _al]

Os autovalores desta matriz sd@, = o =i. Fazendo uma mudanca para coordenadas
polares (x=rcog0) e y=rsen8)) este sistema se torna

F=r(a—r?)
{ b1 (2-10)

Assim, s& < 0temos < 0 e portanto a origem € um foco atrator ese- 0 temos > 0
sey/a<r, F<0se0<r <+ aer=0sef=+/alogo aorigemé um foco repulsor e
temos um ciclo limite de rai¢/a o qual é atrator, veja a Figur&.8. Podemos considerar

G G ©

Figura 2.8: Bifurcacdo Hopf eniR?.

o diagrama de bifurcag&o no plano, o) como na Figura2.9.
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—— Eq. Estaveis a

= Eq. Instaveis

Figura 2.9: Diagrama de bifurcacdo do caso Hopf.

2.3.3 Bifurcacéo Zero-Hopf

Consideremos o sistema tri-dimensional suave a dois p&i@sne

X=f(X,a), XeR3eacR? (2-11)

Assumamos qué (0,0) = 0 e que a parte linear dé neste ponto possua um
autovalor nuloA; = 0, e dois autovalores, conjugados, imaginarios puxgs,= £wi
comw > 0. O desbobramento que ocorre quando fazemwariar € conhecido como
bifurcao zero-Hopfbifurcacéo dobra-Hophifurcacao sela-n6-Hopbu aindabifurcacéo
Gavrlov-Guckenheimer

Este tipo de bifurcacdo é uma mistura de bifurcacdes dos tipbra e Hopf, e
tem codimensao 2. Um sistema deste tipo apresenta uma daéen rica, com apare-
cimento de ciclos limites, 6rbitas homoclinicas e heténacds, mas ndo analisaremos e
nem apresentaremos diagramas de bifurcacéo devido a codgale dos mesmos e pelo
fato de nosso interesse ser apenas conceitual, maiordisegetieste tipo de bifrucacao
podem ser encontrados efi].

2.4 O Teorema da Funcao Implicita

Enunciaremos, sem demonstracéo, o Teorema da Funcéo itenplidaremos
alguns exemplos (verl(] e [4]). Faremos isto para que no decorrer do trabalho sua
aplicacao figue mais clara e direta.

Considere o sistema

filx,a)=0, i=1,...,n, (2-12)
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comx € R" ea € RK. O teorema ir4 estabelecer condi¢des suficientes para que
este sistema seja localmente resolvido pazamo funcao do parametoo

As funcdes do sistem&412) definem uma aplicacdb : R" x R — R" dada
por f(x,a) = (f1(x,0),..., fa(Xx,a)). Sef é diferenciavel denotaremos poxf(x,a) a

matriz Jacobiané%(x,a)), L Com base nisto enunciamos,
J I,]= n

IRRRS]

Teorema 2.14 (Teorema da Funcéo Implicita)Seja f: R" x RK — R" de classe €
1 <r < 0. Suponha que (ko,00) = 0 e quedetDxf(Xp,0p)) # 0. Entdo, existem
vizinhancas U degemR" e V deog emRK e uma aplicacdo XV — U tal que para todo
a €V, o sistemg2-12) tem uma Unica solugdo=x X(a) € U. Além disso, X é de classe
C'. Se f é analitica numa vizinhancga @&, 0p) entdo, X € analitica numa vinhancga de
Op. Em resumo,

f(X(a),a) =0, X(0p)=Xo.

Seguem dois exemplos de aplicacédo deste Teorema.

Exemplo 2.15Seja g: R x R — R dada por gx,a) = x*> — ax. Assim, ¢0,a) =0 e
d(0,a) = —a logo para todoog # 0 temos vizinhangas U de=x0 e V deo onde esta
definida Unica aplicacdo XV — U tal que dX(a),a) = 0e X(ag) = 0entdo Xa) =0
€ esta solugéo.

Exemplo 2.16 Considere f: R? x R — R? dada da seguinte forma
f(X,a) = (x+20ay,x+ (1+2a)y+a —1).

Temos:

e f(0,1)=(0,0),
e Dxf(0,1) = [i 21,
e detDxf(0,1)) =1+#0,

entdo, existem uma vizinhanca U da origemRfmuma vizinhacdV deg=1emR e
uma aplicacdo X V — U tal que X(1) = (0,0) e f(X(a),a) = (0,0) para todoa € V.
Podemos, depois de algumas manipulacdes algébricas sipguleontrar explicitamente
a aplicacao X, e obtemos

X(a)=(-2a(1l—a),1—aqa).

Entéo, o Teorema da Funcao Implicita garante que esta é asulucdo numa vizinhaca
do ponto(0,1) € R? x R,
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2.5 A Reducao de Liapunov-Schmidt

Consideremos um sistema dequagdes
®i(y,a)=0, i=1,...,n, (2-13)

onded :R"xRK s Red = (P1,...,Pn) € uma aplicacéo diferenciavel, sengle-
(Y1,...,Yn) @ varidvel desconhecidace= (ay,...,0k) um vetor de pardmetros. Assumi-
mos qued;(0,0) = 0 e assim descrevemos as solugdes deste sistema numanvizmaa
origem.

SejaDy®(0,0) a matriz Jacobiana(%%(o, O))nxn. Se esta matriz tem posto
maximo, i.e.,postqDy®(0,0)) = n, segue do Teorema da fungéo implicita qReL)
pode ser unicamente resolvido paraomo uma funcdo de. O préximo caso a ser
analisado € quandoostdDy®(0,0)) = n—1, que é o caso de interesse no decorrer deste
trabalho e portanto é o Unico caso que analisamos aqui.

A idéia agora é mostrar que as solucdes do sist@iB)(podem ser colocadas

em correspondéncia biunivoca com as soluc¢des de uma eqieé@ona
g(X, (X) = 07 (2_14)

ondeg: R x RK — RR. Esta é a reducéo de Liapunov-Schmidt pard 3.

2.5.1 Construcéo das Equacoes Reduzidas

Para sintetizar a notagéo escrevermesDy®(0,0) e por NugL), Im(L) enten-
demos o nucleo e aimagem da transformacao line&lem disso, escolhemos os espacos
vetoriaisM e N sendo os complementos ortogonais de (Mji@ Im(L) respectivamente,
assim obtemos duas decomposicoeRte

R" = Nuc(L) & M, (2-15)

R" = Im(L) ® N. (2-16)

Como posteL) = n— 1 temos que difim(L)) = n—1 e, pelo Teorema do
Nucleo e da Imagem, obtemos que @oc(L)) = 1, consequentemente, dih) =n—1
e dim(N) = 1. ConsideremoE a matriz projecdo d&" sobre InfL) com Nuc¢E) = N,
i.e.,E é a matriz projecao ortogonal @ sobre InfL), assim a projecédo complementar,
| — E, tem imagem igual & e nucleo igual a IrfL). Desta forma, sa € R" entao

u=0 se, esomenteseEu=0 e (I-E)u=0. (2-17)
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A primeira implicacao € trivial poi& el — E séo lineares. A implicacao reversa
pode ser estabelecida observando que(Buc Nuc(l —E) = {0}.

Com isto, sdy,a) € R" x RK é uma solucdo de¢13), i.e.,d(y,a) = 0 podemos
colocar esta solugéo em correspondéncia com o par de eguamdigalentes

(@) E®(y,a) =0,

(b) (I =E)®(y,a) = 0. (2-18)

A idéia da reducéo de Liapunov-Schmidt é que a equacag-dé-g§ pode ser
resolvida para— 1 das varidveig e entéo, substituindo estes valores na segunda equagéo
de 2-18-b, obtemos o restante desconhecido.

Sejay € R", da decomposicadd2{16) podemos escrever = v+ Ww comyV €
Nuc(L) ew € M, e escrevemo(18-g da seguinte forma

Ed(v+w,a) =0. (2-19)

O que nos da uma aplicag&a Nuc(L) x M x RK — Im(L), com
F(vw,a)=E®P(V+w,a).

Com base nisto, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.17Existem uma vizinhanc&® ¢ Nug(L) x R¥, de(0,0) e uma aplicacio
W : Q — M satisfazendo

(i) E®(v+W(v+a),a) =0, paratodo (v,a) € Q;
(i) W(0,0) =0.

DemonstracéoUtilizando a regra da cadeia para deriFacom respeito a obtemos
DwF (0,0,0) = EDy®(0,0) [u=EL |[u=L |m,
poisE age como a identidade em (). Portanto, a aplicagéo linear
L:M—Im(L)

é invertivel. Segue, do Teorema da Funcado Implicita, @u#8(9 admite uma Unica

soluc&o parav como funcéo de e a em uma vizinhanga)  Nug(L) x RK, da origem.

Escrevemosy =W(v,a), comW : Q — M satisfazend®/(0,0) =0 e
F(vyW(v,a),a)=E®PV+W(v,a),0)=0,

paratoddyv,a) € Q.
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O

SubstituinddV em (2-18-k) obtemos a aplicagéo reduzigaNuc(L) x RK — N
onde

Q(v,0) = (I —E)P(V+W(v,a),0). (2-20)

Desta forma os zeros dgv,a) estdo em correspondéncia biunivoca com os
zeros ded(y,a) da seguinte forma

@v,a) =0& P(Vv+W(v,a),a)=0.

Esta funcdo reduzide tem todas as informacfes necessarias para a redugéo
de Liapunov-Schmidt e € uma aplicacdo entre subespacosnemsionais deR". Es-
colhendo coordenadas explicitas para (ll)@ N queremos obter uma equacao reduzida
g: R xRK— R, que depende desta escolha e da escolha antefidiedé. Estabelecemos
isto a seguir.

Sejamvp € Nuc(L) e v € N néo nulos, ondéN € escolhido com respeito ao
produto interno usual

(%,2) = iyia-
i=1

Qualquer vetor € Nuc(L) pode ser unicamente escrito na forina xvp onde
x € R. Definimosg : R x R — R por

g(x,a) = (Vp, (Xvo,a)). (2-21)

Uma vez quep(xvp,a) € N entdog(x,a) = 0 se, e somente s@(xvp,a) = 0.
Desta forma, os zeros dgambém estdo em correspondéncia biunivoca com as solucdes
ded(y,a) =0.
Umavez query € N e para qualquer vetdt € R", EV € Im(L) temos(vy, EV) =
0. Portanto,
V6., (1 ~E)V) = (v, V). (2-22)

Agora, substituindo a expressadog@dada emZ2-20) na equacaa-21) obtemos

g(x,a)

(Vg (I — E)P(xvo +W(xvp,0),0))
(v, P(xvp +W(xvp,a),0)),

pois estamos assumin@sP(xvo +W (xv,a),a) = 0.
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Mostramos entdo que as solucdes do siste?rE3( estdo em correspondéncia
biunivoca com as solucfes d&21). A esséncia deste método de reducédo é mostrar que
o Teorema da Funcédo Implicita € aplicavel em situacdes ama@@icabilidade néo é
aparente.

Utilizamos acima a denominacdo "funcao reduzida"para afesir a ambas,
o(v,a) e g(x,a), pois elas contém a mesma informacga (apenas uma representacao
de @ em coordenadas especificas). A diferenca entre estas fuagtieno fato de ser
mais conveniente para fins analiticos, enquanéomais conveniente para fins praticos.
Assim podemos sempre fazer uso da mais conveniente.



CAPITULO 3
Forma Canobnica e o Método da<Closing
Equations

A forma mais simples de se modelar um problema pratico é pdo e
um sistema linear porém, nem sempre conseguimos um resgéidfatorio com esta
aproximagdo. Uma forma natural de extenséo é considerasigongas seccionalmente
lineares.

Trabalhamos com sistemas definidosRfmodelando uma situa¢cdo comum em
aplicacgdes, a saber, sistemas dindmicos definidos por cadgpeetores continuos sec-
cionalmente lineares, simétricos com relacdo a origem,tc@szonas e duas fronteiras
paralelas.

Denotamos aquiz(R) como o espaco das matrizes quadradas de ordem 3 com
entradas enR. Primeiramente introduzimos uma forma candnica, formageizada de
Liénard, para motivar a escolha do sistema a ser analisa@@apibulo4. Na sequéncia,
apresentamos o meétodo dadssing equationpara servir como ferramenta na investiga-
¢céo da existéncia e estabilidade de ciclos limite.

Vamos considerar que as fronteiras de separagao, dasgegide os campos
estdo definidos, sdo planos porém, pode-se considerar ontaisogeral onde estas
fronteiras sdo superficies suaves.

3.1 Forma Candnica de Campos Vetoriais Seccional-
mente Lineares

Consideremos a equacao diferencial

X =F(X)

comX = (x,y,2)T. Dizemos que esta define um sistema seccionalmente linegissene
qguatro vetore®p, By, B, evem R3, comv =# 0, dois escalared; < & emR e trés
matrizesAo, A1, A emM;3(R) tais que
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AoX + By, sevi X < &
X=F(X)={ AX+Bi, sed <VIX<3, , (3-1)
AoX + By, sedy < VI X

eF é continua, isto é, para todotal quev' X = & temos
A1 X+Bi_1=AX+B;, i=1,2.

Considerando que os planad X = &, i = 1,2, sdo paralelos, podemos
transforma-los, por uma mudanca de coordenadas lineaplanesx = +1, i.e., sem
perda de generalidade podemos assumingaes;, 81 = —1 ed, = 1. De fato, sejd;
um ponto no plana™ X = &1, a reta,r, perpendicular a este plano per intersecta o
planov’ X = &, em um pontd™, sejaPy 0 ponto médio do segmenRP». Estes pontos
sao distintos poid; # &y, entdo por meio de uma translacao e uma rotacdo (mudancas de
coordenadas lineares) podemos fazer comRjseja a origem e coincida com o eixq,

agora fazendox,y, z) — (\PziEPl\x’ Y, z) obtemos o resultado desejado.
Se a parte linear em duas zonas adjacentes coincidem, exitdogndicao de
continuidade o campo deve coincidir tornando nestas regi&stema definido em duas
zonas. Como queremos estudar campos com trés zonas varaosragse A # Aii1,
i =0,1. Aléem disso, estamos interessados no estudo de sistem&sicos, i.e., sistemas
ondeF (—X) = —F(X), logo devemos tebg = Ay = AeBg = —B, = —B.
Da continuidade d& obtemos

Ai-1(0ie1+p&) +Bi-1 = Ai(dier + L&) + B;

para todop e R ek =2,3,i = 1,2. Em patrticular, paraa = 0 e levando em conta as
igualdadeshg = A, = A, By = —B, = —B, segue qud; = 0 e B = (A1 — A)e;. Assim,
parap = 1 obtemosAie = Ag, k = 2,3, logo as matrizeg\; e A diferem apenas na
primeira coluna.

Com isto, o sistemeBf1) se torna

AX—-B, sex< -1
X=F(X)={ AX, selx| <1 , (3-2)
AX+B, sex>1

donde concluimos que este sistema pode ser escrito na forma

X = AX+Bo(e] X), (3-3)
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com¢(u) = satu), onde

-1, seu< -1
safuy=< u, selu/ <1, (3-4)
1, seu>1

A=A B=BeA+Be = A Estaforma é conhecida como forma de Lure.
Este sistema possui 12 parametros e vamos trabalhar contideiiteade reduzir
esta quantidade.

3.1.1 Forma Generalizada de Liénard

Os primeiros resultados relacionados as formas candngtée eclacionados
com conceitos de Teoria do Controle e, a partir 88)( podemos extender alguns
conceitos como seguem.

Definicdo 3.1 O sistemg3-3) € dito observavel se a matriz de observalidade
T
o=(e | JA | )
tem posto maximo.

Para nossos propadsitos consideran®8)(observavel. Mas, caso esta hipotese
nao seja satisfeita, resultados similares podem ser éstatues, ver B).

Um resultado basico na Teoria de Controle é que o posto dérdatobservali-
dade é invariante por mudancas de coordenadas lineareatd@édsta observar que, se
fazemosY = PX, a matriz de observalidade passa ager?.

No que segue, determinaremos uma forma candnica para agstdreervaveis a
gual é denominada forma canénica generalizada de Liénard.

Proposicao 3.2(Forma Candnica Generalizada de Liénard) Se o sistema
X = AX+Bo(e]X), comXB,e € R3e Ac M3(R)

€ observavel, existe uma transformacéo linea&=XY, tal que, nas novas variaveis o
sistema se escreve como:

d -1 0
Y=|d 0 -1/|Y+Bo(y), (3-5)
s 0 O

ondeB = P~1B.
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DemonstracdoSeP é uma matriz regular entdé invertivel e fazend® = PY obtemos
Y=P1Xe

Y =P 71X
=P }(AX+Bo(e] X))
=P IAX+P1By(e] X)
=P IAPY+ P !By (e] PY).

Entdo, vamos escolher adequadamente a mAtpdra que esta expressao seja
igual a 3-5). Por hipotese o sistema é observavel, logo a matriz de \wiskdeO tem
posto mé&ximo, dai esta matriz define uma transformacaor Ibiggiora entdo, existe um
UnicoV € R3 tal que

el 0
oV = ejA |V = | 0. (3-6)
e] A2 1

Consideremos
S=| AV | A | V],

assim,

es=|emv | gav | v |=[1 0o o

1 0 O
SejaD=|0 -1 0
0 0 1

Agora fagcamosP = SD, logo e]P = e[ SD = [ 1 0 0] edEPY)=
b(y1)-

Resta mostrar quB—1AP é regular e dada como er-F). Para isto, vejamos
queSé regular. De fato, s&nédo fosse regular existiria uma combinacgéao linear naatrivi
tal que

01A% 4 oAV +agV = 0.

Multiplicando, pela esquerda, pe} obtemos
are] AV +aje] AV +azelV =0,

utilizando @-6) obtemosa; = 0. Multiplicando agora poe] A obtemoso, = 0 e por
eIA2 obtemosz = 0, contradizendo a suposi¢cdo de a combinacao linear seriviab t
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Portanto S é regular e como, clarameni2.¢ regular temo® regular.
SeA= P 1APentioPA = AP dal,

SDA=ASD
AV | AV | V|DA=| AV | 2V | AV |D

AV A VA=A | Ry |y ]
Comparando as duas ultimas colunas concluimos&qim/e ter a forma esperada. [

Podemos notar que:

(i) a forma generalizada de Liénard possui apenas 6 pamdsnésto significa que
tivemos uma reducdo significante em relagédo ao numero dmpads do sistema
inicial (12 parametros);

(i) as entradas da primeira coluna da matriz &¥b) estdo diretamente relacionadas
com os coeficientes do polindmio caracteristico da makrizJma vez queA
e A sdo semelhantes devem possuir os mesmos autovalores, agudi@dmio
caracteristico dé deve ser

PA(A) = —A3 +diA? — doh 4 d3;

(iif) como as matrize#\ e A sdo semelhantes temos conservados o traco,determi-
nante,D, e a soma dos menores principais de ordeM.2,0ogod; =T,d, =M e
d3=D;

(iv) podemos reescrever o sisten3a3) com

T -1 0 t—T
A=|M 0 -1|, B=|m-M |, AA=A+B¢,
D 0 0 d—D

ondet,md e T,M,D sé&o o trago, soma dos menores principais de ordem 2 e
determinante das matrizég e A, respectivamente.

3.2 Closing Equations

Considerando o sistem3-@) estamos interessados em analisar a existéncia de
ciclos limite. O primeiro passo para esta analise é detemanexisténcia de Orbitas
periodicas do sistema.
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Uma vez que estamos trabalhando com sistemas seccionaltiegdres e,
sabemos que sistemas lineares ndo admitem ciclos limidenpas refinar nossa analise
e buscar por orbitas periddicas que estejam contidas enmpaios duas zonas. Temos
entdo dois casos possiveis: ciclos limite em duas zonados timite em trés zonas, 0s
guais denominaremos por ciclos bi-zonais e ciclos tri-mymaspectivamente.

Para simplificar notacdo, consideremds = {(x,y,z) € R3x= -1}, I, =
{(x,y,2) € R%x=1}, E,C e D as regides onde< —1, x| < 1 ex > 1, respectivamente.

Em ambos os casos, ciclos bi-zonais e tri-zonais, a ideiansiderar o fluxo
do campo em cada regido e obter um sistema cujas solucoesmumdem a Orbitas
periodicas do sistema.

Para que exista um ciclo limite, ele deve ser transversalamenos um dos
planosz_ e, pois, caso contrario estaria contido em uma zona onde o caripear o
gue nao pode ocorrer.

Para o caso tri-zonal o ciclo intersecta transversalmesatelais planos de
separacao, entdo podemos escolyer >, para o qual € possivel considerar

() Tp 0 tempo gasto pela érbita por este ponto, através da Zypn@ara encontrar
novamente o plani,; e sejaP; € ¥, o0 ponto de encontro;

(i) tc o tempo gasto pela oOrbita pBx, através da zong, para encontrar o pland_
no pontoP,;

(i) Te o tempo gasto pela orbita pBy, através da zon&, para encontrar novamente
0 planoZ_ no pontoPs; e

(iv) 1c- 0 tempo gasto pela 6rbita pBs, através da zong| < 1, para encontrar o plano

2+ no pontoRy.

Pela simetria do sistema esta 6rbita € simétrica com respeitrigem, logo
devemos teP, = —Py, P3 = —Py, Tp = Tg € Tc+ = Tc como na Figur&. 1

Como vimos no Capituld, a solucdo de um sistema linear da forha AX +B
com condigéo iniciak(0) é

T
X (1) = X (0) + / AT-9Bds (3-7)
0
CasoAX + B = 0 tenha soluca, podemos transformar este sistema em um
sistema homogéneo e obter
X (1) = AT (X(0) = X) +X. (3-8)

Com as observacoes feitas, € suficiente que estudemosacobéctand®, e
P, = —Py e, com a notacgéo estabelecida acima, devemos ter
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Figura 3.1: Esquema ilustrando uma o6rbita periddica tri-zonal.

T
OR, + / ® Ao-9Bds— P — 0, (3-9)
0

eCP + Py =0. (3-10)

As equacdes3-9)-(3-10 sdo chamadasosing equationsSePy = (1,y0,20)" €
P1 = (1,y1,21), entdo temos um sistema com seis incognitastc, Yo, 2o, Y1 € Z.
Com esta construcao, estabelecemos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3Suponha que o sistentd-3) tenha uma orbita periodica tri-zonal que
intersecta transversalmenf®, nos pontos e R, com tempo de voltap > 0 na
regido D, e quetc > 0 seja 0 tempo necessario para a Orbita por Rtersectar
(transversalmentel_ no ponto—Py na regidoC. Entéao, os valores dep, 1c, Phe R
satisfazem as closing equatiaf$9)-(3-10).

Cosideramos agora os ciclos limite bi-zonais. Levando entaca simetria do
sistema € suficiente considerar as zonas adjacentes ao Pplaeoassim obtemos o
seguinte sistema,

. AX-+B sex>1
xz{ + ~ (3-11)

(A+Be])X sex<1

Um ciclo limite do sistema3-11) contido na regido ondec (—1, ) também é
um ciclo limite do sistema3-3). Além disso, a simetria do problema for¢a a existéncia de
um outro ciclo limite para o sistema original, simétrico &dido, contido na regido onde
X € (—o0,1). Veja Figura3.2
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Figura 3.2: Ciclos bi-zonais simétricos.

Se existe um ciclo limite do sistem8&-(1) ele deve cruzar transversalmente
o planoZ™, caso contrario estaria totalmente contido em uma zona orglstema é
linear, o que néo pode ocorrer. Assumamos que este ciclteltenha inicio no ponto
Po = (1,¥0,20) = (1,po) € £ passando através da regiébe retornando ao planb*
no pontoP; = (1,y1,21) = (1, p1) apés um tempap, atravessando para a regiéoe
finalmente retornando ao porfg apos um tempoc, como na Figur&.3.

Com esta nova formulgéo aksing equationse tornam

T
AR+ / " Ao-9Bds Py =0, (3-12)
0

P, — Py =0. (3-13)

Novamente temos um sistema com seis parametros e seis equagdidéias
apresentadas acima podem ser resumidas na seguinte p&mposi

Proposicao 3.4Suponha que o sisten{d@-3) tenha uma orbita periddica bi-zonal que
intersecta transversalmenf®, nos pontos e R, com tempo de voltap > 0 na
regido D, e quetc > 0 seja 0 tempo necessario para a Orbita por Rtersectar
(transversalmente) novamerie no ponto B na regidaoC. Entédo, os valores dep, Tc,

Po e R satisfazem as closing equatiof3s12)-(3-13).

Podemos concluir que, se existe uma orbita periddica densesB-3), ela deve
satisfazer aslosing equationgorrespondentes e, se uma Orbita deste sistema satisfaz o
sistema formado peladosing equation®sta deve ser periddica. O que devemos fazer
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P28

Figura 3.3: Esquema ilustrando uma orbita periddica bi-zonal.

para garantir a exiténcia de ciclos limite € mostrar queralgios sistemas tem uma
solucao isolada pois, assim, teremos uma Orbita peridstitada, ou seja, um ciclo limite.

3.2.1 AplicacOes de Poincaré

Neste contexto podemos definir aplicagdes, conforme vistGapitulo2, com
a finalidade de analisar a estabilidade dos ciclos detedogpelo método dadosing
equations

Como antes, analisaremos primeiro o caso tri-zonal e postegnte faremos as
adaptacOes necessarias para o caso bi-zonal.

Sejal’ uma Orbita periddica tri-zonal, simétrica com respeito igewm, do
sistema 8-3) que intersecta transversalmente o planonos ponto$, e P, e o0 plano
2_ nos ponto$>, e Ps.

Sejago fluxo do sistema3-3) e, assumamos, qu&to, Py) = Py para um tempo
To > 0 e@(11,P1) = P, para um tempa; > 0. Da condicdo de transversalidade podemos
garantir a existéncia de vizinhangas abetthse U,, de Py e Py, respectivamente, e uma
aplicacaap : Up — R tal quetp(Py) =to e @(1p(P),P) e U1NZ, paratodd® € UpNZ, .

Denotamos poflp a aplicagdo na zon® associada a orbita periddi€a ou
seja,

I_ID: UOﬂZ+ — U1ﬁ2+
P = ow(P)P).

De forma analoga, garantimos a existéncia de vizinhangas\,, deP; e P,
respectivamente, e uma aplicaggoVq; — R tal quetc(P1) =11 e @(tc(P),P) e VonZ_.
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Denotamos poFlc a aplicacédo na zor@C associada a orbita, ou seja,

MNe: inz, — VoNZ_
P~ @(c(P),P).

Dados ponto® € 5, eP € $_ existem Unicop e p emR? tais que

1 [ -1
P= es., P=| _les..
[p] [p]

Chamamo® e p de coordenadas reduzidasRle P, respectivamente. Ento, se
P= MNp(P) e P= I'IC(F~>), associadas as aplicacdes e Nc podemos considerar

Mo: Po(UoNZ.) — Pr(UinVins.)
p = Tp(p) =P,

TC : Pz(Ul NV1N Z+) — ]Pz(Vz N Z,)
p = T(p)=n,
ondelP; é a projecao canbnica associada as duas ultimas coordenadas

Podemos redefinir os tempos de volta nas zdhas” em fungcéo das coordenas
reduzidas e sem perda de generalidade podemos denotarlas (@) = Tp(Py) e
Tc(p1) = tc(P1), respectivamente.

Com base nestes dados podemos definir

My: Upnx, — VonZ_
P — M1(P) = (McoMp)(P),

ou equivalentement€l1(P) = @(tp(P) +1c(Mp(P)),P).
Do mesmo modo definimos

T Po(UpNZy) — Po(VanZl)
P = Tu(p) = (Tcelp)(p).
Aplicando um raciocinio anélogo definimos aplicagbese 1> em vizinhancas
de P, e pp, respectivamente, coiz(P) € 1 e To(p) € P2(Z4). Assim definimos as
aplicagdes de Poincaré

N: Upnz, — =,
P — N(P)=(MoMNy(P)),
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m: Pr(UonZy) — P(X4)

p = T(p) = (ToTu(p)).
Devido a simetria do sistema devemos &y = My(P) = —M1(—P,) =
—M41(—M1(Po)) e portantd = (—I1) o (—I1) €, consequentementr(pp) = (—14y) o

(—=11)(Po)-
A demonstracdo da proposicdo seguinte € muito extensa eend@on®strada
aqui, mas pode ser encontrada de forma bem detalhada8gm [

Proposicao 3.5Sejal” uma Orbita periodica simétrica tri-zonal do sisten(@3), co-
mecando no pontooP= (1, po) e passando através dag P (1, p1) com p,p1 € R?, e
Tp > 0, T1c > 0 os tempos de volta nas zonas-A e |x| < 1, respectivamente. Considere
as matrizes
e [ 1 Dpic(py) ] o [ ~1 Dyto(po) ]
0 Dpric(p1) 0 Dplo(p1)

ent&o, o produto das matrizes Me1Tc(P1)Ato(Po) & semelhante a matriz

0c0n [ ~1 Dpto(po) + Dptc(pr)Dpfo(Po) ] _ [ ~1 Dyt(po) ]

0 DpTe(p1)Dpma(po) 0 Dpr(po)

Agora, vamos analisar o caso bi-zonal. ConsiderefpsP; e P, em 2.,
novamente, a transversalidade da o6rbita considerada e tanwidade do fluxo nos
permite definir, em subconjuntos adequadoZ deaplicacbe$1, e, definidas em uma
vizinhanga dd% e P; tais quelli(Py) = Py eM2(P1) = P.. Como queremos analisar uma
oribita periodica devemos t& = Py. Dai em uma vizinhangd de Py temos definida a
aplicacdo de Poincafé:U — X, coml(Py) = M0 M1 (Py).

Além disso, podemos definir as aplica¢des reduditiae 1 tais quelp(po) =
p1 € T(P1) = Po, € Sua composi¢am = T o Mp. Definimos também, fun¢deas (po) e
Tc(p1) como sendo o tempo necessario para a Orbita por estes pottabem a encontrar
o plano de separagadaépp) = Tp(pPo) + tc(Mp(pPo)) para o tempo total gasto pela orbita
periodica para retornar ao ponto inicial

Um resultado analogo a Proposica® pode ser estabelecido para o caso bi-
zonal, a demonstracéo deste fato também é extensa, liggitardiferente do caso tri-
zonal e pode ser encontrada de forma detalhad@pm [
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Proposicao 3.6 Assuma que o sistenfa-11) tenha uma orbita periddica transversal ao
planoX através dos pontodl, po) e (1, p1). Entdo, o produto das matrizes

QcQe = [ L Dypte(py) ]

0 DpTe(p1)

1 Dyptp(po) ] _ [ 1 Dpt(po) ]
0 DpMb(po) 0 Dpm(po)

é semelhante a matriz M e™tc(P1) gAto(Po)

Observemos que a mati Qg da Proposi¢caB.5tem um autovalor igual a1
e 0s outros dois sdo os autovalores da diferencial da apticde Poincaré. Do mesmo
modo, na Proposi¢cé&® 6temos um autovalor igual a 1 e os outros dois séo os autosalore
da diferencial da aplicacéo de Poincaré

Entdo, para determinar a estabilidade de uma Orbita peadus condicbes
estabelecidas, devemos saber se estes autovalores es@Emdarntro do circulo unitario.
As proposicoes8.5 e 3.6 sdo ferramentas importantes neste sentido e para auxabta n
analise temos o seguinte Lema.

Lema 3.7 As solucdes da equacédx px—+q = 0 estdo dentro do circulo unitario se, e
somente seq| < le|p| < q+1;

DemonstracdoSabemos que esta equacgdo tem duas raizes no corpo dos $Goraro
plexosC, denotemos pox; e Xp tais raizes. Assim, temgs= X1 + X2 € = X1X2.
(=) Assumamos qui| < 1, |X2| < 1. Dividiremos em dois casos:

(1°) Se p? —4q < 0, entdox; = a+ bi e x, = a— bi comb # 0. Temos entédq| =
Ix1|%2| < 1,|q/=gq=a’+b’e

0<(q-12%=¢*—29+1=?+1>2q
= (q+1)%2=q?+29+1>4q> p?
= |p|<|g+1=q+1

(2°) Sep? —4q > 0 temos

(1-x3)(1—x3) > 0=1+0°> X+ x5
= (q+1)?> p?
=[pl<la+1f=qg+1
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(<) Assumamos agora qugy < 1 e|p| < g+ 1. Como|q| = |X1||x2| < 1 temosx;| <1
ou || < 1. Sem perca de generalidade, suponhambs: 1. De|p| < 1+ qtemos

X1 +%e|? < (44 1) = X§ +56 < (xxe)®+1
=xX(1-x3) <1—x3
=x <1

= |x1] < L.

e Como vimos, a matriM na Proposi¢ca®.5 tem um autovalor igual a1, se os
outros dois séd1 e Ap e escrevemop = A1+ A2, g = A1Az entdo, ttM) = p—1
e detM) = —q. Dessa forma a equac&o caracteristicMdgeve serfA + 1)(A2 —
PA +g = 0 eA1,A2 s&o os autovalores d&-11(pg). Do Lema3.7 estes autovalores
estdo no interior do circulo unitario quando

|detM)| <1 e |tr((M)+1] <1—detM). (3-14)

Os autovalores da aplicacéo de PoincarésaoA; e A2 logo, se as condigcdes em
(3-14) séo satisfeitas podemos concluir que a Orbita em queststaéee

e Para o caso bi-zonal a analise é analoga. A madrida Proposi¢ca®.6 tem um

autovalor igual a 1, s&; e A2 sdo os outros dois autovalores entdo, escrevendo

p=A1+A2 € g= A1A2 vemos que (M) = 1+ p, de{M) = g e a equagéo
caracteristica dil € (A — 1)(A? — pA +q) = 0. Assim,\1, A» 80 os autovalores da

derivadaDp11(po) € do Lem&B.7ambas estéo no interior do circulo unitario quando

|detM)| <1 e [tr(M)—1| <1+4detfM). (3-15)

Portando, se as condic6e%15 sao satisfeitas temos que a Orbita em questéo é

estavel.



CAPITULO 4
Uma Familia Especial de Campos Vetoriais

Neste Capitulo estudamos uma familia especial de camposgaigtdada na
forma generalizada de Liénard vista no Capit8le utilizamos o método dadosing
equationgara determinar a existéncia de ciclos limite.

Mais precisamente, exibimos uma familia a dois paramet@aohpos vetoriais
seccionalmente lineares, simétricos com trés zonas eanustra coexisténcia de quatro
ciclos limite, sendo dois tri-zonais e dois bi-zonais, pesta familia.

Os resultados apresentados séo de carater local, excetmengel.5 que tem
carater global.

4.1 Caracterizacao do Sistema

Consideramos o sistema na forma de Lure
X = F(X) = A(WX + be(p)satx) (4-1)

ondeX = (x,y,2)T € R3, e a fung&o saturacgéo ¢ dada por

1 ifx>1
safx) =¢ x if[x <1
-1 ifx<-1

Estamos considerando a derivada com respeito ao terepas partes linear e
nao linear sdo dadas, respectivamente, por
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—6p -1 O
Aw=| 12 0 -1,
6> 0 O
e (4-2)
O —€
be() = | 1— 1142 —¢?
6us +£4 €2

Assim, este sistema estd na forma generalizada de Liénaedespada no
Capitulo3.

Como antes, denotaremos @or e2, os planox=-1ex=1,E,CeD as
regides onde& < —1, |x| <1 ex> 1, respectivamente. Desta forma, este sistema tem as
seguintes propriedades:

(i) O sistema é simétrico com respeito a origem, Fé5X) = —F(X).
De fato, temos que

A(WX —b(ne), sex< -1
={ AWX+b(pe)x, se—1<x<1 .
AWX+Db(le), sex>1
Logo,
([ —A(WX—Db(pe), se—x<-1
F(—X) =4 —AWX—b(pe)x, se—1<-x<1
[ —A(W)X+Db(pe), se—x>1
[ —(A(WX+Db(p,e), sex>1
=<¢ —(A(WX+Db(ke)x), se—1<x<1
[ —(A(WX—Db(le)), sex<-1
— _F(X).

(i) Nas zonas ondé&| > 1 o sistema se torna
X = A(W)X +sign(x)be (W),

assim a parte linear, em ambas as zonas, é dada pela Agtricom trés autova-
lores reais, a saber, —21 e —31, entdo o equilibrio € um né atrator sempre que
p>0.

(1) Parax < —1 temos
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- Seu # 0 o equilibrio deste sistema é

- 1+¢? 1+¢? ) 1+¢?
=|—-1-¢——5,e+¢ —1+4e°—11e
% ( ST R 6 )’

se consideramqs > 0, este equilibrio esta e apenas quando> 0,
caso contrario, temos um equilibrio virtual;

- Sep = 0 so6 teremos equilibrios 8= 0, a saber, a semireta, 0, —1)
comx < —1 é composta por equilibrios do campo.
(2) Parax > 1 temos

- Sepl# 0 o equilibrio deste sistema é

1+ €2 1+¢€2 1+¢?
to(1+e"— —e—e——— 1-€*+11
% <+ 63 W T e )

se consideramqgs > 0, este equilibrio est4 ef? apenas quando > 0,
caso contrario, temos um equilibrio virtual;

- Sep = 0 so6 teremos equilibrios se= 0, a saber, a semireta 0,1) com
x> 1 € composta por equilibrios do campo.

(iii) Naregido ondgx| <1 o sistema é linear e se reduz a

- -1 O
X=BX=|1-¢2 0 -1 |X, (4-3)
e+e3 0 O

onde os autovalores da matBg sdoe e —€ £ 1.
— See =00 segmentgx, 0,x) com|x| < 1 é composto por equilibrios do campo;
— See # 0 o Unico equilibrio € a origem, logo temos duas variedadesiamtes

uma unidimensional (estavel se: 0 e instavel se > 0) e uma bidimensional
(estavel s& > 0 e instavel se < 0).

Além da simetria com respeito a origem podemos observar aiamcia do
campo com respeito a outra transformagéo conforme a seguioposicao.

Proposicao 4.10 sistemd4-1) - (4-2) € invariante sob a seguinte transformacao:

X=X, Y—=-Yy, zZ—2Z
T—-T, U— —H, €— —E.

DemonstracdoFazendax; = X,y1 = —y,z21 = 2T = —T,u= —|, € = —€ e observando
quexy =X, y1=-yez =2z obtemosX; = A(M1) X1+ be, (H1)sat(xq). Portanto o sistema
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é invariante por esta transformacéao. O

Tendo em vista a Proposi¢c&bl podemos restringir nosso estudo dos casos
ondep # 0 ao casqu > 0. E a seguinte proposicéo segue diretamente das propegdad
enunciadas acima.

Proposicao 4.2Assuma que p 0 no sistemd4-1)-(4-2). Entéo,
(a) Parag < 00 unico equilibrio do sistema € a origem, tendo uma variedzsiavel

unidimensional e uma variedade instavel bidimensional;

(b) See = 0 entdo todos os pontos do segmefite, 0,x); |x| < 1} s&o equilibrios do
sistema,;

(c) See > 0os equilibrios do sistema séo a origem e 0s pontos

1+ ¢€2 1+ €2 1+ €2
+ 2

=4+ (1+6—5—. —€—6——1—-6"+11¢ .
Xe ( - 68 T - o

A origem tem uma variedade instavel unidimensional e umgdade estavel
bidimensional. Os outros dois equilibrios sdo nés estaveis

Para os casos ongle= 0 temos 0 seguinte resultado.
Proposicao 4.3Assuma que g 0 no sistemd4-1)-(4-2). Entéo,

(a) Parag # 00 unico equilibrio é a origem;

(b) Para e = 0 os equilibrios do sistema constituem uma poligonal formpdk
segmentd (x,0,x); |x| < 1} e pelas semireta§(x,0,—1);x < —1} e {(x,0,1);x >
1}. Além disso, se k é uma constante arbitraria entdo todo ptenforma z=k é
invariante pelo fluxo do sistema, e paka< 1tal plano invariante € completamente
folheado por oOrbitas periddicas.

DemonstracdoO item (a) segue direto da Proposigaa

Para o item (b), a primeira afirmacdo segue das propriedédtdess anterior-
mente. S& = u= 0 temosz= 0, logo os planog= k, comk € R, € invariante pelo fluxo
do campo. S¢k| < 1, o planoz =k intersecta o segmento de equilibrios no pait®, k)
e 0s autovalores da parte linear séo-bie o resultado segue. O

No que segue, restringimos a andlise ao gaso0 e comegcamos estudando
o sistema 4-3) quandoe = 0. Neste caso, a solu¢cdo do sistema na regidaoom
X(0) = (x1,y1,21)" é dada por
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X1 cost —serr 1--cost X1
X(1)=€P"| y; | = | semr cost —sem 1|, (4-4)
1 0 0 1 Z

entao, esta Orbita esta contida no circulo,

{(vav Z) S RS; (X_ 21)2+y2 = (Xl - 21)2+y217zz Zl}' (4'5)

Assim, podemos observar que, para 0, toda solugéo nao constante do sistema
(4-3) extendida para todo o espaBd é periddica. No entanto, este sistema deve ser
considerado apenas na regi@pentdo apenas as Orbitas periddicas totalmente contidas
na regido central sdo 6rbitas periddicas do sistelg-(4-2). Deste modo, temos uma
regido com forma de dois cones soélidos completamente fd¢hgar orbitas periddicas do
sistema, estes cones tem como base comum o @idepy? < 1,z= 0}, como na Figura
4.1

Figura 4.1: Cones folheados de orbitas periddicas do sistema
(4-1)-(4-2), com > 0ee=0.

A estrura das Orbitas periddicas da Figdraindepende do valor de Quando
fazemos # 0, ainda que pequeno, estas orbitas periddicas desapammeEm algumas
delas podem gerar ciclos limite. Entdo, nosso princialteige analisar o surgimento de
orbitas periddicas pam#£ 0 e pequeno.

Se a existéncia de ciclos limite bifurcados da estruturaa dad Figurad.1 é
provada, temos ai uma bifurcacdo parecida com a do tipo ddtyph apresentada no
Capitulo2, o surgimento de uma orbita periddica, a partir, da pertftbae um sistema
com um autovalor nulo e dois imaginéarios puros. Uma difexengivel neste caso é que



4.2 Ciclos Limite Tri-zonais 50

temos apenas um sélido folheado por orbitas periddica eemdos 0 espaco todo, como
no caso diferenciavel.

Uma andlise completa relacionando os casos diferenciagehgnuo é uma
tarefa dificil e requer um olhar mais profundo do que o dadoi,agsto que um
desdobramento completo do caso continuo e néao diferehei@da ndo é conhecido.

Como visto anteriormente, os ciclos limite do sistema enstfitedevem cruzar
pelo menos um dos plands, ou X, . Denotaremos pozrl'?is) e3rf’:8)
bi-zonais e tri-zonais, ondgu denotam estavel e instavel, respectivamente.

Para estudar a existéncia de tais ciclos utilizamos o métastdosing equations

os ciclos limite

introduzido no Capitul® sobre o qual fazemos um breve resumo, enunciando alguns
resultados que serdo necessarios nas demonstracoesrdosatedeste Capitulo.

O proximo resultado sera util para determinarmos as expsndds teoremas
gue seguem.

Lema 4.4 Sejan = &"p(§), com n impar, ep € uma fungéo real analitica em uma
vizinhanga da origem e tal que0) = pg # 0. Ent&o, existe uma funcao regl, analitica
em uma vizinhaca da origem, coqf0) # 0, tal que& = n¥/"x(n/").

DemonstracdoComon é impar podemos escolhettal quef = {wcoml = n*/", assim

N = ({w)"p({w) = nw"p({w).

Comon é ndo identicamente nulo, tem@®p({w) = 1. Definamod (¢, w) = w"p({w) —

1. Logo,H(0,p, /" =0e

Hu(0,p5 ") = (ned” *p(2) + WP/ (Z)2) | - = 15" 0.
Entdo, pelo Teorema da Funcao Implicita, exite uma viziphate 0 onde esta unica-
mente definidav = x(2) comH(,x(Q)) = 0. Agora,w=X({) = & =n¥"x(n¥"). O

4.2 Ciclos Limite Tri-zonais

O objetivo aqui € mostrar a existéncia de ciclos liniiteimétricos com respeito
a origem. Assim, sE é um destes cicloskee I' entdo—P €I e comal deve cruzar pelo
menos um dos planos de separa¢adevera cruzar os dois planos de separacao e entéo é
um ciclo limite tri-zonal. Logo, deve existir um ponBg = (1,¥o,20) = (1,po) e T NZ,
tal que, quando o tempo cresce a Orbita ira pertencer a rggiate cruzar novamente
o planoZ; no pontoP; = (1,y1,z1) = (1, p1) depois de um tempop > 0. Entdo, esta
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oOrbita segue pela regid® até encontrar o pland~ no pontoP, = —Py apds um tempo
Tc > 0 entrando na regia® até encontrar novamenk. em P; = —P; ap0s o tempo
Tp > 0 e finalmente segue pela regi@@té encontrar novamenis no pontoPy apos o
tempotc > 0, veja Figura8.1no Capitula3. Com esta notacdo estabelecida e observando
0 campo gque estamos analisando devemogter0 ey; > 0.

A estrutura das orbitas periédicas apresentadas na Fglrsio depende do
valor dep e, ainda assim, podemos observar que, quand®, um ciclo limite bifurca
para um valor critico d@t sem quebrar esta estrututa, como sera mostrado no teorema
seguinte.

Teorema 4.5 Considere o sistem@-1)-(4-2) come =0 e u> 0. Para u= 1 um ciclo
limite simétrico com respeito & origem bifurca do circylex,y,z); x> +y? = 1,z= 0}

e persiste para [ 1, sendo hiperbdlico, estavel e denotado ﬁﬁl’fm. Além disso,
definindo

2 EDEFT 5 5 (4-6)

u=u(y) = 3

o ciclo Iimite?’l'?u £) tem periodo

(1-v¥)/(1+Ww¥)(4u-1-12)
T =2arct 4-7
are an( 1-2u—2u?2—2u+u? (4-7)

e, sucessivamente, passa pelos pongos PL,vo,2), PL = (1,y1,21), P =—-Pe =

—P7 com )
_ 20-u) -y
yo_u(1+u)(1—4u+u2)’ “= 2 0

yl - _UZYO, 1 = —1.

(4-8)

Demonstracédo Parage = 0 e 4 > 0 a solugédo do sistema na regi&® pelo ponto
Po=(1Yo0,20) €

1 1 1
XM=y |—-]0]||+]o0],
2 1 1

e a solugéo na regi&o pelo pontoP; é

1
X(1) = eBler Y1
VA
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Entdo, as equactel-9) e (3-10 se tornam, respectivamente

0 0
yi | =y | (4-9)
z71—1 Z—1
e
-1 cogtc) —sentc) l—cog1c) 1
—yo | = | sentc) cogic) —sentc) yi|- (4-10)
-7 0 0 1 I

O objetivo agora € determinafp, 2o, Y1, 21, Tc € Tp, com yp < 0, y1,Tc,Tp > O,
satisfazendo4-9)-(4-10).
Com a finalidade de simplificar os calculos facamese 0, assim

H(1-8u+9u?)  p(1—u)(1—3u) (1—u)?
eW)TD:% B(1-u)(27u—5) p(—5+16u—9u?) p(1—u)(3u—5)
6u*(1—u)(1—3u) 6u3(1—u)? 212(3—3u+u?)

Logo, observando que tp > 0 e dai O< u < 1, de @-9) obtemos

H(1—-3u)yo+ (1-u)(20—1) =0, (4-11)
2{y1 — pu(—5+ 16u— 9u?)yo — u(1—u)(3u—5)(z0— 1) = 0, (4-12)
71— 1—3pu(1—u)?yp—u(3—3u+u?)(zp—1) = 0. (4-13)

De (4-10 temosz; = —7p e de @-11), (4-13) e (4-12) obtemos

2(1—u) _ H(A-up? _ R
Hltw(l_durw)y 27 2 N & =i

Yo =
Por outro lado, a 6rbita pd#, na regidaC, estd contida no circulo
{(xy,2) €R? (x—21)°+y* = (1—-21)*+ V], z= 271}
e como—P, esta nesta Orbita segue que
(—1-2)°+y5 = (1—z1)°+Vi,
substituindo as expressodesydey1, 2o, z1 obtemos

W41+ p2(u?—4u+1) =0.
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Logo,

2P/ (B -8R+
M+ 1 '

Observemos qué, >0 eu_ < 0quandgt> 1, lim us(p) =1e limus(p) =
uﬁl+ p—r00

Ut = Ux (M)

24+/3. Assim, para que @ u < 1 devemos ten(p) = u_(p) € (2—+/3,1). Quandqu=1
temoszy = z; = 0, yo = y1 € 0 circulo em questio{éx,y,z); x>+ y? = 1,z= 0}. Entao,
para cada valor do paramefto- 1 temos uma unica solucao do sistema, que corresponde
a um ciclo limite que bifurca deste circulo.

Das duas primeiras equacdes d€l() temos

l1-zz —y1 coq1c) | 1-z
i 1-z1 ser(1c) —vo |
Substituindo os valores de e z; obtemos

ZZ—1+uys  1-2u—2u*—2ud+ut

COiTC) = (1+ZO)2+u4y% T 4u2
e
(WP —1)—(W?-1) 1-u?
= = 1+W2)(4u—1—12).
serfte) =0 1 = a1
Dai,

(1-u?)/(1+uw?)(4u—1-1?)
= t
Tc=arc an( 1—2u—2u?—2uw3+u?

L 1 . i x4
e da definicdo da temostp = —=In(u). Uma vez, que o periodo da Orbita em questéo é

T = 2(1c + 1p) obtemos a expresséo desejada fara
Resta analisar a estabilidade deste ciclo. De acordo commemvatao feita apos

a Proposicad.7 do Capitulo3 basta encontrarmos o trago e o determinante da matriz
M = eBotc(P1) AT (Po)

Para encontrarmos o {bt) basta observarmos que, como os autovalores de
A(M) sdo—u, —2u, e —3u e os autovalores d&y sdo 0 eti temos

det(eA(H)TD(PO)) _ @ Hbg—2tp—31tp __ /6

del(eBOTC(pl)) =1,

assim, deftM) = u®.
Com a ajuda de um software de manipulacao algébrica (adjaantios o Maple)
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podemos calcular o valor do traco, e obtemos
tr(M) = 3u* —3u? — 1.

Uma vez que X u < 1 temos|detM)| < 1 e |tr(M) + 1| — 1+ detfM) =
(u—1)3(u+1)% < 0 e portanto o ciclo limite é estavel.
U

Agora, consideramos o caso ongg 0. Observamos que, como o ciclo limite
obtido no Teorema.5 é hiperbdlico, ele persiste a pequenas perturbacfes @msist
i.e., ele persiste sg| € pequena. Os teoremas seguintes garantem a existéncia de um
ciclo limite adicional, simétrico com respeito a origemr,goa 0.

Teorema 4.6 Considere o sistemad{1)-(4-2) com0 < pu# 1 ey = pul— ) # 0.
Para € = 0 o sistema sofre uma bifurcacdo de um ciclo limite tri-zomgie surge da
configuracdo de drbitas periddicas que existe na zona cepéna € = 0, um ciclo limite
aparece paraye < 0 e |g| suficientemente pequena. Tal ciclo € simétrico com respeito
origem e bifurca do circuld(x,y, z);x° +y? = 1,z= 0}. Além disso, este ciclo limite tem
periodo

a2
T=2n- n%s +0(e%3), (4-14)

e passa pelo pont(l, yo, z), com

1/3 1/3
WZ(E) 81/3—p.<§) €23+ 0(e)

4
T[:/is m\ Y3 4/3 5/3 (19)
20:—2—y€+(4—y) eY°40(e”?)

Em particular, se p> 1 (respectivamente g 1) entédo o ciclo limite bifurca para > 0
(respectivamente < 0), € instavel e denotado pci ‘(Ju ‘) ( respectivamente estavel e
denotado poF’Ffu o)

DemonstracadoA ideia aqui € buscar por orbitas peridodicas comeg¢ando ntopgy =
(1,¥0,20), Seguindo para a zona onge- 1, chegando no ponte, = (1,y1,z) apds um
tempotp e, ao invés de continuar atravésRepara chegar em-Py, vamos integrar com
tempo revertido a partir d&, e chegar em-P; apds um tempe-tc. Assim, facilitamos
as aproximacoes dg e z;. A solugdo do sistema na zodaé dada por

X(T) 1
y | =W by | X5 L HX (4-16)
(1) 2
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comX;" como definido na Proposi¢do2 E a solugéo na regi&d comegando erRy com
o tempo revertido €

Xp(T) 1
yo(t) | =eBET| vy |. (4-17)
Zp(T) 20

Para que estas expressdes sejam solucdes aceitdveiedmidstvemos tex(1) > 1 para
todo 0< T <1p e |x(1)| < 1para < 1 < 1¢c. Sejaw = (1c, &, Y0, 20, Tp) €, das equagdes
(4-16)-(4-17), obtemos o sistema de equa(;”&sv) =0com

Gi(w) = x(1p) — 1,

C:;Z(W =Xp(Tc) + 1, (4-18)
CEg(W) =Y(1p) + Yb(Tc),

Gy( )

Assim temos um sistema nao linear com quatro equacfes e mindgnitas cujas
solucbes aceitaveis comg > 0, Tp > 0 e yg < 0 correspondem a Orbitas periddicas
simétricas com respeito a origem.

O sistema4-18) tem um ramo de solugfes pava= (11,0, Yo, 0,0) comyp € R,

T
mas observemos que pa@a< 0,z =0 ei <T<T

Xp(T) = cogq1) +yoser(t) < 0.

Dadoy, < 0 existetp € (5, ) tal que

1+coqT) . 1+coqT)
< —— = < 0sert € (19, M) poiS,————

Yo ser®) (To, T p ser®)

Xp(T) < —1 e|Xp(T)| > 1 e portanto, o ramo néo corresponde a uma solugéo do sistema.

Mas, felizmente, podemos fatorar a primeira equacéo, éreliro fator 1— e H0
e considerar aslosing equationsnodificadas

— 0 quanda — 1. Logo

- ]__e%m,)él(w), Gi(w) = Gi (w), =234 (4-19)

G1(w)

Agora o sistema4-19 tem uma solugdav = (11,0,0,0,0) que corresponde

ao circulo{(x,y,2);x?>+y? = 1,z= 0}. Escolhendap como parametro de bifurcac&o,
podemos escrever agosing equationscomo G(v,Tp) = 0, comv = (T¢,€,Y0,20) €

buscamos parametrizarem termos dep. A matriz Jacobiana é

0 -1 -10
_ 0 -m 0 2

DyG(V,0) = Lo o ol (4-20)
0 0 0 2
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ondev = (11,0,0,0) e esta matriz tem posto méaximo, logo podemos aplicar o Terem
da Fungéo Implicita e obter, numa vizinhangatge= 0, uma Unica aplicacée(1p) =
(tc(tp),€(Tp),Yo(TD),20(TD)) tal queG(v(tp),Tp) = 0. E, apods alguns célculos, obtemos

1-11;12 3— 11512+182p4

Tc=T-To+— - 540 ) +O0(Tp), (4-21)
W — > LR 2O
_ ot 4-22
3 . = B +O(Tp), (4-22)
B 120—108m—120° 5 7p8 , 200 200u° + 61T+ 60° ¢
Yo ==35™® _ETD+ 247t R 240m ®
+O(1R),
(4-23)
W W=, 282 Pm i
- 4-24
2= 4TDJr am Tp+ 8 B +O(T). ( )

Da expressao detemose = r%p(rD), comp analitica em uma vizinhanga da
origem, ep(0) # 0 pois,y = U(u? — 1) # 0, logo utilizando o Lem&.4 podemos garantir
a existéncia de uma funcéo real analiticatal quetp = £%/3x(£1/3) e obtemos

om\ /3 — T8+
TD(8):—(7T[) 31/3_(“ %VJZF “)ns+0(g4/3).

Esta é a expressdo do tempo gasto pela érbita na @oaassumindap > 0
devemos teye < 0. Substituindo esta expresséo nas expansogs, dezy obtemos as
expressoes desejadas. Fazendo o0 mesmagaitatemos

om\ 3 | (U—73 + 20T 1—112
— = /3 _ 5/3
Tc(e) =+ ( y ) 77+ < 6y2 E—TL By ) e+0(e77).

Para cada valor dos parameteosy, comye < 0 e || suficientemente pequena,
temos um ciclo limite com periodb = 2(1p + 1¢) €, assim,

1— 142
6y
Resta analisar a estabilidade. Novamente utilizaremossaradcao feita apos
o Lema3.7 do Capitulo3 e para isto precisamos encontrar o traco e o determinante da
matrizM.
Temos queM = eBEc(P)Ao(P) e os autovalores da(u) e B(g) sdo—,
-2, —3ueg, —e+1i, respectivamente. Logo,

T=m-T e+ 0(e%3).

det(eAmmpw): SN det(eB@)Tc(pl)): ===
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Utilizando a expressao de dada em4-21) e a expansao em séries da poténcia
da fungéo exponencial obtemos

detM) = det(eA(“)TD(pO)) det(eB(s)TC(pl)) =1—6utp +O(13)

tr(M) = —1+6p(1—2u%)Tp + O(1).

Assumindo que & Tp < 1 epu> 0, temos < det(M) < 1 e

1
~12u31p +O(13), se O<pu< —
tr(M) + 1| — 1+ det(M) = ) ) L V2
=121 - p)1p+O(1F), Se u>—
Assim, esta expressao € negativa se 0 < 1, resultando num ciclo limite estavel, e é
positiva sgu > 1, resultando num ciclo limite instavel e a prova fica cordui O

As expressdes em séries de poténcia obtidas neste Teorersdeoremas que
seguem sao obtidas utizando a ideia dada no Apéndice corda@gum software, aqui
utilizamos o Maple.

Vale ressaltar que o ciclo limite do Teoredh® aparece quando> 0 sey < 0,
i.e., quandqu > 1, e aparece pag< 0 quandqu < 1.

Os ciclos Iimite,3F‘(Ju7€) do Teoremat.6 parap > 1 esl'fm do Teoremat.5que
persiste da perturbagao do Ciélb?p,o) parap > 1 e 0< € < 1, sdo diferentes pois um é
instavel e o outro estavel. Entdo temos a coexisténcia dectbos limite simétricos com
respeito a origem para o sisterdal)-(4-2).

As hipoteses do Teorerdabndo sdo satisfeitas gie= 1 uma vez que, neste caso,
temosy = 0. Porém, uma bifurcacdo analoga ocorre para este valorrdmp&ro como

podemos ver no seguinte resultado.

Teorema 4.7 Considere o sistemad{1)-(4-2) com p= 1. Parae = 0 o sistema sofre
uma bifurcacdo de um ciclo limite tri-zonal, que surge da fguracdo de orbitas
periodicas que existe na zona central p&ra 0, um ciclo limite aparece para < 0

e |e| suficientemente pequeno. Tal ciclo é simétrico com respedtagem e bifurca do
circulo{(x,y,2);x*+y? =1,z=0}. Além disso, este ciclo limite é estavel e sera denotado
por3ral78), tem periodo

T =2m+ g(Zn)3/5£3/ 51 0(e*%), (4-25)
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e passa pelo pont(l, yop, zp), com

T\1/5 2\ °
(= 5 (T 2/5 3/5
Yo <16> € (8) e/ 4+ 0(e%?),

1/5

(4-26)

1/5
7o = +(£) / e®5 1+ O(e7/5).

16

DemonstragadoProcedendo de forma anéloga a demonstragédo do Teer&mnanside-
randou = 1 obtemos

5. 7 239
Tc=T— GT% - Zfso + mTE +0(13), (4-27)
1 5

£= —E[T% - ETTE +0(18), (4-28)

11, 11, 7., 120-6lmg 121, 18480-5047,

Yo 20552 40T Toa0n P 720'D 2032071 D

+0(1§),
- (4-29)
1. 1. 1 40+ 71m

2= Zr% + ér% + Hg + Wrg +0(td). (4-30)

Usando o Lemd.4 obtemos,

1/5
To=— (2n)1/581/5+% <§) /5 +0(e),

substituindo este valor erd{29) e (4-30) obtemos as expressdes esperadas\paeay,
respectivamente. Substituindo efad7) obtemos

Tc =T+ (2]'[)1/581/5 + §(2T[>3/583/5+ 0(84/5),
com isto,
T =2(Tp+1¢) = 2N+ g (2m)%/°€%/5 L O(e*").

Agora vamos analisar a estabilidade do ciclo. Utilizandemesséo dec e €
dadas em4-27) e (4-28), respectivamente, e expandindo a fungédo exponencial Ben sé
de poténcias dep obtemos

detM) =1—61p+ 183 — 3613 +O(1) e t(M)=—1—61p+ 1813 — 1613 +O(T3).

Note que, como & Tp < 1, temos < 0, 0< detM) <1 e|tr(M)+ 1| —1+def(M) =
—ZOI% + O(T‘E‘)) < 0 portanto, da observacéo feita apds o Le&ratemos que o ciclo é
estavel. 0
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4.3 Ciclos Limite Bi-zonais

Consideramos agora os ciclos limite bi-zonais. Como vinrasreormente, €
suficiente considerar o seguinte sistema,

_ { A(WX+b(pe), sex>1, (4-31)

B(e)X, sex< 1.

Desta forma devemos buscar por ciclos limite do siste#ndl) contidos na
regidox € (—1,).

Quandce = 0 um cone folheado de orbitas periodicas do sistel&l) € obtido
como uma extensao, paxa< —1 do resultado mostrado na Figutd, veja Figurad.2
Como antes, todas estas orbitas periddicas séo circulemnpentes aos planos da forma
z=k, comk < 1. Em particular, uma orbita periédica contida no cone, comzx 1,
também é uma Orbita periddica para o sistedrd){(4-2).

Figura 4.2: Cone folheado de érbitas periodicas do site(e31),
comp>0ee=0.

Mostraremos que um ciclo limite do sisterda31) pode surgir para+# 0 de uma
oOrbita periodica do bordo do cone, isto €, de um circulo leatal com centro enfe, 0, 2)
e raio 1- z. Assim, selg| é suficientemente pequeno e < 1 teremos que a primeira
coordenada do ciclo limite bifurcado esta no intervalo (—1,) e consequentemente
o ciclo limite do sistema4-31) é também um ciclo limite do sistema-()-(4-2). Além
disso, a simetria desse sistema for¢ca a existéncia de umlioigte simétrico, agora na
regiaox € (—oo,1).

No que segue, a fim de reduzir notacao, introduzimos os segyparametros:
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2

2 5_
d=w—-1 z T

com 3¢ —1+#0.

Teorema 4.8 Assuma que p 0 e (u—1)(2u% — 1) > 0 no sistemg4-31). Ent&o, para
£ = 0, o sistema sofre uma bifurcagéo de um ciclo limite bi-zoRalando0 < p < 1/v/2
um ciclo limite estavel aparece paga< 0. Quando (> 1 um ciclo limite estavel aparece
parag > 0. Em ambos os casos o ciclo limite bifurca do circulo,

(x=22+y*=(1-2? z=2

passa pelo pont¢l, yo, Zp), com

5 n\"3 . (2rus)l/3
___° (= /3 (ATTHO) ™ 53
Yo 6+u2(2u6) ¢ O+ 2 e77+0C),
(4-32)
2 12(55+4 213
2=t D () o)
O+ 1 (0+p2)% \ 2u0

e seu periodo é dado por

11p + 10 4
T=2n-""_—“me+0(e¥?.

3 T (&77)

DemonstragdoSeguindo o0 mesmo raciocinio utilizado na demonstracdedoeemad.6

para construir aslosing equationscomX,(tc) = Py obtemos

Gi(w) = x(1p) — 1,

§Z(W> = Xb(TC) - 17 (4_33)
G3(w) = ¥(Tp) — ¥b(Tc),

Ga(W) = 2(Tp) — 25(Tc)

Os zeros (isolados) do sisten?a33), comy;, ¢, Tp > 0 eyp < 0, correspondem a ciclos
limite do sistema4-31). Temos quev = (21,0, Yo, Zp, 0) € uma superficie de solugdes de
(4-33, mas devemos teq(t) > 1 para todo &K 1 < Tp e X(T) < 1 para todo & 1 < 1,

0 que nao ocorre e portanto esta superficie ndo correspoadiigdes periddicas do
1-—cost

sistema. De fato, temog(1) = (1—Zp) cOSt + Zp + Ypsert e lim = 0 assim,
3 1 =2 SeIt
. T — COSt Yo
tomandoyg < 0 ez < 1, existe— < Tg < 21 tal que 0> > ara todo
OYo 7 > 0 q sen -7 P

To < 1 < 21, logo

yosert > (1—2)(1—cost) = 1—2y— (1— Z) COST = Xp(T) > 1,
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para todorg < T < 2. Como antes, tentando remover estas soluc¢des indesegpéiss
mos considerar o sistema modificado

TR A
- mGl(W), Gi(w) =Gj(w), =234 (4-34)

G1(w)

Continuamos com um sisten@w) = 0, tendo quatro equagdes e cinco incog-
nitas e, agora, com um ramo de solugée (2110, 0,2, 0) para todaz’c R, porém, como
observamos anteriormente, estas solu¢des s6 correspadditas periddicas do sis-
tema sez’< 1. O objetivo agora sera determinar para quais valoresuste Ciclo limite
bifurca parae # 0. Para isto, consideremag como parametro de bifurcagéo e escre-
vamosG(w) = G(v,Tp) = 0, ondev = (1¢,€,Yo,20), agora devemos parametriazaem
termos dap. Vejamos,

0 -1 -1 0
0 2m1-22 0 O
DvG(\’}, O) = L = ~ ( Z) )
1-2 0 0 O
0 21z 0 O

ondeV(211,0,0,2). A matrizL ndo tem posto maximo, postg = 3 quanda# 1, entéo
podemos utilizar o método de reducdo de Liapunov Schmigitlicexio no Capitulo
2, adotamos aqui a mesma notacdo. Vamos encontrar uma basénphy, para seu
complemento ortogon&l e para Nu(L). Sejau = (uy, Up, Uz, Us) € R* assim

0 0 -1
T A T . O BT
Tla-y | 0 oo | T
0 212 0
Logo, uma base para ) € By, = {(0,0,1,07,(0,1 -

22,0,2)7,(1,0,0,0)"}. Analogamente, obetmos uma base para (NUCBye) =
{(0,0,01)T}.

Seu = (u1,up,u3,us) € N entdou deve ser ortogonal a cada um dos vetores da
baseB|y . e assim chegamos queleve ser um mdltiplo do vetd6, 2,0,22— 1)T assim
By = {(0,2,0,22—1)T} deve ser uma base pava

Consideremo$ a matriz que tem como coluna os vetores&jg, ), assim a
matriz projecao ortogonalm ), sobrelm(L) € dada por
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1 0 0 0
_ 0 v(1-222 0 vz(1-22)
le(L):P(PTP) PT = 0 L 0 :
0 v(1-222 0 vZ

ondev = ((1—22)2+2%)~1. Da mesma forma, S é a matriz coluna formada pelo vetor
da baseBy temos a matriz projecéo ortogon&k, sobreN

0 0 0 0

_ 0 V2 0 —v(1-22?%2
le(L):P(PTP) PT = 0 0 0 0

0 v(1-222 0 —v(1-22%

Agora,G(v,Tp) = 0 se, e somente s&(v,Tp) anula as duas proje¢o&dym ) e
Qn, isto €,
G(v,1p) =0 QimG(v ) =0 e QuG(v,Tp) =0.

Desta equivaléncia, resulta que as solugdes(@erp) = 0 devem satisfazer

(Gp,V(1—22)((1—22)Gp+ 2Gy), Ga,v2((1— 22)Gy + 2Gu)) T =0, (4-35)

(0,v2(2Gp — (1— 22)Gy4),0,v(1— 29)(—2G, + (1— 22)G4))T = 0. (4-36)

Assumindo que(l—22) # 0, de @-35 obtemosd(v,1p) = 0 onde

CDl(V,TD) = Gl(V,TD),
D2(V, Tp) = (1—22)Gp + 2Gy, (4-37)
®3(v,1p) = G3(V, Tp),

e, de ¢-36) temos
g(v,ip) =2G,— (1—-22)G4 = 0. (4-38)

Utilizando a decomposicdB* = Nug(L) + M escrevemos/ = (0,0,0,2y) +
(Tc,€,¥0,0). Lembrando qué2rt, 0,0,z 0) é solugéo e, considerando=tc — 2rmez=
Zp— 2, temosv = (21,0,0,2) + (V,z) ondeV'= (T,¢€,Yp). Nas novas variaveis escrevemos
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as equagbes em{37) comod(V,z,1p) = 0, comP(0,0,0) = 0. A matriz Jacobiana &

0 -1 -1
Dg®(0,0,0)=| 0 2m(52-42+1) 0 |,
1-2 0 0

e esta matriz tem posto maximo. Consequentemente, exisieaptitacdov(z,1p) =
(1(z1p),e(z,Tp),Yo(z, D)), tal qued(V(z,1p),z 1p) = 0. E temos,

W -1 5 WE2-1)(2pP2—2- )

4
0 — "+ h.o.t.,
2 41— 42152 +

MZ—1)(P2+22-1) 5 W32-1)(P2+22—-1) 4
£E=— — h.o.t
AM(52—42+1) °7  4n(52—42+1)?2 ozHhotl,

z—-1 1 z-1
Yo = TTD + ETEZ—I— ( )'[75 + ET%Z

N U(2— 1)(55ur2? — 44umz + 6ugz+ 127+ 11urm— 6)
24n(52 — 42+ 1)

1 +h.o.t.

Substituindo estas séries na equagéo redui®®) obtemos
32— (N2 _1\3
g(V,TD) _ U—(l Z) “‘l 5 (Zu 1)2].[%
N U(1— W2 — 424 5°2 + 622 — 120°2° — 52 + 10u°2°)
2(1—42+5%)

3z+ho.t

Uma vez que, estamos assumirzdé 1, a condica@(v,1p) = 0 nos da

5 5

2= 202 -1 - o4 2

Substituindo este valor na expressa@@etp), T, € e yp obtemos

A M2 -1)% 5, BB -1) 5
g(%Tp) = 1Bz + 2081 1) o2+ 8122 1 +h.o.t,
2 o 2\2 2 4 2
gy Mol MA-APP(14WP) 4 1820-11§P43,

Al P 240
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MW -1) 5 HA-2A22(C+1) 5 M+ +2) (2 -1)° 5 5

- 4 P Am(1+ 1) D Am(pt +1)2 bzt
ME-D@C+NE-D)
16m(2u2 — 1) Dt
1— 2 1 HA1-1P) 5 Mo H(1—p?)(12° + 11um—6)

24137+ S +h.o.t.

Yo= >

222 —1) P E 1)

24m(2p2 — 1)

Sep>0e(u—1)(2u2—1) > 0 o primeiro coeficiente da expressio ygeé
negativo, como queriamos. Ent&o devemogiterl ou 0< p< 1/v/2 e olhando para a
expressao detemose < 0 e€ > 0, respectivamente.

Da equacaoy(v,tp) = 0, calculamos a expansdo deem termos derp e
chegamos em

(5P —1) , PP+ 1) (5 - 1)°

IRE T o
= a1 152 - D(e - 2920 O

Substituindo na expresséao glebtemos

c M- 5 -2 s
am P 16m D

Pelo Lem&.4invertemos a série acima e obtemos

+0(18).

£+ 0(3),

. _( 4T )1/381/3_ (U — 72+ 1)1
ERNT(T Bu(12 + 1)2(12 - 1)2

e assim,

55 5% — 1) n 2138 2/3
SO T P TV <2u(u2—l>) o,

-:I\)
tl\)
—

N

1P n & 1/3 1 2 1/3.2/3
Yo = 221 (211( )) € —m(ZT@U(H —1))77e7"+0(¢),

. \Y3 H(ou* — 2+ 4)m
=2NM— | ——— 81/3— € 084/3.
e <u(u2—1>) 3GE W rP—1)° &)

Utilizando a igualdadé = p? — 1, as expressdes payge 2o seguem e o periodo



4.3 Ciclos Limite Bi-zonais 65

T =1c+T1p setorna

m(11m? — 1) 4/3

T=2n————— e+ 0(e¥

3u(k - 1) )

11(2 —1) +10
3u(e 1)
115+10

— 73@ e+ 0O

= 21— TE + O(e*/3)

—2n (e%3).

Agora vamos analisar a estabilidade dos ciclos utilizanadservacéo feita
apos o Lem&.7 no Capitulo3. Utilizando as expressfes detc, Yo € Zp como Série
de poténcias dep obtemos

— 7383 —u— 12m + 228t
detM) = 1 — 6utp + 18273 + & 23L1 4+ K 2“‘;: 8nut‘[‘,+0(T%)
© u
tr(M) = 3—6utp —2(1— )13 + 5 (11+372) 13
61T+ 3u— 5612 — 33 — 478mu? + 728
ST+ S SO = O~ 47O TP rg | o),
12m
assim,

tr(M) —1| — 1 —detM) = —2(p® 4 1)13 + 5u(100% + W) T3 + O(T3).

Esta expressao é negativa papgpequeno, logo os ciclos limite sao estaveis.
O

Como mencionado anteriormente, este resultado pode sefdralo para o
sitema original quando & 2 < 1. Sep > 0, entdoz'pertence ao interval(, 1) apenas
quandgu> 1, e entéo temo% < Z< 1. Assim, o proximo resultado segue diretamente do
Teorema4.8.

Teorema 4.9 Assuma que t 1 no sistemd4-1)-(4-2). Entéo, pare = 0, o0 sistema sofre
uma bifurcacdo de um ciclo limite bi-zonal. Um par de cicliosite simétricos aparece
parag > 0.

Com esses Teoremas concluimos que paral e € pequeno e positivo temos
a existéncia, simultanea, de quatro ciclos limite: doisdrais estaveis simétricos e dois
i - 3ru 3rs . .
tri-zonais I'(M-E) e I‘me), veja Figurad.3. _ |
Reunindo os resultados encontrados e, lembrando que os bietonais apare-

cem aos pares, podemos sintetizar os resultados conforigara &.4.
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=

Figura 4.3: Esboco de quatro ciclos limite para o sistertial)-
(1-2,comp>lel0<ex L

Podemos observar que para- 1 e€ > 0 os equilibriosX;" sdo nds estaveis e
o par de ciclos limite bizonais encontrados sado também @istéassim seria natural a
existéncia de objetos invariantes organizando a dinansisaibitas do campo. Com base
nisto no artigo 15] é apresentada a seguinte conjectura.

Conjectura 1 Se p> 1 entdo, dos dois pontos localizados nos vértices do coneodupl
(Figura 4.1) quandoe = 0, proximo aos equilibrios X, ocorre uma bifurcagdo de um
par ciclos limite bi-zonais para > 0 suficientemente pequeno.
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<0

e>0

(1e)

_ 2rs

3rs
e

3rs
e

3rs
e

3rs
Me)

(1g)

_ 3|-u

_2rs
Me)

(1e)

Figura 4.4: Esquema ilustrando a existéncia de ciclos limite para
0 sistemg4-1)-(4-2), comle| < 1.



CAPITULO 5

Aplicacao: O Oscilador de Chua

O oscilador de Chua é o circuito eletrdnico autbnomo maiplesapresentando
comportamento caotico e sua relevancia vem do fato de eteg@meiro sistema fisico
para o qual a presenca de caos foi provada matematicamente.

Fazemos uma breve descri¢ao do sistema obtido a partircesigo e mostra-
mMos que este é realizavel pela familia estudada no Capgitiara melhores explicacdes
e detalhes sobre a dindmica deste circuito ver, por exeffiiplp[12], [13], [5].

5.1 O Circuito

O oscilador de Chua é formado por cinco elementos lineaocés cdpacitores,
um indutor e dois resistores, e um resistor ndo linear chardextio de Chua, verlp]
and [13].

Este circuito pode gerar fendbmenos cadticos e € candnicemids que o
campo vetorial associado é qualitativamente equivalenteaagrande classe de circuitos
associados a sistemas tri-dimensionais. Um esquema faraiesito € mostrado na
Figura5.1

AN Ry Ry
vt vt
NRr v v

G C1
Ry Rs

Rs Re

e -
(@) (b)

Figura 5.1: (a) Esquema do oscilador de Chug) Implementa-
¢do da condutancia nao-linearg\

As equacg0es de estado deste oscilador sao dadas por
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dv 1

El = &, (G(v2—va) = F(w)),

dv 1 i

& = o, (G- va) +ia) &
di 1 :

ondev; e Vv, sdo as tensdes nos capacitdigse Cy, iz € a corrente através do indutor
L,G=1/ReF(vi) = Gpv1 + %(Ga — Gp)(|vi+ E| — |[vi — E|) é a caracteristica— i
(voltagem-corrente) do resistor ndo lindg com inclinacdo igual &, na regiao central
e Gy has outras duas regiodes, ver Figbra

Figura 5.2: Curva caracteristica v i de Nk.

Consideremos as seguintes variaveis

E E
C

a:_z, B:RZCZ, :RF{)CQ,
C L L

(5-2)

a=R s b=R s T= ;
Ga G RGY

K— 1, seRG > 0,
| -1, seRG <O.

Dessa forma,
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dX _ 1ldvpdt
dt  E dt dt’
oY _Ldvat
dt  E dt dt’
@z _Rdact
dt  E dt dt’

e as equagoes do sistema séo,

dX
= ka (Y — X — (X)),

dy

&= k(X =Y +2), (5-3)
dz

com f(X) = bX+ 3(a—b)(|X+1| — [X —1|) = bX +sa(X).
Para mais detalhes sobre esta forma ver, por exenigle [§].

5.2 Realizacao do Oscilador de Chua em uma Familia a
2 Parametros

Mostramos agora que o oscilador de ChbrB) é realizavel na familia estudada
no Capitulod. Para ver isto fagamos a mudanca de coordenadas

X=X aY=—(1+yx—y, aZ=(2—Bx+Ww+z

gue esta bem definida desde qug O.
Assim, _
X =X,

aY =—(1+y)x—y,

aZ = (P —-B)x+Ww+z
onde(-) denota a derivada com respeito ao temp8ubstituindo os valores deYez
dados em&-3) e os valores d&, Y e Z dados pela mudanca de coordenadas chegamos
em

X=—(1+y+ab)x—y+a(b—a)salx),
y=(y+B+0a(l—(1+y)b))x—z—a(l+y)(b—a)satx), (5-4)
z=0a(y+ (y+B)b)x+a(y+pB)(b—a)satx).
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Agora, queremos que este sistema tenha a forma do sisteiird4-2). Para que
isto ocorra, devemos ter que os coeficientes das matrizes@dipear sejam iguais, logo
para|x| < 1 obtemos

—e=-1-y—aa, (5-5)
1-e2=—a+B+y+a(l+ya, (5-6)
e+e’=ay-a(B+ya, (5-7)

e paralx| > 1,
—6u=—-1-—y—ab, (5-8)
142 = —a+B+y+a(l+yb, (5-9)
6.3 = ay—a(B+y)b. (5-10)

Seb = a o sistema%-3) se torna linear o que néo € de nosso interesse, sendo
assim, assumiremos qlie£ a. Para mostrar que, de fato, esse circuito é realizavel na
familia em questdo, devemos determinar valores dos pai@saet U que satisfazem as
equacdes acima, vejamos.

Subtraindo as equacoes 14) de 6-5), (5-9) de 6-6) e 6-10 de B-7) obtemos

6p—e=0a(b—a), (5-11)
1—e—112 = —a(1+y)(b—a), (5-12)
e+e3 -6 =ay—a(B+y)b. (5-13)

Uma vez quea(b—a) # 0 a equagdo5-11) implica que ¢— € # 0. Entéo,
dividindo as equacde${12) por (5-11) e 6-13 por (5-11) obtemos

MW —6u—1+e+e?
6 —€

6 — 1142 4 6+ 1 — £2€3

y:

Também da equacad-1) podemos ver quaeb = aa+ 6 — € e substituindo a

expressao dgem (-5) encontramosia = (1 — 112 + 6 — 2¢) /(6 — €). Substituindo
esses valores e as expressOeB dg em (5-6) encontramos

1+ 142 4 851* — (12u+ 60u3)e — (14 3p)e? + 264
- (6u—¢)? '
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Finalmente, considerandb-{7) e eliminando o fator ndo nulq6- €, chegamos
na equacao

1+ 6u+ 3p2 + 8418 — 105.% + 51045 — 539u°
+(—1—18u— 862 — 7213 — 445.* + 3780°)e + (— 1+ 6+ 550° + 4243 + 56%)€?

+(1+6u+ 32 — 1023)e3 + (3+ 12u+ 42u3)e* — 265 — 36 = 0.
(5-14)

Com a ajuda de um software podemos calcular as raizes desteaé@gquando
€ = 0, e obtemos apenas duas raizes reais simples —0,1330331157 e ~
0,9390551142. Agora, derivando a equacéeld) com relacdo qu e avaliando em
(W €) = (K,0), comi = 1,2, verificamos que esta derivada ndo se anula e podemogaplica
o Teorema da Funcé&o Implicita para garantir a existénciaterdmos de solucéo para
esta equacao, isto significa que temos dois ramos onde @eideuChua é realizado pela
familia que estudamos.



CAPITULO 6

Apéndice - Calculo de Séries

Nos Teoremas do Capitutbencontramos as expressdes dos parametros em sé-
ries de poténcias de algum dos outros parametro. Nesteiapé&lagnos a ideia usada para
obter estas séries, que séo calculadas com o auxilio de algiiware de manipulacao
algébrica como, por exemplo, o Maple, que foi utilizado eéstbalho.

Consideremos a funcab: R2 — R dada porf(x,y) = X*+y?—5 e 0 ponto
p = (1,2). Suponhamos que queremos determinar as solu¢éésxdg = 0, obtendoy
como uma funcdo dg, numa vizinhanca do pontp e que ndo seja possivel fazer isto
diretamente. Temos quig(p) = 4 # 0 entdo, pelo Teorema da Fungéo Implicita existe
uma Unica funcay = g(x), definida em uma vizinhanga de= 1, a qual tem a mesma
classe de diferenciabilidade die(analitica para o nosso estudo).

A ideia agora é considergr=ag+ a;(x— 1) + ap(x — 1)2 + ag(x — 1)3 + - --

e substituir este valor na equac&#— 5 = —y? assim obtemos uma igualdade entre
dois polinébmios na indeterminadalogo, igualando os coeficientes destes polindmios
encontramos os valores dgi =0,1,2,-- -, tantos quantos necessitarmos. Em geral, ndo
é simples de se calcular esses coeficientes e é necessadale um software que nos
auxilie nas contas, em todo este trabalho o Maple foi udbzaesse contexto. Para esta
funcéo especifica obtemos

o S S 12 2 1?

45 95

- L X D= 2 (x— 1P+ O((x— 1))

A diferenga para encontrar as séries das demonstracdeedasnias do Capi-
tulo 4 é, que 14, temos um sistema de equacdes mas o procedimerdtbgarapenas
com um pouco mais de trabalho e uma nocao basica de uso dasaftw
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