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Resumo

Aratjo, P. F. da S.. Programacao Linear, Brasilia, 2012. Dis-
sertacao de Mestrado. Departamento de Matematica, Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Problemas que envolvem a ideia de otimizacao estao presentes em varios cam-
pos de estudo como, por exemplo, na Economia se busca a minimizacao de custos e
a maximizacao do lucro em uma firma ou pais, a partir do orcamento disponivel; na
Nutrigao se procura suprir os nutrientes essenciais diarios com o menor custo possivel,
considerando a capacidade financeira do individuo; na Quimica se estuda a pressao e a
temperatura minimas necessarias para realizar uma reacao quimica especifica no menor
tempo possivel; na Engenharia se busca o menor custo para a confeccao de uma liga
de aluminio misturando varias matérias-primas e obedencendo as restri¢goes minimas e
maximas dos respectivos elementos presentes na liga.

Todos os exemplos citados, além de uma infinidade de outras situagoes, buscam
sua solugao através da Programacao Linear. Sao problemas de minimizar ou maximi-
zar uma funcao linear sujeito a Desigualdades ou Igualdades Lineares, com o intuito de
encontrar a melhor solugao deste problema.

Para isso, mostram-se neste trabalho os métodos de solucao de problemas de
Programacao Linear. Ha énfase nas solugoes geométricas e no Método Simplex, a forma
algébrica de solucao. Procuram-se mostrar varias situagoes as quais podem se encaixar
alguns desses problemas, dos casos gerais a alguns casos mais especificos.

Antes de chegar, eventualmente, em como solucionar problemas de Programacao
Linear, constroéi-se o campo de trabalho deste tipo de otimizacao, os Conjuntos Convexos.
H4& apresentagoes das definigoes e teoremas essenciais para a compreensao e o desenvolvi-
mento destes problemas; além de discussoes sobre a eficiéncia dos métodos aplicados.

Durante o trabalho, mostra-se que ha casos os quais nao se aplicam as solucoes
apresentadas, porém, em sua maioria, se enquadram de maneira eficiente, mesmo como
uma boa aproximacao.

Palavras-chave

<Conjuntos Convexos, Programacao Linear, Método Simplex>



Abstract

Aratjo, P. F. da S.. Linear Programming, Brasilia, 2012. Mas-
ters Dissertation. Departamento de Matematica, Instituto de Ma-
tematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Problems involving the idea of optimization are found in various fields of study,
such as, in Economy is in search of cost minimization and profit maximization in a firm
or country, from the available budget; in Nutrition is seeking to redress the essential
nutrients daily with the lowest possible cost, considering the financial capacity of the
individual; in Chemistry studies the pressure and temperature minimum necessary to
accomplish a specific chemical reaction in the shortest possible time; in Engineering seeks
the lowest cost for the construction of an aluminium alloy mixing various raw materials
and restrictions obeying minimum and maximum of the respective elements in the alloy.

All examples cited, plus a multitude of other situations, seek their Remedy by
Linear Programming. They are problems of minimizing or maximizing a linear function
subject to linear inequalities or Equalities, in order to find the best solution to this
problem.

For this show in this paper methods of problem solving Linear Programming.
There is an emphasis on geometric solutions and Simplex Method, to form algebraic
solution. Wanted to show various situations which may fit some of these problems, some
general cases more specific cases.

Before arriving eventually in solving linear programming problems, builds up the
field work of this type of optimization, Convex Sets. There are presentations of definitions
and theorems essential to the understanding and development of these problems, besides
discussions on the efficiency of the methods applied.

During the work, it is shown that there are cases which do not apply the solutions
presented, but mostly fit efficiently, even as a good approximation.

Keywords

<Convex Sets, Linear Programming, Simplex Method>
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Preliminares

Um Programa Linear ¢ um problema de otimizacao no qual ha uma fungao obje-
tiva linear e restrigoes que consistem de equacgoes ou inequacoes lineares. A forma exata
dessas restricoes podem ser diferentes dependendo do problema estudado, mas, como mos-
tra abaixo, qualquer Programa Linear pode ser transformado em um Sistema de Equacoes
Lineares chamado forma “standard”.

111
2107

Q11

\ Am1T1

maximizar c1xy; + CaTo + ... + cpTy

+  appry + + ayr;

+ a9y + + Q25T ; +

+  apry + + Q5§ +

+ amaTa + + apmjr; +
T1,X2,...; T > 07

sujeito a

+
+

A1nTn
A2nTn

AinTn

amnxn

b
ba

bi

b

onde b; , ¢; e a;; sao constantes reais fixas, e os x; sao nimeros reais a serem deter-
minados. Assume-se que cada equacao pode ser multiplicada por —1, quando necessario,

para que cada b; seja nao negativo.

Em uma notacao vetorial, este problema na forma “standard” pode ser reescrito

COImo:

maximizar

CT.I'

sujeito a

Ax=b e z>0.

Aqui z é um vetor coluna n-dimensional, ¢! é um vetor linha n-dimensional, A

¢ a matriz dos coeficientes de ordem m x n e b é um vetor coluna m-dimensional.
desigualdade vetorial x > 0 indica que cada componente de x é nao-negativo.
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1.2 Objetivos

Os objetivos deste trabalho sao:

(1) Desenvolver a teoria dos conjuntos convexos;

1 Apresentar as propriedades algébricas e geométricas das desigualdades lineares e dos
sistemas de desigualdades lineares;

(131) Explicar alguns modelos cléssicos da Programacao Linear;

(1v) Apresentar o método gréfico para a resolu¢ao de um modelo de Programacao Linear,
com alguns casos particulares;

(v) Desenvolver o Método Simplex, o qual é a forma algébrica de resolugdo de um modelo
de Programagao Linear, com alguns casos especiais.

Como objetivo principal, procurou-se esclarecer as ideias tedricas de forma a con-
tribuir na utilizacao adequada das técnicas. Assim, percebe-se o detalhamento ao desen-
volver os problemas propostos no tabalho.

1.3 O Desenvolvimento Histérico da Programacao Li-
near

A histéria da Programacao Linear é de 1830 a 1947. Neste periodo, houve per-
cursores iniciais que desenvolveram estudos sobre:

(1) igualdades e desigualdades lineares como Fourrier e Gauss em 1826, Gordan em 1873
e Pareto em 1906, bem como a contribuigao deste na Teoria dos Jogos; veja [20];

(17) Solugbes de Sistemas Lineares por Motzkin em 1936; veja [20];
(#44) matriz de insumo e produto de Leontief; veja [19];

(1v) atribuigoes de producao de Kantorovich em 1939; veja [18];
(v) o problema do transporte de Hitchcock em 1941; veja [14].

O problema do Transporte foi um dos problemas que mais impulsionou a Pro-
gramacao Linear. As principais contribui¢oes foram modeloar, quantificar e resolver pro-
blemas praticos que seriam reduzidos a Sistemas de Equacoes Lineares.

Foi em 1947 que Dantzig concebeu uma técnica automatizada, a qual permitiu que
problemas de otimizacao com funcao objetivo linear e restri¢oes lineares fossem resolvidos,
chamada Método Simplex; veja [12].

Depois da construgao da base de desenvolvimento da Programacao Linear, surgi-
ram melhorias para os métodos existentes; novas estruturas matematicas foram encontra-
das e descritas; e novos campos foram descobertos e desenvolvidos como, por exemplo:

13



(1) Manne, em 1953, e Orchand, em 1955, trataram sobre Programacao Paramétrica;
veja [21];

(7i) Charnes, em 1952, tratou sobre Degeneragao e uma aplicagao de Programagao Linear
sobre a mistura de combustiveis na aviagao; veja [11];

(7i7) Lemke, em 1954, desenvolveu o Método Simplex Dual; veja [17];

(iv) Ford e Fulkerson, em 1954, descreveu um problema de Programagao Linear que
permitiria tragar uma rota para enviar tanto fluxo quanto for possivel, a partir de
uma origem a um destino, através de uma rede; veja [13];

(v) Koopmans e Bechmann, em 1957, foram os primeiros a descrever o problema da
Atribuicao Quadratica, o qual é uma estrutura nao-linear; veja [16];

(vi) Karmarkar, em 1984, desenvolveu o Método dos Pontos Interiores, que tem a propri-
edade de exigir um esfor¢co computacional ligeiramente maior a partir do aumento
do trabalho; veja [15].

Continua, atualmente, a melhoria de métodos da classe dos Pontos Interiores e se
procuram implementagoes mais eficientes deste método.

Outros avangos tém sido a proliferacao de softwares e o uso de planilhas na oti-
mizacao, cujo aumento da velocidade e da memoria acompanhado de baixos custos, me-
lhorou o uso de técnicas na Programacao Linear.

1.4 Apresentacao dos Capitulos

O Capitulo 2 trata sobre conjuntos convexos, que € utilizado nas estruturas das
solucoes de um Programa Linear. Mostram-se as principais defini¢des e teoremas para
explicar o desenvolvimento dos modelos de Programacao Linear propostos.

O Capitulo 3 aborda as desigualdades lineares, com suas propriedades algébricas
e geométricas; trata sobre sistemas de desigualdades lineares, como reduzi-los a Sistemas
de Equacoes Lineares e como encontrar a sua solu¢cao maxima ou minima.

O Capitulo 4 trata sobre o tema deste trabalho, a Programagcao Linear, mostrando-
se alguns modelos classicos que, como visto no resumo histérico, motivaram seu desenvol-
vimento; Resolu¢ao de modelos de Programacao Linear a partir do método gréafico com
alguns casos particulares; e aborda as limitacoes de modelos especificos de Programacao
Linear.

O Capitulo 5 trata sobre o método algébrico utilizado para resolver modelos de
Programacao Linear, o Método Simplex, mostrando-se seu desenvolvimento por sistemas
de desigualdades lineares e por quadros; e casos especiais ao resolver alguns modelos de
Programacao Linear;

O Apéndice apresenta tépicos de Algebra Linear como pré-requisito ao bom en-
tendimento deste trabalho. Apresentam-se as defini¢des e os teoremas principais sobre
Matrizes, Sistemas Lineares e Espaco Vetorial.

14



Capitulo 2

Conjuntos Convexos

Neste capitulo se aborda os conceitos essenciais para a construgao do campo de de-
finicao da Programacao Linear, sendo primordial o conhecimento dos principais teoremas
da Algebra Linear.

2.1 Conceitos de Topologia em R"

Abaixo, introduz-se algumas terminologias de topologia em R™ importantes sobre
conjuntos.

Definicao 1. Seja V € R™ um espaco vetorial, a;,b; € V tal que a; representa um vetor
linha e b; um vetor coluna de nimeros reais; o conjunto dos pontos {z € V|a;xz = b;}
representa o hiperplano e as desigualdades {z € Vi|a,x < b} e {z € V]az = b;} os
semi-espacos correspondentes no R”.

Exemplo 1.

a) x € R:xz =a é um hiperplano; x € R: x < aez € R:x > a s ao semi-espagos
chamados semirretas.

b) Para n = 2, tem-se que:

() o hiperplano é definido por uma reta;

(1) os semi-espagos sdo definidos pelos semiplanos.
c) Para n = 3, tem-se que:

(7) o hiperplano é definido por um plano;

(7i) os semi-espagos correspondentes recebem este mesmo nome.

Definicao 2. Seja zy € R™; uma bola de raio ¢ centrada em xy é chamada vizinhanca de
Zo-

Definicao 3. Se S € R” contém uma vizinhanca de xy, entao S é uma vizinhanga de z
e g é um ponto interior de S.

15



Definicao 4. O conjunto dos pontos interiores de S é chamado interior de S e denotado
por int(S).

Definigao 5. Se todo ponto de S é um ponto interior, isto é, se S = int(S), entdo S é
aberto; S é fechado se o complementar de S é aberto.

Figura 2.1: Representacao de um conjunto fechado

Figura 2.2: Representacao de um conjunto aberto

Na Programacao Linear se lida, exclusivamente, com conjuntos fechados, portanto
consideramos somente semi-espacos fechados.

Exemplo 2. Como uma ilustracao, considere o sistema de desigualdades lineares abaixo:

{ 3z, + 229 < 6

gﬂ?l — X2 = 1.

(2.1)

A Figura 2.3 ilustra as retas I e II representando as relagdes de (2.1), enquanto as
abas representam os semi-espacos definidos pelas relagoes. Estes semi-espacos dividem o
plano bidimensional em quatro conjuntos A, B, C e D. Todos os pontos do conjunto A
contradizem a restricao da relacao I e satisfaz a restricao II, C contradizem a restricao
da relacao Il e n ao satisfaz a restricao I, B contradiz ambas as restri¢coes e D, incluindo
seu bordo, satisfaz ambas as relacoes, sendo chamado de conjunto possivel ou conjunto
solugao possivel.

16



Figura 2.3: conjunto solucao possivel

Definigao 6. O octante nao-negativo R’ é o conjunto de todos os pontos nao-negativos
em R", isto é

{r eR"z; >20,i=1,...,n}.
Exemplo 3.

a) Em R?, o ortante nao-negativo equivale ao primeiro quadrante, incluindo-se os eixos
positivos e a origem.

b) Acrescentando-se as relagoes I1I: 1 > 0 e xo > 0 ao sistema do exemplo anterior,
entao o conjunto solucdo do sistema equivale ao triangulo de vértices (2,0), (2,0) e
(1, %) dado pela intersecao do conjunto D com o primeiro quadrante.

kY

24

Figura 2.4: conjunto solugao com restricao de incégnitas nao — negativas

Definigao 7. Um conjunto S € R"™ ¢é dito limitado se existe uma bola de raio ¢ € R tal
que ele esta contido nessa bola; um conjunto que nao é limitado é chamado ilimitado;
quando um conjunto ¢é fechado e limitado, ele é chamado de compacto.

Exemplo 4.

a) O conjunto da Figura 2.1, de fato, é compacto;

b) O conjunto D da Figura 2.3 é ilimitado;

17



c) O conjunto solu¢ao hachurado na Figura 2.4 é compacto.

Definigao 8. A interse¢ao de um nimero finito de hiperplanos e/ou semi-espagos fechados
em R" é chamado politopo; um politopo limitado é chamado poliedro.

Exemplo 5.

a) O conjunto D da Figura 2.3 é um politopo, mas nao é um poliedro;

b) O conjunto solugao hachurado na Figura 2.4 é um poliedro.

Mostrar-se-a no capitulo 4 que todo conjunto solucao de um problema de Pro-
gramacao Linear forma um politopo.

n
Notagao H; denota o conjunto dos pontos que satisfaz » a;;2; < b1 = 1,2,...,m,
i=1
m
que é a i-ésima relacdo linear ; entdao S = [ H; é o conjunto dos pontos que satisfaz,
i=1
simultaneamente, todas as m relagoes.

Definigao 9. A k-ésima relacao é chamada redundante se S = () H;. Se a k-ésima

i=1
2 k

Wl

relacao nao ¢é redundante, entao ela é chamada essencial.

Definicao 10. Seja V um espago vetorial e a;,b;,7 € V; se algum ponto = € S satisfaz
a 1-ésima relacao linear como uma equacao, isto é, se a;T = b;, entao a i-ésima relacao é
dita vinculada a 7.

Exemplo 6.

X2

VI

1

7

Figura 2.5: Figura 2.6:
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a) Na Figura 2.5, o poliedro gerado pelos semi-espagos I, I, ..., VII é a drea hachurada
com extremos nos pontos O, A, B, C e D. Claramente, a desigualdade II é redun-
dante, afinal sua inclusao ou remoc¢ao nao altera a regiao do politopo. O mesmo
argumento pode ser aplicado a desigualdade IV, a qual também ¢é redundante. Note,
contudo, que a desigualdade IV possui o ponto B e a desigualdade II nao passa por
ponto algum do politopo, com isso, diz-se que a restri¢cao II é uma redundancia forte
e IV uma redundancia fraca. Ao ponto C as relacoes I e III estao vinculadas, da
mesma forma ao ponto O as relagoes VI e VII estao vinculadas, enquanto o ponto
E nao possui relagao de vinculagao.

b) Na Figura 2.6, as relagoes I e II sao desigualdades enquanto a relagao III é uma
equagao, logo o politopo definido é um segmento de reta com extremos em A e B.
Isto implica que as relagoes I e V sao redundantes e poderiam ser deletadas sem
alterar o poliedro.

2.2 Convexidade

Definicao 11. Seja V' € R™ um espaco vetorial, x € V ea; € R,i = 1,...,r; a combinagao

linear y = Y a;z;, é chamada:
i=1
(1) combinagao linear ndo-negativa se a; > 0,Vi = 1,...,7;

.
(1) combinagao linear afim se ) a; = 1;
i=1

(731) combinagao linear convexa se valem os itens (i) e (ii).

Exemplo 7.

Considere os pontos 1 = (0,0), z2 = (3,0), z3 = (0,2), 24 = (3,2) e y = (3, 3).
Por inspecao, note que a combinacao linear dos pontos x1, x2, x3, T4 com as respectivas
constantes a; = 0, as = %, as = 411 e ay = 0 geram o ponto y, logo, tem-se uma combinac¢ao
linear nao negativa.

Para encontrar uma combinacao linear afim ou convexa, basta encontrar o con-

junto solucao do sistema

0a1—|—3a2—|—0a3+3a4 =
OCL1 +Oa2+2a3+2a4 =
ay+as+asz+as =1.

Ignorando as condigoes nao-negativas ao iniciar e resolvendo o sistema por esca-
lonamento, tem-se que:

N[O

0(11 + 3@2 + OCL3 + 3&4 =

Oay + Oag + 2a3 + 2a4 =

a; +as +as+ag = 1

Aplicando-se opera¢ oes elementares, chega-se em um sistema o qual possui o

mesmo conjunto solugao, como se explica no Apéndice. Com isso, tem-se o seguinte
sistema:

N[O |2
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1
CL2+CL4:§
—a2—i—a3:—

3
a1+a2:Z.

Uma das solugoes do sistema é a; = %, ay = 0, az = i e ay = 0, indicando que,
de fato, y é uma combinacao linear afim dos vetores dados.

Finalmente, Para que y seja uma combinacao convexa, todos os parametros devem
ser nao-negativos, satisfazendo as restrigoes do sistema escalonado obtido. Com isso, é
facil ver que ay € [%, %], resultando que ay, as,az = 0, logo y também é uma combinacao
convexa dos pontos dados.
Proposicao 2.2.1. Qualquer ponto situado no segmento de reta que liga dois pontos
contidos no R™ pode ser expresso como uma combinag¢do convexa desses dois pontos.

Demonstracao.

Sejam A; e Ay pertencentes a R"; Considere a Figura 2.7, onde A3 é um ponto
qualquer entre A; e A,.

Como Az esta entre Ay e Ay, entao, para algum 0 < a < 1, tem-se, por construcao:

Oé(Al — Ag) = A3 — A2
A3 = CEAl + (1 - CM)AQ.

Como os coeficientes a e (1 — a) de A3 sdo nado-negativos e a soma deles ¢ igual
a 1, entao tem-se que Az, pela definicao 8, é uma combinagao convexa de A; e As.

Corolario 2.2.2. Qualquer ponto que for expresso como uma combina¢ao convexa de dois
pontos fica contido no segmento de reta que os une.

Demonstracao.
Seja Az a combinagao convexa:
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A3:OéA1+<1—Oé>A2,VO<04<1.

Note que se « =0, A3 = As ese a =1, A3 = A;.
Suponha que A3 nao pertence ao segmento com extremos em A; e Ay, conforme mostra
a Figura 2.8.

Logo, tem — se que:

Ag = OéAl -+ A2 - OéAQ
(A — Ag) + Ay
Ag — Ag = Oé(Al — Ag)

Logo tem-se que os vetores Az — Ay e (A} — Ag) devem ter a mesma diregao. Isso
sO poderia acontecer se A3 pertence ao segmento de reta com extremos em A; e A,. W

Considere agora trés pontos Aj, Ay e Az pertencentes a R”, conforme mostra a
Figura 2.9.

Figura 2.9:
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Veja que, também, qualquer ponto do triangulo A;A>Asz pode ser obtido como
uma combinacao convexa dos pontos A, Ay e As.

Sabe-se que Ay = aA; + (1 — a) A3 para 0 < a < 1 pertence ao segmento de reta
com extremos em A; e As. Entao As = kA, + (1 — k)As, para 0 < k < 1 representa um
ponto qualquer dentro do triangulo. Tem-se que:

A5 = I{J[O[Al + (1 - OZ)A?,] + (1 - k)AQ

Note que os coeficientes de A;, As e A3 sdo nao-negativos e soma deles é:

ka+ (1 —Fk)+ (k—ka) =1.

Portanto, A5 é uma combinacao convexa de A;, Ay e As.
Ao se considerar quatro vetores Ay, Ay, Az e A4 pode-se obter a Figura 2.10

A,

A,

Figura 2.10:

Note que qualquer ponto do tetraedro da Figura 2.10 pode ser obtido com uma
combinacao convexa de Ay, Ay, A3z e A4 Essa propriedade pode ser verificada pelo leitor
de modo analogo ao do triangulo. Essa propriedade seré valida qualquer que seja o nimero
de pontos.

Demonstrar-se-4 no capitulo 4 que, se dois vértices de um segmento pertence
a solugao otima do modelo de programacao linear, entao qualquer combinacao convexa
destes também sera uma solucao 6tima.

Definigao 12 (Conjunto Convexo). Um conjunto S é dito convexo se uma combinagao
convexa de quaisquer dois elementos de S é um elemento de S, isto é, para todo xq, x5 € S
e para todo numero real a € [0,1], o ponto axy + (1 — a)xs € S.

Geometricamente, um conjunto é convexo se todos os pontos de um segmento de
reta, com extremos que sao elementos de S, sao elementos de S.
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Exemplo 8.

a) A Figura 2.11 mostra um disco descrito pela equacio z? + x5 — 2z; < 0. Note que ele
¢ um conjunto convexo.

X0

Figura 2.11:

Mostrando-se algebricamente, considere que Z, 2 € R?, tais que T = (71, T2) e
& = (21, 22), sejam dois pontos que satisfacam a relacao, isto é

P4 F 25, <0 e @2 +22 22 <O0.

Considere também que Z € R? onde T = (7, T5), ¢ uma combinacao convexa
qualquer de 7 e z, isto é

T; =At; + (1 —=N)Z;, j=1,2 com A € [0, 1].

Portanto, tem-se que

T34+ 75 27 = A+ (1=N& 2+ A+ (1= N)@a)® = 2[A%; + (1 — N)34]?
— 5 A2 . ~ A2 .
= (1 —21)° AN A=D+ (@2 —22)° N (A=1)+
>0 20 <o >0 >0 <
+ (2] + 25— 221) (1 — A) + (2] + &5 — 231) _\
NS AN 7 N > \/‘
<0 >0 <0 >0
< 0

Logo, o conjunto {(x1,z3) € R?*|z? + 23 — 2x; < 0} é convexo.
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X2

Figura 2.12:

b) A Figura 2.12 mostra a regiao hachurada no interior da pardbola é descrita pela
desigualdade 2% — x5 < 0. Note que ela também ¢ um conjunto convexo.

Mostrando-se algebricamente, considere que #, 2 € R?, tais que T = (I1,T2) e
& = (21, 22), sejam dois pontos que satisfacam a relacao, isto é
~92 ~ ~92 ~
21 —T2 <0 e 27 —22<0.
Considere também que Z € R?, onde T = (71, Z»), 6 uma combinagao convexa
qualquer de T e z, isto é
T; =At; + (1 —=N)Z;, j=1,2 com A € [0, 1].

Portanto, tem-se que

24Ty = M+ 1 =N = M2+ (1= N)iy)?
= @ —2) Q=N+ (@ —21)° A A=1)+ (37— 32)_ A
<0 >0 >0 20 <0 <0 >0

< 0.

Logo, o conjunto {(z1,x,) € R*[x? — x5 < 0} é convexo.
Lema 2.2.3. Toda relagao linear define um conjunto convezo.

Demonstracao.
Seja V um espaco vetorial e a,b,xz € V; considere a relagao linear ax Rb e suponha
que x1, T2 € V resolvem esta relacao, isto é
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ar; —bR0O e axy—bRO.

Considere, agora, £ uma combinacao convexa de x; e x5, isto é

T=Ar1+(1—=XNze VAe€[0,]]

Entao, tem-se que

at —b = a[dry+ (1 —N)ag] —b
= \/\’/(axl—b)—i-(l—)\)(amg—b)

>0 RO >0 RO
R 0, paraR € {<,=,>}.
De forma andloga poder-se-ia aplicar aos casos os quais R € {<, >}. [ |

Lema 2.2.4. A intersecao de um niumero finito de conjuntos convexos € um conjunto
CONVETO.

Demonstracao.

Primeiramente, considere dois conjuntos convexos A e B e defina C = ANB. Para
quaisquer dois pontos x,y € C, pode-se concluir que, como C é subconjunto tanto de A
quanto de B, xz,y € A e x,y € B. Defina agora um ponto z = Az + (1 — Ay, A € [0, 1],
entao, por hipdtese, o conjunto A é convexo, logo z € A, e o conjunto B também, logo
z € B, portanto z € C.

O mesmo vale para um nimero finito de conjuntos convexos. [ |

Corolario 2.2.5. Todo politopo € um conjunto convezxo.

Demonstracao.
Basta lembrar que um politopo é, por definigdo, a intersecdo de hiperplanos e/ou
semi-espagcos. [ |

Definicao 13. Um ponto béasico no R™ é a intersecao de pelo menos n hiperplanos em
um ponto singular; um ponto bésico possivel, também chamado de ponto extremo, é um
ponto basico que satisfaz todas as relagoes lineares dadas.

Exemplo 9. A area hachurada na Figura 2.13 é um politopo; os pontos O, A, B, C, D,
E, F, G e H sao pontos bésicos, os quais somente O, A, C e F sdo pontos extremos do
politopo.

Definicao 14. Um ponto z que pertence a um conjunto convexo C' é chamado ponto
extremo de C' se nao existem dois pontos distintos x; e x5 em C' tais que

r=ar;+ (1 —a)zy, Vae(0,1).

Um ponto extremo é, portanto, um ponto que nao se encontra, estritamente,
dentro de um segmento de reta formado por dois outros pontos do conjunto. Os pontos
extremos de um triangulo, por exemplo, sao os trés vértices.
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Figura 2.13:

Lema 2.2.6. Um ponto extremo nao pode ser expresso como uma combina¢do convexa de
outros pontos do politopo; no poliedro, cada ponto pode ser expresso como uma combinagao
convezra de pontos extremos. FEsta propriedade nao € vdlida para politopos que nao sao
poliédricos.

Demonstrar-se-a4 no Capitulo 4 que todo conjunto solu¢ao de um modelo de pro-
gramacao linear é um conjunto convexo.

Exemplo 10. Considere o espaco bidimensional; os politopos que nao tem pontos extre-
mos consistem de conjunto vazio, hiperplano ou semi-espaco, ou a interse¢ao de qualquer
numero de semi-espagos paralelos, cujos gradientes pentencem a um hiperplano tinico. Po-
litopos com um 1nico ponto extremo, ou estao em um ponto, ou em um cone poliédrico,
como mensionado na proposicao a seguir. Nenhum destes politopos sao poliedros e em
nenhum desses casos sera possivel gerar qualquer ponto a partir dos pontos extremos
existentes que nao seja o préprio ponto extremo.

Definicao 15. O conjunto de todos os pontos que podem ser expressos como combinagao
convexa de pontos extremos é chamado de envoltéria convexa dos pontos extremos dados.

Proposicao 2.2.7. Um poliedro é a envoltéria convexa de pontos extremos.

Definicao 16. Um cone poliedral convexo é a intersecao de um nimero qualquer de semi-
espacos fechados que sao limitados por hiperplanos intersectados em um mesmo ponto
chamado vértice o qual se encontra no 0.

Exemplo 11. Sao cones poliedrais:
a) Um semi-espaco;

b) A intersecao de dois semi-espagos;
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¢) Um plano;
d) Um semi-plano;
e) Uma reta;

f) Semirretas de mesma origem formando um angulo menor que 180° em um plano cen-
trado em 0;

g) A intersegao de uma reta com um semi-espago;

h) Uma piramide convexa ilimitada com vértice em 0.

Figura 2.14: Cone poliedral formado por semirretas com origem em 0.

Teorema 2.2.8. Qualquer cone poliédrico convexo com vértice na origem pode ser gerado
como o conjunto de todas as combinagoes lineares nao — negativas de um numero finito
de pontos dados.

Demonstracao.

Far-se-4 uma demonstracao apenas no caso que K seja uma piramide.

Supondo K ser uma piramide, seleciona-se um ponto em cada uma de suas arestas.
Com isso, obtém-se um sistema de pontos Aj,..., A,. Afirma-se que o conjunto dos vetores
{Ay,..., A} gera K.

Examinando um plano qualquer que corta todas as arestas da piramide K, obtém-
se os pontos Af, ..., A. E evidente que

All = klAly ,A; = krAr; k17 '-'7kr 2 0.

Suponha, agora, que A é qualquer ponto da piramide diferente do vértice O.
A semirreta OA intercepta o plano em um certo ponto A’. E evidente que A’ é uma
combinagao convexa do sistema A} = k1 Ay, ..., A e, portanto

A =p A+ 4 p ALY pi=1
i=1

27



Substituindo, na utima relagao, as igualdades da primeira relacao da demonstracao,

tem-se que:

A" =kipi Ay + .+ kpr A,
levando em consideracao que A’ = kA, tem-se que:

A=s51A14+ ...+ s,A,; s; = ]f ci=1,..,r
Portanto, qualquer ponto A da piramide K pertence ao conjunto gerado por {Ay, ..., A, }.

Nos casos em que K equivale a um dos itens do Exemplo 11, pode ser feito de
[ |

modo analogo.

Definicao 17. Um Simplex S € R” é a envoltéria convexa de n + 1 pontos dados, tais
que nao ha hiperplanos em R" que inclui todos estes n + 1 pontos.

Exemplo 12.
a) Um Simplex no R? é um triangulo;

b) Um Simplex no R? é um tetraedro.
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Capitulo 3

Desigualdades e Sistemas de
Inequacoes Lineares

Nos problemas de programacao linear sao de interesse solucoes de sistemas de desi-
gualdades Lineares que satisfacam as restricoes z; > 0,...,x, > 0, isto é, solugoes nao-
negativas, as quais, neste capitulo, ver-se-4 como reduzi-las em um sistema equivalente
de equagoes algébricas, uma das tarefas mais importantes da programacao linear.

3.1 Desigualdades

Nesta segao, estudar-se-a as relagoes R = {<, >, <, >} mensionadas nos capitulos
anteriores.

Primeiramente, veja as propriedades das desigualdades no espacgo unidimensional
R, o qual correspondente a reta real.

Sejam a, b, c,z,y € R; entao tem-se que:

yazb=a+c=b+q
W) r>y,a=2b=>x+a>=y+b
> 0= Aa > \b;

< 0= da < \b;

Agora, analisando o espaco bidimensional R?, o qual corresponde ao plano, possui a
seguinte equacao linear:

ar +by =c; a,b,c e R,

a qual o conjunto de pontos que a satisfaz equivale a uma reta, cujo vetor normal é
(a,b), como conhecido na geometria analitica.
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1 (a,h)

axthy=c

Figura 3.1:

Tomando-se b = 0, obtém-se uma equacao da forma

x =k,
=k
Figura 3.2:

a qual determina uma reta paralela ao eixo das ordenadas, como na Figura 3.2.
Agora, tomando a = 0, obtém-se uma equacao da forma

y=FK,

a qual determina uma reta paralela ao eixo das abscissas, como na Figura 3.3.
Analisando as desigualdades da equacao linear, nao é dificil observar que:
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y="K

Figura 3.3:

(1) com ax + by > c e ax + by < ¢ tem-se os pontos acima e abaixo, respectivamente, da
reta ax + by = c¢. Veja a Figura 3.4;

(17) com = < k e x > k tem-se os pontos a esquerda e a direita, respectivamente, da reta
xr = k. Veja a Figura 3.5;

(131) com y < k' e y > k' tem-se os pontos abaixo e acima, respectivamente, da reta
y = k'. Veja a Figura 3.6.

y>K
W] antby>e
. <k @ > [f
az +by <c y <k
Figura 3.5: .
Figura 3.4: Figura 3.6:

Todas as desigualdades acima equivalem ao semi-espaco do R2, neste caso cha-
mado de semi-plano, em relacao ao hiperplano ax + by = c.
Analisando o espacco tridimensional R?, que corresponde ao espaco, tem-se a
seguinte equacao linear:
ar +by+cz=d; a,b,c,d € R,

a qual o conjunto de pontos que a satisfaz equivale a um plano, cujo vetor normal é
(a,b, c), como conhecido da geometria analitica e como ilustrado na Figura 3.7.
Analisando as desigualdades da equacao linear, tem-se que

ar +by+cz>d e ar+by+cz<d,

que determinam os semi-espacos correspondentes em relacao a ax + by + cz = d.
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=y-H+l

-ia

-6

Figura 3.7:

Analogamente, no espaco n-dimensional R" a equacao linear é

ary + ...+ apx, = B; aq,...,a,, B €R,

onde o conjunto de pontos que a satisfaz equivale ao hiperplano do espaco n-dimensional,
cujo vetor normal é (aq, ..., a,) e as desigualdades

ax1+...+ax, >B e a1+ ... +ax, < B

equivalem aos semi-espacos em relacao ao hiperplano mensionado.
3.2 Sistemas de Desigualdades Lineares

Suponha que em um espaco bidimensional ha n desigualdades da forma

P 1
airy + aprs < bi, 1= 1, ey N

Cada uma das desigualdades determina um dos dois semi-planos com limite na
reta a1 + apry = b; com vetor normal (a;1, ;).

Como no Capitulo 2, chama-se solugao do sistema qualquer par ordenado (xy, z5)
que satisfaz todas as desigualdades do sistema.

Exemplo 13.

a) A desigualdade

21‘1 +3IB2 < 6

determina um semi-plano, a qual satisfaz qualquer ponto que esteja na parte hachu-
rada como na Figura 3.8.

1Qualquer desigualdade da forma a;121 + @22 > b;, multiplicando seus termos por —1, equivalem a
esta equacao.
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b) O sistema

23]1+3$2<6
—Z1 + 29 < 2

determina uma parte do plano como na Figura 3.9.

c) O sistema

2.’L‘1+31’2<6
—l‘1+$2<2
—$1—3.'172<3

determina um conjunto de pontos na forma de um triangulo como na Figura 3.10.

d) O sistema

2.%’1+3£L’2<6

—r1+ 22 <2

—:L‘1—3:E2<3
<3

determina um conjunto de pontos na forma de um quadrildtero como na Figura
3.11.

2z)+ 3z =6 *°

201+ 39 =06 °

Figura 3.8: Figura 3.9: Figura 3.10:

Figura 3.11:

Quando existe um ponto que pertence a todos os semi-planos determinados pelo
sistema, diz-se que ele é uma solugao compativel. O conjunto de todos esses pontos pode
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ser um semi-plano, um poligono limitado ou ilimitado, uma reta ou um segmento de reta,
ou um ponto, formando-se um conjunto convexo.

Quando nao ha pontos que satisfagam todas as desigualdades, diz-que o sistema
é incompativel.

Em um espaco tridimensional, um sistema de n desigualdades se pode escrever
da forma

a1 + ATy + a;3r3 < by 1 =1,...,n.

Como dito, cada desigualdade determina um semi-espaco com plano limite

a1 + Ai2x2o + ;33 = bl

O conjunto de desigualdades sendo compativel, existe um conjunto convexo que
satisfaz ao sistema de desigualdades, podendo ser representado da forma de um semi-
espaco, um poliedro, um plano, um poligono, uma reta ou um ponto.

Analogamente, suponha que em um espago n-dimensional se tenha o sistema de
desigualdades

;171 + Qi9T9 + ... + ATy, < bl, 1= 1, N,

o qual cada uma das desigualdades define um semi-espago com o hiperplano limite

a;1 1 + a;0x9 + ... + Qi T, = bz

Sendo o sistema compativel, chama-se o conjunto de pontos que o satisfaz poliedro
das solucoes.

3.3 O valor maximo e minimo da forma linear no
poliedro

O estudo desta secao é o ponto-chave da programacao linear: o objetivo de ma-
Ximizar ou minimizar certo problema da programacao linear.

Primeiramente, considere um sistema compativel com equacoes lineares de duas
variaveis e suponha que, além disso, tem-se a funcao linear, posteriormente chamada de
funcao objetiva, de duas variaveis

f(xth) = C1Z1 + C2Za.

Tem-se como objetivo encontrar o conjunto de pontos (z1,x2) do poligono das
solucoes que leva a funcao linear ao valor maximo ou minimo. Examinando o conjunto de
pontos (z1,z3) do plano em cada um dos quais a fungao f toma um valor fixo f = f;. O
conjunto de tais pontos é a reta c1x1 + corg = f1. Esta reta é normal ao vetor (¢, ¢2) que
sai da origem das coordenadas. Tragando-se uma reta F' normal ao vetor (¢, ¢2), como na
Figura 3.12, e a deslocando paralelamente a si na diregdo do vetor (cq,ce). Suponha que
em seu deslocamente, a reta I’ intersecta o poligono pela primeira vez no ponto A. Nesta
posicao I’ a reta F' se faz suporte. Ao continuar o deslocamento na mesma direcdo, a
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reta F' passara pelo ponto D, fazendo-se também reta suporte. Sabendo-se que no sentido
do vetor (c1,¢2) se tem a diregado do maximo incremento da fungao linear f, entao todos
os valores que toma a fungao f no poligono das solucoes, ter-se-a valor minimo na reta
suporte I e valor maximo na reta suporte F”.

"

Figura 3.12:

Logo, os valores maximo e minimo da funcao f no conjunto solugao alcancar-se-a
nos pontos de intersecao deste poligono com as retas suportes normais ao vetor (cy, cs),
podendo-se gerar um ponto, no caso o vértice do poligono, ou um conjunto enumeravel
de pontos, no caso o lado do poligono.

Na Figura 3.13 tem-se o caso da fungao f alcancar seu valor minimo nos pontos
do segmento C'D, ao mesmo tempo que seu valor maximo sao nos pontos do poligono que
estao infinitamente distantes.

Figura 3.13:

Analogamente, uma funcao linear de trés variaveis

f=cmx + cazy + c3x3
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toma um valor constante no plano normal ao vetor (cp,ca,c3). O sentido do vetor
(c1,¢9,c3) é a diregdo do maximo incremento da fun¢ao f. Os valores maximo e minimo
desta funcao no poliedro das solugoes também dar-se-ao nos pontos de intersecao deste
poliedro com os planos-suportes normais ao vetor (¢i, ¢, c3), onde a funcao atinge em
um dos planos-suportes o valor minimo e em outro o valor maximo. A intersecao de um
poliedro com um plano-suporte pode ser um ponto, isto é, o vértice do poliedro, ou um
conjunto enumeravel de pontos, isto é, uma aresta ou uma face do poliedro.

A generalizacao do conteito das funcoes lineares é a fungao

f=cx 4+ s+ ... + cry,

de n variaveis reais x1, xo, ..., T, chamada forma real, onde ¢, co, ..., ¢, € R. Fixando
valores da forma linear fi, fo, ..., f;, definem-se no espago n-dimensional os hiperplanos
fi = ary + cxy + ...+ cuxy,
fo = car1 + cry + ...+ cuxy,
fo = caxi + cxs + ... + cup,

que sdo normais ao vetor (cy, Ca, ..., Cp).

Denotando por fiin € fimer cOmo os valores maximo e minimo, respectivamente,
da fungao f no poliedro de solugoes. Lembrando que o vetor (cy,co,...,c,) determina
a direcao do incremento maximo da funcao f, entdo quando as funcoes [’ < foun €
f" > fimaz, 08 hiperplanos correspondentes nao tém interse¢ao com o poliedro de solugoes.
Por outro lado, cada hiperplano f” para o qual f,.;n < f” < fiae tem pontos em comum
com o poliedro de solugoes.

O conjunto de pontos no quais f alcanca o valor minimo é a intersecao do poliedro
de solugoes com o hiperplano-suporte fy,;, normal ao vetor (cy, o, ..., ¢,); analogamente,
o conjunto de pontos no quais f alcanca o valor maximo é a intersecao do poliedro de
solugbes com o hiperplano-suporte f,., normal ao vetor (ci,cs,...,c,). Tal intersegdo
pode ser um vértice, uma aresta ou uma face do poliedro.

Logo o valor 6timo da forma linear f no poliedro de solucoes se atinge nos pontos
sempre se encontra, mesmo que seja um vértice. Por isso, para calcular a solucao 6tima
¢ suficiente econtrar o vértice do poliedro no qual a forma linear f atinge o valor maximo
ou minimo, resultado que serd demonstrado no capitulo 5 sobre Método Simplex.

3.4 Reducao de Desigualdades Lineares a Igualdades
Lineares

Sao validas neste tema os mesmos teoremas e defini¢oes estudados no APENDICE
para sistemas de equagoes lineares.
Seja um sistema de m desigualdades lineares com n variaveis:
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a1y + aprs + ...+ ar, < b
a21T1 -+ A29T9 + ... 4+ Aon Ly g

Am121 + Am2X2 + ...+ Amndn < bmu

que determina em um espaco n-dimensional um poliedro de solucoes.
O sistema dado ainda possui a seguinte representacao algébrica:

n
Yoar; Kby i=1,2,...,m
j=1

ou

ar < b.

Considerando, entao, a inequagao linear dada por

Z a;r; < by,
j=1
de acordo com as propriedades das desigualdades em R, pode-se afirmar que:

n n n
E QAij T = b, & E Qi T <b e E Qi T > b;.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Para se resolver o sistema de inequagoes lineares, sera necessario transforma-lo
num sistema de equagoes lineares equivalente. Para explanar como isso pode ser feito,
note que valem as seguintes equivaléncias:

n n
Z Qi T < bl <~ Z ;505 + Tpyi = bi7$n+i >0
Jj=1 Jj=1

n n
Z Qi T > b e Z QjjTj — Tpyq = biaanri > 0.
j=1 j=1
A variavel x,; é conhecida como variavel de folga da inequacao 1.
Note que, mesmo inserindo as variaveis de folga, continua-se com o mesmo con-
junto solucao do sistema. Afinal, considerando 7, i, ..., ], solugdo do sistema de

desigualdades lineares

a11ry + Q122 + ... + Q1pTn < bl
a21T1 + Q92Ts + ... + QopTn < b2
Am1T1 + AmaT2 + ...+ QpaTy < bm
Com iSSO, pode—se escrever

/ / / < b
a1 -+ 1279 + ...+ AinT, X 1
CL21.§L’/1 -+ (1,2256/2 + ...+ agn.%;l < bQ

! 4 / 4 <)
Am1T] Am2Ty e oA, S Om

37



Denotando

/ —
Py o= b — (anx1 4+ apzs + ..+ aTy)
/ —
Ho = b2 — (ClQll‘l + A929T9 + ... + (Iznxn)
/ - b .
,LLm - m (amlxl + Am2T2 + ...+ amnxn)7
entdo, em primeiro lugar, pf > 0, py, > 0, ..., p, = 0; em segundo lugar, como se
deduz do sistema acima, o sistema de nimeros z, =, ..., 2., 1), ph, ..., p. & a solucao
) 1 29 ) no 1> 29 ) m s
do sistema de equacoes lineares.

Reciprocamente, qualquer solucao ), z, ..., =/, p, ph, ..., ), do sistema de
equagoes formado, que satisfaga a condicao uy = 0, uy > 0, ..., g, = 0, lhe corres-
ponde uma solucao determinada do sistema de desigualdades. De fato, como o sistema
de ntimeros ), @, ..., x, @, ph, ..., p, € solugdo do sistema, pode-se afirmar que:

/ —
wy + anrr + oapry + ..+ aT, = b
/ —
My + anxy 4+ axpry + ..+ AT, = b
/
W, + @paT1 + QmeTa . QpnTn = by
De acordo com a suposigao de que py = 0, uhy >0, ..., i, = 0, entao as desigualdades
sao cumpridas:
/ / / < b
a1 + 12T + ... + A1nt, XX 1
0,211'/1 + CLQQZL‘IQ + ... + (IgnI;l < bg
/ / /
1T+ AmaTy + o+ Ay, < by,

ou seja, o sistema de numeros é solucao do sistema de desigualdades.
Deste modo, foi estabelecido a existéncia de uma relaccao reciproca entre o con-
junto de todas as solugbes z/, x5, ..., ,, do sistema e o conjunto das solugoes x|, x5, ..., x,
Wy py, ..., it do novo sistema, nos quais se encontram os mesmos valores. Observando
que py =0, puhy =0, ..., fy, = 0, 0 problema da resolugdo de um sistema de desigualdades

lineares se reduz a resolucao de um sistema correspondente de equacoes lineares.

Exemplo 14.

a) Para o cdlculo das solugoes ndo-negativas do sistema

2$1 +3$2 < 6
—T1 + T2 < 2
—T —3132 < 3,

primeiramente se introduz as variaveis de folga x5 > 0, x4 > 0 e 5 > 0, obtém se o

sistema:
21E1 + 31‘2 +xs3 =6
—T1 + T2 +x4 =2
—T1 — 3272 +rs = 3.
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A qualquer solucao nao-negativa deste sistema de equacoes lhe corresponde

uma solucao nao-negativa do sistema inicial.
b) Para o calculo das solugoes do sistema

Ty 4+ 205+ 23 + 24 <8
31+ 29 —x3—24 212 5 120,253 20,24 =2 0,20 € R.
41‘1+3I2+3$3+ZL’4< 10

Introduzindo as variaveis de folga x5 > 0, x4 > 0 e 7 > 0, obtém-se o sistema

T1+2r+ 23+ 74 +T5 =
—Tg =12

3$1+J]2—$3—ZE4
4r1 + 329 + 313 + T4 +x; =10,

sendo
1 20,563 >O,$4>O,l’5 20,&3620,%720 e I € R.

Para resolver o problema da varidvel x5, basta saber que qualger ntimero pode
ser obtido pela diferenca de dois nimeros nao-negativos, isto é, zo sem restricao

pode ser escrito como

/ 1 / 2
Ty = Ty — Ty; Ty = 0,29 2 0.

Portanto, obtém-se o novo sistema:

T+ 205 — 225 + a3+ 1y s =
—Tg =12

3xy +ah — vy — x5 — x4
dxy + 32y — 325 4+ 3x3 + 24 +z; =10,

sendo
.Z'l20,33/220,17,2/20,1'320,%’420,1’520,%620 € -T7>O

A qualquer solucao nao-negativa deste sistema de equacoes lhe corresponde

uma solucao nao-negativa do sistema inicial.
Sempre que nao houver restricao de sinal para qualquer variavel x;, basta utilizar
as variaveis de folga acg >0e a:;-’ > 0 e fazer x; = x; - x;-’.
Quando se anula o nimero de incégnitas excedentes em relagao ao nimero de

equagoes, a solucao encontrada é chamada compativel basica.
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Capitulo 4

Programacao Linear

Os problemas de Programacao Linear se referem a distribuicao eficiente de recur-
sos limitados entre atividades competitivas, com a finalidade de atender a um determinado
objetivo, por exemplo, maximizacao de lucros ou minimizagao de custos. Em se tratando
de Programacao Linear, esse objetivo sera expresso por uma funcao linear, a qual se da o
nome de funcao objetiva; os recursos equivalem as restricoes do problema, também cha-
mado, em economia, de restricao orcamentaria; as atividades equivalem as incégnitas do
problema; e o consumo equivale a proporcao desta atividade em cada restrigao.

E claro que é necessario dizer quais as atividades que consomem cada recurso, e
em que proporcao ¢ feita esse consumo. Essas informacoes serao fornecidas por equagoes
ou inequagoes lineares, uma para cada recurso. Ao conjunto dessas equacoes ou inequacoes
lineares se da o nome de restri¢oes do modelo.

Geralmente existem inimeras maneiras de distribuir os escassos recursos entre as
atividades, bastando para isso que essas distribuicoes sejam coerentes com as equagoes
de consumo de cada recurso, ou seja, que elas satisfacam as restricoes do problema.
Entretanto, deseja-se achar aquela distribuicao que satisfaca as condi¢oes do problema e
que alcance o objetivo desejado, isto é, que maximize o lucro ou minimize o custo, A essa
solucao se da o nome de solugao 6tima.

Uma vez obtido o modelo linear, constituido pela funcao objetiva e pelas res-
tricoes, a Programacao Linear se preocupa em achar a solucao o6tima. Nesse capitulo
ver-se-a como isso pode ser obtido, graficamente, quando o modelo apresentar duas ativi-
dades. Se o nimero de atividades for maior que dois, como acontece na maioria dos casos
reais, so sera possivel determinar a solugao 6tima com as técnicas que serao desenvolvidas
no Capitulo 5.

4.1 Modelos de Programacao Linear

Veja abaixo dois dos modelos mais conhecidos de Programacao Linear:

(1) Problema da Andlise de Atividades.

Esse problema consiste em encontrar zy, xs, ..., ¥, que maximize a funcao
linear, isto €, a funcao objetiva:
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f(z1, @, ..., xy) = 11 + 22 + ... + Cpp,

sabendo-se que w1, 79, ..., x, devem satisfazer o seguinte sistema de inequacoes
lineares, isto ¢, as restrigoes:

a;1ry + apexes + ... 4+ a1, é bl
2121 + a29T9 + ... + A2n, Ty < b2
Am1T1 + aQma®2 + ..+ Apaln < bm

e que

T > 0,1’2 2 0,...,&7” 2 0.

Pode-se representar esse modelo de forma mais compacta, isto é:

n
max f(x1,%g,...,T,) = Y, ¢;T; sujeito as restricoes
i=1

n
Z Q5§ < bl, 1= 1,2, .., m
J=1

€

r; =20, j=12..,n

Este modelo pode ser associado a uma empresa que tem m recursos disponiveis

para a realizacao de n atividades. Suponha-se que as atividades representem a
fabricagao de produtos.

Tem-se, entao, para j = 1,2, ... nei=1,2, ..., m:

=

(1) b; é a quantidade de recurso 4 disponivel para as n atividades (b; > 0);

(73) z; é o nivel de produgao da ativadade j; os z;’s sdo as incégnitas do problema;
(i) ¢j é o lucro unitdrio do produto j;
(

iv) a;; ¢ a quantidade de recurso ¢ consumida na produgdo de uma unidade do
produto 3.

Verifica-se entao que a funcao objetiva a ser maximizada representa o lucro
total da empresa nessas n atividades, as m restrigoes b; informam que o total gasto
do recurso 7 nas n atividades tem de ser menor ou no maximo igual a quantidade
b; disponivel daquele recurso e as restri¢oes x; > 0 eliminaram a possibilidade de
niveis negativos para as diversas atividades.

A notacao matricial desse modelo é:
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aix; Qa2 A1n
G21  A22 Q2n,

A= . X =
Am1 Am2 *°° Amn

entao o modelo toma o seguinte aspecto:

max

X1 bl
T b
.2 ) B = .2 ) C = |: C1 C2
Tn b,
CX sujeito a
AX < B
e
X >0.

Exemplo 15. Uma determinada empresa esta interessada em maximizar o lucro
mensal proveniente de quatro de seus produtos designados por I, II, III e IV. Para
fabricar esses quatro produtos, ele utiliza dois tipos de maquinas, M1 e M2, e dois

tipos de mao-de-obra, MO1 e MO2, as quais tém as seguintes disponibilidades:

Maquinas

Tempo Disponivel
(maquina-hora/meés)

M1
M2

30
20

Mao-de-obra

Tempo Disponivel
(homem-hora/meés)

MO1
MO2

120
160

O setor técnico da empresa fornece os seguintes quadros de produtividades:

a) Nimero de maquinas-hora para produzir uma unidade de cada produto:

Maquinas Produtos
I |11 | IIT | IV
M1 5141 8 9
M2 216 — | 8

b) Nimero de homem-hora para produzir uma maquina de cada produto:

Mao-de-obra Produtos
I|ITI|III | IV
MO1 214 2 8
MO2 73| — 7

O setor comercial da empresa fornece as seguintes informagoes:
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Produtos | Potencial de Vendas | Lucro Unitario

(unidades/meés) (R$/unidade)

T 70 10,00
1T 60 8,00
111 40 9,00
v 20 7,00

Deseja-se saber a producao mensal dos produtos I, II, IIT e IV para que
o lucro mensal da empresa, proveniente desses quatro produtos, seja maximo.
Formulando um modelo de programacao linear que expresse o objetivo e as
restricoes da empresa, tem-se que:

max  f(z1, %9, T3, x4) = 1021 + 829 + 923 + Txy sujeito a

T < 70

i) < 60

T3 < 40

Ty < 20
51’1 -+ 4[)32+ 81’3 +9ZL‘4 < 80
21‘1 -+ 6I2 +8IE4 < 20
21’1 + 4.2132—|- 2$3 +8LE4 < 120
Tr1 + 324 +T7x4 < 160

para z; 2 0; j=1,2,3,4,

onde z;, para j = 1,2, 3,4, equivalem as producoes mensais dos produtos I, II,
III e IV, respectivamente.

(1) Problema da Dieta.

O problema consiste em achar z1, x», ..., £, que minimize a funcao objetiva

f(z1, 29, ..., xy) = 11 + 2o + ... + Cpp,

sabendo-se que x1, xa, ..., T, devem satisfazer as restricoes
a11T1 + Q12%s + ... +  Q1pTp 2 bl
211 + Q22Ts + ... + Ao, Tp 2 bQ
Ap1T1 + ATz + o+ A, = by,
e que

120,20 20,...,2, =2 0.

Pode-se representar esse modelo de forma mais compacta, isto é:
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Este modelo pode ser associado a uma pessoa que deseja minimizar o custo da
sua dieta didria. As atividades apresentam os consumos dos alimentos que poderao
entrar na dieta e os recursos sao as vitaminas que nao podem deixar de ser supridas
pela dieta.

Tem-se, entao, paraj =1,2, ... nes =12 ..., m:
(1) b; é a quantidade minima de vitamina i que deve ser obtida nos n alimentos
(bi = 0);
(17) z; é a quantidade de alimento j na dieta; os z;’s sdo as incdgnitas do problema;
(447) ¢; é o custo unitario do alimento j;

(iv) a;; é a quantidade da vitamina ¢ fornecida por uma unidade do alimento j.

Verifica-se entao que a funcao objetiva a ser minimizada representa o custo total
da dieta a ser realizada com os n alimentos, as m restrigoes indicam que o total de
vitamina ¢ obtida nos n alimentos tem de ser maior ou igual que a quantidade
minima b; daquela vitamina.

A notacao matricial desse modelo é:

aiy Qa2 - Qip X1 by
Q21 Q22 -+ QAap X2 by

A= , X = , B= ,C:[cl Ca cn],
Am1 Am2 **° Amn T, bm

entao o modelo toma o seguinte aspecto:

min CX sujeito as restricoes

AX > B
e
X >0.

Exemplo 16. Uma determinada pessoa ¢é forcada pelo seu médico a fazer uma
dieta alimentar que forneca, diariamente, pelo menos as seguintes quantidades de
vitaminas A, B, C e D:
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Vitaminas | Quantidade minima
Diaria (mg)

80

70

100

60

Daowm=

A dieta devera incluir leite, arroz, feijao e carne, que contém os seguintes mili-
gramas de vitaminas em cada uma de suas unidades de medida:

Vitaminas Alimentos
Leite (L) | Arroz (Kg) | Feijao (Kg) | Carne (Kg)
A 10 5 9 10
B 8 7 6 6
C 15 3 4 7
D 20 2 3 9

Os custos unitarios desses alimentos sao os seguintes:

Alimento | Custo unitario
(R$)
Leite 2,00/L
Arroz 1,60/Kg
Feijao 3,00/Kg
Carne 10,00/Kg

Deseja-se saber o consumo diario de cada um desses alimentos de tal maneira
que a dieta satisfaca as prescrigoes médicas e seja a de menor custo possivel.

Sejam z;, com j = 1,2,3,4, as quantidades de leite, arroz, feijao e carne,
medidas nas unidades acima, que deverao entrar, diariamente, na citada dieta. O
modelo entao sera:

min 2z + 1,6z + 3z3 + 1024 sujeito a

10x1 + 529 4+ 923 + 1024 = 80
8331 + 7332 + 6$3 + 61’4 = 70
15%1 + 3&32 + 4.133 + 75(]4 2 100
201’1 + 2:L’2 + 3ZE3 + 9.1‘4 2 60

para x; >20; j=1,2,34.
(7i1) Problema do transporte.

O modelo dos transportes tem por objetivo minimizar o custo total do trans-
porte necessario para abastecer n centros consumidores, chamados destinos, a partir
de m centros fornecedores, chamados origens. Pode ser assim esquematizado:
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a1 by
a2 by
Cll'j bj
am bn

Parai=1,2,....mej=1,2,...,n, tem-se:

z

() ¢;; € o custo unitdrio de transporte da origem ¢ para o destino j;

(71) a; é a quantidade disponivel na origem i;

(#7) b; é a quantidade requerida no destino j;

(iv) x;; é a quantidade a ser transportada da origem 7 para o destino j, as quais
sao as incognitas do problema.

O problema consiste em encontrar os valores de x;; que minimize o custo total
de transporte:

m n
f: E E CijTij,

i=1 j=1

sabendo-se que os x;; devem satisfazer as seguintes restricoes de oferta e demanda:
n
E Tij = Qq, i:1,2,...,m;
j=1

m
Z.Tz‘j:bj, Z:1,2,,n,
i=1

x> 0.

As m restricoes de oferta, uma para cada origem, indicam que a quantidade
que sai da origem 7 tem de ser igual a quantidade a; disponivel, assim como as n
restricoes de demanda, uma para cada destino, indicam que a quantidade que chega
a cada destino j tem de ser igual a quantidade b; requerida por aquele destino.
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Os exemplos deste modelo serao feitos no proximo capitulo por apresentar uma
particularidade especial, além disso, todos esses modelos apresentados serao resol-
vidos no préximo capitulo com a utilizacao do Método Simplex.

4.2 Solucao Grafica

Para o desenvolvimento desta secao e do capitulo 5 é necessario enunciar e de-
monstrar os teoremas nos quais o método grafico e o Método Simplex se baseiam para se

entender, perfeitamente, seus funcionamentos. Tais teoremas foram provados por Dantzig
em 1951.

Teorema 4.2.1. O conjunto de todas as solucoes compativeis do modelo de programag¢ao
linear € um conjunto convexo.

Demonstracao.
Considere um modelo de programacao linear com a seguinte notagao matricial:

max CX sujeito a

AX <B
e
X >20.

Seja S o conjunto formado por AX < Bex > 0. Tem-se de provar que o conjunto
S é convexo. Para isso, basta demonstrar que

Xi€5 : X=aXj+(1l-a)Xye 8
X, e s que equivale a 0<ac<l
Sejam X; e X, duas solugoes compativeis quaisquer, entao:
AX; <B
<
X, >0 }ozAXl < abB,
AX, < B

X, > 0 }(1—a)AX2 < (1—aw)B.

Counsidere-se o vetor

X=aXi+(1-a)X,
0<a<l.

Tem-se de provar que

X=20
AX < B.

Como X7: 20, Xo>20e0< a<1,entao X > 0, além disso tem-se que:
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AX

AlaX; + (1 — a)] X,
= aAX;+ (1 —-a)AX,
aB+(1—a)B

B.

NN

De modo analogo, pode-se demonstrar nos casos em que

AX =B ou AX > B.
|

Teorema 4.2.2. Toda solugcao compativel basica do sistema AX = B € um ponto extremo
do conjunto das solucoes compativeis, isto €, do conjunto convexo S.

Demonstracao.
Considere o conjunto convexo formado por

AX =B
x> 0.
De maneira explicita tem-se
a1; - A A1m+1 0 Qin T by
Q21 - Q2m A2m41 " Q2p X2 by
Am1  Amm Omm+1 ° Amn Tp bm

Considere-se a solugao compativel basica formada pelo vetor X, de dimensao n,
abaixo:

X

com todosos x; >0, i=m+1,....n.

O I

0

Suponha-se que X nao seja um ponto extremo do conjunto S. Entao X pode
ser obtido como uma combinagao convexa de outros dois pontos distintos do conjunto S.
Sendo Y e Z esses dois pontos, pode-se ter

X=aY+(1-a)Z
0<a<l.

Como Y e Z pertencem ao conjunto C', as seguintes relacoes sao validas:

AY = B AZ = B
vy>0 ¢ ZzZ>o.
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Se X for um ponto extremo de .S, entao nao existem Y e Z, distintos de X que
satisfagam a combinagao convexa.

A combinacao convexa colocada em termos das coordenadas de cada um dos trés
vetores, fornece as seguintes relagoes:

(1, = ay; + (1 — o)z
Ty = ays + (1 — )z
Ty = aym + (1 — @)z,

0 = OYm41 + (1 - a)zm+1

L 0 = ayn + (1 — a)z,.

Devido as relacoes 0 < a < 1,Y > 0e Z > 0, as ultimas n —m relagoes s6 podem
ser satisfeitas nos seguintes casos:
(1) 0<a<leYnii=2myi =0parai=12,..n—m.

Neste caso, ter-se-ia X =Y = Z pois as trés solugoes apresentam uma coin-
cidéncia nas variaveis nao-basicas do sistema, consequentemente, os valores das
variaveis basicas serao os mesmos para essas trés solugoes.

(i) a =0¢€ zpy; =0, parai =1,2,...,n —m.

Neste caso ter-se-ia X = Z pelas mesmas razoes anterioires.
(1i1) o =1 e Ypyy =0, parai =1,2,...,n — m.

Neste caso ter-se-ia X =Y pelas mesmas razoes anteriores.

Portanto, nao existem solugoes compativeis Y e Z, distintas da solu¢ao compativel

basica X, que satisfacam a combinacao convexa, logo o ponto X é um ponto extremo do
conjunto convexo.

Teorema 4.2.3.

(1) Se a fungao objetiva possui wm mdximo ou minimo finito, entao pelo menos uma
solucdo otima € um ponto extremo do conjunto convexo S;

(1i) Se a fungao objetiva assume o maximo ou minimo em mais de um ponto extremo,
entao ela toma o mesmo valor para qualquer combinacao convexa desses pontos

extremos.

Demonstracao.

(1) Seja S o conjunto convexo definido por



e seja f(x) a funcdo objetiva que toma o valor méximo M no ponto g, entdo pode-se
afirmar que

f(zo) > f(x), paratodo z € S.

Sejam Z1, T2, ..., T, 0s pontos extremos do conjunto S. Tem-se de provar que
xo € um desses pontos extremos.

Suponha-se que xg nao seja um ponto extremo de S. Entao ele pode ser obtido
pela combinacao convexa abaixo:

p
Ty = E T4,
i=1
sendo
a =20, 2=1,....p
p
E o; = 1.
i=1

Usando-se essas relagoes, tem-se que:

flao) = J (Z w)
i=1
= floaZ1 + aeZs + ... + a,pTy)

ay f(T1) + o f(T2) + ... + ap f(Ty)
= M.

Considere-se agora que o ponto extremo z,; definido pela relagao abaixo

f(zayr) = max f(z;); i =1,...,p.

Portanto, pode-se afirmar que:

f(wo) < o f(Z1) + aof(T2) + ... + ap f(Tp)
< f(Tm) Z%’
< f(Tu).

Como, pela hipétese da demonstragao, f(xg) > f(x) para todo x € S, entao é
necessario ter
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f(xo) = M = f(Zum),
e fica provado que a solucao 6tima zy é um ponto extremo do conjunto S.

(1) Sejam Ty, To, ..., T, 0s pontos extremos do conjunto convexo S, nos quais se assume
que

sendo

tem-se que:

flz) = f(Z%’%‘)

=1
= flaiZy + ey + ... + agTy)
— Oélf(fi'l) —+ Ofo(fg) + ...+ O‘qf(jQ)

= Mial
=1

= M.

Teorema 4.2.4. Se existe uma solugao compativel, entao existe também uma solu¢ao

compativel bdsica.

A necessidade do Teorema 4.24 é devida ao fato de um modelo de programacao
linear poder nao apresentar nenhuma solugao compativel.

Exemplo 17.
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a) Considere o seguinte modelo de Programagao Linear:

max f =2z, + o sujeito a
T1+ a9 21
3%1 + 4132 = 12
1 — X2 < 2
—2ZL‘1 + Z9 < 2

x1 20,29 2 0.
Como este modelo sé possui duas variaveis, ele pode ser resolvido graficamente.

Marcando-se as restricoes do problema tem-se a seguinte representacao segundo a
Figura 4.1:

Figura 4.1:

Qualquer ponto do poligono ABCDEF satisfaz todas as restricoes do modelo e
se diz que ele é o conjunto das solugoes compativeis do modelo. Para encontrar a
solugao 6tima, marca-se a reta 2x; + o = 0 e depois se desenha suas paralelas nos
vértices do poligono ABCDEF. O maior valor encontrado corresponde ao maximo
de f, que neste caso foi 46/7.

b) Considere o conjunto de restrigoes:

X1 < 2
T g 1
2x1 +bxy =10

ry 20,20 2 0.

Como este modelo s6 possui duas variaveis, ele pode ser resolvido graficamente.
Marcando-se as restricoes do problema tem-se a seguinte representacao segundo a
Figura 4.2:
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Figura 4.2:

Note que a intersecao dos semi-planos é vazia, isto ¢, nao existe a intersecao
das restrigoes simultaneamente. Quando isso ocorre, diz-se que nao h& solugoes
possiveis.

c) Considere o politopo dado pelas restri¢oes:

—2z1 + 29 < 2
1’1—3$2<3

r1 20,20 2 0.
Como este modelo s6 possui duas variaveis, ele pode ser resolvido graficamente.

Marcando-se as restricoes do problema tem-se a seguinte representacao segundo a
Figura 4.3:

Figura 4.3:

Toda funcao objetiva entre as duas retas traz uma solucao dita solucao 6tima
ilimitada.

d) Considere o problema de programacao linear:

max [ =z + 2o sujeito a

T+ a0 21
r1+ o < 2
T1—To <2

r1 20,20 2 0.
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Como este modelo sé possui duas variaveis, ele pode ser resolvido graficamente.
Marcando-se as restricoes do problema tem-se a seguinte representacao segundo a
Figura 4.4:

Figura 4.4:

Note que B e C sao ambos pontos extremos e, além disso, solucoes 6timas. Na
verdade, todos os pontos do segmento BC sao pontos 6timos. Diz-se que se tem
uma dupla degeneracao.

e) Considere o politopo definido pelas restrigdes:

41‘1 -+ QIQ < 9
2£E1 + 3.252 < 6
61 + dxy < 15

r1 20,20 2 0.
Como este modelo s6 possui duas variaveis, ele pode ser resolvido graficamente.

Marcando-se as restricoes do problema tem-se a seguinte representacao segundo a
Figura 4.5:

Figura 4.5:

Note que as trés retas se intersectam no ponto A e independe da fungao objetiva.
Neste caso, diz-se que se tem uma degeneracao primaria.
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4.3 Limitacoes da Programacao Linear

Uma vez estudados os modelos de Programacao Linear, convém fazer uma ressalva
sobre as suas hipoteses e limitagoes.

(1) Coeficientes Constantes.

Nos modelos de Programagcao Linear os coeficientes a;;, b; e ¢; sao considerados
como constantes conhecidas.

A andlise de sensibilidade do modelo permite fornecer a melhor aproximacao
desses coeficientes, para os quais a solugao étima continua a mesma.

(77) Divisibilidade.

As solugoes 6timas dos modelos de Programacao Linear estudados nesta dis-
sertacao poderao apresentar valores fracionarios para qualquer uma de suas variaveis.
Assim, por exemplo, se uma variavel representar o niumero de cadeiras a serem pro-
duzidas por uma empresa, ela poderia tomar um valor fracionario na solucao 6tima,

o que nao é nada desejavel. O arredondamento de valores fracionarios para valores
inteiros mais proximos pode conduzir a erros bastantes grosseiros.

Quando as variaveis do modelo de Programagcao Linear s6 puderem tomar va-
lores inteiros, devem-se impor essas condicoes no préoprio modelo. Passa-se entao a
lidar com um modelo de Programacao Inteira, que nao podera ser resolvido com as
técnicas desenvolvidas nesta dissertacao.

(7ii) Proporcionalidade.

Nos modelos de Programacao Linear se assumem, por exemplo, que o lucro de
cada atividade é proporcional ao nivel de produgao z;, sendo o lucro unitario ¢; o
coeficiente de proporcionalidade. Essa hipétese diz que o lucro unitério ¢; independe
do nivel de produgao z; e nao considera a chamada economia de escala, nao sendo
valida na maioria dos problemas reais. Para atenua-la, pode-se considerar intervalos
de producao nos quais essa proporcionalidade é, aproximadamente, verificada.

Para o caso dos coeficientes a;; também se assume que eles sao independentes
do nivel de producao z;, qualquer que seja o recurso b;.

(iv) Aditividade.

A condicao de aditividade, existente em todos os modelos de Programacao
Linear, consiste em considerar as atividades do modelo como entidades totalmente
independentes, nao permitindo que haja interdependéncia entre as mesmas.

Assim, por exemplo, o lucro total de uma empresa sera sempre igual a soma
dos lucros parciais de cada atividade. Para mostrar que isso nem sempre é verdade,
considere uma empresa que deseja produzir dois produtos, bastante similares, como
por exemplo, manteiga e magarina. Se tal empresa produzir apenas manteiga, o seu
lucro sera c;z1, sendo ¢; o lucro unitario da manteiga e x; o seu nivel de producao.
Se a mesma empresa produzir apenas margarina, o seu lucro sera coxs, sendo cp 0
lucro unitario da margarina e x5 o seu nivel de produgao. Caso a empresa resolva
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produzir tanto manteiga como margarina e colocar no mercado os dois produtos, o
modelo de Programacao Linear garante que o lucro total desses dois produtos sera
igual a c1x1 + coxs. O que nao foi levado em consideracao é que os valores de ¢;
e ¢ nao deverao ser iguais aos anteriores, pois é possivel que o preco de venda da
margarina interfira no preco de venda da manteiga, desde que tais produtos sejam
competitivos.

Raciocinio andlogo pode ser feito para o caso dos coeficientes a;; do modelo de
Programacao Linear.

Apesar de todas essas limitagoes, a Programacao Linear ainda é a ferramenta
mais utilizada na resolucao de problemas reais que envolvam formulacao de modelos ma-
tematicos. Isso se deve nao somente a sua simplicidade, como também ao fato de o modelo
sempre poder ser resolvido com as técnicas que serao vistas no Capitulo 5. Convém res-
saltar que os problemas reais, na maioria das vezes, terao de ser solucionados mediante o
uso de computadores, pois o nimero de equagoes e variaveis, normalmente, impossibilita
os calculos manuais.
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Capitulo 5

Método Simplex

Neste capitulo, desenvolver-se-4 uma das principais técnicas utilizadas para achar,
algebricamente, a solucao 6tima de um problema de programacao linear. O processo que
serd utilizado para realizar tal tarefa é chamado Método Simplex.

Desde que exista uma solugao 6tima para um modelo de Programagao Linear, o
Método Simplex sempre conseguira obteé-la.

Utilizar-se-a4, no desenvolvimento deste capitulo, um modelo de duas variaveis
de facil resolucao para se comparar, passo a passo, o método algébrico com o grafico,
estudado na secao anterior.

5.1 Relacao entre o método grafico e o algébrico

Nesta se¢ao, percebe-se a forte relacao que hé entre os métodos de solucao geométrico
e algébrico. Primeiramente, considere o seguinte modelo de programacao linear:
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max f =5x; + 2xy sujeito a

T < 3
i) < 4
T +2I2 < 9

x1 20,29 2 0.

Como este modelo possui somente duas variaveis, ele pode ser resolvido grafica-
mente. Marcando-se as restrigoes do problema tem-se a representagao segundo a Figura
5.1.

Portanto, o valor maximo de f é 21, que corresponde ao vértice C.

Resolvendo algebricamente, acrescenta-se as variaveis de folga x3, x4 e x5, transformando-
se o sistema de inequacoes no sistema de equacoes lineares, com todas as variaveis nao-
negativas:

T +3 =3
T2 +x4 =
T, +29 +r5 =9
L1,T2,T3,T4,Ts 2 0.

Espera-se que o conjunto das solugoes compativeis dos dois sistemas sejam idénticos
ao trapeézio ABCDE. Para se comprovar tal fato, precisa-se representar graficamente o
novo sistema. Primeiramente, transformando-se as restrigoes para:

Tt :3—$3
) :4—ZE4
I +2ZE2 :9—ZE5

X1,T2,T3,T4,Ts } 0.

Pode-se verificar que as restricoes sao idénticas, afinal, note, por exemplo, que as
restricoes 1 < 3 e 7 > 0 sao equivalentes as restricoes r; = 3 — x3 e x1, 23 = 0, pois
representam a mesma familia de retas perpendiculares ao eixo x;, € 0 mesmo pode se
concluir para as demais restri¢coes, concluindo-se que realmente ambas as desigualdades
representam o mesmo conjunto de solugoes compativeis equivalente ao trapézio ABCDE.

Sendo ambos os sistemas equivalentes, para se obter os vértices A, B, C, D e E a
partir do sistema de equagoes lineares, basta proceder da seguinte maneira:

Vértice A = (0,0):

Fazendo x1 = 0 e x5 = 0, tem-se que:

5133:3, 5134:4 (S 175:9.

Vértice B = (3,0):

Fazendo xy = 3 e x5 = 0, tem-se que:
.1}3:0, 1’4:4 (S 175:6.
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Vértice C = (3,3):

Fazendo x1 = 3 e x5 = 3, tem-se que:

rz3=0, z4=1 e x5=0.

Vértice D = (1,4):

Fazendo x1 =1 e x5 = 4, tem-se que:

r3=2, 24=0 e x5=0.

Vértice E = (0,4):

Fazendo x1 = 0 e x5 = 4, tem-se que:

r3=3, x4=0 e x5=1.

Pode-se, entao, associar esses vértices aos seguintes vetores:

0 3 3 1 0
0 0 3 4 4
A=|3|,B=|0|,C=|0|,D=|2 e E=1|3
4 4 1 0 0
9 6 0 0 1

Note que cada vértice do trapézio, isto é, cada ponto extremo do conjunto das
solucoes compativeis do sistema de inequagoes é uma solugcao compativel basica do sistema
de equacgoes, como foi provado no Capitulo 4.

5.2 O Método Simplex

Primeiramente, ter-se-a4 um estudo mais sisteméatico do Método Simplex, definindo-
se os principais conceitos e demonstrando teoremas importantes para seu desenvolvimento.

Defini¢ao 18. Um conjunto B = {1,...,n} de n elementos é chamado uma base para a
programacao linear se, e somente se, a submatriz Ag de A tem posto n. Neste caso, diz-se
que Ap é uma matriz basica para a programacao linear.

Exemplo 18. Seja a matriz

de ordem 2 X 4 e posto maximo igual a 2.
Se B = {1,3}, esta-se elegendo as colunas 1 e 3, respectivamente, e, com isso,

tem-se que:
1 -1

que é uma matriz basica, afinal o posto de Ag é igual a 2.
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Definicao 19. Um vetor x € R™ é um vetor bésico, se existe uma matriz basica Ap tal
que rg = Aglb e os outros componentes de x sao iguais a zero. Se um vetor bésico é nao
negativo, entao ele é chamado de vetor basico compativel.

Exemplo 19. Tomando o Exemplo 18, considerando-se o vetor

- [1]

tem-se que, para {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,4} e {3,4} s@o bases e, portanto, as correspon-
dentes matrizes sao basicas.

Apoés fazer os cédlculos, pode-se observar que todas as matrizes sao compativeis,
exceto para B = {2,4}.

Teorema 5.2.1. Um vetor T é um vetor bdsico compativel se, e somente se, existe um
vetor d € R™ nao-nulo tal que & é a unica solugao de

min d’ .
zeF
Demonstracao.
(1) Condigao suficiente:
Seja T a solucao tnica de
min d? .
zeF

Definindo-se I = {i € {1,...,n} : ; > 0}, tem-se que:

Caso 1: Se I = &, entao T =0 e b = 0. Como o posto de A é igual a m, tem-se
que existe uma base B, para a qual se tem que:

= oA-1p g1
Com isso, tem-se que T é um vetor compativel.

Caso 2: Se [ # &, suponha que os vetores {4;};cr sdo linearmente dependentes,
entao existe y € R™ nao-nulo tal que:

—TSYS T
Com isso, tem-se que:
rx+y=0.
Além disso:
Az £y) = Az = b,
portanto:
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'z <c(T+y).

T T

Somando-se as duas ttimas desigualdades, tem-se que ¢'z < ¢’ Z, que é um
absurdo.

Logo, os vetores {A;};c; sao linearmente independentes. Mas como o posto de
A é igual a m, entdo I é uma base se I tem m elementos, caso contrario se
completa [ até que se obtenha uma base compativel B. Portanto:

> ;A =) xA =),

ic€B icl

pois Z; = 0,Vi ¢ I. Isto implica que T é um vetor basico compativel.

(17) Condigao necessaria:

Seja T um vetor bésico compativel cuja base é B. Definindo-se [ = {i € {1,...,n}:
z; >0tede R " talqued;, =0set €l ed, =1sei ¢ I. Portanto, d tem
componentes inteiras nao-negativas e 2 =0. Comod > 0ex > 0,Vx € F, entao
d"z > 0,Vz € F. Isto implica que Z é uma solucao de

min d’ z,
zeF

onde F' é um poliedro.

Tomando-se qualquer y € F tal que d'y = 0, por definicao de d, tem-se que 7; =
0,Vi ¢ I, em particular, y; = 0,Vi ¢ B. Portanto:

ic€B i€B
Como {A;};cp sdo linearmente independentes e » (Z; — y;)A; = 0, implicam que
i€B
z; = y;, Vi € B. Portanto, ¥ = y, o qual prova que = é a tnica solucao de:

mind’ z.
zel

Teorema 5.2.2. T € um vetor bdsico factivel se, e somente se, T € um vetor extremo do
poliedro F'.

Demonstracao.
Seja T um vetor basico compativel; entao existe um vetor d € R™ nao-nulo que z é
solugao unica de:

mind’ z.
zel

Tomando-se o = d’'z, tem-se que o hiperplano
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H={zecR":d"z =a}

intersecta F' em um tnico ponto e F' C HT. Portanto, tem-se que Z é um ponto
extremo de F.

Agora, seja T um vetor extremo de F; entdo F'\ {Z} é um conjunto convexo, portanto
existe um hiperplano H que separa T de F, isto ¢, existe d € R™\ {0} tal que Z é o tnico

minimizador de min d’z, logo # é um vetor bésico compativel. [ |
zel

A consequéncia do Teorema 5.2.2 e da definicao de base é que F' tem um nimero
finito de vetores extremos, dada as formas que se podem construir as bases a partir das
escolhas de m numeros dentre n possiveis, tornando-se um problema combinatorio.

Teorema 5.2.3.

(1) Se F #+ @, entao existe pelo menos um vetor bdsico compativel;

(17) Se o problema de programacao linear tem solugdo, entdo existe um vetor compativel
que € solucao deste problema.

Demonstracao.

Prova de (i):

Sejax € F edefinal ={i € N:x; >0}, onde N ={1,...,n}. Considere o seguinte
processo iterativo com o objetivo de construir uma base compativel a partir de I,
sabendo-se que {A4;};cr s@o vetores linearmente dependentes:

1. Elija y € R" nao-nulo tal que:

D yiAi=0cy; =0,Yj¢l.
iel
Note que tal y existe pois os vetores {A;}ic; s@o vetores linearmente depen-

dentes.
2. Calcule:

ﬁ—min{ﬁ:yj>0}.
Yr Y;

Isto é possivel, pois se pode considerar, sem perda de generalidade, que ha
componente positiva, caso contrario, considere —y em vez de y.

3. Defina z € R" tal que:

Note que z; > 0.
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4. Faca:
J={ieN:z >0}
Note que J C I\ {r}.

5. Atualize x = z, I = J e retorne ao passo 1.

Observe que este processo termina com vetores {A; };cr linearmente independentes.
Portanto, se necessario, completa-se I até que se obtenha uma base B, pois:

§£:$W4i23253$p4i:&A3$3 Zia

iel i€B
logo x5 = Aglb > 0, portanto x é um vetor basico compativel.
Prova de (ii):
Seja ¥ uma solugao de um problema de programagao linear; sabe-se que:

min ¢’z = min 'z,
el zeE

onde E é o conjunto de vetores extremos do poliedro F'. Portanto, T € E e, entao,

T=>Y Nz'onde Y A\, =1, \; >0ez" € F, que implica:
i=1 i=1

k k
0 < Nela' — Nl 7 < Z (') + Z c'\z)=cz—-cz=0.
i=1 i=1
Logo c¢'2' = ¢z o qual implica que ¢ é uma solucao do problema de programacao
linear para cada i =1, ..., k.

Pelo Teorema 5.2.2, tem-se que os vetores o' sao vetores bésicos admissiveis.

O Teorema 5.2.3 diz que basta se preocupar com os vetores extremos e seus
valores funcionais para resolver um problema de programagao linear na forma “standard”
e calcular aquele cuja fungao objetiva assume o valor minimo ou méaximo.

Com isso, o algoritmo do Método Simplex é dado por:

Dados de entrada: Sejam m,n € N, c € R", b € R™ e A € R™*" uma matriz de posto
m.

Passo 1: Encontrar uma base B tal que Ap seja uma matriz basica compativel. Se nao
existe, entao pare pois o problema nao possui solucao; caso contrario, calcule:

Al b= AG'b e cp.
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Passo 2: Calcule

Se ¢ > 0, entdo pare, pois T é tal que T = b e Tz = 0 é solucdo; caso contrario,
escolha j € {k € {1,....,n} : ¢ < 0}.

Passo 3: Calcule

Se Y; < 0, entao pare, pois o problema de programacao linear nao tem solugao; caso
contrério, calcule r € {1,...,m} tal que

b, . [ b
— =minq— :y; >0p.
Yrj Yij

Passo 4: Atualize

B ={B\{B(r)}}U{j},

e calcular

Al b= AG'b e cp.

Note que, dada uma base B C {1,...,n}, B pode ser considerado como um vetor
de R™, onde as componentes de B sao os indices da base B.

Exemplo 20. Se

entao a matriz basica esta formada pelas colunas 4, 2 e 5 respectivamente.

Com isso, provamos que o Simplex é um algoritmo que vai de vetor extremo a
vetor extremo até que se encontra aquele que minimiza ou maximiza a funcao objetiva
quando hé solucao.

Os resultados dos lemas a seguir garantirao que cada passo do Método Simplex
estd bem definido.

Lema 5.2.4. Seja um vetor bdsico compativel correspondente a base B; se T —cLAZ A >
0, entao x € solucao do problema de programacao linear.

64



Demonstragcao. Pode-se verificar facilmente que:

! —cEAFAZ 06 ch— chAZ AR > 0.

Seja x € F qualquer. Logo, tem-se que:

b = AJ?ZABZEB—FARZL'R
rp = Aélb—ABIARxR.

Por outro lado, tem-se que:

cr = ch3+c£x3

T 41 T p—1 T
_ T -1 T _ T g-1
= Az b+ (cp — cgAg AR)xp

chip=c'z,Vr e L.

WV

Lema 5.2.5. Seja B uma base tal que Ag € uma matriz bdsica compativel; se existe
j€A{l,..,n}\ B tal que:

(i) ¢; — cBAZ'A; <0,
.. -1
(i) Ag'A; <0,
entdo o problema de programacado linear nao tem solucao.

Demonstragao. Para cada A > 0, define-se z(\) € R™ como:

Logo, z(\) = 0, VA > 0. Por outro lado:

AZL’()\) = AB.CI?B()\) + AR.CER()\)
= AB(AEII) — )\AEIAJ) ‘I— Aj.l’j
b— AA; + \A,
b,

portanto z(\) € F, VA > 0, logo:
c'z(\) = chrp(\) + Aprr())

= cp(Ap'b— MG 4)) + ¢z
= chARb+ Nej — ch AR A;) — —oo.
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Lema 5.2.6. Seja B uma base tal que Ap € uma matriz bdsica compativel; se existe
j€{l,...,n}\ B tal que:

(i) ¢; — cBAZ'A; <0,
Y15

(i1) Y; = AZ'A; = : £ 0,
ymj

entao para r = {1,...,m} tal que:

Br . bz
— =minq— :Y; >0¢,
Yrj Yij

e o conjunto B'={B\ {B(r)}} U{j} € uma base tal que:
a) Ap € uma matriz bdsica compativel,

b) L A5b < cBAL.

Demonstracao. Tem-se que:

Ap = [AB’(1)7"';AB’(T)7"'7AB/(m)]
= [Ap(ys s Ay oo A
= AB—l-[O,...,O,Aj—AB(T),O,...,O]
= Ap —f-Aj[O, .,0,1,0,...,0] — AB(T)[O, .,0,1,0,...,0]
= AB+(Aj—AB(T))[O,...,O,LO,...,0].

Logo:
1410,...,0,1,0,...,00/A5" (4; — Ap()
= 1+10,..,0,1,0,...,00A5' A; — [0,...,0, 1,0, ..., 0] A5" A5

= 1+ym—].
yrj>0.

Isto implica que Ap: é uma matriz de posto m. Portanto, tem-se que:

ABI((AJ — Ap»)[0,...,0,1,0, ...,O]Aglb

Al = Ag'b—
’ B 140,50, 1,0, ., AL ((A; — Apg)
b,
= Az'b—(Y;—10,...,0,1,0, ...,O]T)y_ >0
TJ
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o qual implica que Ap/ é uma base compativel. Por outro lado:

Cg, = Cg + (Cj - CB(T))[O, ...,0, 170, ...,0],

e isto implica, depois de alguns calculos, que:

b (A~ ¢,
yr]

ChAGD = chAZb+

< chAG'D.

Como consequéncia dos Lemas 5.2.4, 5.2.5 e 5.2.6, mostrou-se que o algoritmo do
Método Simplex esta bem definido, podendo-se enunciar o proximo teorema.

Teorema 5.2.7. O algoritmo Simplex esta bem definido e termina em um nimero finito
de iteracoes.

Depois de definir os componentes principais do método Simplex, pode-se afirmar
que a solucao 6tima do modelo estudado na secao anterior é uma solucao compativel
basica do sistema de equagoes obtido, isto é, um ponto extremo do trapézio ABCDE.

O Método Simplex, para ser iniciado, necessita do conhecimento de uma solugao
compativel basica do sistema, chamada de solucao inicial, isto é, um dos pontos A, B, C,
D ou E do trapézio. Suponha que esta solugao seja, por exemplo, o ponto A.

O Método Simplex verifica se a presente solucao é étima. Se for, o processo é
encerrado; se nao for, é porque um dos pontos extremos adjacentes ao ponto A fornece a
funcao objetiva um valor maior que o atual. No caso, tanto B como E sao melhores que
A.

O Método Simplex faz entao a mudanga do ponto A para o ponto extremo adja-
cente que mais aumente o valor da funcao objetiva, no caso, o ponto B.

Agora, tudo que foi feito no ponto A sera feito ao ponto B. O processo finaliza
quando, estando num ponto extremo, todos os pontos a ele adjacentes, fornecerem valores
menores para a funcao objetiva. Eo que acontece com o ponto extremo C. E nessa hora
a importancia do fato do conjunto das solugoes compativeis ser convexo, como foi visto
anteriormente.

Para a mudanca de um ponto extremo para outro a ele adjacente, note que um
ponto extremo adjacente ¢ uma solucao compativel basica incluindo todas as varidveis
bésicas anteriores, com excecao de apenas uma delas. Encontrar, portanto, a préxima
solugao compativel basica, exige a escolha de uma variavel basica para deixar a base
atual, tornando-se nao-basica, e a escolha de uma variavel nao-basica para entrar na base
em sua substituicao.

Resumindo, o método simplex compreendera os seguintes passos:

(1) Encontrar uma solugao compativel bésica inicial;

(17) Verificar se a solucao atual é étima. Se for, pare, caso contrario, siga para o passo

(1d);
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(771) Determinar a varidvel nao-béasica que deve entrar na base;
(17v) Determinar a varidvel basica que deve sair da base;

(v) Encontrar a nova solugdo compativel basica e voltar ao passo (i).

Exemplo 21. Sera resolvido, algebricamente, o modelo de programacao linear:

max f = 5x; 4+ 2x9 sujeito a

T < 3
T2 < 4
T +25L’2 < 9

r1 20,20 2 0.

Com a introducao das variaveis de folga x3, x4 e x5, obtém-se o sistema:

x1 +x3 =3
) +Zy4 =4
Ty 4279 +rs =9

X1,T2,T3,T4,Ts > 0.

Note que o sistema apresenta uma solucao compativel basica 6bvia, com os se-
guintes valores para as variaveis:

Variaveis nao-basicas: z; = x5 = 0.
Variaveis basicas: 3 =3, 14, =4 e x5 =9.

Quando todas as restri¢oes forem do tipo < e os b; nao-negativos, sempre ter-se-&
uma base 6bvia formada pelas variaveis de folga.

Diz-se que o sistema esta na forma canonica, pois apresenta as seguintes carac-
teristicas:

(1) Todas as varidveis sdo nao-negativas;
(7i) Todos os b; s@o nao-negativos;
(7i1) Possui uma base ébvia.

Quando um sistema possui apenas as caracteristicas (i) e (i7), diz-se que ele esté
na forma “standard”. Como foi visto no capitulo 3, sempre é possivel transformar um
modelo de Programacao Linear num sistema de equagoes na forma “standard”.

A solucao compativel bésica ¢bvia corresponde ao ponto extremo A = (0,0) do
trapézio ABCDE. Note que a presente solucao nao é étima, afinal o valor da funcao
objetiva f é zero, pois ;1 = zo = 0 e qualquer uma dessas variaveis nao-bésicas que
entrar na base, tomara algum valor positivo, aumentando o valor de f. Concluindo que
ainda nao foi alcangada a solugao 6tima.

Para saber qual varidvel nao-bésica devera entrar na base, basta tomar aquela que
tiver o maior coeficiente na funcao objetiva, estando a funcao expressa apenas em termos
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das variaveis nao-béasicas, visando crescer o valor de f o mais rapido possivel. Neste caso,
toma-se x1 que possui coeficiente igual a 5.

Para se determinar a variavel que sai da base se deve, primeiramente, colocar
todas as variaveis basicas em funcao das nao-bésicas:

1'3:3—1'1
s =4 — x
rs =9 — 271,

onde x; < 3 pela primeira equacao e 1 < 9 pela terceira equacao.

Note como z; influencia o valor das demais varidveis. A variavel x, continuara
fora da base com o valor nulo. Além disso, conclui-se que quando x; entra na base, as
variaveis x3 e x5 diminuirao de valor enquanto x4 fica inalterada. Deseja-se aumentar o
maximo possivel 1 de tal modo que nenhuma variavel do sistema fique negativa. Tem-se,
entao, de retirar da base aquela que se anula mais rapidamente quando se aumenta o valor
de x1, neste caso, 3.

Portanto, a nova base sera formada por zi, x4 e x5. E necessério tranformar o
sistema em uma nova forma canonica tal que a nova base seja formada por essas variaveis.
Logo, tem-se que:

1 +2x3 =3 10100 3 R
T +x4 =4 < 010104 N,
T1 +22 x5 =9 1200109 5 e
10 1 00 3 T +x3 =3
01 0 10 4 ~ X9 +x4 =4
02 -1 016 21’2 —XI3 +x5 = 6
A solucao compativel béasica 6bvia é:

Variaveis nao-basicas: o = 23 = 0.

Variaveis basicas: v1 =3, x4y =4 e x5 = 6.

Esta solucao corresponde ao vértice b = (3,0), adjacente ao ponto A. Note que
x5 diminuiu de valor ao se passar do ponto A para o ponto B.

Testando-se a presente solucao étima é necesario modificar a fungao f em termos
das variaveis nao-basicas xs e x3, pois nao se pode avaliar a influéncia da varidavel nao-
bésica x3 no comportamento de f, assim, x3 nao teria chance de entrar na base pelo
Método Simplex e, além disso, nao se pode afirmar que f aumentara de valor com a
entrada de x5 na base pois x; podera diminuir de valor assim como 5. Logo, tem-se que:

f = 51’1 + 25(]2
= 5(3 - IL’3) + 2£L'2
= 15+ 21’2 — 5.CE3.
Pode-se afirmar, portanto, que a presente solugao nao é 6tima, pois, se xs entrar
na base, aumentara o valor de f.

69



Repetindo-se o processo anterior, colocando-se as variaveis basicas em funcao das
nao basicas, tem-se que:

T = 3 —XI3
Ty = 4 —X2
Iy = 6 —2.1'2 +333,

onde 75 < 4 pela segunda equagao e xo < 3 pela terceira equagao.
Como a variavel x5 é a que se anula mais rapidamente, ela deve sair da base.
Deve-se transformar o sistema para uma nova forma canonica tal que a nova base
seja formada pelas variaveis xq, o e 4. Logo, tem-se que:

1 +3 =3 10 1 00 3 .
9 14 =4 & 01 0 104 . 7,
2Ty —3 a5 =6 02 -101°F6 572

10 1 00 3 . 10 1 0 0 3
01 0 10 4 00 i 1-11|e
01 Lo tlg] el b g CLg 13
T1 +x3 =3
1/2x3 +x4 —1/225 =1
) —]_/2.Z'3 +1/2[E5 =3.

Esta solucao possui a seguinte solucao compativel ébvia:
Variaveis nao-basicas: z; =z} = 0.
Variaveis basicas: 2] =3, 25 =3 ez} = L.

A qual corresponde ao vértice C, adjacente a B, do conjunto solucgao.
Colocando-se f em funcao das variaveis nao-basicas, tem-se que:

f = 15+2£L‘2—5[L’3
= 21—4,’]73—565.

Baseando-se na situacao acima, pode-se afirmar que se esta diante da solugao otima,
pois se x3 ou x5 entrarem na base, diminuirao o valor de f. Com isso, obtém:

f* = 21 —4ay —a}
= 21

)

a qual também poderia ser obtida com:

[ = 5z + 225
= 21.

Para diferenciar a solucao 6tima das demais, convenciona-se representa-la por f*,
Ty, Ty, ete.

Com os novos conceitos apresentados no exemplo, pode-se reescrever os cinco
passos do Método Simplex, para o caso de maximizacao, da seguinte maneira:
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(1) Encontrar uma forma canonica inicial para o sistema de equagoes, isto é, achar uma
solucao compativel basica;

(77) Colocar a fungao objetiva somente em termos das varidveis nao-basicas; se todos os
coeficientes dessas varidaveis forem menores ou iguais a zero a presente solugao é
6tima, caso contrario, siga para o passo (i4i);

(7i1) Colocar na base a variavel ndo-basica que tiver o maior coeficiente positivo na fungao
objetiva obtida em (7);

(7v) Tirar da base a varidvel basica que se anular mais rapidamente, quando a varidvel
que entrar for aumentada de valor;

(v) Encontrar uma outra forma candnica para o sistema de equagoes, levando em consi-
deragao os passos (iii) e (iv); voltar ao passo (it).

A utilizacao de tabelas para o do Método Simplex em modelos de Programagao
Linear visa simplificar os calculos do item anterior.

Exemplo 22.

a) Resolvendo o exemplo anterior com a utilizacao de tabelas, primeiramente, reescreve-se
o sistema da seguinte maneira:

f —=bxry —2x4 =0
T +x3 =3

i) +x4 =4

T —|—2£L’2 +x5 = 9.

Pode-se representar o sistema da maneira esquematica abaixo:

f Try X9 X3 X4 T b
Base||1|-5 -2 0 0 00| %Ly
T3 o1 0 1 0 0]3|L
Ty 0/]0 1 0 1 01]4]|L
T 0|1 2 0 0 1]9]C%L;

Note que, como 3 = x4 = x5 = 0, f ja estd em termos de x; e xo. Pode-se
afirmar que a presente solucao é compativel e que a varidvel a entrar na base é x;
(variavel com maior coeficiente em valor absoluto).

Para a determinacao da variavel que sai, pelo exemplo anterior, note que sé é
necessario se preocupar com a razao dos coeficientes do vetor b com os coeficientes
de x; que sao positivos, isto é:

linha (1): =
linha (3): 2,

N
=[O W

N

Portanto, devera sair da base a varidvel associada a linha (1), ou seja, z3 que é
a variavel que se anula mais rapidamente, obténdo-se o seguinte quadro:
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f 1 T T3 T4 Ty b
Base | 1| O 0 O
1 01 0 0
T4 010 10
T5 0] 0 0 1

Note que 1 = x4 = x5 = 0, afinal f deve ficar em termos somente de x5 e
xr3. Para completar o quadro, perceba que apenas as colunas x; sao distintas em
ambos os quadros. A linha (1) serd a linha pivd das transformagoes por ser a linha
associada a variavel que sai da base. Portanto, tem-se que:

Lo — EO + 5£1;
;Cl < £1,
,CQ < ,Cg,
L3 — L3 — Ly
obtendo-se, entao:
f Ty Ty X3 T4 Th b
Base | 1| 0 -2 5 0 0 |15
1 o1 o 1 0 013
T4 00 1 1 014
Ts 0ojo0o 2 -1 0 1|6

Da linha (0), tem-se que f = 15+ 2z5 — bz, coincidindo com a relagao obtida
anteriormente.

Pelo coeficiente —2 na linha (0), pode-se afirmar que a solugao nao é étima,
portanto a variavel que entra na base é x5 e, além disso:

linha (2): 2, < § =4;
linha (3): z, < % =3;

a varidvel x5, correspondente a linha (3), deve sair da base. Entao, fazendo-se:

£0—>£0+£3;

£1<—>£1;

£2—>£2—%£3;

Eg—)%ﬁg;

obtendo-se, entao:

f* 1 X9 T3 Ty Ty b
Base| 1 | 0 0 4 0 1 21
x] 0]1 0 1 0 0 3
@ oo o 12 1 -1/2]1
2 |olo 1 -1/2 0 1/2]3
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Portanto, a presente solugao é étima, pois nao existe algum coeficiente negativo
na linha (0) e a funcdo objetiva f = 21 — 42} — z} coincide com a relagao obtida
anteriormente.

b) Seja o seguinte modelo de programagao linear:

max f =Tz;+9xy sujeito a
il —X9 2 —2
31’1 +5l’2 < 15
5?[71 +4(L’2 < 20

x1 2 0,29 2 0.

Reescrevendo o problema como um sistema de equagoes lineares, tem-se que:

f —71‘1 —91’2 =0
—X1 +xo +x3 =2
3ZE1 +5ZE2 +I4 =15 -
Sr1 +4zo +xs 20
Resolvendo por tabelas, tem-se que:
flx xo x3 x4 25| b
Base||1|-7 -9 0 0 0|0 | Ly— Ly+9L,
T3 0] -1 1 1 0 0 2 £1 < Ll
Ty 0 3 5 0 1 0 15 LQ — £2 — 5[,1
Ts 0| 5 4 0 0 1 ]20 [,3 — ,Cg — 4L,

Como a base que deve sair possui a menor razao positiva entre os coeficientes de b e
de x5, a qual é a base negativa de maior valor absoluto, isto é, a variavel que entra
na base, entao xs deve sair da base.

f I Tog T3 X4 Ty b

Base |1|-16 0 9 0 0 |18
T2 o(-1 1 1 0 0] 2
T4 08 0 -5 1 015
Ts 0o/ 9 0 -4 0 1]12

;CO — E() -+ 2£2
£1 — ﬁl + %ﬁg
£2 — %EQ
£3 — £3 — %EQ

Como a base que deve sair possui a menor razao positiva entre os coeficientes de b e
de x1, a qual é a base negativa de maior valor absoluto, isto é, a variavel que entra
na base, entao x4 deve sair da base.

,CO — ,CO + 8/1353

f 1 T9 T3 Ty Ty b

Base [ 1| 0 0 -1 2 0 28
z, |0 0 1 3/8 1/8 0 |21/3
x |01 0 -5/8 1/8 0| 5/8
zs |00 0 13/8 -9/8 1 |51/8

,Cl < £1 — 3/13£3
[,2 — EQ + 5/13£3
Ly — 8/13L,
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Como a base que deve sair possui a menor razao positiva entre os coeficientes de b e
de x3, a qual é a base negativa de maior valor absoluto, isto ¢, a varidvel que entra
na base, entao x5 deve sair da base.

f*lry xo 3 Ty Ts b
Base | 1 | 0 0 0 17/13 8/13 |415/13
x3 0(0 1 0 5/13 -3/13| 15/13
x] o1 0 0 -4/13 5/13 | 40/13
x} o/0 0 1 -9/13 8/13 | 51/13

O valor 6timo se localiza extamente abaixo do coeficiente b, portanto o valor maximo
de f é 415/13.

5.3 Casos Especiais

H& algumas situacoes que podem ocorrer nos modelos de Programacao lLinear
que nao foram vistos na secao anterior. Sao situagoes que podem exigir uma consideragao
ou manipulacao diferenciada.

(1) Problema de Minimizagao:

Quando a funcao objetiva tiver de ser minimizada, podem-se fazer dois proce-
dimentos:

(7) Mudar o teste para saber se a solugao é étima e o critério de entrada de base;

(77) Transformar o problema de minimizagao num problema de maximizagao, sabendo-
se que encontrar o minimo de uma funcao é equivalente a encontrar o maximo
do simétrico desta, isto é:

max f < —min (—f).

(i) Empate na Entrada:
Quando houver empate na escolha da variavel que entra na base, deve-se tomar
a decisao arbitrariamente. A tnica implicagdo envolvida é que se pode tomar um
caminho mais longo ou mais curto para chegar a solucao 6tima.

(7i1) Empate na Saida - Degeneracao:

Como no caso anterior, a decisao também deve ser tomada de forma arbitraria.
Neste caso, sempre ocorrera de pelo menos duas variaveis se anularem ao mesmo
tempo, anulando-se assim a variavel que ficar na base. Quando isso ocorre, diz-se
que a solucao compativel basica é degenerada.

Também pode ocorrer o caso de se chegar a solugao étima com um menor
numero de iteragoes, ou seja, pode-se entrar em circuitos fechados interminaveis a
procura da solucao 6tima.
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(1v) Solugoes Multiplas:

Eventualmente, um modelo de Programagcao Linear pode apresentar mais de
uma solucao 6tima. Quando isso ocorre, o proprio Método Simplex é capaz de acu-
sar, anulando variaveis que pertencem a funcao objetiva. Note que, pelos teoremas
vistos no capitulo 4, pode-se afirmar que qualquer combinacao convexa de duas
dessas solugoes descobertas, também sera solugao 6tima para o modelo em questao.

5.4 Obtencao da solucao inicial

Sempre é possivel transformar um modelo de programacao linear num sistema
de equagoes na forma “standard”. Acontece que, para se iniciar o Método Simplex, é
necessario té-lo sob a forma canonica, ou seja, apresentando uma solucao compativel
bésica 6bvia.

O modelo desenvolvido até agora tem todas as suas restrigoes do tipo < e todos
os b;’s maiores ou iguais a zero. Assim, sempre se tem uma base inicial 6bvia formada
pelas variaveis de folga.

Ver-se-a4 neste secao como é possivel encontrar uma solucao compativel basica
inicial quando a mesma nao for dbvia.

5.4.1 Casos de Dificuldades

Suponha que todos os b;’s sejam maiores ou igual a zero. Se algum deles for
negativo, pode-se multiplicar toda a restricao correspondente por —1 para o transformar
em positivo.

Baseado nessa hipdtese, estar-se-a em dificuldades desde que o modelo apresente
uma restricao do tipo > ou do tipo =.

Para exemplificar, considere um modelo de programacao linear:

max f =5x; + 2xy sujeito a
T é 3
i) < 4
T +2$2 2 9
r1 2 0,22 2 0.
Pela solugao gréfica, conclui-se que a solugao étima é o ponto B = (3,4) do
triangulo ABC.
Colocando-se as variaveis de folga se obtém:

f —5$1 —2332 =0
T +x3 =3

i) +Zy4 =4

T +2[E2 —Ty = 9.

O sistema, apesar de estar na forma “standard”, nao esta na forma canonica. A
solucao basica formada por:
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Figura 5.2:

Variaveis nao-basicas: r; = x5 = 0,
Variaveis basicas: 3 =3, x4 =4 e x5 = -9,

nao é compativel, pois x5 < 0.
Para se obter uma forma canonica para o sistema, pode-se acrescentar uma
variavel artificial xg na 4* equacao. A variavel xg tomara o lugar de x5 na base inicial.
Assim, obtém-se:

f —bxy —2x9 =0
T +x3 =
i) +24 =

r1 219 —x5+x5 =9

T1y...yTg > 0,
e a solugao compativel basica é:
Variaveis nao-basicas: r; = 19 = x5 = 0.
Variaveis basicas: 3 =3, x4 =4 e x5 = 9.
Os sistemas sé serao equivalentes se a variavel artificial x4 for nula. Ao se conseguir

uma base que nao inclua xg, esta sera considerada satisfeita. Dois processos para alcancar
esse objetivo sao explicados a seguir.

5.4.2 Processo do “M Grande”

Para se forcar a varidvel artificial a nao pertencer a base 6tima, pode — se trans-
formar a funcao objetiva para:

n
f = E Cily — Mxka
=1
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onde, x; representa a variavel artificial e M um nimero tao grande quanto desejavel.
Assim, o valor méaximo de f s6 sera alcancado se x4 = 0, conforme desejado.
Voltando ao exemplo da subse¢ao anterior, obtém-se o seguinte sistema de equacoes
lineares:

f —bxry —2x9 +Mzg =0
T +x3 =3

T9 +x4 =
T1 239 —T5 +zg =9

L1y ...y Tg 2 0.

Resolvendo pelo método de tabelas, tem-se:

f r1 X9 X3 T4 T Tg b
Base||1|-5 -2 0 0 0 M|0|Ly— Ly+5L,
T3 oj1 o 1 0 0 013 L1+ Ly
Ty ojo 1 0 1 0 014 Lo Lo
T 0 1 2 0 0 -1 1 9 £3 — Eg — £1
flx x x3 x4 x5 26| b
Base||1| 0 -2 5 0 0 M|15| Loy— Lo+ L5
1 oj1r o 1 0 0 03 L1+ L
zg JOLO0 1 0 1 0 0] 4|L—Ly—3Ls
zs 00 2 -1 0 -1 1]6 Ly — L3
f Ty X2 T3 T4 Ty Tg b
Base||[1| 0 O 4 0 -1 MA41 |21 | Lo — Lo+ 2L,
T 0|1 O 1 0 0 0 3 L1+ Ly
Ty oo o0 1/2 1 1/2 -1/2 |1 Lo — 2L9
Ta o0 1 -1/2 0 -1/2 1/2 | 3 | L3— L3+ L
S*lx my w3 wy x5 x| b
Base|| 1 |0 0 5 2 0 M]|23
x] o1 0 1 0 0 0713
i oo o 1 2 1 -1]2
x5 00 1 0 1 0 014

5.4.3 Processo da Funcao Objetiva Artificial

Este processo consiste em, inicialmente, abandonar a funcao objetiva original,
colocando no sistema uma fungao objetiva artificial, formada pela variavel artificial co-
locada. Como a nova varidavel nao pode ser negativa, o seu valor minimo sera igual a
zero, assim, encontrando-se o minimo da nova funcao objetiva igual a zero, ter-se-a ex-
cluido da base a varidvel artificial, lembrando-se que minimizar uma funcao ¢ o mesmo
que maximizar o seu simétrico.

Se um modelo requer mais de uma variavel artificial para completar a base inicial,
a funcao objetiva artificial serd igual a soma dessas variaveis artificiais. Para o minimo
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daquela ser zero, todas essas deverao ser nulas. Se o minimo for diferente de zero, é porque

o sistema de equacoes original nao tem solugao compativel.
Retomando o exemplo anterior, tem-se:

Lembrando-se que o minimo de W é o mesmo que o maximo de —W, obtém-se a

seguinte tabela:

Eliminando da fungao objetiva a variavel basica x4 a partir da operacao Lg —

Ly — L3, tem-se:

X

€

min W = x4

o)
—|—2£L’2

sujeito a
+x3
+x4
—T5 + Tg
T1y...9Lg = 0.

W lx1 x9 x3 x4 x5 w6 | Db

Base 1 o 0 O O 0 110
T3 0 1 0 1 0 0 013
Ty 0 0O 1 0 1 0 04
T 0 1 2 0 0 -1 119

4 r1 X9 T3 T4 Xy Tg b

Base 1 (-1 -2 0 0 1 0/]-9
T3 0 10 1 0 0 0713
T4 0 o 1 0 1 0 0]4
i 0 12 0 0 -1 119

Resolvendo a maximizagao de —W pelo Método Simplex, tem-se:

W |lx1 xo x3 T4 x5 T6 | b
Base 1 -1-2 0 0 1 0 1|-9|Ly— Ly+2L,
T3 0 1 0 1 0 0 013 L1 Ly
Xy 0 o 1 0 1 0 014 Lo < Lo
Tg 0 1 2 0 0 -1 1 9 [:3 — £3 —2L9
W lx1 x9 x3 x4 x5 x6| b
Base 1 -1 0 0 2 1 0 |-1]|Ly—Ly+Ls
T3 0 1 0 1 0 0 0|3 |Li—=L—Ls
Tg 0 1 0 0 -2 -1 11 L3+ L3
—W*\|xy 9 3 T4 x5 x| b
Base 1 O 0 O O 0 110
T3 0 o o 1 2 1 -1]2
x3 0 0O 1 0 1 0 0|4
xy 0 1 0 0 -2 -1 1|1




Note que o valor minimo de W foi igual a 0. Desprezando-se a variavel artificial
xg, 0 quadro fornece a seguinte solucao compativel basica para o sistema:

Variaveis nao-basicas: r, = x5 = 0,
Variaveis basicas: z1 =1, 1o =4 e 23 = 2.

Esta solugdo compativel bdsica corresponde ao ponto extremo C' = (1,4) do
triangulo ABC. Os coeficientes nulos de x; e z5 na funcao objetiva indicam que exis-
tem mais duas solugoes compativeis bésicas para o sistema, correspondentes aos pontos
extremos A = (3,3) e B = (3,4).

Obtida a solucao compativel basica para o sistema, devem-se fazer as seguintes
alteragoes no quadro:

(1) Colocar a funcao objetiva original;

(74) Eliminar a fungao W e a variavel articial x.

Entao, tem-se:

flx xo x3 x4 5|0
Base | 1|-5 -2 0 0 00| Ly— Ly+5Ls3+2Ls
T3 oo o 1 2 112
T o,0 1 0 1 0|4
T of1 o0 0 -2 -1]|1
flx xo x3 x4 25| b
Base | 1| 0 0 0 -8 -5 |13 Ly— Ly+4L,
zs [[O]O0 0 1 2 172 L1 — 3L
o 010 1 0 1 0|4 |L—L—1iL
X1 0 1 0 0 -2 -1 1 ,Cg — £3 + ,Cl
flox xo x5 x4y x5 b
Base | 1| 0 0 4 0 -1 |21 | Ly— Lo+2L4
e |00 0 1/2 1 12| 1| L£—2L
To 00 1 -1/2 0 -1/2| 3 | Lo— Lo+ L4
1 0/ 1 0 1 0 0 3 L3> L3
fflax xo x3 x4 x5| b
Base|| 1|0 0 5 2 023
2 J0]0 0 1 2 1]2
xs o(0 1 0 1 014
xy o(1 O 1 0 013
Exemplo 23.

79



a) Seja o sistema de equagoes lineares abaixo:

3.%'1 +2LZ'2 — 5512'3 =6
4ZL’1 —|—7ZI}2 +4.Z‘3 =9

T1, 29,3 = 0.

Para encontrar todas as solugoes compativeis basicas do sistema pelo processo
da fungao artificial, considere as variaveis artificiais x4 e x5; com isso, tem-se:

min W = x4+ x5 sujeito a

3x1 + 229 — Drs 44 =6
41 + Txy + 43 +x5 =9

T1,T9,x3,T4,Tx 2 0.
Transformando a funcao W para maximizacao, ter-se-a:
max — W = —x4 — x5.

Com isso, tem-se:

—W | xy x9 x3 T4 x5]|0b
Base 1 0 0 0 1 110 Eo%ﬁo—ﬁl—ﬁg
Ty 0 3 2 5 1 016
T 0 4 7 4 0 119
W lxy x9 x3 T4 5| b
Base 79 1 0 0[-15] Lo— Lo+ 2L,

1
Ty 0 3 2 -5 1 0 6 £1 — ﬁl — %ﬁg
0 |4 7 4 0 1|9 Ly — L5

Ts
W 1 To T3 Ty X5 b
Base | 1 |[-13/7 0 43/7 0 9/7 |-24/7 Lo — Lo+ Ly
Ty 0 13/7 0 -43/7 1 -2/7 | 24/7 Ly — T/13L4
—W* |l x1 x9 T3 Ty Ts b
Base 1 0 O 0 1 1 0
x] 0 1 0 -43/13 24/13
xd 0 0 1 32/13 3/13

Note que o minimo de W é zero, indicando que se obteve uma solucao com-
pativel bésica para o sistema.

80



b) Considere o seguinte modelo de Programagcao Linear:

min f =3z + 222 sujeito a

331—1-552}5
2$1+£E227

x1, w9 2 0.

Colocando as variavei de folga, obtém-se:

min f = 3z, + 225 sujeito a

1+ Xy —T3 =5
21’1 + T2 —Ty4 = 7

L1,22,T3, T4 2 0.

Para encontrar uma solugao inicial, pode-se colocar as variaveis artificiais x5 e
xg, acompanhadas da funcao objetiva W, obtendo-se:

774 —T5 —Tg = 0
f —3x1 — 2z, =
xr1+x9 —I3 +s5 =

2.1'1 + X2 —Ty +Tg = 7

T1, %o, X3, Ty, L5, Tg = 0.

Transformando as funcoes f e W para maximizagao, chegar-se-4 ao quadro

abaixo:
W | —f|lx1 20 x3 x4 x5 x| Db
Base 1 0 O 0 0 O 1 110
0 1 3 2 0 0 0 010
T 0 0 1 1 -1 0 1 0|5
Tg 0 0 2 1 0 -1 1 0,7
Eliminando-se x5 e x4 da funcao W, tem-se:
-W —f ry X9 X3 T4 Ty Tg b
Base 1 0 0 0 0 0 1 1 0 ;Co — ED — £2 — £3
0 1 3 2 0 0 0 010
Ts 0 0 r 1 -1 0 1 05
Tg 0 0 2 1 0 -1 1 07
-W —f Tr1 T9 T3 T4 T5 Tg b
Base| 1 [0 [-3 2 1 1 0 0[-12]Ly—Lo+3Ls
0 [ 1]3 2 0 0 0 0] 0 |[£L—L—3Ls
5 0 [0 [1 1 -1 0 1 0[5 |[£Ly—Ly—3Ls
6 0O /0|2 1 0 -1 1 0]7 Ly — 1Ly
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W —f T ) T3 Ty Ty T b
Base| 1 | 0 |0 -1/2 1 -1/2 0 3/2 ]| -3/2 | Lo— Lo+ Lo
0 | T [0 1/2 0 3/2 0 -3/2|21/2| L — L1—3L,
5 0 [0 0 12 -1 12 1 -1/2] 3/2 Lo — 2Ly

6 0 |0 |1 1/2 0 -1/2 0 1/2| 7/2 | L3— L3+ Lo

Wi —flx1 2o 3 x4 x5 T6| b

Base 1 ojo o0 o0 0 1 110

0 1 o -1 3 0 -3 0|-15

T5 0 0 o 1 -2 1 2 -1\ 3

Tg 0 0 11 -1 0 1 0] 5

A funcao W chegou ao seu valor minimo que, sendo nulo, indica a existéncia
de solucao compativel para o problema, podendo-se eliminar a linha da funcao W e
as duas variaveis artificiais., obtendo-se:

Wi —flxy 2o x3 x4 x5 x6| b
Base
1 0o -1 3 0 -15
Ts o0 1 -2 1 3
T 0 1 1 -1 0 5

O quadro acima mostra uma solucao compativel basica para o sistema, inclusive
a funcao f ja estd em termos das varidveis nao-basicas. Entao, tem-se:

Wi\ —=flxy 2o x3 x4 x5 x6| b
Base
1 0O -1 3 0 15 | Ly — L1+ Lo
Ts o0 1 -2 1 3 Lo < Lo
Tg 0 1 1 -1 0 5 £3 — £3 — £2
W —=f"lx 2 23 x4 x5 2| b
Base
1 0O o0 1 1 -12
xE 0 0o 1 -2 1 3
g 0 1 0 1 - 2

Que é a solugao 6tima.

Com isso, até aqui foram estudadas algumas das técnicas necessarias para encon-
trar a solugao étima de um modelo de Programacao Linear. Se tal modelo apresentar
um numero reduzido de variaveis, poder-se-a aplicar o Método Simplex manualmente e
resolver o problema. Se o numero de variaveis for grande, como acontece na maioria
dos problemas reais, é necessario a utilizacao de recursos computacionais para se obter a
solugao 6tima do problema.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Mostrou-se nesta dissertacao uma algumas das formas de se resolver problemas
de Programagao Linear, além do estudo de conjuntos convexos e desigualdades. Apods
a modelagem de algum problema, pode-se resolver muitos deles a partir dos métodos
apresentados.

O Método Gréfico se mostra eficiente, porém se limita aos problemas no R? e no
R3, sendo que em R? ¢ dificil a visualizacao dos pontos extremos para obter a solucao
6tima do problema de Programacao Linear.

O Método Simplex é uma ferramenta de grande utilidade para resolver quaisquer
dos problemas propostos, mas, a medida que se acrescenta mais variaveis, ele se torna um
método com processo de solucao prolongado. A utilizacao de ferramentas computacionais
resolvem de forma satisfatoria esse problema.

Por fim, apesar das limitagoes para resolver os problemas de Programagao Linear,
isto é, considerando-se os coeficientes constantes, a divisibilidade e a proporcionalidade,
ainda se pode aplicar os métodos vistos neste trabalho a maioria dos problemas existentes.
Para algum problema mais especifico, hd métodos para resolvé-los mais rebuscados, os
quais se encontram em textos mais avancados para a solugao de problemas mais especificos
nao encontrados nesta dissertacao..
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Apeéendice A

Algebra Linear

Aqui se mostra apenas os conceitos indispensaveis para o desenvolvimento do
assunto, dando-se maior énfase as Matrizes e aos Sistemas de Equagoes Lineares. Apenas
0s teoremas mais importantes foram demonstrados.

A.1 Matrizes

Nesta secao se apresenta os conceitos basicos sobre matrizes. Sao conceitos que
aparecem na resolucao de muitos problemas, nao somente para organiza-los e simplifica-
los, mas por trazer novos métodos de solucao.

Definicao 20 (Matrizes). E um conjunto de nimeros dispostos em linhas e colunas em
forma de uma tabela com a seguinte representacao:

aiq a2 ... A1 ... Q1n
a1 Qg2 ... A25 ... Q2p
. . . . . %
A:Amxn:<aij>mxn: ; Qg E]R,m,nEN .
075} Qi ... Qi ... Qyp
L OGm1  Gm2 amj Amn | mxn

onde m e n o numero de linhas e colunas da matriz, respectivamente; m x n é a
ordem da matriz e a;; a entrada da matriz.

Notagao: M(m,n) representa o conjunto de todas as matrizes de ordem m x n.

Tipos especiais de matrizes

Seja a matriz A = (a;;)mxn; tem-se que:
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. Matriz Nula: tal que a;; = 0,V7, j.

Exemplo 24.
000O0O0
000O0O0
00000],.
. Matriz Coluna: tal que n = 1.
Exemplo 25.
1
—2
3
—4 4x1
. Matriz Linha: tal que m = 1.
Exemplo 26.
128 4],
. Matriz Quadrada: tal que m = n.
Exemplo 27.
1 1 2
3 5 8
13 21 34 |, ,

Os elementos tais que ¢ = j formam a diagonal principal de A.
. Matriz Identidade: tal que m =n, a;; = 1,Vi = j e a;; = 0,Vi # j.

Exemplo 28.

I =

o O =
O = O
—_ O O

3x3
onde [ representa a matriz identidade.

. Matriz Diagonal: tal que m =n e a;; = 0,Vi # j.

Exemplo 29.
3 0 00
0 —2 0 0
0 0 0O
0 0 0 5

4x4

. Matriz Triangular Superior: tal que m =n e a;; = 0,Vi > j.
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10.

11.

12.

Exemplo 30.

3 7 =5 11
0 -2 6 13
0O 0 0 O
0O 0 0 5

4x4

. Matriz Triangular Inferior: tal que m =n e a;; = 0,Vi < j.

Exemplo 31.
3 0 00
7 =2 00
-5 6 0 0
11 13 0 5

4x4

. Matriz Transposta (A"): tal que aj; = aj;, Vi, J.

Exemplo 32.

1
A:H?E] L AT= | 2
2x3 3

S O >

3x2

Matriz Simétrica: tal que m =n e a;; = aj;, isto é, A = AT.

Exemplo 33.
3 7 =5 11
7T =2 6 13
-5 6 0 0
nm 13 0 5 1,,
Matriz Antissimétrica tal que m = n e a;; = —ay;, Vi # j, isto é, A = —AT.
Exemplo 34.
3 7 =5 11
-7 -2 —6 13
5 6 0 0
-1 -13 0 5 1,,

Matriz em blocos: a matriz subdividida em matrizes menores a partir de linhas
verticais e/ou horizontais.

Exemplo 35.
2 3 5 | 7 11 ]
2.3 5 1 1 13 17 19 | 23 29
13171923 29 31 37 41 | 43 47
3087 41 43 ar o= 7 00 T T
srsndl lewules
67 71 73 | 79 83
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Operacoes com Matrizes

1. Igualdade: Sejam as matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn tal que A = B, entdo

2. Adigao: Sejam as matrizes A = (aij)mxn; B = (bij)mxn € C = (¢ij)mxn tal que

C = A+ B, entao

Cij = aij + bw7v1,j

3. Multiplicacao por um escalar: Seja A € R e as matrizes A = (a;;)mxn € B =

(bij)mxn tal que B = AA, entao

bij = )\aij,Vi,j.

Proposicao A.1.1. Sejam a, X € R e as matrizes A = (@ij)mxn, B = (bij)mxn €

C = (cij)mm; entao tem-se que:

(1) (A+B)+C=A4(B+C) oo, (associatividade);
(17) a(AA) = (@A) A (associatividade);
(111) A+ B=B+A . (comutatividade);
(iv) AAB) = (AM)B=XADB) ..o (comutatividade);
(W) (@+NA=aA+XNA (distributividade);
(W) MA+B)=XA+AB o (distributividade);
(Wit) A+0=A (elemento neutro);
(Vidl) A+ (—A) =0 .o (inverso aditivo).

Note que 0 em vii e vite representa a matriz nula.

4. Multiplicagao de Matrizes: Sejam as matrizes A = (ak)mxn, B =

C = (¢ij)mxp tal que C = A x B = AB, entao

Cij = Z(a,k X bk]),Vz,]

k=1
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Geralmente, AB # BA. Quando ocorre a igualdade, diz-se que A comuta com
B.

Proposicao A.1.2. Sejam A, B e C matrizes com ordens adequadas para efetuar
as respectivas operacoes. Entao, tem-se que:

i) AL =TA=A (elemento neutro);
i) A(BC) = (AB)C .. (associatividade);
iti) ABB+C)=AB+AC ....................... (distributividade a esquerda);
iw) (A+B)C=AC+BC ..., (distributividade o direita).

Definigao 21 (Matriz Inversa). Dada uma matriz A quadrada de ordem n; chama-se
Inversa de A a matriz A~! de ordem n tal que:

A- A=A A=1,
Quando existe A7, diz-que A é invertivel.

Proposicao A.1.3. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Com isso, tem-se que:

(i) Se A € invertivel, entdo sua inversa € unica;

(ii) Se A € invertivel, entio A~" também € invertivel e (A™')™1 = A;

(ii1) Se A e B sao invertiveis, entio AB também € invertivel e (AB)™' = B1A7L.
Corolario A.1.4.

(1) Se A tem uma linha nula, entao AB tem uma linha nula;

(i7) Se B tem uma coluna nula, entdo AB tem uma coluna nula;

(171) Qualquer matriz quadrada com uma linha ou uma coluna nula nao é invertivel.

Demonstracao.
(7): Seja i a linha nula da matriz A; entdo analizando somente o produto efetuado
dela linha da matriz A pela matriz B, tem-se que, o produto da linha i serd dado por:

(AB)U = Zk = 1"aik X bk:j =0.

Logo, AB tem uma linha nula.

(74): Seja j a coluna nula da matriz B; entao analizando somente o produto efetuado
dela pela coluna da matriz B pela matriz A, tem-se que, o produto da coluna j serd dado
por:

(AB)ZJ = Z k= 1”aik X bkj =0.

88



Logo, AB tem uma coluna nula.

(i17): Supondo A invertivel, entao A. A~ = AL A= 1.

a) Supondo A com uma linha nula, entao, por (i), A.A™! possui uma linha nula, o que
é absurdo, afinal A.A7! = 1.

b) Supondo A com uma coluna nula, entao, por (i7), A~'.A possui uma coluna nula,
o que é absurdo, afinal A=1. A = I.

Logo A nao é invertivel. [ |

A.2 Sistemas de Equacoes Lineares

Definigao 22 (Sistemas de Equagoes Lineares). Um sistema de m equagoes lineares e n
incognitas tem a seguinte representacao algébrica:

a1 + a12T9 + ... + ATy, = b1
a211 + a929T9 + ... + Aonly = b2

. (A1)
A1 T1 + ATz + . G Tn = by,

onde a;; sao os coeficientes, z; as incégnitas e b, os termos independentes.

Uma equacao genérica ¢ do sistema poderia ser representada da seguinte maneira:

n
E Q5 X T; = bz
i=1

Para representar todas as equacgoes, tem-se:

n

E a;; X v; = b;,para i =1,2,...,m.
Jj=1
Além da notagao de somatoério, pode-se também utilizar a notacao matricial,
afinal, tem-se que:

a1y + ai1xy + ... + A1pLy = bl
211 + Q22Ty + ... + QopT, = b2
Am1T1 + Am2T9 + ... 4+ AynTn = bm
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a1 19 ... Qp T bl

921 929 o Qop ) bg
Ami Gm2 - Gmn Tn b
~ - N—— N——
A X B

Onde A é a matriz dos coeficientes, X a matriz das incégnitas e B a matriz dos
termos independentes.
Seja

S ={(c1,¢y .0y ¢n) € R 45101 + ajocy + ... + ape, = b, para i = 1,2,...,m}.
Esse subconjunto do R™ é chamado Conjunto Solucao do sistema (A.1).

Definicao 23 (Transformagoes Lineares). Seja a matriz A = (a;;)mxn; para cada 1 <
i < m, denota-se por L; a i-ésima linha de A. Entao as Transformacoes Elementares de
linhas na matriz A sao tais que:

(i) L; +» L; indica a permutacao das linhas £; e L;;

(it) L; = L;+cL; indica a substitui¢ao da linha £; pela adigao desta por ¢ vezes a linha
Lj;

(17i) L; — cL; indica o produto da linha £; por um nimero real c.

Exemplo 36.
a)
12 3 . 78 9
4561 . 0. |456
7 8 9 ! 511 2 3
b)
1 2 3 . 9 12 15
4 5 6 4 5 6
s o | Lo Lit2L | oo g
c)
12 3 . 36 9
45 6 4 5 6
78 9| L3, g g
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Notagao: e(A) indica uma tranformagao elementar na matriz A.

Sejam A e B matrizes de ordem m x n; a matriz A é dita equivalente por linhas &
matriz B se B pode ser obtida de A pela aplicacao sucessiva de transformagoes elementares
sobre linhas.

Observe que a nocao de equivaléncia de matrizes por linhas corresponde a noc¢ao
de equivaléncia de sistemas de equacoes lineares quando se efetuam as respectivas trans-
formacgoes sobre as equagoes. De fato, a sistemas equivalentes correspondem matrizes
associadas equivalentes e vice-versa.

Proposicao A.2.1. Toda transformagao elementar nas linhas de matrizes e(A) € re-
versivel, tal que existe uma transformagao elementar €', onde €'(e(A)) = e(e/(A)) = A
para toda matriz A € M(m,n).

Definicao 24 (Forma Escalonada de uma matriz). Uma matriz m x n sera dita na forma
escalonada se for nula ou se:

(7) o primeiro elemento nao nulo de cada linha nao nula é 1;

(1) cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos os
outros elementos nulos;

(731) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas;

(iv) se L1, Lo, ..., L, sdo as linhas ndo nulas e se o primeiro elemento nao nulo da linha
L; ocorre na coluna k;, entao ky < ko < ... < k.

Exemplo 37. Estao escalonadas as matrizes (a) e (b) a seguir por satisfazerem a definigdo
e ndo estdo escalonadas as matrizes (c) e (d) por nado satisfazerem as condigoes (i) e (i7),
respectivamente:

(a)

@]
@]
@]
]

—_
)
(]
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Corolario A.2.2. Seja A uma matriz quadrada na forma escalonada; sao equivalentes
as sequintes informacaoes:

(1) A matriz A nao tem linhas nulas;
(17) A € a matriz identidade;
(1i1) A € invertivel.

Demonstracao.

(1) = (i) :
Como A é uma matriz quadrada, nao tem linhas nulas e esta na forma escalonada,
entao ela deve satisfazer as condicoes da definicao de matriz escalonada, logo, para
isso:

A=1,.

(id) = (iii) :
Seja A = I, e B uma matriz de mesma ordem tal que:

AB=BA=1,,

entao tem-se que:
1,B=1,= B=1,,

I,B=1,= B=1,.
Logo existe uma matriz B que satisfaz a primeira equacao, logo A é invertivel.

(iii) = (i) :

Pela contra-positiva do Corolario A.1.4, se uma matriz é invertivel, entao ela nao
possui uma linha nula.

Defini¢do 25 (Matrizes Elementares). E uma matriz quadrada de ordem n obtida da
matriz identidade I, a partir da aplicacao de uma transformacao elementar.
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Notagao: FE = e¢(I,) é a transformagao elementar aplicada na matriz identidade I,,.

Exemplo 38.
()
1 00 R 01
010 10 |;
00175 100
(b)
100 R 1 20
010 01 0];
()
1 00 R 300
01 010].
00 1| B3 o0
Teorema A.2.3. Seja e uma transformagdao elementar sobre A € M(m,n) e E = e(1,,),

entao

e(A) = EA.

Demonstracao.
Sem perda de generalidade, considere as transformagoes elementares e sob a matriz A

a seguir:
(Z)Ll g £21
Seja A = (a;;); com isso, tem-se que e(A) = A, para todo j e i # 1,2 e que:

€(A>2j = CLlj € €(A)1j = Cng.

Como as linhas da matriz elementar e(/,,,) e da matriz identidade I,,, coincidem,
exceto a 1% e a 2%, tem — se que:

(e(1)A)ij = e(A), V4,1 #1,2.

Para a linha 1, tem-se que:



Analogamente, para a linha 2, tem-se que:

(e(I)A); = e(ag;).

(Z’L),Cl — C£11

Seja A = (a;;); com isso, tem-se que e(A) = A, para todo j e i # 1 e que:

G(A)lj =cX Qayj-

Como as linhas da matriz elementar e(/,,,) e da matriz identidade I,,, coincidem,
exceto a 1%, tem-se que:

(e(1)A)yy = e(A),¥jii # 1.

Para a linha 1, tem-se que:

]~

(e(1)A); = e([)1r X ax;

k=1

]~

c X 6([)1k X O

>
Il

1
J
= ¢cX Ze([)lk X O

(e(I)A)1; = e(AhJ.
(#48)La — Lo+ cLa:

Seja A = (a;;); com isso, tem-se que e(A) = A, para todo j e i # 2 e que:

6<A)2j = Q2; +c X ai;.

Como as linhas da matriz elementar e(I,,,) e da matriz identidade I,,, coincidem,
exceto a 2%, tem-se que:

(e(1)A)yj = e(A), V)i # 1.

Para a linha 2, tem-se que:



MQ.

(e(D)ar +c x e(I)1x) X ax;

k=1
J J
= Z@([)Qk X A +c X Z€([)1k X A
k=1 k=1

= a2j+CXG1j

(e(I)A)2; = e(A)aj.
[ |

Corolario A.2.4. Sejam A, B € M(m,n); entdao A € equivalente a B se, e somente se,
existem matrizes elementares Ey, Es, ..., Es de ordem m tais que:

E,x...xEy,x E;, x A= B.

Demonstracao.
A é equivalente a B quando existem transformacoes elementares ey, es, ..., €5 tais que:

es(..(ea(er(A))...) = B.

Pelo Teorema A.2.3, tem-se que:
Eyx ... x Eyx By x A= B.
[ |

Corolario A.2.5. Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa também é uma matriz
elementar.

Demonstracao.
Seja E uma matriz elementar e e uma transformacao elementar tal que E = e([/); se
¢’ é a transformacao elementar inversa de e e E' = €/(I), pelo Teorema A.2.3 tem-se que:

I=¢(e(l) =€ (E)=¢€(E)Il=FEFEIl=ec((I))=e(E')=¢(I)E' = EF’

Logo E é invertivel e B! = E". [ |
Teorema A.2.6. Para uma matriz quadrada A de ordem n, sao equivalentes as sequintes
iformacgoes:

(i) A € invertivel;

(17) Se B é na forma escalonada equivalente a matriz A, entao B = I,,;

(17i) A € uma matriz elementar ou um produto de matrizes elementares.
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Demonstracao.

(1) = (i) :
Como a matriz B é equivalente a matriz A, existem matrizes elementares Ej,

Es, ..., F tais que:

E,..EyE1A=B.

Como, pelo Corolario A.2.5, F; é invertivel e A, por hipdtese, também o é,
entao B ¢ invertivel e tem-se que B = I,,.

Se E,...Fr,E1A = B, entao:
A=E'E; . E;'B,
onde B = I,, e E; ' é uma matriz elementar pelo mesmo coroldrio.
(1ii) = (i) :
Como A é um produto de matrizes elementares e toda matriz elementar é

invertivel, tem-se que, pela proposicao A.1.3, o produto de matrizes invertiveis é
uma matriz invertivel.

Observe pelo Teorema A.2.6, que uma matriz é equivalente a uma tnica matriz
na forma escalonada, a matriz identidade, mostrando-se a unicidade da forma escalonada.

Teorema A.2.7. Seja A uma matriz invertivel e ey, es, ..., e, uma sequéncia de trans-
formagaoes elementares tais que eg(...(ez(e1(A)))...) = I; tem -que essa mesma sequéncia
de transformagcoes elementares aplicadas a I produz a matriz inversa A, isto é:

es(...(ea(er(1)))...) = A7

Demonstracao.
Seja E;, para 1 < ¢ < s, uma matriz elementar correspondente a transformagcao
elementar e; sobre a matriz identidade I; entao:

E,..E;E1A = T
E,..EyF1AA™Y = 1A7!
ES...EQElj - Ail.

Definigao 26 (Classificagdo de Sistemas Lineares). Quanto as suas solugdes, um sistema
pode se classificar em:

96



(i) Possivel e Determinado: com uma tnica solugao;
(17) Possivel e Indeterminado: com infinitas solugoes;
(771) Impossivel: sem solucao.

Para resolver um sistema linear, utilizam-se os conhecimentos desenvolvidos no
estudo de transformacoes elementares.

Diz-se que dois sistemas lineares sao equivalentes se é possivel obter um sistema
do outro a partir de uma sequéncia finita de transformacoes elementares. Com isso, pode-
se afirmar que sistemas de equagoes lineares equivalentes possuem o mesmo conjunto
solugao.

Definigao 27 (Sistemas Lineares Homogéneos). Sao sistemas de equagoes lineares tais
que os termos independentes sao nulos, isto é:

a;nry + aprs + ... + QpTn, = 0
a21T1 + a9xry + ... + Aonly, = 0

(A.2)
Am1T1 + Qmaxa + ... + ampTn, = 0.

Note que:

(7) O conjunto S = (0,0, ...,0) pertence ao conjunto de solucoes do sistema linear;

/

(i1) Se u = (c1, €2, ..0s ) €V = (), 6, .oy

entao

) sao solugoes do sistema linear e se a € R,

/ / /
utv=_(c1+c,c0+c,..,cn+¢,)

au = (acy, acy, ..., acy)
também sao solugoes do sistema linear.

O que ha de essencial em um sistema de equacoes lineares sao os coeficientes e os
termos independentes. A partir disto, o sistema (A.1) pode ser organizado como linhas
de uma matriz ampliada, isto é:

anry + aprs + ... + aT, = b1 a1 a2 ... Q15 ... Qin b1

ao1ry + ag9ery + ... + Aonly, = bg 921 Q22 ... Q25 ... Q2n bg
. =

Am1T1 + GpaXos + ... + AQunTn = b Ui A2 - Gmj oo Qg by

Para o sistema linear homogéneo (A.2), pode-se excluir a coluna de zero corres-
pondente aos termos independentes, isto é:
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a11r1 + apxy + ... + A1nTy = 0 a1 a2 ... A1 ... Q1n

ao1r1 + agrs + ... 4+ aopx, = 0 N 21 Q22 ... A2 ... Q2p

Am1T1 + Qmaxta + ... + amptn, = 0 Ui Gm2 oo Qmj oo Qpp

Exemplo 39. Classifique os sistemas lineares abaixo e encontre suas solugoes, se possivel.

a)

rTH+y+22=9
2v+4y — 3z =1
3xr + 6y — 5z =0.

solucao:
r+y+22=9 11 29
2 +4y—32=1 & | 2 4 =3 1
3r+6y—52=0 36 =5 0
— 11 2 9 — (11 2 9
£2<—>£2—2£1 0 2 -7 =17 ﬁgH%ﬁg 0 1 —% —%
1

Ly L3—3L, | 0 3 =11 =27 | Ly 3Ly [0 1 =% =9

11 2 9 11 2 9

— 01 —I U — 01 —I -

— 2 2 _ 2 2

,Cg <~ £3 Lo 0 0 _% _% £3 — 6£3 ] 00 1 3
— 110 3 . 100 1

£1<—>£1—2£3 01 0 2 [ Lo — L 01 0 2 ;
Lo Lo+2Ls [0 0 1 3] 7P777 "2 10013

S={(zyz) eRr=1y=22=3}

Logo o sistema é S.P.D.

r+y+z=1
20+ 2y +22 =2
3z +3y+ 3z =4.

solucao:
r+y+z=1 1 1 11
20+2y+22=2 & | 2 2 2 2
x4+ 3y +3z2=4 3 3 3 4
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s 1111 . 1111
Lo Lo—2L, |0 0 0 0 Loos 0001
LiL3—3L, 100 0 1 2 5100 0 0

Logo o sistema é S.I.

r+y+z=4
20 + 05y — 2z = 3.

solucao:
r+y+z=4 o 11 1 4
20+ by —2z=3 2 5 =2 3
— 11 ] -1 4 — 11| -1 4
Lo Lo—2L, |0 3 | 4 =5 £2<—>%£2 0 1 | % %5
— 1o | -1 ¥
£1<—>£1—£2 01 | —% —g !

7 17 4 )
= ERr=——a+—y=-a——,2= e R}
S ={(x,y, 2) |z 3a 3 Y 3a 3,z a, o }

Logo o sistema é S.P.I.

Lema A.2.8. Seja uma matriz A = [A'|A”] na forma escalonada, onde A" é uma matriz
mx(n—1) e A” € uma matrizm x 1; Sejam ki, ks, ...,ks as posi¢oes das colunas de A que
ocorrem 0s primeiros elementos nao nulos das linhas nao nulas L+,..., Ly respectivamente.
O sistema A’X = A" admite solugdo se, e somente se, ks # n.

Demonstracao.
Observe que, como A estd na forma escalonada, a matriz A’ também esta.

1% parte:
Se k, = n, entao a p-ésima linha da matriz A é ( 00 ... 01 ) Assim, o sistema
A’X = A” tem uma equagao na forma 0z + ... + 0z, = 1, que nao tem solugao.

2% parte:
Se k, # n, tem-se que p < k, < n. Assim, se os a; sao as entradas de A”, tem-se
que apyq = ... = @, = 0. Denotando-se por A; a i-ésima coluna da matriz A, tem-se
que:
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-1 o 0
0 1 0

A = Ay, = (') A = Ay, = ('] o Ay = Ay, = -
| 0 | | 0] | 0]

onde cada matriz acima tem as ultimas m — r entradas nulas. O sistema A’X = A”
se escreve, em blocos, da seguinte forma:

a = [Al‘A2||An_1]X = Alxl + AQ!EQ + ...+ An—lxn—l-

Para achar a solucao do sistema basta tomar xj, = a; e x; = 0, se j # k;, para
todoi=1,...,p.

Definigao 28 (posto). O posto p de uma matriz equivale ao niimero de linhas nao nulas
de sua forma escalonada.

Exemplo 40.

a) Seja a matriz

11 29
A=12 4 -3 1
36 =5 0
Tem-se que sua forma escalonada é a matriz
. 1 001
A=10 1 0 2
0013
Logo a matriz A tem posto 3.
b) Seja a matriz
1111
B=1|2 2 2 2
3 3 3 4
Tem-se que sua forma escalonada é a matriz
) 1111
B=|100 01
0 00

Logo a matriz B tem posto 2.
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c) Seja a matriz

11 14
O—{25—23}

Tem-se que sua forma escalonada é a matriz

~ 1 0 =T 1_7}
C—[ i 3
01 —5 —2

Logo a matriz C tem posto 2.

Corolario A.2.9. Uma matriz quadrada de ordem n € invertivel se, e somente se, ela
tem posto n.

Demonstracao.

Se a matriz é invertivel, entao pelo Teorema A.2.6, sua forma escalonada é I,,,
logo tem posto n.

Reciprocamente, seja dada uma matriz quadrada de ordem n e seja A sua forma
escalonada; se A tem posto n, entdo A ndo tem linhas nulas, logo, pelo Corolario A.2.2,
A=1,.

Pelo Corolario A.2.4, tem-se que:

A=E,. .EA=E,. E,

onde Eji, ..., E, sao matrizes elementares, entao, pelo Corolario A.2.5, sao invertiveis e,
consequentemente, pela Proposicao A.1.3 , A é invertivel por ser um produto de matrizes
invertiveis. [ |

Teorema A.2.10 (teorema do posto). Seja um sistema de equacgoes lineares com m
equagoes e n incognitas AX = B; sejam p g 0 posto da matriz ampliada do sistema e py
o posto da matriz dos coeficientes do sistema, entao o sistema é:

(1) O sistema € possivel se, e somente se, pyp = Da;
(17) S.P.D. & pyp=ps =n;

(17i) S.P.I. & pap = pa < n; neste caso, o sistema possui n — p, incognitas livres, isto
¢, incognitas que podem assumir qualquer valor real.

Demonstracao.

Seja AX = B um sistema linear de n incdgnitas, C' = [A|B] a matriz ampliada do
sistema e C' = [A|B] a forma escalonada de C; denotando-se A = [d;;] e B = [b;], tem-se,
claramente que A é a forma escalonada de A e como A é um bloco de C, tem-se que:

PA=DPj <P =DPAB OU DPA=DPji=DPs = PAB-

1° caso:

Se pa < pap, entdo C tem uma linha do tipo ( 0 ... 001 )

Portanto, o sistema AX = B é impossivel e, entdo, AX = B é impossivel.

101



2° caso:

Se pa = pag, entao C' e A tém o mesmo numero de linhas nao nulas.

(i) pap = pa =
Sendo A uma matriz com n colunas, com p; = pa = n, e estando A na
forma escalonada, ela é uma matriz em blocos da forma

A:[H

Como pap = pa = n, segue que B 6 tal que by = ... = by, =0.
Portanto, AX = B é possivel e determinado com a tnica solucio z; =

by, ..., r, = b,. Consequentemente, AX = B também é possivel e determinado
com a mesma solugao.

(19) pap = pa < n:
Suponhamos p = pa = pap. Neste caso, A, assim como C, tem p linhas
nao nulas Ly, ..., £, tais que o primeiro elemento nao nulo de £; esta na coluna
ki ek <..<ky Al'em disso, tem-se b,y = ... = b,,, = 0.
Tem-se entdo que a equacio AX = B juntamente com o fato da matriz A
estar na forma escalonada, nos fornece um sistema de equacoes que nos mostra
a possibilidade da escolha arbitraria de valores para as incégnitas no conjunto

{1, oy —{ony, o o, )

e com esses determinar valores para Ty, ..., T, .
Como o conjunto acima tem n — p elementos, o sistema AX = B tem
n — p incégnitas livres e, consequentemente, o mesmo ocorre para o sistema

AX = B.
|

Exemplo 41. Retomando os sistemas do Exemplo 16, tem-se que:

a) A matriz das incégnitas e a matriz ampliada da matriz escalonada sdo, respectiva-
mente:

S J1o00 ~[1o001
A=|010] e AB=|0 10 2
00 1 0013

Logo tem-se que:

PA =paBp =N = 3.

Portanto o sistema é S.P.D.
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b) A matriz das incégnitas e a matriz ampliada da matriz escalonada sdo, respectiva-
mente:

X
Il
oo
oo~
o= -

Logo tem-se que:

I =pa<pap=2.
Portanto o sistema é S.I.

c) A matriz das incognitas e a matriz ampliada da matriz escalonada sdo, respectiva-

mente:
~ 10 -1 -— 10 -2 L
A:[ i} e AB:{ 3 3
01 o 01 =3 3

Logo tem-se que:

2=pa=pap<n=3.
Portanto o sistema é S.P.1.

Corolario A.2.11. Seja um sistema de equagoes lineares homogéneo com m equagoes e
n incognitas AX =0, entao:

(1) Se A tem posto n, entao o sistema possui apenas a solu¢ao nula, isto €, quando m = n
e A € invertivel;

(17) Se A tem posto menor que n, entdo o sistema € S.P.I., isto €, quando m < n.

A.3 Espaco Vetorial

Definicao 29. Um conjunto V sera dito um Espaco Vetorial se for munido das operagoes
de um corpo K verificando as condigoes a seguir para a adogao e multiplicacao por escalar:

Al (u+v)+w=u+(v+w),Yu,v,w eV ... ... (associatividade);
A2ut+v=v+uYu,v €V (comutatividade);
AS3v+0=0,Y0 €V (elemento neutro);
Ad v+ (—v) =0,Yu €V (inverso aditivo);
MEl a(u+v)=au+av,Vu,v e Viae R ... .. (distributividade);
ME2 (a+bv=av+buv,YveVia,beR ..., (distributividade);
ME3 (ab)v = a(bv),Yv € Via,b € R ... i (associatividade);
ME4 10 =0,Y0 €V o (elemento neutro).



Notacgao
(7) Os elementos de V' serao chamados de vetores e os de K escalares;

(#7) 0 de V' é chamado vetor nulo, isto é:

0=(0,0,...,0) € R™;

(#7i) —v é chamado de vetor oposto de v, isto é:

V= (T1, .y Tp) = =0 = (=1, ..., —Tp).
Exemplo 42.

a) Adigao e produto por um escalar de matrizes.

b) Conjunto das fungdes de um conjunto nao vazio A em R.

Definigao 30 (Subespago Vetorial). Sejam V' um espago vetorial e W um subconjunto
nao vazio de V; diz-se que W é um subespago vetorial de V', ou subespaco de V', com as
operacoes de adicao em V e de multiplicagao de vetores de V' por escalares.

Proposicao A.3.1. Sejam V' um espaco vetorial e W um subconjunto nao vazio de V;
entao W € um subespaco de V' se, e somente se:

(1) seu,v € W, entdou+v e W;

(17) se au € W, comu € W,a € R, entdo au € W.

Demonstracao.

Se W é um subespago de V, entao claramente as condigoes (i) e (i¢) sdo satisfeitas.

Reciprocamente, suponha que W possua as propriedades (i) e (ii). Para mostrar
que W é um subespaco de V', precisa-se somente verificar que os elementos de W possuem
as propriedades A3 e A4.

Tomando-se um elemento qualquer v de W, afinal W # &. Pela condigao (i1),
au € W para todo a € R.

Tomando a = 0, segue-se que Ou = 0 € W e, tomando, a = —1, segue-se que
(—Du=—-ueW. |

Corolario A.3.2. Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto nao vazio de V';
tem-se que W é um subespaco de V' se, e somente se, u+ av € W,Va € R e u,v € W.

Exemplo 43.

a) Seja V um espago vetorial; o conjunto 0 é subespago de V, também chamado de
espacco vetorial nulo, e todo o espago V' é subespaco de V/;

b) o plano yOz dado por W; = {((0,y, 2)| y, € R} e o eixo y dado por Wy = {(0,y,0)|y €
R} sdo subespacos de R? ;
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c) O conjunto solugdo de um sistema de equagdes lineares homogéneas em n incégnitas
forma um subespaco de R";

d) No espaco vetorial das matrizes M(n,n), sdo subespacos os conjuntos das matrizes
triangulares superiores, inferiores e diagonais.

Proposicao A.3.3. A intersecdo de dois subespacos de um espago vetorial V € um su-
bespaco vetorial de V.

Definicao 31. Dados U e W subespagos de um espaco vetorial V'; define-se a soma de U
e W, denotada por U + W, como o conjunto:

U+W={u+w; ueUweW}

Definicao 32. Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V'; o espago vetorial V' é
dito a soma direta de U e W e representado por V=U@V,se V=U+W e UNW = 0.

Teorema A.3.4. Sejam U e W subespacos de um espacgo vetorial V' ; tem-se que V =
U@PW se, e somente se, todo vetor v € V' se escreve de modo inico como v = u+w,u € U
eweW.

Demonstracao.
Suponha que V. =U @ W e toma-se v € V; como V = U + W, pela defini¢ao da
soma de subespacos, existem u € U e w € W tais que

v=u-+w.

Note que a decomposicao acima é tnica no sentido de que se v = v’ + w’, com
uelUew €W, entao u =u' e w = 1w, afinal, como v =u+w e v = u' +w', entao:

u—u =—(w—uw).

Como o lado esquerdo pertence a U e o lado direito a W, da igualdade anterior
decorre que

u—u,w—w eUNW.

como U NW =0, segue entdao que u = u' e w = w'.

Reciprocamente, suponha que todo vetor de V' se escreve de modo tinico como a
soma de um vetor de U e de um vetor de W; entao V =U + W.

Se UNW # 0, existiria um vetor nao nulo v em UNW. comov € W e W é um
subespaco, entao —v € W também. Consequentemente, ter-se-ia 0 = 0+ 0, com 0 € U,
0eWel=v+(—v),comvelUe—-veW.

Como v # 0, ter-se-iam duas escritas distintas para um mesmo vetor de V. Como
isto nao ocorre, tem-se que U N W = 0.

Definigao 33 (Combinagao Linear). Seja V' um espago vetorial e sejam vy, ..., v, € V; diz
—se que v € V é uma combinacao linear de vy, ..., v, se existem aq, ..., a, € R, tais que:

-
V= E a;V; = a1V1 + ... + a; U,
i=1
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Exemplo 44. Seja o vetor (1,6,0) € R?; note que ele ¢ uma combinagio linear dos
vetores v; = (1,2,0) e vy = (—1,2,0), afinal tem-se que:

(1,6,0) = 2(1,2,0)+1(-1,2,0)
v = 2v;+ lvus.

Definigao 34 (vetores linearmente independentes). Sejam vy, ..., v, vetores em um espago
vetorial V'; diz-se que vy, ..., v, sao Linearmente Independentes ou L.I. se a equagao:

avy + ... +av, =0
é satisfeita somente quando a; = ... = a, = 0.

Definigao 35 (vetores linearmente dependentes). Sejam vy, ..., v, vetores em um espago
vetorial V'; diz-se que vy, ..., v, sao Linearmente Dependentes L.D. se a equacao:

avy + ... +a,v, =0

é satisfeita com algum a; # 0.

Exemplo 45.

a) Os vetores e; = (1,0) e eo = (0,1) sdo L.I., pois tem-se que:

aie; + agey = 0
al(l,O) +a2(0,1) = (0,0)
a; = dag = 0.

b) Os vetores vy = (1,-3,4), v = (3,2,1) e v3 = (1, —1,2) sdo L.D., pois tem-se que:

ai1vy, + asveasvy = 0

ar(1,-3,4) +a5(3,2,1) +as(1,—1,2) = (0,0)

a1—|—3a2+a3:0
—3a1+2a2—a3:0
4a1+a2—|—2a320.

Resolvendo o sistema linear homogéneo por escalonamento, tem-se que:

CL1+3(12+CL3 =0 1 3 1 1 3 1
—3a1+2as—a3=0 < | -3 2 -1 || -3 2 -1
4(11+CL2+2CL3:0 4 1 2 0 0 0

O qual nao é uma matriz invertivel, logo o sistema é S.P.I.
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Proposicao A.3.5. Sejam vy, ..., v, vetores em R™, onde, para cada i, com 1 <1 < n,
v; = (@1, ..., Gin) € A= (a;;); tem-se que {v1,...,v,} € L.1 se, e somente se, A é invertivel.

Teorema A.3.6. Sejam vy, ..., v, vetores em R™; se r > n, entao os vetores vy, ..., v, $40
L.D..

Demonstracao.
Suponha que, para cada 1 < i < r, v; = (a;,...,a;) € considere a equagao:

kivi + kove + ...kyv,. = 0.

Esta equacao ¢é equivalente ao sistema linear homogéneo

a11k1 + agle + ...+ arlk:r = 0
CL12]{31 -+ (122]{32 + ...+ argk‘r = 0

alnkl -+ &ang + ... + amkr = 0.

O sistema obtido possui n equacoes nas r incégnitas ki, ks, ..., k.. Como r > n,
segue que o sistema tem solucgoes nao triviais, logo vy, ve, ..., v, sao L.D.. [ |

Teorema A.3.7. Um conjunto finito o com dois ou mais vetores de um espaco vetorial V'
¢ LD se, e somente se, pelo menos um dos vetores de o pode ser escrito como combinag¢ao
linear dos outros vetores.

Demonstracao.

Seja a = {vy, ..., v, } um subconjunto do espaco de V; se a é L.D., entao existem
nimeros reais aq, ..., a,, nao todos nulos, tais que a,v; + ... + a,v, = 0. Suponha que
a; # 0. Entao:

aq aj—1 Aj41 (7%
Vj = ——"V1 — ... —

aj a; J a;

mostrando que v; ¢ uma combinacgao linear dos demais vetores de .
Reciprocamente, suponha que « tem a propriedade de que um de seus vetores,
por exemplo v;, pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros vetores de «,
isto é, que existem numeros reais by, ...,b;_1,b;11, ..., b, tais que
V; = bl’Ul + ...+ biflvifl + bi+1vi+1 + ...+ brvr-

A equacao anterior equivale a

b1U1 + ...+ bi_lvi_l — 1UZ’ + bz’-i—l'Ui-i-l + ...+ erT =0.
Logo a ¢ L.D.. |

Defini¢ao 36 (Base de um espago vetorial:). Seja o = {vy, ..., v, } um conjunto ordenado
de vetores de um espaco vetorial V; diz-se que a é uma base de V se:
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(77) Os vetores de V' podem ser escritos como combinagdo linear dos vetores de «, isto
¢, a gera o espaco vetorial V.

Exemplo 46.

a) Como o conjunto a = {ey, ey} é L.I. e gera R? afinal

(1'7y) € R2 = (:E,y) = Ie +y€27

logo a, com a ordenacao dada pelos indices, ¢ uma base de R? chamada de base
canonica de R?.

b) Como o conjunto « = {ey, 9,3} ¢ L.I. e gera R? afinal

(.l’,y,Z) € RS = (ZL’,y7Z> = I€ +y62 + z€s,

logo o, com a ordenacao dada pelos indices, é uma base de R3 chamada de base
canonica de R3.

c¢) Define-se o Simbolo de Kronecker, d;;, para (4,7) € N?, como

5. — 1, se i1=7
Y10, se 1# g

Sejan € N— 0. Para cada 1 < ¢ < n, denotando-se por e; € R" o vetor

(5Z17 612, ...75ij7 ...,67:”) - (0, ...,07 1,0, ...70)7

onde a componente 1 se encontra na i-ésima posigao. O conjunto o = {eq, e, ..., €, }
é L.I. e gera R™, com a ordenagao dos indices, equivalendo a base canonica de R".

d) Sejam

10 0 1 0 0 00
e R A ) B PR I

O conjunto oo = { My, My, M3, M} é uma base de M(2,2), afinal os vetores de
a sao L.I. e a gera M(2,2), afinal

w2

M = CLM1 + bMQ + CMg + dM4
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Com isso, tem-se que:
CL1M1 -+ a2M2 + a3M3 + &4M4 =0
a 10—|—a 01—|—a 00_|_a OO_0
100 100 5110 1o |

a1 =ay =a3 =ays = 0.

Teorema A.3.8. Seja o = {vy,...,v,} um conjunto ordenado de vetores de um espaco
vetorial V'; as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) a é uma base de V;

(17) cada vetor v em V pode ser escrito de modo tnico como combinagao linear dos
vetores de .

Demonstracao.
(1) = (i7):
Suponha que « é uma base de V' e tome v € V; como a gera V', existem niimeros
reais aq, ..., a, tais que

V= a1y + ... + a,v,. (A.3)
Para mostrar que a combinagao linear em (A.4) é tnica, suponha que existem
b1, ..., b, € R tais que

v =0biv; + ... + byv,. (A.4)
De (A.4) e (A.5) segue que

(ay —by)vy + ... + (ay, — by)v, = 0. (A.5)

Como « é L.I., a equagao (A.6) é satisfeita somente se a; — b; = 0 para todo
1 < j < n,isto é se b; = a;, para todo 1 < 7 < n. Como v € V foi tomado de
modo arbitrario, (i7) é satisfeito.

(17) = (3):
Suponha que « tem a propriedade de que cada vetor v € V pode ser escrito de

modo unico como combinacao linear dos elementos de a. Pela definicao de espaco
gerado, a gera V. Para mostrar que « é L.I., considere a equagao

k?1?11 + ...+ knvn = 0.
Como 0 = 0vy + ... + Ov,, e esta escrita é Unica, segue que k; = ... = k,, = 0.
[

Os numeros reais a, ..., a, que aparecem na demonstracao sao chamados coor-
denadas de v na base a.
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Notacao:

onde [v], é chamada de matriz das coordenadas de v na base .

Exemplo 47.

a) Seja « a base candnica de R® e v = (1,2,1); entao

b) Seja 3 = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)}, que é uma base de R?, e v = (1,2,1); entao

0

wlg=1]11,
1

afinal

(1,2,1) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(1,1,1).

Teorema A.3.9. Seja vy, ..., v, vetores nao nulos que geram um espago vetorial V'; entao,
dentre esses vetores, pode-se extrair uma base de V.

Teorema A.3.10. Seja V' um espaco vetorial gerado por um conjunto finito de vetores
V1, ..., Up,; entao qualquer conjunto com mais de n vetores de V € L.D., consequentemente,
qualquer conjunto de vetores de V' L.I. tem, no mdzrimo, n vetores.

Teorema A.3.11. Sejam a = {vy,...,v,} e B = {wy,...,w,} duas bases de um espaco
vetorial V; entio r = s e, além disso, se A = (a;;) e B = (b;j) sdo as matrizes com
coeficientes reais tais que:

r r
v = E a;;w; € w; = E bjk’Uk,
j=1 k=1
entdo AB = 1.

Demonstracao.

Como « gera V e B é um conjunto L.I., segue que s < r. Por outro lado, como [
gera V' e a é um conjunto L.I., segue que r < s. Portanto, r = s.

Sejam A e B tais que

r r
v = E ;W € W; = E AUk
j=1 k=1
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Logo

r r r

V; = E aijwj = E aij E (Iijk
j=1 j=1 k=1
T r

= E E az-jbjk V-

k=1 \j=1

Como os v}s, para i = 1,...,r, formam um conjunto L.I., isto acarreta que

Z aijbjk = Ok,
j=1
logo AB = 1.
[ |
Defini¢ao 37 (Dimensao de um espago vetorial:). O nimero de elementos de uma base
de um espaco vetorial V' de dimensao finita é chamado de dimensao de V.
Notacgao:
(i) dimV: dimensdao de V;
(i7) se V' é o espago vetorial nulo, entdao dimV = 0.

Exemplo 48.

a) dim(R?) = 2, pois a base candnica de R? tem n elementos. R? é usualmente chamado
de espaco bidimensional;

b) dim(R?) = 3, pois a base canonica de R? tem n elementos. R? ¢ usualmente chamado
de espaco tridimensional;

c) dim(R™) = n, pois a base canénica de R” tem n elementos;
d) dim(M(m,n)) =m x n;

e) dim(P,) =n+1, onde P, é o espago vetorial dos polinémios da forma ag + a;z + ... +

a,x™, sabendo-se que a base canonica deste é o conjunto o« = {1,z, ..., 2"}, a qual

possui n vetores.

Teorema A.3.12. Qualquer subconjunto L.I. de um espaco vetorial V de dimensao finita
pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Teorema A.3.13. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita; se W é um subespaco
de V', entao W também tem dimensdo finita e

dimW < dimV,
além disso, se dimW = dimV', entao W =V
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