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Resumo

Assuncio Filho,P.B.. Um Algoritmo Proximal com Quase-distancia. Goiania,
2015. 66p. Dissertacdo de Mestrado. Departamento de Matematica, Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, baseado em [1, 18], estudamos a convergéncia do método do ponto proxi-
mal (MPP) regularizado por uma quase-distincia aplicado a um problema de otimizacao.
A funcdo objetivo considerada ndo € necessariamente convexa e satisfaz a propriedade de
Kurdyka-Lojasiewicz ao redor de seus pontos criticos generalizados. Mais precisamente,
mostraremos que qualquer sequéncia limitada, gerada pelo MPP, converge a um ponto

critico generalizado.

Palavras—chave

Algoritmo Proximal, desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz



Abstract

Assung¢ao Filho,P.B.. A Proximal Algorithm with quasi-distance. Goiania,
2015. 66p. MSc. Dissertation. Departamento de Matematica, Instituto de Ma-
tematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work, based in [1, 18], we study the convergence of method of proximal point
(MPP) regularized by a quasi-distance, applied to an optimization problem. The objective
function considered not is necessarily convex and satisfies the property of Kurdyka-
Lojasiewicz around by their generalized critical points. More specifically, we will show

that any limited sequence, generated from MPP, converge the a generalized critical point.

Keywords

Proximal Algorithm, inequality Kurdyka-Lojasiewicz
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Introducao

Considere o problema de otimizagao:
min{f(x) | x € R"}, (0-1)

onde f: R" — RU{+e} é uma fungéo prépria semicontinua inferior.
O método do ponto proximal MPP é um método iterativo para resolver o

Problema (0-1). Ele gera uma sequéncia {x*} C R”", como segue: dado x° € R”,
1
K Eargmin{f(u)—kﬁﬂu—xkﬂz |ueR"}, (0-2)
k

onde {A;} é uma sequéncia de nimeros positivos e o conjunto que aparece em (0-2)
representa o conjunto dos minimizadores irrestritos da funggo f(-) + e IE —kaz. Este
método foi introduzido por Martinet[16] e Rockafellar[19] na década de 70, para oti-
mizacdo convexa. No caso onde a fun¢do f € convexa, a sequéncia {xk} € unicamente
determinada, e sua convergéncia a uma solucdo do Problema 0-1, se baseia na chamada
Fejér convergéncia ao conjunto solugdo, quando este € ndo vazio. Essa andlise pode ser
encontrada, por exemplo, em [13].

Nas dltimas décadas, o MPP tem sido considerado em vdrias outras situagdes
como, por exemplo, em otimizacdo ndo convexa. Neste trabalho, serd apresentado um
método do ponto proximal generalizado (MPPG) que pode ser aplicado para resolver
o Problema (0-1), no caso onde a funcdo objetivo ndo € necessariamente convexa, mas
satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em X € dom df ver; [2, 3], isto €, existem,

N €]0,+oo|, uma vizinhaga U de X e uma fungdo concava e continua @ : [0,n[— R tal
que, 9(0) =0, ¢€C'(0m), ¢'(s)>0, se(Om)e

¢'(f(x) = f(X)dist(0,9f(x)) = 1, x€UN[f(X) < f < f(X)+n]. (0-3)

Dado x° € R” 0o MPPG gera uma sequéncia {x*} C R" como segue:

e argmin{ f(u) + (*,u) |uc R, (0-4)

-2
!
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onde ¢(-,-) representa uma quase distincia e {A;} € uma sequéncia de nimeros positivos.
Note que, a regularizacio em (0-4) é mais natural do ponto de vista da aplicacdo
fornecida pelo recente progresso na modelagem de processos de decisdo em economia;
ver [2, 3, 18].

Esse trabalho estd organizado em 3 capitulos. No primeiro temos as preliminares,
onde estdo as notagdes, definicdes e resultados bdsicos que serdo uteis ao longo do
trabalho. Em particular, apresentaremos alguns exemplos de quase-distancia e uma breve
introducdo a andlise ndo diferencidvel. No segundo capitulo, definiremos a desigualdade
de Kurdyka-Lojasiewicz e apresentaremos exemplos de fun¢des que a cumprem. No
terceiro e dltimo capitulo, serdo apresentados os resultados de convergéncia parcial e
total embasados em; [1, 3, 18]. Faremos também uma andlise da taxa de convergéncia do

método como feito em [1, 3].



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢des bésicas, e resultados impor-
tantes para o desenvolvimento do trabalho. Daremos a definicdo de quase-distancia, sub-
diferencial de Fréchet e subdiferencial limite, bem como algumas propriedades relevantes

dos subdiferenciais e exemplos dos mesmos.

1.1 Definicoes e Resultados Basicos

O produto escalar de R” e a sua correspondente norma sdo denotados por (-,-) e

-1l
Defini¢do 1.1 Considere a funcdo f: R" — RU{+o0}.

1) f é dita propria se o seu dominio efetivo, escrito por:
dom(f) :={x € R | f(x) < +ee},

for diferente do vazio;
2) f é semicontinua inferior em um ponto ¥ € dom(f) C R", se para qualquer

k

sequéncia {x*}rcn em R", com x* convergindo a %, tem-se:

liminf f(x*) > f(%).

k—ro0

Além disso, f é semicontinua inferior em R", se é semicontinua inferior em todos
os pontos de R";
3) O grdfico de f é dado por:

Graf(f) :={(x,2) eR"xR|z=f(x)};

4) Se dom(f) # 0, o conjunto dos minimizadores globais de f, possivelmente vazio, é

denotado por:
argmin f := {x € R"|f (x) =inff};
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5) f é dita ser coerciva se, e somente se, para cada sequéncia XK em R" com
keN

k
1=

lim || x +oo, tem-se:
—>foo

limsup f(x*) = +oo;
k—+o0

6) O epigrafo de f é dado por:
epi(f) :={(x,0) e R" xR | f(x) <a};
7) O conjunto de nivel da fungdo é dado por:
Li(e) = {x e R" | f(x) < c}.
Definicao 1.2 A funcdo indicadora 8¢ de um conjunto C C R" é dada por:
dc(x)=0 se xeC, dc(x) =+ se x¢C.

Observacao 1.3 A funcgdo constante 0 ¢ a indicadora de C = R", enquanto que a fungdo
+o0 ¢ a indicadora de C = 0. Obviamente dom(8¢) = C, e &¢ € propria se, e somente se,

C ¢ ndo-vazio.

Vejamos alguns resultados elementares, porém de relevante importincia para o

decorrer deste trabalho.

Teorema 1.4 Seja f: R" — RU {+oo}. Entdo, f é semicontinua inferior se, e somente

se, epi(f) é um conjunto fechado.
Demonstragdo. Tome (%,a) € R” x Re {(x*,04)} C epi(f) uma sequéncia tal que:
(xk7(xk) — ()Zv (X).

Visto que f € semicontinua inferior, em particular f é semicontinua inferior em X e,
consequentemente,

liminf f() > f(%). (1-1)

Por outro lado, como {(x*, o)} C epi(f), temos que:

o > f(+"), keN. (1-2)
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Tomando o limite inferior em k na dltima desigualdade e levando em conta que o — O

quando k vai a +oo, obtemos:

o, = liminfoy, > liminf f(x*) > f(x
iminfoy > liminf f(x") > f(x),

onde a dltima desigualdade segue a partir de (1-2). Mas isto nos diz que (¥,a) € epi(f)
e, consequentemente, que epi(f) é fechado.
Reciprocamente, dado £ € R”, suponhamos que exista uma sequéncia {x*} C R”

tal que x* — £, quando k — +oco, mas

liminf Feb) < £(2).

Entdio, existe uma subsequéncia {x*/} de {x*} tal que:

= lim f(xkf)zliminff(xj)< f(®). (1-3)
Jrtee

Jj—rteo

Agora, uma vez que, (x*i, f(x}/)) € epi(f), para todo k € N, (x%7, f(x})) — (%,L), e,

por hipétese, epi( f) é um conjunto fechado, entdo (£,L) € epi(f), o que contradiz (1-3).

Logo, lliminf F(xX*) > f(£) e a prova do teorema estd concluida. O
oo

Teorema 1.5 Se f: R" — RU{+o0} é uma fungdo coerciva, para todo ¢ € R tal que
Ly(c) € limitado.

Demonstragdo. Visto que f € coerciva, temos:

f(x) = +en

[lxl| =

Assim, dado ¢ > 0 existe r > 0 tal que,
lx]| > r= f(x) >c.

Mas, isto nos diz que L¢(c) C B(0,r) (bola de centro na origem e raio r) e o resultado

segue. 0

Teorema 1.6 Se f:R" — RU{+oo} é coerciva e semicontinua inferiormente entdo Ly(c)

é compacto para todo c € R.

Demonstragdo. Suponha que Ly(c) ndo é fechado para algum ¢ € R, entdo existe uma

sequéncia {x*}ren € Lf(c) com, klim F=xeR"ex¢ Ls(c). Como f é semi-continua
—o0

inferior;
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liminf f(x*) > f(x) > c.

k—oo

O que ndo pode acontecer, pois a sequéncia {x* }yeny C L (c). Logo, L(c) é fechado e
pelo Teorema 1.5 € limitado. 0

O proximo resultado assegura que quando f € coerciva, semicontinua inferior e
limitada inferiormente, temos que argmin{ f(x) | x € R"} é diferente do vazio e compacto.
Além disso, o resultado serd de grande importancia, pois ird garantir a boa defini¢do para
o MPPG.

Teorema 1.7 Seja ¢ € R tal que Ly(c) # 0. Se f é coerciva, semicontinua inferior e

limitada inferiormente. Entdo:

argmin{f(x) | x € Ly(c)} = argmin{f(x) | x € R"}.

Demonstragdo. Seja inf( | f(x) = o Para cada k € N existe x* € L¢(c) tal que, f(x*) €
x€Ls(c

[0, 0+ 1. Logo, existe {x*} C L/(c) tal que, klim f(x*) = a. Por outro lado, Ls(c) é
—oo
compacto e assim, existe {xkf } subsequéncia de {xk} tal que x¥ — ¥ € L¢(c) quando
J — 4oo. Como f é semicontinua inferior em X, entdo, liminf f(X*) > (%) e uma vez
Jortee
que

a= lim f(X) = lim f(M) > F(x),

k—>+oo Jj—rtoo
segue que o0 = f(X) pois, pela propriedade de infimo o < f(X). Assim, existe ¥ € L¢(c)
tal que inf f(x) = f(¥). Logo,
XELf(C)

fE) <), xe Ly(e).

Além disso, parax € R"\ L¢(c), temos f(x) > c. Entdo, f(x) < f(x), para todo x € R". O

1.2 Quase-distancia

Nesta secdo, introduziremos a definicdo de quase-distancia e alguns exemplos.
Ainda apresentaremos uma condi¢do sobre a quase-distancia, que serd assumida como
hipétese no Capitulo 3. Ao assumirmos essa condi¢gao demonstraremos resultados funda-
mentais, como por exemplo, a coercividade da fungio ¢2, que utilizaremos como fungdo
regularizadora do MPPG.
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Definicao 1.8 Seja X um conjunto. A aplicacdo q : X x X — Ry é dita uma quase-

distdancia se, para todo x,y,z € X, temos:

1. q(x,y)=q(x)=0 ©x=y,
2. q(x,2) <q(x,y)+4q(y,2)-

O par (X, gq) é dito espago quase-métrico. Observe que se g : X x X — R é uma aplicacdo

simétrica, isto €,
q(x,y) :=q(yx), x,y €X,

entdo ¢ é uma distancia em X. Além disso, para cada quase-distancia ¢, denotamos ¢q a

sua quase-distancia conjugada. Definida por
q(x,y) =q(y,x), xyeX,
e ainda definimos a distancia ¢ dada por:
q(x,y) = max{q(x,y),q(x,y)}, x,y€X,
a distincia associada a quase-distancia q.

Definicdo 1.9 Considere a funcdo f : R" — RU {+4oo}. Dizemos que f é localmente

lipschitz continua em uma vizinhaca de X € dom(f) se existem, € > 0 e { > 0 tais que:

f) —fWI < Llx=yll, xyeBXe).

Além disso , f é dita localmente Lipschitz continua em um subconjunto aberto D C R" se

f € localmente Lipschitz continua em cada X € D;
Definicdo 1.10 Considere a fungdo f: R" — RU {+eo}.
1) f é convexa se, e somente se, para todo x,y € dom(f) e todo t € [0, 1], tem-se:
flax+ (1 =t)y) <tf(x)+(1=1)f();
2) f é concava se, e somente se, —f é convexa;

Nesse trabalho, consideraremos apenas quase distancias g : R” x R" — R que

satisfazem a seguinte condi¢ao:
Jo,p>0: alx—yl <q(xy) <Blx—yl, xyeR" (1-4)

Agora, apresentaremos alguns exemplos de quase-distancia:
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Exemplo 1.11 [/1] Seja g : R x R — R definida por:
0, se x<y;
q(x,y) =
I, se x>y.

Note que, q é uma quase-distancia em R. Com efeito, dados x,y € R,
q(x,y) =q(yx) =0 x<yey<xex=y
Agora, dados x,y,z € R, é fdcil ver que

q(x,2) < q(x,y) +4(y,2),

para qualquer posicdo escolhida para x,y,z em R. Observe ainda que a quase-distancia

1
q, ndo verifica a condigcao (1-4). De fato, para o. > 0 arbitrdrio, existem x = o ey= p
tal que:

Q(xvy)zla mas Oc|x—y|:2

Exemplo 1.12 []2] Dizemos que p : R" — R, é uma norma assimétrica se, para todo

x,y € R" e a0 € R, as seguintes condig¢bes ocorrem:

l. p(x)=p(—x)=0&x=0;
2. plow) = ap(x);
3. plx+y) < p(x)+p(y).

A partir da defini¢do de p, é fdcil ver que q : R" x R" — R, dada por:

q(x,y) == plx—y), x,yeR",
é uma quase-distancia em R".
Exemplo 1.13 Considere ¢ ,ct > 0 e defina q : R x R — R definida por
c(y—x), se y—x>0,
qxy) =9 _
c(x—y), se y—x<O0.

Afirmamos que g é uma quase-distancia em R. De fato,
q(x,y) =q(y,x) =0 x<yey<x&x=y

Agora dados x,y,z € R, observe que ao considerarmos as possiveis comparagoes para
esses niimeros, chegamos a conclusdo que a desigualdade triangular é sempre verificada.
Te—x)—c"(z—y) < q(x,2) +4(z,y);
Sex<z<y:q(x,y)=c(y—x)=c"(z—x)+c"(z—y) =q(x,2) +q(z.);

Sex<y<z:q(x,y)=ct(y—x)=c
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Sez<y<x:q(x,y)=c (x—y)=c (x—2)—c (y—2) <q(x,2) +q(z,y);
Sez<x<y:qx,y)=ct(y—x)=c"(y—2)—c (x—2) <qx,2) +4q(z,y);
Sey<x<z:q(x,y)=c (x—y)=c (z—y)—c (z—x) <q(x,2) +q(z,));
Sey<z<x:q(x,y)=c (x—y)=c (x—2)+c (z—y) =q(x,2) +q(z,y);

Do mesmo modo, a aplicagdo h: R" x R" — R, definida por:

n
Z xl7yl

é uma quase distancia em R". Observe que agora estamos fazendo

B c;r(yi—xi), se yi—x; >0,
qi(xi,yi) =%
¢; (xi—yi), se yi—x <0,

onde x;,y; representa a i-ésima componentes dos vetores x e y em R". Além disso, teremos
n constantes c;” e c; . A veracidade de h(x,y) =h(y,x) =0 < x =y, éde fdcil verificagdo.

Por outro lado, para cada x,y,z € R", tem-se:

n

n
h(x,y) = Z qi(xi,yi) < Z qi(xi,zi) + qi(zi,yi)| = h(x,2) + h(z,y).
=1 i=1

~.

Desse modo, h é uma quase-distancia. Para verificar a condi¢do (1-4), basta considerar-

mos, oL = nlnn {ci.ci}e B— ‘max {cl, ci'}. Logo,

n
0‘2 i — yil <h(x,y) <BY |xi—yil,
i=1 i=1

n
visto que a norma || - |1 (||x||1 =) |xl~|) e a norma usual || - || sdo equivalentes.
i=1

Exemplo 1.14 Seja g : X — Ry uma fungdo injetiva, para x,y € X defina, qq(x,y) =
max{g(x) — g(y),0}. Entdo, q, gera uma quase distincia em X. De fato, a veracidade
de q(x,y) = q(y,x) =0 <& x =y, é de fdcil verificacdo. Vejamos agora a desigualdade

triangular, para x,y,z € X teremos as quase-distancias abaixo:

qg(x,z) = max{g(x)—g(z),0},
qg(x,y) = max{g(x)—g(y),0},
z7) = max{g(y)—g(z),0}.

Em qualquer combinagdo, sempre serd vdlido a desigualdade:

q4(x,2) < qg(x,y) +q¢(y,2).
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Exemplo 1.15 Seja u > 0 e g : R" — R uma funcdo injetiva e Lipschitz com contante .
Entdo, para x,y € R", definimos

q(x,y) = max{g(x) — g(y),ullx—y|}- (1-5)
Assim, q gera uma quase distancia em R". De fato, a partir de (1-5)
qg(x,y) =qy,x) =0=x=y.

Além disso, quando q(x,y) = g(x) —g(y),

g(x) —g(z) +8(z) —8(y),
< max{g(x) —g(z),ullx —z||} + max{g(z) — g(y),ullz— [},
= q(x,2)+4q(z,y).

q(x,y)

Agora, quando q(x,y) = p|x—y

>

q(x,y) < wllx—z||+ullz—yl,
< max{g(x) — g(z),ullx—z|} + max{g(z) — g(y),ullz— [},
q(x,2) +q(z,).

Assim,

q(x,z) <q(x,y) +q(»z), x,yz€R",

e a afirmagdo estd provada. Além disso, considerando o= e B = £+ u, temos que:
oflx =yl < gq(xy) <Bllx—yll, xyeR"

As quase-distancias dos Exemplos 1.13 e 1.15 verificam a condi¢ao (1-4), e as
quase-distancias dos Exemplos 1.14 e 1.11 ndo verificam. Em seguida, serdo apresentados

alguns resultados que s@o obtidos considerando a condi¢do (1-4).

Proposicao 1.16 Se g : R" x R" — R, é uma quase-distancia que verifica (1-4), entdo
para todo 7 € R" as fungdes q(Z,-) e q(-,Z) sdo Lipschitz.

Demonstragdo. Para todo x,y € R”", temos:

q(z,x) < q(Z,y) +q(y,x) = q(Z,x) —q(Z,y) < q(y,x),
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consequentemente podemos escrever.

19(z,x) —q(Z,y)| < q(y,x) <max{q(x,y),q(y,x)} < q(x,y) +q(y,x),
por (1-4), existe M = 23 > 0 tal que,
|Q(Zax)_q(zay)| SM”X—yH, x7y€Rn'

Assim, ¢(z,-) é Lipschitz. A prova para ¢(-,z) é andloga. O

Proposicdo 1.17 Seja z € R” fixo. Se q verifica (1-4), entdo ¢*(z,-) e ¢*(-,Z) sdo funcoes

localmente Lipschitz em R".

Demonstragdo. Seja ¥ um ponto do dom(g?(Z,-)) = R" e € > 0. Se w € B(%,¢), entdo
existe Ly > 0 tal que:
l9(z,w)| < L. (1-6)

De fato,
e, pela Proposi¢do 1.16, temos:

gz w)| < Mlw-x+x-7],
< M([[w—=x[+ Iz = x[})-

Considerando Ly = M (e + ||Z—X||). Logo, para x,y € B(X,€), e novamente pela Proposi-
¢do 1.16, juntamente com (1-6) obtemos:

1z - @Y = laEx)+4qEY)laEx) —qz.y)|
< 2LM||x -yl

Como X é um ponto arbitrario de R", ¢?(z,-) é localmente Lipschitz em R”. Para a funcio

¢*(-,7) a prova é andloga. n

Se g é uma quase-distancia que verifica (1-4), entdo, para cada 7 € R", as fun¢des

q(z,-), 9(-,2), ¢*(Z,-) e ¢*(+,Z) sdo coercivas. De fato, como

allx—y| <g(x,y) <Bllx—yll, xyeR"
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dai, ao fazermos y = 7,
allx—z|| < q(x,z) <Bllx—z.

Tomando o limite com ||x|| — oo, obtemos:

lim ofx—Z|| =+ec= lim g(x,z) = oo
[} =00 [} =00

O mesmo pode ser feito para as demais funcdes.

Proposicio 1.18 Sejaz € R" e A > 0. Se f : R" — RU {+oo} limitada inferiormente e

¢ (Z,-) é uma funcdo coerciva, entdo a fungdo f + qu (Z,7) : R" = RU{H-o0} € coerciva.

Demonstragdo. Como f € limitada inferiormente, existe Kk € R tal que
1 2/ 1 21—
—oo <Kt g (Zx) < fH547(20) ) ().
Assim, desta desigualdade, temos,

lim <f+ %qz(z, -)) (x) = oo,

[ll| —>+ee

0J

Combinando o Teorema 1.7 e a Proposicdo 1.18, obteremos a boa definicao do
MPPG. Em seguida, apresentaremos uma teoria de subdiferencial que juntamente com
os resultados apresentados até aqui e a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz, obtemos a

estrutura basica desse trabalho.

1.3 Subdiferencial

Como a fungdo objetivo tratada nesse trabalho ndo € necessariamente convexa,
precisaremos estabelecer uma generalizagdo do subgradiente, justificando assim a neces-
sidade de estudarmos os subdiferenciais de Fréchet, limite e horizonte. Tais subdiferenci-
ais nos permitirdo caracterizar os pontos criticos da fung¢do objetivo considerada. Consi-
deraremos f : R"” — RU {+e} uma fungio, prépria e semicontinua inferior. Os fatos em

seguida podem ser encontrados em [20].

Definicdo 1.19 Seja f: R" — RU{+oo}.

(a) Para cada % € domf, o subdiferencial de Fréchet de f em % , escrito por Of (%), é 0

conjunto de vetores v € R" tal que:
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i =)= F @ — =] 0. (1)
y#X

y—X

Se X ¢ domf, entdo df (%) = 0;
(b) O subdiferencial limite de f em X € R", escrito por, df (X), é definido como a seguir

af (x) ={veR"| Elxk—>)2,f(xk) —>f()€),vk Eéf(xk) — v}

(¢) O subdiferencial horizonte de f em X, escrito por 0 f (X) é definido como em (b),

exceto que em vez de VK — v, temos Mk — v, para alguma sequéncia A | 0 (isto é
7\./(—)067\,](20, kEN)

Observacao 1.20 Note que para cada x € dom(f) e v € R", a expressdo:

fO) 2@+ my=—5+o(ly—x]), (1-8)

onde lim —O(Hy i)

1 —> =0, é equivalente a v € éf (%); ver [21, pg.142].
=i |ly—x ||

O seguinte resultado segue da Defini¢do 1.19.

Proposicao 1.21 Tome x € domf. Entdo:

A

of (x) Cof (x). (1-9)

Além disso, Of (x) € convexo e fechado e df (x) é fechado.

k

Demonstragdo. Considere v € J f (x). Tomando x* = % e VK = v, para todo k € N, segue

que:

Fox [ = @) e Vo,

onde v* € df (x¥). Mas isto nos diz que v € 3f (%), 0 que mostra a inclusio (1-9).
Agora, tome vy, va € 0f (%) e v, = (1 —t)vy + v, com ¢ € [0,1]. Segue da
equacao (1-8) que:

fG)=f®) = vy =0 +o(lly—x[)) =f () = f (&) = (A=) vi +1va,y—5)+
+o(lly—x[). (-10)

Escrevendo de maneira conveniente o produto interno em (1-10), obtemos:

fO)=f®) = vpy=0)+o(ly=x) =(1=)f () =f(B) = vi,y=%) +o(lly = )]+
+1f) = fEX) = (2 y =D +o([[y—x[D]. A-11)
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Visto que vy, € p) f (%), a expressdo (1-11) combinada com relag@o (1-8) nos fornece
f) = f(&) — wi,y—x)+0 (|| y—x||) > 0. Consequentemente, v; € df (x) e o conjunto
df (x) é provado ser convexo.

Mostraremos agora que df (%) é fechado. Tome {v/} C 9 (%), com v/ — v. Para

cada j, tem-se:
fO) =@ =0 y=5)+o(ly—x[)=>0.

Tomando o limite nessa ultima desigualdade com j — +oo, obtemos v € J f (¥). Logo,
df (%) é fechado.

Finalmente mostraremos que df (X) é fechado. Seja v/ — v uma sequéncia de
pontos de df (¥). Entdo, para todo j € N, existem sequéncias {x,]c} CR"e {vé} cof (x,i)
com:

vi—>vj, x,]{—HE e f(x,J()—>f()E),

escolhendo {vi} cof (xi) tal que:

S
v —v/| < 37 (1-12)

Visto que v/ — v, existe N € N tal que:

; 1
v/ —v|| <2—j, j>N. (1-13)

De (1-12) e (1-13) segue que:

. S S , 1 I 1
v =vll = lve ="+ =l < e =V + [ =] < 3ty = JEN

Mas, isto nos diz que existe uma sequéncia {vi} co f <xi> talque:
vi — V.
Além disso, x,{ — X com f (xljc) — f(X). Logo, v € df(X) e segue o resultado. O

O seguinte resultado, mostra que quando f € uma funcio convexa, os subdife-

renciais de Fréchet e limite coincidem.
Proposicao 1.22 Seja f : R" — R U {+oo} uma fungcdo convexa tal que x € dom(f).
Entdo,

of(®) = {veR" [ f() = f(D) > (wy—%), yeR'}=0f(¥).  (I-14)
Demonstragdo. Mostremos inicialmente a primeira igualdade em (1-14). Dado u €
{veR"| f(y)—f(x) > +(v,y—x), y€R"}.Daexpressio (1-7) temos u € 3]‘()?). Por
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outro lado, se u € 0 (%), pela expressdo (1-8),

f) 2 (@) + (wy—x) +o(lly—x),

onde lim M

—— = 0. Segue que para todo x € R" e para todo ¢ € (0, 1], tem-se:
y—=% Iy —x|

F(=DF+1x) > FE+ (1 —0)F+tx—5 +o(|(1—)F+ex— ),
> f(X)+t(u,x—x) +o([t(x—x)]).

Como f € convexa, temos:
(1=0)f @)+ (x) =2 f (1 =1)%+1x) = f(%) +1{u,x = %) + o[t (x — D)),
e, consequentemente,
f@) —tf ®)+1f(x) = f (%) +1{u,x = %) +o([t(x = %)|)-

Assim,

f(x) Zf(i)+(u,x—x>+M_

t
Fazendo t — 0T, obtemos:

ue{veR"|f(y)—f(%) > (»y—%, yeR"}.

Mostremos agora a segunda igualdade em (1-14). Pela Proposi¢ao 1.21, temos a inclusio,
{veR"| fly)—f(x) > (vyy—%), yeR"} Cdf(x). Agora, basta mostrarmos que:

df(®) C{veR"[f(y)—f(¥) = (vy—X), yeR"}. (1-15)
De fato, se u € 9f (), existem sequéncias {x*} C R" e {\*} C 9f(x¥), tal que:
Fax = fE) e o
Como v* € 9f (xK), tem-se que para todo y € R",
FO) = FE) + 0Ky =),
Fazendo k — oo, obtemos:

fO) = f(X) + (u,y —%).
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Isso prova (1-15). Consequentemente fica provado (1-14) e a prova estéd concluida. 0

Em seguida apresentaremos um exemplo, mostrando que a concavidade de uma

funcdo ndo garante a igualdade entre os subdiferenciais Fréchet e limite.

Exemplo 1.23 Seja f: R — R a funcdo dada por f(x) = —|x|. Vejamos quem sdo os

elementos do 0 f(X). Assuma que X = 0 e tome v € R. A partir de (1-7) temos:

liminf —— [~|y| —vy] = liminf —1 — >
y#x y —X| y£0 ||
y—Xx y—0

Seve 3]‘(0) ey > 0, a partir da ultima igualdade, temos que v < —1. Por outro lado, se
veEQ f(0) ey <0, temos que v > 1. Considerando a interse¢do desses dois casos, vemos

que P) f(0) =0. Se x > 0, fazendo o mesmo procedimento acima,

| —vy+(1—v)x

liminf —— [f(y) — f(%) — (v,y —%)] = liminf — -
y£x vy —X| y£X vy — |
y— X y—x

Consequentemente, é fdcil ver que se v € f (X) ey >0, entdov < —1. Mas, sev € of (x)
ey <0 temos que v > —1. Considerando novamente a intersegcdo dos dois casos, vemos
que se > 0, entdo Of (x) = {—1}. Um argumento andlogo mostra que se X < 0, entdo

0f () = {1} . Resumidamente, podemos escrever:

{—1}, se x>0,
Aaf(F) =< {1}, se <0, (1-16)
0, se x=0.

Como os elementos do conjunto df(X) sdo pontos limites de sequéncias em 9df(X),

chegamos ao conjunto (1-17) diretamente de (1-16).

{=1}, se x>0,
af (x) = {1}, se x<0, (1-17)
{-1,1}, se =0

Lema 1.24 Sejac(z) = <W, ||Z7l\>’ z€R"\ {0}. Seo(z) > olliz]) para qualquer z ndo nulo,

[Iz]]
entdow = 0.
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Demonstragcdo. Suponha, por contradi¢do, que w seja nao nulo. Suponha ainda que
C C R™\ {0} é um conjunto compacto. Como a fun¢do ¢ é continua, existe z9 € C tal
que,

6(z0) <o(z), ze€C.

Note que, 6(z0) < 0. Assim, visto que lim o(llzl))
=0 |zl
z € B(0,8)\ {0}, temos que,

= 0, existe 0 > 0 tal que, para

Mas essa ultima desigualdade contraria a hipdtese

o(z) > O(HHZZHH), zeR™ {0}.

Assim, segue o resultado. O

Utilizaremos o lema acima para provar a Proposi¢do 1.25, a qual nos mostra que
quando a func¢do f € diferencidvel em um ponto X € R” o subdiferencial de Fréchet em X

coincide com o vetor V f(%).
Proposicio 1.25 Se f : R" — RU {+oo} é diferencidvel em %, entdo df (%) = {Vf()}.
Demonstragdo. Se f € diferencidvel em X temos:

fE+R) = f(2)+(V(x), h) +o(|[A]])- (1-18)

Assim, pela definicdo de o f (%) segue-se que Vf(X) € of (x). Tome v € of (¥) arbitrdrio.
Pela defini¢do de o f (),

fE+R) = f(X)+ (v, k) + 0" ([|A]]).
Combinando a dltima desigualdade com 1-18 adquirimos:

(V) h) +o([[hll) = (v.h) +o"([[Al]),  h#0.

o\ (el
<Vf(x) ’Hhu>Z Al

e o resultado segue utilizando o Lema 1.24, com w = Vf(x) — v. O

Mas isso nos diz que:

Observe no Exemplo 1.30 que o mesmo ndo ocorre com o subdiferencial limite

quando f € diferencidvel em X, assim uma condi¢do necessdria para obtermos o resultado



1.3 Subdiferencial 29

acima para o subdiferencial limite, é supormos f continuamente diferencidvel em uma

vizinhanga de ¥. Como mostra seguinte proposicao.

Proposicao 1.26 Se f ¢ uma funcdo continuamente diferencidvel em uma vizinhanca de
X, entdo

of (%) ={Vf ()}

Demonstragdo. Pela Proposicdo 1.21, 0f(%) C df(x). Consequentemente, temos V f(X) €
df(X). Agora tome v € f(%). Assim, existem sequéncias {x*} C R" e {W*} C df(x¥)

k

tais que, x* — % com f(x*) — f(%) e v/ — v. Seja B(X,¢€) uma vizinhanca de %

k

onde f é continuamente diferencidvel. Visto que x* — X, entdo existe um indice N € N,

suficientemente grande, tal que:

x* e B(x,e), k>N.

A ultima inclusdo combinada com a Proposi¢do 1.25, implica que :

= VERb).

Logo, como por hipétese temos que V f é continuo em B(%,¢€), segue que v — Vf(X),

e assim segue o resultado desejado. 0

Agora apresentaremos, um caso nao convexo onde os subdiferenciais Fréchet e

Limite coincidem.

Exemplo 1.27 Seja f: R — R, dada por f(x) = \/|x|. Calculemos os subdiferenciais
0f (%) e df (X). Se £ = 0, entdo para todo v € R.

fO)—fE —vy—3)  /Pl-w 1 y 1

- vl >

|y — x| Dy NV

Aplicando o limite inferior com |y| — 0 na ltima igualdade, temos:

N 1
timint Y2 Y it [ — o) = e
=0 [yl b1=0 \ v/l

A

Portanto, 9f(0) = (—oo,+o0). Além disso, (—oo,+o0) = 9f(0) C df(0) C (—o0,40), 0
que implica que 0f(0) = (—oo,+o00). Por outro lado, se X #

de classe C' e

=)

AN

Y

f
Of() =0f(x) = {1} = { 1 } .
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Assim,

1
9f (%) = 9f (%) = {2 |x|}’ se 170, (1-19)

(—oo,+00), se x=0.

=1

A seguir daremos uma condi¢@o necessdria para se ter um minimizador local, e

a caracterizac¢do de ponto critico para uma funcao f.

Proposicao 1.28 Uma condicdo necessdria, mas ndo suficiente para X € R" ser um

minimizador local de f é:

0€af(x). (1-20)

Demonstragcdo. Se x € R" é minimizador local de f, entdo existe € > 0 e uma bola
B(x,€) = B, tal que f(y) > f(x), para todo y € B. Escrevendo essa desigualdade de

maneira conveniente obtemos:

f) = f(@)+(0,y—%) = 0 € df(¥) Cf(%),

0 que mostra a primeira parte da Proposi¢do. A condicdo nao € suficiente, pois se tomar-

3

mos a funcdo f: R — R, dada por f(x) = x°, como f assim definida é continuamente

diferencidvel em (—9, ) para qualquer & > 0 , temos:

9f(0) = {Vf(0)}.

Assim, 0 € df(0), mas 0 ndo é um ponto de minimo em (—39,3). O
Um ponto x € R" que satisfaz a inclusdo 1-20 é chamado ponto critico de f . Denotamos

o conjunto de pontos criticos de f por crit(f).

Definicdo 1.29 (Grdfico fechado) Seja (x*,v*) € Graf(T), T representando o operador
ponto conjunto, com (x*, V%) convergindo para (x,v) e f(x*) convergindo para f(x) entdo

(x,v) € Graf(T).

Em nosso estudo, utilizaremos o subdiferencial limite df, pois ele cumpre a
propriedade do gréfico ser fechado. O subdiferencial de Fréchet ndo tem o gréfico

fechado, como ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 1.30 Seja f: R — R definida por:

f(x)_{xzsin()—lc), se x#0;

B 0, se x=0.
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Para essa fungdo temos que, éf(O) = {0} e 9f(0) = [—1,1]. De fato, como f é diferen-
cidvel em 0, temos pela Proposi¢do 1.25, que df(0) = {f'(0)} = {0}. Além disso, como
df(0) C Af(0), temos 0 € 3f(0). Seja z € [—1,1]\ {0} . Entdio, z = cosa. Note que se

.X'k_—l
o+ 2km

temos x* — 0 e f(x*) — 0. Por outro lado,

2
(k) = Y sin (ot + 27k) 4 cos (oL + 27k) .

Mas isto nos diz que f'(x*) — —cosa = —z € [—1,1]\ {0}. Portanto, [~1,1]\ {0} C
df(0). Agora tome z ¢ [—1,1] e assuma que z € df(0). Entdo, existem sequéncias
(Y e R e {4k} C of(xh) tal que x* — 0 e vk — z. Agora, pelo Teorema 1.26, temos

1 1
v = 2xKsin (—k) —cos (—k> , keN.
X X

z= lim v e [-1,1],
k—s-oo

que

Mas isto nos diz que

que é um absurdo. Logo, df(0) = [—1,1]. Agora mostraremos que o subdiferencial de

Fréchet, ndo tem o grdfico fechado. Para tanto, considere a sequéncia:

1 1 1
= —y e V¢ =2xksin <;> —Cos ()?) .

(xk,vk)CGraf(éf> com (x*VF) —(0,1).

Note que,

Mas como, 9f(0) = {0}, temos que 1 ¢ df(0). Assim o Graf (3 f ) ndo é fechado.

Agora, daremos as definicdes de Cone Proximal, Cone Normal Regular (ou
Fréchet) e Cone Normal (ou Limite) a um conjunto fechado C C R", os quais denotamos
por, NE(%), Nc(X) e Ne(X) respectivamente. Além disso, apresentaremos caracterizagdes
dos subdiferenciais apresentados na Definicao 1.19 em termos dos Cones, ver; [20, 17,
21, 10]. Sera enunciado algumas proposi¢des e teoremas que podem ser encontrados nas
literaturas apresentadas. Provaremos resultados uteis na demonstracdo da Proposi¢do 1.44

e do Teorema 1.45, os quais sdo essenciais na prova do resultado principal desse trabalho.
Definicao 1.31 Sejam C C R" um conjunto fechado e x € C. Entdo,

(a) v € NE(%) se existe M > O tal que:

(vy—x) <M|y—%*, yeC.



1.3 Subdiferencial 32

Os elementos em Ng (x) sdo chamados de Normais Proximais a C em X.

(b) O Cone Normal Regular (ou Cone Fréchet) ao conjunto C em X, é o conjunto:
Re(® = {v R | (ny—F <olly—F), yeCNBE}Y,  (-21)

o(e)

para algum & > 0, sendo o : Ry — R tal que lifOlT =0.
€

(c) O Cone Normal (ou Limite) a C em X é o conjunto:
Ne@®@) :={veR"| I Sk —v, VFeNE(X), keN}.
Se v € Nc(X), v é chamado um Normal Regular ao conjunto C em X.

Observacio 1.32 O conjunto N (%) também pode ser definido como:

Ne(x) :={veR"| limsupM

C _
y—X

<0} 1-22
bx =% (122

Os vetores v € N¢(X) sdo chamados de vetores normais regulares a C em X. A notagdo
y % significa que y — X e y € C. Pode-se mostrar que as defini¢oes (1-21) e (1-22)

sdo equivalentes.

Proposicao 1.33 Sejam C C R" um conjunto fechado e x € C. Entdo:

A

NE(F) € Ne().
Demonstragdo. Seja v € NE(X), assim existe M > 0 tal que:
(vy—3) <M|y—x|*>, yecC

Tome, 0 : R, — R definida por o(t) = M|t|?, uma vez que ||y — || > 0, para todo y € C,
entao:
(vy=x) <o(lly—xl)), yeCNB(x3)\{x},

para algum & > 0. Além disso, tem-se que lim —0(||y — 1)

“ 2 =0, portanto v € N¢(x). O
=[0Iy — %]

Proposicao 1.34 Sejam C C R" um conjunto fechado e x € R". As seguintes afirmagéoes
sdo equivalentes.

1. ve Nc()f);

2. 3x Ssx P — b, talque V€ Ne(x%), keN.
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Demonstragdo. Ver [21, pg.131]. O

Proposicao 1.35 Sejam C C R" um conjunto fechado e x € C. Entdo,
NE (%) C Ne(x) € Ne(x).

Demonstragdo. Como mostrado na Proposi¢do 1.33, Ng (¥) C N¢(x). Falta mostrarmos
a segunda inclusdo acima. Dado ¥ € N¢ (%) tome as sequéncias {x*}, {vk} C R” tal que

k k

x*=xeVv' =¥, ke&N.Assim, temos que:

I %, Vv — 7, demodoque Ve ]Vc(xk), k € N.
Pela Proposigio 1.34, 7 € N¢(%). Como v € N¢ () foi escolhido de modo arbitrario segue

que N¢(%) C Ne(). O

Teorema 1.36 (Caracterizacdo do Normal Regular em termos do Gradiente). Um vetor
v é um Normal Regular ao conjunto C em X se, e somente se, existe uma fungdo h que

atinge seu mdximo local relativo a C em X, e é diferencidvel em X com Vh(X) = v.

Figura 1.1: Normal regular em termos do gradiente

Demonstragdo. Se h assume o seu maximo local no conjunto C em X, h(X) = f(X) e h é
diferencidvel em uma vizinhanca de ¥ com VA(X) = v, mostraremos que v € N¢(¥). Sendo

h diferenciavel em X, temos:

h(x) = h(x) + (Vh(xX),x — %) + o(|x —Xx]), (1-23)

com lim OOX—__X‘)
x—%  |x—X|

vizinhanc¢a de X, obtemos:

= 0, combinando a hipétese (1-23) e h(x) < h(x), para todo x na
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h(x) —h(x) =0 > h(x) —h(X) = (v,x—X) +o(|x—X|), x€CNB(x,9),
para algum § > 0. Logo, v € N¢(X). Agora, se v € N¢(X), a fungio
r—0o(r) :=sup{(vx—3x) | x€C,|x—x| <r} <rly|
¢ decrescente em [0,o0) com 0 = 6¢(0) < 0p(r) < o(r). A fungdo
ho(x) = (v,x—x) — 6o(|x — ),
¢ diferenciavel em X com,
Vh(x) =Vho(x)=v e h(x)=ho(x).

Mas, h(x) < ho(X) para todo x # x em C. Tal que, & atinge seu maximo ao longo de C

unicamente em X. ]

Teorema 1.37 Um vetor v pertence a df (X) se, e somente se, em alguma vizinhanga de X

existe uma fungdo h < f com h(x) = f(X) tal que h é diferencidvel em X com Vh(x) = v.

Demonstragdo. Primeiro suponhamos que exista uma func¢do / diferencidvel em x da
seguinte forma:
h<f, hx) =f(X) e Vhx =nw (1-24)

Assim, temos:
h(x) = h(x) + (Vh(x),x — %) +o(|x — %|),

agora utilizando o fatos em (1-24), temos:
f(x) = (%) = h(x) = h(x) = (v,x —X) +o(]x — x]).
Dessa maneira, v € df(x). Agora suponha que, dado v € 0 (x). Definamos:
h(x) = (v,x — %) + 80 (|]x — X[) + f (%),

onde 0p = sup{(v,x—X) |x € Ve(x), [x—x| <r} <rly], 8p é ndo decrescente em
[0,+00), observe que 0 = 6¢(0) < Bp(r) < o(r), além disso , VOy(x) = 0. Logo, h é
diferencidvel em %, VA(X) = v e h(x) = f(%). O



1.3 Subdiferencial 35

Teorema 1.38 Seja f(x) = f1(x1) + ... + fu(xm), onde f; : R" — R sd@o fungdes semicon-
tinuas inferiores, e x € R" é expressado como (x1,...,xy) com x; € R". Entdo, para todo

X = (X1,..., %) com f(X) finito, temos:

Of(X) = 0fi(1) X ... X 0fin(%m),
f (%) = 9f1(x1) X ... X Ofu(Xm).

Demonstragdo. Sejav € 0 (%), em seguida defina:
m
h(x) = (v,x—X) —K(x), onde Z (|xi — %i|) + fi(%:)

h é diferenciavel, com VA(X) =v, h < f e h(X) = f(X), como visto na Proposicao 1.37,

h(x) = ((Viyeery Vi), (X1 = X1y eeey Xy — X)) — K (%),
= (vi,x1 —X1)+ (va,x20 — %) + ... + Vi, X — X)) — K (%),

ou ainda,

h(x) = (vi,x1 —X1) — [Bo(|x1 —%1]) + f1(F1)] + ... + (Vimy Xon — Tom) —
— [80(|xim — Fml) + fin (%m)] -

Logo,
h(x) = hl(xl) —|—h2()€2) + ... —I—hm(xm),

onde h;(x;) = (vi,x; — %) — [0o(|xi — %i|) + fi(Xi)], sdo diferencidveis em X, com h;(%;) =
fi(®), 1 <i<m,assim:

VEVAE) = (v1, e vm) € VII(E]) X oo X (%) C [T 0S:(%)).

—

1

~

Agora se considerarmos, v € i (1) X ... X 0 fu(X), entdo escrevemos, v = (v, ..., V),
onde v; € 9 fi(xi), 1 < i< m, novamente pela Proposi¢do 1.37, existem funcdes A;

diferencidveis com, h; < f;, fi(X;) = hi(X;) e Vhi(X;) = v;, dessa maneira:
v € V(%) C af(%).

Onde, h(x) = (v,x — ) — K(x). E assim provamos que, 0 (%) = 01 (1) X ... X 0 fy(%m)-

Agora para a segunda parte da Proposi¢io, tome v € df (), assim existem x* — % com
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FOK) — f(x)evk e éf(xk) com v — v, e como ja mostramos que:

A

Of (%) = 0f1(%1) X ... X O fon(Fm),

k

agora, utilizando um resultado de andlise, xX* — X e f (xk) — f(X), se , e somente se,

X — % e fi(x¥) — fi(%;), mas precisamente uma sequéncia em R” é convergente
se, € somente se, cada uma de suas componentes ¢ uma sequéncia convergente em R.
Como aqui esse fato é mais delicado, pois expressamos X € R” como X = (X1, ..., X, ) com
x; € R™ o resultado ainda continua sendo satisfeito, basta observarmos que para cada
R" =R x ... x R;. teremos esse resultado. Como, v € df(%) € limite de uma sequéncia

de pontos v € 97 (xX), e como df (%) C df (%), segue:

Af (X) = 9f1(X1) X ... X O fyn(Xm).

OJ

O proximo resultado € a Regra da Cadeia generalizada. Vamos utilizé-la na

z

demostracdo do Teorema 1.40. Aqui utilizaremos o caso em que F : R" — R™ &

fortemente diferencidvel. Introduziremos a seguinte notagdo para a matriz jacobiana:

af-l m,n

VE(x) = {%(X)L,j—l cR™,

e VF(x)* serd sua matriz transposta.

Teorema 1.39 (Regra da Cadeia) Suponha f(x) = g(F(x)). Para g : R™ — R uma
fungdo popria, semicontiniua inferior e F : R" — R™ fortemente diferencidvel. Entdo

para todo % € domf = F~ (domg) temos:
df () D VF (¥)*og (F (%)),
e se o unico vetor, y € 9°g (F (X)) com VF (X)*y =0 ¢é y = 0, teremos:

df(x) C VF(x)"dg (F(%)).

Demonstragdo. Ver [20, pg.427]. OJ

Teorema 1.40 Suponha f = fi+ fo+ - + fn, onde f; : R" — R sdo funcdes préprias

semicontinuas inferiores, e seja X € domf, considere que a inica combinagdo de vetores
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Vi €7 fi(X) comvi+vo+-- vy évi=vy=---=v, =0, entdo:
of (%) CAf1(X)+ ... + A fm(X).

Demonstracdo. Seja F : R" — ((R")™), uma aplicagdo definida por:

a qual é diferencidvel. E defina a funcdo, g : (R")" — R por:

g(x1, ey xm) = fr(x1) + oo+ fin(om)-
Entdo f(x) = g (F(x)). A Regra da Cadeia no Teorema 1.39 nos garante,
df (x) C VF (%) g (F(¥)),

pois o tnico vetor y € d°g (F(x)) com VF(x)*y =0 ¢ y = 0. O fato das fungdes separaveis

no Teorema 1.38 aplicado a g teremos:

of (%) C (1,...,1)(df1(%),....,0fm(X)) = 0f1(X) + ... + A fm(X).

O que completa a demonstracao. 0

Apresentaremos resultados auxiliares para a demostracdo do Teorema 1.44, o
qual garante a limitacdo dos elementos do subdiferencial limite, para fun¢des localmente
Lipschitz continua. Lembrando que quando a funcdo é semicontinua inferior o epi(f)
€ um conjunto fechado. Dessa maneira, ndo teremos problemas ao enunciar a seguinte

proposicao.

Proposicdo 1.41 Sejam f :R" — RU{+oo} semicontinua inferior, x € dom(f) e v € R".
Entdo, para algum M > 0 e para todo (y,o.) € epi(f)

(7, = 1) [, 00) = (%, F ()] < M [[ly = 5> + |~ F(D)P] (1-25)
se, e somente se, (V,—1) € Ngm'(f) (%, f(x)).

Demonstragdo. Primeiramente consideremos, (v,—1) € N

epi(f) (%, f(¥)). Entdo, existe
M > 0 tal que:

M||(y,00) — (% £(®))]I*,
= M|(y—x,0—f®)> () €epi(f).

(7, =D [y, ) = (%, £ ()]

IN
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Como as normas em R”, p € N, sdo equivalentes, vamos considerar em R” x R a norma

do maximo e sem perda de generalidade, podemos supor que:
max{|y — ||, jo— f(%)[} = [ly —%].
Logo,

(7, ~D)[ne) = (@) <M= < M|[(y—3I* +Mle— f(%)],
= M= +lo— )]

Reciprocamente, vamos supor que v verifica (1-25). Considerando a norma da soma em
R" x R. Temos:

M [|ly == + o — £ (%) ],
< M|(y,0) — (% f(0))]

v =1 [ o) = (%, ()]

IN

para todo (y,a) € epi(f). Portanto, (v,—1) € ngi(f) (%, f(X)). O

Teorema 1.42 Para [ :R" — RU {400} e para qualquer ponto X em que o valor de f é

finito, temos:

If(E®) = {v|(n=1) € Nepig) (T F(D) },
af(f) = {V | (V7_1) S Nepi(f) (f, ()f))},
aoof(x> - {V | (V,O) S Nepi(f) ()f,f(f))}

Na ultima relagcdo teremos uma igualdade, quando f é localmente semicontinua inferior

em X.
Demonstragdo. Ver, [20, pg.305] 0J
Lema 1.43 Seja f localmente Lipschitz em X com constate de Lipschitz { > 0. Dado
(v, =) € Nepi(p) (X, f(X)) de forma arbitrdria temos que:

Iv]| < AL (1-26)
Demonstragdo. Se tomarmos (v, —L) € Nopi ) (%, f(¥)) de forma arbritdria, existem

(F,00) PR (5 f(7) e (K M) — (R,
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com (VF, ;) € NP

epi(f) (x*,0), k€ N. Em particular, existe ko suficientemente grande

tal que:

(Vk, —\) € NP

epi(f)(xkaak), k > ko,

para k suficientemente grande, tal que x* estd na vizinhanca onde f é Lipschitz. Entio,

existe My > 0 tal que
(V=) | (o) = (o) | < M| (v, 00) — (&5, 0) |12, & > ko,

para qualquer (y,a) € epi(f). Considere || - || como a norma do maximo. Sem perda de

generalidade, podemos supor que:

1,00 = (o) | = [y =2, k> ko.
Desse modo,
(=) [0n00) = (K aw)| < My =2

< M|l =P+ la—wl], (ho)eepi(f) e k>ko.

Uma vez que, para qualquer x € R” tem-se que (x, f(x)) € epi(f), entdo para todo § > 0
segue que (x, [f(x) +B]) € epi(f). Além disso, temos que 0o > f(x¥). Consequentemente,
existe By > 0 tal que o, = f(x*) + By. Logo,

(5, =) [ [£06) + BD) — (0 | < M [ lle =212+ 1706 4+ B— £() = Bul?]

ou seja,

VA=) = e [F0) B = () = B < M [Jor =242+ () + B = £ () — B
(1-27)
para todo x € R” e para todo B > 0. Em particular, para x = x* ¢ B > B, temos que

(B —Br) < Mi|B—PBrl* = M(B—PBr)*.

Como B > By, entdo, —Ay < Mi(B — Bx). Ao fazer By — B, temos que —A; < 0
ou seja, Ay > 0 para todo k € N suficientemente grande. Ou mais, A; > 0 para todo
k € N pois, em momento algum se fez necessdria a hipdtese de f ser Lipschitiziana.
Uma vez que Ay —> A, segue que A > 0 e desse modo, mostramos também que se

(v,—A) € Nepi(s) (%, f(X)), entdo, A > 0. Agora, se tomarmos 3 = f; e x na vizinhanca
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de x, onde f é Lipschitz, tem-se na expressao (1-27) que,

VA=) = M [ 100 = £ < i [loe= 1P 1700 - £GP
Logo,

VE(x —xF)

A
S

e =P+ 1£(6) = 5P| 4+ e [ £0) = £
e =212+ 17 = FOOPR] + 2l (@) = £00)1
e =117 4+ 2 e = o 2] + Rl — 4

IN
S

IN
S

Como x foi escolhido de modo arbitrdrio na vizinhanca onde f € Lipschitziana, podemos

entdo, fazer x = x* + r*, com r > 0 suficientemente pequeno. Desse modo,

FOE 4k ) < M [ F = )P 2k = ] el

< M; [||rvk||2+£2Hrvk||2] +7»k€]|rvk\|.
Logo,
"Hkaz <My (rszkllz—l—ﬁer]\vk\]Z) —l—?»krﬁHka,

e isto implica que,
V11 < M [VEI1? 4+ My ][99+ Al V4]

Faca r — 0. Logo, ||v¥||? < Mf||vK||. Note que se |[¥|| =0, k& N teremos, [|[v*|| < AL
Suponha que |[v¥|| > 0, entdo, também vale que ||v¥|| < Ai¢. Fazendo k — oo tem-se
que ||[v|| < AL, o que prova (1-26) O

Proposicao 1.44 Seja f localmente Lipschitz em X com constante de Lipschitz ¢ > O.
Entdo:

D) vl <, vedf(x),

ii) 9= f(x) = {0}.

Demonstragdo. Do Teorema 1.42 temos que, 9f(X) = {v| (v, —1) € N ) (%, (X)) }.
Dado (v,—A) € Npi(s)(¥, f(X)) de forma arbltrarla concluimos pelo Lema 1-26, que

|lv]| < AL. Entéo, dado v € df (%) segue que, (v,—1) € N,

epi(f) (%, f(¥)) €, consequente-

, |Iv|]| < £. O que prova o item i).

Agora para o item ii) sabemos que 0°f(X) = {v|(»0) €N, X))} . Dado

v € 97 f(X) arbitrariamente, segue que (v,0) € Np;(s)(%, f(¥)). Portanto v <0 e

epi(f
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isto implica que ||v|| = 0. Logo, 0 f(x) = {0}. O

O proximo resultado, serd utilizado para darmos uma caracteriza¢do de otimali-
dade em termos dos sub-diferenciais da funcio objetivo e a quase distancia. Mais preci-

samente, iremos utiliza-lo no Capitulo 3.

Teorema 1.45 Se f| é localmente Lipschitz continua em X, f> é propria semi-continua

inferior com f>(X) finito, entdo:

I(f1+f2)(x) CIfi(X) +9/2(%).

Demonstragdo. Adicionando a fungio indicadora § em uma vizinhanga de ¥, por exemplo
B(x,¢€) (bola fechada de centro x e raio €) com € > 0 com a fungdo f;. Teremos que
f1+ Sm serd semicontinua inferior e propria, aplicando o Teorema 1.40 juntamente

com item ii) da Proposic@o 1.44, para obter a inlus@o. 0J
No Teorema 1.45 acima, € verificado com uma igualdade, quando consideramos
uma das f;, i€ {1,2} diferencidvel.

Teorema 1.46 Se f;: R" — R, i = 1,2, Lipschitz continuas em torno de x. Se f; > 0,
i=1,2, entdo:

I(f1-2)(x) C 2(X)f1(X) + f1(X)9f2(X).

Demonstragdo. Ver [17, pg.1263] 0J



CAPITULO 2

Desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz

Neste capitulo, apresentaremos a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz extraida
de [3].
Definicio 2.1 Seja f: R" — RU{+oo} uma fungdo prépria, semicontinua inferior. Diz-
se que [ satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz em X € dom df, se existem,
M €]0,+e0|, uma vizinhaca U de % e uma fungdo concava e continua @ : [0,m[— R ral
que:
0(0)=0, ¢oecC'(0,m), ¢(s)>0, se(0,m); (2-1)

O (f(x) — f(xX)dist(0,0f (x)) > 1, xeUN[f(X)<f<f(®)+m], (22
o dist(0,0f(x)) == inf{||v|| | v € If(x)},
e M <f<Mfi={xeR"n < f(x) <Mz}, M <M.

Dizemos que uma funcdo é KL, se satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em
cada ponto do dom(9f).

Observacao 2.2 Lojasiewicz [15] provou em 1963, que funcoes reais analiticas satisfa-
zem uma desigualdade do tipo acima, isto é, ele mostrou que se f : U — R é uma funcdo
analitica, U um subconjunto aberto de R" e X € U um ponto critico de f, entdo existem
0¢c [%, 1), C > 0 e uma vizinhanca W de X tal que:

VxeW, |f(x)—f®)° < V). (2-3)

Note que a desigualdade (2-3) é um caso particular de (2-2) com @(s) = %sl’e. De
fato, para todo x € UN[f(X) < f < f(X)+m], temos

ClV/(x)]
(f(x) = £(0)°

Observacao 2.3 Note que a andlise de convergéncia do método do ponto proximal

> 1.

¢'(f(x) = f(%))dist(0,0f (x)) =

proposto em [1], é feita para funcoes que satisfazem a desigualdade (2-3) acima. Neste

contexto, o método proposto em [18] é uma generalizacdo de [1].
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Uma fung¢do prépria semicontinua inferior verifica a desigualdade KL em qual-

quer ponto que ndo € critico, como mostra o seguinte lema.

Lema 2.4 Sejam f : R" — RU{+eo} uma funcdo propria e semicontinua inferior e X €
dom(9f) tal que 0 ¢ df(X). Entdo, a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz é verificada

emX.
Demonstragdo. Visto que X ¢ crit(f) e df(X) € um conjunto fechado, tem-se:
& :=dist(0,9f(x)) > 0.

t
Considere @(t) = 5 U := B(X, %) n:= g e note que para cada x € dom(f),

o (/) — )i (0,07(x)) = SO 24

Agora, para cadax € UN[f(X) —m < f < f(X) +n] arbitrdrio, note que:

[l = x|+ 1/ (x) = ()] < 3.

Afirmamos que, para cada x verificando a ultima desigualdade, tem-se:
dist(0,9f(x)) > 8. (2-5)

Deixe-nos supor, por contradi¢cdo que isto ndo ocorre. Entdo, existem as sequéncias
{(x*,vF)} C Graf(9f) e {8} C R, tais que:
=l )~ f® <8, IV < &,

com {J;} convergindo a zero. Assim, como

lim (£ = (5,0), lim f(x*) = f(®),

k—+o0 k—r+o0

e df é uma aplicacdo fechada, segue-se que ¥ € crit(f), o que é um absurdo. Portanto, o

resultado do lema segue-se por combinado (2-4) com (2-5) . 0

As fungdes convexas ndo satisfazem, necessariamente, a desigualdade KL; ver
[8, pg.30]. A seguir apresentaremos uma classe de fungdes convexas que satisfazem a

referida desigualdade.

Exemplo 2.5 Considere uma funcdo fortemente convexa f, isto é, satisfaz

fO)Z f)+my=x)+My—x", p=1,A>0 (2-6)
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para todo x,y € R" v € df (x). Entdo, f satisfaz a desigualdade KL no dom(f) para
-1 1
®(s) =pL7 sr.

Com efeito, como f é coerciva e estritamente convexa, argmin(f) é diferente do vazio
e unicamente determinado. Seja {x} = argmin(f). Como f satisfaz (2-6) para todo
x,y € R", em particular, isso ocorre para X e x € UN|[f (X) < f < +o0|, onde U é uma

vizinhanga de X e | = +oo. Logo, apartir de (2-6) com y = X segue-se que
F(®) 2 F(x) + (v X —x) 4+ A||x —x]|”
e, consequentemente,
@) = £(6) = (% =) +AF—all? = (1 F—x).

Assim,
Jx) = f(X) < (vx—3) < v[[flE—x] (2-7)

e, fazendo o mesmo processo tem-se:
f) = f(®) = =yl flx— = (2-8)
Pelas desigualdades (2-7) e (2-8), temos:
f () = fE)] < [yl lx—x]]. (2-9)
Verifiquemos a seguinte afirmacdo:
(vx—x)>0, xeUN[f(X) < f<Hoo]. (2-10)

De (2-6) temos que
(&) = f(x) + (v,x—x) + A —x|]”.

Consequentemente, f(X) > f(x)+ (v,X—x), pois A||X —x||? > 0. Logo,

0<f(x)—f(X) < mx—%).

Da afirmacado (2-10), juntamente com (2-6) obtemos:

fx) = F (%) = Az —x||”.
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Dai,
—1 1

A (f(x) = f(R)7 = |lx—x. (2-11)
De (2-11) e (2-9) temos:

=

F0) = F@] <27 W1£(x) - £(3)]

Portanto,
_1 =1
1F(x) — @77 <A ||v].

Assim segue o resultado para ¢ explicitada acima.

Definicdo 2.6 Dizemos que uma fungdo f : R" — R de classe C* é uma funcdo de Morse
se cada ponto critico % de f é ndo degenerado, isto é, se o hessiano V> f (%) de f em X tem

todos os seus autovalores diferentes de zero.

O préximo lema serd utilizado para mostrar que as fun¢des de Morse satisfazem

a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz.

Lema 2.7 Seja T : R" — R" uma transformagdo linear invertivel. Entdo existe M > 0 tal
que,
M|ix|| < |ITx][, xeR"

1
7]

Demonstragdo. Considere, M = | E Para todo x € R", temos

_ _ 1
el = 17~ (Tx) | < IT~ Tl = 21 Txl) = Ml < [|T]

Exemplo 2.8 Sejam f : R" — R uma funcdo de Morse, X um ponto critico de f e
U = B(x,9), tal que ndo exista outro ponto critico em U (Isto é sempre possivel, como
pode ser visto no resultado em [14, pg.156]). Usando a formula de Taylor em f e em V f,

obtemos:

() = £(5) = (@) (= D)5 =5+ R@)e—5|%, onde  limR(x) =0,

Vi(x) = V2f(E)(x—%)+Ri(x)|x—%|, onde ign}Rl(x)zo.

Como f é uma fungcdo de Morse, o hessiano V>f(X) de f em % tem todos os seus

autovalores diferentes de zero, garantido que V> f (%) seja invertivel, dai, pelo Lema 2.7,
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existe M > 0 tal que |V?f(%)(x —X)|| > M||x —X||. Além disso, existem & >0 e 8; > 0 tal
Ri()ll<%

que para ||x—X|| <81, ||R(x)|| < €1, e existe &y > 0 tal que para ||x—x|| < &3,

Tome &3 = min{9,01,8,}. Dai,

IV2 £ =1+ [1RCo) |l — 112,
(V2 FE@I+ IR llx =1,
< (IV2r @)l +e0) e — 12,

[f(x) = f ()]

IN

IN

e portanto,
f(x) = @) <Mi|x—%|>, onde M) =|V>f(%)|+e1.
Tem-se ainda que,

VAL > IVAFE) @ =Dl = IR ()] lx - 21

M _
> Mllx—| - x|

= M||x—x||, onde M= %4
Na defini¢do 2.1, tome U = B(X,83), 1 =083 e @(s) = 2%. Logo, para todo x €
2
UNno < flx)—f(x) <mj,
/ - \/1‘T VI
¢ (f(x) _f(x))dl‘gt(oaaf(x)) Mz\/_f || f( )H = M, Hx xH > 1.

Exemplo 2.9 As fungées reais analiticas verifica a desigualdade de Lojasiewicz. De fato,
seja f uma fungdo real analitica na vizinhanca de um ponto X € R tal que f'(x) = 0. Como

f € analitica em uma vizinhanga de x € R, podemos escrever,

f@=F@+ Y prla— ), (2-12)

k=0

onde py para todo k € N, sdo coeficientes reais. Derivando e usando o fato de f'(x) =0,

temos:

'(x) = ikpk(x—f)k_]. (2-13)
k=1

Afirmamos que existem constantes kg € N, 8 > 0, c1,¢; tal que, se |x — x| < 3, entdo

f(x) = f(®)] < erlx—x[, (2-14)
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| (x)] > ealx— x0T, (2-15)

Primeiro mostremos (2-14). Defina A = {k € N : p; # 0}. Seja ko 0 menor elemento de A.
Segue de (2-12) que,

f(x) = f(X)+ P, (X—X)k" +pko+1(x—)€)k0“ 4.

Que pode ser escrito como:

onde, s(x) = piy+1(x — %) + prgr2(x — %)% + - - . Como lirr(l)s(x) = 0, existe &1 > 0 tal que
X—

|x—x| <8 = [|s(x)| < 1.

logo, para |xx| < 9y,
|f(x) = (%)

e Sl 1=

ou seja,
F(0) = F®)] < erlx— 7.

Agora provemos (2-15).Usando (2-13) obtemos,

ko=l e r(x) = (ko + Dpggr1(x — 0% + - - .. Como

k
)| < %u—xv@l.

onde, g(x) = kopy,(x — X)
x—0 (X —x) 01
Logo, para |x — x| < &2,

=0, existe & > 0 tal que para |x — x| < &,

ko1 KolProl ke
@)= @) = Ir(x)] > kolpollx— [ 1—TO|)C—)C|]{° !
_ 2ko|pig|]x — 0" — ko| piy [Jx — 5[~
2 )
ki
= olx—x°, Cz=—0|pk0|-

2

Tomando & = {81,0,}, tem-se que para |x — x| < J, vale (2-14) e (2-15) simultaneamente.
Dai,
1 % 1 1 ko%' 1
(o) = s < s < () e,

C1 2
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e, consequentemente,

a(2) " W - < il

1

Portanto, podemos escrever a expressdo acima da seguinte forma:

ol e
1) - @1 <L)
-4
c, 1
O resultado segue tomando, ¢ = ef=1——.
o ko

Introduziremos alguns resultados e propriedades dos conjuntos semi-algébricos,
os quais dardo base para apresentarmos as fung¢des semi-algébricas. Tais fungdes verifi-
cam a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz, como veremos a seguir. Mais detalhes dessa

teoria podem ser encontrados em [5, 4, 9, 2].

Definicao 2.10 Um subconjunto S de R" ¢é dito semi-algébrico bdsico se existem

f,81,---, 8k funcoes polinomiais definidas em R", tais que:
k
S={xeR"|f(x)=0}N <ﬂ{xeRn | gi(x) > 0}) :
i=1

Dizemos que f,g1,...,8 definem o conjunto S. Se f é a funcdo polinomial identicamen-

tenula, apenas g1, ..., gy definem S.

Definicao 2.11 Um conjunto semi-algébrico é a reunido finita de conjuntos semi-
algébricos bdsicos. Ou seja, se S C R" é semi-algébrico existem fi, g;, fungdes polino-

miais definidas em R", tais que:

k Si
S= U ({xGR”|f,~(x) =0}nN (ﬂ{xER"|gij(x) >0})> .
i=1

j=1

Definicdo 2.12 Uma fungdo f: R" — RU{+o0} é dita semi-algébrica se seu grdfico, isto
é, Graf(f) = {(x,A) € R™™| f(x) =L} é um subconjunto semi-algébrico de R"*1.

Observacao 2.13 Toda aplicacdo polinomial p : R™ — R" é uma aplicacdo semi-
algébrica. De fato,

Graf(p) = {(x,y) ER" xR" |y = p(x)} = ¢~ '(0),

onde, q(x,y) =y — p(x) é uma fungdo polinomial.
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Teorema 2.14 (Tarski-Seidenberg). Considere a aplicacdo projecdo m : R™ x R" — R™
definida por T(x,y) = x. Entdo, para todo subconjunto semi-algébrico S de R"™*" tem-se

que T(S) é um subconjunto semi-algébrico de R™

Demonstragdo. Ver [5, pg.26] |

Vejamos algumas propriedades de conjuntos semi-algébricos:

a) Seja S C R" um conjunto semi-algébrico. Entdo, os conjuntos S, int(S) e fr(S), que
sao respectivamente fecho, interior e fronteira do conjunto S, sdo conjuntos semi-
algébricos;

b) Sejam A,B,C C R" conjuntos semi-algébricos. Entdo, AUB, ANB,A—B, B—A,
A€ e B¢ sdo conjuntos semi-algébricos;

c) Sejam A C R" e B C R conjuntos semi-algébricos. Entdo, A x B C R" x R" é um

conjunto semi-algébrico.

Proposicao 2.15 Sejam S um subconjunto semi-algébrico ndo-vazio de R™, g : R x
R™ — R uma fun¢do polinomial real e f : R" — RU{+eo} definida por

f(x) =sup{g(x,y) |y € §}.
Entdo, f é uma funcdo semi-algébrica.
Demonstragdo. Para isso, basta mostrarmos que
Graf(f) = {(x,A) e R" xR |Vy € S,g(x,y) <A} N {(x,u) € R" X R | f(x) = u}

¢ um conjunto semi-algébrico. De fato, usando as propriedades dos conjuntos semi-

algébricos, vemos que

Q = {(xhy) R XRxS|g(ry) > Al
= {(xAy) eR"XRxR" | g(x,y) >A}N(R" xR xS),

¢ um conjunto semi-algébrico. Defina,mt : R” x R x R" — R" x R pondo,
T, Ayy) = (x,1).

Pelo Teorema 2.14 o conjunto, ©(Q) = {(x,A) € R" xR | Jy € §,g(x,y) > A} é semi-

algébrico, logo o seu complementar,

Q) ={(x,A) eR" xR |Vy € S,g(x,y) <A},
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goza da mesma propriedade. Analogamente, mostra-se que o conjunto

{(x,p) eR"XR[Vy € 8,8(x,y) > pu} ={(x,u) ER" xR f(x) >},

¢ semi-algébrico. Portanto, Graf(f) € um conjunto semi-algébrico. 0

O seguinte resultado apresenta uma classe de fungdes que verificam a desigual-

dade de Kurdyka-Lojasiewicz, pode ser encontrado em [6, 7]

Teorema 2.16 Seja f : R" — RU {40}, uma fungdo propria semicontinua inferior. Se f

é semi-algébricas, entdo ela satisfaz a propriedade KL em qualquer ponto do dom(f).



CAPITULO 3

Algoritmo Proximal Generalizado

Neste capitulo, apresentaremos o método do ponto proximal generalizado
MPPG. Nesse contexto, a funcdo regularizadora € uma quase-distancia e a funcao obje-
tivo verifica a desigualdade (2-2). Esse método, serd usado para resolver o Problema (0-1).
Descreveremos as hipoteses assumidas sobre a quase-distancia e a fungdo objetivo, além
disso, provaremos a convergéncia parcial e total de uma sequéncia limitada gerada pelo

MPPG, a um ponto critico generalizado.

3.1 Um Algoritmo Proximal com Quase-distancia

O Algoritmo gera uma sequéncia {x*};cy via a seguinte recursio.
1.Tome x° € dom(f).

2. Se x* ¢ critico PARE,

3.Dado xX, encontrar x**1 tal que:

e argmin{ f (u) + Fou) | ueR"Y, (3-1)

by
e (
onde {4 }xerny € uma sequéncia positiva tal que 0 < A < Ap < A,

As seguintes hipdteses sdo assumidas para o estudo:

(H)) —oo < inf f(x);

xeR?
(#) g satisfaz a condigdo:(1-4);

(#3) A restricdo de f em seu dominio é uma fung¢éo continua.

3.2 Analise de Convergéncia

3.2.1 Convergéncia Parcial

Proposicao 3.1 Se (#H,) e (#5) sdo verificadas, entdo:
i) {x*} estd bem definida,
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Em adigdo, se {x*} e cumpre (3-1) segue:

ii) A sequéncia {f(x*)} é decrescente e limitada, logo convergente.

il Zq k k“ ) < oo, em particular,

1 . k =o.
kg&ﬂ )=

Demonstragdo. O item (i) segue do Teorema 1.7. Do processo interativo (3-1),
[l < fild), keN,

1
onde, fr = f(-)+ e 2(x¥,.). dessa desigualdade segue que:
k

1

FEEY + g (F A < (>+2—M2<xkx") (3-2)

27%

ou simplesmente,

FOEED < FOH), keN.

Entdo, {f(xX)} é ndo-crescente. Como f é limitada inferiormente. Logo, {f(x*)} ¢é

convergente. Isso prova (ii). Agora note que da desigualdade (3-2) , obtem-se:
(AT <M [F () = FOH). (3-3)

Fazendo o somatério em ambos os lados de (3-3), com k variando de 0 até N dado,

obtemos:

N N
Y a5 < Y () = F R (3-4)
k=0 k=0
Combinando (3-4) com a limitac¢do superior da sequéncia Ay,
Z ¢* () <20 [ (%) — )], (3-5)

Por (3-5) e pela limitacdo inferior de f chegamos a:
PUR R 0y _:
Z el <2Ap [f(27) —inf f(X) . cpn] < oo, (3-6)

tomando o limite em (3-6) com N — o, prova-se (iii). Em particular, da convergéncia

de Zq (x*, X**1), temos:

1 .Xk k+1 )
Jim g, ) =0
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O

O processo iterativo (3-1) pode ser caracterizado em termos do subdiderencial-

limite.

Proposicdo 3.2 Se (7,) e (75) sdo verificadas, entdo existem wkt1 € 9 f (xXk+1) e vi+1 ¢
Aalet, ) () al que:

k
0=wktl g 2= J k] (3-7)

1

Demonstracdo. Como a interada x**! satisfaz a condicdo de otimalidade de primeira

ordem da funcéo f(-) + Zixqu (x*,-). Pela Proposicdo 1.28, teremos:

0€d (f+2i}% 2(xk,.)) (*).

Por outro lado, desde que (1-4) é verificada, a Proposicdo 1.17 garante que para z = x*, a
funcao ﬁqz (x*,-) é localmente lipschitziana em x**!, que acrecido a semicontinuidade

inferior de f a Proposicao 1.45 resulta em:

0 eaf(xk+1)+2%ka (qz(xk,-)> (¥, keN. (3-8)

Além disso, considerando fi = f> = g(x*,-) > 0 e ¥ = x**! na Proposigio 1.46, resulta

que:

3 (2(,) (471 € 2905, 4 (g, )) (4, ke, (3-9)
Assim, combinando (3-8) com (3-9), obt€ém-se que:
0€af() + gl 4 1a (g, ) (A1),
v

Portanto, existem w 1 € 9 f (x¥T1) e VA1 € 9(g(xk,-)) (1) tais que (3-7) é verificada. O

Note que, no caso onde ¢ = || - ||, (3-7) reduz-se a condi¢do de otimalidade cléssica, dada

por:

(xk _xk+l)

1
» e af(xF .

Lema 3.3 Sejam 7,x € R" e q uma quase-distdncia que verifica (#5), entdo existe uma

constante M > 0 que independe de 7, tal que:

vl <M, veadgz))X) (3-10)
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Demonstracdo. De (#4) e Proposigdo 1.16, tem-se que ¢(Z,-) é uma func¢do Lipschit-
ziana em R”, com constante de Lipschitz 2B > 0. Em particular, ¢(Z,-) é uma fungio
localmente lipschitiziana em x € R”. Note que esta constante independe de Z. Assim, a

Proposicao 1.44 implica que:

VIl <2B, ved(q(z,)X),

e, visto que 23 também independe de X, o resultado desejado segue com M =2 > 0. [

Proposicdo 3.4 Seja {x*} ey uma sequéncia limitada gerada pelo processo em 3-1 e
denotemos por m(xo) o conjunto dos seus pontos de acumulacdo. Suponha que f satisfaz
(#5). Entdo, qualquer ponto de acumulagdo da sequéncia {x*}rcn é um ponto critico
limite de f.

Demonstragdo. Tome X € ®(x"). Dessa maneira, existe uma subsequéncia {x*/} de {x*}

tal que, XX/ — X, devemos mostrar que 0 € df(%). De fato, da Proposicdo 3.2, tem-se que

existem whi 1 € 9 f (Kt e viitl € 9(q(x,.)) () tais que

kit
O:ij+1+q(xkj7‘xj+ )vkﬁ-l'
M

Assim, tem-se que:

q(aki 1Kty L g
A bt < g, ),

J

e <

onde a ultima desigualdade € uma consequéncia do Lema 3.3, logo, consideramos o limite

quando j — +oo e pela Proposicdo 3.1,

lim [|wh | =0.
) R a

Assim, (¥,0) é ponto de acumulagio da sequéncia { (x*/,wk/)} e, como o grafd f é fechado,
{(x%,wki)} C grafdf(x%). Logo, (¥,0) € grafdf (%), isto &, 0 € df(¥) e assim conclui-se
que X € critf;

O

3.2.2 Convergéncia Total

Em seguida serd feita a andlise de convergéncia, mostrando que uma sequéncia
limitada gerada pelo MPPG, converge a algum ponto de acumulagdo os quais sdo pontos

criticos generalizados da funcdo objetivo f.
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Teorema 3.5 Assumindo que a sequéncia {xk}keN gerada pelo (MPPG), é limitada, x
¢é um ponto de acumulagio de {x*}ien e vale (), (75) e (95). Seja U C R" uma
vizinhanga de X, | €]0,+o0] e @ : [0,n[— Ry uma fungdo continua e coéncava como em
(2-1) e (2-2). Se 8 > 0 e r €]0, 1] sdo constantes fixas, tais que B ( > C U, entdo existe
ko € N tal que:

fE) < fE) < f@+m, k> k, (3-11)

(%, 550 Jr—\/zx+ (ko) — Fxo1) — £(3)]+
A (3-12)
T [cp( (xk°>>—<p< (x))] <3,
Mt e B (%,8), j=1,2,.... (3-13)
Além disso,
fyw¢“5<+m (3-14)
k=0

Em particular, a sequéncia {x*} converge para x o qual é um ponto critico de f.

Demonstragdo. Pode-se considerar que x*, ¥ € dom(f), para todo k € N, pois caso
x" ¢ dom(f), pela definicio da sequéncia {x*} o préximo ponto x' estard em dom(f).

Pelo item ii) da Proposigio 3.1 { f(x*)} é bem definida e converge para o ]in(f) F(5) = f(®).
>

Trocando f por f — infi~o f(x*), podemos assumir klim f(x*) = 0. Logo, temos sem
oo

perda de generalidade que, f(¥) = 0. Visto que a sequéncia { f(xX)} é positiva e decresce

estritamente para 0, obtemos:

0< f(x), keN. (3-15)

Em particular, existe um indice N € N tal que:

0<f(x*)<m, k>N. (3-16)

Agora defina a sequéncia {by }, dada por:

bi=q \/zw () 4 T 2h ) 1_rm TP
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Como ¢(%,.), \/- € ¢ sdo fungdes continuas, ¢(0) =0e {f (x*)} converge para 0, segue

que 0 é um ponto de acumulagdo da sequéncia {b; }. Entdo existe ko = kj, > N tal que:

g (%, 30 +—,/zx+kao +—\/2x+kaol 1—r2Lx+ [q)(f(xko))]<8,

o que prova (3-12). Em particular, como ko > N, vale (3-11). Note que (3-12) implica que
xko ¢ B,(%,8), visto que by, < & e que os termos que determinam by, sdo positivos. Pela

hipétese (H), temos:
k d
o — x| < g(x,4") = X0 e B x& cU.

Assim, x*0 € UN[0 < f <M]. Como % é um ponto onde f satisfaz a desigualdade de

Kurdyka-Lojasiewicz, temos:

¢ (f(x¥))dist(0,0f(x"0)) > 1.

Logo, 0 ¢ df(x*0). Pelo Lema 3-10 e pela Proposigio 3-7 combinadas com a defini¢io de
dist(0,9f (xk0)), obtém-se:

dist(0,0f(x**)) < [[w*[| < 53— k g™t o) )| < xL g1 x),

pois, wko € 9 (xk0) e vko € 9g(xko—1 ) (ko).
Novamente pela desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em X, segue que,

< @/(F(P0)dist (0,07 (),
< Q) gl ),
Dai,
P > — (3-17)

Lq(xk() 1 xko)

Por outro lado, a concavidade da funcdo ¢ implica que,

—0(2) > —0(t)—¢'(t)(z—1), zteR.
Tomando z = f(x**1) et = f(x*), temos:

Q(f(F) —o(F(xTh)) > @/ (f(X0)) (f(0) — f(Fot ).
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Combinando essa tltima desigualdade com,

) — f(oty > L 2o oty

e @ (s) >0,s € (0,m), tem-se:

Pf () —(f(o)) > <P'(f(xk°))iqz(xk‘%xko“)- (3-18)

Agora, usando as desigualdades (3-17) e (3-18), chegamos a seguinte expressao:

OUF () — p(F (o)) > cp’(f(x’m))iqz(xko,xko“),

A 1
Lq (xko - ) xko ) 2;\'+

v

qZ(xko’xkO-ﬁ-l).

Logo,

2( ko ko+1
qq(i’ii_’ka;)) < sz* P(F() —o(f(k )| (3-19)

Provaremos a seguinte afirmacao:

g 1) < g4 2 [o(r(4) 94, (3-20)

r

L\,

2
para k = ko, e onde M = X

. De fato, temos duas possibilidades a consider:
a) q(xo, X0ty > rg(xho=l o),

b) q(xo, xR0ty < rg(xko=t xho).

q(xko ’xk0+1)

Primeiro suponha que ocorra a). Entdo, q(xko_l,xko) < , multiplicando e

dividindo o lado direito dessa tltima desigualdade por ¢(x*0, x*0*1) obtemos,

Z(Xko,xk(ﬁ—l)

o xko—i—l) Z(Xko xko+1)
ko—1 )Cko < q( ) _ q ) — xko xko—H < q—
g x) < r rq(xko, xkot+1) a0, )< rq(xfo~1, xk)

Consequentemente teremos:

M

g0 o) < rg (1 0) + = o(£()) — (1 ()|
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Visto que rg(x*0~1 x%0) > 0, a afirmagio fica provada. Agora se ocorre b), g(x0, xko+1) <
rg(xf~1 xk0), somando ¥ [@(f(x*0)) — @(f(x*0T1))] > 0. A desigualdade em b) ainda
continua sendo verificada. Assim, prova-se (3-20). Em seguida (3-13) serd provado por
inducdo sobre j. Ja foi provado o caso em que j = 0 segue diretamente da prova de
(3-12). Vejamos agora para j = 1, como f(x*) > 0,0 <A_ <A <A,, Vk&Netem-se

r € (0,1) podemos fazer a seguinte andlise. Temos:

S < 1) — ),

Assim,

gk oY) < ([0 [F(abo) — f (ko 1)],

tirado o termo f(x**1), pois quando o retiramos, ainda temos a desigualdade. Segue:

1
g(xko Xty < Ja, f(xko) < E\/sz(xko). (3-21)

Além disso, combinando a desigualdade triangular com a desigualdade (3-21), obtemos

por (3-12) que:

g(5001) < g5, 9) 4 (0, 00H) < g(5.40) 4 1y 20 f (o) <5,

com isso mostramos (3-13) para j = 1. Agora tome j > 1 e suponha que (3-13) € verdade
para todo k = ko, ko + 1,ko +2,...,ko + j — 1, neste caso também temos (3-20) vale para
k=ko+ j,com j=0,1,....j—11stoé,

q(xk0+]—1,xko+j> < rq<xk0+]—1—l,xko+j—l) +=
r

Q=) — g(f (7))

para j =0,1,2,...,j— 1. Assim, somando as j inequacdes obtidas. Teremos a seguinte

expressao:

=l : . .
Y alortaborith) < /Y gt oy Motk —otreary)]

i=0 r

j—1

g0 240) + 7 Y g0 o) 4 () — o/

i=1

IN
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Fazendo algumas manipulagdes algébricas obtemos:

j—1 . , .
(1) Y g 050 < g0 o) - (£(6h0)) — @(f (7))

i=0

Isto é,
j—1 ) ) r M .
Y a0, < gk + s o) - e () | 3-22)
i=0

E pela desigualdade triangular,

q(%,x01) < g(x,250) 4 q(xFo oty 4 g(Rot oty 44
+q(xk0+i,xk0+i+]),

comi=0,1,...,j—1,isto é:
. j-1 S
(%201 < q(%,x%0) 4 q(xF0 Kot 4} g (ot oty (3-23)
=1

Assim combinando (3-23), (3-21) e —@(f(x**/)) < 0, chega-se :

q(%,x01) < g(x, x50 —|——\/27\.+f xko)) +—\/27»+f xko) +

Como jd mostrado em 3-12, g(%,x*0*/) < §, implicando que x**/ € B,(%,8), e assim

s ot

conclui-se a prova por induc@o. Note que 3-14, segue imediatamente de 3-22, ou seja,
~+oo
Z q(xk7xk+1) < oo,
k=0

Esse resultado junto com a hipétese (#6) implica que {x*} é uma sequéncia de Cauchy.
Logo convergente, e converge a X, que € por sua vez um ponto de acumulacio, e como

visto na Proposicao 3.4, ¥ € um ponto critico de f. 0

3.2.3 Taxa de Convergéncia

Apresentaremos a seguir uma andlise da taxa de convergéncia.

Teorema 3.6 Assumindo que f satisfaz () - (Hy) e seja {x*}ren uma sequéncia gerada
pelo MPPG limitada. Sendo ¢(s) = s'~% 0 € [0,1), e X o ponto limite da sequéncia
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{x"Yren. Entdo:

i) Se © =0, a sequéncia converge em um niimero finito de passos;
ii) Se 8 € (0, %], entdo existe C > 0e Q € [0,1) tal que:

q(x,x") <cQ;
iii) Se ® € (%, 1), entdo existe C > 0 tal que:
_1-6
q(%,x) < Ck~ 21,

Demonstragdo. Se 6 = 0, suponha por contradi¢do que a sequéncia {x"} ¢ infinitamente
gerada. Tome ko € N suficientemente grande, tal que, x* € B,(%,8)N[0 < f <n], k> ko,
(estamos supondo que f(X) = 0). Como 6 = 0, ¢(s) = s. Por (2-2), obtemos

1 <dist(0,9f(x")), k> ko. (3-24)

Por outro lado, a partir da Proposicdo 3.2 para cada k € N, existe wk € 9f(x}) e vf €
dg(x*=1, ) (x*) tal que,

e e I (Gt
A1 B A_ ’

W ) < (3-25)
onde a tltima desigualdade segue a partir do Lema 3.3 (com v =k, 7 =x*"! e ¥ = x%)

e definicdo da sequéncia {A;}. Assim, visto que klirn (x*~1,xX) = 0 (isto segue a partir
— oo

do item iii) da Proposi¢do 3.1), obtemos que klim wk =00 que é uma contradicdo com
—foo

(3-24). Logo, o item (i) estd provado. Deixe-nos definir a seguinte notacao:

oo

Ak = Z q(xp,xp+1).
p=k

Dessa maneira, Ay = Z g(x" xPT1) e, pela desigualdade triangular, segue que
p=k—1

q(%,xX) < A;. Utilizaremos a tltima desigualdade para concluirmos as estimativas que

aparecem em ii) e iii), ou seja, limitaremos A;, e consequentemente ¢(¥,x*) estard

limitado.

Observe que, Ay_| — Ay = g(x* =1, x*). Pela expressio (3-20), temos

N

N N
Y g ) <r Y g )+ Y 0 6) e (326
p=k

p=k p=k
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Como,

N N
Y abP ) = gL+ Y a6,
p=k p=k+1
k—1 _k Al 1
= (LA + Y qGP .
p=k

Substituindo Zjl\f:kq(xp_l ,x) em (3-26), obtemos,

N r
Y o) < g ) s Y el — ol )
p=k p=k

< ) S ) — el )

< T e )

Assim, Ay < 5 (Ak—1 — A) + L o(f(x*)), sendo @(s) = 5179, a equagdo fica como

ir r(l1—r)

segue,

r M
Ay < — (A1 —Ap) +

T, e (3-27)

Como j4 assumimos que x* € B,(%,8)U[0 < £ <m], k> ko, e que f(X) =0, temos pela
desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz,

IN

o (£(x"))dist(0,0 (")),
< (1=0)7() W]l

Para todo wk € 9f(x*), consequentemente,

FOH® < (10w,

ou ainda,
FOR) < (1—0)8||wk5.

Voltando a equagdo (3-27), e substituindo a expressao acima e usando a limita¢ao

em (3-25) temos,
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r M(1—8) % ||wh]| 5"
A < l_r(Akq—Ak)ﬂL f=7) : (3-28)
1-6
r M(I—G)% Lg(x*=1,x577%
= 1—r<Ak71_Ak)+ r(1—r) A ’
_ 1-6
r M(1-0)% [L(Aw1—A)]®
= l—r(Ak_l_Ak)+ r(l—r) [ A ’

Se supormos 6 € (%, 1), teremos, % < 1. Como Ay — 0, quando k — oo, (basta
olhar a expressdao (3-28)). Dai temos que existem um inteiro positivo k; > kg € uma

constante C; tal que:

1-6

Ay <Cr(Ag—1 —Ap) @,

ou simplesmente,

0
Alife <(C; (Ak_1 — Ak). (3-29)
Agora defina & : (0,4o0) — R, por h(s) = sTO ¢ seja R € (1,+4o0). Afirmamos que para
cada k > kp, existem u > 0 e v < 0 tal que:
A =N > (3-30)
Vamos considerar dois casos:

a) ]’L(Ak) S Rl’l(Ak,I),
b) h(Ar) > Rh(Ar-1).

Suponha primeiro que ocorra a). Pela desigualdade em (3-29), temos:

Ci(Ar_1 —A
1< M = C1(Ak—1 — A)h(Ax).
AL
Usando a) temos:
1 < Ci(Ar—1—Ap)h(Ar),

A

RC1(Ap—1 — Ag))h(Ax—1).
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Agora, visto que 2(Ax_1) = min, <s<a,_, 1(s), Gltima desigualdade implica:

Ar—1
1 < RC1/ h(s)ds,

A
A1 —9
= RC1/ sT-ods,
Ay
—0
=5+1
= RC] S; |2i71,
- =
- {1_29@;? A e)}
Logo, a desigualdade (3-30) € obtida para u = (13%31%@ >0ev= 11%%09 < 0. Agora,

assumindo b), usando definicdo de h e m = (}e) e (0,1), adquirimos:

=3 =3
A" > RA = A < mA_y,

e, levando em conta que v < 0, segue

v VAV
Ak >m Ak—] .
Subtraindo A]_, em ambos os membros da tltima desigualdade, temos:
v Vv VAV v
Ag =B > mA = Ay,
> (mv — 1)Ak71.

Comom’ —1>0e Ay — 0" quando £ — oo, existe i1 > 0 tal que, (m" — I)AZ_1 >

h, k> kpealém disso obtemos:
0<ia<A —A_,. (3-31)

Tomando fi = min {u, i1} > 0, combinando (3-30) com (3-31) teremos, 0 < j1 < A] —
A, k>k.
Somando essa tltima desigualdade com k variando de Ny > ky até algum N maior

que N; temos:

N N

Y A< Y (AL-ALY),
=N =N

que implica em
AN —Ni) < AN —AY, 1,
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ou seja,
Ay > ,&N+Axl — [N (3-32)

Agora como, v < 0, podemos supor que Axl — N1 > 0. Logo, de (3-32),

Ay = QN,
€, consequentemente,
Ay <CNv, C=pv. (3-33)

Portanto, o item (iii) segue por considerando que ¢(%,x*) < Ay.

Se 6 € (0, %), segue de (3-28) que existe uma constante positiva C, tal que
Ay < Co(Ap—1 — Ay),

para k suficientemente grande. Entdo:

G
< Ar_1.
S T

Ax

Observe que por essa ultima expressao, obtemos:

Ay < 2 kA = O*A
ko= 1+C 0= 0-

Logo, o item ii) segue com Q = 1—€2C2 € (0,1). O
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