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Resumo

Assunção Filho,P.B.. Um Algoritmo Proximal com Quase-distância. Goiânia,
2015. 66p. Dissertação de Mestrado. Departamento de Matemática, Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, baseado em [1, 18], estudamos a convergência do método do ponto proxi-
mal (MPP) regularizado por uma quase-distância aplicado a um problema de otimização.
A função objetivo considerada não é necessariamente convexa e satisfaz a propriedade de
Kurdyka-Lojasiewicz ao redor de seus pontos críticos generalizados. Mais precisamente,
mostraremos que qualquer sequência limitada, gerada pelo MPP, converge a um ponto
crítico generalizado.

Palavras–chave

Algoritmo Proximal, desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz



Abstract

Assunção Filho,P.B.. A Proximal Algorithm with quasi-distance. Goiânia,
2015. 66p. MSc. Dissertation. Departamento de Matemática, Instituto de Ma-
temática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work, based in [1, 18], we study the convergence of method of proximal point
(MPP) regularized by a quasi-distance, applied to an optimization problem. The objective
function considered not is necessarily convex and satisfies the property of Kurdyka-
Lojasiewicz around by their generalized critical points. More specifically, we will show
that any limited sequence, generated from MPP, converge the a generalized critical point.
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Proximal Algorithm, inequality Kurdyka-Lojasiewicz
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Introdução

Considere o problema de otimização:

min{ f (x) | x ∈ Rn}, (0-1)

onde f : Rn→ R∪{+∞} é uma função própria semicontinua inferior.
O método do ponto proximal MPP é um método iterativo para resolver o

Problema (0-1). Ele gera uma sequência {xk} ⊂ Rn, como segue: dado x0 ∈ Rn,

xk+1 ∈ argmin{ f (u)+
1

2λk
‖u− xk‖2 | u ∈ Rn}, (0-2)

onde {λk} é uma sequência de números positivos e o conjunto que aparece em (0-2)

representa o conjunto dos minimizadores irrestritos da função f (·)+ 1
2λk
‖ ·−xk‖2. Este

método foi introduzido por Martinet[16] e Rockafellar[19] na década de 70, para oti-
mização convexa. No caso onde a função f é convexa, a sequência {xk} é unicamente
determinada, e sua convergência a uma solução do Problema 0-1, se baseia na chamada
Fejér convergência ao conjunto solução, quando este é não vazio. Essa análise pode ser
encontrada, por exemplo, em [13].

Nas últimas décadas, o MPP tem sido considerado em várias outras situações
como, por exemplo, em otimização não convexa. Neste trabalho, será apresentado um
método do ponto proximal generalizado (MPPG) que pode ser aplicado para resolver
o Problema (0-1), no caso onde a função objetivo não é necessariamente convexa, mas
satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em x̄∈ dom ∂ f ver; [2, 3], isto é, existem,
η ∈]0,+∞], uma vizinhaça U de x̄ e uma função côncava e contínua ϕ : [0,η[→ R+ tal
que, ϕ(0) = 0, ϕ ∈C1(0,η), ϕ′(s)> 0, s ∈ (0,η) e

ϕ
′( f (x)− f (x̄))dist(0,∂ f (x))≥ 1, x ∈U ∩ [ f (x̄)< f < f (x̄)+η]. (0-3)

Dado x0 ∈ Rn o MPPG gera uma sequência {xk} ⊂ Rn como segue:

xk+1 ∈ argmin{ f (u)+
1

2λk
q2(xk,u) | u ∈ Rn}, (0-4)
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onde q(·, ·) representa uma quase distância e {λk} é uma sequência de números positivos.
Note que, a regularização em (0-4) é mais natural do ponto de vista da aplicação
fornecida pelo recente progresso na modelagem de processos de decisão em economia;
ver [2, 3, 18].

Esse trabalho está organizado em 3 capítulos. No primeiro temos as preliminares,
onde estão as notações, definições e resultados básicos que serão úteis ao longo do
trabalho. Em particular, apresentaremos alguns exemplos de quase-distância e uma breve
introdução à análise não diferenciável. No segundo capítulo, definiremos a desigualdade
de Kurdyka-Lojasiewicz e apresentaremos exemplos de funções que a cumprem. No
terceiro e último capítulo, serão apresentados os resultados de convergência parcial e
total embasados em; [1, 3, 18]. Faremos também uma análise da taxa de convergência do
método como feito em [1, 3].



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos algumas definições básicas, e resultados impor-
tantes para o desenvolvimento do trabalho. Daremos a definição de quase-distância, sub-
diferencial de Fréchet e subdiferencial limite, bem como algumas propriedades relevantes
dos subdiferenciais e exemplos dos mesmos.

1.1 Definições e Resultados Básicos

O produto escalar de Rn e a sua correspondente norma são denotados por 〈·, ·〉 e
‖ · ‖.

Definição 1.1 Considere a função f : Rn −→ R∪{+∞}.

1) f é dita própria se o seu domínio efetivo, escrito por:

dom( f ) := {x ∈ Rn | f (x)<+∞},

for diferente do vazio;

2) f é semicontinua inferior em um ponto x̄ ∈ dom( f ) ⊂ Rn, se para qualquer

sequência {xk}k∈N em Rn, com xk convergindo a x̄, tem-se:

liminf
k→∞

f (xk)≥ f (x̄).

Além disso, f é semicontínua inferior em Rn, se é semicontínua inferior em todos

os pontos de Rn;

3) O gráfico de f é dado por:

Graf( f ) := {(x,z) ∈ Rn×R | z = f (x)};

4) Se dom( f ) 6= /0, o conjunto dos minimizadores globais de f , possivelmente vazio, é

denotado por:

argmin f := {x ∈ Rn| f (x) = inf f} ;
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5) f é dita ser coerciva se, e somente se, para cada sequência {xk}k∈N em Rn com

lim
k→+∞

‖ xk ‖=+∞, tem-se:

limsup
k→+∞

f (xk) = +∞;

6) O epígrafo de f é dado por:

epi( f ) := {(x,α) ∈ Rn×R | f (x)≤ α};

7) O conjunto de nível da função é dado por:

L f (c) = {x ∈ Rn | f (x)≤ c}.

Definição 1.2 A função indicadora δC de um conjunto C ⊂ Rn é dada por:

δC(x) = 0 se x ∈C, δC(x) = +∞ se x /∈C.

Observação 1.3 A função constante 0 é a indicadora de C = Rn, enquanto que a função

+∞ é a indicadora de C = /0. Obviamente dom(δC) =C, e δC é própria se, e somente se,

C é não-vazio.

Vejamos alguns resultados elementares, porém de relevante importância para o
decorrer deste trabalho.

Teorema 1.4 Seja f : Rn → R∪{+∞}. Então, f é semicontínua inferior se, e somente

se, epi( f ) é um conjunto fechado.

Demonstração. Tome (x̄,α) ∈ Rn×R e {(xk,αk)} ⊂ epi( f ) uma sequência tal que:

(xk,αk)−→ (x̄,α).

Visto que f é semicontínua inferior, em particular f é semicontínua inferior em x̄ e,
consequentemente,

liminf
k→+∞

f (xk)≥ f (x̄). (1-1)

Por outro lado, como {(xk,αk)} ⊂ epi( f ), temos que:

αk ≥ f (xk), k ∈ N. (1-2)
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Tomando o limite inferior em k na última desigualdade e levando em conta que αk → α

quando k vai a +∞, obtemos:

α = liminf
k→+∞

αk ≥ liminf
k→+∞

f (xk)≥ f (x̄),

onde a última desigualdade segue a partir de (1-2). Mas isto nos diz que (x̄,α) ∈ epi( f )

e, consequentemente, que epi( f ) é fechado.
Reciprocamente, dado x̂ ∈Rn, suponhamos que exista uma sequência {xk} ⊂Rn

tal que xk→ x̂, quando k→+∞, mas

liminf
k→+∞

f (xk)< f (x̂).

Então, existe uma subsequência {xk j} de {xk} tal que:

L = lim
j→+∞

f (xk j) = liminf
j→+∞

f (x j)< f (x̂). (1-3)

Agora, uma vez que, (xk j , f (xk j)) ∈ epi( f ), para todo k ∈ N, (xk j , f (xk j)) −→ (x̂,L), e,
por hipótese, epi( f ) é um conjunto fechado, então (x̂,L) ∈ epi( f ), o que contradiz (1-3).
Logo, liminf

k→+∞
f (xk)≥ f (x̂) e a prova do teorema está concluída. �

Teorema 1.5 Se f : Rn → R∪{+∞} é uma função coerciva, para todo c ∈ R tal que

L f (c) é limitado.

Demonstração. Visto que f é coerciva, temos:

lim
‖x‖→+∞

f (x) = +∞.

Assim, dado c > 0 existe r > 0 tal que,

‖x‖> r⇒ f (x)> c.

Mas, isto nos diz que L f (c) ⊂ B(0,r) (bola de centro na origem e raio r) e o resultado
segue. �

Teorema 1.6 Se f :Rn→R∪{+∞} é coerciva e semicontínua inferiormente então L f (c)

é compacto para todo c ∈ R.

Demonstração. Suponha que L f (c) não é fechado para algum c ∈ R, então existe uma
sequência {xk}k∈N ∈ L f (c) com, lim

k−→∞
xk = x ∈ Rn e x /∈ L f (c). Como f é semi-contínua

inferior;
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liminf
k−→∞

f (xk)≥ f (x)> c.

O que não pode acontecer, pois a sequência {xk}k∈N ⊂ L f (c). Logo, L f (c) é fechado e
pelo Teorema 1.5 é limitado. �

O próximo resultado assegura que quando f é coerciva, semicontínua inferior e
limitada inferiormente, temos que argmin{ f (x) | x∈Rn} é diferente do vazio e compacto.
Além disso, o resultado será de grande importância, pois irá garantir a boa definição para
o MPPG.

Teorema 1.7 Seja c ∈ R tal que L f (c) 6= /0. Se f é coerciva, semicontínua inferior e

limitada inferiormente. Então:

argmin{ f (x) | x ∈ L f (c)}= argmin{ f (x) | x ∈ Rn}.

Demonstração. Seja inf
x∈L f (c)

f (x) = α. Para cada k ∈ N existe xk ∈ L f (c) tal que, f (xk) ∈

[α,α+ 1
k ]. Logo, existe

{
xk} ⊂ L f (c) tal que, lim

k→+∞
f (xk) = α. Por outro lado, L f (c) é

compacto e assim, existe
{

xk j
}

subsequência de
{

xk} tal que xk j −→ x̄ ∈ L f (c) quando
j −→ +∞. Como f é semicontínua inferior em x̄, então, liminf

j→+∞
f (xk j) ≥ f (x̄) e uma vez

que
α = lim

k→+∞
f (xk) = lim

j→+∞
f (xk j)≥ f (x̄),

segue que α = f (x̄) pois, pela propriedade de ínfimo α ≤ f (x̄). Assim, existe x̄ ∈ L f (c)

tal que inf
x∈L f (c)

f (x) = f (x̄). Logo,

f (x)≤ f (x), x ∈ L f (c).

Além disso, para x ∈Rn\L f (c), temos f (x)≥ c. Então, f (x)≤ f (x), para todo x ∈Rn. �

1.2 Quase-distância

Nesta seção, introduziremos a definição de quase-distância e alguns exemplos.
Ainda apresentaremos uma condição sobre a quase-distância, que será assumida como
hipótese no Capítulo 3. Ao assumirmos essa condição demonstraremos resultados funda-
mentais, como por exemplo, a coercividade da função q2, que utilizaremos como função
regularizadora do MPPG.
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Definição 1.8 Seja X um conjunto. A aplicação q : X × X → R+ é dita uma quase-

distância se, para todo x,y,z ∈ X , temos:

1. q(x,y) = q(y,x) = 0 ⇔ x = y,

2. q(x,z)≤ q(x,y)+q(y,z).

O par (X ,q) é dito espaço quase-métrico. Observe que se q : X×X→R+ é uma aplicação
simétrica, isto é,

q(x,y) := q(y,x), x,y ∈ X ,

então q é uma distância em X . Além disso, para cada quase-distância q, denotamos q a
sua quase-distância conjugada. Definida por

q(x,y) = q(y,x), x,y ∈ X ,

e ainda definimos a distância q̂ dada por:

q̂(x,y) = max{q(x,y),q(x,y)}, x,y ∈ X ,

a distância associada à quase-distância q.

Definição 1.9 Considere a função f : Rn −→ R∪{+∞}. Dizemos que f é localmente

lipschitz contínua em uma vizinhaça de x ∈ dom( f ) se existem, ε > 0 e ` > 0 tais que:

| f (x)− f (y)| ≤ `‖x− y‖, x,y ∈ B(x,ε).

Além disso , f é dita localmente Lipschitz contínua em um subconjunto aberto D⊂Rn se

f é localmente Lipschitz contínua em cada x ∈ D;

Definição 1.10 Considere a função f : Rn −→ R∪{+∞}.

1) f é convexa se, e somente se, para todo x,y ∈ dom( f ) e todo t ∈ [0,1], tem-se:

f (tx+(1− t)y)≤ t f (x)+(1− t) f (y);

2) f é côncava se, e somente se, − f é convexa;

Nesse trabalho, consideraremos apenas quase distâncias q : Rn×Rn→ R+ que
satisfazem a seguinte condição:

∃ α,β > 0 : α‖x− y‖ ≤ q(x,y)≤ β‖x− y‖, x,y ∈ Rn. (1-4)

Agora, apresentaremos alguns exemplos de quase-distância:
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Exemplo 1.11 [11] Seja q : R×R→ R+ definida por:

q(x,y) =

{
0, se x≤ y;
1, se x > y.

Note que, q é uma quase-distância em R. Com efeito, dados x,y ∈ R,

q(x,y) = q(y,x) = 0⇔ x≤ y e y≤ x⇔ x = y.

Agora, dados x,y,z ∈ R, é fácil ver que

q(x,z)≤ q(x,y)+q(y,z),

para qualquer posição escolhida para x,y,z em R. Observe ainda que a quase-distância

q, não verifica a condição (1-4). De fato, para α > 0 arbitrário, existem x =
3
α

e y =
1
α

,

tal que:

q(x,y) = 1, mas α|x− y|= 2.

Exemplo 1.12 [12] Dizemos que p : Rn→ R+, é uma norma assimétrica se, para todo

x,y ∈ Rn e α ∈ R+, as seguintes condições ocorrem:

1. p(x) = p(−x) = 0⇔ x = 0;
2. p(αx) = αp(x);
3. p(x+ y)≤ p(x)+ p(y).

A partir da definição de p, é fácil ver que q : Rn×Rn→ R+, dada por:

q(x,y) := p(x− y), x,y ∈ Rn,

é uma quase-distância em Rn.

Exemplo 1.13 Considere c−,c+ > 0 e defina q : R×R→ R+ definida por

q(x,y) =

{
c+(y− x), se y− x > 0,
c−(x− y), se y− x≤ 0.

Afirmamos que q é uma quase-distância em R. De fato,

q(x,y) = q(y,x) = 0⇔ x≤ y e y≤ x⇔ x = y.

Agora dados x,y,z ∈ R, observe que ao considerarmos as possíveis comparações para

esses números, chegamos à conclusão que a desigualdade triangular é sempre verificada.

Se x≤ y≤ z : q(x,y) = c+(y− x) = c+(z− x)− c+(z− y)≤ q(x,z)+q(z,y);
Se x < z < y : q(x,y) = c+(y− x) = c+(z− x)+ c+(z− y) = q(x,z)+q(z,y);
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Se z < y < x : q(x,y) = c−(x− y) = c−(x− z)− c−(y− z)≤ q(x,z)+q(z,y);
Se z < x < y : q(x,y) = c+(y− x) = c+(y− z)− c+(x− z)≤ q(x,z)+q(z,y);
Se y < x < z : q(x,y) = c−(x− y) = c−(z− y)− c−(z− x)≤ q(x,z)+q(z,y);
Se y < z < x : q(x,y) = c−(x− y) = c−(x− z)+ c−(z− y) = q(x,z)+q(z,y);
Do mesmo modo, a aplicação h : Rn×Rn→ R+, definida por:

h(x,y) =
n

∑
i=1

qi(xi,yi),

é uma quase distância em Rn. Observe que agora estamos fazendo

qi(xi,yi) =

{
c+i (yi− xi), se yi− xi > 0,
c−i (xi− yi), se yi− xi ≤ 0,

onde xi,yi representa a i-ésima componentes dos vetores x e y em Rn. Além disso, teremos

n constantes c+i e c−i . A veracidade de h(x,y)= h(y,x)= 0 ⇔ x= y, é de fácil verificação.

Por outro lado, para cada x,y,z ∈ Rn, tem-se:

h(x,y) =
n

∑
i=1

qi(xi,yi)≤
n

∑
i=1

[qi(xi,zi)+qi(zi,yi)] = h(x,z)+h(z,y).

Desse modo, h é uma quase-distância. Para verificar a condição (1-4), basta considerar-

mos, α = min
i=1,...,n

{c−i ,c
+
i } e β = max

i=1,...,n
{c−i ,c

+
i }. Logo,

α

n

∑
i=1
|xi− yi| ≤ h(x,y)≤ β

n

∑
i=1
|xi− yi|,

visto que a norma ‖ · ‖1

(
‖x‖1 =

n

∑
i=1
|xi|

)
e a norma usual ‖ · ‖ são equivalentes.

Exemplo 1.14 Seja g : X → R+ uma função injetiva, para x,y ∈ X defina, qg(x,y) =

max{g(x)− g(y),0}. Então, qg gera uma quase distância em X. De fato, a veracidade

de q(x,y) = q(y,x) = 0 ⇔ x = y, é de fácil verificação. Vejamos agora a desigualdade

triângular, para x,y,z ∈ X teremos as quase-distâncias abaixo:

qg(x,z) = max{g(x)−g(z),0} ,

qg(x,y) = max{g(x)−g(y),0} ,

qg(y,z) = max{g(y)−g(z),0} .

Em qualquer combinação, sempre será válido a desigualdade:

qg(x,z)≤ qg(x,y)+qg(y,z).
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Exemplo 1.15 Seja µ > 0 e g : Rn→ R uma função injetiva e Lipschitz com contante `.

Então, para x,y ∈ Rn, definimos

q(x,y) = max{g(x)−g(y),µ‖x− y‖}. (1-5)

Assim, q gera uma quase distância em Rn. De fato, a partir de (1-5)

q(x,y) = q(y,x) = 0⇔ x = y.

Além disso, quando q(x,y) = g(x)−g(y),

q(x,y) = g(x)−g(z)+g(z)−g(y),

≤ max{g(x)−g(z),µ‖x− z‖}+max{g(z)−g(y),µ‖z− y‖},

= q(x,z)+q(z,y).

Agora, quando q(x,y) = µ‖x− y‖,

q(x,y) ≤ µ‖x− z‖+µ‖z− y‖,

≤ max{g(x)−g(z),µ‖x− z‖}+max{g(z)−g(y),µ‖z− y‖},

= q(x,z)+q(z,y).

Assim,

q(x,z)≤ q(x,y)+q(y,z), x,y,z ∈ Rn,

e a afirmação está provada. Além disso, considerando α = µ e β = `+µ, temos que:

α‖x− y‖ ≤ q(x,y)≤ β‖x− y‖, x,y ∈ Rn.

As quase-distâncias dos Exemplos 1.13 e 1.15 verificam a condição (1-4), e as
quase-distâncias dos Exemplos 1.14 e 1.11 não verificam. Em seguida, serão apresentados
alguns resultados que são obtidos considerando a condição (1-4).

Proposição 1.16 Se q : Rn×Rn → R+ é uma quase-distância que verifica (1-4), então

para todo z ∈ Rn as funções q(z, ·) e q(·,z) são Lipschitz.

Demonstração. Para todo x,y ∈ Rn, temos:

q(z,x)≤ q(z,y)+q(y,x)⇒ q(z,x)−q(z,y)≤ q(y,x),
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consequentemente podemos escrever:

|q(z,x)−q(z,y)| ≤ q(y,x)≤max{q(x,y),q(y,x)} ≤ q(x,y)+q(y,x),

por (1-4), existe M = 2β > 0 tal que,

|q(z,x)−q(z,y)| ≤M‖x− y‖, x,y ∈ Rn.

Assim, q(z, ·) é Lipschitz. A prova para q(·,z) é análoga. �

Proposição 1.17 Seja z ∈ Rn fixo. Se q verifica (1-4), então q2(z, ·) e q2(·,z) são funções

localmente Lipschitz em Rn.

Demonstração. Seja x um ponto do dom(q2(z, ·)) = Rn e ε > 0. Se w ∈ B(x,ε), então
existe Lx > 0 tal que:

|q(z,w)| ≤ Lx. (1-6)

De fato,

|q(z,w)|= |q(z,w)−q(z,z)|,

e, pela Proposição 1.16, temos:

|q(z,w)| ≤ M‖w− x+ x− z‖,

≤ M(‖w− x‖+‖z− x‖).

Considerando Lx = M(ε+‖z− x‖). Logo, para x,y ∈ B(x,ε), e novamente pela Proposi-
ção 1.16, juntamente com (1-6) obtemos:

|q2(z,x)−q2(z,y)| = |q(z,x)+q(z,y)||q(z,x)−q(z,y)|

≤ 2LxM‖x− y‖.

Como x é um ponto arbitrário de Rn, q2(z, ·) é localmente Lipschitz em Rn. Para a função
q2(·,z) a prova é análoga. �

Se q é uma quase-distância que verifica (1-4), então, para cada z∈Rn, as funções
q(z, ·), q(·,z), q2(z, ·) e q2(·,z) são coercivas. De fato, como

α‖x− y‖ ≤ q(x,y)≤ β‖x− y‖, x,y ∈ Rn,
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daí, ao fazermos y = z̄,

α‖x− z̄‖ ≤ q(x, z̄)≤ β‖x− z̄‖.

Tomando o limite com ‖x‖→+∞, obtemos:

lim
‖x‖→+∞

α‖x− z̄‖=+∞⇒ lim
‖x‖→+∞

q(x, z̄) = +∞.

O mesmo pode ser feito para as demais funções.

Proposição 1.18 Seja z ∈ Rn e λ > 0. Se f : Rn → R∪{+∞} limitada inferiormente e

q2(z, ·) é uma função coerciva, então a função f +
1
λ

q2(z, ·) : Rn→R∪{+∞} é coerciva.

Demonstração. Como f é limitada inferiormente, existe κ ∈ R tal que

−∞ < κ+
1
λ

q2(z,x)≤
(

f +
1
λ

q2(z, ·)
)
(x).

Assim, desta desigualdade, temos,

lim
‖x‖−→+∞

(
f +

1
λ

q2(z, ·)
)
(x) = +∞.

�

Combinando o Teorema 1.7 e a Proposição 1.18, obteremos a boa definição do
MPPG. Em seguida, apresentaremos uma teoria de subdiferencial que juntamente com
os resultados apresentados até aqui e a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz, obtemos a
estrutura básica desse trabalho.

1.3 Subdiferencial

Como a função objetivo tratada nesse trabalho não é necessariamente convexa,
precisaremos estabelecer uma generalização do subgradiente, justificando assim a neces-
sidade de estudarmos os subdiferenciais de Fréchet, limite e horizonte. Tais subdiferenci-
ais nos permitirão caracterizar os pontos críticos da função objetivo considerada. Consi-
deraremos f : Rn→ R∪{+∞} uma função, própria e semicontínua inferior. Os fatos em
seguida podem ser encontrados em [20].

Definição 1.19 Seja f : Rn −→ R∪{+∞}.

(a) Para cada x̄ ∈ dom f , o subdiferencial de Fréchet de f em x̄ , escrito por ∂̂ f (x̄), é o

conjunto de vetores v ∈ Rn tal que:
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liminf
y 6= x̄

y→ x̄

1
‖ y− x̄ ‖

[ f (y)− f (x̄)−〈v,y− x̄〉]≥ 0. (1-7)

Se x̄ /∈ dom f , então ∂̂ f (x̄) = /0;
(b) O subdiferencial limite de f em x̄ ∈ Rn, escrito por, ∂ f (x̄), é definido como a seguir

∂ f (x̄) = {v ∈ Rn | ∃ xk→ x̄, f (xk)→ f (x̄) ,vk ∈ ∂̂ f (xk)→ v};

(c) O subdiferencial horizonte de f em x̄, escrito por ∂∞ f (x̄) é definido como em (b),

exceto que em vez de vk → v, temos λkvk → v, para alguma sequência λk ↓ 0 (isto é

λk→ 0 e λk ≥ 0, k ∈ N).

Observação 1.20 Note que para cada x̄ ∈ dom( f ) e v ∈ Rn, a expressão:

f (y)≥ f (x̄)+ 〈v,y− x̄〉+o(‖ y− x̄ ‖) , (1-8)

onde lim
y→x̄

o(‖y− x̄‖)
‖ y− x̄ ‖

= 0, é equivalente a v ∈ ∂̂ f (x̄); ver [21, pg.142].

O seguinte resultado segue da Definição 1.19.

Proposição 1.21 Tome x ∈ dom f . Então:

∂̂ f (x)⊂ ∂ f (x) . (1-9)

Além disso, ∂̂ f (x) é convexo e fechado e ∂ f (x) é fechado.

Demonstração. Considere v ∈ ∂̂ f (x̄). Tomando xk = x̄ e vk = v, para todo k ∈ N, segue
que:

xk→ x̄, f (xk)→ f (x̄) e vk→ v,

onde vk ∈ ∂̂ f
(
xk). Mas isto nos diz que v ∈ ∂ f (x̄), o que mostra a inclusão (1-9).

Agora, tome v1, v2 ∈ ∂̂ f (x̄) e vt = (1− t)v1 + tv2, com t ∈ [0,1]. Segue da
equação (1-8) que:

f (y)− f (x̄)−〈vt ,y− x̄〉+o(‖ y− x̄ ‖) = f (y)− f (x̄)−〈(1− t)v1 + tv2,y− x̄〉+

+o(‖ y− x̄ ‖) . (1-10)

Escrevendo de maneira conveniente o produto interno em (1-10), obtemos:

f (y)− f (x̄)−〈vt ,y− x̄〉+o(‖ y− x̄ ‖)= (1−t)[ f (y)− f (x̄)−〈v1,y− x̄〉+o(‖ y− x̄ ‖)]+

+ t[ f (y)− f (x̄)−〈v2,y− x̄〉+o(‖ y− x̄ ‖)]. (1-11)
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Visto que v1,v2 ∈ ∂̂ f (x̄), a expressão (1-11) combinada com relação (1-8) nos fornece
f (y)− f (x̄)−〈vt ,y− x̄〉+ o(‖ y− x̄ ‖) ≥ 0. Consequentemente, vt ∈ ∂̂ f (x) e o conjunto
∂̂ f (x) é provado ser convexo.

Mostraremos agora que ∂̂ f (x̄) é fechado. Tome
{

v j}⊂ ∂̂ f (x̄), com v j→ v. Para
cada j, tem-se:

f (y)− f (x̄)−〈v j,y− x̄〉+o(‖ y− x̄ ‖)≥ 0.

Tomando o limite nessa última desigualdade com j → +∞, obtemos v ∈ ∂̂ f (x̄). Logo,
∂̂ f (x̄) é fechado.

Finalmente mostraremos que ∂ f (x̄) é fechado. Seja v j → v uma sequência de
pontos de ∂ f (x̄). Então, para todo j ∈N, existem sequências {x j

k} ⊂Rn e {v j
k} ⊂ ∂̂ f

(
x j

k

)
com:

v j
k→ v j, x j

k→ x̄ e f (x j
k)→ f (x̄) ,

escolhendo {v j
k} ⊂ ∂̂ f

(
x j

k

)
tal que:

‖v j
k− v j‖< 1

2 j
. (1-12)

Visto que v j→ v, existe N ∈ N tal que:

‖v j− v‖< 1
2 j

, j ≥ N. (1-13)

De (1-12) e (1-13) segue que:

‖v j
k− v‖= ‖v j

k− v j + v j− v‖ ≤ ‖v j
k− v j‖+‖v j− v‖< 1

2 j
+

1
2 j

=
1
j
, j ∈ N.

Mas, isto nos diz que existe uma sequência {v j
k} ⊂ ∂̂ f

(
x j

k

)
talque:

v j
k→ v.

Além disso, x j
k→ x̄ com f (x j

k)→ f (x̄). Logo, v ∈ ∂ f (x̄) e segue o resultado. �

O seguinte resultado, mostra que quando f é uma função convexa, os subdife-
renciais de Fréchet e limite coincidem.

Proposição 1.22 Seja f : Rn → R∪ {+∞} uma função convexa tal que x̄ ∈ dom( f ).

Então,

∂̂ f (x̄) = {v ∈ Rn | f (y)− f (x̄)≥ 〈v,y− x̄〉, y ∈ Rn}= ∂ f (x̄). (1-14)

Demonstração. Mostremos inicialmente a primeira igualdade em (1-14). Dado u ∈
{v ∈ Rn | f (y)− f (x̄)≥+〈v,y− x̄〉, y ∈ Rn} . Da expressão (1-7) temos u ∈ ∂̂ f (x̄). Por
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outro lado, se u ∈ ∂̂ f (x̄), pela expressão (1-8),

f (y)≥ f (x̄)+ 〈u,y− x̄〉+o(‖y− x̄‖),

onde lim
y−→x̄

o(‖y− x̄‖)
‖y− x̄‖

= 0. Segue que para todo x ∈ Rn e para todo t ∈ (0,1], tem-se:

f ((1− t)x̄+ tx) ≥ f (x̄)+ 〈u,(1− t)x̄+ tx− x̄〉+o(‖(1− t)x̄+ tx− x̄‖),

≥ f (x̄)+ t〈u,x− x̄〉+o(‖t(x− x̄)‖).

Como f é convexa, temos:

(1− t) f (x̄)+ t f (x)≥ f ((1− t)x̄+ tx)≥ f (x̄)+ t〈u,x− x̄〉+o(‖t(x− x̄)‖),

e, consequentemente,

f (x̄)− t f (x̄)+ t f (x)≥ f (x̄)+ t〈u,x− x̄〉+o(‖t(x− x̄)‖).

Assim,

f (x)≥ f (x̄)+ 〈u,x− x̄〉+ o(‖t(x− x̄)‖)
t

.

Fazendo t −→ 0+, obtemos:

u ∈ {v ∈ Rn | f (y)− f (x̄)≥ 〈v,y− x̄〉, y ∈ Rn} .

Mostremos agora a segunda igualdade em (1-14). Pela Proposição 1.21, temos a inclusão,
{v ∈ Rn | f (y)− f (x̄)≥ 〈v,y− x̄〉, y ∈ Rn} ⊂ ∂ f (x̄). Agora, basta mostrarmos que:

∂ f (x̄)⊂ {v ∈ Rn | f (y)− f (x̄)≥ 〈v,y− x̄〉, y ∈ Rn} . (1-15)

De fato, se u ∈ ∂ f (x̄), existem sequências {xk} ⊂ Rn e {vk} ⊂ ∂̂ f (xk), tal que:

xk→ x̄ f (xk)→ f (x̄) e vk→ u.

Como vk ∈ ∂̂ f (xk), tem-se que para todo y ∈ Rn,

f (y)≥ f (xk)+ 〈vk,y− xk〉.

Fazendo k→+∞, obtemos:

f (y)≥ f (x̄)+ 〈u,y− x̄〉.
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Isso prova (1-15). Consequentemente fica provado (1-14) e a prova está concluida. �

Em seguida apresentaremos um exemplo, mostrando que a concavidade de uma
função não garante a igualdade entre os subdiferenciais Fréchet e limite.

Exemplo 1.23 Seja f : R→ R a função dada por f (x) = −|x|. Vejamos quem são os

elementos do ∂̂ f (x̄). Assuma que x̄ = 0 e tome v ∈ R. A partir de (1-7) temos:

liminf
y 6= x̄

y→ x̄

1
|y− x̄|

[−|y|− vy] = liminf
y 6= 0
y→ 0

−1− vy
|y|

.

Se v ∈ ∂̂ f (0) e y > 0, a partir da última igualdade, temos que v≤−1. Por outro lado, se

v ∈ ∂̂ f (0) e y < 0, temos que v≥ 1. Considerando a interseção desses dois casos, vemos

que ∂̂ f (0) = /0. Se x̄ > 0, fazendo o mesmo procedimento acima,

liminf
y 6= x̄

y→ x̄

1
|y− x̄|

[ f (y)− f (x̄)−〈v,y− x̄〉] = liminf
y 6= x̄

y→ x̄

−|y|− vy+(1− v)x̄
|y− x̄|

.

Consequentemente, é fácil ver que se v ∈ ∂̂ f (x̄) e y > 0, então v≤−1. Mas, se v ∈ ∂̂ f (x)

e y < 0 temos que v ≥−1. Considerando novamente a interseção dos dois casos, vemos

que se x̄ > 0, então ∂̂ f (x̄) = {−1} . Um argumento análogo mostra que se x̄ < 0, então

∂̂ f (x̄) = {1} . Resumidamente, podemos escrever:

∂̂ f (x̄) =


{−1}, se x̄ > 0,
{1}, se x̄ < 0,

/0, se x̄ = 0.

(1-16)

Como os elementos do conjunto ∂ f (x̄) são pontos limites de sequências em ∂̂ f (x̄),

chegamos ao conjunto (1-17) diretamente de (1-16).

∂ f (x̄) =


{−1}, se x̄ > 0,
{1}, se x̄ < 0,

{−1,1}, se x̄ = 0.

(1-17)

Lema 1.24 Seja σ(z) =
〈

w, z
‖z‖

〉
, z∈Rn\{0} . Se σ(z)≥ o(‖z‖)

‖z‖ para qualquer z não nulo,

então w = 0.
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Demonstração. Suponha, por contradição, que w seja não nulo. Suponha ainda que
C ⊂ Rn\{0} é um conjunto compacto. Como a função σ é contínua, existe z0 ∈ C tal
que,

σ(z0)≤ σ(z), z ∈C.

Note que, σ(z0) < 0. Assim, visto que lim
z→0

o(‖z‖)
‖z‖

= 0, existe δ > 0 tal que, para

z ∈ B(0,δ)\{0}, temos que,

σ(z0)<
o(‖z‖)
‖z‖

.

Mas essa última desigualdade contraria a hipótese

σ(z)≥ o(‖z‖)
‖z‖

, z ∈ Rn\{0} .

Assim, segue o resultado. �

Utilizaremos o lema acima para provar a Proposição 1.25, a qual nos mostra que
quando a função f é diferenciável em um ponto x̄ ∈ Rn o subdiferencial de Fréchet em x̄

coincide com o vetor ∇ f (x̄).

Proposição 1.25 Se f : Rn→ R∪{+∞} é diferenciável em x̄, então ∂̂ f (x̄) = {∇ f (x̄)} .

Demonstração. Se f é diferenciável em x̄ temos:

f (x̄+h) = f (x̄)+ 〈∇ f (x̄),h〉+ ō(‖h‖). (1-18)

Assim, pela definição de ∂̂ f (x̄) segue-se que ∇ f (x̄) ∈ ∂̂ f (x̄). Tome v ∈ ∂̂ f (x̄) arbitrário.
Pela definição de ∂̂ f (x̄),

f (x̄+h)≥ f (x̄)+ 〈v,h〉+o∗(‖h‖).

Combinando a última desigualdade com 1-18 adquirimos:

〈∇ f (x̄),h〉+ ō(‖h‖)≥ 〈v,h〉+o∗(‖h‖), h 6= 0.

Mas isso nos diz que: 〈
∇ f (x̄)− v,

h
‖h‖

〉
≥ ō(‖h‖)
‖h‖

,

e o resultado segue utilizando o Lema 1.24, com w = ∇ f (x)− v. �

Observe no Exemplo 1.30 que o mesmo não ocorre com o subdiferencial limite
quando f é diferenciável em x̄, assim uma condição necessária para obtermos o resultado
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acima para o subdiferencial limite, é supormos f continuamente diferenciável em uma
vizinhança de x̄. Como mostra seguinte proposição.

Proposição 1.26 Se f é uma função continuamente diferenciável em uma vizinhança de

x̄, então

∂ f (x̄) = {∇ f (x̄)} .

Demonstração. Pela Proposição 1.21, ∂̂ f (x̄)⊂ ∂ f (x̄). Consequentemente, temos ∇ f (x̄) ∈
∂ f (x̄). Agora tome v ∈ ∂ f (x̄). Assim, existem sequências

{
xk} ⊂ Rn e

{
vk} ⊂ ∂̂ f (xk)

tais que, xk −→ x̄ com f (xk) −→ f (x̄) e vk −→ v. Seja B(x̄,ε) uma vizinhança de x̄

onde f é continuamente diferenciável. Visto que xk −→ x̄, então existe um índice N ∈ N,
suficientemente grande, tal que:

xk ∈ B(x̄,ε), k ≥ N.

A última inclusão combinada com a Proposição 1.25, implica que :

vk = ∇ f (xk).

Logo, como por hipótese temos que ∇ f é contínuo em B(x̄,ε), segue que vk −→ ∇ f (x̄),
e assim segue o resultado desejado. �

Agora apresentaremos, um caso não convexo onde os subdiferenciais Fréchet e
Limite coincidem.

Exemplo 1.27 Seja f : R→ R, dada por f (x) =
√
|x|. Calculemos os subdiferenciais

∂̂ f (x̄) e ∂ f (x̄). Se x̄ = 0, então para todo v ∈ R.

f (y)− f (x̄)−〈v,y− x̄〉
|y− x̄|

=

√
|y|− vy
|y|

=
1√
|y|
− v

y
|y|
≥ 1√

|y|
− |v|.

Aplicando o limite inferior com |y| → 0 na última igualdade, temos:

liminf
|y|→0

√
|y|− vy
|y|

≥ liminf
|y|→0

(
1√
|y|
− |v|

)
=+∞.

Portanto, ∂̂ f (0) = (−∞,+∞). Além disso, (−∞,+∞) = ∂̂ f (0) ⊂ ∂ f (0) ⊂ (−∞,+∞), o

que implica que ∂ f (0) = (−∞,+∞). Por outro lado, se x̄ 6= 0, f é de classe C1 e

∂̂ f (x̄) = ∂ f (x̄) =
{

f ′(x̄)
}
=

{
1

2
√
|x̄|

}
.
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Assim,

∂̂ f (x̄) = ∂ f (x̄) =


{

1
2
√
|x̄|

}
, se x̄ 6= 0,

(−∞,+∞), se x̄ = 0.

(1-19)

A seguir daremos uma condição necessária para se ter um minimizador local, e
a caracterização de ponto crítico para uma função f .

Proposição 1.28 Uma condição necessária, mas não suficiente para x̄ ∈ Rn ser um

minimizador local de f é:

0 ∈ ∂ f (x̄). (1-20)

Demonstração. Se x̄ ∈ Rn é minimizador local de f , então existe ε > 0 e uma bola
B(x̄,ε) = B, tal que f (y) ≥ f (x̄), para todo y ∈ B. Escrevendo essa desigualdade de
maneira conveniente obtemos:

f (y)≥ f (x̄)+ 〈0,y− x̄〉 ⇒ 0 ∈ ∂̂ f (x̄)⊂ ∂ f (x̄),

o que mostra a primeira parte da Proposição. A condição não é suficiente, pois se tomar-
mos a função f : R→ R , dada por f (x) = x3, como f assim definida é continuamente
diferenciável em (−δ,δ) para qualquer δ > 0 , temos:

∂ f (0) = {∇ f (0)} .

Assim, 0 ∈ ∂ f (0), mas 0 não é um ponto de mínimo em (−δ,δ). �

Um ponto x̄ ∈Rn que satisfaz a inclusão 1-20 é chamado ponto crítico de f . Denotamos
o conjunto de pontos críticos de f por crit( f ).

Definição 1.29 (Gráfico fechado) Seja (xk,vk) ∈ Graf(T ), T representando o operador

ponto conjunto, com (xk,vk) convergindo para (x,v) e f (xk) convergindo para f (x) então

(x,v) ∈ Graf(T ).

Em nosso estudo, utilizaremos o subdiferencial limite ∂ f , pois ele cumpre a
propriedade do gráfico ser fechado. O subdiferencial de Fréchet não tem o gráfico
fechado, como ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 1.30 Seja f : R→ R definida por:

f (x) =

{
x2 sin

(1
x

)
, se x 6= 0;

0, se x = 0.
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Para essa função temos que, ∂̂ f (0) = {0} e ∂ f (0) = [−1,1]. De fato, como f é diferen-

ciável em 0, temos pela Proposição 1.25, que ∂̂ f (0) = { f ′(0)}= {0} . Além disso, como

∂̂ f (0)⊂ ∂ f (0), temos 0 ∈ ∂ f (0). Seja z ∈ [−1,1]\{0} . Então, z = cosα. Note que se

xk =
1

α+2kπ
,

temos xk→ 0 e f (xk)→ 0. Por outro lado,

f ′(xk) =
2

α+2πk
sin(α+2πk)+ cos(α+2πk) .

Mas isto nos diz que f ′(xk)→ −cosα = −z ∈ [−1,1]\{0} . Portanto, [−1,1]\{0} ⊂
∂ f (0). Agora tome z /∈ [−1,1] e assuma que z ∈ ∂ f (0). Então, existem sequências

{xk} ∈ R e {vk} ⊂ ∂̂ f (xk) tal que xk → 0 e vk → z. Agora, pelo Teorema 1.26, temos

que

vk = 2xk sin
(

1
xk

)
− cos

(
1
xk

)
, k ∈ N.

Mas isto nos diz que

z = lim
k→+∞

vk ∈ [−1,1],

que é um absurdo. Logo, ∂ f (0) = [−1,1]. Agora mostraremos que o subdiferencial de

Fréchet, não tem o gráfico fechado. Para tanto, considere a sequência:

xk =
1

π+2kπ
e vk = 2xk sin

(
1
xk

)
− cos

(
1
xk

)
.

Note que,

(xk,vk)⊂ Graf
(

∂̂ f
)

com (xk,vk)−→ (0,1).

Mas como, ∂̂ f (0) = {0}, temos que 1 /∈ ∂̂ f (0). Assim o Graf
(

∂̂ f
)

não é fechado.

Agora, daremos as definições de Cone Proximal, Cone Normal Regular (ou
Fréchet) e Cone Normal (ou Limite) a um conjunto fechado C ⊂ Rn, os quais denotamos
por, NP

C (x̄), N̂C(x) e NC(x) respectivamente. Além disso, apresentaremos caracterizações
dos subdiferenciais apresentados na Definição 1.19 em termos dos Cones, ver; [20, 17,
21, 10]. Será enunciado algumas proposições e teoremas que podem ser encontrados nas
literaturas apresentadas. Provaremos resultados úteis na demonstração da Proposição 1.44
e do Teorema 1.45, os quais são essenciais na prova do resultado principal desse trabalho.

Definição 1.31 Sejam C ⊂ Rn um conjunto fechado e x̄ ∈C. Então,

(a) v ∈ NP
C (x̄) se existe M > 0 tal que:

〈v,y− x̄〉 ≤M‖y− x̄‖2, y ∈C.
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Os elementos em NP
C (x̄) são chamados de Normais Proximais a C em x̄.

(b) O Cone Normal Regular (ou Cone Fréchet) ao conjunto C em x, é o conjunto:

N̂C(x) := {v ∈ Rn | 〈v,y− x〉 ≤ o(‖y− x‖), y ∈C∩B(x̄,δ)}, (1-21)

para algum δ > 0, sendo o : R+→ R+ tal que lim
ε↓0

o(ε)
ε

= 0.

(c) O Cone Normal (ou Limite) a C em x̄ é o conjunto:

NC(x) := {v ∈ Rn | ∃xk C−→ x̄,vk −→ v, vk ∈ NP
C (x

k), k ∈ N}.

Se v ∈ NC(x), v é chamado um Normal Regular ao conjunto C em x̄.

Observação 1.32 O conjunto N̂C(x) também pode ser definido como:

N̂C(x) := {v ∈ Rn | limsup
y C−→x̄

〈v,y− x̄〉
‖y− x̄‖

≤ 0}. (1-22)

Os vetores v ∈ N̂C(x) são chamados de vetores normais regulares a C em x̄. A notação

y C−→ x̄, significa que y−→ x̄ e y ∈C. Pode-se mostrar que as definições (1-21) e (1-22)
são equivalentes.

Proposição 1.33 Sejam C ⊂ Rn um conjunto fechado e x̄ ∈C. Então:

NP
C (x̄)⊂ N̂C(x).

Demonstração. Seja v ∈ NP
C (x̄), assim existe M > 0 tal que:

〈v,y− x̄〉 ≤M‖y− x̄‖2, y ∈C.

Tome, o : R+→R+ definida por o(t) = M|t|2, uma vez que ‖y− x̄‖ ≥ 0, para todo y ∈C,
então:

〈v,y− x〉 ≤ o(‖y− x‖), y ∈C∩B(x̄,δ)\{x̄},

para algum δ > 0. Além disso, tem-se que lim
‖y−x̄‖↓0

o(‖y− x̄‖)
‖y− x̄‖

= 0, portanto v ∈ N̂C(x). �

Proposição 1.34 Sejam C ⊂ Rn um conjunto fechado e x̄ ∈ Rn. As seguintes afirmações

são equivalentes.

1. v̄ ∈ NC(x̄);
2. ∃ xk C−→ x̄, v̄k −→ v̄, tal que v̄k ∈ N̂C(xk), k ∈ N.
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Demonstração. Ver [21, pg.131]. �

Proposição 1.35 Sejam C ⊂ Rn um conjunto fechado e x̄ ∈C. Então,

NP
C (x̄)⊂ N̂C(x)⊂ NC(x).

Demonstração. Como mostrado na Proposição 1.33, NP
C (x̄) ⊂ N̂C(x). Falta mostrarmos

a segunda inclusão acima. Dado v̄ ∈ N̂C(x̄) tome as sequências {xk}, {vk} ⊂ Rn tal que
xk = x̄ e vk = v̄, k ∈ N. Assim, temos que:

∃xk C−→ x̄, vk −→ v̄, de modo que vk ∈ N̂C(xk), k ∈ N.

Pela Proposição 1.34, v̄ ∈ NC(x). Como v ∈ N̂C(x) foi escolhido de modo arbitrário segue
que N̂C(x)⊂ NC(x). �

Teorema 1.36 (Caracterização do Normal Regular em termos do Gradiente). Um vetor

v é um Normal Regular ao conjunto C em x̄ se, e somente se, existe uma função h que

atinge seu máximo local relativo a C em x̄, e é diferenciável em x̄ com ∇h(x̄) = v.

Figura 1.1: Normal regular em termos do gradiente

Demonstração. Se h assume o seu máximo local no conjunto C em x, h(x) = f (x) e h é
diferenciável em uma vizinhança de x com ∇h(x) = v, mostraremos que v∈ N̂C(x). Sendo
h diferenciável em x, temos:

h(x) = h(x)+ 〈∇h(x),x− x〉+o(|x− x|), (1-23)

com lim
x−→x

o(|x− x|)
|x− x|

= 0, combinando a hipótese (1-23) e h(x) ≤ h(x), para todo x na

vizinhança de x, obtemos:
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h(x)−h(x) = 0≥ h(x)−h(x) = 〈v,x− x〉+o(|x− x|), x ∈C∩B(x̄,δ),

para algum δ > 0. Logo, v ∈ N̂C(x). Agora, se v ∈ N̂C(x), a função

r 7→ θ0(r) := sup{〈v,x− x̄〉 | x ∈C, |x− x̄| ≤ r} ≤ r|v|

é decrescente em [0,∞) com 0 = θ0(0)≤ θ0(r)≤ o(r). A função

h0(x) = 〈v,x− x̄〉−θ0(|x− x̄|),

é diferenciável em x̄ com,

∇h(x̄) = ∇h0(x̄) = v e h(x̄) = h0(x̄).

Mas, h(x) < h0(x̄) para todo x 6= x̄ em C. Tal que, h atinge seu máximo ao longo de C

unicamente em x̄. �

Teorema 1.37 Um vetor v pertence a ∂̂ f (x̄) se, e somente se, em alguma vizinhança de x̄

existe uma função h≤ f com h(x̄) = f (x̄) tal que h é diferenciável em x̄ com ∇h(x̄) = v.

Demonstração. Primeiro suponhamos que exista uma função h diferenciável em x̄ da
seguinte forma:

h≤ f , h(x̄) = f (x̄) e ∇h(x̄) = v. (1-24)

Assim, temos:
h(x) = h(x̄)+ 〈∇h(x̄),x− x̄〉+o(|x− x̄|),

agora utilizando o fatos em (1-24), temos:

f (x)− f (x̄)≥ h(x)−h(x̄) = 〈v,x− x̄〉+o(|x− x̄|).

Dessa maneira, v ∈ ∂̂ f (x̄). Agora suponha que, dado v ∈ ∂̂ f (x̄). Definamos:

h(x) = 〈v,x− x̄〉+θ0(|x− x̄|)+ f (x),

onde θ0 = sup{〈v,x− x̄〉 | x ∈Vε(x̄), |x− x̄| ≤ r} ≤ r|v|, θ0 é não decrescente em
[0,+∞), observe que 0 = θ0(0) ≤ θ0(r) ≤ o(r), além disso , ∇θ0(x̄) = 0. Logo, h é
diferenciável em x̄, ∇h(x̄) = v e h(x̄) = f (x̄). �
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Teorema 1.38 Seja f (x) = f1(x1)+ ...+ fm(xm), onde fi : Rni→ R̄ são funções semicon-

tínuas inferiores, e x ∈ Rn é expressado como (x1, ...,xm) com xi ∈ Rni . Então, para todo

x̄ = (x̄1, ..., x̄m) com f (x̄) finito, temos:

∂̂ f (x̄) = ∂̂ f1(x̄1)× ...× ∂̂ fm(x̄m),

∂ f (x̄) = ∂ f1(x̄1)× ...×∂ fm(x̄m).

Demonstração. Seja v ∈ ∂̂ f (x̄), em seguida defina:

h(x) = 〈v,x− x̄〉−K(x), onde K(x) =
m

∑
i=1

θ0(|xi− x̄i|)+ fi(x̄i)

h é diferenciável, com ∇h(x̄) = v, h < f e h(x̄) = f (x̄), como visto na Proposição 1.37,

h(x) = 〈(v1, ...,vm),(x1− x̄1, ...,xm− x̄m)〉−K(x),

= 〈v1,x1− x̄1〉+ 〈v2,x2− x̄2〉+ ...+ 〈vm,xm− x̄m〉−K(x),

ou ainda,

h(x) = 〈v1,x1− x̄1〉− [θ0(|x1− x̄1|)+ f1(x̄1)]+ ...+ 〈vm,xm− x̄m〉−

− [θ0(|xm− x̄m|)+ fm(x̄m)] .

Logo,
h(x) = h1(x1)+h2(x2)+ ...+hm(xm),

onde hi(xi) = 〈vi,xi− x̄i〉− [θ0(|xi− x̄i|)+ fi(x̄i)], são diferenciáveis em x̄, com hi(x̄i) =

fi(x̄i), 1≤ i≤ m, assim:

v ∈ ∇h(x̄) = (v1, ...,vm) ∈ ∇h1(x̄1)× ...×hm(x̄m)⊂
m

∏
i=1

∂̂ fi(x̄i).

Agora se considerarmos, v ∈ ∂̂ f1(x̄1)× ...× ∂̂ fm(x̄m), então escrevemos, v = (v1, ...,vm),
onde vi ∈ ∂̂ fi(x̄i), 1 ≤ i ≤ m, novamente pela Proposição 1.37, existem funções hi

diferenciáveis com, hi < fi, fi(x̄i) = hi(x̄i) e ∇hi(x̄i) = vi, dessa maneira:

v ∈ ∇h(x̄)⊂ ∂̂ f (x̄).

Onde, h(x) = 〈v,x− x̄〉−K(x). E assim provamos que, ∂̂ f (x̄) = ∂̂ f1(x̄1)× ...× ∂̂ fm(x̄m).

Agora para a segunda parte da Proposição, tome v ∈ ∂ f (x̄), assim existem xk −→ x̄ com
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f (xk)−→ f (x̄) e vk ∈ ∂̂ f (xk) com vk −→ v, e como já mostramos que:

∂̂ f (x̄) = ∂̂ f1(x̄1)× ...× ∂̂ fm(x̄m),

agora, utilizando um resultado de análise, xk −→ x̄ e f (xk) −→ f (x̄), se , e somente se,
xk

i −→ x̄i e fi(xk
i ) −→ fi(x̄i), mas precisamente uma sequência em Rn é convergente

se, e somente se, cada uma de suas componentes é uma sequência convergente em R.
Como aqui esse fato é mais delicado, pois expressamos x̄ ∈Rn como x̄ = (x̄1, ..., x̄m) com
xi ∈ Rni o resultado ainda continua sendo satisfeito, basta observarmos que para cada
Rni = R1× ...×Ri. teremos esse resultado. Como, v ∈ ∂ f (x̄) é limite de uma sequência
de pontos vk ∈ ∂̂ f (xk), e como ∂̂ f (x̄)⊂ ∂ f (x̄), segue:

∂ f (x̄) = ∂ f1(x̄1)× ...×∂ fm(x̄m).

�

O próximo resultado é a Regra da Cadeia generalizada. Vamos utilizá-la na
demostração do Teorema 1.40. Aqui utilizaremos o caso em que F : Rn → Rm, é
fortemente diferenciável. Introduziremos a seguinte notação para a matriz jacobiana:

∇F(x) :=
[

∂ fi

∂x j
(x)
]m,n

i, j=1
∈ Rm×n,

e ∇F(x)∗ será sua matriz transposta.

Teorema 1.39 (Regra da Cadeia) Suponha f (x) = g(F(x)) . Para g : Rm → R uma

função pópria, semicontíniua inferior e F : Rn → Rm fortemente diferenciável. Então

para todo x̄ ∈ dom f = F−1 (domg) temos:

∂̂ f (x̄)⊃ ∇F(x̄)∗∂̂g(F(x̄)) ,

e se o único vetor, y ∈ ∂∞g(F(x̄)) com ∇F(x̄)∗y = 0 é y = 0, teremos:

∂ f (x̄)⊂ ∇F(x̄)∗∂g(F(x̄)) .

Demonstração. Ver [20, pg.427]. �

Teorema 1.40 Suponha f = f1 + f2 + · · ·+ fm, onde fi : Rn→ R são funções próprias

semicontínuas inferiores, e seja x̄ ∈ dom f , considere que a única combinação de vetores
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vi ∈ ∂∞ fi(x̄) com v1 + v2 + · · ·+ vm é v1 = v2 = · · ·= vm = 0, então:

∂ f (x̄)⊂ ∂ f1(x̄)+ ...+∂ fm(x̄).

Demonstração. Seja F : Rn→ ((Rn)m) , uma aplicação definida por:

F(x) = (x, ...,x),

a qual é diferenciável. E defina a função, g : (Rn)m→ R por:

g(x1, ...,xm) = f1(x1)+ ...+ fm(xm).

Então f (x) = g(F(x)) . A Regra da Cadeia no Teorema 1.39 nos garante,

∂ f (x̄)⊂ ∇F(x̄)∗∂g(F(x̄)) ,

pois o único vetor y∈ ∂∞g(F(x)) com ∇F(x̄)∗y= 0 é y= 0. O fato das funções separáveis
no Teorema 1.38 aplicado a g teremos:

∂ f (x̄)⊂ (1, ...,1)(∂ f1(x̄), ...,∂ fm(x̄)) = ∂ f1(x̄)+ ...+∂ fm(x̄).

O que completa a demonstração. �

Apresentaremos resultados auxiliares para a demostração do Teorema 1.44, o
qual garante a limitação dos elementos do subdiferencial limite, para funções localmente
Lipschitz contínua. Lembrando que quando a função é semicontínua inferior o epi( f )

é um conjunto fechado. Dessa maneira, não teremos problemas ao enunciar a seguinte
proposição.

Proposição 1.41 Sejam f : Rn→R∪{+∞} semicontínua inferior, x̄ ∈ dom( f ) e v̄ ∈Rn.

Então, para algum M > 0 e para todo (y,α) ∈ epi( f )

(v̄,−1) [(y,α)− (x̄, f (x̄))]≤M
[
‖y− x̄‖2 + |α− f (x̄)|2

]
, (1-25)

se, e somente se, (v̄,−1) ∈ NP
epi( f )(x̄, f (x̄)).

Demonstração. Primeiramente consideremos, (v̄,−1) ∈ NP
epi( f )(x̄, f (x̄)). Então, existe

M > 0 tal que:

(v̄,−1) [(y,α)− (x̄, f (x̄))] ≤ M‖(y,α)− (x̄, f (x̄))‖2,

= M‖(y− x̄,α− f (x̄))‖2, (y,α) ∈ epi( f ).
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Como as normas em Rp, p ∈ N, são equivalentes, vamos considerar em Rn×R a norma
do máximo e sem perda de generalidade, podemos supor que:

max{‖y− x̄‖, |α− f (x̄)|}= ‖y− x̄‖.

Logo,

(v̄,−1) [(y,α)− (x̄, f (x̄))]≤M‖(y− x̄‖2 ≤ M‖(y− x̄‖2 +M|α− f (x̄)|2,

= M
[
‖(y− x̄‖2 + |α− f (x̄)|2

]
.

Reciprocamente, vamos supor que v̄ verifica (1-25). Considerando a norma da soma em
Rn×R. Temos:

(v,−1) [(y,α)− (x̄, f (x̄))] ≤ M
[
‖y− x̄‖2 + |α− f (x̄)|2

]
,

≤ M‖(y,α)− (x̄, f (x̄))‖2

para todo (y,α) ∈ epi( f ). Portanto, (v̄,−1) ∈ NP
epi( f )(x̄, f (x̄)). �

Teorema 1.42 Para f : Rn→ R∪{+∞} e para qualquer ponto x̄ em que o valor de f é

finito, temos:

∂̂ f (x̄) =
{

v | (v,−1) ∈ N̂epi( f )(x̄, f (x̄))
}
,

∂ f (x̄) =
{

v | (v,−1) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄))
}
,

∂
∞ f (x̄) ⊂

{
v | (v,0) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄))

}
.

Na última relação teremos uma igualdade, quando f é localmente semicontínua inferior

em x̄.

Demonstração. Ver, [20, pg.305] �

Lema 1.43 Seja f localmente Lipschitz em x̄ com constate de Lipschitz ` ≥ 0. Dado

(v,−λ) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄)) de forma arbitrária temos que:

‖v‖ ≤ λ`. (1-26)

Demonstração. Se tomarmos (v,−λ) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄)) de forma arbritária, existem

(xk,αk)
epi( f )−→ (x̄, f (x̄)) e (vk,−λk)−→ (v,−λ),
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com (vk,−λk) ∈ NP
epi( f )(x

k,αk), k ∈ N. Em particular, existe k0 suficientemente grande
tal que:

(vk,−λk) ∈ NP
epi( f )(x

k,αk), k ≥ k0,

para k suficientemente grande, tal que xk está na vizinhança onde f é Lipschitz. Então,
existe Mk > 0 tal que

(vk,−λk)
[
(y,α)− (xk,αk)

]
≤Mk‖(y,α)− (xk,αk)‖2, k ≥ k0,

para qualquer (y,α) ∈ epi( f ). Considere ‖ · ‖ como a norma do máximo. Sem perda de
generalidade, podemos supor que:

‖(y,α)− (xk,αk)‖= ‖y− xk‖, k ≥ k0.

Desse modo,

(vk,−λk)
[
(y,α)− (xk,αk)

]
≤ Mk‖y− xk‖2,

≤ Mk

[
‖y− xk‖2 + |α−αk|2

]
, (y,α) ∈ epi( f ) e k ≥ k0.

Uma vez que, para qualquer x ∈ Rn tem-se que (x, f (x)) ∈ epi( f ), então para todo β≥ 0
segue que (x, [ f (x)+β])∈ epi( f ). Além disso, temos que αk≥ f (xk). Consequentemente,
existe βk ≥ 0 tal que αk = f (xk)+βk. Logo,

(vk,−λk)
[
(x, [ f (x)+β])− (xk,αk)

]
≤Mk

[
‖x− xk‖2 + | f (x)+β− f (xk)−βk|2

]
,

ou seja,

vk(x− xk)−λk

[
f (x)+β− f (xk)−βk

]
≤Mk

[
‖x− xk‖2 + | f (x)+β− f (xk)−βk|2

]
,

(1-27)
para todo x ∈ Rn e para todo β≥ 0. Em particular, para x = xk e β > βk temos que

−λk(β−βk)≤Mk|β−βk|2 = Mk(β−βk)
2.

Como β > βk, então, −λk ≤ Mk(β− βk). Ao fazer βk −→ β, temos que −λk ≤ 0
ou seja, λk ≥ 0 para todo k ∈ N suficientemente grande. Ou mais, λk ≥ 0 para todo
k ∈ N pois, em momento algum se fez necessária a hipótese de f ser Lipschitiziana.
Uma vez que λk −→ λ, segue que λ ≥ 0 e desse modo, mostramos também que se
(v,−λ) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄)), então, λ ≥ 0. Agora, se tomarmos β = βk e x na vizinhança
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de x̄, onde f é Lipschitz, tem-se na expressão (1-27) que,

vk(x− xk)−λk

[
f (x)− f (xk)

]
≤Mk

[
‖x− xk‖2 + | f (x)− f (xk)|2

]
.

Logo,

vk(x− xk) ≤ Mk

[
‖x− xk‖2 + | f (x)− f (xk)|2

]
+λk

[
f (x)− f (xk)

]
,

≤ Mk

[
‖x− xk‖2 + | f (x)− f (xk)|2

]
+λk| f (x)− f (xk)|,

≤ Mk

[
‖x− xk‖2 + `2‖x− xk‖2

]
+λk`‖x− xk‖.

Como x foi escolhido de modo arbitrário na vizinhança onde f é Lipschitziana, podemos
então, fazer x = xk + rvk, com r > 0 suficientemente pequeno. Desse modo,

vk(xk + rvk− xk) ≤ Mk

[
‖xk + rvk− xk‖2 + `2‖xk + rvk− xk‖2

]
+λk`‖xk + rvk− xk‖,

≤ Mk

[
‖rvk‖2 + `2‖rvk‖2

]
+λk`‖rvk‖.

Logo,
r‖vk‖2 ≤Mk

(
r2‖vk‖2 + `2r2‖vk‖2

)
+λkr`‖vk‖,

e isto implica que,

‖vk‖2 ≤Mkr‖vk‖2 +Mk`
2r‖vk‖2 +λk`‖vk‖.

Faça r−→ 0. Logo, ‖vk‖2≤ λk`‖vk‖. Note que se ‖vk‖= 0, k ∈N teremos, ‖vk‖≤ λk`.

Suponha que ‖vk‖ > 0, então, também vale que ‖vk‖ ≤ λk`. Fazendo k −→ +∞ tem-se
que ‖v‖ ≤ λ`, o que prova (1-26) �

Proposição 1.44 Seja f localmente Lipschitz em x com constante de Lipschitz ` ≥ 0.

Então:

i) ‖v‖ ≤ `, v ∈ ∂ f (x),

ii) ∂∞ f (x̄) = {0}.

Demonstração. Do Teorema 1.42 temos que, ∂ f (x̄) =
{

v | (v,−1) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄))
}
.

Dado (v,−λ) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄)) de forma arbitrária concluímos pelo Lema 1-26, que
‖v‖ ≤ λ`. Então, dado v ∈ ∂ f (x̄) segue que, (v,−1) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄)) e, consequente-
mente, ‖v‖ ≤ `. O que prova o item i).
Agora para o item ii) sabemos que ∂∞ f (x̄) =

{
v | (v,0) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄))

}
. Dado

v ∈ ∂∞ f (x̄) arbitrariamente, segue que (v,0) ∈ Nepi( f )(x̄, f (x̄)). Portanto, ‖v‖ ≤ 0 e
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isto implica que ‖v‖= 0. Logo, ∂∞ f (x̄) = {0}. �

O próximo resultado, será utilizado para darmos uma caracterização de otimali-
dade em termos dos sub-diferenciais da função objetivo e a quase distância. Mais preci-
samente, iremos utilizá-lo no Capítulo 3.

Teorema 1.45 Se f1 é localmente Lipschitz contínua em x, f2 é própria semi-contínua

inferior com f2(x) finito, então:

∂( f1 + f2)(x)⊂ ∂ f1(x)+∂ f2(x).

Demonstração. Adicionando a função indicadora δ em uma vizinhança de x̄, por exemplo
B(x̄,ε) (bola fechada de centro x̄ e raio ε) com ε > 0 com a função f1. Teremos que
f1 + δB(x̄,ε) será semicontinua inferior e própria, aplicando o Teorema 1.40 juntamente
com item ii) da Proposição 1.44, para obter a inlusão. �

No Teorema 1.45 acima, é verificado com uma igualdade, quando consideramos
uma das fi, i ∈ {1,2} diferenciável.

Teorema 1.46 Se fi : Rn −→ R, i = 1,2, Lipschitz contínuas em torno de x. Se fi ≥ 0,

i = 1,2, então:

∂( f1. f2)(x)⊂ f2(x)∂ f1(x)+ f1(x)∂ f2(x).

Demonstração. Ver [17, pg.1263] �



CAPÍTULO 2
Desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz

Neste capítulo, apresentaremos a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz extraída
de [3].

Definição 2.1 Seja f : Rn→ R∪{+∞} uma função própria, semicontínua inferior. Diz-

se que f satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz em x̄ ∈ dom ∂ f , se existem,

η ∈]0,+∞], uma vizinhaça U de x̄ e uma função côncava e contínua ϕ : [0,η[→ R+ tal

que:

ϕ(0) = 0, ϕ ∈C1(0,η), ϕ
′(s)> 0, s ∈ (0,η); (2-1)

ϕ
′( f (x)− f (x̄))dist(0,∂ f (x))≥ 1, x ∈U ∩ [ f (x̄)< f < f (x̄)+η], (2-2)

• dist(0,∂ f (x)) := in f{‖v‖ | v ∈ ∂ f (x)},
• [η1 < f < η2] := {x ∈ Rn | η1 < f (x)< η2}, η1 < η2.

Dizemos que uma função é KL, se satisfaz a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em

cada ponto do dom(∂ f ).

Observação 2.2 Lojasiewicz [15] provou em 1963, que funções reais analíticas satisfa-

zem uma desigualdade do tipo acima, isto é, ele mostrou que se f : U → R é uma função

analítica, U um subconjunto aberto de Rn e x̄ ∈U um ponto crítico de f , então existem

θ ∈
[1

2 ,1
)
, C > 0 e uma vizinhança W de x̄ tal que:

∀ x ∈W, | f (x)− f (x̄)|θ ≤C‖∇ f (x)‖. (2-3)

Note que a desigualdade (2-3) é um caso particular de (2-2) com ϕ(s) = C
1−θ

s1−θ. De

fato, para todo x ∈U ∩ [ f (x̄)< f < f (x̄)+η], temos

ϕ
′( f (x)− f (x̄))dist(0,∂ f (x)) =

C‖∇ f (x)‖
( f (x)− f (x̄))θ

≥ 1.

Observação 2.3 Note que a análise de convergência do método do ponto proximal

proposto em [1], é feita para funções que satisfazem a desigualdade (2-3) acima. Neste

contexto, o método proposto em [18] é uma generalização de [1].
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Uma função própria semicontínua inferior verifica a desigualdade KL em qual-
quer ponto que não é crítico, como mostra o seguinte lema.

Lema 2.4 Sejam f : Rn→ R∪{+∞} uma função própria e semicontínua inferior e x ∈
dom(∂ f ) tal que 0 /∈ ∂ f (x). Então, a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz é verificada

em x.

Demonstração. Visto que x̄ /∈ crit( f ) e ∂ f (x̄) é um conjunto fechado, tem-se:

δ := dist(0,∂ f (x̄))> 0.

Considere ϕ(t) =
t
δ

, U := B(x̄, δ

2), η := δ

2 e note que para cada x ∈ dom( f ),

ϕ
′( f (x)− f (x̄))dist(0,∂ f (x)) =

dist(0,∂ f (x))
δ

. (2-4)

Agora, para cada x ∈U ∩ [ f (x̄)−η < f < f (x̄)+η] arbitrário, note que:

‖x− x̄‖+ | f (x)− f (x̄)|< δ.

Afirmamos que, para cada x verificando a última desigualdade, tem-se:

dist(0,∂ f (x))≥ δ. (2-5)

Deixe-nos supor, por contradição que isto não ocorre. Então, existem as sequências
{(xk,vk)} ⊂ Graf(∂ f ) e {δk} ⊂ R++ tais que:

‖xk− x̄‖+ | f (xk)− f (x̄)|< δk, ‖vk‖ ≤ δk,

com {δk} convergindo a zero. Assim, como

lim
k→+∞

(xk,vk) = (x̄,0), lim
k→+∞

f (xk) = f (x̄),

e ∂ f é uma aplicação fechada, segue-se que x̄ ∈ crit( f ), o que é um absurdo. Portanto, o
resultado do lema segue-se por combinado (2-4) com (2-5) . �

As funções convexas não satisfazem, necessariamente, a desigualdade KL; ver
[8, pg.30]. A seguir apresentaremos uma classe de funções convexas que satisfazem a
referida desigualdade.

Exemplo 2.5 Considere uma função fortemente convexa f , isto é, satisfaz

f (y)≥ f (x)+ 〈v,y− x〉+λ‖y− x‖p, p≥ 1,λ > 0 (2-6)
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para todo x,y ∈ Rn, v ∈ ∂ f (x). Então, f satisfaz a desigualdade KL no dom( f ) para

ϕ(s) = pλ
−1
p s

1
p .

Com efeito, como f é coerciva e estritamente convexa, argmin( f ) é diferente do vazio

e unicamente determinado. Seja {x̄} = argmin( f ). Como f satisfaz (2-6) para todo

x,y ∈ Rn, em particular, isso ocorre para x̄ e x ∈U ∩ [ f (x̄)< f <+∞] , onde U é uma

vizinhança de x̄ e η =+∞. Logo, apartir de (2-6) com y = x̄ segue-se que

f (x̄)≥ f (x)+ 〈v, x̄− x〉+λ‖x̄− x‖p

e, consequentemente,

f (x̄)− f (x)≥ 〈v, x̄− x〉+λ‖x̄− x‖p ≥ 〈v, x̄− x〉 .

Assim,

f (x)− f (x̄)≤ 〈v,x− x̄〉 ≤ ‖v‖‖x̄− x‖ (2-7)

e, fazendo o mesmo processo tem-se:

f (x)− f (x̄)≥−‖v‖‖x− x̄‖. (2-8)

Pelas desigualdades (2-7) e (2-8), temos:

| f (x)− f (x̄)| ≤ ‖v‖‖x− x̄‖. (2-9)

Verifiquemos a seguinte afirmação:

〈v,x− x̄〉 ≥ 0, x ∈U ∩ [ f (x̄)< f <+∞] . (2-10)

De (2-6) temos que

f (x̄)≥ f (x)+ 〈v, x̄− x〉+λ‖x̄− x‖p.

Consequentemente, f (x̄)≥ f (x)+ 〈v, x̄− x〉, pois λ‖x̄− x‖p ≥ 0. Logo,

0≤ f (x)− f (x̄)≤ 〈v,x− x̄〉 .

Da afirmação (2-10), juntamente com (2-6) obtemos:

f (x)− f (x̄)≥ λ‖x̄− x‖p.
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Daí,

λ
−1
p ( f (x)− f (x̄))

1
p ≥ ‖x− x̄‖. (2-11)

De (2-11) e (2-9) temos:

| f (x)− f (x̄)| ≤ λ
−1
p ‖v‖| f (x)− f (x̄)|

1
p .

Portanto,

| f (x)− f (x̄)|1−
1
p ≤ λ

−1
p ‖v‖.

Assim segue o resultado para ϕ explicitada acima.

Definição 2.6 Dizemos que uma função f : Rn→R de classe C2 é uma função de Morse

se cada ponto crítico x̄ de f é não degenerado, isto é, se o hessiano ∇2 f (x̄) de f em x̄ tem

todos os seus autovalores diferentes de zero.

O próximo lema será utilizado para mostrar que as funções de Morse satisfazem
a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz.

Lema 2.7 Seja T : Rn→Rn uma transformação linear invertível. Então existe M > 0 tal

que,

M‖x‖ ≤ ‖T x‖, x ∈ Rn.

Demonstração. Considere, M = 1
‖T−1‖ . Para todo x ∈ Rn, temos

‖x‖= ‖T−1(T x)‖ ≤ ‖T−1‖‖T x‖= 1
M
‖T x‖⇒M‖x‖ ≤ ‖T x‖

�

Exemplo 2.8 Sejam f : Rn → R uma função de Morse, x̄ um ponto crítico de f e

U = B(x̄,δ), tal que não exista outro ponto crítico em U (Isto é sempre possível, como

pode ser visto no resultado em [14, pg.156]). Usando a fórmula de Taylor em f e em ∇ f ,

obtemos:

f (x)− f (x̄) = 〈∇2 f (x̄)(x− x̄),x− x̄〉+R(x)‖x− x̄‖2, onde lim
x→x̄

R(x) = 0,

e

∇ f (x) = ∇
2 f (x̄)(x− x̄)+R1(x)‖x− x̄‖, onde lim

x→x̄
R1(x) = 0.

Como f é uma função de Morse, o hessiano ∇2 f (x̄) de f em x̄ tem todos os seus

autovalores diferentes de zero, garantido que ∇2 f (x̄) seja invertível, dai, pelo Lema 2.7,
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existe M > 0 tal que ‖∇2 f (x̄)(x− x̄)‖ ≥M‖x− x̄‖. Além disso, existem ε1 > 0 e δ1 > 0 tal

que para ‖x− x̄‖< δ1,‖R(x)‖≤ ε1, e existe δ2 > 0 tal que para ‖x− x̄‖< δ2, ‖R1(x)‖< M
2 .

Tome δ3 = min{δ,δ1,δ2}. Daí,

| f (x)− f (x)| ≤ ‖∇2 f (x̄)‖‖x− x̄‖2 +‖R(x)‖‖x− x̄‖2,

≤ (‖∇2 f (x̄)‖+‖R(x)‖)‖x− x̄‖2,

≤ (‖∇2 f (x̄)‖+ ε1)‖x− x̄‖2,

e portanto,

| f (x)− f (x)| ≤M1‖x− x̄‖2, onde M1 = ‖∇2 f (x̄)‖+ ε1.

Tem-se ainda que,

‖∇ f (x)‖ ≥ ‖∇2 f (x̄)(x− x̄)‖−‖R1(x)‖‖x− x̄‖,

≥ M‖x− x̄‖−M
2
‖x− x̄‖,

= M2‖x− x̄‖, onde M2 =
M
2
.

Na definição 2.1, tome U = B(x̄,δ3), η = δ3 e ϕ(s) = 2
√

M1s
M2

. Logo, para todo x ∈
U ∩ [0 < f (x)− f (x̄)< η],

ϕ
′( f (x)− f (x̄))dist(0,∂ f (x)) =

√
M1

M2
√

( f (x)− f (x̄))
‖∇ f (x)‖ ≥ ‖∇ f (x)‖

M2‖x− x̄‖
≥ 1.

Exemplo 2.9 As funções reais analíticas verifica a desigualdade de Lojasiewicz. De fato,

seja f uma função real analítica na vizinhança de um ponto x̄∈R tal que f ′(x̄) = 0. Como

f é analítica em uma vizinhança de x̄ ∈ R, podemos escrever,

f (x) = f (x̄)+
∞

∑
k=0

pk (x− x̄)k , (2-12)

onde pk para todo k ∈ N, são coeficientes reais. Derivando e usando o fato de f ′(x̄) = 0,

temos:

f ′(x) =
∞

∑
k=1

kpk (x− x̄)k−1 . (2-13)

Afirmamos que existem constantes k0 ∈ N, δ > 0, c1,c2 tal que, se |x− x̄|< δ, então

| f (x)− f (x̄)| ≤ c1|x− x̄|k0, (2-14)
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e

| f ′(x)| ≥ c2|x− x̄|k0−1. (2-15)

Primeiro mostremos (2-14). Defina A = {k ∈N : pk 6= 0}. Seja k0 o menor elemento de A.

Segue de (2-12) que,

f (x) = f (x̄)+ pk0(x− x̄)k0 + pk0+1(x− x̄)k0+1 + · · ·.

Que pode ser escrito como:

f (x)− f (x̄)

(x− x̄)k0
= pk0 + s(x),

onde, s(x) = pk0+1(x− x̄)+ pk0+2(x− x̄)2 + · · ·. Como lim
x→0

s(x) = 0, existe δ1 > 0 tal que

|x− x̄|< δ1 =⇒ |s(x)| ≤ 1.

logo, para |xx̄|< δ1,
| f (x)− f (x̄)|
|x− x̄|k0

≤ |pk0|+1 = c1,

ou seja,

| f (x)− f (x̄)| ≤ c1|x− x̄|k0.

Agora provemos (2-15).Usando (2-13) obtemos,

f ′(x) = g(x)+ r(x),

onde, g(x) = k0 pk0(x − x̄)k0−1 e r(x) = (k0 + 1)pk0+1(x − x̄)k0 + · · ·. Como

lim
x→0

r(x)
(x− x̄)k0−1 = 0, existe δ2 > 0 tal que para |x− x̄| < δ2, |r(x)| ≤

k0|pk0|
2
|x− x̄|k0−1.

Logo, para |x− x̄|< δ2,

| f ′(x)| ≥ |g(x)|− |r(x)| ≥ k0|pk0||x− x̄|k0−1−
k0|pk0|

2
|x− x̄|k0−1,

=
2k0|pk0||x− x̄|k0−1− k0|pk0||x− x̄|k0−1

2
,

= c2|x− x̄|k0−1, c2 =
k0|pk0 |

2
.

Tomando δ = {δ1,δ2}, tem-se que para |x− x̄|< δ, vale (2-14) e (2-15) simultaneamente.

Daí, (
1
c1

) 1
k0
| f (x)− f (x̄)|

1
k0 ≤ |x− x̄| ≤

(
1
c2

) 1
k0−1

| f ′(x)|
1

k0−1 ,
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e, consequentemente,

c2

(
1
c1

) k0−1
k0
| f (x)− f (x̄)|

k0−1
k0 ≤ | f ′(x)|.

Portanto, podemos escrever a expressão acima da seguinte forma:

| f (x)− f (x̄)|
k0−1

k0 ≤
c

1− 1
k0

1
c2
| f ′(x)|.

O resultado segue tomando, c =
c

1− 1
k0

1
c2

e θ = 1− 1
k0
.

Introduziremos alguns resultados e propriedades dos conjuntos semi-algébricos,
os quais darão base para apresentarmos as funções semi-algébricas. Tais funções verifi-
cam a desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz, como veremos a seguir. Mais detalhes dessa
teoria podem ser encontrados em [5, 4, 9, 2].

Definição 2.10 Um subconjunto S de Rn é dito semi-algébrico básico se existem

f ,g1, ...,gk, funções polinomiais definidas em Rn, tais que:

S = {x ∈ Rn | f (x) = 0}∩

(
k⋂

i=1

{x ∈ Rn | gi(x)> 0}

)
.

Dizemos que f ,g1, ...,gk definem o conjunto S. Se f é a função polinomial identicamen-

tenula, apenas g1, ...,gk definem S.

Definição 2.11 Um conjunto semi-algébrico é a reunião finita de conjuntos semi-

algébricos básicos. Ou seja, se S ⊂ Rn é semi-algébrico existem fi,gi j funções polino-

miais definidas em Rn, tais que:

S =
k⋃

i=1

(
{x ∈ Rn | fi(x) = 0}∩

(
si⋂

j=1

{x ∈ Rn | gi j(x)> 0}

))
.

Definição 2.12 Uma função f :Rn→R∪{+∞} é dita semi-algébrica se seu gráfico, isto

é, Graf( f ) =
{
(x,λ) ∈ Rn+1 | f (x) = λ

}
é um subconjunto semi-algébrico de Rn+1.

Observação 2.13 Toda aplicação polinomial p : Rm → Rn é uma aplicação semi-

algébrica. De fato,

Graf(p) = {(x,y) ∈ Rm×Rn | y = p(x)}= q−1(0),

onde, q(x,y) = y− p(x) é uma função polinomial.
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Teorema 2.14 (Tarski-Seidenberg). Considere a aplicação projeção π : Rm×Rn→ Rm

definida por π(x,y) = x. Então, para todo subconjunto semi-algébrico S de Rm+n tem-se

que π(S) é um subconjunto semi-algébrico de Rm

Demonstração. Ver [5, pg.26] �

Vejamos algumas propriedades de conjuntos semi-algébricos:

a) Seja S⊂ Rn um conjunto semi-algébrico. Então, os conjuntos S, int(S) e fr(S), que
são respectivamente fecho, interior e fronteira do conjunto S, são conjuntos semi-
algébricos;

b) Sejam A,B,C ⊂ Rn conjuntos semi-algébricos. Então, A∪B, A∩B, A−B, B−A,
Ac e Bc são conjuntos semi-algébricos;

c) Sejam A⊂ Rn e B⊂ Rm conjuntos semi-algébricos. Então, A×B⊂ Rn×Rm é um
conjunto semi-algébrico.

Proposição 2.15 Sejam S um subconjunto semi-algébrico não-vazio de Rm, g : Rn ×
Rm→ R uma função polinomial real e f : Rn→ R∪{+∞} definida por

f (x) = sup{g(x,y) | y ∈ S}.

Então, f é uma função semi-algébrica.

Demonstração. Para isso, basta mostrarmos que

Graf( f ) = {(x,λ) ∈ Rn×R | ∀y ∈ S,g(x,y)≤ λ}∩{(x,µ) ∈ Rn×R | f (x)≥ µ}

é um conjunto semi-algébrico. De fato, usando as propriedades dos conjuntos semi-
algébricos, vemos que

Ω = {(x,λ,y) ∈ Rn×R×S | g(x,y)> λ},

= {(x,λ,y) ∈ Rn×R×Rm | g(x,y)> λ}∩ (Rn×R×S),

é um conjunto semi-algébrico. Defina,π : Rn×R×Rm→ Rn×R pondo,

π(x,λ,y) = (x,λ).

Pelo Teorema 2.14 o conjunto, π(Ω) = {(x,λ) ∈ Rn×R | ∃y ∈ S,g(x,y) > λ} é semi-
algébrico, logo o seu complementar,

π(Ω)c = {(x,λ) ∈ Rn×R | ∀y ∈ S,g(x,y)≤ λ},
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goza da mesma propriedade. Analogamente, mostra-se que o conjunto

{(x,µ) ∈ Rn×R | ∀y ∈ S,g(x,y)≥ µ}= {(x,µ) ∈ Rn×R | f (x)≥ µ},

é semi-algébrico. Portanto, Graf( f ) é um conjunto semi-algébrico. �

O seguinte resultado apresenta uma classe de funções que verificam a desigual-
dade de Kurdyka-Lojasiewicz, pode ser encontrado em [6, 7]

Teorema 2.16 Seja f : Rn→R∪{+∞}, uma função própria semicontínua inferior. Se f

é semi-algébricas, então ela satisfaz a propriedade KL em qualquer ponto do dom( f ).



CAPÍTULO 3
Algoritmo Proximal Generalizado

Neste capítulo, apresentaremos o método do ponto proximal generalizado
MPPG. Nesse contexto, a função regularizadora é uma quase-distância e a função obje-
tivo verifica a desigualdade (2-2). Esse método, será usado para resolver o Problema (0-1).
Descreveremos as hipóteses assumidas sobre a quase-distância e a função objetivo, além
disso, provaremos a convergência parcial e total de uma sequência limitada gerada pelo
MPPG, a um ponto crítico generalizado.

3.1 Um Algoritmo Proximal com Quase-distância

O Algorítmo gera uma sequência {xk}k∈N via a seguinte recursão.
1.Tome x0 ∈ dom( f ).

2. Se xk é crítico PARE,
3.Dado xk, encontrar xk+1 tal que:

xk+1 ∈ argmin{ f (u)+
1

2λk
q2(xk,u) | u ∈ Rn}, (3-1)

onde {λk}k∈N é uma sequência positiva tal que 0 < λ− ≤ λk ≤ λ+.

As seguintes hipóteses são assumidas para o estudo:
(H1) −∞ < inf

x∈Rn
f (x);

(H2) q satisfaz a condição:(1-4);
(H3) A restrição de f em seu domínio é uma função contínua.

3.2 Análise de Convergência

3.2.1 Convergência Parcial

Proposição 3.1 Se (H1) e (H2) são verificadas, então:

i) {xk} está bem definida,
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Em adição, se {xk}k∈N cumpre (3-1) segue:

ii) A sequência { f (xk)} é decrescente e limitada, logo convergente.

iii)
+∞

∑
k=0

q2(xk,xk+1)<+∞, em particular,

lim
k→+∞

q(xk,xk+1) = 0.

Demonstração. O item (i) segue do Teorema 1.7. Do processo interativo (3-1),

fk(xk+1)≤ fk(xk), k ∈ N,

onde, fk = f (·)+ 1
2λk

q2(xk, ·). dessa desigualdade segue que:

f (xk+1)+
1

2λk
q2(xk,xk+1)≤ f (xk)+

1
2λk

q2(xk,xk), (3-2)

ou simplesmente,
f (xk+1)≤ f (xk), k ∈ N.

Então, { f (xk)} é não-crescente. Como f é limitada inferiormente. Logo, { f (xk)} é
convergente. Isso prova (ii). Agora note que da desigualdade (3-2) , obtem-se:

q2(xk,xk+1)≤ 2λk[ f (xk)− f (xk+1)]. (3-3)

Fazendo o somatório em ambos os lados de (3-3), com k variando de 0 até N dado,
obtemos:

N

∑
k=0

q2(xk,xk+1)≤
N

∑
k=0

2λk[ f (xk)− f (xk+1)]. (3-4)

Combinando (3-4) com a limitação superior da sequência λk,

N

∑
k=0

q2(xk,xk+1)≤ 2λ+[ f (x0)− f (xN)]. (3-5)

Por (3-5) e pela limitação inferior de f chegamos a:

N

∑
k=0

q2(xk,xk+1)≤ 2λ+[ f (x0)− inf f (x)x∈Rn]<+∞, (3-6)

tomando o limite em (3-6) com N → +∞, prova-se (iii). Em particular, da convergência

de
+∞

∑
k=0

q2(xk,xk+1), temos:

lim
k→+∞

q(xk,xk+1) = 0.
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�

O processo iterativo (3-1) pode ser caracterizado em termos do subdiderencial-
limite.

Proposição 3.2 Se (H1) e (H2) são verificadas, então existem wk+1 ∈ ∂ f (xk+1) e vk+1 ∈
∂(q(xk, ·))(xk+1) tal que:

0 = wk+1 +
q(xk,xk+1)

λk
vk+1. (3-7)

Demonstração. Como a interada xk+1 satisfaz a condição de otimalidade de primeira
ordem da função f (·)+ 1

2λk
q2(xk, ·). Pela Proposição 1.28, teremos:

0 ∈ ∂

(
f +

1
2λk

q2(xk, ·)
)
(xk+1).

Por outro lado, desde que (1-4) é verificada, a Proposição 1.17 garante que para z = xk, a
função 1

2λk
q2(xk, ·) é localmente lipschitziana em xk+1, que acrecido à semicontinuidade

inferior de f à Proposição 1.45 resulta em:

0 ∈ ∂ f (xk+1)+
1

2λk
∂

(
q2(xk, ·)

)
(xk+1), k ∈ N. (3-8)

Além disso, considerando f1 = f2 = q(xk, ·) ≥ 0 e x = xk+1 na Proposição 1.46, resulta
que:

∂

(
q2(xk, ·)

)
(xk+1)⊂ 2q(xk,xk+1)∂

(
q(xk, ·)

)
(xk+1), k ∈ N. (3-9)

Assim, combinando (3-8) com (3-9), obtêm-se que:

0 ∈ ∂ f (xk+1)+
1
λk

q(xk,xk+1)∂
(

q(xk, ·)
)
(xk+1).

Portanto, existem wk+1 ∈ ∂ f (xk+1) e vk+1 ∈ ∂(q(xk, ·))(xk+1) tais que (3-7) é verificada. �

Note que, no caso onde q = ‖ · ‖, (3-7) reduz-se à condição de otimalidade clássica, dada
por:

(xk− xk+1)

λk
∈ ∂ f (xk+1).

Lema 3.3 Sejam z,x ∈ Rn e q uma quase-distância que verifica (H2), então existe uma

constante M > 0 que independe de z,x tal que:

‖v‖ ≤M, v ∈ ∂(q(z, ·))(x). (3-10)
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Demonstração. De (H2) e Proposição 1.16, tem-se que q(z, ·) é uma função Lipschit-
ziana em Rn, com constante de Lipschitz 2β > 0. Em particular, q(z, ·) é uma função
localmente lipschitiziana em x ∈ Rn. Note que esta constante independe de z. Assim, a
Proposição 1.44 implica que:

‖v‖ ≤ 2β, v ∈ ∂(q(z, ·))(x),

e, visto que 2β também independe de x, o resultado desejado segue com M = 2β > 0. �

Proposição 3.4 Seja {xk}k∈N uma sequência limitada gerada pelo processo em 3-1 e

denotemos por ω(x0) o conjunto dos seus pontos de acumulação. Suponha que f satisfaz

(H3). Então, qualquer ponto de acumulação da sequência {xk}k∈N é um ponto crítico

limite de f .

Demonstração. Tome x ∈ ω(x0). Dessa maneira, existe uma subsequência {xk j} de {xk}
tal que, xk j → x, devemos mostrar que 0 ∈ ∂ f (x). De fato, da Proposição 3.2, tem-se que
existem wk j+1 ∈ ∂ f (xk j+1) e vk j+1 ∈ ∂(q(xk j , .))(xk j+1) tais que

0 = wk j+1 +
q(xk j ,xk j+1)

λk j

vk j+1.

Assim, tem-se que:

‖wk j+1‖ ≤ q(xk j ,xk j+1)

λk j

‖vk j+1‖ ≤ L
λ−

q(xk j ,xk j+1),

onde a última desigualdade é uma consequência do Lema 3.3, logo, consideramos o limite
quando j −→+∞ e pela Proposição 3.1,

lim
j−→+∞

‖wk j‖= 0.

Assim, (x,0) é ponto de acumulação da sequência {(xk j ,wk j)} e, como o graf∂ f é fechado,
{(xk j ,wk j)} ⊂ graf∂ f (xk j). Logo, (x,0) ∈ graf∂ f (x), isto é, 0 ∈ ∂ f (x) e assim conclui-se
que x ∈ crit f ;

�

3.2.2 Convergência Total

Em seguida será feita a análise de convergência, mostrando que uma sequência
limitada gerada pelo MPPG, converge a algum ponto de acumulação os quais são pontos
críticos generalizados da função objetivo f .
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Teorema 3.5 Assumindo que a sequência {xk}k∈N gerada pelo (MPPG), é limitada, x

é um ponto de acumulação de {xk}k∈N e vale (H1), (H2) e (H3). Seja U ⊂ Rn uma

vizinhança de x, η ∈]0,+∞] e ϕ : [0,η[→ R+ uma função contínua e côncava como em

(2-1) e (2-2). Se δ > 0 e r ∈]0,1[ são constantes fixas, tais que B
(

x, δ

α

)
⊂U, então existe

k0 ∈ N tal que:

f (x̄)< f (xk)< f (x̄)+η, k ≥ k0, (3-11)

q(x̄,xk0)+
1

1− r

√
2λ+

[
f (xk0)− f (x̄)

]
+

r
1− r

√
2λ+

[
f (xk0−1)− f (x̄)

]
+

+
λ−

r(1− r)2Lλ+

[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (x̄))

]
< δ,

(3-12)

xk0+ j ∈ Bq(x̄,δ), j = 1,2, . . . . (3-13)

Além disso,
+∞

∑
k=0

q(xk,xk+1)<+∞. (3-14)

Em particular, a sequência {xk} converge para x̄ o qual é um ponto crítico de f .

Demonstração. Pode-se considerar que xk, x̄ ∈ dom( f ), para todo k ∈ N, pois caso
x0 /∈ dom( f ), pela definição da sequência {xk} o próximo ponto x1 estará em dom( f ).
Pelo item ii) da Proposição 3.1 { f (xk)} é bem definida e converge para o inf

k>0
f (xk) = f (x̄).

Trocando f por f − infk>0 f (xk), podemos assumir lim
k→+∞

f (xk) = 0. Logo, temos sem

perda de generalidade que, f (x̄) = 0. Visto que a sequência { f (xk)} é positiva e decresce
estritamente para 0, obtemos:

0 < f (xk), k ∈ N. (3-15)

Em particular, existe um índice N ∈ N tal que:

0 < f (xk)< η, k ≥ N. (3-16)

Agora defina a sequência {bk}, dada por:

bk = q(x̄,xk)+
1

1− r

√
2λ+ f (xk)+

r
1− r

√
2λ+ f (xk−1)+

λ−
r(1− r)2Lλ+

ϕ( f (xk)).
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Como q(x̄, .),
√
. e ϕ são funções contínuas, ϕ(0) = 0 e { f (xk)} converge para 0, segue

que 0 é um ponto de acumulação da sequência {bk}. Então existe k0 = k j0 > N tal que:

q(x̄,xk0)+
1

1− r

√
2λ+ f (xk0))+

r
1− r

√
2λ+ f (xk0−1)+

λ−
r(1− r)2Lλ+

[
ϕ( f (xk0))

]
< δ,

o que prova (3-12). Em particular, como k0 > N, vale (3-11). Note que (3-12) implica que
xk0 ∈ Bq(x̄,δ), visto que bk0 < δ e que os termos que determinam bk0 são positivos. Pela
hipótese (H2), temos:

α‖x̄− xk0‖< q(x̄,xk0)⇒ xk0 ∈ B
(

x,
δ

α

)
⊂U.

Assim, xk0 ∈ U ∩ [0 < f < η]. Como x̄ é um ponto onde f satisfaz a desigualdade de
Kurdyka-Lojasiewicz, temos:

ϕ
′( f (xk0))dist(0,∂ f (xk0))≥ 1.

Logo, 0 /∈ ∂ f (xk0). Pelo Lema 3-10 e pela Proposição 3-7 combinadas com a definição de
dist(0,∂ f (xk0)), obtêm-se:

dist(0,∂ f (xk0))≤ ‖wk0‖ ≤ 1
λ−

q(xk0−1,xk0)‖vk0‖ ≤ L
λ−

q(xko−1,xk0),

pois, wk0 ∈ ∂ f (xk0) e vk0 ∈ ∂q(xk0−1, ·)(xk0).
Novamente pela desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz em x̄, segue que,

1 ≤ ϕ
′( f (xk0))dist(0,∂ f (xk0)),

≤ ϕ
′( f (xk0))

L
λ−

q(xk0−1,xk0).

Daí,

ϕ
′( f (xk0))≥ λ−

Lq(xk0−1,xk0)
. (3-17)

Por outro lado, a concavidade da função ϕ implica que,

−ϕ(z)≥−ϕ(t)−ϕ
′(t)(z− t), z, t ∈ R.

Tomando z = f (xk0+1) e t = f (xk0), temos:

ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+1))≥ ϕ
′( f (xk0))( f (xk0)− f (xk0+1)).



3.2 Análise de Convergência 57

Combinando essa última desigualdade com,

f (xk0)− f (xk0+1)≥ 1
2λ+

q2(xk0,xk0+1)

e ϕ′(s)> 0, s ∈ (0,η), tem-se:

ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+1))≥ ϕ
′( f (xk0))

1
2λ+

q2(xk0,xk0+1). (3-18)

Agora, usando as desigualdades (3-17) e (3-18), chegamos à seguinte expressão:

ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+1)) ≥ ϕ
′( f (xk0))

1
2λ+

q2(xk0,xk0+1),

≥ λ−
Lq(xk0−1,xk0)

1
2λ+

q2(xk0 ,xk0+1).

Logo,

q2(xk0,xk0+1)

q(xk0−1,xk0)
≤ 2Lλ+

λ−

[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+1))

]
. (3-19)

Provaremos a seguinte afirmação:

q(xk,xk+1)≤ rq(xk−1,xk)+
M
r

[
ϕ( f (xk))−ϕ( f (xk+1))

]
, (3-20)

para k = k0, e onde M =
2Lλ+

λ−
. De fato, temos duas possibilidades a consider:

a) q(xk0,xk0+1)≥ rq(xk0−1,xk0),

b) q(xk0,xk0+1)< rq(xk0−1,xk0).

Primeiro suponha que ocorra a). Então, q(xk0−1,xk0) ≤ q(xk0,xk0+1)

r
, multiplicando e

dividindo o lado direito dessa última desigualdade por q(xk0,xk0+1) obtemos,

q(xk0−1,xk0)≤ q(xk0 ,xk0+1)

r
=

q2(xk0,xk0+1)

rq(xk0,xk0+1)
=⇒ q(xk0,xk0+1)≤ q2(xk0 ,xk0+1)

rq(xk0−1,xk0)
.

Consequentemente teremos:

q(xk0,xk0+1)≤ rq(xk0−1,xk0)+
M
r

[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+1))

]
.
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Visto que rq(xk0−1,xk0)> 0, a afirmação fica provada. Agora se ocorre b), q(xk0,xk0+1)<

rq(xk0−1,xk0), somando M
r

[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+1))

]
≥ 0. A desigualdade em b) ainda

continua sendo verificada. Assim, prova-se (3-20). Em seguida (3-13) será provado por
indução sobre j. Já foi provado o caso em que j = 0 segue diretamente da prova de
(3-12). Vejamos agora para j = 1, como f (xk)> 0, 0 < λ− ≤ λk ≤ λ+, ∀k ∈N e tem-se
r ∈ (0,1) podemos fazer a seguinte análise. Temos:

1
2λ+

q2(xk0,xk0+1)≤ f (xk0)− f (xk0+1),

Assim,
q(xk0,xk0+1)≤

√
2λ+[ f (xk0)− f (xk0+1)],

tirado o termo f (xk0+1), pois quando o retiramos, ainda temos a desigualdade. Segue:

q(xk0 ,xk0+1)≤
√

2λ+ f (xk0)≤ 1
1− r

√
2λ+ f (xk0). (3-21)

Além disso, combinando a desigualdade triangular com a desigualdade (3-21), obtemos
por (3-12) que:

q(x̄,xk0+1)≤ q(x̄,xk0)+q(xk0,xk0+1)≤ q(x̄,xk0)+
1

1− r

√
2λ+ f (xk0)< δ,

com isso mostramos (3-13) para j = 1. Agora tome j ≥ 1 e suponha que (3-13) é verdade
para todo k = k0,k0 + 1,k0 + 2, ...,k0 + j− 1, neste caso também temos (3-20) vale para
k = k0 + j, com j = 0,1, ..., j−1 isto é,

q(xk0+ j−1,xk0+ j)≤ rq(xk0+ j−1−1,xk0+ j−1)+
M
r

[
ϕ( f (xk0+ j−1))−ϕ( f (xk0+ j))

]
,

para j = 0,1,2, ..., j− 1. Assim, somando as j inequações obtidas. Teremos a seguinte
expressão:

j−1

∑
i=0

q(xk0+i,xk0+i+1) ≤ r
j−1

∑
i=0

q(xk0+i−1,xk0+i)+
M
r

[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+ j))

]
,

≤ rq(xk0−1,xk0)+ r
j−1

∑
i=1

q(xk0+i−1,xk0+i)+
[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+ j))

]
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Fazendo algumas manipulações algébricas obtemos:

(1− r)
j−1

∑
i=0

q(xk0+i,xk0+i+1)≤ rq(xk0−1,xk0)+
[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+ j))

]
.

Isto é,

j−1

∑
i=0

q(xk0+i,xk0+i+1)≤ r
1− r

q(xk0−1,xk0)+
M

r(1− r)

[
ϕ( f (xk0))−ϕ( f (xk0+ j))

]
. (3-22)

E pela desigualdade triangular,

q(x̄,xk0+ j)≤ q(x̄,xk0)+q(xk0,xk0+1) + q(xk0+1,xk0+1+1)+ ...+

... +q(xk0+i,xk0+i+1),

com i = 0,1, ..., j−1, isto é:

q(x̄,xk0+ j)≤ q(x̄,xk0)+q(xk0,xk0+1)+
j−1

∑
i=1

q(xk0+i,xk0+i+1). (3-23)

Assim combinando (3-23), (3-21) e −ϕ( f (xk0+ j))< 0, chega-se à:

q(x̄,xk0+ j)≤ q(x̄,xk0)+
1

1− r

√
2λ+ f (xk0)+

r
1− r

√
2λ+ f (xk0)+

M
r(1− r)

[
ϕ( f (xk0))

]
.

Como já mostrado em 3-12, q(x̄,xk0+ j) < δ, implicando que xk0+ j ∈ Bq(x̄,δ), e assim
conclui-se a prova por indução. Note que 3-14, segue imediatamente de 3-22, ou seja,

+∞

∑
k=0

q(xk,xk+1)<+∞.

Esse resultado junto com a hipótese (H2) implica que {xk} é uma sequência de Cauchy.
Logo convergente, e converge a x̄, que é por sua vez um ponto de acumulação, e como
visto na Proposição 3.4, x̄ é um ponto crítico de f . �

3.2.3 Taxa de Convergência

Apresentaremos a seguir uma análise da taxa de convergência.

Teorema 3.6 Assumindo que f satisfaz (H1) - (H4) e seja {xk}k∈N uma sequência gerada

pelo MPPG limitada. Sendo ϕ(s) = s1−θ, θ ∈ [0,1), e x̄ o ponto limite da sequência
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{xk}k∈N. Então:

i) Se θ = 0, a sequência converge em um número finito de passos;

ii) Se θ ∈ (0, 1
2 ], então existe C > 0 e Q ∈ [0,1) tal que:

q(x̄,xk)≤CQk;

iii) Se θ ∈ (1
2 ,1), então existe C > 0 tal que:

q(x̄,xk)≤Ck−
1−θ

2θ−1 .

Demonstração. Se θ = 0, suponha por contradição que a sequência
{

xk} é infinitamente
gerada. Tome k0 ∈N suficientemente grande, tal que, xk ∈Bq(x̄,δ)∩ [0< f <η], k≥ k0,

(estamos supondo que f (x̄) = 0). Como θ = 0, ϕ(s) = s. Por (2-2), obtemos

1≤ dist(0,∂ f (xk)), k ≥ k0. (3-24)

Por outro lado, a partir da Proposição 3.2 para cada k ∈ N, existe wk ∈ ∂ f (xk) e vk ∈
∂q(xk−1, .)(xk) tal que,

‖wk‖ ≤ ‖v
k‖q(xk−1,xk)

λk−1
≤ Mq(xk−1,xk)

λ−
, (3-25)

onde a última desigualdade segue a partir do Lema 3.3 (com v = vk, z̄ = xk−1 e x̄ = xk)
e definição da sequência {λk}. Assim, visto que lim

k→+∞
q(xk−1,xk) = 0 (isto segue a partir

do item iii) da Proposição 3.1), obtemos que lim
k→+∞

wk = 0 o que é uma contradição com

(3-24). Logo, o item (i) está provado. Deixe-nos definir a seguinte notação:

∆k =
∞

∑
p=k

q(xp,xp+1).

Dessa maneira, ∆k−1 =
∞

∑
p=k−1

q(xp,xp+1) e, pela desigualdade triangular, segue que

q(x̄,xk) ≤ ∆k. Utilizaremos a última desigualdade para concluirmos as estimativas que
aparecem em ii) e iii), ou seja, limitaremos ∆k, e consequentemente q(x̄,xk) estará
limitado.

Observe que, ∆k−1−∆k = q(xk−1,xk). Pela expressão (3-20), temos

N

∑
p=k

q(xp,xp+1)≤ r
N

∑
p=k

q(xp−1,xp)+
M
r

N

∑
p=k

[ϕ( f (xp))−ϕ( f (xp+1))]. (3-26)
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Como,

N

∑
p=k

q(xp−1,xp) = q(xk−1,xk)+
N

∑
p=k+1

q(xp−1,xp),

= q(xk−1,xk)+
N

∑
p=k

q(xp,xp+1).

Substituindo ∑
N
p=k q(xp−1,xp) em (3-26), obtemos,

N

∑
p=k

q(xp,xp+1) ≤ r
1− r

q(xk−1,xk)+
M

r(1− r)

N

∑
p=k

[ϕ( f (xp))−ϕ( f (xp+1))],

≤ r
1− r

q(xk−1,xk)+
M

r(1− r)
[ϕ( f (xk))−ϕ( f (xN+1))],

≤ r
1− r

q(xk−1,xk)+
M

r(1− r)
ϕ( f (xk)).

Assim, ∆k ≤ r
1−r (∆k−1−∆k)+

M
r(1−r)ϕ( f (xk)), sendo ϕ(s) = s1−θ, a equação fica como

segue,

∆k ≤
r

1− r
(∆k−1−∆k)+

M
r(1− r)

( f (xk))1−θ. (3-27)

Como já assumimos que xk ∈ Bq(x̄,δ)∪ [0 < f < η], k≥ k0, e que f (x̄) = 0, temos pela
desigualdade de Kurdyka-Lojasiewicz,

1 ≤ ϕ
′( f (xk))dist(0,∂ f (xk)),

≤ (1−θ) f (xk)−θ‖wk‖.

Para todo wk ∈ ∂ f (xk), consequentemente,

f (xk)θ ≤ (1−θ)‖wk‖,

ou ainda,
f (xk)≤ (1−θ)

1
θ‖wk‖

1
θ .

Voltando a equação (3-27), e substituindo a expressão acima e usando a limitação
em (3-25) temos,
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∆k ≤
r

1− r
(∆k−1−∆k)+

M(1−θ)
1−θ

θ ‖wk‖ 1−θ

θ

r(1− r)
, (3-28)

≤ r
1− r

(∆k−1−∆k)+
M(1−θ)

1−θ

θ

r(1− r)

[
Lq(xk−1,xk)

λ−

] 1−θ

θ

,

≤ r
1− r

(∆k−1−∆k)+
M(1−θ)

1−θ

θ

r(1− r)

[
L(∆k−1−∆k)

λ−

] 1−θ

θ

.

Se supormos θ ∈ (1
2 ,1), teremos, 1−θ

θ
< 1. Como ∆k→ 0, quando k→ ∞, (basta

olhar a expressão (3-28)). Daí temos que existem um inteiro positivo k1 ≥ k0 e uma
constante C1 tal que:

∆k ≤C1(∆k−1−∆k)
1−θ

θ ,

ou simplesmente,

∆

θ

1−θ

k ≤C1(∆k−1−∆k). (3-29)

Agora defina h : (0,+∞)→ R, por h(s) = s
−θ

1−θ e seja R ∈ (1,+∞). Afirmamos que para
cada k ≥ k1, existem µ > 0 e ν < 0 tal que:

∆
ν

k −∆
ν

k−1 ≥ µ. (3-30)

Vamos considerar dois casos:

a) h(∆k)≤ Rh(∆k−1),

b) h(∆k)> Rh(∆k−1).

Suponha primeiro que ocorra a). Pela desigualdade em (3-29), temos:

1≤ C1(∆k−1−∆k)

∆

θ

1−θ

k

=C1(∆k−1−∆k)h(∆k).

Usando a) temos:

1 ≤ C1(∆k−1−∆k)h(∆k),

≤ RC1(∆k−1−∆k))h(∆k−1).
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Agora, visto que h(∆k−1) = min∆k≤s≤∆k−1h(s), última desigualdade implica:

1 ≤ RC1

∫
∆k−1

∆k

h(s)ds,

= RC1

∫
∆k−1

∆k

s
−θ

1−θ ds,

= RC1

[
s
−θ

1−θ
+1

−θ

1−θ
+1

]
|∆k−1
∆k

,

= RC1

[
1−θ

1−2θ
(∆

1−2θ

1−θ

k−1 −∆

1−2θ

1−θ

k )

]
.

Logo, a desigualdade (3-30) é obtida para µ = 2θ−1
(1−θ)RC1

> 0 e ν = 1−2θ

1−θ
< 0. Agora,

assumindo b), usando definição de h e m = ( 1
R)

1−θ

θ ∈ (0,1), adquirimos:

∆

−θ

1−θ

k > R∆

−θ

1−θ

k−1 =⇒ ∆k < m∆k−1,

e, levando em conta que ν < 0, segue

∆
ν

k > mν
∆

ν

k−1.

Subtraindo ∆ν

k−1 em ambos os membros da última desigualdade, temos:

∆
ν

k −∆
ν

k−1 > mν
∆

ν

k−1−∆
ν

k−1,

> (mν−1)∆k−1.

Como mν− 1 > 0 e ∆` −→ 0+ quando ` −→ +∞, existe µ̄ > 0 tal que, (mν− 1)∆ν

k−1 ≥
µ̄, k ≥ k1 e além disso obtemos:

0 < µ̄≤ ∆
ν

k −∆
ν

k−1. (3-31)

Tomando µ̂ = min{µ, µ̄} > 0, combinando (3-30) com (3-31) teremos, 0 < µ̂ ≤ ∆ν

k −
∆ν

k−1, k ≥ k1.

Somando essa última desigualdade com k variando de N1≥ k1 até algum N maior
que N1 temos:

N

∑
k=N1

µ̂≤
N

∑
k=N1

(∆ν

k −∆
ν

k−1),

que implica em
µ̂(N−N1)≤ ∆

ν
N−∆

ν
N1−1,
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ou seja,

∆
ν
N ≥ µ̂N +∆

ν
N1
− µ̂N1. (3-32)

Agora como, ν < 0, podemos supor que ∆ν
N1
− µ̂N1 ≥ 0. Logo, de (3-32),

∆
ν
N ≥ µ̂N,

e, consequentemente,
∆N ≤CN

1
ν , C = µ̂

1
ν . (3-33)

Portanto, o item (iii) segue por considerando que q(x̄,xk)≤ ∆k.
Se θ ∈ (0, 1

2), segue de (3-28) que existe uma constante positiva C2 tal que

∆k ≤C2(∆k−1−∆k),

para k suficientemente grande. Então:

∆k ≤
C2

1+C2
∆k−1.

Observe que por essa última expressão, obtemos:

∆k ≤
(

C2

1+C2

)k

∆0 = Qk
∆0.

Logo, o item ii) segue com Q = C2
1+C2

∈ (0,1). �
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