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Resumo

Ribeiro, Lucas de Almeida. Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo em Tabelas
para Seleção de Variáveis em Classificação Multivariada. Goiânia, 2014.
81p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Informática, Universidade Federal
de Goiás.

Este trabalho propõe o uso do algoritmo evolutivo multi-objetivo em tabelas (AEMT)
para a seleção de variáveis em problemas de classificação, por meio de análise discrimi-
nante linear. O algoritmo proposto busca encontrar subconjuntos mínimos, das variáveis
originais, que modelem classificadores robustos, sem perda significativa na capacidade
de classificação. Os resultados dos classificadores modelados pelas soluções encontra-
das por este algoritmo são comparadas, neste trabalho, às encontradas por formulações
mono-objetivo (como o PLS, o APS e implementações próprias de um Algoritmo Ge-
nético Simples) e formulações multi-objetivos (como algoritmo genético multi-objetivo
simples - MULTI-GA - e o NSGA II). Como estudo de caso, o algoritmo foi aplicado na
seleção de variáveis espectrais, para a classificação por análise discriminante linear (LDA
- Linear Discriminant Analysis), de amostras de biodiesel/diesel. Os resultados obtidos
mostraram que as formulações evolutivas encontram soluções com um menor número de
variáveis (em média) e uma melhor taxa de erros (média) se comparadas ao PLS e o APS.
A formulação do AEMT proposta com as funções de aptidão: risco médio de classificação,
número de variáveis selecionadas e quantidade de variáveis correlacionadas presentes no
modelo, encontrou soluções com uma média de erros inferior as encontradas pelo NSGA
II e pelo MULTI-GA, e também uma menor quantidade de variáveis se comparado ao
MULTI-GA. Em relação à sensibilidade a ruídos a solução encontrada pelo AEMT se
mostrou menos sensível que as outras formulações comparadas, mostrando assim que o
AEMT encontra classificadores mais robustos. Por fim, são apresentadas as regiões de
separação das classes, com base na dispersão das amostras, em função das variáveis se-
lecionadas por uma das soluções do AEMT, nota-se que é possível determinar regiões de
separação a partir das variáveis selecionadas.

Palavras–chave

seleção de variáveis, classificação multivariada, análise discriminante linear,
algoritmo evolutivo multi-objetivo em tabelas



Abstract

Ribeiro, Lucas de Almeida. Multi-objective evolutionary algorithm on tables
for variable selection in multivariate classification. Goiânia, 2014. 81p. MSc.
Dissertation. Instituto de Informática, Universidade Federal de Goiás.

This work proposes the use of multi-objective evolutionary algorithm on tables (AEMT)
for variable selection in classification problems, using linear discriminant analysis. The
proposed algorithm aims to find minimal subsets of the original variables, robust classi-
fiers that model without significant loss in classification ability. The results of the clas-
sifiers modeled by the solutions found by this algorithm are compared in this work to
those found by mono-objective formulations (such as PLS, APS and own implementati-
ons of a Simple Genetic Algorithm) and multi-objective formulations (such as the simple
genetic algorithm multi -objective - MULTI-GA - and the NSGA II). As a case study,
the algorithm was applied in the selection of spectral variables for classification by linear
discriminant analysis (LDA) of samples of biodiesel / diesel. The results showed that the
evolutionary formulations are solutions with a smaller number of variables (on average)
and a better error rate (average) and compared to the PLS APS. The formulation of the
AEMT proposal with the fitness functions: medium risk classification, number of selected
variables and number of correlated variables in the model, found solutions with a lower
average errors found by the NSGA II and the MULTI-GA, and also a smaller number of
variables compared to the multi-GA. Regarding the sensitivity to noise the solution found
by AEMT was less sensitive than other formulations compared, showing that the AEMT
is more robust classifiers. Finally shows the separation regions of classes, based on the
dispersion of samples, depending on the selected one of the solutions AEMT, it is noted
that it is possible to determine variables of regions split from the selected variables.

Keywords

variable selection, multivariate classification, linear discriminant analysis, multi-
objective evolutionary algorithm on tables
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CAPÍTULO 1
Capítulo 1 - Introdução

As técnicas de classificação multivariada tem por objetivo a formação de grupos
comuns entre objetos (ou amostras) e a alocação de objetos, nos grupos pré-estabelecidos,
com base nas múltiplas variáveis medidas para cada amostra [35]. Assim, o objetivo da
classificação multivariada é alocar um objeto ao seu grupo a partir da mensuração de suas
variáveis [54] [36].

O uso das técnicas de classificação multivariada pode ser observado nas mais
diversas áreas: na saúde pública [66], em pesquisas históricas [46] [27], em pesquisas
sobre a produção agrícola [20] [48], em antropologia forense [75], na área de economia e
negócios [45], na área de turismo [64], na área química [28] [53], entre outras. Dentre as
áreas citadas, a que busca prover informações sobre a relação, ou resultantes da relação,
de centenas a milhares de variáveis de dados químicos são chamada quimiometria [30].
A técnica de classificação multivariada mais utilizada em dados químicos é a análise
discriminante [55].

As variáveis utilizadas nos problemas de quimiometria são mensuradas de forma
simultânea sobre cada amostra e a correlação entre elas produz colinearidade nas infor-
mações contidas nestas variáveis [60]. A presença de colinearidade e quase colinearidade
prejudicam a capacidade de generalização dos modelos de classificação [55]. Como as va-
riáveis colineares possuem dados redundantes, e podem trazer instabilidade (tendências)
aos métodos de classificação, é necessário descartá-las [60], o que torna os métodos de
seleção de variáveis uma prioridade [35].

Dentre os métodos de seleção de variáveis tem-se: o método stepwise, análise
de todos os possíveis subconjuntos, regressão Forwards− Stagewise, e a regressão
Least − Angle [35]. A análise de todos os possíveis subconjuntos tem complexidade
exponencial, sendo necessário um algoritmo de busca para tratar este problema. Neste
contexto, pode se fazer uso de heurísticas como estratégia de busca, do subconjunto de
variáveis, para otimizar a classificação ou regressão dos dados. Dentre estas heurísticas
destacam-se os algoritmos evolutivos [40].

Algoritmos evolutivos (EAs) são uma heurística de busca de solução moderna,
baseados no princípio da evolução pela sobrevivência do mais apto [50]. O tipo mais
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conhecido de algoritmos evolutivos é o algoritmo genético [38] e seu uso mais comum,
em problemas de classificação, está relacionado à seleção das variáveis (ou atributos) [77].

Um algoritmo evolutivo mantém um conjunto de soluções chamado população,
cada solução deve possuir uma representação genética, chamada gene, e um nível de ap-
tidão, chamado "valor de aptidão" (ou f itness). Os algoritmos evolutivos dão preferência
aos indivíduos mais aptos (com melhores valores f itness). Os mecanismos responsáveis
pela busca de solução, em um algoritmo evolutivo, são os operadores de transformação
(operadores genéticos) que criam novas soluções a partir de modificações realizadas em
uma ou mais soluções [79]. O valor de aptidão, de uma solução, pode apresentar a quali-
dade da solução ou pode ser a proximidade da solução em relação à solução esperada [13].

Em relação a problemas de seleção de variáveis para classificação, a qualidade
de uma solução (conjunto de variáveis selecionadas) pode ser avaliada com base nas
características do classificador modelado pelo subconjunto de variáveis presente nesta
solução. Uma medida de qualidade que pode ser utilizada neste contexto é o "risco médio
de classificação". O "risco de classificação" de uma amostra é resultante da relação entre a
proximidade da amostra às amostras de sua classe e a proximidade da amostra às amostras
de uma outra classe (a classe mais próxima, diferente da que ela pertence). O "risco
médio de classificação"de uma solução é obtido pela média dos "riscos de classificação"da
coleção que está sendo classificada (coleção de testes) [58] [65].

Algoritmos de busca que têm como objetivo único o "risco médio de classifi-
cação", são limitados, pois não avaliam as características dos subconjuntos de variáveis,
avaliam apenas os classificadores modelados por estes subconjuntos. Neste trabalho parte-
se da premissa que a inclusão dos objetivos: remoção das variáveis correlacionadas da
solução e redução do subconjunto de variáveis, no algoritmo de busca, pode melhorar
o desempenho do classificador no que se refere a robustez, e proximidade das soluções
encontradas ao subconjunto ideal.

O método clássico de resolver problemas multi-objetivo é convergir los à um
único objetivo, por uma função de agregação, porém essa solução é totalmente dependente
dos valores escalares escolhidos [69]. Outra solução é proposta por Deb [14], onde se
ordena as soluções segundo seu nível de dominância. Tais soluções possuem um bom de-
sempenho para problemas com poucos objetivos, preferencialmente com 2 objetivos [15].
Tal restrição ocorre em razão de que em poucas em poucas iterações o algoritmo genético
consegue encontrar muitas soluções não dominadas e o processo de escolha entre estas
soluções se torna estocástico [15] [33].

Sanches [62] [63] e Vargas [76] propõem um algoritmo evolutivo multi-objetivo
que não está restrito às soluções não dominadas ou a um vetor escalar e funciona com
múltiplos objetivos. O algoritmo proposto divide a população de cada geração em subpo-
pulações de acordo com as funções objetivo ou uma mesclagem de funções de aptidão.
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Cada uma destas subpopulações, também chamadas de tabelas, armazena os indivíduos
avaliados por uma função de aptidão, lidando assim com múltiplos critérios de seleção de
indivíduos de maneira simultânea, por isso o algoritmo é chamado Algoritmo Evolutivo
Multi-objetivo em Tabelas (AEMT). Uma das tabelas deve funcionar como um decisor,
sendo que o seu valor objetivo é a agregação dos valores de aptidão das demais tabelas.
Esta formulação foi utilizada por Brasil [6], Santos [19], e Sanches [62] e obteve resulta-
dos positivos em predição abinitio de estrutura de proteínas [6] e para reconfiguração de
sistemas de distribuição de energia elétrica [62] [19], utilizando múltiplos objetivos. Os
trabalhos citados utilizam 4 objetivos ou mais e o uso do AEMT possibilitou encontrar
soluções de pareto mais extremas que os algoritmos comparados possibilitando mais op-
ções para o decisor. Jorge [39] utilizou de uma implementação do AEMT para a seleção
de variáveis em problemas de calibração multivariada com 3 objetivos, e obteve resulta-
dos melhores que as abordagens clássicas. Em relação a abordagens multi-objetivo que
utilizam conceitos de dominância a implementação do AEMT obteve resultados similares
ao NSGA II, porém, obteve uma melhor sensibilidade a ruído [39].

Este trabalho propõe o uso de uma formulação do algoritmo evolutivo multi-
objetivo em tabelas (AEMT), na seleção de variáveis para classificação, com o uso
de análise discriminante linear. A implementação do AEMT por Brasil [6] utilizava a
representação do indivíduo com cromossomos de codificação de números reais e a por
Santos [19] e Sanches [62] [63] uma representação com cromossomos de codificação de
números naturais. Neste contexto a formulação do AEMT para um problema de seleção de
variáveis para a classificação utilizando codificação binária é uma contribuição nova para
o AEMT. Com relação ao problema de classificação espera-se que a abordagem multi-
objetivo apresente um desempenho melhor em relação a modelagem mono-objetivo. Em
resumo, a proposta tem como objetivo principal encontrar subconjuntos mínimos de
variáveis que possibilitem a construção de classificadores robustos e com alta acurácia.
Como funções de avaliação serão utilizadas: (i) o risco médio de classificação, (ii) o
número de variáveis correlacionadas utilizadas, (iii) o número de variáveis, e (iv) uma
função de agregação das anteriores.

Como estudo de caso, o algoritmo proposto é aplicado ao mesmo conjunto de
Pontes et al. [59] para fins de comparação. Tal conjunto envolve o problema de classi-
ficação de amostras de diesel e biodiesel obtidas por espectroscopia no infravermelho
próximo (NIR’). Utiliza-se como base de comparação mono-objetivo, além dos resul-
tados obtidos por Pontes et al. [59], uma implementação própria de um algoritmo evo-
lutivo (MONO-GA-R) onde a função de avaliação é o risco médio de classificação em
um conjunto de testes, e uma formulação cuja função de avaliação é o número de erros
do classificador no conjunto de testes (MONO-GA-E). Para formulações multi-objetivos
são utilizados para comparação, o algoritmo MULTI-GA com a ponderação dos objeti-
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vos como função de aptidão; e uma implementação do algoritmo genético multi-objetivo
NSGA II para cada uma das combinações de objetivos (risco médio de classificação (R),
número de variáveis correlacionadas (C), e número de variáveis selecionadas para a cons-
trução do modelo (V)).

1.1 Organização do Trabalho

O Capítulo 2 apresenta uma revisão de classificação multivariada, o problema
de colinearidade e quase colinearidade, e seleção de variáveis. O Capítulo 3 aborda os
conceitos pelos quais se baseiam os algoritmos evolutivos e suas principais abordagens.
O capítulo 4 mostra uma fundamentação teórica sobre os algoritmos evolutivos multi-
objetivos. O Capítulo 5 apresenta o algoritmo proposto neste trabalho e os experimentos
realizados. O Capítulo 6 apresenta os resultados obtidos com o uso do algoritmo proposto
comparando-os com os obtidos pelos outros algoritmos. O Capítulo 7 conclui, apresenta
as considerações finais e sugere trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2
Capítulo 2 - Classificação Multivariada

As técnicas de classificação multivariada tem por objetivo a formação de grupos
comuns entre objetos (ou amostras) e a alocação de objetos, nos grupos pré-estabelecidos,
com base nas múltiplas variáveis medidas para cada amostra [35]. Assim, o objetivo da
classificação multivariada é alocar um objeto ao seu grupo a partir da mensuração de suas
variáveis [54] [36]. O uso de técnicas de classificação se destaca na área de quimiometria,
área que busca prover informações sobre a relação, ou resultantes da relação, de centenas
a milhares de variáveis de dados de origem química [30]. Uma técnica versátil para a
obtenção destes dados, que não destrói a amostra, é a espectroscopia no infravermelho
próximo [72].

2.1 Espectroscopia do Infravermelho Próximo (NIR)

A espectroscopia no infravermelho é uma técnica experimental baseada na
vibração dos átomos de uma molécula, quando submetidos à radiação infravermelha. Um
espectro infravermelho é obtido incidindo-se radiação infravermelha em uma amostra
e analisando a fração de radiação que foi absorvida pela amostra [72]. O espectro é
normalmente representado por um gráfico, onde a abscissa é o comprimento de onda
ao qual a amostra é submetida, e a ordenada é um valor que representa a radiação
absorvida pela amostra, naquele comprimento de onda [41]. Esta técnica é versátil e
é relativamente fácil obter espectros de amostras em soluções, ou nos estados sólidos,
líquidos ou gasosos [72].

A radiação eletromagnética na região do infravermelho com comprimentos de
onda de 10000 à 100 cm−1 é absorvida e convertida pela molécula orgânica em energia
interna de vibração molecular. O nível de absorção é dependente da massa relativa, das
forças de ligação, e da geometria dos átomos [67].

A absorção de energia no infravermelho é um processo quantizado. Pode-se
selecionar frequências de radiação do infravermelho as quais a molécula absorverá. O
padrão de absorção no infravermelho, ou espectro infravermelho, em duas moléculas
diferentes nunca serão iguais, mesmo que a frequência absorvida seja a mesma os padrões
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de absorção não o serão. Como moléculas iguais têm o mesmo padrão de absorção, a
análise dos espectros pode trazer essa informação de equivalência ou informações sobre
a estrutura interna da molécula [41].

A espectroscopia no infravermelho próximo (NIR) é um tipo de espectroscopia
vibracional que emprega energias em uma faixa de 2,65× 10−19 à 7,96× 10−20J, que
corresponde a um faixa de comprimentos de onda de 750 a 2500 nm (frequências: 13000
à 4000cm−1). Esta ordem de energia é maior que a necessária para levar as moléculas
apenas aos seus estados vibracionais excitados e menor que valores típicos necessários
para a excitação dos eletrons nas moléculas [57]. Os métodos de análise resultantes do
uso da espectroscopia no infravermelho próximo são rápidos (menos de um minuto por
amostra), não destroem a amostra, não são invasivos, dão alta possibilidade de sondagem
no feixe de radiação, são adequados para linha de produção, têm aplicação quase universal
(qualquer molécula contendo CH, NH, SH ou ligações OH), e exigem pouca preparação
das amostras [57].

O equipamento utilizado para se obter o espectro de absorção de um composto é
chamado espectrômetro de infravermelho. Um dos tipos de espectrômetros de infraverme-
lho bastante usado em laboratórios químicos é o espectrômetro de infravermelho disper-
sivo, que está representado na Figura 2.1 e seu funcionamento é apresentado a seguir[41].
Existem outros tipos de espectrômetros de infravermelho, como é o caso do espectrôme-
tro de intravermelho de transformada de Fourier (IV-FT) que consegue obter um padrão
(interferograma) em menos de um segundo, sendo assim possível coletar dezenas de in-
terferogramas da mesma amostra e gravá-los no computador. Quando se realiza a técnica
de transformada de Fourier nos interferogramas armazenados, pode-se obter um espectro
com um menor ruído em relação ao sinal, e por isso, os IV-FTs possuem uma maior velo-
cidade e maior sensibilidade em relação a equipamentos dispersivos [41]. Outros tipos de
espectrômetros de infravermelho são apresentados em [68], e uma visão mais detalhada
do IV-FT é dada em [41].

Nos espectrômetros de infravermelhos dispersivos a amostra é colocada em uma
cela, e é utilizada, também, uma cela sem amostra (cela de referência) para se verificar a
frequência absorvida pela amostra. O instrumento então, produz um feixe de radiação no
infravermelho a partir de um resistor aquecido que é dividido por dois espelhos. Os feixes
originados desta divisão são enviados para as celas, um à cela que contém a amostra,
outro à referência. Os feixes então chegam, de forma alternada, por um monocromador
que dispersa, à uma rede de difração (nos instrumentos mais antigos, um prisma). A rede
gira lentamente variando a frequência, ou o comprimento de onda da radiação, que chega
ao detector de termopar. Este último, sente a razão entre as intensidades dos feixes de
referência e de amostra, analisando quais frequências foram absorvidas e quais não foram
absorvidas pela amostra, depois de o sinal do detector ser ampliado, o registrador registra



2.2 Análise Multivariada 24

Figura 2.1: Diagrama esquemático de um espectrômetro de infra-
vermelho dispersivo [41].

o espectro resultante. O espectro é registrado à medida que a frequência da radiação no
infravermelho é alterada pela rotação da rede de difração. O espectro resultante é um
gráfico com o número de onda sendo a abscissa e a luz transmitida sendo a ordenada, ou
seja, a transmitância percentual(%T ), pois o detector registra a razão entre as intensidades
dos dois feixes e [41]:

%T =
intensidade do f eixe de amostragem

intensidade do f eixe de re f erncia
×100. (2-1)

Os valores de máximo representados no gráfico então, são os comprimentos de
onda que não são alterados quando passados pela amostra. Ou seja, os pontos próximos à
100% de transmitância são os comprimentos que não são absorvidos pela amostra. Já os
pontos mínimos no gráfico são os comprimentos onde houve a absorção, mesmo assim,
a absorção é tradicionalmente chamada de pico [41]. O químico então, analisa os picos
para determinar quais compostos estão presentes na amostra.

Sendo assim, as variáveis que compõem um espectro (a transmitância percentual,
em cada um dos comprimentos de onda) podem ser utilizadas para separar compostos de
interesse, ou formar classes de moléculas que formam determinado padrão, de acordo com
os níveis de absorção em comprimentos de onda diferentes. Como cada uma das amostras
é representada por um vetor de valores (absorção, em um determinado comprimento de
onda) é necessário o uso de técnicas de análise que observem mais de uma das variáveis
para se fazer a separação das classes ou as análises que interessam ao químico.

2.2 Análise Multivariada

A análise multivariada é a coleção de métodos e técnicas utilizadas quando
são medidas diversas características de um mesmo indivíduo ou amostra. Essas diversas
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medidas são chamadas de variáveis, e os indivíduos, “unidades” ou amostras. Os métodos
de análise multivariada têm sido utilizados nas mais diversas áreas abrangendo as ciências
humanas, exatas e da saúde [61].

As técnicas de análise multivariada foram criadas em uma época em que era
possível processar apenas pequenas ou médias coleções de dados, comparadas às atuais.
Porém com a evolução computacional, o armazenamento e processamento, de uma
quantidade de dados cada vez maior se tornou viável. Com isso, o novo foco para as
técnicas de análise multivariada é obter resultados satisfatórios com os dados medidos,
eficientemente, a partir do uso da capacidade computacional [35]. A computação, então, é
utilizada como uma área macro, que permite que as outras áreas implementem as técnicas
multivariadas para a solução de seus problemas.

Para que a capacidade computacional seja usada, as técnicas devem ser imple-
mentadas em algoritmos computáveis e os dados representados em tipos computacionais.
Muitas técnicas de análise multivariada exigem que as variáveis sejam mensuradas em
um único tipo e escala [61]. A representação dos dados é feita em notação matricial, usu-
almente, com ai j para indicar um valor particular da i-ésima amostra na j-ésima variável
medida, e os valores são normalmente numéricos na matriz de dados A.

A análise multivariada pode ser utilizada com os seguintes intuitos: redução dos
dados, ou simplificação estrutural; ordenação e agrupamento de amostras semelhantes; in-
vestigação da dependência das variáveis; predição; e construção e teste de hipóteses [21].
Rencher divide as atividades e técnicas de análise multivariada em duas grandes áreas:
estatística descritiva e estatística inferencial, onde na estatística descritiva são obtidas in-
formações dos dados medidos e a estatística inferencial apresenta provas de hipóteses a
partir de testes [61]. Uma das técnicas mais importantes e mais utilizadas no ramo da
quimiometria (que é a aplicação de métodos estatísticos na área química) é a classificação
multivariada de dados [54].

2.3 Classificação e Discriminação Multivariada

Suponha um conjunto de dados Z (representado pela matriz A) de observações
multivariadas (amostras com medições analisadas no conjunto dos números reais), su-
ponha também que cada amostra X pertença a uma (e somente uma) de K classes pré-
definidas e que os elementos de cada classe possuem características em comum. X pode
ser visto como um vetor linha de A. Estas classes podem ser identificadas, e rotuladas
de forma a se tornarem distinguíveis, associando-se um único identificador a cada classe.
Cada amostra pode ser rotulada como pertencente à uma, ou várias, das classes identifi-
cadas [35].
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As técnicas multivariadas, que atendem a estas situações, possuem duas finali-
dades principais, a primeira é separar as amostras de uma população em conjuntos pré-
definidos, a segunda é alocar novos objetos nos grupos definidos anteriormente [36]. Os
principais objetivos das técnicas de discriminação e classificação multivariada são: apre-
sentar uma descrição da discriminância dos grupos com funções lineares das variáveis
para se descrever, ou elucidar, as diferenças entre dois ou mais grupos; e alocar amostras
em grupos pré-definidos com funções lineares ou quadráticas [60].

Uma das metas das funções discriminantes (discriminação) é encontrar o quanto
uma variável contribui, relativamente, para se construir um modelo de separação, ou
agrupamento, e encontrar o plano ótimo em que os pontos podem ser projetados para
melhor apresentar como os grupos estão configurados no espaço. Já na classificação,
as amostras são alocadas nos grupos, por funções de alocação, com base em suas
variáveis [60]. É necessário enfatizar que as funções de classificação devem também
atender a novas amostras não categorizadas [36]. Uma função que separa as amostras
pode servir como um classificador, e reciprocamente, uma regra de associação usada para
se classificar as amostras pode servir como procedimento discriminatório, com isso a
diferença entre separação e alocação não é totalmente delimitada [36]. Não há consenso
entre os autores sobre qual o termo mais adequado para cada um dos objetivos, a união
dos dois objetivos é normalmente chamado de análise discriminante [60]. A análise
discriminante é geralmente utilizada para atividades de predição de classes [35].

Para que os objetivos da análise discriminante sejam realizáveis, é necessário
que os valores contidos nas variáveis que formam uma amostra apresentem informações
relevantes para tal fim [36]. Assim, as variáveis devem apresentar algum padrão em
comum nas amostras de uma mesma classe e diferir quando comparado às amostras
de outras classes. Quando os valores observados pelo classificador para se fazer a
classificação não são suficientemente diferentes, as classes não são distinguíveis e uma
nova amostra poderá ser rotulada como pertencente à qualquer uma delas, sem um critério
válido [36].

A função de classificação, ou classificador, funciona como uma combinação das
variáveis de entrada. Para se realizar a classificação em uma coleção que possua duas
classes (K = 2), é necessário um único classificador, já para uma coleção que possua
K classes (K > 2) necessita-se de no mínimo dois (e no máximo K− 1) classificadores
para discriminar a coleção e classificar uma amostra (prever à qual classe uma amostra
pertence) [35].

Para ser possível a classificação de uma amostra em classes diferentes, as p

variáveis randômicas de X devem diferir de alguma forma, de uma classe à outra [36].
Para se classificar deve-se obter um modelo dos vetores de observação de cada grupo,
e comparar a amostra a cada um destes modelos [60]. Assim, as p variáveis de X são
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suscetíveis a serem escolhidas para auxiliar à distinção entre as classes [35]. Uma das
abordagens para a classificação é comparar a amostra (vetor X) que se deseja classificar
com os vetores X̄1, X̄2, . . . , X̄k (X̄i - vetores obtido pela média dos indivíduos da i-ésima
classe) e classificá-lo ao grupo em que o X̄i é o mais próximo de X [60].

Considerando o problema em classificação de amostras em uma de K classes,
onde uma amostra pertence a uma (e somente uma) das K classes (classe1, classe2, . . .,
classeK). E seja [35]:

ρ(X ∈ classei) = πi, i = 1,2, . . . ,K, (2-2)

a probabilidade inicial da amostra selecionada aleatoriamente x = X pertencer à cada uma
das classes. As classes podem ser descritas com a seguinte função de densidade [35]:

ρ(x = X |x ∈ classei) = hi(X), i = 1,2, . . . ,K (2-3)

Pode-se então obter da equação (2-2) e (2-3) a seguinte probabilidade poste-
rior [35]:

ρ(classei|x) = ρ(x ∈ classei|x = X) =
hi(X)πi

∑
K
k=1 hk(X)πk

, i = 1,2, . . . ,K (2-4)

Para um dado X , é razoável classificar-lo à classe com maior probabilidade
posterior (Teorema de Bayes). Assim, como o denominador da equação 2-4 é igual para
todas as classes, X será classificado à classei se [35]:

hi(X)πi = max
1≤ j≤K

h j(X)π j (2-5)

Assim, x é associado à classei, se hi(x)πi > h j(x)π j para todo j 6= i.

2.4 Análise Discriminante Linear

A classificação de um elemento pode ser dada com base na comparação do vetor
X com os vetores X̄1, X̄2, . . ., X̄k (centróides de cada uma das classe - vetores média)
e classificar a amostra X ao grupo i em que X̄i é mais próximo de x [60], mapeando a
distância à função de probabilidade. A chave da abordagem de Mahalanobis tem a ver
com a sua definição de distância, em que ele sugere que no lugar de ser usada a distância
euclidiana, seja usada uma métrica ajustada à covariância das medidas. E a distância, de
mahalanobis, ao quadrado da amostra X à classei ajustada à covariância é dada por [7]:

D2
i = (x− x̄i)

′
Σ
−1(x− x̄i) (2-6)
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onde X é o vetor que representa a amostra, x̄i é o vetor média na i-ésima classe, e Σ

é a matriz de covariância conjunta de todas as classes, que pode ser obtida através de
uma média das matrizes de covariância de cada classe. A amostra então é classificada
ao grupo mais próximo, ou seja quando D2

i é minimizado. Essa regra de classificação
pode ser modificada para levar em conta conhecimentos prévios desiguais. Se os dados
estão distribuídos de acordo com uma distribuição normal multivariada, a densidade de
probabilidade é proporcional à distância exponenciada de Mahalanobis, ou seja [7]:

ρ(classei|X) ∝ exp(
D2

i
2
) (2-7)

Da equação (2-7) e da (2-4) pode se obter [7]:

ρ(classei|X) = P(X ∈ classei|X = x) =
exp(D2

i
2 )πi

∑
K
k=1 exp(D2

k
2 )πk

, i = 1,2, . . . ,K (2-8)

E de 2-9 tem-se:

hi(x)πi = max
1≤ j≤K

exp(
D2

j

2
)π j (2-9)

Assim, x é associado à classei, se exp(D2
i

2 )πi > exp(
D2

j
2 )π j para todo j 6= i.

O termo quadrático x′Σ−1x é independente da classe e a superfície de decisão se
torna linear em X . Por isso, essa técnica de classificação é chamada Análise Discriminante
Linear (LDA - Linear Discriminant Analysis) [9].

2.4.1 Risco de classificação

Na análise discriminante linear a probabilidade de determinado indivíduo perten-
cer a uma classe é totalmente relacionada a distância entre este indivíduo e a classe a que
ele pertence, e à distância entre ele e as outras classes (aos centróides das outras classes).
Assim, o risco de se classificar errado uma amostra advém da relação entre a distância
dela ao centróide de sua classe e a distância dela ao centróide da classe mais próxima à
ela. Em termos matemáticos o risco gi da amostra i ser classificada erroneamente é dada
pela equação (2-10):

gi =
D2(X i,µ j′)

min j 6=kD2(X i,µ j)
(2-10)

onde o numerador é a distância de Mahalanobis entre o objeto X i e a média µ j′ dos
indivíduos da classe a que X i realmente pertence (ambos vetores linha). O denominador
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é a distancia entre o objeto X i e a média µ j dos indivíduos da classe a que X i está mais
próximo (diferente da classe a que ele pertence). Assim, se gi é maior que 1 indica que
ele foi classificado erroneamente e quanto mais próximo de 1, maior é a chance desta
má-classificação ter occorido.

Risco médio de classificação

Um valor que pode ser utilizado como métrica de avaliação de uma solução
é a média do risco de classificação que o modelo apresenta em cada uma amostra em
uma coleção de testes, chamada aqui de risco médio de classificação. O risco médio de
classificação pode ser obtido a partir da equação (2-11):

fR(ind) =
1
N

N

∑
i=1

gi (2-11)

onde N é o tamanho da coleção, e gi é o risco de classificação da i-ésima amostra. Em
estratégias evolutivas este valor pode ser utilizado como função aptidão (quanto menor
melhor é a solução).

2.4.2 Seleção de Variáveis

Conjuntos de dados que possuem grandes dimensões frequentemente contém
pares de variáveis altamente correlacionados e por isso colineares [35]. As variáveis
colineares apresentam covariância nula e introduzem colinearidade também à matriz de
covariâncias, tornando-a singular (determinante nulo e por isso sem matriz inversa). Já
variáveis quase colineares introduzem à matriz de covariância autovalores muito baixos,
e autovalores instáveis.

Como visto, a função discriminante responsável pela classificação na LDA,
contém a matriz inversa da covariância das classes (Σ−1). Isso implica que a matriz Σ não
deve ser singular, e seus autovalores devem ser estáveis. O menor autovetor e autovalor,
se instáveis, trarão muita influência à distância usada como estimativa de probabilidade.
Assim, a estabilidade dos autovalores e autovetores são importantes para os métodos de
classificação e predição [56]. Um outro limitante à função discriminante é que, para o
cômputo da inversa, o número de amostras deve ser maior ou igual ao número de variáveis
selecionadas [9], de outra forma, a matriz de covariâncias será singular.

Uma técnica utilizada para amenizar a influência, advinda da instabilidade
dos menores autovalores e autovetores, é a regularização. A regularização consiste na
substituição da matríz Σ por (Σ+γI), com o intuito de diminuir a proporção entre o maior
e menor autovalor de Σ [51]. Porém segundo Friedman, esta regularização pode não ser
suficiente quando o número de variáveis excede ao número de amostras, e a regularização
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é totalmente dependente do fator γ, que quando mal ajustado pode introduzir tendências
ao classificador [24].

Outra abordagem para o problema de colinearidade é a análise de quais variáveis
são realmente importantes para o classificador, pois, do conjunto total de variáveis,
existem as que ajudam na classificação e variáveis desnecessárias, que não contribuem
na alocação [60]. Assim, a redução de dados, ou os métodos de seleção de variáveis,
para estes problemas de classificação são uma prioridade [35]. A remoção das variáveis
redundantes pode, de fato, ser responsável por melhorar o classificador. A redução de p

(número de variáveis) pode, ainda, aumentar a robustez de classificadores que se utilizam
de funções lineares ou quadráticas [60].

O número de subconjuntos possíveis com p variáveis é (2p− 1) [35], o que se-
gundo [74] é um problema intratável, pois o tempo de execução do algoritmo para a aná-
lise de cada um dos caminhos cresce muito rapidamente à medida que p cresce. Torna-se
então necessária uma heurística de busca, no espaço de solução, que otimize a classifi-
cação. As heurísticas apresentadas por Izenman [35] são: os algoritmos stepwise, o algo-
ritmo Least-angle Regression, os algoritmos Branch-and-bound e o algoritmo Forward-

Stagewise Regression. Outra abordagem pode ser otimizar a escolha do subconjunto de
variáveis com técnicas de inteligência artificial, incluindo métodos baseados nos proces-
sos naturais.

Os algoritmos que compõem a computação evolutiva (EC - Evolutionary Com-
putation), também chamados algoritmos evolutivos (EA - Evolutionary Algorithms), são
os algoritmos utilizados para otimização, ou aprendizagem, modelados para possuir a ha-
bilidade de evoluir [79]. Os algoritmos evolutivos buscam a otimização das soluções base-
ados em um poderoso princípio: a sobrevivência do mais apto e são modelados de acordo
com o fenômeno natural da herança genética e evolução darwiniana [49]. O tipo mais co-
nhecido de algoritmos evolutivos é o algoritmo genético [38] e seu uso mais comum, em
problemas de classificação, está relacionado à escolha das variáveis (ou atributos) [77].

Os algoritmos genéticos propostos por Holland, na década de 1960, enfrentaram
uma barreira tecnológica para serem utilizados. Os computadores da época não possuíam
a capacidade computacional requerida para serem executados em tempo razoável [43].
Por isso, só começaram a ser aplicados de fato na década de 1990, quando o tempo
computacional gasto parou de ser um empecilho [44]. A vantagem no uso de técnicas
heurísticas em relação aos métodos tradicionais aumenta de acordo com a complexidade
do problema [44].
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2.5 Trabalhos Relacionados

Lavine usa algoritmos evolutivos para a seleção de variáveis, buscando o sub-
conjunto que otimize a classificação das amostras de madeira em três classes distintas
(Macia, Dura e Tropical) por meio de análise de componentes principais em dados es-
pectrais obtidos por espectroscopia de Raman. Essa otimização ocorre com a busca do
subconjunto de variáveis menos semelhantes para a formação de dois componentes prin-
cipais, que serão utilizados para a separação das amostras por análise de componentes
principais (PCA - Principal Component Analysis). A função de aptidão do algoritmo evo-
lutivo é baseada em uma pontuação para cada amostra e classe, e o número de "vizinhos
mais próximos"de cada amostra (vetores mais semelhantes às amostras) dados pelo algo-
ritmo K-NN (K-Nearest Neighbors) [42].

O algoritmo evolutivo conseguiu reduzir a dimensionalidade dos dados de 670
variáveis à 8, e possibilitou a classificação nas 3 classes, o que não era possível de ser
efetuado com 2 componentes principais e 670 variáveis. A função de aptidão para o
algoritmo genético é um escore de locação, baseado em uma pontuação para cada classe,
uma pontuação para cada amostra e no número de vizinhos próximos de cada classe,
utilizando-se de valores ajustados à cada geração para a formação destas pontuações.
Percebe-se claramente que a estratégia utilizada tem dois objetivos bem definidos, para
uma amostra, agrupados em uma única função de aptidão: diminuir a distância entre
os indivíduos de uma mesma classe, e aumentar a distância entre as classes. Assim
uma estratégia multi-objetivo poderia ajudar na solução deste problema sem o uso das
constantes [42].

Silva [65] compara o uso de algoritmos evolutivos, algoritmo stepwise, e algo-
ritmo de projeções sucessivas, para a escolha de variáveis, com intuito de prover a classi-
ficação de canetas azuis, em marcas e tipos, por meio de análise discriminante linear. Os
dados são obtidos por espectroscopia no infravermelho. O algoritmo evolutivo utiliza-se
do "risco médio de classificação" como função de aptidão e a melhor de 3 execuções do
algoritmo seleciona 15 variáveis para a classificação de tipos, e 59 para a classificação
de marcas. Os resultados são analisados em 3 tipos de papeis. Os algoritmos analisados
apresentam mais de 91% de correção nos 3 tipos de papéis para a classificação de tipos
e marcas sendo que o uso de algoritmos genéticos para a seleção de variáveis apresen-
tou resultados (na predição de novas amostras) no mínimo iguais às outras abordagens.
Pontes [59] utiliza-se do algoritmo das projeções sucessivas como meio de seleção de
variáveis para a classificação por análise discriminante linear e análise discriminante por
mínimos quadrados parciais, para fazer a detecção de adulteração de diesel/biodiesel com
dados de infravermelho próximo. A função objetivo do algoritmo das projeções sucessi-
vas é também o "risco médio de classificação", função que otimiza a separação entre as
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classes.
Silva [65] e Pontes [59] utilizam a análise discriminante linear como classificador

e avaliam as soluções de acordo com o risco médio de classificação. Este método de
avaliação, das soluções, ignora o tamanho do subconjunto escolhido e a quantidade de
variáveis correlacionadas incluídas ao modelo. Segundo Dash [11], a solução ideal é
constituída pelo subconjunto mínimo de variáveis que não pioram significativamente o
classificador.



CAPÍTULO 3
Capítulo 3 - Algoritmos Evolutivos

Algoritmos evolutivos (EAs) são uma heurística de busca de solução moderna,
baseados no princípio da evolução pela sobrevivência do mais apto [50]. Tiveram origem
em 1930, quando Wright [78] apresentou uma abordagem dos sistemas evolutivos naturais
como algoritmos de exploração de múltiplos picos com uma função objetivo única [25],
porém só começaram a existir na década de 1960 quando a tecnologia digital dos
computadores deixou de ser tão cara [13].

Os EAs buscam imitar o processo de evolução natural apresentada por Darwin
em "A Origem das Espécies" [10], com o intuito de desenvolver algoritmos para pro-
blemas de adaptação (aprendizagem [79]) e otimização[3]. O processo de evolução das
espécies pode ser visto como um processo de otimização do nível de adaptação da espé-
cie ao ambiente [79]. O problema de busca de solução é um tipo de otimização, pois seu
intuito é encontrar a "melhor solução"ao final do processo de busca [50].

Os problemas de aprendizagem e de otimização normalmente estão relaciona-
dos. De um lado, a função que necessita ser otimizada pode ser tão complexa a ponto de
não ser possível calcular o valor objetivo para cada possível solução, assim os algoritmos
de aprendizado podem ser usados para calcular um valor aproximado, utilizando-se de
funções simplistas, para o cálculo do valor objetivo, baseadas em soluções avaliadas an-
teriormente. Por outro lado, nos problemas de aprendizagem (agrupamento ou regressão)
pode se tomar uma função que apresenta a performance do classificador (nos problemas
de agrupamento) ou uma função que apresente o erro de predição (nos problemas de re-
gressão) e otimizar o valor objetivo desta função [79].

O problema de otimização pode ser visto como a busca do conjunto s̄ =
(s1, . . . ,sn) ∈ M de parâmetros do sistema que está sendo considerado, tais que um certo
critério de qualidade f : M −→ℜ, chamado normalmente de função objetivo, é maximi-
zado (ou minimizado, conforme a aplicação) [3], ou seja:

f (s̄)−→max (3-1)

Os algoritmos evolutivos buscam encontrar o vetor s̄ que otimiza a equação 3-
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1. Embora não haja um consenso, os elementos que compõem um sistema evolutivo
englobam: uma, ou mais populações de indivíduos competindo por recursos limitados;
o conceito de aptidão que reflete na capacidade do indivíduo sobreviver e se reproduzir;
a noção de mudanças populacionais ocorridas pela morte e nascimento de indivíduos;
e o conceito de herança em que as proles são parecidas com seus pais, porém não
idênticas [13]. Disso resultam três características principais [79]:

• São baseados em população. Os EAs mantém um grupo de soluções, chamados
população, e buscam aprimorá-la em processo iterativo estocástico.
• São orientados a adaptação. Cada elemento da população é chamado indivíduo

(que é um espécime da solução). Cada indivíduo tem uma representação genética,
chamada gene, e um nível de aptidão, chamado "valor aptidão" (ou f itness). Os
algoritmos evolutivos dão preferência aos indivíduos mais aptos e isto é a base da
otimização e o motivo de se haver convergência.
• São guiados pela variação. A modificação dos indivíduos (ou recombinação entre

eles) será efetuada por meio de operadores que realizam trasnformações na solução
(operadores genéticos), imitando assim as mudanças genéticas ocorridas no meio
natural, esta mudança é quem provê a busca no espaço de soluções.

Em geral, não há necessidade de igualdade entre os valores dados pela função
objetivo e o valor aptidão de um indivíduo, mas a função objetivo deve sempre compor a
função aptidão [4]. A função de aptidão pode apresentar a qualidade da solução represen-
tada pelo indivíduo ou pode ser a proximidade do indivíduo à solução esperada [13].

3.1 Funcionamento de um EA

O EA mantém uma população de indivíduos, P(t) = It
1, . . . , I

t
n na iteração t, em

que cada indivíduo mantém uma representação de uma solução potencial para o problema
em questão, e deve ser implementado em alguma estrutura de dados [50]. A população
tem um tamanho fixado, e cada indivíduo é representado por um vetor (cromossomo)
de valores reais (genes), e possuem um nível de aptidão dado pela função de aptidão. O
vetor é utilizado para representar as características do indivíduo que são potencialmente
relevantes para estimar o nível de aptidão do indivíduo. Outras representações podem ser
necessárias em problemas cujo espaço de busca de solução é não linear, com soluções de
tamanho variável, ou ainda não linear de tamanho variável [13].

Cada indivíduo It
i é avaliado pela função de aptidão e é medido o nível de

aptidão para cada solução do problema. A nova população (iteração t+1), então, será
constituída pelos indivíduos com maior nível de aptidão (seleção) na população atual [50],
a população inicial é gerada de forma aleatória [13]. A cada geração são escolhidos alguns
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indivíduos que serão submetidos à transformações (variação) por meio de operadores
genéticos para a formação de novas soluções (indivíduos) [50]. A transformação se dá
pelo processo de mutação: escolhe-se um membro da população atual, chamado de pai, e
este produz uma cópia, chamada de prole (ou criança), que é um clone do pai; escolhe-se
então um, ou mais, genes aleatórios no cromossomo e modifica-o pela soma ou subtração
de um valor ao valor atual; o novo indivíduo (criança) então é avaliado e é forçado à
competir com um membro existente da população (adulto), se a criança apresentar um
nível de aptidão maior que o adulto o adulto morre e a criança o substitui na população,
senão, a criança morre e não é agregada à população [13]. Outra transformação chamada
cruzamento seleciona dois ou mais pais para a formação de um único indivíduo pela
combinação de partes de seus cromossomos [50].

O algoritmo 3.1 representa o processo de um EA comum [3].

Algoritmo 3.1: EA genérico.
1. t← 0; // Inicialização do contador de gerações
2. Inicialize(P(t)) // gera aleatoriamente os indivíduos da população

inicial
3. Avalia(P(t)); // é aplicada a função f itness na população
4. Enquanto não condição-de-finalização faça // teste do critério de

parada (um critério de saída deve ser definido)
t← t +1 // contador de gerações é atualizado
P(t)← Seleciona(P(t−1)) // seleção da nova população, ou

criação dos clones
Altera(P(t)) // são aplicados os operadores genéticos
Avalia(P(t)); // avaliação dos novos indivíduos de P segundo a

função adequação.
eliminar os inaptos(P(t)); // morte dos novos indivíduos ou dos

indivíduos que já compunham a população segundo o nível de
aptidão

5. Fim Enquanto

3.2 Abordagens de EA

As três correntes principais de métodos (ou algoritmos, ou ainda metaheurísti-
cas), estabelecidos nestes últimos 50 anos são: os algoritmos genéticos, a programação
evolutiva e as estratégias evolutivas [3]. Ainda existem outras abordagens, como é caso
da programação genética e algoritmos híbridos, que mesclam as características de mais
de uma técnica [50].

Cada um dos três algoritmos têm se mostrado capaz de produzir soluções apro-
ximadamente ótimas dados espaços de busca complexos, multimodais, não diferenciais e
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descontínuos. Eles têm também alcançado sucesso em panoramas dependentes do tempo
e sensíveis a ruído [38]. Abaixo são apresentadas cada uma das abordagens de EA, tendo
um maior nível de detalhes nos algoritmos genéticos.

3.2.1 Algoritmos Genéticos - GAs

Os algoritmos genéticos, foram inventados por Holland na década de 1960, e
desenvolvidos por ele, seus alunos, e colegas, na Universidade de Michingan nas décadas
de 1960 e 1970 [52]. Ele enfatizou em seus trabalhos a necessidade de sistemas com a
capacidade de se auto adaptar, ao passar do tempo, em função da experiência adquirida
pela interação com o ambiente em que eles operam [13]. O intuito desta abordagem
de algoritmos evolutivos era a criação de algoritmos que não fossem modelados à
problemas específicos, mas que o estudo da capacidade dos processos evolutivos naturais
propiciassem um caminho para a "importação" destes processos pelo computador [52].
Essa abordagem levou a família inicial de "planos reprodutivos" que são a base dos
algoritmos genéticos simples de hoje [13].

Representação e avaliação

Os algoritmos genéticos codificam o problema com indivíduos no formato de
vetores binários de tamanho fixo [38]. Assim os cromossomos são codificados como
cadeias de bits, cada gene é um bit e é uma instância particular de um alelo (isto é, 0
ou 1) [52]. Outras representações podem ser utilizadas mas a proposta original de GAs
foi com o código binário, imitando o código genético dos organismos naturais [79], e
a força da preferência por esta representação está na teoria esquemática de algoritmos
genéticos, que tentam analisar os GAs em termos de seu comportamento amostrado [3].

Para funções objetivo pseudo-booleanas a notação binária pode ser utilizada dire-
tamente, já para problemas de otimização com funções objetivo formadas por parâmetros
contínuos a cadeia de bits é logicamente dividida em segmentos de mesmo tamanho, e
cada segmento é interpretado como o código binário correspondente a variável objetivo
(que está no intervalo de valores dos parâmetros, muitas vezes em intervalos de núme-
ros reais) [4]. Fixada a notação binária, o uso dos algoritmos genéticos frequentemente
obrigam a utilização de funções de codificação e decodificação. A decodificação de cada
segmento é obtida transformando o código binário em um número inteiro no intervalo en-
tre 0 e 2(tamanho da string)-1 e fazendo um mapeamento linear deste inteiro à um intervalo
real [ui,vi]; a codificação é obtida pelo mapeamento inverso [2]. É importante notar que
um intervalo real não pode ser representado com vetores binários de tamanhos limitados
(fixados), então deve-se levar em conta que haverá uma aproximação na conversão dos
vetores ao intervalo real [79].
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A função de aptidão têm como entrada os parâmetros representados na solução,
ou seja cada indivíduo representa uma lista de parâmetros de uma solução, e a função
aptidão mede a qualidade desta solução. Na notação apresentada em GAs, a função de
aptidão decodifica inicialmente os genes nos parâmetros da função (salvo em funções
pseudo-booleanas), e resulta num número real que representa o valor objetivo, este valor
então é analisado para se verificar a qualidade da solução [4]. Normalmente é necessário
escalar o valor obtido na função de aptidão, visto que os valores obtidos pela função
objetivo devem ser mapeados a valores reais, e indivíduos mais aptos devem possuir
maiores valores de aptidão ( f itness). Bäck (1996) [2] apresenta os métodos que são
mais utilizados para escalar os valores objetivos para as funções de aptidão, e são eles:
escalamento estático linear, escalamento dinâmico linear, escalamento logarítmico, e
escalamento exponencial [2].

Inicialização

Devem ser definidos inicialmente o critério de parada, o número de indivíduos,e
as restrições de cada indivíduo. Quando são conhecidas boas soluções, e a população
inicial pode ser constituída de indivíduos que representem estas soluções. Porém nor-
malmente os indivíduos são gerados de forma aleatória para que a busca global não seja
prejudicada pelas restrições e pelos tipos de soluções previamente estabelecidas [79]. As-
sim cada gene que forma os cromossomos (que representam os indivíduos da população)
é gerado de forma aleatória [2].

Operadores Genéticos

Os operadores genéticos em GAs são a recombinação e a mutação [3]. A
recombinação ocorre quando existe troca de informação entre dois ou mais indivíduos,
ou seja há uma troca de genes entre os indivíduos, a recombinação também é chamada
cruzamento (crossover), e a mutação quando o gene de um indivíduo muda por si
próprio [79]. Há uma ênfase no operador de recombinação [3], e este é o maior mecanismo
de exploração de um GA e é o responsável pela busca global no espaço de soluções [79].

A mutação ocorre quando um operador aleatório escolhe uma posição de um
único indivíduo e a inverte [52], ou cria-se um vetor de bits aleatórios do tamanho do
cromossomo e inverte-se a posição do cromossomo dependendo do valor encontrado
no vetor criado [2]. As pequenas mudanças ocorridas no indivíduo após a mutação são
responsáveis pela busca local no espaço de soluções [79].

Como no mundo real a probabilidade de mutação por bit deve ser bem pe-
quena [52]. Essas probabilidades tem configurações que variam, normalmente, entre 0,1
e 1%, em populações grandes (mais que 200 indivíduos) é sugerida uma probabilidade de
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mutação baixa (menor que 5%), e em populações pequenas (menos que 20 indivíduos) é
sugerido que a probabilidade de mutação não seja muito baixa (menor que 0,2%) [2]. A
mutação não só aprimora a busca da solução, quanto também provê uma segurança contra
uma população muito uniforme, a ponto de não evoluir, com novas gerações [31]. Porém
essa mutação deve ser pequena, para que o indivíduo obtido pela mutação não seja muito
diferente geneticamente de seu ancestral [2]. Após a mutação o indivíduo é chamado de
mutante [79].

A recombinação nos algoritmos genéticos, ocorre com o cruzamento, que é
o operador responsável por recombinar segmentos úteis de indivíduos diferentes [4].
O crossover é o operador sexual que a partir de uma probabilidade (ou outro método
de escolha) escolhe, na população, dois indivíduos que serão os pais, e recombina-os
formando dois novos indivíduos [2]. Os valores típicos para a probabilidade de crossover

variam entre 60 e 100% [4].
Nem todos os indivíduos da população participam do processo de reprodução.

Primeiramente são selecionados alguns indivíduos da população (de acordo com a pro-
babilidade de cruzamento), e estes são atribuídos ao "grupo de acasalamento", depois é
criada uma associação de pares entre os indivíduos, e essa associação pode se dar de duas
formas: a primeira é "misturar" os pais e fazer associação de cada indivíduo da população
à outro, de forma que o indivíduo de índice 1 seja associado ao de índice 2, o de índice
3 ao de índice 4 e assim por diante, e este par será utilizado para o crossover; a segunda
é gerar uma função de permutação aleatória, per, tal que per(i) = j, i e j pertencem ao
intervalo [1,d] (onde d é o tamanho do grupo de acasalamento), associando o i-ésimo
elemento do grupo ao j-ésimo. E assim é mapeado indper(1) e indper(2) sem reposição
como o primeiro par, indper(3) e indper(4) sem reposição como o segundo par, e assim por
diante [79]..

O crossover trabalha totalmente na representação binária (no cromossomo),
ignorando se a representação dos indivíduos é dada por segmentos, ou outra forma de
representação [4]. O algoritmo padrão para crossover é o crossover em um único ponto
onde é gerado aleatoriamente um inteiro w, no intervalo [1,L− 1] onde L é o tamanho
do cromossomo [79], esse ponto é chamado ponto de cruzamento [3]. Os genes após o
ponto w são trocados pelos pais e os cromossomos resultantes são chamados de filhos,
ou proles [79]. Existem outras possibilidades, onde as principais são: a troca com mais
de um ponto de cruzamento (geralmente com 2 pontos de cruzamento) e o o crossover
uniforme [73], onde cada alelo é selecionado de um pai, ou outro, com uma probabilidade
uniforme [1] [37]. Na seção Operadores Reais (Seção 3.3), são apresentadas outras formas
de cruzamento e mutação com números reais, é também apresentada outra forma de
recombinação com mais de 2 indivíduos que [1] denomina como forma panmítica.
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Seleção

O mecanismo de seleção nos algoritmos genéticos é a regra de sobrevivência
probabilística [2]. A probabilidade de sobrevivência é baseada no valor de f itness relativo
dado pela seguinte fórmula [79]:

νi =
fi

∑
l
j=1 f j

(3-2)

onde νi é a probabilidade de sobrevivência do i-ésimo indivíduo e f i e f j são os valores
dados pela função f itness no i-ésimo e j-ésimo indivíduos respectivamente. Essa é
probabilidade de um indivíduo sobreviver em uma geração, ou por [79] a probabilidade
de um indivíduo fazer parte do grupo de acasalamento.

O algoritmo mais comumente utilizado para fazer a seleção é o método da roleta
viciada [2]. Primeiramente é construída uma roleta com setores de tamanhos proporci-
onais à probabilidade de sobrevivência de cada indivíduo [47]. A maior probabilidade
corresponde ao maior setor na roleta [79]. Na seleção da roleta viciada, é construída uma
linha para representar a roleta, e esta linha tem tamanho igual a soma de todos os valores
f itness, após isso é gerado de forma aleatória um número entre 0 e o tamanho da roleta,
e se localiza o setor correspondente, selecionando assim o respectivo indivíduo [47].

A forma apresentada por Yu [79] é a simulação de uma roleta real, com a
diferença de que os setores possuirão tamanhos diferentes - de acordo com a probabilidade
de sobrevivência. Cada setor da roleta identifica um indivíduo e tem um ângulo central
dependente de sua probabilidade de sobrevivência. A seleção é realizada simulando o
processo de rotação do ponteiro da roleta: um número aleatório (entre 0 e 1) é gerado e
multiplicado por 2π; é então simulada a escolha do setor; o indivíduo correspondente ao
setor é selecionado (o setor é encontrado pela acumulação das probabilidades da origem
até a posição em 2πrand) e colocado no grupo de acasalamento. Assim, quem tem maior
probabilidade de sobrevivência tem maior probabilidade de ser selecionado.

Outra forma de seleção é a seleção por torneio, onde são sorteados m (usual-
mente m = 2) indivíduos que concorrerão para se tornarem possíveis pais. Assim são
selecionados aleatoriamente dois indivíduos, o que possuir maior fitness será escolhido
como primeiro pai, e então são selecionados ι indivíduos que também concorrerão entre
si, e o com melhor f itness será o segundo [25].

3.2.2 Estratégias Evolutivas

Os estudos com estratégias evolutivas (Evolutionary Strategy - ES) foram inici-
ados por Rechenberg e Schwefel, na década de 1960 na Universidade Técnica de Berlin,
Alemanha [1]. O foco inicial desta abordagem é a otimização de funções com múltiplos
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parâmetros reais [13], e são comumente utilizadas em problemas de otimização "caixa-
preta"contínuos [29].

As Estratégias Evolutivas representam um indivíduo, por três componentes: o
primeiro é o vetor de parâmetros da função objetivo; o segundo é o vetor de variâncias
(armazenado para auxiliar nos operadores genéticos); e o último é um vetor de rotação
(utilizado para se garantir que a matriz de covariâncias, também utilizada para fins de
operações genéticas, seja invertível) [4]. A função objetivo e a função fitness expressam
o mesmo resultado, em um indivíduo [4]. Assim a medida de qualidade de uma solução é
totalmente dependente do valor obtida pela função objetivo.

Os operadores genéticos usados nas Estratégias Evolutivas são a mutação e a
recombinação, havendo uma ênfase na mutação [79]. O operador de mutação, chamado
mutação normal, efetua uma pequena diferenciação em cada gene de cada indivíduo a ser
mutado, com distribuição de probabilidade Gaussiana, com média (esperança) zero e com
desvio padrão do gene correspondente no pai [25].

A recombinação é utilizada para a geração de todos os indivíduos da nova popu-
lação, e após esta geração são efetuados os operadores de mutação [79]. A recombinação
pode agir não só no vetor de parâmetros da função objetivo, como também nos parâ-
metros estratégicos, e esta abordagem tem obtido melhores resultados [4]. A seleção é
completamente elitista (ou seja, são selecionados apenas os melhores indivíduos de cada
população - crianças e pais - dependendo do tipo de estratégia evolutiva utilizada) [25], e
por isso é determinística [4]. Os mecanismos de seleção dependem da estratégia evolutiva
utilizada, apresentada por sua notação. Nas Estratégias Evolutivas (µ+λ)-ESs, os λ novos
indivíduos são agregados a população anterior e os λ piores indivíduos são descartados.
Nas Estratégias Evolutivas (µ,λ)-ESs, λs piores pais morrem e a prole é agregada a nova
população sem competição [25] [4] [2].

3.2.3 Programação Evolutiva

A programação evolutiva teve início na década de 1960 [22], sendo que os pri-
meiros trabalhos de Fogel tiveram o intuito de utilizar os conceitos de evolução para solu-
cionar problemas de aprendizado [79] no desenvolvimento da Inteligência Artificial [25],
com uso de máquinas de estados finitos para resolver tarefas de predição [4].

O indivíduo é representado por uma máquina de estados finitos, que processa
uma sequência de símbolos [25]. A qualidade de uma máquina representada pode ser
medida com base da capacidade de predição da máquina, ou seja, compara-se cada
símbolo de saída dado com o símbolo esperado e mede-se a pior predição pela função
payoff acumulada [1]. O único operador genético utilizado é a mutação, e todos os
indivíduos geram novos descendentes [25]. A mutação foi implementada como uma
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mudança aleatória da descrição da máquina e pode se dar por cinco tipos de mudanças:
mudança em um símbolo de saída, mudança em um estado de transição, criação de um
novo estado, remoção de um estado ou mudança do estado inicial [1].

O processo de mutação tem similaridades com o ocorrido nas estratégias evolu-
tivas e as versões "mais elaboradas"de Programação Evolutiva mantém as variâncias no
cromossomo para facilitar a auto-adaptação dos parâmetros [2]. A seleção é também to-
talmente estocástica e funciona mesma forma que em uma (µ+ µ)-EE, ou seja todos os
pais e todos os filhos competem para a sobrevivência, em cada geração, e apenas metade
deles sobrevivem [4].

3.3 Operadores Reais

Os operadores genéticos de mutação e crossover foram detalhados anteriormente
para os algoritmos genéticos, porém os GAs codificam os genes de uma solução com um
conjunto muito restrito, o conjunto binário.

Para problemas do mundo real, de otimização, é natural expressar o cromossomo
com as entradas da função à ser otimizada, ou seja genes reais [79]. No caso de otimi-
zação por Programação Evolutiva ou nas Estratégias Evolutivas, um dos componentes da
representação genotípica são os parâmetros (∈ℜ) da função a ser otimizada [1] [79].

3.3.1 Mutação

O processo de mutação ocorre em duas etapas: o pai é clonado, e são feitas
alterações em seu cromossomo pela modificação de um ou mais genes na estrutura do
filho (mutante) [13]. Esta mutação, assim como nos Algoritmos Genéticos, é condicionada
a um fator chamado taxa de mutação [25], e no caso de números reais também está
condicionada ao montante de mutação que será aplicado em um gene, esse montante
normalmente é associado à uma métrica de distância, tal como a distância Euclidiana [13].

São exemplos de mutações que podem ocorrer em cromossomos com base nos
números reais [79]:

• Mutação Uniforme. São definidos os limites (superior e inferior) e então é gerado
um número aleatório entre o limite inferior e superior para cada gene - de acordo
com a probabilidade de mutação.
• Mutação por Fronteira. Similarmente a mutação uniforme são definidos os limites

de um gene e então é escolhido ou o limite superior ou o inferior para substituir o
valor atual de forma aleatória.
• Mutação não Uniforme. É similar ao método da têmpera simulada, onde ocorrem

mutações e essas são verificadas se melhoram ou pioram o indivíduo.
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• Mutação Normal. Na mutação normal a mutação ocorre de forma dependente ao
desvio padrão, sendo este, único para a variável ou geral. Na mutação normal o
desvio padrão deve ser atualizado à cada geração.

3.3.2 Recombinação

O mecanismo clássico de reprodução é a recombinação de dois pais, em que
subcomponentes dos cromossomos (genomas) dos pais são clonados e remontados para
criar o cromossomo de um filho (ou vários) [13]. A taxa de reprodução diz respeito à
quantidade de indivíduos da população atual que farão parte da população de pais (ou
grupo de acasalamento) [79].

Na reprodução por recombinação em conjuntos reais, dois princípios devem ser
satisfeitos: a preservação das estatísticas dos pais, pela prole, como a média, variância e
covariância; e a diversidade da prole, onde um bom operador de cruzamento terá como
resultado uma prole tão diversa quanto possível, e que satisfaça o primeiro princípio [79].
Os métodos de recombinação podem ser classificados com relação aos valores, com
relação aos pontos de cruzamento e com relação ao número de pais.

Com relação aos valores os métodos podem ser classificados em recombinação
discreta e recombinação intermediária. A recombinação discreta é similar à realizada em
cromossomos binários (o gene de um dos pais é escolhido para o filho), e a recombinação
intermediária (ou aritmética) cria novos alelos nos descendentes com valores intermediá-
rios aos encontrados nos pais [25]. O valor do gene do cromossomo filho θi, obtido pela
associação do gene de cada um de dois pais (Θ1i e Θ2i) é dado pela seguinte fórmula:

θi = r× (Θ1i−Θ2i)+Θ2i (3-3)

θi = χ× (Θ1i−Θ2i)+Θ2i [4] (3-4)

onde r é um binário aleatório, e χ ∈ [0,1] é uma variável randômica uniforme conforme
Bäck [4]. A equação (3-3) é para a recombinação discreta, e a equação (3-4) é para a
intermediária. Yu [79] utiliza χ fixado como 1

2 .
Com relação aos pontos de cruzamento a recombinação pode ser simples, indi-

vidual, ou total. Na recombinação simples, assim como o crossover de único ponto (nos
algoritmos genéticos), é definido um ponto de corte w e o Filho 1 é construído com os
primeiros w genes do Pai 1 e com os demais L−w genes restantes obtidos do valor in-
termediário entre o gene do Pai 1 e do Pai 2 (equação( 3-4)) [25] ou os genes do Pai 2
(discreta). Na recombinação individual apenas o alelo w escolhido é modificado. Na re-
combinação total cada gene do filho é gerado pela associação dos genes dos 2 pais, a sua
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fórmula é descrita pelas equações 3-3 e 3-4 (discreta e intermediária, respectivamente)
com o i variando de 1 ao tamanho do cromossomo [4] [25].

Com relação ao número de pais existe o cruzamento de dois pais, que é o padrão,
e o cruzamento global (forma panmítica [2]) dado pela seguinte equação:

θi = ρ× (Θ j,i−Θm,i)+Θm,i (3-5)

θi = χ× (Θ j,i−Θ j,i)+Θm,i [4] (3-6)

onde j e m são escolhidos, de forma aleatória, para cada gene (i) que será modificado [2].



CAPÍTULO 4
Capítulo 4 - Algoritmos Evolutivos
Multi-objetivo

Os algoritmos evolutivos multi-objetivo são uma das áreas de pesquisa mais
ativas no campo da computação evolutiva [34]. Para problemas com objetivos múltiplos
existe um conjunto de soluções que não são piores que nenhuma outra solução no espaço
de soluções, as soluções ótimas de pareto [79]. Um algoritmo evolutivo pode encontrar
um grande número de soluções ótimas de pareto de forma simultânea em uma única
execução [26] por manter uma população de soluções [23]. Os algoritmos evolutivos
podem, ainda, explorar características similares entre as soluções pelo cruzamento [81],
se tornando uma escolha natural em otimizações multi-objetivo [26].

4.1 Otimização Multi-objetivo

A tarefa de encontrar uma, ou várias soluções, que minimiza(am) (ou maximi-
zam) um ou mais objetivos específicos, e que satisfaz(em), quando existe(em), à(s) res-
trição(ões) de um determinado problema é chamada otimização [5]. De forma geral um
problema de otimização pode ser dividido em diferentes categorias, dependendo do tipo
de variáveis de decisão, função(ões) objetivo, e restrições, são elas [18]:

• Programação Linear (LP - Linear Programming). As funções objetivo e restri-
ções são lineares. Os parâmetros são escalares e contínuos.
• Programação Não Linear (NLP - Non Linear Programming). As funções obje-

tivo e restrições não são lineares. Os parâmetros são escalares e contínuos.
• Programação Inteira (IP - Integer Programming). Os parâmetros são escalares e

inteiros.
• Programação Inteira e Linear (MILP - Mixed Integer Linear Programming).

As funções objetivo, e restrições são lineares. Os parâmetros são escalares, alguns
deles são inteiros e outros são variáveis contínuas.
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• Programação Inteira e Não Linear (MINLP - Mixed Integer Nonlinear Pro-
gramming). Um problema de programação não linear envolvendo parâmetros in-
teiros e contínuos.
• Otimização discreta. Problemas envolvendo parâmetros discretos (inteiros). O que

inclui: IP, MILP, MINLPs.
• Controle otimizado. Os parâmetros são vetores.
• Programação estocástica, ou otimização estocástica. Também conhecida como

otimização sob incerteza. Existe a presença de variáveis aleatórias nas funções ob-
jetivo e/ou parâmetros de entrada. Todas as categorias citadas podem ser implemen-
tadas de maneira estocástica.
• Otimização Multi-objetivo. Problemas envolvendo mais que um objetivo. Todas

as categorias citadas podem contemplar múltiplos objetivos.

Um problema de otimização multi-objetivo, com κ objetivos, pode ser represen-
tado como [79]:

min{z1 = f1(s),z2 = f2(s), . . . ,zk = fκ(s))}

su jeito a ci(s)≤ 0, i = 1, . . . ,q

ξ j(s) = 0, j = q+1, . . . ,κ,

s ∈ℜ
n

e s(l)i ≤ si ≤ s(u)i [16]

onde s é uma solução, fi é o i-ésimo objetivo, ci é a i-ésima restrição de
desigualdade, ξ j é a j-ésima restrição de igualdade [79], e s(l) e s(u) são os limites inferior
e superior respectivamente. Pode-se além de existir as restrições citadas, existir ainda
mínimos locais (−→s ′) com [1]:

∃ε > 0 : ∀−→s ∈M,‖−→s −−→s ′‖< ε⇒ f (
−→
s′ )≤ f (−→s ) (4-1)

Problemas de otimização de objetivo único requerem encontrar um vetor −→s ∗

tal que ∀−→s ∈ M (M é o espaço de soluções): f (−→s ) ≥ f (−→s ∗) [1], e portanto −→s é a
solução ótima. No caso de otimização multi-objetivo, podem ser considerados objetivos
conflitantes e pode não haver uma única solução que seja ótima para todos os objetivos.
Há todavia um conjunto de soluções com diferentes compensações (são melhores em
um objetivo mas piores em outro), chamadas soluções ótimas de pareto, ou soluções não
dominadas [5].
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4.1.1 Abordagens não baseadas em preferências: soluções ótimas de
pareto

Pareto aborda o conceito de dominância, onde duas soluções podem ter três
tipos de relação: uma solução é pior que a outra (inferior/é dominada), uma solução é
melhor que a outra (superior/domina), ou não é comparável à outra (não inferior/não
dominada) [79]. Estas relações são representadas matematicamente, em problemas de
minimização (sem perda de generalidade), como [23]:

Inferioridade: Uma solução −→s1 = (s11, . . . ,s1n) é dita inferior à −→s2 =
(s21, . . . ,s2n), se e somente se, −→s2 é parcialmente menor que −→s1 (−→s2 p <

−→s1), ou seja,

∀i = 1, . . . ,n,s2i ≤ s1i∧ (4-2)

∃i = 1, . . . ,n : s2i < s1i

o que é representado por −→s1 �−→s2 (−→s2 domina −→s1)
Superioridade: Uma solução −→s1 = (s11, . . . ,s1n) é dita superior à −→s2 =

(s21, . . . ,s2n), se e somente se, −→s2 é inferior à −→s1. O que é representado por −→s1 ≺ −→s2
(−→s1 domina −→s2)

Não inferioridade: Uma solução −→s1 = (s11, . . . ,s1n) é dita não inferior à −→s2
= (s21, . . . ,s2n), se e somente se, −→s2 não é nem inferior, nem superior, à −→s1. O que é
representado por −→s1 ∼−→s2.

Uma solução −→s1 faz parte das soluções ótimas de pareto, se e somente se, não há
nenhuma solução, no espaço de soluções que a domina [79]. Ou matematicamente:

6∃−→s2|−→s2 ≺−→s1 (4-3)

Embora existam múltiplas soluções ótimas de pareto, na prática, apenas uma
dessas soluções será escolhida [5]. A escolha, da solução realizada por um decisor, deverá
se basear em um conhecimento prévio sobre o problema de otimização em questão [82].
Assim é matematicamente mais favorável a escolha de soluções, dentre as soluções ótimas
de pareto, que oferecem o mínimo conflito entre os objetivos [71].

No contexto de múltiplos objetivos, o caso extremo de encontrar a única solução
ótima não pode ser realizada quando os outros objetivos são também importantes, e
conflitantes. A escolha de uma solução deve garantir que os ganhos desta, com relação
a um objetivo, devem ser mais relevantes que as perdas em outros objetivos (dependendo
da prioridade de cada um dos objetivos) e essa permuta é um empecilho para se escolher
uma solução baseado em um único objetivo [16].
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Estas idéias sugerem que dois objetivos devem ser almejados em uma otimização
multi-objetivo [16] [81]:

• Buscar o conjunto ótimo de pareto global;
• Manter a diversidade da população a fim prevenir uma convergência prematura e

alcançar uma fronteira bem distribuída de soluções com diferentes compensações

Além destes objetivos deve-se ainda escolher um único objetivo ao final do
processo com um conhecimento de alto nível, o conhecimento do problema. Sendo assim
o processo de busca dos algoritmos evolutivos multi-objetivo devem se atentar a duas
etapas: encontrar múltiplas soluções não dominadas, tão próximos da fronteira ótima
de pareto quanto possível; e escolher entre essas soluções uma única, com base nos
conhecimentos de alto nível [16]. O decisor pode ser usado em três momentos distintos:
antes da busca, após a busca, ou durante a busca [82].

4.1.2 Abordagens baseadas em preferências

Se existe alguma informação de preferência antes da otimização (tais como o
objetivo mais importante ao decisor, ou o nível de importância de cada objetivo) pode
se incluir essas preferências como requisitos de usuário nos algoritmos e gerar soluções
de alta qualidade mais rapidamente [79]. A solução é então a criação de uma função de
utilidade, que é uma combinação dos objetivos em um único [23].

A função utilidade padrão é formada pela combinação de alguma função pontual
dos múltiplos atributos para formar uma função fitness. As estratégias combinam os múl-
tiplos atributos com restrições pela associação com penalidades e combinações lineares
com pesos sobre os atributos/objetivos. Porém essa estratégia torna a solução totalmente
dependente dos pesos e das penalidades o que torna a muito sensível à mudanças nestes
parâmetros [32].

O procedimento de transformação de múltiplos objetivos em um único pode
seguir os seguintes métodos [79] [8]:

• Método da soma dos pesos. O valor é uma soma ponderada com pesos para cada
objetivo definidos de forma fixa, randômica ou adaptativa. Na forma fixa é definido
um peso constante para cada objetivo; na forma randômica é gerado um vetor
randômicos de pesos entre 0 e 1; na forma adaptativa são definidos pontos ideais
positivos e negativos e assim o valor de cada objetivo é ponderado por esses pontos.
• Método de compromisso. O valor é a distância entre o ponto (o vetor objetivo) e o

ponto ideal.
• Método de programação de metas. O valor é a soma dos desvios entre o valor de

cada objetivo e um valor de meta.
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Os valores gerados no método da soma dos pesos deve ser maximizado em
problemas de maximização, e minimizados em problemas de minimização. Já os valores
gerados pelo método de compromisso e programação de metas devem ser minimizados,
mesmo em problemas de maximização.

Outro método que pode ser utilizado é apresentado por Coello [8] o método ε-
restrições. Onde uma única função objetivo representa o valor aptidão de um indivíduo e
os outros objetivos são tratados como restrições. É então estabelecido um limite superior,
para problemas de minimização, para cada objetivo um εi. O problema passa então a ser
de minimização de objetivo único. Múltiplas configurações de ε podem ser utilizadas para
uma melhor tomada de decisão.

As funções de utilidade citadas podem ser utilizadas no decisor ou podem servir
como função fitness para estratégias evolutivas [79]. Assim, a agregação de múltiplos
objetivos em um único critério de otimização tem a vantagem de que as estratégias de
otimização de objetivo único podem ser aplicadas sem nenhuma modificação adicional,
porém são totalmente dependentes do critério estabelecido [82].

4.2 Algoritmos Genéticos Multi-objetivo

Coello divide os algoritmos genéticos multi-objetivos atuais em 3 categorias:
abordagens baseadas em funções de utilidade, outras abordagens que não são baseadas
em preferência e abordagens baseadas em preferência. As abordagens não baseadas em
preferência são subdividas em uma categoria baseada em funções de utilidade e em uma
que não é baseada em função de utilidade, ou seja que não agrupam os objetivos em um
único. Dentro desta categoria (que não fazem uso de função de utilidade) se encontra o
Algoritmo Genético de Vetor Valorado. As abordagens atuais de algoritmos que não são
baseados em preferência usam o conceito de dominância para avaliar as soluções, dentro
destas abordagens se encontra o Algoritmo Evolutivo da Força de Pareto II e o Algoritmo
Genético por Ordenação de Não-Dominância II [8].

4.2.1 Algoritmo Genético de Vetor Valorado - VEGA

O algoritmo genético de vetor valorado (VEGA - Vector Evaluated Genetic

Algorithm) foi o primeiro EA para otimização multi-objetivo. Schaffer, seu criador,
modificou o operador de seleção de um algoritmo genético simples de forma a ser efetuada
a seleção para cada objetivo [25] [16] [26].

Na população atual, cada indivíduo é avaliado em cada um dos objetivos. O
método de seleção então é realizado para cada objetivo de forma individual para preencher
o grupo de acasalamento [16], selecionando, ao final, N

κ
indivíduos com relação a cada
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objetivo (onde N é o tamanho da população e κ é o número de objetivos), resultando
em κ subpopulações de mesmo tamanho, uma para cada objetivo [82]. As subpopulações
então são misturadas e são aplicados os operadores genéticos (cruzamento e mutação) da
mesma maneira que nos algoritmos genéticos simples [82] [16]. O algoritmo é ilustrado
na Figura 4.1:

Figura 4.1: Funcionamento esquemático do VEGA.

onde κ é a quantidade de objetivos, N é o tamanho da população, N
κ

é o tamanho de cada
subpopulação, f1 é a primeira função objetivo, . . ., fκ é a última função objetivo.

Em um primeira análise o algoritmo parece resolver os problemas dos algoritmos
predecessores sendo o ideal [79]. Porém, em alguns casos ele começa a tender para alguns
indivíduos ou regiões (principalmente os melhores indivíduos de cada objetivo) [16]. Essa
tendência pode fazer com que a população gerada fique circunscrita a determinados obje-
tivos, propriedade que Schaffer nomeou como especiação [82]. Esse problema acontece
por que essa técnica seleciona indivíduos que sobressaem em um objetivo sem olhar os
outros objetivos [8] e vai contra um dos objetivos almejados nos algoritmos evolutivos,
que é manter a população com a máxima diversidade possível [16].

O resultado deste processo de especiação é a convergência da população inteira a
regiões ótimas individuais (associadas à poucos objetivos), depois de um grande número
de gerações. Uma das metas dos algoritmos evolutivos multi-objetivos é encontrar o maior
número de soluções não dominadas o possível, com a maior diversidade, sobre todos os
objetivos. São então desenvolvidas duas heurísticas para tentar minimizar este problema:
a seleção não dominada, que busca penalizar soluções dominadas, diminuindo o número
de cópias destas e aumentando proporcionalmente o número de cópias das soluções não
dominadas; e a heurística do parceiro, que busca cruzar os indivíduos com os indivíduos
mais diferentes (diferença relativa à distância Euclidiana). Porém a primeira heurística
falha quando há poucos indivíduos não dominados, trazendo uma tendência à eles, e a
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segunda falha por trazer ao grupo de acasalamento indivíduos com nível de aptidão muito
ruim (com baixo fitness) [70] [26].

4.2.2 Algoritmo Evolutivo da Força de Pareto II - SPEA 2

O Algoritmo Evolutivo da Força de Pareto (Strength Pareto Evolutionary Algo-

rithm - SPEA) surgiu da mescla de técnicas recentes (à seu tempo) e antigas, formando
um único algoritmo, a fim de encontrar múltiplas soluções ótimas de pareto, de forma
paralela [84] [80].

Das técnicas antigas as seguintes características foram agregadas: armazena-
mento externo das soluções ótimas de pareto encontradas, uso de um escalar para os
valores de aptidão baseado no conceito de dominância, e agrupamento de soluções para
reduzir o número de soluções não dominadas armazenadas conservando as características
da fronteira de pareto [84] [80].

São características peculiares do SPEA: a combinação das três técnicas apre-
sentadas em um único algoritmo; o valor de aptidão de um indivíduo ser determinado
unicamente das soluções armazenadas no conjunto externo; todas as soluções no con-
junto externo são submetidas ao operador de seleção; e um novo método de agrupamento
de soluções (método de nicho) é implementado para preservar a diversidade na popula-
ção baseado na dominância de pareto da solução. E suas potenciais fraquezas são: o seu
processo de associação de valor de aptidão (em casos de indivíduos diferentes que são do-
minados pelos mesmos indivíduos), a necessidade de uma estimação de densidade (pois
indivíduos muito similares não contribuem para o processo evolutivo) e em seu sistema
de truncamento [84] [80].

O SPEA 2 implementa melhorias ao seu predecessor, o SPEA, com uma es-
tratégia de associação de fitness mais aprimorada [83]. Além de um melhor cálculo de
"fitness", o SPEA 2 busca reduzir as fraquezas de seu predecessor com uma técnica de es-
timação de densidade (análise da proximidade do "vizinho mais próximo"), que permite
um melhor guia de precisão ao processo de busca; e um novo método de truncamento que
garante a preservação das soluções que fazem parte da fronteira de pareto [82].

Tendo como entrada: o tamanho da população (N), o tamanho do arquivo externo
(quantidade de indivíduos - N), e o máximo de gerações (T ), os seguintes passos são
realizados com intuito de se obter um conjunto de soluções não dominadas [83]:

• Passo 1 - Inicialização: É gerada uma população inicial, P0, e um arquivo vazio
(conjunto externo), P0. O contador de gerações é inicializado em 0: t = 0.
• Passo 2 - Associação de fitness: Os valores de fitness são calculados para cada

indivíduo em Pt e Pt .
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• Passo 3 - Seleção "ambiental": Todos os indivíduos não dominados de Pt e Pt

são copiados para Pt+1. Talvez seja necessário reduzir Pt+1 (caso o tamanho de
Pt+1 seja maior que N), nesse caso, é aplicado um operador de truncamento. Por
outro lado pode ser necessário completar Pt+1 com soluções dominadas(caso N seja
maior que o tamanho de Pt+1).
• Passo 4 - Critério de parada: Caso t≥ T, ou seja definido e satisfeito outro critério

de parada o conjunto de soluções não dominadas presentes em Pt+1 é dado como
saída, e o algoritmo é encerrado. Caso contrário o Passo 5 é executado.
• Passo 5 - Seleção de pais: o método de torneio binário é executado, com reposição,

em Pt+1 e o grupo de acasalamento é gerado.
• Passo 6 - Operadores genéticos: Efetuar os operadores de mutação e recombinação

para gerar uma nova população. Incrementar o contador de gerações. Voltar ao
Passo 2.

A população é gerada pelo seguinte processo: são gerados indivíduos perten-
centes ao conjunto de soluções possíveis (frequentemente de maneira aleatória), e são
escolhidos N indivíduos de acordo com uma distribuição de probabilidade [80].

O valor de aptidão de um indivíduo é calculado da seguinte forma: cada indivíduo
i é associado a um valor de "força", S(i) ∈ [0,1), que também é utilizado para o cálculo
de seu valor de aptidão F(i). S(i) é o número de indivíduos que são dominados ou
são iguais ao indivíduo i (com respeito aos valores objetivo) dividido pelo tamanho da
população mais 1. O valor de aptidão F( j) então é calculado pela soma dos valores de
"força"(S(i)) de todos os indivíduos (que pertencem ao arquivo) que dominam ou são
iguais ao indivíduo mais 1 [83].

Uma das fraquezas do SPEA é que indivíduos que são dominados pelos mesmos
indivíduos tem valores de aptidão idênticos. O que significa que se existe apenas uma
solução não dominada na população, o arquivo externo possuirá um único indivíduo e
todas as outras soluções possuirão o mesmo valor de aptidão, independente se há níveis
de dominância diferentes entre essas soluções. Isso faz da seleção dos indivíduos que
preencherão a população uma seleção aleatória [83].

Para resolver essa fraqueza, no SPEA 2, tanto as soluções dominadas quanto
as que dominam uma solução são consideradas no cálculo do valor de aptidão. Assim,
para cada indivíduo i no arquivo externo e na população atual é atribuído o valor de
força S(i)(quantidade de soluções que i domina). O valor de aptidão bruto (B(i)), então,
é obtido pelo somatório da força das soluções que dominam i. Porém, indivíduos que não
dominam nenhum indivíduo ainda tem o mesmo valor de aptidão, e então é adicionada
uma função de densidade para discriminar indivíduos que possuem mesmo B(i). A função
de densidade Ds(i) calcula a distancia Ds entre i e o k-ésimo vizinho mais próximo. Para
isso, o algoritmo calcula a distância entre i e todas as demais soluções e armazena em
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uma lista, a lista é ordenada e seu k-ésimo termo é a distância escolhida (k é usualmente√
N +N, onde N é o tamanho da população e N é o tamanho do arquivo). A distância

então é calculada conforme a equação 4-4 [83]:

Ds(i) =
1

Li
s +2

(4-4)

E o valor aptidão do i-ésimo indivíduo é dado pela equação 4-5, onde se nota que
as soluções não dominadas tem F(i)< 1:

F(i) = B(i)+Ds(i) (4-5)

A Figura 4.2 apresenta a comparação, dos esquemas de associação de valor
aptidão, entre o valor de aptidão calculado pelo procedimento do SPEA (à esquerda) e
o "fitness" bruto do SPEA 2, para uma mesma população, com relação à duas funções
objetivo ( f1 e f2) [83].

Figura 4.2: Comparação dos esquemas de associação de aptidão
entre SPEA e o valor bruto do SPEA2.

A operação de atualização do arquivo possui duas diferenças com relação ao
SPEA [83]. As mudanças na seleção ambiental são: o arquivo externo tem um tamanho
fixo de população, que é mantido adicionando, se necessário, soluções dominadas, ou
realizando uma poda pelo algoritmo de agrupamento; uma modificação no algoritmo
de agrupamento de maneira a preservar as soluções da fronteira de pareto com maior
diversidade [16].

Na seleção ambiental, se o tamanho do arquivo externo é menor que a constante
(N, são adicionados na população os indivíduos dominados com maior F(i). O algoritmo
de poda remove indivíduos do arquivo de forma iterativa até que o tamanho da população
do arquivo, na nova geração, seja igual a N. Em cada iteração é removido o indivíduo
com menor distância Ls, se houver mais de um indivíduo com esta distância, então Ls é
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atualizada para a segunda distância (k-1), e assim por diante [83]. O algoritmo de poda
descrito é apresentado na Figura 4.3, onde à esquerda é apresentada a população Pt+1

antes da poda e a direita o resultado da remoção das soluções.

Figura 4.3: Algoritmo de corte do SPEA 2.

4.2.3 Algoritmo Genético por Ordenação de Não Dominância -
NSGA II

O Algoritmo Genético por Ordenação de Não Dominância (NSGA) é uma
variação de um algoritmo genético simples, proposta por Deb, com respeito à forma que
operador de seleção funciona. A ordenação por não dominância se baseia num método
de ranquear as soluções de modo a enfatizar bons pontos (as soluções não dominadas) e
um método de agrupamento é utilizado para manter subpopulações estáveis destes bons
pontos [69].

As principais críticas relacionadas ao NSGA foram: a alta complexidade com-
putacional para a ordenação de não dominância; a falta de elitismo; e a necessidade de
especificação do parâmetro compartilhado (embora já existiam trabalhos na área de se uti-
lizar um parâmetro dinâmico, um método sem parâmetros que preservasse a diversidade
da população é desejável) [17]. Para resolver os problemas supracitados um novo algo-
ritmo foi proposto por Deb, o NSGA II [17]. O NSGA II é caracterizado pelos seguintes
recursos [16]:

• ele usa o princípio de elitismo;
• ele usa um mecanismo de preservação de diversidade explícito;
• ele valoriza as soluções não dominadas.

O NSGA II, como o SPEA 2, utiliza de uma população regular e um arquivo.
No NSGA II, a capacidade de ambas as populações são iguais, ou seja, N = N [79].
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Inicialmente a população P0 é criada, de forma aleatória. Cada solução é avaliada, em
cada um dos objetivos, e associada ao seu nível de dominância (1 é o melhor nível). O
método de seleção, por torneio binário, é utilizado para se gerar uma população de filhos
ζ0, de tamanho N [17].

Em cada geração t, a população de filhos ζt é criada a partir da população de
pais e os operadores genéticos usuais. Depois, as duas populações são combinadas para
formar uma nova população Pt (Pt = Pt

⋃
ζt) de tamanho 2N. Então, a população Pt tem

seus indivíduos classificados em diferentes classes de não-dominância. Após isso, a nova
população é preenchida pelos pontos de diferentes fronteiras de não dominância, uma
por vez. O preenchimento começa com a primeira fronteira de não dominância, e segue
para as demais. Uma vez que o tamanho de Pt é diferente de Pt nem todas as fronteiras
serão alocadas na nova população, e as que não são alocadas são removidas (todos
os indivíduos). Quando a última fronteira está sendo considerada, há a possibilidade
de se existir mais indivíduos nesta fronteiras que espaços vazios da nova população,
assim os pontos menos similares devem ser escolhidos, para manter a diversidade da
população [16].

A diversidade no NSGA II, é dado por uma medida de distância que é inde-
pendente de valores compartilhados (uma melhoria em relação ao seu predecessor), essa
distância é chamada distância de agrupamento (Distância crowding), e é dada pela equa-
ção 4-7:

c[i] =
kappa

∑
a=1

c[i]a (4-6)

onde i é o indivíduo que se quer calcular a distancia, ci
a é a distância de agrupamento do

i-ésimo indivíduo, com relação ao objetivo a. Para se calcular essa distancia, com relação
ao objetivo a, é necessário primeiro ordenar os indivíduos da fronteira, à qual ele pertença,
em ordem ascendente de fa ( fa é o valor objetivo da função a) e a distância do indivíduo
[ j] na sequência é dada pela equação 4-7

c[ j]a =
f [ j+1]
a − f [ j−1]

a

f max
a − f min

a
(4-7)

A ordenação por não dominância é dada pelo algoritmo 4.1 [17]:

onde F1 é o conjunto formado pelos indivíduos da primeira fronteira de pareto, F2

da segunda, e assim por diante; SIp são subpopulações utilizadas para armazenar os
indivíduos que Ip domina; e nIp é o número de soluções que dominam Ip [17].

Assim a ordenação rápida por não dominância busca resolver o problema da
complexidade computacional, a distância de agrupamento resolve a necessidade de um
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Algoritmo 4.1: Ordenação rápida por não dominância
1. Seja P a população que se deseja ordenar
2. Para cada Ip ∈ P

Para cada Iq ∈ P
Se (Ip ≺ Iq) então // Se Ip domina Iq então

SIp ← SIp
⋃
{Ip} // adiciona Iq em SIp

Senão Se (Iq ≺ Ip) então // Se Iq domina Ip então
nIp ← nIp +1 // incrementa nIp

Fim se
Fim se

Fim para
Se nIp = 0 então // Se ninguém domina Ip

F1← F1
⋃
{Ip} // adiciona Ip em F1

Fim se
3. Fim para
4. i← 1
5. Enquanto Fi 6= /0 faça

H = /0

Para cada Ip ∈ Fi
Para cada Iq ∈ Sp

nIq = nIq−1
se nIq = 0 then// Se ninguém mais o domina

H← H
⋃
{Ip} // Ele é incluído aos elementos desta

fronteira
Fim se

Fim para
Fim para

6. Fim enquanto
i← i+1
Fi← H

parâmetro compartilhado, e o sistema de elitismo é baseado na inclusão da população
externa [79].



CAPÍTULO 5
Capítulo 5 - Metodologia Proposta e
Experimentos

Este Capítulo apresenta o EA multi-objetivo proposto para a seleção de variáveis
em problemas de classificação multivariada de dados químicos. O EA utilizado se baseia
na proposta implementada por Sanches [62] [63] e Vargas [76], que utiliza uma estrutura,
para armazenamento da população, diferente dos algoritmos convencionais, com o intuito
de tratar múltiplos objetivos e restrições [19] [62] [76]. A estrutura proposta divide a
população do EA em subpopulações, de acordo com as características do problema, e as
armazena em tabelas. Por isso o EA foi nomeado Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo em
Tabelas (AEMT) [19].

5.1 Algoritmo Genético Multi-objetivo de Tabelas

O AEMT foi utilizado para reconfiguração de sistemas de distribuição de energia
elétrica [19] [62]. E foi expandido para otimização em problemas de predição de estrutu-
ras de proteínas [6], problemas de calibração multivariada [39], e problemas de alocação
de monitores de qualidade da energia em sistemas de distribuição de energia elétrica [12].

Cada tabela, que faz parte da estrutura de um AEMT, contém a subpopulação
com os indivíduos que possuem os melhores valores de aptidão para uma característica
do sistema. O valor de aptidão de um indivíduo em relação a uma característica pode ser
dado por: uma função objetivo, uma função de agregação de múltiplos valores objetivo,
uma função proveniente da força de pareto da solução, uma função de agregação de
múltiplos valores de aptidão(múltiplas tabelas). As funções de agregação podem ser
baseadas nos métodos de transformação de múltiplos objetivos em um único (método da
soma ponderada, método do compromisso, ou método de programação de metas) [79] [8]
citados no Capítulo 4.

Uma tabela pode conter também uma subpopulação baseada em outras aborda-
gens evolutivas, uma das formas já implementadas é o armazenamento das soluções não
dominadas [63]. As características da solução podem incluir funções de densidade, força
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de pareto, nível de dominância, entre outras características, para o uso destas característi-
cas no AEMT é necessário que o valor aptidão possibilite elistismo.

5.1.1 Funcionamento do AEMT

Após a modelagem do problema, os seguintes parâmetros populacionais de-
vem ser estabelecidos: o tamanho da população inicial (N); o tamanho de cada uma das
subpopulações(SP[i].tamanho), pode ser utilizado o mesmo tamanho para todas as subpo-
pulações; quantidade de indivíduos que serão criados em cada geração N, valor que pode
ser uma constante fixa τ ( τ=1), τ×N (estar em função do tamanho da população inicial),
ou τ× SP.tamanho (estar em função da quantidade de indivíduos vigentes); número má-
ximo de gerações (maxGen); probabilidade de mutação do indivíduo (pm); probabilidade
de mutação do gene em um indivíduo (pmg); probabilidade de cruzamento (pc).

Após a definição dos parâmetros uma população é gerada (de forma aleatória, ou
baseada em soluções pré-escolhidas). O processo de inicialização das tabelas é descrito
no Algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.1: Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo em Tabelas - Inicialização das
tabelas

1. Seja P uma população inicial
2. Para cada Ip ∈ P

Para i← 1, . . . ,k
Ip.valorAptidao[i]← f [i](Ip);// Avaliação do indivíduo por f [i]
Se (tamanho(SP[i])< SP[i]) então // SP[i] não está cheia

SP[i]← SP[i]
⋃
{Ip} // adiciona Ip em SP[i]

Senão Se (Ip >p PIOR(SP[i])) então // Se sobrevive em SP[i]
SP[i]← SP[i]

⋃
{Ip} // adiciona Ip em SP[i]

SP[i]← SP[i]−{PIOR(SP[i])} // remove a pior solução de SP[i]
Fim se

Fim se
Fim para

3. Fim para

Onde P é a população inicial, SP[i] é a i-ésima tabela (subpopulação), k é o
número de objetivos, Ip.valorAptidao[i] é o i-ésimo valor aptidão do indivíduo Ip, f [i](o)

é a função aptidão para a tabela i. A função PIOR(SP[i]), retorna o indivíduo menos apto
de SP[i].

Com as tabelas construídas, são selecionados os indivíduos que poderão se
reproduzir, essa seleção se dá em dois passos. O primeiro passo é a seleção da tabela
(usualmente de forma aleatória), no segundo passo é efetuada a escolha do indivíduo, por
um operador de seleção normal. Após a seleção do indivíduo, um operador é escolhido



5.1 Algoritmo Genético Multi-objetivo de Tabelas 58

e aplicado ao indivíduo gerando um novo indivíduo [19] [62]. Assim, o operador de
reprodução, da abordagem inicial, é exclusivamente o de mutação.

Novas implementações do AEMT utilizam o operador de cruzamento [6] ou,
também, o operador de mutação [12] [39]. Para se realizar o cruzamento cada um dos
indivíduos passam pelo processo de seleção descrito anteriormente. O novo indivíduo é
então gerado com um operador de recombinação idêntico aos descritos para cromossomos
binários e/ou reais. O processo de seleção de pais e reprodução é descrito pela Figura 5.1
onde SP[1],SP[2], . . . ,SP[Q], são as subpopulações, que podem ter tamanhos diferentes,
dependendo da abordagem.

Figura 5.1: Processo de seleção e cruzamento no AEMT.

O indivíduo criado é avaliado para cada uma das tabelas. Em cada uma delas,
o indivíduo é comparado com o pior indivíduo da tabela (pior valor aptidão), o pior
destes dois indivíduos é descartado e o outro sobrevive. Este processo pode preservar o
mesmo indivíduo em diversas tabelas, porém deve-se fazer um filtro para que uma tabela
só possua indivíduos diferentes. Neste caso duas situações são possíveis: considera-se
iguais indivíduos com cromossomos idênticos, ou que sejam muito próximos (qualquer
métrica de distância, simples, pode ser utilizada).

O processo completo do AEMT é representado pelo Algoritmo 5.2. Onde P é a
população inicial, SP é a coleção de tabelas, SP[i] é a i-ésima tabela (subpopulação), k é o
número de objetivos, Ip.valorAptidao[i] é o i-ésimo valor aptidão do indivíduo Ip, f [i](o)

é a função aptidão para a tabela i, N é a quantidade de indivíduos que serão criados em
cada geração. A função PIOR(SP[i]), retorna o indivíduo menos apto de SP[i], e a função
MELHOR(SP[i]), retorna o indivíduo mais apto de SP[i], sendo tabelaDecisao a tabela
agregada.

Cada tabela, ao final do processo, contém os melhores indivíduos encontrados
pelo algoritmo, de acordo com as funções fitness. E servem como opção de solução para
quem utiliza o classificador.
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Algoritmo 5.2: Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo em Tabelas
1. Seja P uma população inicial
2. SP = InicializaTabelas(P);
3. Para t = 1, . . . ,maxGen

Para n← 1, . . . ,N ∗2
Ip← seleoECruzamentoAEMT (SP);
Ip← mutar(Ip);
Ip← validar(Ip);// p é modificado, se necessário, para

atender às restrições
Ip.valorAptido[i]← f [i];// avalia a i-ésima característica

Se (tamanho(SP[i])< SP[i]) então // Se a tabela ainda não foi
preenchida

SP[i]← SP[i]
⋃
{Ip} // adiciona Ip em SP[i]

Senão Se (Ip > f [i] PIOR(SP[i])) então // Se Ip é melhor que o pior

de SP[i]
SP[i]← SP[i]

⋃
{p} // adiciona Ip em SP[i]

SP[i]← SP[i]−{PIOR(SP[i])} // remove a pior solução de SP[i]
Fim se

Fim se
Fim para

4. Fim para
5. retornar MELHOR(SP[tabelaDecisao]);

5.1.2 Funções Objetivo Consideradas

As funções objetivo consideradas para comparação entre os algoritmos evoluti-
vos são: o risco médio de classificação (R), o número de variáveis selecionadas (V) e o
número de variáveis correlacionadas selecionadas para a construção do modelo (C). A
função número de erros em uma coleção de testes (E) foi utilizada apenas na implementa-
ção mono-objetivo e comparada apenas à implementações que otimizam somente o risco
médio de classificação (R), assim ela é apresentada neste tópico mas não é utilizada nas
abordagens multi-objetivo.

Erros em uma coleção de Teste (E)

Para julgar a capacidade de classificação de um classificador normalmente
utilizada-se a taxa de erros. A taxa de erros aparente pode ser calculada em uma cole-
ção de testes onde se verifica a relação entre a quantidade de indivíduos classificados
erroneamente em todas as classes (somatório dos erros em cada classe) e a quantidade de
indivíduos classificados [61].

Como a quantidade de indivíduos classificados é a mesma para todos os expe-
rimentos, o valor responsável pela avaliação do classificador é unicamente o número de
erros na coleção de testes. Sendo assim, o número de erros em uma coleção de classifica-
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ção é um tipo de valor objetivo a ser otimizado. Ou sendo R o vetor resposta obtido pelo
classificador e TESTE as classes à que a coleção é realmente classificada.

fE(ind) = |Ri 6= T EST Ei| (5-1)

Risco médio de Classificação (R)

É utilizada também o risco médio de classificação pelo LDA em um conjunto de
testes. Dada pela equação (5-2):

fR(ind) =
1
N

N

∑
i=1

gi (5-2)

onde N é o tamanho da coleção, e gi é o risco de classificação da i-ésima amostra. O risco
gi é definido pela equação (5-3):

gi =
D2(X i,µk)

min j 6=kD2(X i,µ j)
(5-3)

Na equação (5-3), o numerador é a distância de Mahalanobis entre o objeto X i e
a média µk da classe a que o individuo realmente pertence (ambos vetores linha).

Quantidade de variáveis correlacionadas (C)

O uso de variáveis correlacionadas pode introduzir tendências ao classificador.
Correlação é uma medida de relação linear entre variáveis, invariante à mudanças de
escala (a matriz de covariâncias é dependente da escala), obtida normalizando-se a
covariância das variáveis. A normalização ocorre pela divisão entre a covariância e o
desvio padrão entre elas [61].

A correlação entre o vetor X1 e o vetor X2 pode ser representada pela equação 5-
4:

rX1Y 2 =
∑

p
i=0(X

1
i −X1)(X2

i −X2)

∑
p
i=0(X

1
i −X1)2 ∑

n
i=0(Y

1
i −Y 2)2

(5-4)

onde p é o tamanho dos vetores, X1 e X2 são as médias dos vetores X1 e X2

respectivamente. Assim, a correlação entre duas variáveis escolhidas é feita a partir das
medições em diversas amostras. E a matriz de correlação entre p′ variáveis é uma matriz
COR (p′ x p′) onde ai j é a correlação entre a variável i e a variável j.

E fC(ind) é a quantidade de variáveis que possuem uma correlação máxima (com
pelo menos 1 variável) maior que 0,8. Apresentada pela equação (5-5).
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fC(ind) = |max(Cor)> 0,8| (5-5)

Número de variáveis (V)

Segundo Dash [11] a seleção de variáveis se esforça para encontrar o subconjunto
com o menor número de variáveis (recursos/atributos) que não piore a classificação.
Assim o número de variáveis deve ser considerado, a equação (5-6) apresenta o número
de variáveis.

fV (ind) = TAMANHO(ind) (5-6)

Função de Agregação (O)

A função de agregação utilizada foi uma soma simples entre os valores objetivo
considerados. Com os seguintes valores para c: 1, 32 e 32 para os objetivos risco médio de
classificação, número de variáveis selecionadas e número de variáveis correlacionadas. O
número de erros na coleção de testes não foi pontuado por não estar presente em nenhuma
implementação multi-objetivo. A estratégia pode ser representada pela equação:

fO = Σ
k
i=0

fi(x)
ci

(5-7)

5.1.3 Implementação

Para o problema de seleção de variáveis os seguintes objetivos foram otimizados:

• Risco médio de classificação (R). A probabilidade de erro do classificador. Equa-
ção 5-2.
• Número de Variáveis Correlacionadas (C). A quantidade de variáveis que pos-

suam correlação máxima maior que 0,8. Equação 5-5.
• Número de Variáveis (V). A quantidade de variáveis do selecionadas. Equação 5-

5.
• Função de Agregação (O). Soma ponderada dos objetivos. Equação 5-7.

Como comparação foi ainda utilizada a equação (5-1), que minimiza a quanti-
dade de erros no conjunto de testes. Este atributo é similar ao risco médio de classificação
e não foi utilizado como objetivo.

Para este trabalho foram postas restrições sobre o número de variáveis, onde
limite superior é o tamanho da coleção de treinamento (por utilizar análise discriminante
linear) e o limite inferior é uma única variável. Para tratamento das restrições duas
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estratégias foram utilizadas: poda aleatória nas variáveis selecionadas, para o limite
superior; criação aleatória de uma variável.

Em todas as implementações utilizadas neste trabalho, o cromossomo utiliza
a notação binária para a seleção de variáveis. Um cromossomo é representado por
Θ = Θ1,Θ2, . . . ,ΘL, onde L é o tamanho do cromossomo. Na notação binária o gene
θi = 1 indica que a i-ésima variável foi selecionada, caso contrário (Θi = 0) a variável
não faz parte da solução. Nos indivíduos são armazenados, também, os valores de aptidão
para cada objetivo, com o intuito de realizar o calculo da função aptidão uma única vez
para cada solução. Na representação utilizada L (tamanho do cromossomo) é igual a p

(número de variáveis medidas).
Foi utilizado o mesmo tamanho para todas as tabelas com o valor igual a 10%

do tamanho da população inicial. O tamanho da população, e o número de gerações, foi
escolhido após uma série de configurações distintas.

5.2 Materiais e Métodos

5.2.1 Dados - Adulteração de Biodiesel

O conjunto de dados utilizado é constituído por dados espectrais obtidos de
cento e quarenta amostras de quatro diferentes classes de combustível, são elas: diesel
livre de biodiesel e óleos vegetais crus, D (35); amostras contendo diesel, biodiesel e
óleos vegetais, OBD (38); amostras de diesel e óleo vegetal, OD (35); e amostras que
são compostas de 5% de biodiesel, com variação de ±0,5%, B5(32). Os dados foram
pré-processados por primeira derivada pelo método de Savitzky-Golay, empregando um
polinômio de segunda ordem e janela de 7 pontos. A coleção foi dividida no conjunto de
treinamento, validação, e testes, pelo algoritmo Kennard-Stone.

As misturas analisadas foram preparadas utilizando diferentes sementes oleagi-
nosas, gordura animal e seus respectivos ésteres. O biodiesel (B100) e as amostras de óleo
foram adquiridas no mercado de diferentes marcas. As amostras de B100 foram analisa-
das segundo as especificações brasileiras. Com o intuito de incluir variedade às amostras
de diesel puro, foram misturadas diferentes amostras de óleo diesel.

A mistura modelo com ponto central para cada tipo de biodiesel, incluindo
pontos externos, foram utilizadas para preparar as soluções. O nível máximo de biodiesel
e óleo foram de 10%. A razão de concentração éster/óleo variou de 0,25 a 6,0.

Os espectros foram registrados em um espectrômetro com transformada de
Fourier (FT-IR) modelo FTLA 2000− 160 da marca Bomenr, e comprimento óptico
de 1,0 mm. Cada espectro foi obtido pela média de 32 scans no intervalo de 8,814−
3,799cm−1 com resolução de 8cm−1. O espectro de fundo foi obtido usando uma célula
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limpa. A temperatura foi controlada em 23± 1oC por meio do processo de aquisição do
espectro.

Esta coleção foi analisada por [59] utilizando o algoritmo das projeções sucessi-
vas como método de seleção de variáveis e análise discriminante linear como classificador
(SPA-LDA), em comparação a classificação do classificador por análise discriminante dos
mínimos quadrados parciais (PLS-DA).

5.2.2 Ferramentas e Ambiente

A configuração computacional deste trabalho consiste em um computador de
mesa equipado com processador Intel R© Core i5, 6 GB de memória RAM. Matlab
8.0.0.783 (R2012b) foi o software utilizado para implementação desse trabalho.

5.2.3 Algoritmos de Comparação

Foram utilizados os resultados obtidos pelos algoritmos SPA-LDA e PLS-
DA [59], e implementações próprias de algoritmos genéticos mono-objetivos (MONO-
GA), algoritmos genéticos multi-objetivos por função de agregação (MULTI-GA) e do
algoritmo NSGA-II (NSGA2). Sendo assim os seguintes algoritmos foram construí-
dos: MONO-GA-R, MONO-GA-E, MULTI-GA-RC, MULTI-GA-RV, MULTI-GA-RCV;
NSGA2-RC, NSGA2-RV, NSGA2-RCV; e os algoritmos AEMT-RC, AEMT-RV, AEMT-
RCV.

Onde os algoritmos genéticos multi-objetivos otimizam a função de agregação
apresentada na equação 5-7. Os algoritmos MONO-GA-R e MONO-GA-E otimizam
as funções apresentadas nas equações 5-2 e 5-1 respectivamente. Os algoritmos com
terminação RC otimizam as equações 5-2 e 5-5; com terminação RV, as equações 5-2 e
5-6; e com terminação RCV otimizam as equações 5-2, 5-5 e 5-6.

Os algoritmos MULTI-GAs utilizam a equação 5-7 como função de aptidão de
um algoritmo genético simples. Os algoritmos NSGA2 usam a equação 5-7 como decisor.
E os algoritmos AEMTs utilizam a equação 5-7 como uma das tabelas e como decisor.

As configurações de população utilizadas foram escolhidas após uma série de
combinações, as populações variaram de 50 à 200 indivíduos, e o número de gerações
variou de 50 a 150 indivíduos. Foi escolhida a configuração 100 indivíduos (População)
e 150 gerações(condição de parada).



CAPÍTULO 6
Capítulo 6 - Resultados e Discussões

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos na execução das imple-
mentações do algoritmo NSGA-II (NSGA2-RC, NSGA2-RV, NSGA2-RCV), das im-
plementações multi-objetivo de algoritmos genéticos simples (MULTI-GA-RC, MULTI-
GA-RV, MULTI-GA-RCV) e dos algoritmos AEMT(AEMT-RV, AEMT-RC, AEMT-
RCV). Os algoritmos foram aplicados para a seleção de variáveis em problemas de clas-
sificação multivariada de amostras de diesel e biodiesel. Para a execução dos algoritmos
foram utilizadas as configurações descritas na seção (5.2.3).

6.1 Desempenho dos Classificadores

6.1.1 Algoritmos mono-objetivos

A Tabela 6.1 apresenta o desempenho, em termos do número de erros no
conjunto de validação, dos classificadores que utilizam um único objetivo.

Tabela 6.1: Desempenho dos classificadores.

Número de Erros Variáveis Selecionadas
PLS-DA 8 7

SPA-LDA 12 6
MONO-GA-E 4,71∗,8∗∗ 23,816∗,32∗∗

MONO-GA-R 2,80∗,7∗∗ 6,64∗,9∗∗

∗Mínimo. ∗∗Máximo.

Por serem soluções não determinísticas, os resultados apresentados na Ta-
bela 6.1, para os algoritmos os algoritmos MONO-GA-E e MONO-GA-R, são os valores
médios encontrados em 20 execuções. São apresentados também, os resultados máximos
e mínimos para os parâmetros analisados. Os classificadores obtidos pelos algoritmos
MONO-GA-E e MONO-GA-R conseguiram melhor desempenho médio no conjunto de
validação, quando comparado aos algoritmos PLS-DA e SPA-LDA. Vale citar que os re-
sultados dos algoritmos PLS-DA e SPA-LDA por Pontes et. al [59]. O MONO-GA-E
apresentou melhor desempenho médio que as soluções apresentadas por Pontes et al. [59]
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com relação ao número médio de erros, porém com um número maior de variáveis. O
algoritmo MONO-GA-R apresentou melhor desempenho, em média, nos dois parâmetros
analisados quando comparado aos demais algoritmos mono-objetivo citados.

Dos resultados apresentados nota-se que em alguns casos o algoritmo genético,
que otimiza apenas a capacidade de classificação de um subconjunto de variáveis, sele-
ciona uma quantidade maior de variáveis que os encontrados por Pontes et al. [59]. A
seleção de variáveis tem por objetivo a obtenção de um subconjunto de variáveis que
discrimine as classes consideradas. Além da capacidade de discriminação é razoável con-
siderar o número de variáveis selecionadas e a correlação entre as variáveis selecionadas.
A inclusão de variáveis correlacionadas ao modelo de classificação pode resultar em um
classificador com baixa capacidade de generalização. A Tabela 6.2 apresenta o número
médio de variáveis selecionadas e a quantidade média de variáveis correlacionadas in-
cluídas no modelo. São consideradas variáveis correlacionadas, as que apresentam uma
correlação máxima maior que 0,8 com outra variável.

Tabela 6.2: Quantidade média de variáveis correlacionadas,

Variáveis Selecionadas Variáveis Correlacionadas
MONO-GA-R 6,6 1,6
MONO-GA-E 23,8 11,25

Nota-se que o MONO-GA-R seleciona, em média, um subconjunto significati-
vamente menor de variáveis quando comparado ao MONO-GA-E. O algoritmo seleciona
cerca de 72% menos variáveis que o MONO-GA-E. Verifica-se também que cerca de
24% das variáveis selecionadas pelo MONO-GA-R são correlacionadas e cerca de 47%
das variáveis selecionadas pelo MONO-GA-E o são. As variáveis correlacionadas não
melhoram a capacidade do classificador e podem introduzir problemas na sua capacidade
de generalização. Logo, nos algoritmos multi-objetivos serão considerados, além do risco
de classificação, o número de variáveis e o número de variáveis correlacionadas.

A implementação do MONO-GA-R (algoritmo genético que otimiza o risco
médio de classificação) apresentou melhores resultados, em média, que o MONO-GA-
E (que otimiza a acurácia do classificador na coleção de testes). Como ambos avaliam
a capacidade de classificação de um subconjunto de variáveis, deste ponto em diante do
trabalho será considerado apenas a função objetivo risco médio de classificação (como
função aptidão relacionada a capacidade de classificação).

6.1.2 Algoritmos multi-objetivos

Os resultados dos algoritmos multi-objetivo são divididos de acordo com as
combinações de objetivos e são comparados pelas abordagens multi-objetivo (MULTI-
GA, NSGA II e AEMT).
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Risco Médio de Classificação e Número de Variáveis Correlacionadas

Na Tabela 6.3 são apresentados os resultados, médios, de erros (no conjunto de
validação), risco de médio de classificação (no conjunto de validação), quantidade de
variáveis selecionadas pelo algoritmo e quantidade de variáveis correlacionadas. Os al-
goritmos evolutivos tem como função objetivo minimizar o risco médio de classificação,
na coleção de validação e a quantidade de variáveis correlacionadas. Por serem resul-
tados médios, de 20 execuções, também são apresentados o maior e o menor resultado
encontrado (a solução que encontrou o maior/menor resultado no parâmetro analisado)
juntamente com os valores encontrados pelas outras funções objetivo naquela solução.
Além disso são apresentados o desvio padrão dos resultados obtidos por cada função nas
20 execuções.

Tabela 6.3: Resultados Obtidos Pelos Algoritmos Multi-objetivos
Otimizando Risco de Classificação e Variáveis Corre-
lacionadas,

MULTI-GA-RC
Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas

Média 2,85 0,49 5,5 0
Maior 6(0,60R,6V ,0C) 0,65(6

E ,6V ,0C) 8(4
E ,0,49R,0C) 0(2

E ,0,35R,5V )

Menor 1(0,37R,7V ,0C) 0,35(2
E ,5V ,0C) 4(3

E ,0,52R,0C) 0(2
E ,0,35R,5V )

Desvio 1,63 0,08 1,14 0
NSGA2-RC

Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas
Média 2,6 0,5 8,95 0,85
Maior 4(0,56R,9V ,0C) 0,6(4

E ,15V ,0C) 15(4
E ,0,6R,0C) 4(4

E ,0,59R,14V )

Menor 1(0,34R,6V ,2C) 0,34(1
E ,6V ,2C) 5(2

E ,0,45R,0C) 0(2
E ,0,37R,7V )

Desvio 0,94 0,08 2,6 1,27
AEMT-RC

Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas
Média 2,75 0,51 7,8 0
Maior 7(0,71R,10V ,0C) 0,8(4

E ,5V ,0C) 12(2
E ,0,51R,0C) 0(1

E ,0,35R,7V )

Menor 1(0,35R,7V ,0C) 0,35(1
E ,7V ,0C) 4(2

E ,0,40R,0C) 0(1
E ,0,35R,7V )

Desvio 1,55 0,1 1,91 0

E : Número de Erros. R: Risco médio de classificação. V : Número de Variáveis. C: Variáveis correlacionadas.

O NSGA2-RC possui uma pequena vantagem na média de erros quando com-
parado ao AEMT-RC porém, o número médio de variáveis utilizado neste algoritmo é o
maior dos 3 algoritmos analisados. Além disso, o NSGA2-RC apresenta um número mé-
dio de variáveis correlacionadas superior ao dos outros algoritmos. É possível observar
que os algoritmos MULTI-GA-RC e AEMT-RC eliminam as variáveis fortemente cor-
relacionadas do modelo de classificação. O MULTI-GA-RC apresentou resultado médio
ligeiramente melhor no risco de classificação, e utilizou um número de variáveis menor
na formação do modelo. O AEMT-RC apresentou uma melhor média de erros, quando
comparado ao MULTI-GA-RC, e uma melhor média de variáveis, quando comparado ao
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NSGA2-RC. Apesar do algoritmo NSGA2-RC ter encontrado uma solução com 1 erro,
0,34 de risco, 6 variáveis selecionadas, e 2 variáveis correlacionadas, a melhor solução
obtida foi encontrada pelo AEMT-RC com 1 erro, 0,35 de risco, 7 variáveis seleciona-
das e nenhuma variável correlacionada na solução, visto que a solução encontrada pelo
NSGA2-RC não elimina as variáveis correlacionadas.

As implementações que buscavam otimizar o risco médio de classificação e o
número de variáveis correlacionadas reduziram o número de variáveis correlacionadas
sem diminuir a qualidade do classificador, na maioria dos casos extinguindo-as. Porém,
a quantidade de variáveis utilizadas para a construção do modelo se manteve estável, em
alguns casos superando a quantidade utilizada pelos algoritmos PLS-DA e SPA-LDA.
Assim, quando se objetiva encontrar um subconjunto ideal, a quantidade de variáveis
também deve ser observada.

Risco Médio de Classificação e Número de Variáveis

Na Tabela 6.4 são apresentados os resultados, médios, de erros (no conjunto de
validação), risco de médio de classificação (no conjunto de validação), quantidade de
variáveis selecionadas pelo algoritmo e quantidade de variáveis correlacionadas. Os algo-
ritmos evolutivos tem como função objetivo minimizar o risco médio de classificação, na
coleção de validação, e a quantidade de variáveis selecionadas. Por serem resultados mé-
dios, de 20 execuções, também são apresentados o maior e o menor resultado encontrado
(a solução que encontrou o maior/menor resultado no parâmetro analisado) juntamente
com os valores encontrados pelas outras funções objetivo naquela solução. Além disso
são apresentados o desvio padrão dos resultados obtidos por cada função nas 20 execu-
ções.

O algoritmo AEMT-RV apresenta uma melhor média de erros no conjunto de va-
lidação, o algoritmo MULTI-GA-RV inclui menos variáveis, em média, ao subconjunto
e o algoritmo NSGA2-RV apresenta um menor risco médio de classificação. Utilizando
o risco médio de classificação e o número de variáveis, como objetivos, os algoritmos
MULTI-GA-RV, NSGA2-RV e AEMT-RV conseguiram reduzir o tamanho do subcon-
junto de variáveis em 48, 32 e 44 % respectivamente, em relação ao MONO-GA-R, e
apresentaram em média uma taxa de erros de 10, 12 e 11 % enquanto o MONO-GA-R
apresentou uma taxa de erros média de 8 %, ou seja, 4 % maior no pior caso. Sendo assim
os algoritmos reduziram o número de variáveis significativamente, com uma qualidade
um pouco inferior, de forma a se aproximarem da solução ideal.

Como apresentado na Tabela 6.4 os algoritmos se mantiveram com um baixo
número de erros, e conseguiram diminuir o número de variáveis selecionadas, porém
as variáveis correlacionas não são removidas com esta abordagem. Assim se torna
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Tabela 6.4: Resultados Obtidos Pelos Algoritmos Multi-objetivos
Otimizando Risco de Classificação e Número de Va-
riáveis.

MULTI-GA-RV
Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionas

Média 3,3 0,59 3,4 0,4
Maior 6(0,78R,2V ,0C) 1,18(6

E ,3V ,2C) 5(1
E ,0,42R,2C) 2(1

E ,0,42R,5V )

Menor 1(0,35R,4V ,0C) 0,3(3
E ,3V ,0C) 2(2

E ,0,35R,0C) 0(2
E ,0,35R,2V )

Desvio 1,49 0,25 0,75 0,82
NSGA2-RV

Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas
Média 3,95 0,55 4,5 0,9
Maior 6(0,62R,3V ,0C) 0,86(6

E ,2V ,0C) 8(4
E ,0,52R,2C) 5(4

E ,0,47R,7V )

Menor 2(0,41R,4V ,0C) 0,41(2
E ,4V ,0C) 2(6

E ,0,82R,0C) 0(2
E ,0,41R,4V )

Desvio 1,39 0,14 1,57 1,55
AEMT-RV

Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas
Média 3,15 0,56 3,7 0,4
Maior 10(1,19R,3V ,0C) 1,2(10E ,3V ,2C) 6(1

E ,0,40R,2C) 2(4
E ,0,36R,3V )

Menor 1(0,31R,4V ,0C) 0,31(1
E ,4V ,0C) 2(6

E ,0,75R,0C) 0(1
E ,0,41R,4V )

Desvio 2,18 0,25 0,92 0,82

E : Número de Erros. R: Risco médio de classificação. V : Número de Variáveis. C: Variáveis correlacionadas.

necessária uma abordagem que otimize o risco de classificação, o número de variáveis
correlacionadas e o número de variáveis.

Risco Médio de Classificação, Número de Variáveis Correlacionadas e Número de
Variáveis

Na Tabela 6.5 são apresentados os resultados, médios, de erros (no conjunto
de validação), risco médio de classificação (no conjunto de validação), quantidade de
variáveis selecionadas pelo algoritmo e quantidade de variáveis correlacionadas. Os
algoritmos evolutivos tem como objetivo o risco médio de classificação, na coleção de
validação, a quantidade de variáveis que são correlacionadas e a quantidade de variáveis
selecionadas. Por serem resultados médios, de 20 execuções, também são apresentados o
maior e o menor resultado encontrado (a solução que encontrou o maior/menor resultado
no parâmetro analisado) juntamente com os valores encontrados pelas outras funções
objetivo naquela solução. Além disso são apresentados o desvio padrão dos resultados
obtidos por cada função nas 20 execuções.

Com esta configuração de objetivos o AEMT-RCV apresentou melhores resulta-
dos, em média, no número de variáveis quando comparado ao MULTI-GA-RCV. Apre-
sentou também resultados, em média, melhores em relação ao risco médio de classifica-
ção, quando comparado ao NSGA2-RCV. Os classificadores modelados pelas variáveis
selecionadas pelo AEMT-RCV possuem uma taxa de erros mais baixa, em média, que
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Tabela 6.5: Resultados Obtidos Pelos Algoritmos Multi-objetivos
Otimizando Risco de Classificação, Número de Variá-
veis Correlacionadas e Número de Variáveis.

MULTI-GA-RCV
Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas

Média 3,85 0,70 3,8 0
Maior 6(0,48R,3V ,0C) 1,70(4

E ,4V ,0C) 5(0
E ,0,3R,0C) 0(0,3

R,5V ,0C)

Menor 0(0,3
R,5V ,0C) 0,30(0

E ,5V ,0C) 2(4
E ,0,69R,0C) 0(0,3

R,5V ,0C)

Desvio 1,39 0,14 1,57 0
NSGA2-RCV

Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas
Média 4,1 3,04 3,1 0
Maior 12(43,53R,1V ,0C) 43,53(12E ,1V ,0C) 7(3

E ,0,50R,0C) 0(0
E ,0,25R,3V )

Menor 0(0,25R,3V ,0C) 0,25(0
E ,3V ,0C) 1(12E ,43,53R,0C) 0(0

E ,0,25R,3V )

Desvio 2,69 9,6 1,55 0
AEMT-RCV

Erros Risco Número de Variáveis Variáveis Correlacionadas
Média 3,4 0,75 3,35 0
Maior 6(0,74R,2V ),0C

2,45(3
E ,3V ,0C) 5(3

E ,0,52R,0C) 0(0
E ,0,29R,4V )

Menor 0(0,29R,4V ,0C) 0,29(0
E ,4V ,0C) 2(6

E ,0,74R,0C) 0(0
E ,0,29R,4V )

Desvio 1,76 0,52 0,74 0

E : Número de Erros. R: Risco médio de classificação. V : Número de Variáveis. C: Variáveis correlacionadas.

os obtidos pelo NSGA2-RCV e pelo MULTI-GA-RCV. A melhor solução foi encontrada
pelo NSGA2-RCV ela possui 3 variáveis, 0 erros no conjunto de validação, 0,25 de risco
médio e elimina as variáveis correlacionadas. Porém, a pior solução também foi encon-
trada pelo NSGA2-RCV possuindo 1 variável, 12 erros no conjunto de validação, risco
médio de classificação igual a 43,53.

6.1.3 Sensibilidade a ruídos

Para verificar a robustez dos classificadores, o modelo construído pela melhor
solução de cada um dos algoritmos multi-objetivo (com melhores resultados para os
objetivos analisados - RCV) foi avaliado na coleção modificada por um ruído simulado.
Foi analisado o comportamento (taxa de erros) do classificador à medida que a taxa de
ruído percentual crescia, este ruído foi gerado com distribuição normal, média variando
entre 0 e 15% e desvio padrão igual ao da coleção. As variáveis selecionadas pelas
soluções de cada um dos algoritmos é apresentada na figura 6.1.

Como os comprimentos de onda são expressos em centímetros recíprocos o
eixo da abscissa é apresentado em ordem decrescente. A Tabela 6.6 apresenta o índice
de variável selecionada (pelo cromossomo) e o comprimento de onda aproximado em
centímetros recíprocos. Exemplo: a variável 415 equivale ao comprimento de onda de
cerca de 7201 centímetros recíprocos, e a variável 1137 equivale ao comprimento de onda
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Figura 6.1: Variáveis selecionadas pelas melhores soluções de
cada um dos algoritmos.

4414.

Tabela 6.6: Variáveis selecionadas pelos algoritmos evolutivos.

Variáveis Comprimentos de onda aproximados
MONO-GA-R 415, 861, 931, 938, 1137 7201, 5483, 5211, 5184, 4414

MULTI-GA-RCV 444, 674, 744, 1128, 1151 7095, 6205, 5935, 4449, 4360
NSGA2-RCV 28, 1054, 1122 8705, 4735, 4472
AEMT-RCV 73, 394, 938, 1056 8531, 7289, 5184, 4727

Foram aplicadas 50 configurações distintas de ruído branco (de forma aleatória)
e a média de erros em função da porcentagem de ruído é apresentada na figura Figura 6.2.
Uma solução será considerada útil enquanto a taxa de erros resultantes de sua classificação
for menor que a apresentada por Pontes et al. [59], ou seja, 12 erros.

Da Figura 6.2 nota-se que as soluções encontradas pelos algoritmos NSGA2-
RCV e AEMT-RCV são mais robustas que a solução encontrada pelo MULTI-GA-RCV.
Nota-se também que ao reduzir o número de variáveis e de variáveis correlacionadas, a
sensibilidade a ruído foi aprimorada, possibilitando encontrar soluções menos restritas aos
conjuntos de validação e teste. As soluções encontradas pelo AEMT-RCV se mantiveram
úteis por mais tempo que as soluções encontradas pelos outros algoritmos (MONO-GA-
R, MULTI-GA-RCV e NSGA2-RCV). Apesar de inicialmente a solução encontrada pelo
NSGA2-RCV se manter com uma média inferior aos demais algoritmos, o AEMT-RCV
se manteve útil até uma porcentagem de ruído aproximada de 8,5%, enquanto que as
soluções encontradas pelo MONO-GA-R e pelo MULTI-GA-RCV permaneceram úteis
até um ruído aproximado de 2% e o NSGA2-RCV até um percentagem média de 6%.

6.1.4 Dispersão das amostras

Para possibilitar a visualização das superfícies de separação, do LDA, foi uti-
lizada a solução com menor número de variáveis com uma boa acurácia (menos que 4
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Figura 6.2: Robustez dos algoritmos modelados nos objetivos
RCV.

erros). Desta solução foram selecionadas as duas variáveis com maior discriminância. O
LDA separa as classe com base em superficies lineares, ou seja, as fronteiras de decisão
entre duas classes são equações lineares. A figura 6.3 apresenta as variáveis selecionadas.

Figura 6.3: Comprimentos de Onda Selecionados Para a Forma-
ção do Modelo de Separação.

Na Figura 6.3 observa-se que a solução é composta pelas seguintes variáveis:
389, 1054, 1138. Estas variáveis correspondem aos comprimentos de onda: 7308, 4735,
4410, respectivamente. Quando modelado com as 3 variáveis o classificador tem uma
acurácia de 91%. Com as 2 variáveis (1054 e 1138), o classificador obteve uma acurácia
de 88%. As fronteiras de separação são apresentadas na Figura 6.4.

Nota-se que existem 3 amostras na região da classe 3 (OD) que pertencem a
classe 2 (OBD), e uma na região da classe 2 que pertence a classe 1. O classificador não
errou, na coleção de validação, na classificação de amostras da classe D e B5. Assim, o
classificador obtido, classificou errado 4 amostras num conjunto total de 32 (conjunto de
validação).
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Figura 6.4: Fronteiras de separação para o classificador LDA.

6.2 Considerações Finais

As soluções encontradas pelo AEMT-RCV apresentam melhores desempenhos
médios que as encontradas pelos NSGA2-RCV e MULTI-GA-RCV. Embora o MULTI-
GA-RCV apresente uma ligeira vantagem no risco médio de classificação intuindo que ele
encontra melhores classificadores quando comparado ao AEMT-RCV, é possível notar
que o AEMT-RCV encontra soluções menos sensíveis a ruídos. Quando comparado
ao NSGA2-RCV, o AEMT-RCV apresenta desempenho médio superior nos objetivos
analisados, porém o NSGA2-RCV encontrou a melhor solução, com base nos objetivos
almejados. Deve-se destacar que apesar de ter encontrado a melhor solução, o NSGA2-
RCV também encontrou a pior solução, e possui em média os maiores desvios padrão.

O AEMT-RCV apresenta uma média de erros superior ao MONO-GA-RCV,
porém a diferença não é significativa baseado no teste t. O tamanho médio das soluções
encontradas pelo AEMT-RCV é significativamente menor, e assim é possível notar que o
AEMT-RCV encontra soluções mais próximas do ideal.



CAPÍTULO 7
Capítulo 7 - Conclusões

Neste trabalho foi proposta uma formulação do algoritmo evolutivo multi-
objetivo em tabelas para o problema de seleção de variáveis em classificação multivariada.
Um estudo de caso baseado na verificação de adulteração de combustível foi apresentado.
O conjunto possui inicialmente 1296 variáveis e 140 amostras, sendo que estas estão di-
vididas em 4 classes e são elas: diesel livre de biodiesel e óleos vegetais crus, D (35);
amostras contendo diesel, biodiesel e óleos vegetais, OBD (38); amostras de diesel e óleo
vegetal, OD (35); e amostras que são compostas de 5% de biodiesel, com variação de
±0,5%, B5(32).

Dos resultados obtidos foi possível observar que o uso de algoritmos multioje-
tivos melhorou a classificação (número de erros), reduziu o tamanho do subconjunto de
variáveis e removeu as variáveis correlacionadas do modelo. Os modelos obtidos com
estas formulações apresentaram uma melhor sensibilidade a ruídos, sendo assim, mode-
los mais robustos. Os algoritmos multi-objetivos propostos usam uma menor quantidade
de variáveis correlacionadas, possuem uma boa acurácia média e reduzem a média de
variáveis utilizadas.

A contribuição que este trabalho apresenta em relação à algoritmos de seleção
de variáveis para a classificação é o uso de outros objetivos como a redução das variáveis
correlacionadas, e a busca por subconjuntos próximos do ideal. Neste cenário, foi pro-
posto o uso de um algoritmo multi-objetivo em tabelas para selecionar um subconjunto
mínimo de variáveis, removendo as variáveis correlacionadas, e promovendo uma maior
capacidade discriminativa.

Quando comparado aos resultados publicados por Pontes et al [59], mesmo
a formulação mono-objetiva (utilizando-se do risco de classificação) já apresenta uma
melhor capacidade de classificação, o que mostra que os algoritmos evolutivos são uma
boa estratégia para a seleção de variáveis em problemas de classificação. Nas formulações
multi-objetivo o AEMT se mostrou melhor em pelo menos um dos objetivos analisados.

O AEMT-RCV apresentou uma melhor sensibilidade a ruídos, quando compa-
rado ao MULTI-GA-RCV, e uma sensibilidade equivalente ao NSGA2-RCV. Se compa-
rado aos outros algoritmos o AEMT-RCV apresentou melhores médias nos objetivos V
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(número de variáveis), e C (número de variáveis correlacionadas), quando comparado ao
MULTI-GA-RCV; em relação ao NSGA2-RCV se mostrou melhor no R (risco médio de
classificação) e utiliza de subconjuntos de variáveis com tamanho mais estáveis (menores
intervalo de dados, e desvio padrão).

7.1 Trabalhos Futuros

Como estudos futuros, sugere-se adicionar tabelas baseadas em dominância de
pareto para todos os objetivos em questão e uma tabela sobre a força de pareto das
soluções; o uso de funções de distâncias diferentes para a melhoria do classificador; o
uso de mais de um método de classificação para a otimização do classificador.

Em relação a busca de variáveis espectrais em problemas de classificação de da-
dos químicos, nem todas as regiões do espaço de busca contém variáveis significantes. Ao
se modelar o espaço de busca pode-se optar apenas por regiões relevantes. Assim o local
da variável espectral no espectro pode ser utilizado como função de pontuação/penalidade
às funções de avaliação, ou servir como base para novas funções de aptidão de soluções.
Sugere-se então encontrar uma métrica de avaliação, para ponderar a solução, de acordo
com o grau de relevância (baseado na posição, no espectro) das variáveis contidas na
solução.

Em relação aos algoritmos multi-objetivo é sugerido que sejam analisadas mé-
tricas de qualidade como o hipervolume.
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