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Resumo

da SILVA, Carlos A. F. Construção explícita de métricas de Einstein-Finsler
com curvatura flag não constante. Goiânia, 2015. 54p. Dissertação de Mes-
trado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho estudaremos a Geometria de Finsler. Em particular, estudaremos a Geo-

metria de Randers que pode ser visto como a mais simples perturbação da Geometria

Riemanniana. Além disso, veremos também que métricas de Randers podem ser obtidas

como soluções do Problema Navegacional de Zermelo. Utilizaremos também resultados

que caracterizam métricas de Randers com curvatura flag constante e métricas de Randers

do tipo Einstein em termos do Problema Navegacional de Zermelo. Usando métricas de

Randers vamos construir uma família a 3 parâmetros de métricas de Einstein-Finsler com

curvatura flag não constante e para obter tal família utilizaremos um campo de Killing e

uma métrica Riemanniana que é a métrica de Hawking Taub-NUT.

Palavras–chave

Estrutura de Finsler, Métricas de Einstein-Randers, Curvatura Flag, Curvatura de

Ricci.



Abstract

da SILVA, Carlos A. F. The explicit construction of Einstein-Finsler metrics
with non-constant flag curvature. Goiânia, 2015. 54p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this dissertation we will study Finsler Geometry. In particular, we will study Randers

Geometry that which can be viewed as Riemannian Geometry with a pertubation. Further-

more Randers metrics are also obtained as solution to Zermelo’s Navigation Problem.

We will also use classification theorems of Randers metrics of constant flag curvature

and Einstein Randers metrics in terms of Zermelo’s Navigation Problem. Using Randers

metrics we are going to construct a 3-parameter family of Einstein-Finsler metrics with

non-constant flag curvature and to get such family we use a Killing vector field and a

Riemannian metric which is the Hawking Taub-NUT metric.

Keywords

Finsler structure, Einstein-Randers metrics, flag curvature, Ricci curvature.
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CAPÍTULO 1
Introdução

Em 1854 Riemann discutiu a ideia de introduzir uma estrutura métrica em

uma variedade diferenciável M de dimensão n cujo elemento de comprimento de arco de

uma curva diferenciável em M é

ds = F(x1, ...,xn,dx1, ...,dxn),

onde F : T M → [0,∞) é uma função diferenciável em T M\0 homogênea de grau um em

y , onde (x,y) ∈ T M. Se γ(t) = (x1(t), ...,xn(t)) é uma curva em M, com a ≤ t ≤ b, então

L(γ) =
∫ b

a F(x(t),x′(t))dt é o comprimento de arco da curva de a até b. A Geometria

Riemanniana foi então desenvolvida em um caso especial cujo

F2(x,y) = gi j(x)y
iy j. (1-1)

O estudo sistemático do caso geral proposto por Riemann foi feito a mais de 60 anos

depois, no ano de 1918, na tese de P. Finsler, o que dá origem ao nome Geometria

de Finsler. A Geometria de Finsler é então a Geometria Riemanniana sem a restrição

quadrática (1−1).

Na Geometria Riemanniana variedades (métricas) de Einstein têm sido ampla-

mente estudadas e este conceito se estende de modo natural na Geometria de Finsler. Uma

métrica de Finsler F em uma variedade M de dimensão n é do tipo Einstein se existe uma

função escalar K = K(x) em M tal que

Ric(y) = (n−1)KF2(y),

ou seja, o tensor de Ricci é múltiplo do tensor métrico. Vários resultados foram obtidos

para métricas de Randers que foram introduzidas por Randers em 1941 para discutir mé-

tricas assimétricas em espaços de dimensão 4 no estudo da relatividade geral e depois

foram estudadas por vários físicos e matemáticos. Métricas de Randers são uma classe

especial de métricas de Finsler que são obtidas por uma perturbação de uma métrica Ri-

emanniana α(x,y) =
√

ai j(x)yiy j por uma termo linear β(x,y) = bi(x)y
i de tal forma que
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||β||∗α < 1. Em variedades de dimensão 3, D. Bao e C. Robles mostraram que uma métrica

de Randers é do tipo Einstein se, e somente se, tem curvatura flag constante. A curvatura

flag na geometria de Finsler é análoga a curvatura seccional da geometria Riemanniana.

Este resultado é também análogo no caso em que a variedade é Riemanniana, isto é, uma

variedade Riemanniana de dimensão 3 é de Einstein se, e somente se, tem curvatura secci-

onal constante. Outro resultado obtido por D. Bao, C. Robles e Z. Shen é o que caracteriza

métricas de Randers com curvatura flag constante para variedades de dimensão n ≥ 2. As-

sim, as métricas de Einstein-Randers para variedades de dimensão 3 são completamente

determinadas.

Chern, S. S. acreditava que métricas de Einstein em geometria de Finsler seriam

como no caso Riemanniano, ou seja, a curvatura flag de uma métrica de Einstein deveria

ser constante e a partir daí foi proposto a busca de exemplos de métricas de Einstein com

curvatura flag não constante.

O objetivo deste trabalho é construir uma família a 3-parâmetros de métricas

de Einstein-Randers com curvatura flag não constante em um determinado subconjunto

Ω ⊂ R
4. Para fazer esta construção mostraremos que uma métrica de Randers pode

também ser obtida como uma solução do Problema navegacional de Zermelo em uma

variedade Riemanniana (M,g) que consiste basicamente em minimizar o tempo em que

um objeto se desloca por meio de uma força interna de um ponto p ∈ M para outro ponto

q∈M sujeito a uma outra força externa dada por um campo de vetores W. Podemos pensar

nesse objeto como se fosse um navio navegando sobre o mar com a presença de uma

brisa. Veremos que a expressão da métrica de Randers será obtida em termos da métrica g

e das coordenadas do campo W . Depois basta considerar a métrica Riemanniana g como

a métrica de Hawking Taub-NUT com um parâmetro e o campo W como um campo de

Killing obtido de uma isometria a 2 parâmetros em R
4.

No Capítulo 2 faremos um estudo preliminar sobre variedades Riemannianas

e introduziremos o conceito de estrutura de Finsler e também métricas de Randers. No

Capítulo 3 apresentaremos a noção de sprays e geodésicas em variedades de Finsler. No

Capítulo 4 será visto a noção de derivada direcional de campo de vetores e a curvatura

Riemanniana em variedades de Finsler bem como a curvatura flag e o Tensor de Ricci.

Por fim, no Capítulo 5 faremos a construção de uma família a 3 parâmetros de métricas

de Einstein-Finsler com curvatura flag não constante.



CAPÍTULO 2
Geometria de Riemann-Finsler

2.1 Preliminares

Nesta seção apresentaremos conceitos que serão utilizados nesta disserta-

ção.

Definição 2.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

família de aplicações biunívocas ϕα : Uα ⊂ R
n → M de abertos Uα de R

n em M tais

que

(1)
⋃

α ϕα(Uα) = M;

(2) Para todo par α,β com ϕα(Uα)∩ϕβ(Uβ) = W 6= /0 os conjuntos ϕ−1
α (W ) e ϕ−1

β
(W )

são abertos em R
n e as aplicações ϕ−1

β
◦ϕα são diferenciáveis;

(3) A família {(Uα,ϕα)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).

Definição 2.2 Seja M uma variedade diferenciável. Dizemos que uma aplicação diferen-

ciável α : (−ε,ε)→ M é uma curva diferenciável em M. Suponha que α(0) = p ∈ M, e

seja D o conjunto das funções diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva α em t = 0

é a função α′(0) : D → R dada por

α′(0) f =
d( f ◦α)

dt

∣

∣

∣

t=0
f ∈ D.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α : (−ε,ε)→M com

α(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p será indicado por TpM. O conjunto

TpM com as operações usuais de funções, forma um espaço vetorial de dimensão n e a

escolha de uma parametrização ϕ : U → M determina uma base associada em TpM dada

pelo conjunto
{(

∂
∂x1

)

0
, ...,

(

∂
∂xn

)

0

}

⊂ TpM. A estrutura linear em TpM assim definida

não depende da parametrização ϕ. O espaço vetorial TpM é chamado o espaço tangente

de M em p. Usaremos a convenção de Einstein onde y = yi ∂
∂xi ∈ TpM indica o somatório

em i.
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Definição 2.3 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno < , >p

no espaço tangente TpM, que varia diferencialmente no seguinte sentido: se ϕ : U ⊂
R

n → M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com ϕ(x1, ...,xn) = q ∈
ϕ(U) e ∂

∂xi (q) = dx(0, ...,1, ...,0) então
〈

∂
∂xi (q),

∂
∂x j (q)

〉

p
= gi j(x

1, ...,xn) é uma função

diferenciável em U.

Esta definição não depende da escolha do sistema de coordenadas. Definiremos agora a

noção de derivação de campos de vetores com certas propriedades.

Definição 2.4 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M)→ X (M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇ f X+gY Z = f ∇X Z +g∇Y Z,

ii) ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇X Z,

iii) ∇X( fY ) = f ∇XY +X( f )Y,

onde X ,Y,Z ∈ X (M) e f ,g ∈ D(M).

Escolhendo um sistema de coordenadas (x1, ...,xn) em torno de p ∈ M e escre-

vendo

X = uiXi, Y = v jX j

onde Xi =
∂

∂xi temos que

∇XY = uiv j∇Xi
X j +uiXi(v

j)X j.

Fazendo ∇Xi
X j = Γk

i jXk obtemos

∇XY =
(

uiv jΓk
i j +X(vk)

)

Xk.

Definição 2.5 Dizemos que uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana é compatí-

vel com a métrica se

X < Y,Z >=< ∇XY,Z >+< Y,∇X Z >, ∀ X ,Y,Z ∈ X (M).

As funções diferenciáveis Γk
i j(x) são chamadas os símbolos de Christoffel. Podemos

observar então que basta definir os símbolos de Christoffel para termos a conexão. Quando
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desejamos que a conexão seja simétrica, isto é, Γk
i j = Γk

ji e que também seja compatível

com a métrica então os símbolos de Christoffel são dados pela expressão

Γm
i j =

1
2 ∑

k

{

∂

∂xi
g jk +

∂

∂x j
gki −

∂

∂xk

gi j

}

gkm,

onde gkm são os elementos da matriz inversa [gkm]
−1. Dizemos então que ∇ em (M,g) é a

conexão Riemanniana.

Definição 2.6 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência

que associa a cada par X ,Y ∈ X (M) uma aplicação R(X ,Y ) : X (M)→ X (M) dada por

R(X ,Y )Z = ∇Y ∇X Z −∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z, Z ∈ X (M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Observe que se M = R
n, então R(X ,Y )Z = 0 para todo X ,Y,Z ∈ X (M), pois se

indicarmos por Z = (u1, ...,un) as componentes do campo Z nas coordenadas naturais de

R
n teremos que

∇X Z = (Xu1, ...,Xun),

donde

∇Y ∇X Z = (Y Xu1, ...,YXun),

o que implica que

R(X ,Y )Z = ∇Y ∇X Z −∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z = 0.

Podemos portanto pensar em R como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser

Euclidiana.

Vamos escrever a curvatura em um sistema de coordenadas (U,ϕ), em que M é

uma variedade de dimensão 2 e sejam X ,Y,Z ∈ X (M). Escrevemos

X = u1X1 +u2X2, Y = v1X1 + v2X2, Z = w1X1 +w2X2.

Usando as propriedades de linearidade da conexão temos

R(X ,Y )Z = R(u1X1 +u2X2,Y )Z

= u1R(X1,Y )Z +u2R(X2,Y )Z

= u1R(X1,v1X1 + v2X2)Z +u2R(X2,v1X1 + v2X2)Z

= u1v1R(X1,X1)Z +u1v2R(X1,X2)Z +u2v1R(X2,X1)Z +u2v2R(X2,X2)Z
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R(X ,Y )Z = u1v1R(X1,X1)(w1X1 +w2X2)+u1v2R(X1,X2)(w1X1 +w2X2)

+u2v1R(X2,X1)(w1X1 +w2X2)+u2v2R(X2,X2)(w1X1 +w2X2)

e

R(X ,Y )Z = u1v1w1R(X1,X1)X1 +u1v1w2R(X1,X1)X2 +u1v2w1R(X1,X2)X1

+u1v2w2R(X1,X2)X2 +u2v1w1R(X2,X1)X1 +u2v1w2R(X2,X1)X2

+u2v2w1R(X2,X2)X1 +u2v2w2R(X2,X2)X2.

Fazendo

R(Xi,X j)Xk = ∑
l

Rl
i jkXl

obtemos que

R(X ,Y )Z = u1v1w1 ∑
l

Rl
111Xl +u1v1w2 ∑

l

Rl
112Xl +u1v2w1 ∑

l

Rl
121Xl

+u1v2w2 ∑
l

Rl
122Xl +u2v1w1 ∑

l

Rl
211Xl +u2v1w2 ∑

l

Rl
212Xl

+u2v2w1 ∑
l

Rl
221Xl +u2v2w2 ∑

l

Rl
222Xl.

o que nos dá

R(X ,Y )Z = ∑
i jk

uiv jwk ∑
l

Rl
i jkXl,

assim obtemos

R(X ,Y )Z = ∑
i jkl

Rl
i jkuiv jwkXl,

onde Rl
i jk são as componentes da curvatura R em (U,x).

Agora vamos obter Rl
i jk em termos dos coeficientes Γk

i j. Temos por definição que

R(Xi,X j)Xk = ∇X j
∇Xi

Xk −∇Xi
∇X j

Xk

= ∇X j

(

∑
l

Γl
ikXl

)

−∇Xi

(

∑
l

Γl
jkXl

)

=

(

∑
l

Γl
ik∇X j

Xl +∑
l

∂

∂x j
Γl

ikXl

)

−
(

∑
l

Γl
jk∇Xi

Xl +∑
l

∂

∂xi
Γl

jkXl

)

=

(

∑
l

Γl
ik ∑

s

Γs
jlXs +∑

l

∂

∂x j
Γl

ikXl

)

−
(

∑
l

Γl
jk ∑

s

Γs
ilXs +∑

l

∂

∂xi
Γl

jkXl

)
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sendo

R(Xi,X j)Xk = ∑
l

Rl
i jkXl

então

∑
l

Rl
i jkXl =

(

∑
l

Γl
ik ∑

s

Γs
jlXs +∑

l

∂

∂x j
Γl

ikXl

)

−
(

∑
l

Γl
jk ∑

s

Γs
ilXs +∑

l

∂

∂xi
Γl

jkXl

)

.

Fazendo o produto escalar com X1, X2 obtemos

R1
i jkg11 +R2

i jkg21 = g11

[

∑
l

(

Γl
ikΓ1

jl −Γl
jkΓ1

il

)

+
∂

∂x j
Γ1

ik −
∂

∂xi
Γ1

jk

]

+g21

[

∑
l

(

Γl
ikΓ2

jl −Γl
jkΓ2

il

)

+
∂

∂x j
Γ2

ik −
∂

∂xi
Γ2

jk

]

R1
i jkg12 +R2

i jkg22 = g12

[

∑
l

(

Γl
ikΓ1

jl −Γl
jkΓ1

il

)

+
∂

∂x j
Γ1

ik −
∂

∂xi
Γ1

jk

]

+g22

[

∑
l

(

Γl
ikΓ2

jl −Γl
jkΓ2

il

)

+
∂

∂x j
Γ2

ik −
∂

∂xi
Γ2

jk

]

isso nos dá que as componentes Rs
i jk da curvatura R no sistema de coordenadas (U,ϕ) são

dadas por

Rs
i jk = ∑

l

(

Γl
ikΓs

jl −Γl
jkΓs

il

)

+
∂

∂x j
Γs

ik −
∂

∂xi
Γs

jk.

A partir da definição de curvatura obtemos a noção de curvatura seccional de uma

variedade Riemanniana que generaliza a noção de curvatura Gaussiana das superfícies. Na

verdade Riemann introduziu o noção de curvatura de uma maneira bastante geométrica

mas a formulação que usaremos é por motivos técnicos para demonstração de teoremas.

Definição 2.7 Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional σ ⊂ TpM tal que

{x,y} é uma base qualquer de σ, a curvatura seccional de σ em p é definida por

K(x,y) =
< R(x,y)x,y >

√

|x|2|y|2−< x,y >2
.

A curvatura seccional K(x,y) não depende da escolha dos vetores x,y ∈ σ.

Definição 2.8 Dada uma variedade Riemanniana M e seja v = zn um vetor unitário em

TpM onde p ∈ M e tomemos um base ortonormal {z1,z2, ...,zn−1} do hiperplano de TpM
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ortogonal à v. A curvatura de Ricci na direção de v é dada por

Ricp(v) =
1

n−1 ∑
i

< R(v,zi)v,zi >, i = 1,2, ...,n−1.

Escolhendo v ∈ TpM unitário e uma base ortonormal {z1, ...,zn−1,zn = v} para

TpM o Tensor de Ricci é uma forma bilinear em TpM definida por

Ric(v,y) =
1

n−1 ∑
j

< R(v,z j)y,z j > .

Dada uma variedade diferenciável M de dimensão n denotamos por T M o fibrado

tangente de M. Cada elemento de T M é da forma (x,y) em que x ∈ M e y ∈ TxM. A

projeção natural π : T M → M é dada por π(x,y) = x. O fibrado tangente é uma variedade

de dimensão 2n.

Definição 2.9 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Uma função F = F(y) em

V é chamada uma norma de Minkowski se tem as seguintes propriedades:

1. F(y)≥ 0 para todo y ∈V , e F(y) = 0 se, e somente se, y = 0;

2. F(λy) = λF(y) para qualquer y ∈V e λ > 0;

3. F é de classe C∞ em V\{0} tal que para qualquer y ∈ V , a forma bilinear simétrica

gy em V é um produto interno dado por

gy(u,v) :=
1
2

∂2

∂s∂t
[F2(y+ su+ tv)]s=t=0.

O Produto interno gy é chamado forma fundamental na direção de y. O par (V,F)

é chamado Espaço de Minkowski.

Definição 2.10 Uma função H : Rn → R é positiva homogênea de grau r se para todo

λ > 0 e y ∈ R
n tem-se H(λy) = λrH(y).

O Teorema de Euler para funções homogêneas será uma ferramenta bastante utilizada no

decorrer do trabalho.

Teorema 2.11 Seja H : R→R uma função diferenciável. Então H é positiva homogênea

de grau r se, e somente se, yiHyi(y) = rH(y), onde Hyi = ∂H
∂yi ,y = (y1, ...,yn).

Prova. Suponha que H satisfaz H(λy) = λrH(y) para todo λ positivo. Fixando y e

derivando em relação ao parâmetro λ temos

yiHyi(y) = rλr−1H(y).
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Tomando λ = 1 obtemos yiHyi(y) = rH(y).

Reciprocamente, suponhamos que yiHyi(y) = rH(y). Fixando y e consideremos a função

H(λy) com λ > 0. Pela regra da cadeia, temos que

d

dλ
H(λy) = yiHyi(λy) =

1
λ
(λy)iHyi(λy) =

r

λ
H(λy),

o que nos dá a EDO
d

dλ
H(λy)− r

λ
H(λy) = 0.

Considere a solução da EDO H(λy) = Cλr onde C é uma constante que depende de y

fixado. Tomando λ = 1 temos que C = H(y). Então

H(λy) =Cλr = λrH(y).

�

2.2 Derivada de Lie

Consideremos o teorema de existência e unicidade de soluções de equações

diferenciais.

Teorema 2.12 Se X é um campo C∞ numa variedade M e p ∈ M então existem um aberto

U ⊂ M, p ∈U, um número ε > 0, e uma aplicação ϕ;(−ε,ε)×U → M tais que a curva

t 7→ ϕ(t, p) , t ∈ (−ε,ε) é a única trajetória de X que no instante t = 0 passa pelo ponto

p para todo p ∈U. A aplicação ϕt(p) = ϕ(t, p) é chamada o fluxo de X em U.

Fixando t com |t| < ε, a aplicação ϕt define um difeomorfismo de U em ϕ(U) e

ϕt ◦ϕs = ϕt+s. Assim, o campo X gera um grupo G de difeomorfismos ϕt chamado de

grupo local a 1 parâmetro de difeomorfismos. Considerando o conjunto das isometrias em

M que gera um subgrupo de G chamado grupo a 1 parâmetro de isometrias.

Definição 2.13 Se ϕ : M → N é um difeomorfismo entre variedades diferenciáveis e X é

um campo de vetores em M definimos o campo de vetores Y = ϕ∗X em N por

ϕ∗X := Y (p) = dϕ(X(ϕ−1(p))).

Definição 2.14 Seja X um campo de vetores em M, dizemos então que X é um campo de

Killing se para todo t0 ∈ (−ε,ε) a aplicação ϕt0 : U → M é uma isometria.
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Sejam M,N variedades diferenciáveis e considere ϕ : M → N uma aplicação

diferenciável e ω = ωidzi uma 1-forma em N, definimos a pull back

ϕ∗ω := ωi(ϕ(x))
∂zi

∂xk
dxk. (2-1)

Analogamente, para h = hi jdzi ⊗dz j em T ∗M⊗T ∗M

ϕ∗h = hi j
∂zi

∂xk

∂z j

∂xℓ
dxk ⊗dxℓ. (2-2)

Para uma função f : M → R,

ϕ∗ f = f ◦ϕ. (2-3)

Se ϕ : M → N é um difeomorfismo e Y é um campo de vetores em N colocamos

ϕ∗Y := (ϕ−1)∗Y (2-4)

Definição 2.15 Sejam X um campo de vetores com um grupo de difeomorfismos locais a

1 parâmetro ϕt , e S um tensor em M. A derivada de Lie de S na direção de X é definida

como

LX S :=
d

dt
(ϕ∗

t S)|t=0.

Teorema 2.16

i) Seja f : M → R uma função diferenciável. Então

LX f = d f (X) = X( f ).

ii) Seja Y campo de vetores em M. Então

LXY = [X ,Y ].

iii) Seja ω = ω jdx j uma 1-forma em M. Então para X = X i ∂
∂xi

LX ω =

(

∂ω j

∂xi
X i +

∂X i

∂x j
ωi

)

dx j.

Prova.

i)

LX f =
d

dt
(ϕ∗

t f )|t=0 =
d

dt
( f ◦ϕt)|t=0 = d f ◦X =

∂ f

∂xi
X i = X( f )
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ii) Y = Y i ∂
∂xi

LXY =
d

dt
(ϕ∗

t Y )|t=0 =
d

dt
((ϕt)∗Y )|t=0

=
d

dt

(

Y i(ϕt)
∂ϕ

j
−t

∂xi

∂

∂x j

)

|t=0

=
∂Y i

∂xk
Xkδ

j
i

∂

∂x j
+Y i

(

−∂X j

∂xi

)

∂

∂x j
,

sendo ϕ0 = id e d
dt
(ϕ−t)|t=0 =−X

LXY =

(

Xk ∂Y

∂xk
−Y k ∂X j

∂xk

)

∂

∂x j

= [X ,Y ].

iii)

LX ω =
d

dt
(ϕ∗

t )|t=0

=
d

dt

(

ω j(ϕt)
∂ϕ

j
t

∂xk
dxk

)

|t=0

=
∂ω j

∂xi
X iδ

j
kdxk +ω j

∂X j

∂xk
dxk,

sendo ϕ0 = id e d
dt
(ϕt)|t=0 = X

LX ω =

(

∂ω j

∂xi
X i +

∂X i

∂x j
ωi

)

dx j.

�

A derivada de Lie para um tensor arbitrário pode ser calculada. Por exemplo, se h =

hi j(x)dxi ⊗dx j, seja x = ϕt(z) ∈ M e escrevemos

ϕt(z) = (ϕ1
t (z), ...,ϕ

n
t (z)).

Teremos que

ϕ∗
t h = hi j(ϕt(z))

∂ϕi
t

∂zk
(z)

∂ϕ
j
t

∂zℓ
(z)dzk ⊗dzℓ.

Sendo

LX h =
d

dt
(ϕ∗

t h)|t=0,
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então segue da regra da cadeia e do produto que

d

dt
(ϕ∗

t h)|t=0 =

[

∂hi j

∂xs
(ϕt(z))

∂ϕs
t

∂t
(z)

∂ϕi
t

∂zk
(z)

∂ϕ
j
t

∂zℓ

]

t=0

dzk ⊗dzℓ

+hi j(ϕt(z))

[

∂

∂t

(

∂ϕi
t

∂zk
(z)

)

· ∂ϕ
j
t

∂zℓ
(z)+

∂ϕi
t

∂zk
(z) · ∂

∂t

(

∂ϕ
j
t

∂zℓ
(z)

)]

t=0

dzk ⊗dzℓ

=

[

∂hi j

∂xs
(ϕt(z))X

s(z)
∂ϕi

t

∂zk
(z)

∂ϕ
j
t

∂zℓ

]

t=0

dzk ⊗dzℓ

+hi j(ϕt(z))

[

∂

∂zk

(

∂ϕi
t

∂t
(z)

)

· ∂ϕ
j
t

∂zℓ
(z)+

∂ϕi
t

∂zk
(z) · ∂

∂zℓ

(

∂ϕ
j
t

∂t
(z)

)]

t=0

dzk ⊗dzℓ

=

[

∂hi j

∂xs
X s ∂ϕi

t

∂zk

∂ϕ
j
t

∂zℓ
+hi j

(

∂X i

∂zk

∂ϕ
j
t

∂zℓ
+

∂ϕi
t

∂zk

∂X j

∂zℓ

)]

t=0

dzk ⊗dzℓ.

Como ϕ0 = id então quando k = i e l = j tem-se

d

dt
(ϕ∗

t h)|t=0 =
∂hi j

∂xs
X sdzi ⊗dz j +hi j

∂X i

∂zk
dzk ⊗dz j +hi j

∂X j

∂zl
dzi ⊗dzℓ.

Fazendo uma mudança nos índices escrevemos

LX h =

(

∂hi j

∂xk
Xk +hk j

∂Xk

∂zi
+hik

∂Xk

∂x j

)

dzi ⊗dz j.

O teorema seguinte nos dá uma caracterização de campos de Killing.

Teorema 2.17 Seja M uma variedade Riemanniana com uma métrica g = gi jdxi ⊗ dx j.

Então X ∈ X (M) é um campo de Killing se, e somente se,

LX g = 0. (2-5)

Prova. De (2−5)
d

dt
(ϕ∗

t g)|t=0 = 0. (2-6)

Como a igualdade (2−6) é para todo ponto x ∈ M obtemos que

ϕ∗
t g = g,∀t ∈ I.

Portanto, os difeomorfismos ϕt são isometrias. Reciprocamente, se ϕt são isometrias

então vale a igualdade (2−6), e portanto (2−5). �
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2.3 Espaços de Finsler

Na geometria de Finsler definimos o comprimento L(γ) de uma curva

γ : t 7→ (x1(t), ...,xn(t)), a ≤ t ≤ b, diferenciável em uma variedade M de dimensão n

por

L(γ) =
∫ b

a
F

(

x1(t), ...,xn(t),
dx1

dt
, ...,

dxn

dt

)

dt,

onde F : T M → [0,∞) é uma função não negativa diferenciável em T M\0. Isto deve

ser feito de tal modo que o comprimento não dependa da parametrização e uma condição

suficiente para que isso aconteça é que para todo λ> 0 se tenha F(x,λy) = λF(x,y). Desta

forma, se β(s) é uma reparametrização qualquer de γ(t), então existe um difeomorfismo

ϕ : [c,d]→ [a,b], com ϕ(s) = t,ϕ(c) = a,ϕ(d) = b tal que β = γ◦ϕ. Então

L(β) =
∫ d

c
F(β(s),β′(s))ds =

∫ d

c
F(γ(ϕ(s)),ϕ′(s)γ′(ϕ(s)))ds

=
∫ d

c
ϕ′(s)F(γ(ϕ(s)),γ′(ϕ(s)))ds =

∫ b

a
F(γ(t),γ′(t))dt = L(γ).

Outra condição que impomos sobre a função F é que em um sistema de coordenadas

locais a matriz

gi j(x,y) =

[

1
2

F2
]

yiy j

seja positiva definida em todo ponto de T M\0.

Sobre essas condições podemos observar que para cada ponto x ∈M fixo Fx(y) =

F(x,y) é uma norma de Minkowski em TxM.

Definição 2.18 Seja Mn uma variedade diferenciável. A função F : T M → [0,∞) é

estrutura de Finsler se

1 (regularidade) F é C∞ em T M\0

2 (homogeneidade positiva) F(x,λy) = λF(x,y) para quaisquer λ > 0 e (x,y) ∈ T M

3 (convexidade forte) Em um sistema de coordenadas, y = yi ∂
∂xi

∈ TxM a matriz Hessiana

n×n

gi j(x,y) =

[

1
2

F2
]

yiy j

é positiva definida em T M\0.

Uma variedade M com uma estrutura de Finsler é chamada de variedade de Finsler ou

espaço de Finsler e será denotado por (M,F).

A matriz gi j(x,y) da definição é conhecida como o tensor fundamental e tem um sig-

nificado geométrico. Como essa matriz depende de x ∈ M e y ∈ TxM , para cada ponto
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(x,y) ∈ T M\0 temos um produto interno em TxM na direção de y dado por

g := gi j(x,y)dxi ⊗dx j. (2-7)

Exemplo 2.19 (Variedade Riemanniana) Seja Mn uma variedade C∞. Uma métrica

Riemanniana em M é uma família {〈 ,〉x},x ∈ M de produto interno em cada espaço

TxM tal que as funções

ai j(x) =

〈

∂

∂xi
,

∂

∂x j

〉

x

são diferenciáveis.

Em um sistema de coordenadas (ϕ,U), sejam

u = ui ∂

∂xi
, v = v j ∂

∂x j
,

então

〈u,v〉x = uiv j

〈

∂

∂xi
,

∂

∂x j

〉

x

= ai j(x)u
iv j.

Podemos escrever também na forma

〈u,v〉x = ai j(x)dxi ⊗dx j(u,v).

Através do produto interno 〈 ,〉x , onde x ∈ M, definimos uma estrutura de Finsler F em

T M para todo y = yi ∂
∂xi

∈ TxM dada por

F(x,y) =
√

〈y,y〉x =
√

ai j(x)yiy j.

A função F é de fato uma estrutura de Finsler pois, para todo λ > 0 tem-se

F(x,λy) =
√

〈λy,λy〉x =
√

λ2 〈y,y〉x = λ
√

〈y,y〉x = λF(x,y).

Além disso, a matriz

gi j(x,y) =

[

1
2

F2
]

yiy j

=

[

1
2

ai j(x)y
iy j

]

yiy j

= ai j(x)

é positiva definida. Observe que a matriz não depende de y ∈ TxM, o produto interno

depende apenas do ponto x ∈ M.

De maneira mais geral, como no Exemplo 2.19 quando temos uma família de

produtos interno gi j(x,y) em cada espaço tangente TxM, dependendo diferencialmente de

x e um vetor não nulo y ∈ TxM, invariante pela aplicação y 7→ λy, para λ > 0 e tal que
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(gi j)yk é totalmente simétrica em i, j e k podemos definir uma estrutura de Finsler dada

por

F(x,y) :=
√

gpq(x,y)ypyq.

Exemplo 2.20 Seja M = R
4 e para a > 0 definimos uma métrica ga = gi j(x)y

iy j em M

dada por

(gi j) =













B−A(x2)2 Ax1x2 −Ax2x4 Ax2x3

Ax1x2 B−A(x1)2 Ax1x4 −Ax1x3

−Ax2x4 Ax1x4 B−A(x4)2 Ax3x4

Ax2x3 −Ax1x3 Ax3x4 B−A(x3)2













, (2-8)

onde

B = B(x) = a|x|2 +1 A = A(x) = a

(

1+
1
B

)

.

A métrica ga é uma métrica Riemanniana chamada métrica de Hawking Taub-NUT.

Observe que se a = 0 a matriz da métrica g0 é a matriz identidade.

Exemplo 2.21 (Espaço de Randers) Seja Mn uma variedade n dimensional, um espaço

de Randers é uma estrutura de Finsler F em T M da forma

F(x,y) = α(x,y)+β(x,y),

onde

α(x,y) =
√

ai j(x)yiy j,

β(x,y) = bi(x)y
i.

Os elementos ai j(x) são as componentes da métrica Riemanniana α e bi(x) as compo-

nentes da 1-forma β nas quais estão definidas em M. Se β(x,y) = 0 temos que F é uma

métrica Riemanniana. Sendo β(x,y) linear em y, não é possível obter um sinal fixo. As-

sim para que F seja positiva em T M\0 as componentes bi(x) devem ser controladas, então

uma condição suficiente para que F(x,y)> 0 é que a norma dual com respeito à α seja

||β||∗α =
√

ai jbib j < 1,

onde a matriz (ai j) = (ai j)
−1. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

±β ≤ |β|= |biy
i| ≤ ||b||||y||< 1 ·

√

ai jyiy j = α.
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Portanto, as condições da Definição 2.18 são satisfeitas. Vamos agora determinar os

elementos da matriz

gi j =

[

1
2

F2
]

yiy j

= [FFyi ]y j = FFyiy j +FyiFy j ,

F(x,y) =
√

ai j(x)yiy j +bi(x)y
i,

então

Fyi =
ai jy

j

√

ai jyiy j
+bi =

ai jy
i

α
+bi (2-9)

Derivando 2−9 em relação a y j obtemos

Fyiy j =
ai jα−ai jy

j[α]y j

α2 =
ai jα

2 −ai jy
j ·ai jy

i

α3 ,

e consequentemente

FFyiy j =
F

α

{

ai j −
ai jy

j ·ai jy
i

α2

}

.

Portanto,

gi j =
F

α

(

ai j −
ai jy

i

α

ai jy
j

α

)

+

(

ai jy
i

α
+bi

)(

ai jy
j

α
+b j

)

. (2-10)

No caso em que α(x,y) é Euclidiana obtemos

gi j =
F

α

(

ai j −
yi

α

y j

α

)

+

(

yi

α
+bi

)(

y j

α
+b j

)

, (2-11)

Exemplo 2.22 Seja M = R
2 e considere A = (0,0), B = (0,1) e C = (1,0) no espaço de

Randers especial no qual α é a métrica Euclidiana, e β tem componentes bk constantes,

b1 = 1/2 e b2 = 0 e

F(x,y) =
√

y2
1 + y2

2 +
1
2
· y1 +0 · y2,

onde x = (x1,x2) ∈ M = R
2 e y = (y1,y2) é o vetor tangente à M em x. Vamos calcular o

comprimento dos lados do triângulo ABC.

Primeiramente observe que

||β||∗α =
√

ai jbib j =
1
2
< 1.

Parametrizando o lado AB, x(t) = (0, t), onde t ∈ [0,1] logo y(t) = (y1,y2) = (0,1). Segue
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que

F(x(t),y(t)) =
√

02 +12 +
1
2
·0+0 ·1 = 1,

então o comprimento é dado por

∫ 1

0
F(t)dt =

∫ 1

0
dt = 1.

Para o segmento AC fazemos x(t) = (t,0), t ∈ [0,1], então y(t) = (1,0) e

F(t) = F(x(t),y(t)) =
3
2
,

assim o comprimento é ∫ 1

0
F(t)dt =

∫ 1

0

3
2

dt =
3
2
.

Agora, parametrizamos o segmento CB por x(t) = (1− t, t), t ∈ [0,1], então y(t) = (−1,1)

e segue que ∫ 1

0
F(t)dt =

∫ 1

0

√
2− 1

2
dt =

√
2− 1

2
.

Pelo Teorema de Euler podemos observar que sendo gi j(x,y) =
[

1
2F2

]

yiy j , então

F2(x,y) = gi j(x,y)y
iy j,

e a convexidade forte implica que F deve ser positiva para todo y 6= 0. A recíproca,

entretanto, é falsa, a positividade de F não implica na convexidade forte.

Exemplo 2.23 Seja

F(x1,x2,y1,y2) = ((y1)2 +(y2)2)1/4.

Temos que F(x,y)> 0 para todo y 6= 0, portanto para y = (0,y2) teremos

gi j(x,y) =

(

1 0

0 0

)

,

na qual não é positiva definida.

Além disso, concluímos também da expressão (2−7) que F(x,y)2 = g(y,y), isto

é, a norma de Finsler do vetor y ∈ TxM.

2.4 Problema Navegacional de Zermelo

Em 1931 Zermelo estudou o seguinte problema. Suponha que um navio

navega sobre o mar e um vento se aproxima. Como o capitão deve conduzir este navio, a

fim de chegar a um determinado destino no menor tempo possível ?
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Este problema foi resolvido por Zermelo para o caso em que esse mar é um

plano Euclidiano e D. Bao, C. Robles e Z. Shen no caso em que o mar é uma variedade

Riemanniana (M,g) sob a hipótese em que o vento W é um brisa leve, isto é, g(W,W )< 1

e não depende do tempo. Neste caso em que a brisa W não depende do tempo, eles

descobriram que o caminho minimizando o tempo de viagem são exatamente geodésicas

de uma métrica de Randers. O Problema Navegacional de Zermelo é um método eficiente

de estudar métricas de Randers com certas propriedades geométricas.

Considere uma variedade diferenciável M com uma métrica Riemanniana g =

gi j(x)y
iy j. Suponhamos que o navio deve se mover de um ponto p ∈ M para outro ponto

q ∈ M através de uma força interna (motor) Vx, e existe uma outra força externa (brisa)

dada por um campo de vetores W = W i ∂
∂xi em TxM tal que g(Wx,Wx) = ||W ||x < 1. O

problema consiste em determinar uma curva na qual o navio leva o menor tempo para se

deslocar de um ponto a outro. Vamos considerar que

||V ||x = ||T −W ||x = 1. (2-12)

Assim, o navio deve fazer uma trajetória através da força resultante

Tx =Vx +Wx.

Devemos então controlar esta resultante multiplicando-a por um escalar F e assim

obtendo uma nova resultante

y = F ·Tx.

Substituindo em (2−12) obtemos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y

F
−W

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
= 1

o que nos dá ||y−F ·W ||x = F , o que é equivalente a resolver a equação

F(x,y) =
√

g(x,y−F(x,y)Wx). (2-13)

Para resover a equação (2−13) podemos reescrevê-la na forma

F2 = 〈y−FW,y−FW 〉x.

Assim, obtemos uma equação de segundo grau em F dada por

aF2 +bF + c = 0,
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onde

a = 1−〈W,W 〉, b = 2〈y,W 〉, c =−〈y,y〉.

Temos então que

F =
−〈y,W 〉+

√

〈y,W 〉2 −〈W,W 〉〈y,y〉+ 〈y,y〉
1−〈W,W 〉 .

Fazemos F = α+β onde

α =

√

〈y,W 〉2 −〈W,W 〉〈y,y〉+ 〈y,y〉
1−〈W,W 〉 , β =

−〈y,W 〉
1−〈W,W 〉 .

Desta forma,

α(x,y) =

√

(gi jyiW j)2 −gi jW iW jgi jyiy j +gi jyiy j

1−gi jW iW j
.

Sejam Wi = gi j(x,y)W
j e λ = 1−WiW

i, então

α =

√

(Wiyi)2 +gi jλyiy j

λ

=

√

WiW j

λ2 yiy j +
gi j

λ
yiy j,

temos também que

β(x,y) =
−〈y,W 〉

1−〈W,W 〉 =−Wi

λ
yi.

Assim, obtemos α(x,y) =
√

ai j(x)yiy j e β(x,y) = bi(x)y
i, onde

ai j =
gi j

λ
+

WiW j

λ2 , b j =−W j

λ
, (2-14)

e Wi = gi jW
j e λ = 1−WiW

i. Observe que usando ai j = λ(gi j −W iW j) e bi = −λW i,

temos que

||β||∗α =
√

ai jbib j = gi jW
iW j = ||W ||< 1. (2-15)

Portanto, F = α+β é uma métrica de Randers. Observamos que na ausência da brisa, isto

é, quando W = 0 temos que F coincide com a métrica Riemanniana g.



CAPÍTULO 3
Spray e Geodésicas

Considere o sistema de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem

homogêneo num conjunto aberto U ⊂ R
n dado por

d2xi

dt2 +2Gi

(

x,
dx

dt

)

= 0, (3-1)

onde Gi’s satisfazem

Gi(x,λy) = λ2Gi(x,y), λ > 0. (3-2)

Observe que pela homogenidade de Gi(x,y), qualquer solução x(t) = (x1(t), ...,xn(t)) da

equação (3−1) tem a seguinte propriedade: para todo λ > 0, x̃(t) = x(λt) é também uma

solução da equação (3−1).

Seja G um campo de vetores em U ×R
n dado por

G(x,y) = yi ∂

∂xi
−2Gi(x,y)

∂

∂yi
,

onde (xi,yi) é um sistema de coordenadas em U×R
n. O campo G é chamado spray em U.

Uma curva x(t) é solução da equação (3−1) se, e somente se, o seu levantamento

x(t) =

(

x(t),
dx

dt
(t)

)

é uma curva integral de G em U ×R
n.

Quando tivermos uma métrica de Finsler F definida em U , e até mesmo em

uma variedade M como será visto mais adiante, o sistema de equações diferenciais de

segunda ordem (3−1) é obtido do problema variacional de minimizar comprimento de

curvas e também obtemos uma fórmula explícita para os coeficientes geodésicos.
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Seja U aberto em R
n. Considere a função L = L(x,y) em U ×R

n satisfazendo:

i) L é C∞ em U ×{Rn\0}
ii) L é homogênea de grau 2, isto é

L(x,λy) = λ2L(x,y), λ > 0

iii) Para todo y 6= 0, a matriz

gi j(x,y) =
1
2

Lyiy j

é não degenerada.

Por definição L é uma métrica de Finsler em U e podemos observar que L(x,y) = F2(x,y).

Considere x(t) uma curva diferenciável em U que satisfaz o seguinte problema

variacional

E(x) =
∫

L(x(t),x′(t))dt = extremo,

isto é, a curva x(t) é um ponto crítico do potencial energia.

Utilizando a equação de Euler-Lagrange obtemos o sistema

Lxi − d

dt
[Lyi] = 0 (3-3)

Observe que:
d

dt
[Lyi] = Lyixk · yk +Lyiy j

d2x j

dt2 = Lyixkyk +2gi j
d2x j

dt2 .

A equação (3−3) fica

Lxi −Lyixkyk −2gi j
d2x j

dt2 = 0. (3-4)

Seja [gi j] = [gi j]
−1, colocando −2gi j em evidência na equação (3−4) temos que

−2gi j

{

−1
2

gi jLxi +
1
2

gi jLyixkyk +
d2x j

dt2

}

= 0.

Fazendo

2G j =
g jl

2

{

Lylxkyk −Lxl

}

, (3-5)

obtemos

−2gi j

{

2G j +
d2x j

dt2

}

= 0.
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Concluímos então que a curva x(t) satisfaz o sistema

2G j +
d2x j

dt2 = 0,

e por (3−5) os coeficientes G j’s são dados explicitamente por

G j =
g jl

4

{

Lylxkyk −Lxl

}

,

ou

G j =
1
4

g jl{[F2]ylxkyk − [F2]xl
}.

Exemplo 3.1 Se F(x,y) =
√

gi j(x)yiy j é uma métrica Riemanniana a expressão dos

coeficientes geodésicos é dada por

Gi(x,y) =
1
4

gil(x)

{

2
∂g jl

∂xk
(x)− ∂g jk

∂xl
(x)

}

y jyk,

onde (gi j(x)) := (gi j(x))
−1.

Consideramos o caso em que a dimensão é 2 e então escrevemos

F2(x,y) = g11(x)y
1y1 +2g12(x)y

1y2 +g22(x)y
2y2.

Temos que

[F2]x1(x,y) =
∂g11

∂x1 (x)y1y1 +2
∂g12

∂x1 (x)y1y2 +
∂g22

∂x1 (x)y2y2

[F2]x2(x,y) =
∂g11

∂x2 (x)y1y1 +2
∂g12

∂x2 (x)y1y2 +
∂g22

∂x2 (x)y2y2

[F2]x1y1(x,y) = 2
∂g11

∂x1 (x)y1 +2
∂g12

∂x1 (x)y2 [F2]x1y2 = 2
∂g12

∂x1 (x)y1 +2
∂g22

∂x1 (x)y2

[F2]x2y1(x,y) = 2
∂g11

∂x2 (x)y1 +2
∂g12

∂x2 (x)y2 [F2]x2y2 = 2
∂g12

∂x2 (x)y1 +2
∂g22

∂x2 (x)y2.

Sendo

Gi(x,y) =
1
4

gi1{[F2]x1y1y1+[F2]x2y1y2− [F2]x1}+ 1
4

gi2{[F2]x1y2y1+[F2]x2y2y2− [F2]x2},
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então

Gi(x,y) =
1
4

gi1
{

2
∂g11

∂x1 (x)y1y1 +2
∂g21

∂x1 (x)y1y2 +2
∂g11

∂x2 (x)y1y2 +2
∂g21

∂x2 (x)y2y2

−∂g11

∂x1 (x)y1y1 −2
∂g12

∂x1 (x)y1y2 − ∂g22

∂x1 (x)y2y2
}

+
1
4

gi2
{

2
∂g12

∂x1 (x)y1y1 +2
∂g22

∂x1 (x)y1y2 +2
∂g12

∂x2 (x)y1y2 +2
∂g22

∂x2 (x)y2y2

−∂g11

∂x2 (x)y1y1 −2
∂g12

∂x2 (x)y1y2 − ∂g22

∂x2 (x)y2y2
}

. (3-6)

Assim, a expressão dos coeficientes geodésicos em termos das derivadas parciais dos

elementos gi j(x) é dada por

Gi(x,y) =
1
4

gil(x)

{

2
∂g jl

∂xk
(x)− ∂g jk

∂xl
(x)

}

y jyk.

Note que da expressão (3−6) temos

∂2Gi

∂y1∂y2 =
1
2

gi1
{∂g21

∂x1 (x)+
∂g11

∂x2 (x)− ∂g12

∂x1 (x)
}

+
1
2

gi2
{∂g22

∂x1 (x)+
∂g12

∂x2 (x)− ∂g12

∂x2 (x)
}

.

Portanto,
∂2Gi

∂y1∂y2 =
1
2

gil
{∂g2l

∂x1 (x)+
∂g1l

∂x2 (x)−
∂g12

∂xl
(x)
}

= Γi
12(x).

Assim, os coeficientes geodésicos de uma métrica Riemanniana estão relacionados com

os símbolos de Christoffel pela expressão

Gi(x,y) =
1
2

Γi
jk(x)y

jyk. (3-7)

Se os coeficientes geodésicos de uma métrica de Finsler são expressos por (3−7), isto é,

são quadráticos em y ∈ TxM, dizemos então que é uma métrica de Berwald.

Agora vamos estender a noção de spray para variedades.

Definição 3.2 Seja Mn uma variedade de dimensão n. Um spray em M é um campo de

vetores G em T M\0 que num sistema de coordenadas locais (xi,yi) em T M é dado por

G(x,y) = yi ∂

∂xi
−2Gi(x,y)

∂

∂yi
,

onde Gi(x,y) são funções locais em T M que satisfazem

Gi(x,λy) = λ2Gi(x,y), λ > 0.
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A curva c(t) = (xi(t),yi(t)) em T M\0 é uma curva integral de G se

ċ(t) = G(x(t),y(t)).

Escrevendo G(x,y) = (yi,−2Gi(x,y)), teremos que as coordenadas da curva integral c(t)

satisfazem

ẋi(t) = yi(t) ẏi(t)+2Gi(x(t),y(t)) = 0. (3-8)

Seja γ(t) = (π◦ c)(t) = (xi(t)), onde π é a projeção π : T M\0 → M, obtemos de

(3−8) que suas coordenadas satisfazem os sistema

ẍi(t)+2Gi(x(t), ẋ(t)) = 0. (3-9)

Reciprocamente se tivermos uma γ = γ(t) em M satisfazendo (3−9), então o seu

levantamento canônico é uma curva integral de G.

Definição 3.3 Uma curva regular γ em M é uma geodésica de G se é a projeção de uma

curva integral de G em T M\0.

Exemplo 3.4 Considere o seguinte spray em R
3

G = u
∂

∂x
+ v

∂

∂y
+w

∂

∂z
−2(xu2 + zw2)

∂

∂v
.

Uma curva c(t) = (x(t),y(t),z(t)) é uma geodésica de G se satisfaz

d2x

dt2 = 0

d2y

dt2 = −2x

(

dx

dt

)2

−2z

(

dz

dt

)2

d2z

dt2 = 0.

Obtemos

c(t) = (a+ut,b+ vt +ϕ(t),c+wt)

onde

ϕ(t) =−1
3
(u3 +w3)t3 − (au2 − cw2)t2.

Exemplo 3.5 Considere o seguinte spray em R
2

G = u
∂

∂x
+ v

∂

∂y
− v

r

√

u2 + v2 ∂

∂u
+

u

r

√

u2 + v2 ∂

∂v

onde r > 0.
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A geodésica c(t) = (x(t),y(t)) de G satisfaz

d2x

dt2 +
1
r

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2
dy

dt
= 0

d2y

dt2 − 1
r

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2
dx

dt
= 0.

Integrando obtemos

dx

dt
=−λsin(

λ

r
t +θ),

dy

dt
=−λcos(

λ

r
t +θ),

onde λ > 0.

Figura 3.1

Integrando dx
dt

e dy
dt

tem-se

x(t) = r cos(
λ

r
t +θ)− r cosθ+ x(0),

y(t) = r sin(
λ

r
t +θ)− r sinθ+ y(0).

Assim as geodésicas de G são círculos de raio r como na figura 3.1.

Um spray G em uma variedade M determina as suas geodésicas. Reciprocamente

uma coleção de curvas parametrizadas com certas propriedades induz um spray.

Seja G uma coleção de curvas parametrizadas γ : (a,b)→ M de classe C∞, com

as seguintes propriedades

(i) (existência) Para todo vetor y ∈ TxM e qualquer t0, existe uma curva γ : (a,b)→ M em

G com t0 ∈ (a,b) e γ′(t0) = y;

(ii) Para quaisquer curvas γ(t),a < t < b e σ(t),c < t < d, se em algum t0 ∈ (a,b) e

t1 ∈ (c,d), γ′(t0) = σ′(t1), então

γ(t0 = t) = σ(t1 + t), t ∈ (a− t0,b− t0)∩ (c− t1,d − t1)
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(iii) (invariância) Para qualquer curva γ : (a,b) → M em G e qualquer t0 ∈ R,λ 6= 0 a

curva

γ̃(t) := γ(λt + t0),
a− t0

λ
< t <

b− t0

λ

está ainda em G .

O par (M,G) é chamado espaço de caminhos.

Figura 3.2: Caminhos.

Para um vetor y ∈ TxM, seja γ : (−ε,ε) → M uma curva em G com γ′(0) = y.

Defina

Gi(y) :=−1
2

d2γi

dt2 (0), (3-10)

onde (γi(t)) são as coordenadas locais da curva γ(t). De (iii) temos que para todo λ > 0 a

curva σ(t) = γ(λt) ∈ G . Assim, σ′(0) = λy portanto

Gi(λy) =−1
2

d2σi

dt2 (0) =−1
2

λ2 d2γi

dt2 (0) = λ2Gi(y).

Qualquer curva c : (a,b)→ M em G satisfaz o sistema

d2ci

dt2 +2Gi

(

dc

dt

)

= 0 (3-11)

Para provar (3−11), fixamos um número t ∈ (a,b) e definimos

γ(s) := c(s+ t), a− t < s < b− t.

Por hipótese, γ ∈ G com
dγ

ds
(0) =

dc

dt
(t).

Temos que
d2γi

ds2 (0) =
d2ci

dt2 (t).



34

Pela definição de Gi em (3−10), obtemos

Gi

(

dc

dt
(t)

)

= Gi

(

dγ

ds
(0)

)

=−1
2

d2γi

ds2 (0) =−1
2

d2ci

dt2 (t).

Isto prova (3−11). Portanto

G := yi ∂

∂xi
−2Gi(y)

∂

∂yi
,

é um spray em M tal que o conjunto de geodésicas de G é G .

Definição 3.6 Uma métrica de Finsler F em um aberto U ⊂R
n é dita projetivamente flat

se todas as geodésicas são segmentos de retas em U.

Podemos observar da expressão (3−9) que uma métrica de Finsler é localmente projeti-

vamente flat se os coeficientes de spray são todos nulos.

Teorema 3.7 Uma métrica Riemanniana é projetivamente flat se, e somente se, tem

curvatura seccional constante.



CAPÍTULO 4
Curvatura Riemanniana

Curvatura Riemanniana é um conceito central em geometria e foi introdu-

zido primeiramente por Riemann em 1854 para métricas Riemannianas. Desde então, a

geometria Riemanniana se tornou um dos ramos mais importantes da matemática mo-

derna. Em 1926, L. Berwald extendeu o conceito de curvatura Riemanniana para métricas

de Finsler.

4.1 Curvatura Riemanniana em espaços de Finsler

A curvatura Riemanniana de um espaço de Finsler é uma família de trans-

formações em espaços tangentes. Pode ser definida através de variações de geodésicas.

Esta aproximação é diferente da aproximação de Riemann e Berwald. Vamos primei-

ramente estender a noção de derivada direcional de campos de vetores em espaços de

Finsler.

Seja (M,F) um espaço de Finsler. Em cada ponto x ∈ M, defina a aplicação

D : TxM×C∞(T M)→ TxM

por

DyU = {dU i(y)+U j(x)Ni
j(y)}

∂

∂xi
|x,

onde y ∈ TxM e U ∈C∞(T M) e Ni
j(y) são funções em T M definidas por

Ni
j(y) =

∂Gi

∂y j
(y).

Observação: Aqui as funções Ni
j dependem de x também.

Dizemos que DyU(x) é a derivada covariante de U em x na direção de y. A

aplicação D tem as seguintes propriedades:
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(a) Dy(U +V ) = DyU +DyV ;

(b) Dy( fU) = d fx(y)U + f (x)DyU ;

(c) DλyU = λDyU, λ > 0.

Além disso, DyU(x) = 0 para y = 0. A família D = {Dy}y∈TxM é chamada conexão de F .

Se D é linear isto é

(d) Dy+vU = DyU +DvU,

então D é chamada uma conexão afim em M.

Considere agora uma geodésica γ(t), a ≤ t ≤ b. Uma aplicação de classe C∞,

H : (−ε,ε)× [a,b]→ M é chamada uma variação geodésica se

H(0, t) = γ(t),

e para cada s ∈ (−ε,ε), a curva

γs(t) = H(s, t)

é uma geodésica.

Consideremos agora o campo variacional ∂H
∂s
(s, t). Sendo para cada s ∈ (−ε,ε)

γs(t) = H(s, t) uma geodésica temos que

∂2H i

∂t2 +2Gi

(

H,
∂H

∂t

)

= 0. (4-1)

Sejam

T = T i ∂

∂xi
=

∂H

∂t
, U =U i ∂

∂xi
=

∂H

∂s
.

A equação (4−1) fica
∂T i

∂t
+2Gi(T ) = 0. (4-2)

Note que
∂T i

∂s
=

∂

∂s

(

∂H i

∂t

)

=
∂

∂t

(

∂H i

∂s

)

=
∂U i

∂t
.
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Derivando a equação (4−2) com em relação a s

∂

∂s

(

∂T i

∂t
+2Gi(T )

)

=
∂

∂s

∂T i

∂t
+2

∂

∂s
Gi(T ) =

∂

∂t

∂T i

∂s
+2

∂

∂s
Gi(T ) = 0.

Observe que
∂

∂s

[

Gi(T )
]

=Uk ∂Gi

∂xk
(T )+

∂U j

∂t

∂Gi

∂y j
, (4-3)

então
∂

∂s

(

∂T i

∂t
+2Gi(T )

)

=
∂2U i

∂t2 +2Uk ∂Gi

∂xk
(T )+2

∂U j

∂t

∂Gi

∂y j
(T ) = 0,

de onde obtemos
∂2U i

∂t2 =−2Uk ∂Gi

∂xk
(T )−2

∂U j

∂t

∂Gi

∂y j
(T ). (4-4)

Note também que

∂

∂t

[

∂Gi

∂y j
(T )

]

= T k ∂2Gi

∂xk∂y j
(T )+

∂T k

∂t

∂2Gi

∂y j∂yk
(T )

= T k ∂2Gi

∂xk∂y j
(T )−2Gk(T )

∂2Gi

∂y j∂yk
(T ). (4-5)

Por outro lado, temos que

DT DTU = DT

[(

∂U i

∂t
+U j ∂Gi

∂y j
(T )

)

∂

∂xi

]

. (4-6)

Considere DTU =V i ∂
∂xi , onde

V i =
∂U i

∂t
+U j ∂Gi

∂y j
(T ).

Desta forma,

DT DTU = DTV =

[(

∂V i

∂t
+V j ∂Gi

∂y j
(T )

)

∂

∂xi

]

. (4-7)

Temos que
∂V i

∂t
=

∂2U i

∂t2 +
∂U j

∂t

∂Gi

∂y j
(T )+U j ∂

∂t

[

∂Gi

∂y j
(T )

]

.

Substituindo as expressões (4−4) e (4−5) na última igualdade obtemos

∂V i

∂t
=−2Uk ∂Gi

∂xk
− ∂U j

∂t

∂Gi

∂y j
+U jT k ∂2Gi

∂xk∂y j
−2U jGk ∂2Gi

∂y j∂yk
. (4-8)
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Da expressão (4−7) temos que

DT DTU = −Uk

{

2
∂Gi

∂xk
−T j ∂2Gi

∂x j∂yk
+2G j ∂2Gi

∂y j∂yk
− ∂Gi

∂y j

∂G j

∂yk

}

∂

∂xi

= −UkRi
k(T )

∂

∂xi
,

onde

Ri
k(T ) = 2

∂Gi

∂xk
−T j ∂2Gi

∂x j∂yk
+2G j ∂2Gi

∂y j∂yk
− ∂Gi

∂y j

∂G j

∂yk
. (4-9)

Para todo y ∈ TxM\0, defina a transformação linear Ry : TxM → TxM por

Ry(v) = Ri
k(y)v

k ∂

∂xi

∣

∣

∣

x
, v = vk ∂

∂xk
.

Obtemos

DT DTU +RT (U) = 0.

Restringindo a equação acima à curva γ obtemos uma equação para J(t) =U(0, t),

Dγ′Dγ′J+Rγ′(J) = 0.

A família de transformações

R = {Ry : TxM → TxM;y ∈ TxM\0,x ∈ M}

é chamada de Curvatura Riemanniana.

4.2 Curvatura flag

Seja P ⊂ TxM um subespaço de dimensão 2. Para cada vetor y ∈ P\0,

definimos a curvatura flag em TxM por

K(P,y) =
g(Ry(u),u)

g(y,y)g(u,u)−g(y,u)2 ,

onde u ∈ P tal que os vetores y,u geram o subespaço P e g é o produto interno de Finsler

na direção de y dado por g(v,w) = gi j(x,y)dxi ⊗dx j, v,w ∈ TxM.

A curvatura Flag é uma extensão natural da curvatura seccional de variedades

Riemannianas para variedades de Finsler. O Teorema de Beltrami garante que uma

métrica Riemanniana é projetivamente flat se, e somente se, tem curvatura seccional

constante. Por outro lado, existem métricas de Finsler com curvatura flag constante nas

quais não são projetivamente flat.
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Figura 4.1: curvatura flag

Usando as transformações Ri
k obtidas em (4−9) definimos também uma função

escalar Ric : T M\0 → R de homogeneidade Ric(λy) = λ2Ric(y) dada por

Ric(y) =
n

∑
i=1

Ri
i(y).

Uma métrica de Finsler F em uma variedade n-dimensional é chamada de

métrica do tipo Einstein se existe uma função escalar K = K(x) em M tal que

Ric = (n−1)KF2.

O próximo teorema apresenta uma classificação de métricas de Randers do

tipo Einstein em termos do Problema Navegacional de Zermelo, [7].

Teorema 4.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana e F =
√

ai j(x)yiy j + bi(x)y
i a

métrica de Randers obtida como solução do problema navegacional de Zermelo expressa

em (2−14). Então (M,F) é Einstein com Ricci escalar Ric(x) :=(n−1)K(x) se, e somente

se,

i) o campo de vetores W é uma homotetia infinitesimal, isto é, satisfaz a equação de Lie

dada por

Wi: j +W j:i =−σgi j

ii) a métrica Riemanniana g é de Einstein com Ricci escalar (n−1)(K + 1
16σ2).
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Prova. Ver [7]. �

A expressão do item i) é chamada equação de Lie porque Wi: j +W j:i é a derivada

de Lie de g na direção de W.

Uma consequência do Teorema 4.1 é que o Ricci escalar da métrica de Einstein F

e g coincidem quando o campo W é de Killing [7]. As métricas de Randers com curvatura

flag constante também foram classificadas por D. Bao, C. Robles e Z. Shen.

Teorema 4.2 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana e F =
√

ai j(x)yiy j + bi(x)y
i a

métrica de Randers obtida do problema navegacional de Zermelo expressa em (2−14).

Então F tem curvatura flag constante se, e somente se, g tem curvatura seccional

constante e o campo W é uma homotetia infinitesimal.

Prova. Ver [9]. �



CAPÍTULO 5
Métrica de Einstein-Finsler

5.1 Métrica de Hawking Taub-NUT

A métrica de Hawking Taub-NUT surge a partir do estudo da teoria da

gravitação. Espaços de Taub-NUT são soluções da equação de campo de Einstein que

relaciona a métrica gi j do espaço-tempo num ponto com a energia e pressão naquele

ponto de espaço-tempo. A métrica é determinada pelas equações de campo

Ri j −
1
2

gi jR =−KTi j, (5-1)

onde Ri j é o tensor de Ricci , R é a curvatura escalar, Ti j é o tensor energia e K é a constante

gravitacional de Einstein. As equações (5−1) são equações diferenciais parciais de

segunda ordem para gi j e suas soluções envolvem funções no qual são determinadas de

dados físicos expressos como valores iniciais ou valores de contorno. A métrica de Taub-

NUT foi obtida por Abraham Haskel Taub (1950) e depois em 1963 por E. Newman, L.

Tamburino, e T. Unti o que dá origem ao nome Taub-NUT.

Sejam (N3,h) uma variedade orientada de dimensão 3 com curvatura cons-

tante, M4 =R×N3 e π : M4 →N3 a projeção da segunda coordenada. Defina uma métrica

Riemanniana g em M4 por

g = uπ∗(h)+u−1(dt +A)2,

onde u é uma função positiva diferenciável e A é uma 1-forma em N3. Então (M4,g) é do

tipo Einstein se, e somente se, u e A estão relacionadas pela equação monopólo da física

matemática

du =−∗dA

e (N3,h) é flat, e no caso em que g é Ricci-flat, isto é, g tem curvatura Ricci zero. Para
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a ≥ 0, defina uma função harmônica em R
3\0 por

ua(y) =
1
4

(

1
|y| +a

)

.

A construção feita acima nos dá a métrica Riemanniana de Hawking Taub-NUT ga(a> 0)

ou a métrica Euclidiana g0(a = 0). Note que a métrica ga se extende por todo R
4, na

verdade sua fórmula é dada explicitamente por

ga = (a|x|2 +1)g0 −
a(a|x|2 +2)

a|x|2 +1
(−x2dx1 + x1dx2 − x4dx3 + x3dx4)2. (5-2)

O que faremos agora é mostrar que a métrica de Hawking Taub-NUT ga =

gi j(x)y
iy j em R

4 não é localmente projetivamente flat. A matriz da métrica ga é dada

por

(gi j(x)) =













B−A(x2)2 Ax1x2 −Ax2x4 Ax2x3

Ax1x2 B−A(x1)2 Ax1x4 −Ax1x3

−Ax2x4 Ax1x4 B−A(x4)2 Ax3x4

Ax2x3 −Ax1x3 Ax3x4 B−A(x3)2













,

onde

B = B(x) = a|x|2 +1 A = A(x) = a

(

1+
1
B

)

.

É suficiente mostrar que Gi(x,y) 6= 0 para algum i e para algum (x,y) ∈ TR4. Se a = 0

temos a métrica Euclidiana. Suponhamos então que a 6= 0 e para i = 1 temos

G1(x,y) =
1
4

g11([F2]xky1yk − [F2]x1)+
1
4

g12([F2]xky2yk − [F2]x2)

+
1
4

g13([F2]xky3yk − [F2]x3)+
1
4

g14([F2]xky4yk − [F2]x4). (5-3)

Cálculos

Note que,

[F2]xk =
∂g11

∂xk
(x)y1y1 +

∂g12

∂xk
(x)y1y2 +

∂g13

∂xk
(x)y1y3 +

∂g14

∂xk
(x)y1y4 +

∂g21

∂xk
(x)y2y1 + ...

+
∂g31

∂xk
(x)y3y1 + ...+

∂g41

∂xk
(x)y4y1 + ...+

∂g44

∂xk
(x)y4y4.

Temos que
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[F2]x1y1 = 2
∂g11

∂x1 (x)y1+
∂g12

∂x1 (x)y2+
∂g13

∂x1 (x)y3+
∂g14

∂x1 (x)y4+
∂g21

∂x1 (x)y2+
∂g31

∂x1 (x)y3+
∂g41

∂x1 (x)y4.

[F2]x2y1 = 2
∂g11

∂x2 (x)y1+
∂g12

∂x2 (x)y2+
∂g13

∂x2 (x)y3+
∂g14

∂x2 (x)y4+
∂g21

∂x2 (x)y2+
∂g31

∂x2 (x)y3+
∂g41

∂x2 (x)y4.

[F2]x3y1 = 2
∂g11

∂x3 (x)y1+
∂g12

∂x3 (x)y2+
∂g13

∂x3 (x)y3+
∂g14

∂x3 (x)y4+
∂g21

∂x3 (x)y2+
∂g31

∂x1 (x)y3+
∂g41

∂x3 (x)y4.

[F2]x4y1 = 2
∂g11

∂x4 (x)y1+
∂g12

∂x4 (x)y2+
∂g13

∂x4 (x)y3+
∂g14

∂x4 (x)y4+
∂g21

∂x4 (x)y2+
∂g31

∂x4 (x)y3+
∂g41

∂x4 (x)y4.

Como gi j(x) = g ji(x), então obtemos que

[F2]x1y1 = 2

(

∂g11

∂x1 (x)y1 +
∂g12

∂x1 (x)y2 +
∂g13

∂x1 (x)y3 +
∂g14

∂x1 (x)y4
)

. (5-4)

[F2]x2y1 = 2

(

∂g11

∂x2 (x)y1 +
∂g12

∂x2 (x)y2 +
∂g13

∂x2 (x)y3 +
∂g14

∂x2 (x)y4
)

. (5-5)

[F2]x3y1 = 2

(

∂g11

∂x3 (x)y1 +
∂g12

∂x3 (x)y2 +
∂g13

∂x3 (x)y3 +
∂g14

∂x3 (x)y4
)

. (5-6)

[F2]x4y1 = 2

(

∂g11

∂x4 (x)y1 +
∂g12

∂x4 (x)y2 +
∂g13

∂x4 (x)y3 +
∂g14

∂x4 (x)y4
)

. (5-7)

Para x = (1,0,0,0) temos que

∂g11

∂x1 (x) = 2a,
∂g12

∂x1 (x) = 0,
∂g13

∂x1 (x) = 0,
∂g14

∂x1 (x) = 0

∂g11

∂x2 (x) = 0,
∂g12

∂x2 (x) =
a2 +2a

a+1
,

∂g13

∂x2 (x) = 0,
∂g14

∂x2 (x) = 0
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∂g11

∂x3 (x) = 0,
∂g12

∂x3 (x) = 0,
∂g13

∂x3 (x) = 0,
∂g14

∂x3 (x) = 0

∂g11

∂x4 (x) = 0,
∂g12

∂x4 (x) = 0,
∂g13

∂x4 (x) = 0,
∂g14

∂x1 (x) = 0.

Substituindo nas equações (5−4) (5−5) (5−6) e (5−7) tem-se que

[F2]x1y1 = 4ay1 [F2]x2y1 =
2a2 +4a

a+1
y2 [F2]x3y1 = 0 [F2]x4y1 = 0.

Assim,

[F2]xky1yk = 4a(y1)2 +

(

2a2 +4a

a+1

)

(y2)2. (5-8)

Por outro lado, temos que para x = (1,0,0,0)

∂g12

∂x1 =
∂g21

∂x1 =
∂g13

∂x1 =
∂g31

∂x1 = 0

∂g14

∂x1 =
∂g41

∂x1 =
∂g23

∂x1 =
∂g32

∂x1 = 0

∂g24

∂x1 =
∂g42

∂x1 =
∂g34

∂x1 =
∂g43

∂x1 = 0.

∂g11

∂x1 =
∂g33

∂x1 =
∂g44

∂x1 = 2a

∂g22

∂x1 =− 2a

(a+1)2

Sendo

[F2]x1 =
∂g11

∂x1 (x)y1y1 +
∂g12

∂x1 (x)y1y2 +
∂g13

∂x1 (x)y1y3 +
∂g14

∂x1 (x)y1y4 +
∂g21

∂x1 (x)y2y1 + ...

+
∂g31

∂x1 (x)y3y1 + ...+
∂g41

∂x1 (x)y4y1 + ...+
∂g44

∂x1 (x)y4y4,

tem-se que

[F2]x1 = 2ay1y1 − 2a

(a+1)2 y2y2 +2ay3y3 +2ay4y4 (5-9)

Das expressões (5−8) e (5−9) obtemos

[F2]xky1yk− [F2]x1 = 4a(y1)2+

(

2a2 +4a

a+1

)

(y2)2−2ay1y1− 2a

(a+1)2 y2y2−2ay3y3−2ay4y4.

Tome y = (0,0,0,1) temos que

[F2]xky1yk − [F2]x1 =−2a. (5-10)
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Agora, note que para x = (1,0,0,0) tem-se que

(gi j(x)) =













a+1 0 0 0

0 1
a+1 0 0

0 0 a+1 0

0 0 0 a+1













,

e portanto

g11 =
1

a+1
, g12 = g13 = g14 = 0. (5-11)

Substituindo (5−11) na expressão (5−3) temos que

G1(x,y) =
1

4(a+1)
([F2]xky1yk − [F2]x1), x = (1,0,0,0). (5-12)

E pela igualdade (5−10) temos que

G1(x,y) =− 2a

4(a+1)
6= 0, y = (0,0,0,1).

5.2 Campo de Killing

Agora vamos obter um campo de vetores induzido de uma aplicação φ : R4 →R
4

por

φθ = (φ1
θ,φ

2
θ,φ

3
θ,φ

4
θ),

onde

φT
θ = Aθ













x1

x2

x3

x4













e para quaisquer m,n > 0

Aθ =













cos(mθ) −sin(mθ) 0 0

sin(mθ) cos(mθ) 0 0

0 0 cos(nθ) −sin(nθ)

0 0 sin(nθ) cos(nθ)













.

Assim, as coordenadas φi
θ são dadas por

y1 = φ1
θ(x) = cos(mθ)x1 − sin(mθ)x2, y2 = φ2

θ(x) = sin(mθ)x1 + cos(mθ)x2
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y3 = φ3
θ(x) = cos(nθ)x3 − sin(nθ)x4, y4 = φ4

θ(x) = sin(nθ)x3 + cos(nθ)x4

Lema 5.1 Para todo y = φθ(x) ∈ R
4 tem-se que

|y|2 =
4

∑
i=1

(yi)2 =
4

∑
i=1

(xi)2 = |x|2.

Prova. Temos que para todo y = φθ(x) ∈ R
4

|y|2 = (cos(mθ)x1 − sin(mθ)x2)2 +(sin(mθ)x1 + cos(mθ)x2)2

+(cos(nθ)x3 − sin(nθ)x4)2 +(sin(nθ)x3 + cos(nθ)x4)2

= (cos(mθ)x1)2 +(sin(mθ)x2)2 +(sin(mθ)x1)2 +(cos(mθ)x2)2)2

+(cos(nθ)x3)2 +(sin(nθ)x4)2 +(sin(nθ)x3)2 +(cos(nθ)x4)2

= cos2(mθ)((x1)2 +(x2)2 + sin2(mθ)((x1)2 +(x2)2

+cos2(nθ)((x3)2 +(x4)2 + sin2(nθ)((x3)2 +(x4)2

= (x1)2 +(x2)2 +(x3)2 +(x4)2 = |x|2.

�

Lema 5.2 A aplicação φθ é uma isometria segundo a métrica ga.

Prova. Para provar que φθ é uma isometria é suficiente verificar que para quaisquer

u,v ∈ R
4 tem-se que

< u,v >p=< dφp ·u,dφp · v >φ(p), p ∈ R
4.

Como φ é uma aplicação linear então basta verificar que

< u,v >p=< φ ·u,φ · v >φ(p) .
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Fazendo u = v = x tem-se

|x|G(p) = |y|G(q), q = φ(p) y = Aθ · x

i. e,

yT G(q)y = AT
θ (x)G(q)Aθ(x) = xT G(p)x,

onde G(x) = gi j(x). Isto é equivalente a mostrar que

AT
θ G(q)Aθ = G(p). (5-13)

Considere a matriz (hi j(q)) = H(q) dada

H(q) =













q2q2 −q1q2 q2q4 −q2q3

−q1q2 q1q1 −q1q4 q1q3

q2q4 −q1q4 q4q4 −q3q4

−q2q3 q1q3 −q3q4 q3q3













. (5-14)

Note que

G(q) = B(q)I −A(q)H(q). (5-15)

Pelo Lema 1 temos que

A(p) = A(q) B(p) = B(q). (5-16)

Usando as igualdades (5−13), (5−15) e (5−16), obtemos

AT
θ G(q)Aθ = AT

θ

[

B(p)I −A(p)H(q)
]

Aθ

= AT
θ B(p)IAθ −AT

θ A(p)H(q)Aθ.

Observe que

AT
θ = A−1

θ ,

então

AT
θ G(q)Aθ = B(p)I −A(p)[AT

θ H(q)Aθ]. (5-17)

Basta agora mostrar que

AT
θ H(q)Aθ = H(p).

Para facilitar a notação, escrevemos

qkqs = qsk, a = sin(mθ), b = cos(mθ), u = cos(nθ), v = sin(nθ).
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Desta forma, utilizando o fato que q = θ(p) temos que

q1 = bp1 −ap2, q2 = ap1 +bp2

q3 = up3 − vp4, q4 = vp3 +up4

e

Aθ =













b −a 0 0

a b 0 0

0 0 u −v

0 0 v u













H(q) =













q22 −q12 q24 −q23

−q12 q11 −q14 q13

q24 −q14 q44 −q34

−q23 q13 −q34 q32













.

Calculando AT
θ H(q) obtemos

AT
θ H(q) =













q22b−q12a −q12b+q11a q24b−q14a −q23b+q13a

−q22a−q12b q12a+q11b −q24a−q14b q23a+q13b

q24u−q23v −q14u+q13v q44u−q34v −q34u+q32v

−q24v−q23u q14v+q13u −q44v−q34u q34v+q32u













.

Calculando os elementos da matriz (ai j)4×4 = AT
θ H(q)Aθ obtemos

a11 = (q22b−q12a)b+(−q12b+q11a)a

= q22b2 −2q12ab+q11a2

= (ap1 +bp2)2b2 −2(bp1 −ap2)(ap1 +bp2)ab+(bp1 −ap2)2a2

= b4(p2)2 +2a2b2(p2)2 +a4(p2)2

= (p2)2(a2 +b2)2

= (p2)2

a12 = −(q22b−q12a)a+(−q12b+q11a)b

= −q22ab+q12a2 −q12b2 +q11ab

= −(ap1 +bp2)2ab+(bp1 −ap2)(ap1 +bp2)(a2 −b2)+(bp1 −ap2)2ab

= −a4 p1 p2 −2a2b2 p1 p2 −b4 p1 p2

= −p1 p2(a2 +b2)2

= −p1 p2

De maneira análoga obtemos

a13 = a31 = p2 p4, a14 = a41 =−p2 p3, a21 = a12 =−p1 p2
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a23 = a32 =−p1 p4, a24 = a42 = p1 p3, a34 = a43 =−p3 p4

a22 = p1 p1, a33 = p4 p4, a44 = p3 p3.

Portanto, ai j = hi j(p). �

Considere agora o campo induzido para cada x = (x1,x2,x3,x4) ∈ R
4 fixo

Wx =
d

dθ
[φθ(x)]

∣

∣

∣

θ=0
=

dφ
j
θ

dθ

∣

∣

∣

θ=0

∂

∂x j

∣

∣

∣

x
.

De onde se obtém

W =−mx2 ∂

∂x1

∣

∣

∣

x
+mx1 ∂

∂x2

∣

∣

∣

x
−nx4 ∂

∂x3

∣

∣

∣

x
+nx3 ∂

∂x4

∣

∣

∣

x
(5-18)

é um campo de Killing.

5.3 Métrica de Einstein-Randers com Curvatura Flag

não constante

Nesta seção vamos obter uma família a 3-parâmetros de métricas de Ran-

ders do tipo Einstein com curvatura flag não constante. No caso em que a dimensão é 3

uma variedade é de Einstein se, e somente se, tem curvatura flag constante. Faremos então

para variedades de dimensão 4 usando o campo de Killing obtido na expressão (5−18) e

a métrica Riemanniana de Hawking Taub-NUT.

Consideramos agora a métrica de Randers obtida do problema navegacional

de Zermelo dada na expressão (2−14) em R
4 com a métrica Riemanniana ga = gi j(x)y

iy j

sendo a métrica de Hawking Taub-NUT dada em (5−2) e o campo de vetores W como

sendo o campo de Killing dado por

W =
4

∑
i

W j ∂

∂x j

onde

W 1 =−mx2, W 2 = mx1, W 3 =−nx4, W 4 = nx3.

Vamos encontrar condições suficientes para construção de métrica de Einstein-

Finsler em termos da navegação. Uma condição que impomos sobre o campo W é que

para cada x ∈ R
4

ga(Wx,Wx) = ||W ||x < 1.
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De (5−2) temos que

||W ||x = B(W 1)2+B(W 2)2+B(W 3)2+B(W 4)2−A(m(x2)2+m(x1)2+n(x4)2+n(x3)2)2

Seja σ = m(x1)2 +m(x2)2 +n(x3)2 +n(x4)2, então

||W ||x = B(W 1)2 +B(W 2)2 +B(W 3)2 +B(W 4)2 −Aσ ·σ

= B(W 1)2 +B(W 2)2 +B(W 3)2 +B(W 4)2 −Aσ ·
(

m(x1)2 +m(x2)2 +n(x3)2 +n(x4)2
)

=B(W 1)2+B(W 2)2+B(W 3)2+B(W 4)2−Aσm(x1)2−Aσm(x2)2−Aσn(x3)2−Aσn(x4)2

=B(W 1)2+B(W 2)2+B(W 3)2+B(W 4)2−A
σ

m
(W 2)2−A

σ

m
(W 1)2−A

σ

n
(W 4)2−A

σ

n
(W 3)2

(5-19)

||W ||x =
(

B−A
σ

m

)[

(W 1)2 +(W 2)2
]

+
(

B−A
σ

n

)[

(W 3)2 +(W 4)2
]

(5-20)

Sejam

p = max{m,n}, q = min{m,n}, p−q = |m−n|,

como σ = m(x1)2 +m(x2)2 +n(x3)2 +n(x4)2, então σ ≥ q|x|2. Assim, obtemos

σ

m
≥ p

q
|x|2, σ

n
≥ p

q
|x|2. (5-21)

De (5−19) e (5−21) obtemos

||W ||x ≤B(W 1)2+B(W 2)2+B(W 3)2+B(W 4)2− p

q
|x|2A

(

(W 1)2+(W 2)2+(W 3)2+(W 4)2
)

=
(

B− p

q
|x|2A

)(

(W 1)2 +(W 2)2 +(W 3)2 +(W 4)2
)

=
(

B− p

q
|x|2A

)(

m2(x2)2 +m2(x1)2 +n2(x4)2 +n2(x3)2
)

. (5-22)
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Como p = max{m,n} e substituindo A e B em (5−22) obtemos

||W ||x ≤ p2|x|2
(

a|x|2 +1− p

q
|x|2a

a|x|2 +2
a|x|2 +1

)

=
|x|2

1+a|x|2 (p+2a|m−n||x|2 +a2|m−n||x|4) := f (x). (5-23)

Logo, f (x)< 1 é uma condição suficiente para que ga(Wx)< 1.

Seja Ω = {x ∈ R
4| f (x)< 1}, onde

Teorema 5.3 Seja F(x,y) =
√

ai j(x)yiy j + bi(x)y
i uma função em T Ω → [0,∞) em T Ω

expressa por (2−14) em termos da métrica de Hawking Taub-NUT ga e do campo de

vetores Wm,n. Então F tem as seguintes propriedades:

(i) F é uma métrica de Randers;

(ii) F é do tipo Einstein com Ricci constante igual a zero;

(iii) F tem curvatura flag não constante.

Prova. De (5−23) temos que ga(Wx,Wx) < 1 e pela igualdade (2−15) concluímos

que ||β|| = ||W ||x < 1 o que implica que F é métrica de Randers. O item ii) é uma

consequência imediata do Teorema 4.1 juntamente com Teorema 2.17. Para provar iii)

já verificamos que métrica ga não é localmente projetivamante flat. Pelo Teorema de

Bonnet-Beltrami, uma métrica Riemanniana é projetivamente flat se, e somente se,

tem curvatura seccional constante. Então a métrica ga não tem curvatura seccional

constante. Agora, usando o teorema de classificação de métricas de Randers com cur-

vatura flag constante, Teorema 4.2, concluímos que F tem curvatura flag não constante. �

A Geometria de Finsler e a Teoria de Sprays têm diversas aplicações, como

por exemplo na Geometria da Informação, Física e Biologia. Neste trabalho estudamos

a Geometria de Finsler, que segundo Chern pode ser considerada como a Geometria

Riemanniana sem a restrição quadrática. Vários resultados foram generalizados para

Geometria de Finsler mas alguns resultados são diferentes na Geometria de Finsler,

como por exemplo Chern acreditava que métricas de Finsler seriam do tipo Einstein

se, e somente se, a curvatura flag fosse constante sendo que a curvatura flag é uma

extensão natural da curvatura seccional da geometria Riemanniana para geometria de

Finsler. Para dimensão menor ou igual a 3 este fato é como no caso Riemanniano

para métricas de Randers e então para buscar contra exemplo foi necessário subir a

dimensão. Em particular estudamos a Geometria de Randers que pode ser visto como

a mais simples perturbação da Geometria Riemanniana onde a métrica é perturbada por

uma fator aditivo linear. Além disso, métricas de Randers também podem ser obtidas

como soluções do Problema Navegacional de Zermelo. Utilizamos também resultados
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que caracterizam métricas de Randers com curvatura flag constante e métricas de Randers

do tipo Einstein em termos do Problema Navegacional de Zermelo. Usando métricas de

Randers construímos uma família a 3 parâmetros de métricas de Einstein-Finsler com

curvatura flag não constante e para obter tal família utilizamos um campo de Killing e

uma métrica Riemanniana que é a métrica de Hawking Taub-NUT.
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