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Resumo

da SILVA, Carlos A. F. Construcao explicita de métricas de Einstein-Finsler
com curvatura flag nao constante. Goiania, 2015. 54p. Dissertacao de Mes-
trado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho estudaremos a Geometria de Finsler. Em particular, estudaremos a Geo-
metria de Randers que pode ser visto como a mais simples perturbacdo da Geometria
Riemanniana. Além disso, veremos também que métricas de Randers podem ser obtidas
como solugdes do Problema Navegacional de Zermelo. Utilizaremos também resultados
que caracterizam métricas de Randers com curvatura flag constante e métricas de Randers
do tipo Einstein em termos do Problema Navegacional de Zermelo. Usando métricas de
Randers vamos construir uma familia a 3 pardmetros de métricas de Einstein-Finsler com
curvatura flag ndo constante e para obter tal familia utilizaremos um campo de Killing e

uma métrica Riemanniana que € a métrica de Hawking Taub-NUT.

Palavras—chave
Estrutura de Finsler, Métricas de Einstein-Randers, Curvatura Flag, Curvatura de

Ricci.



Abstract

da SILVA, Carlos A. F. The explicit construction of Einstein-Finsler metrics
with non-constant flag curvature. Goiania, 2015. 54p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this dissertation we will study Finsler Geometry. In particular, we will study Randers
Geometry that which can be viewed as Riemannian Geometry with a pertubation. Further-
more Randers metrics are also obtained as solution to Zermelo’s Navigation Problem.
We will also use classification theorems of Randers metrics of constant flag curvature
and Einstein Randers metrics in terms of Zermelo’s Navigation Problem. Using Randers
metrics we are going to construct a 3-parameter family of Einstein-Finsler metrics with
non-constant flag curvature and to get such family we use a Killing vector field and a

Riemannian metric which is the Hawking Taub-NUT metric.

Keywords

Finsler structure, Einstein-Randers metrics, flag curvature, Ricci curvature.
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CAPIiTULO 1

Introducao

Em 1854 Riemann discutiu a ideia de introduzir uma estrutura métrica em
uma variedade diferencidvel M de dimensao n cujo elemento de comprimento de arco de

uma curva diferenciavel em M é
ds = F(xl,...,x",dxl,...,dx"),

onde F : TM — [0,0) é uma fungdo diferencidvel em 7M\0 homogénea de grau um em
y,onde (x,y) € TM. Sey(t) = (x'(¢),...,x"(¢)) é uma curvaem M, com a <t < b, entio
Ly) = [ : F(x(¢),x'(t))dt é o comprimento de arco da curva de a até b. A Geometria

Riemanniana foi entdo desenvolvida em um caso especial cujo
F2(x,y) = gij(x)y'y’. (1-1)

O estudo sistematico do caso geral proposto por Riemann foi feito a mais de 60 anos
depois, no ano de 1918, na tese de P. Finsler, o que dd origem ao nome Geometria
de Finsler. A Geometria de Finsler é entdo a Geometria Riemanniana sem a restri¢do
quadrética (1 —1).

Na Geometria Riemanniana variedades (métricas) de Einstein tém sido ampla-
mente estudadas e este conceito se estende de modo natural na Geometria de Finsler. Uma
métrica de Finsler F em uma variedade M de dimensao n € do tipo Einstein se existe uma

fun¢do escalar K = K(x) em M tal que
Ric(y) = (n—1)KF?(y),

ou seja, o tensor de Ricci é multiplo do tensor métrico. Varios resultados foram obtidos
para métricas de Randers que foram introduzidas por Randers em 1941 para discutir mé-
tricas assimétricas em espagos de dimensao 4 no estudo da relatividade geral e depois
foram estudadas por varios fisicos e matematicos. Métricas de Randers sdo uma classe

especial de métricas de Finsler que sdo obtidas por uma perturbacdo de uma métrica Ri-
emanniana o.(x,y) = +/a;;(x)y’y/ por uma termo linear B(x,y) = b;(x)y’ de tal forma que



||B||5, < 1. Em variedades de dimensdo 3, D. Bao e C. Robles mostraram que uma métrica
de Randers € do tipo Einstein se, e somente se, tem curvatura flag constante. A curvatura
flag na geometria de Finsler € andloga a curvatura seccional da geometria Riemanniana.
Este resultado é também anédlogo no caso em que a variedade € Riemanniana, isto €, uma
variedade Riemanniana de dimensio 3 € de Einstein se, e somente se, tem curvatura secci-
onal constante. Outro resultado obtido por D. Bao, C. Robles e Z. Shen € o que caracteriza
métricas de Randers com curvatura flag constante para variedades de dimensdo n > 2. As-
sim, as métricas de Einstein-Randers para variedades de dimensdo 3 sdo completamente
determinadas.

Chern, S. S. acreditava que métricas de Einstein em geometria de Finsler seriam
como no caso Riemanniano, ou seja, a curvatura flag de uma métrica de Einstein deveria
ser constante e a partir daf foi proposto a busca de exemplos de métricas de Einstein com
curvatura flag ndo constante.

O objetivo deste trabalho € construir uma familia a 3-parametros de métricas
de Einstein-Randers com curvatura flag ndo constante em um determinado subconjunto
Q C R*. Para fazer esta construcio mostraremos que uma métrica de Randers pode
também ser obtida como uma solu¢do do Problema navegacional de Zermelo em uma
variedade Riemanniana (M, g) que consiste basicamente em minimizar o tempo em que
um objeto se desloca por meio de uma forca interna de um ponto p € M para outro ponto
q € M sujeito a uma outra forca externa dada por um campo de vetores W. Podemos pensar
nesse objeto como se fosse um navio navegando sobre o mar com a presenca de uma
brisa. Veremos que a expressdo da métrica de Randers serd obtida em termos da métrica g
e das coordenadas do campo W. Depois basta considerar a métrica Riemanniana g como
a métrica de Hawking Taub-NUT com um pardmetro € o campo W como um campo de
Killing obtido de uma isometria a 2 pardmetros em R*.

No Capitulo 2 faremos um estudo preliminar sobre variedades Riemannianas
e introduziremos o conceito de estrutura de Finsler e também métricas de Randers. No
Capitulo 3 apresentaremos a nocao de sprays e geodésicas em variedades de Finsler. No
Capitulo 4 serd visto a no¢do de derivada direcional de campo de vetores e a curvatura
Riemanniana em variedades de Finsler bem como a curvatura flag e o Tensor de Ricci.
Por fim, no Capitulo 5 faremos a constru¢ao de uma familia a 3 parametros de métricas

de Einstein-Finsler com curvatura flag ndo constante.



CAPITULO 2

Geometria de Riemann-Finsler

2.1 Preliminares

Nesta secdo apresentaremos conceitos que serdo utilizados nesta disserta-

cdo.

Definicao 2.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma
familia de aplicagcoes biunivocas @y : Uy C R" — M de abertos Uy, de R" em M tais

que

M) UgPa(Ua) = M;
(2) Para todo par ., com @u(Us) N@p(Ug) =W # 0 os conjuntos 0 (W) e (p[;1 (W)
sdo abertos em R" e as aplicagoes (pg1 o Q¢ sdo diferencidveis;

(3) A familia {(Uqy, @)} é mdxima relativamente as condicoes (1) e (2).

Definicao 2.2 Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que uma aplicacdo diferen-
cidvel o.: (—¢€,€) — M é uma curva diferencidvel em M. Suponha que a(0) =p € M, e
seja ‘D o conjunto das funcoes diferencidveis em p. O vetor tangente a curva o emt =0
é a funcdo o/ (0) : D — R dada por

(fow)

dt =0

o (0)f = d feod.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva o : (—¢€,€) — M com
a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por 7,M. O conjunto
T,M com as operacOes usuais de fungoes, forma um espago vetorial de dimensdo n € a
escolha de uma parametrizacdo ¢ : U — M determina uma base associada em 7,M dada
pelo conjunto {(%)0 sy (%)O} C T,M. A estrutura linear em T,M assim definida
ndo depende da parametrizacao @. O espaco vetorial T,M € chamado o espago tangente
de M em p. Usaremos a convencio de Einstein onde y = y' % € T,M indica o somatdrio

emi.
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Definicao 2.3 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidavel M ¢ uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno < , >,
no espago tangente T,M, que varia diferencialmente no seguinte sentido: se ¢ : U C

R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com @(x',....x") = q €

oU) e %(q) =dx(0,...,1,...,0) entdo <%(q),%(q)>p = g;;(x',...,x") é uma fungdo

diferencidvel em U.

Esta defini¢cdo ndo depende da escolha do sistema de coordenadas. Definiremos agora a

noc¢ao de derivacdo de campos de vetores com certas propriedades.

Definicao 2.4 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo
ViX(M)xX(M)— X(M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ,
ii) Vx(Y—i-Z) =VxY+VxZ,
iii) VX(fY) :fVXY—l—X(f)Y,

onde X, Y, Zc X(M) e f,g€ DM).

Escolhendo um sistema de coordenadas (x!,...,x") em torno de p € M e escre-
vendo
X:Lthl', Y:VJXJ'

onde X; = % temos que
VxY = MivjVXin + uiXi(Vj)Xj.
Fazendo Vx.X; = Fé‘ij obtemos

VxY = (u"vfr{fj +X(vk)> Xe.

Definicao 2.5 Dizemos que uma conexdo V em uma variedade Riemanniana é compati-

vel com a métrica se
X<Y,Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ>, V X, Y.ZcX(M).

As funcdes diferencidveis Ffj(x) sdo chamadas os simbolos de Christoffel. Podemos

observar entdo que basta definir os simbolos de Christoffel para termos a conexao. Quando
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desejamos que a conexao seja simétrica, isto €, Fﬁ-‘j = F’;i e que também seja compativel

com a métrica entdo os simbolos de Christoffel sdo dados pela expressao

1

m 0 0 0 A\ km
I = Ezk:{a—mgjk+gjgkz—a—xk8u}g )

onde g"" sdo os elementos da matriz inversa [gy,,] ~!. Dizemos entio que V em (M, g) é a

conexao Riemanniana.

Definicao 2.6 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada par X ,Y € X(M) uma aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z: Vyvxz—VXVYZ+V[X7Y]Z, ZGX(M),
onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Observe que se M = R", entdo R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(M), pois se
indicarmos por Z = (u', ...,u") as componentes do campo Z nas coordenadas naturais de

R” teremos que
VxZ = (Xu',....Xu"),

donde
VyVxZ = (YXu',....YXu"),

o que implica que
R(X, Y)Z =VyVxZ—-VxVyZ+ V[X,Y]Z =0.

Podemos portanto pensar em R como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser
Euclidiana.
Vamos escrever a curvatura em um sistema de coordenadas (U, ®), em que M é

uma variedade de dimensdo 2 e sejam X,Y,Z € X(M). Escrevemos
X = X1 +uxXo, Y =viX14+wXs, Z=wiXi+wrXs.
Usando as propriedades de linearidade da conexdo temos

RX,Y)Z = RuiXi+uXs,Y)Z
— WR(X1,Y)Z +uw:R(X,Y)Z
= wR(X1,viX1 +v2X2)Z +urR(Xo,v1 X1 +v2X2)Z
= uR(X1,X1)Z+uivaR(X1,X2)Z + upviR(X2,X1)Z + upvaR(X2,X2)Z
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R(X,Y)Z = wuyviR(X1,X1)(w1 X1 +waXp) +uivaR(X1,X2) (w1 X +waX5)
+u2v1R(X2,X1)(w1X1 —|—W2X2) + uzsz(Xz,Xz)(Wlxl —l—WzXz)

c
R(X,Y)Z = ulvlwlR(Xl,Xl )Xl + u1V1W2R(X1,X1)X2 + M1V2W1R(X1,X2)X1
+M1V2W2R(X1 ,XQ)XQ + u2v1w1R(X2,X1 )Xl + MQV1W2R(X2,X1 )Xz
+urvowiR (X2, Xo) X1 + uavawaR(X2,X2) X5.
Fazendo

R(X;,X;)X; = ;Rf X
obtemos que
R(X,Y)Z = ujviw ;Rll 11X +urviwa ;Rlllle +upvowi ;Rlu]Xl
+uvowy ZZ:RZIHXI +upviwy ZI:RZZHXZ + upviwy XZ:RZZIZXI
+urvow ZI"RIHIX[ + urvowy Zl‘fR1222X1'

0 que nos da

RX,Y)Z=Y uwjwe Y R X,
ijk !
assim obtemos
R(X,Y)Z =Y R ujwcX,
ijkl

onde Rf jk S0 as componentes da curvatura R em (U,x).

Agora vamos obter Rf j ©m termos dos coeficientes Fﬁ-‘j. Temos por definicdo que
R(Xi,Xj)Xk = VXjVXiXk — VXiVXij
= Vy (Z Fﬁ,g(,) —Vx, (Z ) )
[ l
[ J [ [ Jd [
= ZFikVXle +Z_File — ZijVXin —|—Z—ijXl
I T 0 ] T 0xi
d 20
[ [ [ l
l s ) J ! s ) !
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sendo
R(X;, X)X, = Y Ry X
l

entao

J d
Zjole = (Zl“kaFleg+Z$kaXl> — (ZrikZFfIXS"’Zgrlijl) .
[ l s ! J ! s Ji i

Fazendo o produto escalar com X7, X, obtemos

d d
! 2 |1 ol 1 1
Rign +Rigga =g |} <Fikrjl - ijril> to =5 i
[ J i
+ga1 | ), (Fl~ e F.2> + dp_9p
l ik* jl Jk* il axj ik ax,' jk
1 2 I Pl 0 1 0
Ripg+Rign =g |} <rikrjl - ijril> + grik - a_x.rjk
[ ] i
+en |, (Fl~ e gk 1“2) + I 9
l ik~ jl gk~ il ax]' ik aXi jk

isso nos dd que as componentes R? ik da curvatura R no sistema de coordenadas (U, @) sdo

dadas por

s [ s [ 1 a S a S
ik = ; <Fikrjl - ijril> + u; K Ay
A partir da defini¢do de curvatura obtemos a no¢ao de curvatura seccional de uma
variedade Riemanniana que generaliza a no¢do de curvatura Gaussiana das superficies. Na
verdade Riemann introduziu o no¢do de curvatura de uma maneira bastante geométrica

mas a formulagdo que usaremos é por motivos técnicos para demonstra¢ao de teoremas.

Definicao 2.7 Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional 6 C T,M tal que

{x,y} é uma base qualquer de G, a curvatura seccional de G em p é definida por

. <Rxy)xy>
VIxPyP— <x,y>

A curvatura seccional K(x,y) ndo depende da escolha dos vetores x,y € G.

Definicao 2.8 Dada uma variedade Riemanniana M e seja v = z,, um vetor unitdrio em

T,M onde p € M e tomemos um base ortonormal {z1,z2, ...,zp—1 } do hiperplano de T,M
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ortogonal a v. A curvatura de Ricci na direcdo de v é dada por

Ricp(v) = Z<R vz)v,zi>,  i=1,2,...n—1.

n—1
Escolhendo v € T,M unitdrio e uma base ortonormal {zy,...,z,—1,2, = v} para

T,M o Tensor de Ricci € uma forma bilinear em 7, M definida por
) 1
RlC(V,y) = mz < R(V,Zj)y7Zj >
J

Dada uma variedade diferencidvel M de dimensao n denotamos por 7'M o fibrado
tangente de M. Cada elemento de TM ¢é da forma (x,y) em que x e M ey € .M. A
projegdo natural t: TM — M é dada por 7t(x,y) = x. O fibrado tangente é uma variedade

de dimensao 2n.

Definicao 2.9 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Uma fungcdo F = F(y) em

V é chamada uma norma de Minkowski se tem as seguintes propriedades:

1. F(y) >0paratodoy eV, eF(y) =0 se, e somente se, y=0;
2. F(Ay) = AF(y) para qualquery € V e A > 0,
3. F é de classe C* em V\{0} tal que para qualquer y € V, a forma bilinear simétrica

gy emV é um produto interno dado por

13> ,
gy(”av)3 28 al[F (y+su+tv)]5 1=0-

O Produto interno g, é chamado forma fundamental na dire¢do de y. O par (V, F)

€ chamado Espago de Minkowski.

Definicao 2.10 Uma funcdo H : R" — R € positiva homogénea de grau r se para todo
A>0eyeR"tem-se H(Ay) = N'H(y).

O Teorema de Euler para fun¢des homogéneas serd uma ferramenta bastante utilizada no

decorrer do trabalho.

Teorema 2.11 Seja H : R — R uma funcdo diferencidvel. Entdo H é positiva homogénea
de grau r se, e somente se, yiHyi (v) =rH(y), onde H,; ay, B y=0O ... y").

Prova. Suponha que H satisfaz H(Ay) = A"H(y) para todo A positivo. Fixando y e

derivando em relacdo ao pardmetro A temos

YHy(y) =N H(y).
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Tomando A = 1 obtemos y'H,:(y) = rH(y).
Reciprocamente, suponhamos que yiHyf (y) = rH(y). Fixando y e consideremos a fun¢ao

H(Ay) com A > 0. Pela regra da cadeia, temos que

d

S H () =y Hy () = 5 (0)'Hy () = ZH (W),

> —

o que nos da a EDO

d r
d—xHOW) - XH(ky) =0.

Considere a solucdo da EDO H(Ay) = CA” onde C é uma constante que depende de y
fixado. Tomando A = 1 temos que C = H(y). Entao

H(hy) = CN" = NH(y).

2.2 Derivada de Lie

Consideremos o teorema de existéncia e unicidade de solugdes de equagdes

diferenciais.

Teorema 2.12 Se X é um campo C* numa variedade M e p € M entdo existem um aberto
UCM, peU, umnimero € > 0, e uma aplicagcdo @;(—€,€) x U — M tais que a curva
t— Q(t,p),t € (—¢,€) € a tnica trajetéria de X que no instante t = 0 passa pelo ponto
p para todo p € U. A aplicagcdo ¢;(p) = @(t, p) é chamada o fluxo de X em U.

Fixando 7 com [f| < €, a aplicagdo @, define um difeomorfismo de U em @(U) e
@ 0 Q5 = Qr45. Assim, o campo X gera um grupo G de difeomorfismos @; chamado de
grupo local a 1 pard@metro de difeomorfismos. Considerando o conjunto das isometrias em

M que gera um subgrupo de G chamado grupo a 1 parametro de isometrias.

Definicao 2.13 Se ¢ : M — N é um difeomorfismo entre variedades diferencidveis e X é

um campo de vetores em M definimos o campo de vetores Y = @, X em N por

0-X =Y (p) = do(X(¢~' (p))).

Definicao 2.14 Seja X um campo de vetores em M, dizemos entdo que X é um campo de

Killing se para todo ty € (—¢,€) a aplicagdo @y, : U — M é uma isometria.
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Sejam M,N variedades diferencidveis e considere ¢ : M — N uma aplicagdo

diferencidvel e ® = 0;dz’ uma 1-forma em N, definimos a pull back

a i
0o = coi((p(x))a—jkdxk. (2-1)

Analogamente, para h = h; dei ®Rdz em T*M QT*M

. 02 02/ 4y
Para uma funcdo f: M — R,
¢’ f=rog. (2-3)

Se ¢ : M — N € um difeomorfismo e ¥ € um campo de vetores em N colocamos
@Y = (o 1)y (2-4)

Definicao 2.15 Sejam X um campo de vetores com um grupo de difeomorfismos locais a
1 parametro @, e S um tensor em M. A derivada de Lie de S na direcdo de X é definida

como d
LxS i= £ (1) i-o.

Teorema 2.16

i) Seja f: M — R uma funcido diferencidvel. Entdao
Lyf =df(X)=X(f).
ii) Seja Y campo de vetores em M. Entdo
LyY = [X,Y].

iii) Seja ® = ®;dx/ uma 1-forma em M. Entfo para X = Xi%

0®; . 0dX! ,
Lxw= ( Ix! 4 CO,') dx’.

ox! ox/

Prova.

_ 4 o —i o =dfo —a—f i
LXf—E((Ptf)h:O—dt(f ¢)|i=0=df X=X =X(f)
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i) Y =y -2 e

d d
2 (@Y )l—0 =~ ((@):Y )]0

od (i, 09, 0
- E(Y((P)axla]>|t0

' .0 VA AN,
pred 5@”( a)a_

LyY =

sendo @y =id e %((p,t)h:o =-X

LyY = Xka—Y—YkaX 9
X oxk oxk ) o
= [X7Y]
iiii)
d
Lyw = E((P?)Ir:o
d 9!
= 4 (o»( oa—j‘j,idxk) -0
0w/

0x/
= a—X 8]61 +Q)1de

sendo Q@) = id e %((p,)h:o =X

0w ; X! ,
Ly® = ( Ix 4 col->dx1.

ox! ox/

O
A derivada de Lie para um tensor arbitrario pode ser calculada. Por exemplo, se h =

hij(x)dx! @ dx/| seja x = @;(z) € M e escrevemos
0(2) = (9] (2), -, 9} (2)).

Teremos que

39} . 3¢/
o =hij(0(2) 51 () 317 (a2 @,

Sendo J
Lxh = (07 )li—o
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entdo segue da regra da cadeia e do produto que

d

—(@/h)li=0 =

Ohi; 99}, 99 ¢/
: (0(2) 2 (2) 3% (2) 3%

o P22 S )

9 (0] d¢; . 99! . 9 (9¢]
+hij(0:(2)) [E <£(P,§(Z)) -B—(Z(Z)Jr%(z) 5 (a—(gé(z)ﬂ dZ* @ dz'
t=0

ah,-j
axs

] dz* @ d7’
t=0

20! ) j
((Pz(z))Xs(z)%(z)a—(Z] A7 @ d7'
=0

d (9g} 2! a0 9 (90
+hij(9:(2)) [a_zk ( aqt)t (Z)) 8_(52(2) + a(zp]z (z)- 5 (%(@)] d7* @ dz’
=0

ohij ., 99} 0¢] X' o] g ox/ o
~ e M e oy i\ o ey Tawar )| O
Como @ = id entdo quando k =i e [ = j tem-se
d, . oh;; : : ). G . ox’/ .
E((pf h)|i=o = o X*dz' @dz +h; ja—zkdz ®dz! 4 h ja—zldz’ ®dz".
Fazendo uma mudancga nos indices escrevemos
ohij 1 ox* oxky . .
— el S ieielll J
Lxh = (aka + Iy Py + hij, o ) dz7 ®@d7’.

O teorema seguinte nos dd uma caracterizacio de campos de Killing.

Teorema 2.17 Seja M uma variedade Riemanniana com uma métrica g = g; jdxi ®dx.

Entdo X € X(M) é um campo de Killing se, e somente se,
Lxg =0. (2-5)

Prova. De (2—5)
d, .
@80 =0, -6)

Como a igualdade (2 — 6) € para todo ponto x € M obtemos que
o/g=gVrel

Portanto, os difeomorfismos @, sdo isometrias. Reciprocamente, se @; sdo isometrias

entdo vale a igualdade (2 — 6), e portanto (2 — 5). ]
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2.3 Espacos de Finsler

Na geometria de Finsler definimos o comprimento L(7y) de uma curva
Yit e (x1(1),....x"(t)), a <t < b, diferencidvel em uma variedade M de dimensio n
por , 1

dx dx"
£(y) :/a F (x](t),...,x”(t),E,...,E> dt,

onde F : TM — [0,00) é uma fun¢do ndo negativa diferencidvel em TM\0. Isto deve
ser feito de tal modo que o comprimento ndo dependa da parametriza¢do e uma condi¢dao
suficiente para que isso aconteca é que para todo A > 0 se tenha F (x,Ay) = AF (x,y). Desta
forma, se B(s) é uma reparametrizagdo qualquer de y(¢), entdo existe um difeomorfismo
¢: [c,d] — |a,b], com @(s) =1,¢(c) = a,9(d) = b tal que B =yo@. Entdo

d d
LB) = [ FBO).B6)ds= [ Fire(s).06)Y(9()ds
d b
= [ QOP )T ol = [ Fere). ¥ (0)dr = Ly,

Outra condi¢do que impomos sobre a funcdo F é que em um sistema de coordenadas

locais a matriz
1,
gij(x,y) = >
'y

seja positiva definida em todo ponto de TM\0.
Sobre essas condig¢des podemos observar que para cada ponto x € M fixo Fy(y) =

F(x,y) é uma norma de Minkowski em T, M.

Definicdo 2.18 Seja M" uma variedade diferencidvel. A fun¢do F : TM — [0,00) é

estrutura de Finsler se

1 (regularidade) F é C* em TM\0
2 (homogeneidade positiva) F (x,Ay) = AF (x,y) para quaisquer A > 0 e (x,y) € TM
3 (convexidade forte) Em um sistema de coordenadas, y = yia—m € T:M a matriz Hessiana

nxn
1
gij(x,y) = {EFz} N
'yl
é positiva definida em TM\O0.

Uma variedade M com uma estrutura de Finsler é chamada de variedade de Finsler ou

espago de Finsler e serd denotado por (M, F).

A matriz g;;(x,y) da defini¢do é conhecida como o tensor fundamental e tem um sig-

nificado geométrico. Como essa matriz depende de x € M e y € T,M , para cada ponto
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(x,y) € TM\0 temos um produto interno em 7, M na dire¢do de y dado por
g :=gij(x,y)dx' @ dx’. 2-7)

Exemplo 2.19 (Variedade Riemanniana) Seja M" uma variedade C”. Uma métrica

Riemanniana em M é uma familia {( ,).},x € M de produto interno em cada espago
0 d
aii(x) = ( —,—
U( ) <ax,~ 8xj>x

Em um sistema de coordenadas (¢,U), sejam

TM tal que as funcgoes

sdo diferencidveis.

u—u.i v=1l— J

ox;’ ox;’

entao

(u,v) —uvj<ai. ai> = aj(x)u'v’.
! J /I x

Podemos escrever também na forma
(u,v), = a;;(x)dx' @ dx’ (u,v).

Através do produto interno (,),,onde x € M, definimos uma estrutura de Finsler F em
TM paratodo y = y - € T:M dada por

F(x,y) = \/<y,y>x = \/aij(x)yiyj.

A fung¢do F € de fato uma estrutura de Finsler pois, para todo A > 0 tem-se

Flehy) = /Ay, = /A2 (3), = 1/ (9), = AF (x,).
Além disso, a matriz

8ij(x,y) = BFZ} o= Baij(x)yiyj} - =a;j(x)
'y 'y
€ positiva definida. Observe que a matriz nao depende de y € T,M, o produto interno
depende apenas do ponto x € M.
De maneira mais geral, como no Exemplo 2.19 quando temos uma familia de
produtos interno g;;(x,y) em cada espago tangente 7,M, dependendo diferencialmente de

x € um vetor nio nulo y € T,M, invariante pela aplicagdo y — Ay, para A > 0 e tal que
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(& j)yk € totalmente simétrica em i, j € kK podemos definir uma estrutura de Finsler dada

F(x,y) 1= 1/8pq(x,y)yPy4.

Exemplo 2.20 Seja M = R* e para a > 0 definimos uma métrica g, = gi j(x)yiyj em M

por

dada por
B—A(x?)?  Axl¥? —Ax%x* Ax*x3
(gi7) = Ax'x>  B—A(x")?  Axlx —Ax'x? (2-8)
84)= —Ax*xt Axlx* B—A@EY? AP ’
Ax*x3 —Ax'x? Axx* B—A(x3)?
onde

B=B(x)=alx|*+1 A:A(x):a<1+%).

A métrica g, € uma métrica Riemanniana chamada métrica de Hawking Taub-NUT.

Observe que se a = 0 a matriz da métrica go € a matriz identidade.

Exemplo 2.21 (Espaco de Randers) Seja M"" uma variedade n dimensional, um espaco

de Randers é uma estrutura de Finsler F em TM da forma

F(x,y) = a(x,y) +B(x,y),

o(x,y) = 4/ aij(x)y'y/,

Blx,y) = bi(x)y"

onde

Os elementos a;;(x) sdo as componentes da métrica Riemanniana o e b;(x) as compo-
nentes da 1-forma B nas quais estdo definidas em M. Se B(x,y) = 0 temos que F é uma
métrica Riemanniana. Sendo B(x,y) linear em y, ndo é possivel obter um sinal fixo. As-
sim para que F' seja positiva em 7M\0 as componentes b;(x) devem ser controladas, entdo

uma condigdo suficiente para que F(x,y) > 0 é que a norma dual com respeito a o seja

|Blle, = \/a@/bib; < 1,

onde a matriz (a"/) = (a;;)!. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

+B < B = [biy'| < [[BI[VI| < 1-\/aipy'y! = e
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Portanto, as condi¢des da Definicao 2.18 sdo satisfeitas. Vamos agora determinar os

elementos da matriz

1
gij=|5F*| =I[FF,l=FF+FF,;,
2 'y

F(x,y) = \/aij(x)y'y] + bi(x)y',

entao

Y

YV Vil o

Derivando 2 — 9 em relagio a y/ obtemos

+ bi (2-9)

aij—aiy' (o], a0 —a;y - a;y
Fyiyi = 2 - 3 )
o (04

[ consequentemente

F aijy’ - aijy’
FFiyj:a{aij—T .

Portanto,

8ij = o, (aij - LL) + (% +b; l& +bj . (2-10)

No caso em que o(x,y) é Euclidiana obtemos

r ™, i j
gij:a(aij_%%)+(%+bi) (yavaj), (2-11)

Exemplo 2.22 Seja M = R? e considere A = (0,0), B= (0,1) e C = (1,0) no espaco de

Randers especial no qual o. é a métrica Euclidiana, e B tem componentes by constantes,

by=1/2eby=0e¢
1
F(x,y) = \/y%+y%+§-y1+0-yz,

onde x = (x1,x2) € M =R? ey = (y1,2) € o vetor tangente & M em x. Vamos calcular o

comprimento dos lados do triangulo ABC.

Primeiramente observe que

» 1
1Bllsc= y/a¥bib = 5 < 1.

Parametrizando o lado AB, x(¢) = (0,7), onde ¢ € [0, 1] logo y(¢) = (y1,y2) = (0, 1). Segue
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que

1
F(x(t),y(t)) = 02+12+§~0+0~1: 1,

entdo o comprimento € dado por

/OIF(t)dt:/oldt:I.

Para o segmento AC fazemos x(¢) = (¢,0),t € [0, 1], entdo y(¢t) = (1,0) e

assim o comprimento €

1 3
F = —_ = —.
/O (t)dt . 2 dt 3

Agora, parametrizamos o segmento CB por x(t) = (1 —1t,t),t € [0, 1], entdo y(t) = (—1,1)

e segue que

/OlF(t)dt:/Ol\/i—%dt:\/_—%.

Pelo Teorema de Euler podemos observar que sendo g;;(x,y) = [3F?] ; ;. entdo

yiy/?
F2(x,y) = gij(x,y)y'y/,

e a convexidade forte implica que F' deve ser positiva para todo y # 0. A reciproca,

entretanto, € falsa, a positividade de F' ndo implica na convexidade forte.

Exemplo 2.23 Seja
Fi' 22y y%) = (017 + 094,

Temos que F(x,y) > 0 para todo y # 0, portanto para y = (0,y?) teremos

gij(xvy) = ( (1) g ) )

Além disso, concluimos também da expressio (2 —7) que F(x,y)? = g(y,), isto

na qual ndo € positiva definida.

€, a norma de Finsler do vetor y € T, M.

2.4 Problema Navegacional de Zermelo

Em 1931 Zermelo estudou o seguinte problema. Suponha que um navio
navega sobre o mar e um vento se aproxima. Como o capitdo deve conduzir este navio, a

fim de chegar a um determinado destino no menor tempo possivel ?
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Este problema foi resolvido por Zermelo para o caso em que esse mar € um
plano Euclidiano e D. Bao, C. Robles e Z. Shen no caso em que o mar é uma variedade
Riemanniana (M, g) sob a hipdtese em que o vento W é um brisa leve, isto &, g(W,W) < 1
e ndo depende do tempo. Neste caso em que a brisa W ndo depende do tempo, eles
descobriram que o caminho minimizando o tempo de viagem sdo exatamente geodésicas
de uma métrica de Randers. O Problema Navegacional de Zermelo € um método eficiente
de estudar métricas de Randers com certas propriedades geométricas.

Considere uma variedade diferencidvel M com uma métrica Riemanniana g =
8ij (x)y'y/. Suponhamos que o navio deve se mover de um ponto p € M para outro ponto
q € M através de uma forca interna (motor) V,, e existe uma outra forca externa (brisa)
dada por um campo de vetores W = Wi% em T,M tal que g(Wy,Wy) = ||[W]|x < 1. O
problema consiste em determinar uma curva na qual o navio leva o menor tempo para se

deslocar de um ponto a outro. Vamos considerar que
V]| = 1T = W[l = 1. (2-12)
Assim, o navio deve fazer uma trajetoria através da forca resultante
T, =V, +W,.

Devemos entdo controlar esta resultante multiplicando-a por um escalar F e assim
obtendo uma nova resultante
y=F-T,.

Substituindo em (2 — 12) obtemos

=1

X

P
F

o que nos dd |[y— F -W||x = F, o que é equivalente a resolver a equagio
F(x,y) = \/g(x,y — F (x,y)Wx). (2-13)
Para resover a equacgdo (2 — 13) podemos reescrevé-la na forma
F>=(y—FW,y—FW)._.
Assim, obtemos uma equacdo de segundo grau em F dada por

aF>+bF +¢=0,
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onde
a=1-(W,W),  b=20,W), c=—(y).

Temos entdo que

p_ Wi+ VOW)E = (W.W) ) + ()
B 11— (W,W) '

Fazemos F = .+ [3 onde

a:\/<y,W>2—(W,W><y,y>+<y,y>’ - —(y, W)

1—(W,W) 1= (ww)’

Desta forma,

V(& yWI)2 — giiWiWig iyl + gijyiy/

ox,y) = 1 _gijwiwj

Sejam W; = gij(x,y)Wj eA=1—W,W! entio

o= VvV (Wiyh)2 + gijhylyl

temos também que

Assim, obtemos ou(x,y) = +/a;;(x)y'y/ e B(x,y) = bi(x)y’, onde

gij , WiW; W;
— oY b:i— ——1
A T YT T
e W, = gijo e A =1—WW'. Observe que usando a'/ = A(g"/ — WW/) e b' = —AW',

temos que
1Bl = 1/ aiibib; = giiW'W/ = ||W|| < 1. (2-15)

Portanto, F' = o.+ 3 é uma métrica de Randers. Observamos que na auséncia da brisa, isto

(2-14)

Cll'j

€, quando W = 0 temos que F' coincide com a métrica Riemanniana g.



CAPITULO 3

Spray e Geodésicas

Considere o sistema de equacdes diferenciais ordindrias de segunda ordem

homogéneo num conjunto aberto U C R" dado por

d*x . dx
— +2G — |1 =0 3-1
dr? + (x’ dt) ’ -1
onde G'’s satisfazem
G'(x,\y) =A*G'(x,y), A>0. (3-2)

Observe que pela homogenidade de G'(x,y), qualquer solugio x(¢) = (x'(z),...,x*(¢)) da
equagdo (3 — 1) tem a seguinte propriedade: para todo A > 0, %(¢) = x(A¢) é também uma
solucdo da equacdo (3 —1).
Seja G um campo de vetores em U x R" dado por
. d ; d
G(x,y) = ylg - ZGl(xay)a_yiv
onde (x',y") é um sistema de coordenadas em U x R". O campo G é chamado spray em U.
Uma curva x(t) é solugdo da equagdo (3 — 1) se, e somente se, o seu levantamento
dx
xX(t) = t),—(t
(0= (x0.50)
¢ uma curva integral de G em U x R".
Quando tivermos uma métrica de Finsler F' definida em U, e até mesmo em
uma variedade M como serd visto mais adiante, o sistema de equacdes diferenciais de

segunda ordem (3 — 1) € obtido do problema variacional de minimizar comprimento de

curvas e também obtemos uma férmula explicita para os coeficientes geodésicos.
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Seja U aberto em R”. Considere a fungdo L = L(x,y) em U x R”" satisfazendo:

i) LEC”em U x {R"\0}

ii) L ¢ homogénea de grau 2, isto é
L(x,Ay) = ML(x,y), A>0

iii) Para todo y # 0, a matriz
1
gij(x,y) = 2Ly i

€ ndo degenerada.

Por defini¢do L é uma métrica de Finsler em U e podemos observar que L(x,y)

:Fz(x,y).

Considere x(¢) uma curva diferencidvel em U que satisfaz o seguinte problema

variacional
/ L(x ))dt = extremo,

isto ¢, a curva x(¢) € um ponto critico do potencial energia.

Utilizando a equagdo de Euler-Lagrange obtemos o sistema

d
in - E[Lyl] - O

Observe que:

d ' d*x/ d*x/
_[Lyi] :Lyixk "y +Lyy/ dt 2 =L xky +2gl] dl2

A equagdo (3 — 3) fica
d’x/
in - Lylxky 2glj dtz — 0.

(3-3)

(3-4)

Seja [g"/] = [gi;] !, colocando —2g;; em evidéncia na equagdo (3 —4) temos que

1 . 1 d*x/
_2gij{_§gljl‘xi+§gl]l‘ xky +—7 dr? } =0.
Fazendo :
j_ &
2G > Lylxky —Lg¢,
obtemos

(3-5)
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Concluimos entdo que a curva x(t) satisfaz o sistema

o dP
2G’ + —= =0,
+ dr?

e por (3 — 5) os coeficientes G/’s sio dados explicitamente por

jl
. g]
G/ = T {Lylxkyk — Lxl} ,

ou 1
G = Zg]l{[Fz]ylxkyk o [Fz]xl}‘

Exemplo 3.1 Se F(x,y) = \/gij(x)y'y/ é uma métrica Riemanniana a expressdo dos

coeficientes geodésicos é dada por
; 1 3 dg i 0g jk ik
G'y) = 60 {2554 () - 0 oo,
onde (g (x)) == (gi;(x)) 1.

Consideramos o caso em que a dimensao € 2 e entdo escrevemos

F2(x,y) = g11(x)y'y! + 2812 (x)y'y? + g22(x)y*y*.

Temos que
0 0 0
[F2)a (x,y) = SRy +2552 ey + ST (A
0 0 0
[F2)e(xy) = %(%)yly1 +Z%(X)y1y2 + %(%)yzy2
ag11 dg12 dg12 dgn
2 1 2 2 1 2
[F ]xly1 (x,y) = ZW(X)}} + W(X)y [F ]x1y2 = 2W(x>y + w(X)y
dg11 dg12 dg12 dg2n
2 1 2 2 1 2
[F] 2y (xy) = ZW(X)Y +2W(X)y [Fle2y = ZW(X)Y +2W(X)y :
Sendo

. 1 . |
Gl(x7y> = Zgll {[Fz]xlylyl + [FZ]xzylyz - [Fz]x1}+ Zglz{[Fz]xlyZyl + [Fz]xzyZyz - [Fz]xz}y
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entio
G(ry) = e {2250 (oly! +2%20 (y'y? + 228 (1y2 2952 2y
OB gty 2% gty %2 2,0
e (2280 iyt 2% 12 4 9 (132 %2 2y
Sty 2B gy B2 20 66

Assim, a expressdo dos coeficientes geodésicos em termos das derivadas parciais dos

elementos g;;(x) é dada por
: 1 dg i 9gjk .
G'(xy) = 78" (%) {ZW(X) o )y

Note que da expressdo (3 — 6) temos

a2Gi . 1 il a821 3g11 agm 1 i agzz ag12 ag12
W T2 { ox! () + ox?2 ()= ox! (x)}—i—Eg { ox! () + ox? ()= ox?2 (x)}

Portanto,

’G' 1 ;(9gu ag1 0g12 i
H? 2 {5 00+ 550 - ol ()} =T2(x).

Assim, os coeficientes geodésicos de uma métrica Riemanniana estdo relacionados com

os simbolos de Christoffel pela expressao

1

G'(x,y) = ST 0y (3-7)

Se os coeficientes geodésicos de uma métrica de Finsler sdo expressos por (3 —7), isto é,
sdo quadrdticos em y € T,M, dizemos entdo que € uma métrica de Berwald.

Agora vamos estender a nocdo de spray para variedades.

Definicao 3.2 Seja M" uma variedade de dimensdo n. Um spray em M é um campo de

vetores G em TM\0 que num sistema de coordenadas locais (x',y") em TM é dado por
0 20
G(X,y) a__ZGl(xuy)a_yiu
onde G'(x,y) sdo fungées locais em TM que satisfazem

G'(x,\y) = A*G(x,y), A>0.
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A curva c(t) = (x'(¢),y'(¢)) em TM\0 é uma curva integral de G se

Escrevendo G(x,y) = (y', —2G'(x,y)), teremos que as coordenadas da curva integral c(t)

satisfazem
i(t) =y (r) ¥'(t) +2G' (x(t),¥(r)) = 0. (3-8)
Seja y(t) = (moc)(t) = (x(t)), onde T é a projecdo T : TM\0 — M, obtemos de

(3 — 8) que suas coordenadas satisfazem os sistema

¥(1) +2G' (x(1),%(r)) = 0. (3-9)

Reciprocamente se tivermos uma Y= y(¢) em M satisfazendo (3 —9), entdo o seu

levantamento candnico € uma curva integral de G.

Definicao 3.3 Uma curva regular 'y em M é uma geodésica de G se é a projecdo de uma
curva integral de G em TM\O0.

Exemplo 3.4 Considere o seguinte spray em R

d d d J
G= us- +va —|—wa—z—2(xu +zw )av

Uma curva c(t) = (x(t),y(z),z(t)) é uma geodésica de G se satisfaz

d2
“r _ o
dr?
2 2 2
R N AT
dr? dt dt
d2
a2z _ o,
dr?
Obtemos
c(t) = (a+ut,b+vt+(t),c+wt)
onde

o(t) = —§<u3 W) — (@ — ewd)e2.

Exemplo 3.5 Considere o seguinte spray em R>

0 0
G—ua-l-v——— + uz+v2E

onde r > 0.
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A geodésica c(t) = (x(t),y(t)) de G satisfaz
dx 1 [(dx\* [(dy\’d
_;C + - _x + _y _y =0
dt r dt dt) dt
2 2 2
@y 1 [ e
> r\ \ dt dr) dt

Integrando obtemos

dx . A dy A
= —ksm(;H—G), i —kcos(;t+9),
onde A > 0.
Figura 3.1

Integrando ‘ZI—’; e % tem-se

x(t) = rcos(%t +6) —rcos0+x(0),

y(t) = rsin(%t +6) —rsin0+y(0).

Assim as geodésicas de G sdo circulos de raio » como na figura 3.1.

Um spray G em uma variedade M determina as suas geodésicas. Reciprocamente

uma cole¢do de curvas parametrizadas com certas propriedades induz um spray.

Seja G uma colecdo de curvas parametrizadas y: (a,b) — M de classe C*, com

as seguintes propriedades

(i) (existéncia) Para todo vetor y € T,M e qualquer fy, existe uma curvay: (a,b) — M em

G com1g € (a,b) e Y (19) =y;

(if) Para quaisquer curvas Y(f),a <t < b e o(t),c <t < d, se em algum to € (a,b) e

1 € (¢,d), ¥ (t) = 0'(t1), entdo

’Y(tozt):G(t1+I), l‘E(a—l‘(),b—t())ﬂ(c—tl,d—tl)
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(iii) (invariancia) Para qualquer curva y: (a,b) — M em G e qualquer fp € R, A #0 a

curva b

a—1r — 1y
<t <
A A

V() == v(M +19),

estd aindaem G.

O par (M, G) é chamado espago de caminhos.

Figura 3.2: Caminhos.

Para um vetor y € T,M, seja y: (—&,€) — M uma curva em G com Y (0) = y.
Defina )
; 1d~y
ity)i= —= 21 1

onde (Y'(¢)) sdo as coordenadas locais da curva y(¢). De (iii) temos que para todo A > 0 a
curva 6(t) = y(Ar) € G. Assim, ¢’(0) = Ay portanto

2~ 2af
LSy = — 12 Y 0y Z226i(y).

G =3 g O =44

Qualquer curva c : (a,b) — M em G satisfaz o sistema

d?ct - (dc
— +2G'( | =0 3-11
az " <dt> -11)

Para provar (3 — 11), fixamos um nimero ¢ € (a,b) e definimos
Y(s) :=c(s+1), a—t<s<b-—t.

Por hipdtese, Y € G com

dy dc
—(0) = —(1).
7,0 =—()
Temos que
dZ,Yi dZCi
—(0) = —=-(¢).
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Pela definicdo de G' em (3 — 10), obtemos

Isto prova (3 — 11). Portanto

.0

G .= i—.
P
¢ um spray em M tal que o conjunto de geodésicas de G € G.

Definicao 3.6 Uma métrica de Finsler F em um aberto U C R" é dita projetivamente flat

se todas as geodésicas sdo segmentos de retas em U.

Podemos observar da expressdo (3 —9) que uma métrica de Finsler é localmente projeti-

vamente flat se os coeficientes de spray sdo todos nulos.

Teorema 3.7 Uma métrica Riemanniana é projetivamente flat se, e somente se, tem

curvatura seccional constante.



CAPiTULO 4

Curvatura Riemanniana

Curvatura Riemanniana € um conceito central em geometria e foi introdu-
zido primeiramente por Riemann em 1854 para métricas Riemannianas. Desde entdo, a
geometria Riemanniana se tornou um dos ramos mais importantes da matematica mo-
derna. Em 1926, L. Berwald extendeu o conceito de curvatura Riemanniana para métricas

de Finsler.

4.1 Curvatura Riemanniana em espacos de Finsler

A curvatura Riemanniana de um espaco de Finsler € uma familia de trans-
formacdes em espagos tangentes. Pode ser definida através de variagdes de geodésicas.
Esta aproximagdo € diferente da aproximacdo de Riemann e Berwald. Vamos primei-
ramente estender a nocdo de derivada direcional de campos de vetores em espacos de

Finsler.

Seja (M, F) um espago de Finsler. Em cada ponto x € M, defina a aplicacdo
D:TMxC”(TM) — T.M

por

. . . 0
DyU = {dU'(y) + U’ (x)N;(»)} 5 51x.
ondeyce TiMeU c€C”(TM) e N; (y) sdo fungdes em TM definidas por

Ni(y) = %(y)-

Observacao: Aqui as fungdes N ; dependem de x também.

Dizemos que DyU(x) é a derivada covariante de U em x na dire¢do de y. A

aplicacdo D tem as seguintes propriedades:
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(@) Dy(U+V)=DyU+D,V;
(b) Dy(fU) = dfx(y)U + f(x)DyU;
(©) DU =AD,U, A>0.

Além disso, D,U (x) = 0 paray = 0. A familia D = {Dy} cr,m é chamada conexdo de F.

Se D é linear isto é

entdo D é chamada uma conexao afim em M.
Considere agora uma geodésica Y(z), a <t < b. Uma aplicacdo de classe C*,

H : (—¢&,€) X [a,b] — M é chamada uma variacdo geodésica se

H(0,1) = (1),
e para cada s € (—¢,€), acurva
¢ uma geodésica.

Consideremos agora o campo variacional %—i](s,t). Sendo para cada s € (—¢,€)

vs(t) = H(s,t) uma geodésica temos que

0’H' (. OH

W—FZG (H,§> =0. 4-1)
Sejam

- d  OH .0 JoH

woa YTUiT o

A equagdo (4 — 1) fica
oT" :
s +2G(T) =0. (4-2)

oT' 9 (0H"\ 0 (oH"\ oU'
9s os\ o ) oa\os/) o’

Note que
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Derivando a equacao (4 —2) com em relagdo a s

9 [oT! ; 0 oT! J 9 oT"! J
g <§+2G (T)> = $§+2$G (T) = qutng (T) =0.
Observe que
o iy, 10G U’ 9G!
55 G =075 M+ 550 @3
entao 9 (oT! 9*U! dG' U’ 9G"
T! ; s 9G LJ G B
3 ( 35 +2G (T)) =32 +2U 5k (T)+2 3 3y (T)=0,
de onde obtemos 2y G Ui 3G
Ul ok 9G iy _ U7 9G
57 = 2U W (T)-2 3 3y (T). (4-4)
Note também que
0 [dG' Lk 9°G oT* 0°G'
o {Wm} = Ty D+ 5 ayiae )
0>G' 0°G'
_ Tk _nGk -
=T axkay/<T) 2G (T)ayjayk(T). (4-5)
Por outro lado, temos que
Ut .9G 0
= R J _ _
DrD7U = Dr |:( 3 +U ayj (T)) axl} . (4-6)
Considere DU = Vi%, onde
. oU' .9G'
i_ i
Vie=-+ 5 (T).

Desta forma,

Vi .9G 0]
DyDyU = D7V = I—(T) ) =—|. 4-7
rDrU =DrV {( 5 TV ay]( )) e (4-7)
Temos que
Vi PU'  9U/IG -0 [dG" ]
— ==+ —=—=—(T J— -(T)| .
o~ oz T Y at[ayl( )
Substituindo as expressoes (4 —4) e (4 — 5) na ultima igualdade obtemos
Vi LOG' UG . . 9*G 4 0°G
— = U= - = —— 4 UITk U/ GF——. 4-8
o ok o oy VU Sy Iyiak (4-8)
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Da expressao (4 —7) temos que

dG! . 92G! . 92GY 3G aGY
DrDrU = —-UK{2—— 17~ G —— T
roT { k7 avioyk TP ayiank 9yl oy
.9
onde oG! 02G! 2G' 3G 9G/
. 1 . 15 . 1 1 ]
R;(T):zﬁ—Tf G j 0°G G' dG

ok adak Y ik 9y ok

Para todo y € T,M\0, defina a transformagdo linear R, : T,M — T,M por

Obtemos
DrD7U —|—RT(U) =0.

Restringindo a equagdo acima a curva y obtemos uma equacao para J(¢) = U(0,1),

DyDyJ—}—Ry(J) =0.

A familia de transformacdes

R={Ry:T:M — T,M;y € TM\0,x €« M}

é chamada de Curvatura Riemanniana.

4.2 Curvatura flag

|

d

ox!

(4-9)

Seja P C T,M um subespago de dimensdo 2. Para cada vetor y € P\O,

definimos a curvatura flag em T,M por

8(Ry(u),u)

KBy = 8(v,y)8(u,u) — g(y,u)*’

onde u € P tal que os vetores y,u geram o subespaco P e g € o produto interno de Finsler

na dire¢do de y dado por g(v,w) = g;;(x,y)dx' @dx/, v,w € T,M.

A curvatura Flag € uma extensao natural da curvatura seccional de variedades
Riemannianas para variedades de Finsler. O Teorema de Beltrami garante que uma
métrica Riemanniana € projetivamente flat se, e somente se, tem curvatura seccional

constante. Por outro lado, existem métricas de Finsler com curvatura flag constante nas

quais ndo sdo projetivamente flat.
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Finsler
manifold M

Figura 4.1: curvatura flag

Usando as transformacdes R}; obtidas em (4 — 9) definimos também uma funcao
escalar Ric : TM\0 — R de homogeneidade Ric(Ay) = A’Ric(y) dada por

n

Ric(y) = Y Ri(y)-

i=1

Uma métrica de Finsler F em uma variedade n-dimensional € chamada de

métrica do tipo Einstein se existe uma fung@o escalar K = K(x) em M tal que
Ric = (n— 1)KF?.

O préximo teorema apresenta uma classificacdo de métricas de Randers do

tipo Einstein em termos do Problema Navegacional de Zermelo, [7].

Teorema 4.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana e F = \/a;;j(x)y'y] + bi(x)y' a
métrica de Randers obtida como solucdo do problema navegacional de Zermelo expressa
em (2 — 14). Entdo (M,F) é Einstein com Ricci escalar Ric(x) := (n— 1)K (x) se, e somente

se,

i) o campo de vetores W é uma homotetia infinitesimal, isto é, satisfaz a equagdo de Lie
dada por
Wij+ Wi = —0gij

i) a métrica Riemanniana g é de Einstein com Ricci escalar (n—1)(K + {£62).
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Prova. Ver [7]. O

A expressdo do item i) € chamada equagao de Lie porque W;.; +W;.; € a derivada
de Lie de g na dire¢do de W.

Uma consequéncia do Teorema 4.1 € que o Ricci escalar da métrica de Einstein
e g coincidem quando o campo W € de Killing [7]. As métricas de Randers com curvatura

flag constante também foram classificadas por D. Bao, C. Robles e Z. Shen.

Teorema 4.2 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana e F = \/a;;j(x)y'y/ + bi(x)y' a
métrica de Randers obtida do problema navegacional de Zermelo expressa em (2 — 14).
Entdo F tem curvatura flag constante se, e somente se, g tem curvatura seccional

constante e o campo W é uma homotetia infinitesimal.

Prova. Ver [9]. O



CAPITULO 5

Métrica de Einstein-Finsler

5.1 Meétrica de Hawking Taub-NUT

A métrica de Hawking Taub-NUT surge a partir do estudo da teoria da
gravitacdo. Espacos de Taub-NUT sdo solugdes da equacdo de campo de Einstein que
relaciona a métrica g;; do espaco-tempo num ponto com a energia e pressao naquele

ponto de espago-tempo. A métrica € determinada pelas equacdes de campo

1
Rij—78ijR = —KTij, (5-D

onde R;; € o tensor de Ricci, R € a curvatura escalar, T;; € o tensor energia e K € a constante
gravitacional de Einstein. As equacgdes (5 —1) sdo equacdes diferenciais parciais de
segunda ordem para g;; e suas solu¢des envolvem fungoes no qual sdo determinadas de
dados fisicos expressos como valores iniciais ou valores de contorno. A métrica de Taub-
NUT foi obtida por Abraham Haskel Taub (1950) e depois em 1963 por E. Newman, L.
Tamburino, e T. Unti o que d4 origem ao nome Taub-NUT.

Sejam (N>, ) uma variedade orientada de dimensdo 3 com curvatura cons-
tante, M* =R x N3 e t: M* — N? a projecio da segunda coordenada. Defina uma métrica

Riemanniana g em M* por
g = um*(h) +u"(dt +A)?,

onde u é uma funcdo positiva diferencidvel e A é uma 1-forma em N3. Entio (M*,g) é do
tipo Einstein se, e somente se, u e A estao relacionadas pela equagdo monopdlo da fisica
matematica

du=—x*dA

e (N3,h) é flat, e no caso em que g é Ricci-flat, isto é, g tem curvatura Ricci zero. Para
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a > 0, defina uma fun¢@o harmonica em R3\0 por

Uq(y) = i (ﬁ—ka) .

A construg@o feita acima nos dd a métrica Riemanniana de Hawking Taub-NUT g,(a > 0)
ou a métrica Euclidiana go(a = 0). Note que a métrica g, se extende por todo R*, na

verdade sua férmula é dada explicitamente por

a(a|x|*> +2)

2 7.1 142 4.3 3 5.4\2
—x°d dx"—x'd dx™)”. 5-2
P (—x“dx’ +x dx” —x"dx’ + x°dx") (5-2)

ga = (alx]*+1)go —

O que faremos agora é mostrar que a métrica de Hawking Taub-NUT g, =

8ij (x)y'y/ em R* ndo é localmente projetivamente flat. A matriz da métrica g, é dada

por
B-A(*)?  Ax¥ —Axt AP
Axlx® B—A(x')?  Axlx® —Ax'y’
(8ij(x) = AR Ax'x* B—A@GH? A ’
A3 —Ax!3 Ax3x* B—A(x)?
onde

B=B(x)=alx|*+1 A:A(x):a<1+%).

E suficiente mostrar que G'(x,y) # 0 para algum i e para algum (x,y) € TR* Se a =0

temos a métrica Euclidiana. Suponhamos entio que a # 0 e para i = 1 temos

G (v) = 38" (P20 — [FLa) + 8 (F o~ [F2):)

1 1
8P (F gy — [F) + 78" (F2 = [F2)a,) (53

Calculos
Note que,

J d d d 0
[F? = %(%)yly1 + %(%)yly2 + %(X)ylf + %(%)yly4 + %(X)yzy1 +.

0831, | 3 1 0841, | 4.1 0844, | 4 4
o T (Y e e (YT A S (Y

Temos que
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g1 dg12 9813 dg14 dgo1 9g31 dgai
2 _ 1 2 3 4 2 3 4
[F ]xlyl =2 oxl (x)y + Xl (X)y + Xl (x)y + Xl (x)y + ol (x)y +W(X)y +ﬁ(x)y .

g1 dg12 0g13

2 1 2
[F ]x2y1 =2 Ox2 (x)y + o2 (X)y + o2
g1 dg12 0g13

2 _ 1 2
[F ]x3y1 =2 o3 (x)y + 3 (X)y + o3
g1 dg12 0g13

2 _ 1 2
[F ]x4y1 =2 ax4 (x)y + 8x4 (X)y + ax4

Como g;(x) = gji(x), entdo obtemos que

[Fz]xlyl =2 (EOC)Y] + @

ox!

g1

[Fz]XZyl =2 (W(XI)yl + W

g1

Ploy =2 (S (' + 55

g1

Pl =2 (i '+ 5

Para x = (1,0,0,0) temos que

dg11

oxl oxl

2
@()_0, aglz(x):a +2a

=20, %200

o2 T

8g 14 a5’21 a83.1 ag41

@)+ = () = () + = (1) + = (1)

ox? ox? ox? ox?

0g14 0821 0g41

o)y B8 )0 1 9820 g2 0831 )3 OBaL

ox3 ox3 ox! ox3

dg14 dg21 dgal

o)y B8 )0 1 9821 (g 2 0831y OBaL

ox* ox* ox* ox*

4 TR ). o
4 B2 B et). 69
4 B B et). 69
4 TR Bt 6
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9g11 dg12 9g13 9g14
23 (=0 =50)=0,  —3x)=0, FF(x)=0
dg11 dg12 dg13 dg14
——(x)=0 —(x)=0 ——(x)=0 ——(x)=0.
Blw=0, %2r=0, Llw=o Finy
Substituindo nas equacdes (5 —4) (5—5) (5 —6) e (5—7) tem-se que
2a% +4a
[Fz]x1y1 = 4ay! [Fz]xzy1 = P y? [Fz]XSyl =0 [Fz]x4y1 =0.
Assim,
2a% 4+ 4a
2 k_ 1,2 22
Plas* =400+ (25 097 (59
Por outro lado, temos que para x = (1,0,0,0)
dg12 _ dg21 _ dg13 _ dg31 —0
ox1 oxl ox! ox!
0g14 _ Jg41 _ 023 _ 983 _ 0
ox! ox! ox! ox!
0g24 _ 0842 _ 9834 _ 9843 _ 0
ox! ox! ox! ox! '
9g11 _ dg33 _ 0g44 s
= = =2a
ox! ox! ox1
dgn  2a
ox!  (a+1)2
Sendo
2 811, 11,0812, . 12 0813, .13 0814, 1.4 90821, 21
[Flp = ﬁ(x)y y +w(x)y y +$(x)y y +ﬁ(x)y y +ﬁ(x)y y +..
dg31 3.1 dg41 4.1 0844 4 4
+W(X)y y +..+ W(X)y y +...+ w(x)y vy,
tem-se que
21 _ 1.1 a 22 3.3 4 4
[Fola=2ay’y — @ i +2ay’y’ +2ay"y (5-9)
Das expressoes (5 — 8) e (5 —9) obtemos
2a* +4a 2a
2 k 21 1,2 242 1.1 2.2 3.3 4 4
[Fo)y" = [Fla =4aly’) +( ) )(y) —2ay'y RPFSIE —2ay’y’ —2ay"y".

Tome y = (0,0,0, 1) temos que

—2a.

[Fz]xkylyk - [Fz]x]

(5-10)
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Agora, note que para x = (1,0,0,0) tem-se que

atl 0 0 0
1

o L o0 o0

0 0 a+l 0
0 0

—

(ij(x)) =

€ portanto
11 1

:a+1’

Substituindo (5 — 11) na expressdo (5 — 3) temos que

g2— g3 — gl (5-11)

1

G (x,y) = Aa+1)

([Flayy* = [F?ly),  x=(1,0,0,0). (5-12)

E pela igualdade (5 — 10) temos que

2a
4(a+1)

Gl(x,y) = — #0, y=1(0,0,0,1).

5.2 Campo de Killing

Agora vamos obter um campo de vetores induzido de uma aplicagio ¢ : R* — R*

por
¢e = (¢é7¢(29a¢(39>¢g);
onde
5
2
x
0 =Ag |
x
4
e para quaisquer m,n > 0
cos(mB) —sin(m0) 0 0
A — sin(m@)  cos(m0) 0 0
o 0 0 cos(nB) —sin(n0)
0 0 sin(n®)  cos(nB)

Assim, as coordenadas ¢y sdo dadas por

y! = 04 (x) = cos(mB)x! — sin(m0)x?, ¥ = 03(x) = sin(m®)x" + cos(m0)x*
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Y = (1)8 (x) = cos(ne)x3 — sin(n@)x4, Y= ¢g (x) = sin(ne)x3 + cos(n@)x4

Lema 5.1 Para todo y = ¢g(x) € R* tem-se que

4 4

=Y 0 = Y () = .

i=1 i=1

Prova. Temos que para todo y = g (x) € R*

> = (cos(mB)x" — sin(m)x*)? + (sin(m8)x' 4 cos(m)x?)>

+(cos(n0)x® — sin(n@)x*)? + (sin(n0)x> + cos(n0)x*)?

= (cos(mB)x")? + (sin(m®)x*)* + (sin(mB)x")? + (cos(mB)x*)?)?
+(cos(n0)x)? + (sin(n0)x*)? + (sin(n0)x>)? + (cos(nB)x*)?

= Cosz(me)((xl)z + (x2)2 + sinz(me)((xl)z + (X2)2

+c0s”(n0)((x*)? + (x*) 4 sin® (n0) (x)* + (x*)?

= ()2 + () + () + (642 = .

Lema 5.2 A aplicacdo 09 é uma isometria segundo a métrica g,.

Prova. Para provar que ¢g € uma isometria € suficiente verificar que para quaisquer

u,v € R* tem-se que
4
<,y >p=<dp-u,dOp-v >4, p R
Como ¢ € uma aplicagao linear entdo basta verificar que

<u,v >p=< O-u,d-v >0(p) -
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Fazendo u = v = x tem-se
XlG(p) = Do,  a=0(p) y=A¢-x
i.e,
TG(q)y = Al (x)G(q)Ap(x) =xT G
¥ G(q)y = A (x)G(q)Ae(x) =x" G(p)x,
onde G(x) = g;j(x). Isto é equivalente a mostrar que
A§G(9)Ae = G(p) (5-13)
Considere a matriz (h;;(¢)) = H(g) dada
’¢ —4'¢ ¢4 4P
Hig) = -4'¢® 4'q" —d'dt 4'¢ (5.14)
¢4 —4d'dt d'¢t —4¢
-7 4 -9 ¢
Note que
G(q) = B(q)] —A(q)H(q) (5-15)
Pelo Lema 1 temos que
A(p)=A(q)  B(p)=B(q) (5-16)
Usando as igualdades (5 — 13), (5 — 15) e (5 — 16), obtemos
AgG(q)Ae = Af |B(p)I—A(p)H(q)|As
= ALB(p)IAg —ALA(p)H(q)As.
Observe que
AY =441,
entao
A4G(q)Ae = B(p)I — A(p)[A§ H(q)As)- (5-17)

Basta agora mostrar que
AYH(q)Ae =H(p).

Para facilitar a notacao, escrevemos

¢ =au  a=sin(md),  b=cos(m),  u=cos(rb),

v = sin(n0).
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Desta forma, utilizando o fato que ¢ = 6(p) temos que
g' =bp' —ap*, ¢ =ap'+bp’

4 4 4
¢ =up’—vp*, g =vptup

c
b —a 0 0 g2  —q12 924 —q23
a b 0 O —q12 411  —414 413
Ag = H(q) =
0 0 u —v 24 —q14  Gas —q34
0 0 v u —q23  q13  —q34 g

Calculando A} H(g) obtemos

gnb—qina —qub+qua  qub—quua  —qb+qiza
—gna—qub qna+qub —qua—quab  ga+qizb
Qo4 —q23V  —qI4Uut+q13V  qasll —q34v  —q34U+ g3V
—q24V —q23U 14V + G138 —q44V —q34U  q34V+g3U

AGH(q) =

Calculando os elementos da matriz (a;j)axs = A} H(q)Ag obtemos

air = (qub—qnra)b+(—q2b+qna)a
= q22b2—2q12ab+q11a2
= (ap'+bp*)*b? =2(bp' —ap®)(ap' +bp*)ab+ (bp' —ap®)*a®
= B2 28222+ d (pP)?
= (PR 4B
= (p*)’

a2 = —(gub—qna)a+(—qi2b+q11a)b
= —gnab+ qiaa® — qiab* +qyiab
= —(ap' +bp*)*ab+ (bp' —ap®)(ap' +bp*)(a® —b*) + (bp' —ap*)*ab

— _a4p1p2_2a2b2p1p2_b4plp2
— _p1p2<a2+b2)2
_ _p1p2

De maneira andloga obtemos

2 4 2 3 1.2
ajz=as =pp, ajg =a4) = —pp7, a1 =ap=—pp
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1. 4 1.3 3 4
a3 =dazxp =—pp, aa =aq =p p, azqg =a4q3 = —pp

ap=p'p',  an=p'pt,  au=pp’.

Portanto, a;; = h;j(p). -

Considere agora o campo induzido para cada x = (x!,x?,x3,x*) € R* fixo

d Aoy 9
W= slel| =T o]
De onde se obtém
d 0 Jd 0
_ 2 1 4 3
W= —me | Pz~ 55, T 5l (5-18)

¢ um campo de Killing.

5.3 Meétrica de Einstein-Randers com Curvatura Flag

nao constante

Nesta se¢do vamos obter uma familia a 3-parametros de métricas de Ran-
ders do tipo Einstein com curvatura flag ndo constante. No caso em que a dimensao € 3
uma variedade € de Einstein se, e somente se, tem curvatura flag constante. Faremos entao
para variedades de dimensao 4 usando o campo de Killing obtido na expressdo (5 —18) e
a métrica Riemanniana de Hawking Taub-NUT.

Consideramos agora a métrica de Randers obtida do problema navegacional
de Zermelo dada na expressdo (2 — 14) em R* com a métrica Riemanniana g, = g; (%) yiyl
sendo a métrica de Hawking Taub-NUT dada em (5 —2) e o campo de vetores W como

sendo o campo de Killing dado por

49
W - ‘/—.
zl." ox/
onde
wl= —mxz, w? = mxl, w3 = —nx4, w4 = nx

Vamos encontrar condi¢des suficientes para construcao de métrica de Einstein-
Finsler em termos da navegacdo. Uma condi¢do que impomos sobre o campo W é que
para cada x € R*
8a(Wr, Wy) = [[W][ < 1.
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De (5 —2) temos que
[W[x=BW")? +BW?)> + BW?)>+ BIW*)? —A(m(x*)* +m(x')> +n(x*)* +n(x)?)?
Seja 6 = m(x!)? +m(x?)? +n(x*)? +n(x*)?, entio

IW||x=BW")?+B(W?)?+B(W?*)*+B(W*)? - 4c -0
= B(WH2 + B(W?)? +B(W3)? + B(W*)? — Ac - <m()cl)2 +m(x?)? +n(x>)? —}—n(x4)2>
=BWH2+B(W?)2+B(W?)? +B(W*)? —Aom(x')> — Aom(x*)> — Aon(x®)> — Aon(x*)?

— BW")2 4+ BW2)2 1+ BW3)2 + BW*2 A2 w22 A (w!)? —A%(W4)2—A9(W3)2

m m n
(5-19)
c c
Wik= (B=A ) [W'2+W2)?] + (B-a2 ) (W) +W*?] (520
Sejam
p=max{m,n},  g=min{m,n},  p—q=|m—nl
como 6 = m(x')? +m(x*)? +n(x*)? + n(x*)?, entio 6 > ¢|x|>. Assim, obtemos
c c
e R (5-21)
m q nq

De (5—19)e (5—21) obtemos

WL < BOV! 4 BOV2) o BOV) 4 BOV) = DA (W) 4 024 (W) 4 ()

= (B ZRPa) (W17 02+ )2+ (w)2)

_ (B—g\x\2A> (mz(xz)z+m2(x1>2+n2(x4)2+n2(x3)2>‘ (5-22)
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Como p = max{m,n} e substituindo A e B em (5 — 22) obtemos

2012 2 Py alx*+2
I < PP (b 1= Zafal 0
x> 2, .2 4
= g P+ 2alm =l + @l =l 1) = £ ). (5-23)

Logo, f(x) < 1 é uma condigdo suficiente para que g,(W;) < 1.
Seja Q = {x € R*|f(x) < 1}, onde

Teorema 5.3 Seja F(x,y) = \/a;j(x)y'y/ + bi(x)y" uma fungdo em TQ — [0,00) em TQ
expressa por (2 —14) em termos da métrica de Hawking Taub-NUT g, e do campo de

vetores Wy, . Entdo F tem as seguintes propriedades:

(i) F é uma métrica de Randers;
(ii) F ¢é do tipo Einstein com Ricci constante igual a zero;

(iii) F tem curvatura flag ndo constante.

Prova. De (5—23) temos que g,(Wy,Wy) < 1 e pela igualdade (2—15) concluimos
que [|B|| = [[W]|x < 1 o que implica que F é métrica de Randers. O item ii) é uma
consequéncia imediata do Teorema 4.1 juntamente com Teorema 2.17. Para provar iii)
j& verificamos que métrica g, nao € localmente projetivamante flat. Pelo Teorema de
Bonnet-Beltrami, uma métrica Riemanniana € projetivamente flat se, e somente se,
tem curvatura seccional constante. Entdo a métrica g, ndo tem curvatura seccional
constante. Agora, usando o teorema de classificacdo de métricas de Randers com cur-

vatura flag constante, Teorema 4.2, concluimos que F tem curvatura flag nao constante. [

A Geometria de Finsler e a Teoria de Sprays tém diversas aplicacdes, como
por exemplo na Geometria da Informacdo, Fisica e Biologia. Neste trabalho estudamos
a Geometria de Finsler, que segundo Chern pode ser considerada como a Geometria
Riemanniana sem a restricdo quadrdtica. Vdrios resultados foram generalizados para
Geometria de Finsler mas alguns resultados sdo diferentes na Geometria de Finsler,
como por exemplo Chern acreditava que métricas de Finsler seriam do tipo Einstein
se, e somente se, a curvatura flag fosse constante sendo que a curvatura flag ¢ uma
extensao natural da curvatura seccional da geometria Riemanniana para geometria de
Finsler. Para dimensdo menor ou igual a 3 este fato € como no caso Riemanniano
para métricas de Randers e entdo para buscar contra exemplo foi necessario subir a
dimensdo. Em particular estudamos a Geometria de Randers que pode ser visto como
a mais simples perturbacdo da Geometria Riemanniana onde a métrica é perturbada por
uma fator aditivo linear. Além disso, métricas de Randers também podem ser obtidas

como solugdes do Problema Navegacional de Zermelo. Utilizamos também resultados
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que caracterizam métricas de Randers com curvatura flag constante e métricas de Randers
do tipo Einstein em termos do Problema Navegacional de Zermelo. Usando métricas de
Randers construimos uma familia a 3 parametros de métricas de Einstein-Finsler com
curvatura flag ndo constante e para obter tal familia utilizamos um campo de Killing e

uma métrica Riemanniana que é a métrica de Hawking Taub-NUT.
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