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Resumo

Souza, S.S.. O Quadrado Tensorial Nao-Abeliano, Construgoes Re-
lacionadas e p-Grupos. Goiania, 2024. 71p. Dissertacao de Mestrado.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Sejam G e G¥ grupos isomorfos. Estudamos o grupo v(G), vendo que este é uma
extensao do quadrado tensorial nao abeliano de G, G ® G. Mostramos como v(G)
preserva propriedades do grupo G em questao. Estudamos também os p-grupos
finitos potent e powerful. Provamos que o quadrado tensorial nao abeliano de G e
0 k-ésimo termo da série central inferior de v(G) s@o potently embedded em v(G),
quando G é um p-grupo finito potent. Mais ainda, para um primo impar p, se G é

um p-grupo finito potent, entao exp(v(G)) divide p - exp(G).

Palavras—chave
quadrado tensorial nao-abeliano de grupos; comutadores; nilpoténcia; solu-

bilidade; p-grupos finitos; p-grupos potent e powerful.



Abstract

Souza, S.S.. The Non-Abelian Tensor Square, Related Constructi-
ons and p-Groups. Goiania, 2024. 71p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

Let G and G¥ be two isomorphic groups. We study the group v(G) that is an
extension of the non-abelian tensor square of G, G®G. We show how v(G) preserves
properties from the group G in question. We also study potent and powerful finite
p-groups. We prove that the non-abelian tensor square of G and the k-th term of the
lower central series of v(G) are potently embedded in v(G), when G is a potent finite
p-group. Moreover, for an odd prime p, if G is a potent p-group, then exp(r(G))
divides p - exp(G).

Keywords
non-abelian tensor square of groups; commutatores; nilpotency; solubility;

finite p-groups; potent and powerful p-groups.
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Introducao

Esta dissertacao ¢ baseada nos artigos [3] e [27]. Visamos o estudo da
estrutura e das propriedades do grupo v(G), quando G' é um grupo finito. Em
especial, estudamos como v(G) se comporta quando G pertence a determinadas
familia de p-grupos finitos.

A definigao do grupo v(G) dada por Rocco em [27] é motivada pela sua
relagao com o quadrado tensorial nao-abeliano do grupo G, denotado por G ® G, em
um caso particular do produtor tensorial nao-abeliano de grupos, apresentado pela
primeira vez por Brown e Loday em [9]. Sejam G e H grupos e suponha que G age

compativelmente em H e vice-versa, isto é, existem aplicagoes

GxH—-G e HxG—H
(9.h) — ¢" (h,g) — hY,

de modo que, para todo g,g; € G e h,hy € H,

g = (g )y (0-1)

R = (R, (0-2)

onde ambos, G e H, agem em si mesmos por conjugacao. Nessas condigoes, o produto
tensorial nao-abeliano G ® H, como foi definido por Brown e Loday em [9], é o grupo
gerado por todos os simbolos g ® h, onde g € G e h € H, satisfazendo as seguintes

relagoes

g1 ®@h = (9" @h?") (g1 @ h)
g@hhi = (g& hi)(g" @ ™),

para todo g,g1 € G e h,h; € H.
Ainda em [9], é dado um significado topologico para o produto tensorial

nao-abeliano. Considere a aplica¢ao p : G® G — G, dada por ¢ ® h + [g, h]. Aqui,



1(G) denota o nucleo ker(p'). Conforme mostrado na Proposigao 2.8 de 28],
1 = A(G) = pu(G) — Hy(G) — 1,

onde A(G) = (g ® glg € G) e Hy(G) é o segundo grupo de homologia de
G. A aplicagdo p' corresponde a aplicagdo k de [9]. Em [24], foi provado que
Hy(G) = M(G), onde M(G) é o Multiplicador de Schur de G.

Quando GG = H, a acao por conjugacao de GG sobre si mesmo sempre satisfaz
as equagoes (0-1) e (0-2). Por essa razao, o produto tensorial nao-abeliano G ® G
pode sempre ser definido e o denotamos por quadrado tensorial nao-abeliano de G.

Em [27], Rocco estabelece propriedades do quadrado tensorial nao-abeliano
de G por meio do estudo de v(G), definido da seguinte forma:

Dados G e G¥ grupos, isomorfos via ¢ : G — G¥,g — ¢, para todo g € GG, defina
v(G) = (G,G? | [g,07]" = [¢", (h")?], Vg, h.k € G.e € {1,¢}).

No qual, para dados dois elementos g,h € G, denotamos por ¢g" o conjugado de g
por h, isto é, h~tgh e o comutador de g e h por [g,h] = g~'¢". Ainda em [27], Rocco

prova que, se G é um grupo finito, entao

e Se G é p-grupo, entao v(G) é p-grupo finito.
e Se (G é nilpotente, entao v(G) é nilpotente.

e Se G ¢é soluvel, entao v(G) é solavel.

Provaremos que o subgrupo Y(G) = [G,G¥| de v(G) é isomorfo ao qua-
drado tensorial nao-abeliano de GG. Desta forma, os calculos em G ® G podem ser
realizados em [G,G¥], usando a teoria de comutadores para estudar a estrutura
do quadrado tensorial nao-abeliano de . A partir disso, obtemos os seguintes

resultados sobre a nilpoténcia e solubilidade do grupo v(G).

Teorema A. Seja G um grupo nilpotente de classe c¢. Entao v(G) é um

grupo nilpotente de classe no maximo ¢ + 1.

Teorema B. Seja G um grupo soluvel de comprimento derivado [. Entao

v(G) um grupo soluvel de comprimento derivado no méximo [ + 1.

Os Teoremas A e B foram provados em [27].
Ademais, estudaremos os p-grupos finitos. O estudo moderno de p-grupos
finitos se iniciou em 1933, com o artigo [18] publicado por Hall e continua sendo

relevante até os dias de hoje. Em especial, estamos interessados em duas classes
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de p-grupos finitos, por possuirem propriedades desejaveis e estrutura similar a de
grupos abelianos.

A primeira familia que vamos apresentar ¢ a dos p-grupos powerful. Em [22],
Lubotzy e Mann desenvolveram a teoria de p-grupos finitos powerful. Um p-grupo
finito ¢ powerful se G’ < G* para p = 2, ou ' < GP para p fmpar.

Em [2], Arganbright mostrou que se G é um p-grupo satisfazendo a condigao
Yp-1(G) < GP, com p impar, entdo GP ¢ exatamente o conjunto das p-ésimas
poténcias de G. Essa relagao originou a definicao dos p-grupos potent. Dizemos
que um p-grupo finito G ¢é potent se v,_1(G) < GP para p impar, ou G’ < G* para
p = 2. A estrutura dessa classe de p-grupos foi desenvolvida por Gonzélez-Sanchez
e Jaikin-Zapirain, em [17] e é vista como uma generalizagao dos p-grupos powerful.

Estamos interessados nas propriedades de v(G) quando G é um p-grupo
finito, mais especificamente quando G é p-grupo potent. Mais ainda, o trabalho foca
na questao do expoente do grupo v(G).

Do Teorema A, obtemos uma expressao da série central inferior do grupo
v(G) que serda importante para investigar a estrutura de v(G) quando G é um
p-grupo potent. Deste resultado, em conjunto com as demais relagoes que provamos
ao decorrer desta trabalho, demonstraremos os Teoremas C e D, que fazem parte

dos Resultados Principais de [3].

Teorema C. Seja p um primo e GG p-grupo finito potent.

(a) O quadrado tensorial nao abeliano Y(G) é potently embedded em v(G).
(b) Se k > 2, 0 k-ésimo termo da série central inferior v, (v(G)) é potently embedded
em v(Q).

e

Teorema D. Seja p um primo impar e G p-grupo tal que exp(G) = p°.

(a) Se G & potent, entao exp(v(G@)) divide p*!.
(b) Sey,—2(G) < GP, entdo v(G) é um p-grupo potent. Em particular, exp(v(G)) =

€

p.

Organizamos esta dissertacao em 4 capitulos. No primeiro capitulo, apre-
sentaremos conceitos e resultados basicos da teoria de grupos que serao necessérios
em nosso trabalho, baseados no estudo de [20], [23], [26] e [29]. Falaremos também
sobre o produto tensorial nao-abeliano de grupos. O segundo capitulo desenvolvera
uma boa base sobre p-grupos finitos e, em particular, powerful e potent. Ja no ter-
ceiro capitulo, definiremos o grupo v((G) e provaremos diversos resultados sobre ele,

totalmente embasados nos resultados do artigo de Rocco [27].
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As duas primeiras se¢oes do quarto capitulo serao compostas pelas provas
dos Teoremas A, B, C e D. Por fim, daremos alguns exemplos de construgoes de

v(G) na ultima se¢ao do capitulo 4.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos e resultados da Teoria de
Grupos que serao necessarios para este trabalho, baseando-se principalmente em [20]
e [26].

1.1 Comutadores e Subgrupo Comutador

Sejam x,y elementos de um grupo G. O conjugado de x por y é dado por
¥ = y~lzy. O comutador de x e y ¢ definido por [z,y] = z 'y loy = 7 'av.
De maneira mais geral, um comutador simples, de tamanho n > 2 é definido de
forma recursiva pela regra [x1, ..., z,,| = [[x1, ...2n_1], ©,]. Também é usada a notagao
[z, wy] = [z,vy,...y], com y aparecendo n vezes.

E importante notar que, para elementos de um grupo abeliano, qualquer
comutador é 1. Também, para todo elemento z € G, em um grupo G qualquer,

temos que
[z =1z Mz =212 =1

Teorema 1.1 [26, 5.1.5] Sejam x,y, z elementos de um grupo. Entdo

vy, 2| = [z, 2]y, 2] e [z, y2] = [z, 2][z, y]*;
y = (el ) e oyl = (o) )7
(iv) [z,y ', 2]y, 2L, @)z, 271, y]* = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Prova. Sejam x,y, z elementos de um grupo.
(1)

1 1 1

[z,y] =2y ey = (y 2 yr) T = [y, 2]



1.1 Comutadores e Subgrupo Comutador 13

[z, 2 [y, 2] =y ety Ty = (ay) e wae Ty
= (2y) 'z oy
= |y, 2]
A demonstragao é anéloga para [z, yz| = [, z][z, y]*.
(i)
(g ) = Wlayly™) ™ = yloy) 'y
= yly,aly™
= gy 'Yy
= [z,y7]-

A demonstracio é analoga para [z, y] = ([x,y]* ).

(iv) Tome u = rzx lyxr,v = yry 'zy e w = zy2z~'xz. Note que

1 1

Y=ty [y, 2

[z, y~

logo,

[z, 97 2y, 2~

Desta forma, podemos definir o subgrupo comutador de H e K, dois

subgrupos nao vazios de um grupo G, por
[H,K] = ([h,k]|h € H, k € K).

Observe, pelo item (i) do Teorema 1.1, que [H, K] = [K, H]. No caso particular
em que os subgrupos H, K sao iguais ao proprio grupo G, chamamos o subgrupo
comutador [G, G| de subgrupo derivado e este é denotado por G'.

De maneira mais geral, sejam H,...H, subgrupos nao vazios de GG. Entao,

para n > 2,
[Hh Hn] - [[Hl, -'-anl]a Hn]

Ainda, é conveniente o uso da seguinte notagao [H,, K] = [H, K, ..., K].
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Teorema 1.2 [12, Teorema 1.7] Seja G um grupo e H, K, L < G. Entdo

(i) K normaliza H se e somente se [H, K] < H e K centraliza H se e somente
se [H, K| =1.
(i) [H, K] = [H?, K?] para todo homomorfismo o : G — G*.
(1it) Se N é um subgrupo normal de G, entdo [HN/N, KN/N| = [H, K|N/N.
() Se HK € um subgrupo de G e H normaliza L, entao [HK, L] = [H, L|[K, L].

Prova.

(i) K normaliza H se e somente se h* € H, para quaisquer h € H e k € K.
Entdo [h,k] = h=*h* € H, para todo h € H e k € K, se e somente se h* € H,
que ocorre se e somente se K normaliza H.

K centraliza H se e somente se hk = kh, para quaisquer h € H e k € K.
Entdo [h, k] = h™'k='hk = 1, para todo h € H e k € K, se e somente se
hk = kh, que ocorre se e somente se K centraliza H.

(i1) Pela definicao de homomorfismo, para quaisquer h € H e k € K, seque que
[h, k]a — (hflkflhk)a — (h71>o<k71)ah0ka
— (h0)71<k0)71h0k0
= [h7, k7).
Portanto, [H, K|” = [H?, K°|, para todo homomorfismo ¢ : G — G*.
(11i)) A afirmagio seque considerando o epimorfismo natural de G em G/N e
aplicando o item anterior.

(iv) E fato que [H,L|[K,L] < [HK,L]. Para a outra inclusio veja que, para
quaisquer k € K e l,l' € L, temos que

[k, )" = [k, U]k, 1) € [K, L],
logo, L normaliza [K, L]. Como H normaliza L, entdo [H, L] também norma-
liza [K, L] e, em particular, [H, L|[K, L] € um subgrupo. Agora, note que, para
quaisquer he H, ke K el € L,

[hk, 1) = [h, [k, 1, K][k, 1]

e como h, k] € [H,L, K] < [L, K| =K, L|, o resultado segue.

O proximo resultado é conhecido como Lema dos Trés Subgrupos.
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Lema 1.3 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam H, K e L subgrupos de um grupo G.
Se dois dos subgrupos comutadores [H, K, L], [K, L, H] e [L, H, K| estao contidos em
um subgrupo normal de G, entdo o terceiro também estd.
Prova.

Considere o grupo quociente G/N e assuma N = 1. Suponha que
[H,K,L|,|[K,L,H,] < N, entao [H,K,L| = [K,L,H] = 1. Pela Identidade de
Hall-Witt, temos que

[h’ k_:l’ l:lkl:k’ l_17 h/:ll[l7 h_17 k::lh = ]‘7

para todo h € H'k € K el € L. Como [h,k™')]) € [H K,L] =1 e [k,I7',h] €
[K,L,H] =1, ¢ claro que [l,h™',k]" = 1, logo [L, H, K] = 1. Portanto, [L, H, K|

também esta contido no grupo normal N . O

1.2 Grupos Soltuveis e Nilpotentes

Agora, vamos apresentar duas classe de grupos baseadas em séries de grupos.
Primeiramente, uma série (de comprimento finito) de um grupo G é uma sequéncia
finita de subgrupos incluindo 1 e G, de modo que cada membro da sequéncia é um

subgrupo normal de seu sucessor. Logo, uma série é escrita da seguinte forma
]_:G()S]GlﬁS]Gn:G,

de modo que cada G; é chamado de termo da série e cada grupo quociente G;41/G;
é chamado de fator dessa série. Se todos os GG; sao distintos, dizemos que essa série
tem comprimento n.

Note que nao é necessario que cada G; seja um subgrupo normal de G, ja

que a normalidade nao é uma relagao transitiva.

Definicao 1.4 Um grupo G é dito solivel se possui uma série abeliana, isto €, uma
série 1 = Gy G, <... 4G, = G, onde cada fator Gi11/G; é abeliano.
Se G ¢ soluvel, o comprimento da menor série abeliana de G € chamado de

comprimento derivado do grupo solivel G.

Pela defini¢ao, vemos que GG tem comprimento derivado 0 se e somente se
G tem ordem 1. Também, todo grupo abeliano é solivel e o grupo de permutagao
S3 ¢ um exemplo de um grupo soluvel nao-abeliano.

Veja agora dois resultados elementares sobre grupos soluveis.
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Proposicao 1.5 /26, 5.1.1] A classe dos grupos soliveis é fechada com respeito
formacao de subgrupos, imagens e extensoes de seus membros.
Prova.

Seja G grupo soluvel com uma série abeliana 1 = Gy I Gy < ... 4G, =
G. Se H é um subgrupo de G, entao pelo Segundo Teorema do Isomorfismo
HNG/HNG; =2 (HNGi1)Gi/Gy < Gl /Gy, logo, {HNG; | i =0,1,..n}
¢ uma série abeliana de H e H € soluvel.

Se N 4G, entio Gy N/G;N = Gi1/Giv1 N (G;N), que € imagem de
Git1/Gi. Pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo, {G;N/N | i = 0,1,...,n} € uma
série abeliana de G/N tal que, por consequéncia, € solivel.

A terceira afirmacgao € trivial.

O

Proposicao 1.6 [26, 5.1.2] O produto de dois subgrupos normais soliveis de um
grupo G € um subgrupo solivel de G.
Prova.

Sejam M I G e N <G, com M e N soliveis. Pela proposi¢ao anterior,
MN/N = M/M NN € solivel, logo, MN € solivel. O

Definiremos agora outro conceito baseado em séries de grupos que é a

nilpoténcia de um grupo G.

Definicao 1.7 Um grupo G ¢é chamado de nilpotente se possui uma série central,
isto €, uma série normal 1 = Gy < G1 < ... < G, = G tal que Gi41/G; C Z(G/Gy)
para todo i.

Se G € nilpotente, o comprimento da menor série central de G é chamado de classe

de nilpoténcia de G.

Observe que o primeiro quociente G1/Gy esta contido em Z(G/Gy), logo,
1 # G < Z(G). Desta forma, todo grupo nilpotente tem centro nao trivial. Além
disso, o grupo trivial é nilpotente de classe 0 e todo grupo abeliano é nilpotente de
classe 1.

Perceba que, pelas defini¢oes, todo grupo nilpotente é soluvel. No entanto,
a reciproca nao é vélida. O grupo de permutacao S3 é um exemplo de um grupo
soluvel que nao é nilpotente.

Veja o resultado elementar sobre grupos nilpotentes.

Proposicao 1.8 [26, 5.1.4] A classe de grupos nilpotentes € fechada sobre formagao

de subgrupos, imagens e produtos diretos finitos.
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Lembremos do subgrupo derivado de G denotado por G’, gerado por
todos os comutadores em G. Ao repetir esse processo de formagao de subgrupos
derivados, obtemos uma sequéncia descendente de subgrupos caracteristicos da

seguinte maneira
G=G0>qV=¢">G? > .

onde Gt = G Egta série ¢ chamada de série derivada do grupo G e néo
necessariamente atinge 1 ou tem fim. Cada um dos fatores G /G(™+1) ¢ um grupo

abeliano e o primeiro fator G/G’ é o maior grupo quociente abeliano de G.

Lema 1.9 /26, 5.1.8] Se 1 = Gy G, < ... G, = G € uma série abeliana de
um grupo solivel G, entio G < G,_i. Em particular, G™ = 1. O comprimento
derivado de G € igual ao comprimento da série derivada de G.
Prova.

A prova € feita por inducio sobre i. Se i =0, € claro que G = G = G,,.

Assuma que G < G,,_1 € vdlido para i. Entdo
Gt = (G(i))/ < (anl)’ < Gn—(i—i—l)a

pois Grn_i/Gn_(iv1) € abeliano. Segue que nenhuma série abeliana pode ser menor

que a série derivada, isto €, o comprimento derivado de G € igual ao comprimento
da série deriwada de G. O

O Lema anterior implica em uma defini¢ao equivalente de solubilidade. Um
grupo ¢é soliivel se e somente se sua série derivada atinge o subgrupo identidade apos
um numero finito de passos.

Existe outra forma natural de gerar uma sequéncia descendente de subgru-
pos comutadores de um grupo. A série central inferior de um grupo G é construida
comutando cada termo repetidamente com o grupo G. Ela é definida por

G =7(G) 2 71(G) =G > 1(G) > ...

onde v,(G) = [1wm-1(G),G]. Veja que cada v,(G)/vn11(G) esta contido em
Z(G/Yn+1(G)). Como na série derivada, a série central inferior ndo necessariamente
atinge 1.

Existe também uma sequéncia ascendente de subgrupos. A chamada série

central superior de um grupo G é da seguinte forma

1=0(G) <G(6) <G(6) <.
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definida por (,+1(G) /(. (G) = Z(G /(. (G)). Veja que ¢1(G) = Z(G). Além disso, a
série nao necessariamente atinge G, mas no caso em que é finita, esta série termina
com um subgrupo chamado hipercentro.

Para um grupo G nilpotente, veja o resultado abaixo.

Teorema 1.10 /26, 5.1.9] Se 1 = Gy < Gy < ... < G, = G € uma série central de

um grupo nilpotente G, entao

(i) vi(G) < Gu_iy1, em particular, v,11(G) = 1;
(1) G; < G(Q), em particular, (,(G) = G;
(11i) classe de nilpoténcia de G = comprimento da série central superior de G =

comprimento da série central inferior de G.
Prova.

(i) A prova € realizada por indugdo sobre i. Se i =1, temos que
M(G) =G =G, =G 141
Agora, assuma v;(G) < Gp_i11 como hipdtese de indugao. Entao
Vi+1(G) = [(G), G < [Groita, Gl

Pela defini¢ao de nilpoténcia de G, Gn_is1/Gnoi C Z(G/Gn_i), entao
|Gr—it1,G] < G,—;. Portanto,

Yi+1(G) < [Gnois1,G] < Gy

= Gn(it1)+1-
(i1) Utilizando indugdo sobre i mais uma vez , se i =0, vemos que
G() - ]. - Q)(G)

Agora, assuma que G; < ((G) € wvdlido para i. Sabemos que Gi11/G; <
Z(G/G;), logo, |Giy1,G) < G; < Gi(G). Entao

Gin1/G(G) < Z(G/G(G)) = Gn(G)/G(G),

logo, Git1 < (i1 (G).
(11i) Pelos itens (i) e (ii), as séries centrais inferior e superior sao as menores

séries centrais de G.
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Em particular, um grupo é nilpotente se e somente se a série central inferior

atinge o subgrupo identidade ap6s um ntmero finito de passos ou, equivalentemente,

a série central superior atinge o proprio grupo apds um nimero finito de passos.

Proposicao 1.11 /26, 5.1.11] Seja G um grupo, i e j inteiros positivos. Entao

Temos abaixo alguns resultados relacionados as séries que definimos acima.

(i) GO < +(G);
(i1) [G(G). ()] < Gi(G), sej > .

Prova.

(i) A prova € feita usando indugao sobre j. Se j = 1, entao

(i)

GY=G= 71(G)-

Assuma como hipdtese de inducio que G < ~;(G).

GUHD — [G(j), G(j)]

<
<

Utilizaremos indugao sobre i. Se i = 1, vemos que

[G(G),m(G)] = [G(G), Gl < G,

pois, por definigio, (;(G)/G1(G) = Z(G/(-1(G)).
Agora, assuma como hipdtese de indugao que [v;,(G), ((G)] < (i(G), sej > 1.

Sabemos que

i (G), G(G)] = [(G), G, G(G)]

e pelo Lemas dos Trés Subgrupos, obtemos que

da normalidade do lado direito da expressao. Observe, pela definicao da série

central superior e pela hipotese de inducao, que

(G, G(G), % (G)]IG(G), u(G), G

<
<

[G-1(G), %(G)][G-i(G), G
Gj-1-i(G)
Gi—(i+1)(G).
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Portanto, [Yi41(G), G(G)] < (—4+1)(G), como queriamos demonstrar.
]

O ultimo resultado dessa se¢ao segue do item (iiz) do Teorema 1.2, que

mostra uma caracteristica da série central inferior de um grupo quociente G/N.

Teorema 1.12 [12, Teorema 1.11] Seja G grupo e N um subgrupo normal de G.
Entao v;(G/N) = ~;(G)N/N, para todo i > 1.

1.3 Grupos Livres e Apresentagao de Grupos

Nesta se¢ao abordaremos os conceitos de grupos livres e apresentagao de
grupos, assim como algumas propriedades destes. Os resultados apresentados podem
ser encontrados em [20], [23] e [26].

1.3.1 Grupos Livres

Definicao 1.13 Um grupo F € livre sobre um conjunto X C F' se, dado um grupo
G qualquer e uma aplicacao 0 : X — G, existe um tunico homomorfismo 0’ : F — G

0

. . ’ . . .
que estende 0, isto €, 2° = 2%, para todo x € X, isto €, o diagrama

X< nc F

w0

G

comuta. Deste modo, X é chamado de base de F e |X| € o posto de F, denotado
por r(F).

Vejamos alguns resultados basicos envolvendo grupos livres.

Lema 1.14 /20, Lema 1, Capitulo 1] Se F ¢é livre sobre X, entao X gera F.
Prova.

Seja H = (X). Considere 0 : X — H a aplicag¢io inclusao de X em H
e® : F — H a extensao de 0. Tome i : H — F a inclusio de H em F. Assim,
0'i . F — F estende a inclusao 0i : X — F. Como 0i € estendida a aplicagao
identidade em F, por unicidade, seque que 0"t = 1p. Isto implica que 0" é uma

inclusao de F' em H, logo, F' C H e porisso F = H = (X). Visualize o diagrama
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abaixo.
XC nc F

/

.
S

O

Lema 1.15 /20, Capitulo 1] Sejam Fy e Fy grupos livres em Xy e Xy, com Fy = Fy,

entio |X1| = |Xa|. Reciprocamente, se Fy e Fy sdo livres em X; e Xy com
|X1| = |X2|, entao F1 = Fg.
Prova.

Suponha que |X1| = |Xs|, logo, existe uma bije¢io k : X; — xo. Sejam a,

as extensoes dadas da sequinte forma

X1—>F1 X2—>F2
T S R
XQTFQ Xli—l>F17

onde 11 e iy sao as aplicacoes inclusao de X1 — Fi e Xo — F,, respectivamente.
Desta forma, o € a extensao da aplicagio kis : X1 — Fy e [ € a extensdo da
aplicacao k=Y, : Xo — Iy, isto é, para quaisquer v, € X1 e 19 € Xo, temos que
¢ = x’f” e mg = x’g_l“.

Deste modo, dado 1 € X1, temos que
W = (@) = (@) = af =,
logo, afp : Fy — Fy estende i;. No entanto, o mesmo ocorre com a aplica¢do
tdentidade 1g, em Fy. Pela unicidade da extensao, obtemos que aff = 1p,.
Por argumentos andlogos, verifica-se que fa = 1g,. Portanto, o € isomorfismo com
wmverso 3, concluindo que Fy = F5.

Agora, suponha que Fy e Fy sao grupos livres em X; e Xs, tais que
Fy = Fy. Pela definicao de grupo livre, existe uma bijecao entre o conjunto de
todas as aplicagoes de X; em G, denotado por Map(X;, G), e o conjunto de todos os
homomorfismos de F; em G, denotado por Hom(F;,G),i = 1,2. Tomando G = Zs
e usando o isomorfismo entre Fy e Fy, seque que |Hom(Fy,Zs)| = |Hom(Fs, Zs)|,
logo, |Map(Xy,Zs)| = |Map(Xs, Zs)|. Desta forma

|Z2‘|X1| — ’Z2||X2\’ isto ¢, 2|X1| _ 2|X2|7
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portanto, | X1| = |Xa|, como queriamos demonstrar. O

No capitulo 1 de Johnson [20], podemos encontrar a construcao de F'(X),
que é a prova da existéncia de um grupo livre F'(X) com base X, para qualquer
conjunto X. Para isso, precisamos construir o conjunto X+ = {z,r"!|x € X} para

definirmos o seguinte.

Definicao 1.16 O conjunto das n-uplas de elementos de X*, dado por W, =
(XE)™ ¢ chamado de conjunto das palavras de comprimento n > 0 em X*, isto

¢, uma palavra a € W, € da forma a = (11,23, ..., T,), onde cada z; € X*.

Defini¢ao 1.17 Uma palavra a = (x1, %2, ...,2,) € W, € chamada de reduzida se

1

nao possui o par xr,xr - em posicoes adjacentes, em qualquer ordem. Denotamos o

conjunto das palavras reduzidas de comprimento n por W,,.

Por fim, definimos F'(X) =5, W, e temos que

Teorema 1.18 /20, Teorema 1, Capitulo 1] O grupo F(X) de palavras reduzidas

em X+ é livre em X.

Este Teorema tem como consequéncia dois resultados importantes que

fornecem um ponto de partida para a teoria de apresentacao de grupos.

Proposicao 1.19 /20, Proposicao 3, Capitulo 1] Um grupo F € livre em X se e

somente se

(i) X gera F, e

(ii) nenhuma palavra reduzida em X+ de comprimento positivo € igual a 1.

Prova.

Seja ' : F(X) — F o homomorfismo que estende a inclusio 6 : X — F.
Entao (i) e (ii) sao respectivamente equivalentes as afirmagoes que 0 é sobrejetiva e
injetiva. Por outro lado, se F' € livre em X, a extensio ¢' : F' — F(X) da inclusio
¢ X — F(X) é um inverso de ¢'. Se 0" possui um inverso, este deve ser um

isomorfismo e a liberdade de um grupo € invariante por isomorfismo. Desta forma,
F élivre em X < 0" ¢ uma bijecio < (i) e (ii) sao satisfeitos.
O

Proposicao 1.20 /20, Proposicao 4, Capitulo 1] Todo grupo € isomorfo a um
quociente de algum grupo livre.

Prova.
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Dado um grupo G, seja X o conjunto dos geradores de G (que sempre eziste,
basta tomarmos X = G). Seja 0 : F(X) — G a extensdo da inclusio 0 : X — G.
Note que Im(0") = G, pois G = (X), logo

G=1Im(0) = F(X)/ker(0),

pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo. O

1.3.2 Apresentacao de Grupos

Para essa segdo, considere X um conjunto, F' = F(X) o grupo livre em
X, R um subconjunto de F' e R o fecho normal de R, isto é, o menor subgrupo
normal de F' que contém R. O grupo G denotara o grupo quociente F//R. Com essas

notagoes, podemos definir

Definigao 1.21 G = (X|R) ¢ dita uma apresentagdo livre ou apenas uma apresen-
tacao do grupo G. Os elementos de X sao chamados de geradores e os elementos de
R sao chamados de relatores da apresentacao. G € finitamente apresentado se X e

R sao conjuntos finitos.

A defini¢ao acima cria a nogao de que os elementos x € X geram o grupo G,
os relatores r € R sao iguais & 1 em G e G é 0 maior grupo com estas propriedades.
Em alguns momentos, é conveniente substituir R de uma apresentacao G = (X|R)
pelo conjunto {r = 1 | r € R}, chamado de relac¢ées definidoras de GG, onde uma

relacao em G é uma equagao entre duas palavras do grupo.

Proposicao 1.22 [20, Proposi¢io 1, Capitulo 4] Todo grupo possui uma apresen-
tacdo e todo grupo finito possui uma apresentacao finita.
Prova.

Considere um grupo G, X C G o conjunto dos geradores de G (que sempre
existe, basta tomarmos X = G) e 0 : F(X) — G o homomorfismo tomado na
Proposi¢ao 1.20. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, G = F/ker(¢), logo,
G = (X|ker(0)), possui uma apresentagao.

Se G € finito de ordem g, entao X também € finito de ordem r. Assim,
ker(0') é gerado pelo conjunto B de cardinalidade (r — 1)g + 1, pelo Teorema de
Nielsen-Schreier. Como (B) = ker(¢') < F(X), temos que (B) = B. Portanto
G = (X|B), que € uma apresenta¢ao finita.

]

Proposicao 1.23 (Teste da Substituicao) [20, Proposi¢ao 3, Capitulo 4] Seja uma
apresentacio G = (X|R), um grupo H e uma aplica¢ao 0 : X — H. Entao 0 se
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estende a um homomorfismo 0" : G — H se e somente se para todox € X er € R,

o resultado da substituicio de x por x° em r dd a identidade de H.

Um resultado 1til no contexto de apresentagao de grupos é dado na

proposicao abaixo.

Proposicao 1.24 [20, Proposicio 4, Capitulo 4] Se G e H sao grupos com apre-
sentacoes G = (X|R) e H = (Y|S), entdo o produto direto G x H ¢é dado por

(X,Y|R,S,[X.Y]),

onde [X,Y] denota o conjunto de todos os comutadores [x,y] comxz € X ey €Y.
Prova.

Seja D = (X, Y|R, S, [X,Y]). Pelo Teste da Substitui¢cio, X — D eY < D
podem ser estendidas, respectivamente, a homomorfismos 60 : G — D eV : H — D.

Além disso, vy = yx € uma relagao em D, entdo
$9y\11 — y\I/xG e ggh‘ll — h\I/ga’

para todo g € G e h € H, visto que X gera G e Y gera H. Desta forma, vemos que

existe o sequinte homomorfismo

a:GxH — D
(g,h) — ¢°n",

que leva (x,1) em x e (1,y) em y, para todo x € X ey €Y, logo, leva os geradores
de G x H nos geradores de D.

Por outro lado, considere a aplica¢ao abaizo.

f:XuUY —- GxH
r = (x,1)

y — (Ly).

Seja r uma relagio em D. Se r € R, entdo v/ = (r,1) = (1,1), pois r = 1 em G.
Analogamente, se v € S, entdo r’ = (1,s) = (1,1), pois s = 1 em H. Agora, se

r € [X,Y], temos que v/ = [x,y]/ para algum v € X e algum y € Y. Note que

rf = [xf’yf] — (xf)fl(yf)flmfyf
= (@ Dy (@, Dy, 1)
= (1,1).
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Portanto, em qualquer caso, v/ = (1,1), o que implica que f satisfaz as condigoes do
Teste de Substituicao. Deste modo, f se estende a um homomorfismo 3 : D — Gx H
que leva os geradores de D nos geradores de G x H. Como aff e Ba fitam o conjunto
de geradores em G x H e em D, seque que B € inverso de «, concluindo que o €

isomorfismo.

O

O conceito de apresentagao de grupos também é utilizado para definir um

novo tipo de produto entre grupos.

Definicao 1.25 Sejam G = (X|R) e H = (Y|S) dois grupos. O produto livre de G

e H denotado por G x« H € dado pela sequinte apresenta¢ao
G+ H=(X,Y|R,S).

O produto livre de dois grupos nao depende da apresentacao dada para cada grupo.

Veja o resultado a seguir.

Proposicao 1.26 Sejam G = (X|R) e H = (Y|S) dois grupos. O produto livre
G x H € unicamente determinado pelos grupos G e H. Além disso, G * H € gerado
por dois subgrupos G e H isomorfos a G e H, respectivamente, tais que GNH = 1.
Prova.

Sejam G = G e H = H com apresentagoes G = (X|R) e H = (Y|S), onde
XNY = 1. Considere os isomorfismos o : G — X e f: H—Y. Como a e 8 levam
relagcoes definidoras em relagoes definidoras, obtemos, pelo Teste de Substitui¢ao, o

homomorfismo natural

axf:GxH — X=x*xY
xr +— z“

y = 9
Analogamente, temos o sequinte homomorfismo natural

a s« XxY — GxH

— z¢

8|

- g

<

Ja que o' x B1 € o inverso de o * 3, seque que G x H = G x H. Além disso, se

2 € GNH, entdo o homomorfismo de G H em G, dado por g +— g e h — 1, leva z
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em 1, pois z € H. Tal homomorfismo € injetivo em G, portanto, z =1 e GNH =1,
como queriamos demonstrar.

O

Proposicao 1.27 Seja G * H o produto livre de dois grupos nao trivias. Entao o

subgrupo comutador |G, H] de G x H é normal. Ademais, |G, H| é um grupo livre
sobre ([g,h]lg € G\{1},h € H\{1}).

1.4 O Quadrado Tensorial Nao-Abeliano de um
Grupo

O Produto Tensorial Nao-Abeliano foi introduzido por Brown e Loday em
[9], em aplicagoes na teoria de homotopia. Ele generaliza o produto tensorial de dois
grupos abelianos e seu estudo, do ponto de vista da teoria de grupos, se iniciou com
Brown, Johnson e Robertson, em [8]. A seguir, vamos apresentar a no¢ao do produto

tensorial nao-abeliano de grupos.

Definicao 1.28 Sejam G e H grupos. Uma ag¢ao a direita de G sobre H € um
homomorfismo 0 : G — Aut(H), tal que, para cada g € G e h € H, denotamos
g?(h) = h9. Dizemos que G age sobre H.

Em particular, G age sobre si mesmo por conjugacao.

Definicao 1.29 Considere dois grupos G e H, tais que, G age sobre H, H age
sobre G e cada um age sobre si mesmo por conjugacao. Se, para todo g,g1 € G e
h,h, € H, for satisfeito que

g = ((g" )" e hel) = ()

entao G e H agem compativelmente um sobre o outro.

Definicao 1.30 Sejam G e H dois grupos que agem compativelmente um sobre o
outro. O produto tensorial nao-abeliano de G e H, denotado por G ® H, é o grupo

gerado pelo simbolos g @ h, para todo g € G e h € H, sujeito as sequintes relagoes

991 @ h = (g @ h{)(91 ® h)

g®hhy = (g @ h) (g} @A),

para todo g,91 € G e h,hy € H.
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Este produto generaliza o produto tensorial usual G/G" ®(z) H/H' de grupos
abelianizados. Perceba que a agdao de G sobre si mesmo por conjugagao é sempre
compativel, logo, o produto tensorial nao-abeliano G ® G estd sempre definido.
Chamaremos G ® G de quadrado tensorial nao-abeliano de G.

Em (8], mais especificamente nas Proposigoes 13 e 14, Brown, Johnson e
Robertson apresentaram uma descri¢ao para o quadrado tensorial dos grupos dos

Quatérnios Generalizados @),, e dos Diedrais Ds,,. Veja abaixo.
Exemplo 1.31 Seja

Qm:<x7y‘x2m:y4:17$ =Y 7xy:x_1>a

ondem=4r+k ek =0 ou k =2. Entao

Qum @ Quy = Ly X Loy X Linr g, X Lo
Exemplo 1.32 Seja

Doy = (z,yla" =1=9* 4" =y ).
Se n € impar, entao

Dy, @ Doy = Zig X Loy,

e, sen € par, entao

Doy, ® Do, = Zig X Ly, X g X Zis.

Em |9, Segao 3|, foi apresentado um significado topologico para o produto
tensorial nao-abeliano. Considere a aplicacao p' : G ® G — G’', dada por g ® h —
lg, h]. Neste caso, u(G) denota o nucleo ker(p’). De acordo com |28, Proposicao 2.8],

1 = A(G) = (G) = Ha(G) — 1,

onde A(G) = (g ® glg € G) e Hy(G) é o segundo grupo de homologia do grupo G.
Aqui, a aplicagao p' corresponde & aplicagao k de [9].
Nosso objetivo com o quadrado tensorial é estudar um grupo que esta

relacionado a ele, o grupo v(G) que sera apresentado no capitulo 3.



CAPITULO 2

p-Grupos Finitos

Seja p um numero primo. Um grupo G é um p-grupo se a ordem de cada
um de seus elementos é uma poténcia de p. Desta forma, se G é finito, a ordem de G

" n € N. E claro que qualquer subgrupo ou grupo

também ¢é poténcia de p, |G| = p
quociente de um p-grupo finito é também p-grupo finito.
Neste capitulo estudaremos os p-grupos finitos e apresentaremos duas

familias importantes destes, que serao usadas nos resultados finais deste trabalho.

2.1 Propriedades Gerais

Nesta secao veremos algumas propriedades e caracteristicas de p-grupos

finitos. Os resultados dessa se¢ao foram fundamentados em [13] e [17].

Lema 2.1 Todo p-grupo finito € nilpotente.
Prova.

Seja G um p-grupo finito. Se |G| =1, € claro que G € nilpotente. Suponha
que |G| > 1. Pela Equagao das Classes, Z(G) # 1, logo, G/Z(G) € nilpotente, por
indugao em |G|. Formando pré-imagens dos termos de uma série central de G/Z(QG)
sob o homomorfismo natural G — G/Z(G) e adjuntando 1, construimos uma série

central para G e G € nilpotente. O

Para todo p-grupo finito podemos definir dois subgrupos baseados na ordem
e nas poténcias p-ésimas de seus elementos. Estes sao importantes para estudarmos

melhor a estrutura de p-grupos.

Definicao 2.2 Sejan € N e G um p-grupo finito. Entao

GV ={g" | ge G} e G = (G),

Qny(G)={g€ G | ¢" =1} e Q(G) = (Quy(G)).
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Teorema 2.3 [12, Teorema 2.3] Se G € p-grupo finito abeliano, entao
(i) W(G)={geG|g¢" =1}
(i) G ={g" | g € G};

(iii) |GP"| = |G : Q,(G)| ¥n € N.

Prova.

Considere f : G — GP" definida por f(x) = x". E claro que f é um
homomorfismo quando G € grupo abeliano.

(i) Note que Ker(f)={g€ G | g*"
Tome z € Q,(G). Entio z" =
2,(G) C Ker(f). Isso implica que

1}. Logo, Q,(G) = (Ker(f)).
1, e por isso v € Ker(f)

. Portanto,
0,(G) = (Ker(f)) = Ker(f).

(ii) Veja que Im(f) = {¢*" | g € G}. Logo, G = (Im(f)). Por outro lado,
Im(f) C GP". Isso implica que

n

G" = (Im(f)) = Im(f).

(iii) Do Teorema Fundamental do Homomorfismo, seque que |Im(f)]
Ker(f)|, portanto

= |G :

GP"| = |G : Q,(G)] ¥n € N,

O

Perceba que se um grupo qualquer satisfaz as trés condi¢oes do Teorema
acima, nao podemos afirmar que ele é abeliano.

Definicao 2.4 Um p-grupo finito é chamado de power-abeliano se satisfaz as 3
condi¢oes do Teorema 2.5.

Agora, expressaremos uma série de férmulas que mostram relagoes entre

comutadores e poténcias de subgrupos normais de p-grupos finitos. Todas essas sao
consequéncias da Formula de Compilagao de Philip Hall.

Teorema 2.5 [11, Apéndice A] Sejam x,y € G, G grupo qualquer e n € N. Entao

2y = (agyed) e,

onde ¢; € vi(G) para todo i € {1,...,n}.
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Se consideramos n = p*, para k € N, temos que o coeficiente binomial (pi ) é

divisivel por p*~7 para p’ < i < p/*!. Desta forma, obtemos a seguinte reformulacao.

Teorema 2.6 (Formula de Compilagao de Philip Hall) Seja G grupo e x,y € G.
Entao, para todo k > 0,

(wy)”" = "y (mod Yo(H) 3 (H)P" 3 (H) o (H)), (2-1)
onde H = (x,y), e
[yl = [ y)(mod 7a(D)P 3 (L) ppe (L) (L)), (2-2)

onde L = (x,[x,y]).

Considerando uma quantidade finita de elementos de GG, da primeira parte

do Teorema, obtemos o seguinte corolério.

Corolario 2.7 [17, Coroldrio 2.6/ Seja G um grupo e x1,...,z, elementos de G.
Entao, para todo k > 0

k k

(x1..x,)P = af ...xfk(mod 72(H)pk7p(H)p

onde H = (x1,...,x,).

Os proximos resultados podem ser encontrados em [13] e representam

ferramentas muito importantes para as demonstracoes dos nossos resultados futuros.

Lema 2.8 [13, Lema 2.2] Seja G p-grupo finito e N, M subgrupos normais de G.
Se N < M[N,G|NP, entao N < M.
Prova.

Sejam M e N subgrupos normais de um p-grupo finito G. Assuma M = 1.
Se N # 1, existe um subgrupo normal K de G tal que |N : K| = p. Como K < N
e K,N <G, entaio N/JK QG/K. Sabemos que G/K € p-grupo e |[N : K| = p,
logo, N/JK N Z(G/N) # 1, implicando que N/K < Z(G/N). Assim, temos que
[G,N] < K.

De fato, |N/K| = p, portanto, todo elemento de N/K tem ordem p. Note
que, (nK)? = nPK = K, se e somente se n? € K. Desta forma, NP < K. Em

conclusao,
N <[N,GIN? < K,

onde K estd propriamente contido em N, assim, chegamos numa contradi¢ao. [
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Por consequéncia da Férmula de Compilagao de Philip Hall e do Lema

anterior, obtemos o seguinte.

Teorema 2.9 [13, Teorema 2.4] Seja G p-grupo finito e N, M subgrupos normais
de G. Entao

NP, M] = [N, M]"" (mod[M,, NJ”" "' [M,» NJ* " ... [M,x N]),

para todo k € N.
Prova.

Sejam n € N em € M. Pelo Teorema 2.6, temos que

k—1 k—2

(0", m] = [, m]?" (mod (LY 3 (LY e (L) (L)),
onde L = (n,[n,ml). De fato, vo(L) < [N, N, M], logo

72(L)pk < [N7 NvM]pk < [N7M]pk

o)
=
i
I
=)
[y
=
3
no
=
=
N

[M7 Na N?pi—Q (L)]P
et [M,pi N:kai.

para todo i =1, ..., k. Deste modo, temos que
k
7" m] € [n,m]P" [N, M]"" [[[M. NP
i=1
Tomando todos os valores de N e M, obtemos que
NP, M) < [N, M) T]IM,
=1

Para mostrar a outra inclusao, utilizaremos indugdo sobre a ordem de N. Se |[N| =1,
¢ fato que a inclusao € satisfeita. Como [N, M| é gerado por todos os comutadores

[n,m] comn € N em € M, por 2.6, vemos que

k

':]w

[N, M]P" < [N*", M][M, N, N

=1
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Agora, por hipétese de indugao sobre [M, N], temos que

e

[M.NLNP" < [[M NP NIV M N
< [IM, NP NITTIM e NP

=1

ja que [N, M] < [N,G] < N. Portanto,

[N, M]"* < [N*",M][M, N, N]p’“ﬁ[M,pi NP
< [N”k,M]HMN]”k,N]H[Mapz‘N]”H
< [N MIIN, MY G I NP

=1

e pelo Lema 2.8, a inclusao seque. Desta forma, a congruéncia

[N?*, M] = (mod [N, M)”"[M,, NJ* " [M,,» NJ** ... [M,x N))

P

€ valida, como queriamos demonstrar.
O

Por fim, o resultado abaixo é um caso particular do Teorema Principal

provado por Fernandez-Alcober em [13].

Teorema 2.10 [153] Seja G p-grupo finito e k > 1. Assuma que Yyp-1)(G) <

Y (G)P", para r e s tais que k(p — 1) <r+s(p—1). Entdo o expoente exp(Q;(G)) é

i+k—1

no mdxrimo p para todo 1.

2.2 p-Grupos Powerful

Vamos apresentar agora a primeira familia de p-grupos finitos, os p-grupos
powerful. A teoria basica sobre esse tipo de grupo foi desenvolvida por Alexander
Lubotzky e Avinoam Mann [22], em 1987. Os p-grupos powerful compartilham de
algumas das caracteristicas dos grupos abelianos, onde estes estao contidos nessa
classe.

Para todo p-grupo finito, existe um subgrupo powerful cujo indice é limitado
por uma funcao que depende da ordem do grupo. Essa propriedade deu importancia

a essa familia.
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Nesta se¢ao, nos baseamos essencialmente em [11], [21] e [22].

Definicao 2.11 Um p-grupo finito G é powerful se p € impar e G' < GP, ou se
p=2eG <G

Note que como G /G? & abeliano e G /G’ ¢ o maior quociente abeliano, segue
que G' < G? em qualquer 2-grupo. Por este motivo a definicao de p-grupo powerful

para p = 2 é diferente de p impar.

Definicao 2.12 Um subgrupo N de um p-grupo finito G € powerfully embedded em
G sep € impar e [N,G] < NP, ou sep=2 e [N,G] < N*.

Por abreviacao, vamos escrever N p.e G para N powerfully embedded em G.
Note que, se N p.e G, entao N é normal em G e N é também um grupo powerful.

Uma das perguntas naturais ao estudarmos uma nova familia de grupos é se
suas propriedades sao herdadas pelos seus subgrupos. No caso dos p-grupos powerful

a resposta é nao. Vejamos os exemplos a seguir.

Exemplo 2.13 Considere Dg, o grupo diedral de simetrias do quadrado, onde
Dg = (a,z|la® = 22 = 1,a7! = a*) e |Dg| = 23. Verifica-se que Dy = (a?) e
Dg = {1}, entao Dy £ Dji e Dg nao € powerful. Agora, construiremos um p-grupo
powerful que conterd uma copia isomorfa de Dg como subgrupo proprio.

Defina o grupo G = Cgx Dy, tal que Cs € um grupo ciclico de ordem 8 gerado
por z e Dg tem a apresentagao definida acima. Veja que N = ([a, x| ' 2*) = (a®2%) ¢
um subgrupo normal de G. Considere o grupo quociente K = G/N = (Cs x Dg)/N.

Observe que

K'=|K,K]=[G/N,G/N] =|G,GIN/N = (a*N)

IN
g

portanto, K € um p-grupo powerful. Agora, perceba que H = (aN,xzN) < K € uma

copia isomorfa a Dg pelo sequinte isomorfismo

Dg — H
a — alN
r — xN.

Como Dg nao é powerful, H também nao €. Desta maneira, vemos que o

p-grupo powerful G possui um subgrupo H nao powerful.
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Exemplo 2.14 Considere p impar, entdao temos que

G = (sz X Op) X Cp
= (a,:p,y|ap2 =P = 17yp2 =a”, [x7a] =a’, [CL, y] = [a7y] - 1>

é powerful, jd que G' = GP = C, = (aP). Sabemos que todo p-grupo possui subgrupos
normais de todas as ordens possiveis, logo existe H G tal que H = (C, x C},) X C,,.
Perceba que H nao é abeliano e seu expoente € p, entao H nao € powerful.

Se considerarmos p = 2, entdo

G = (CgXCQ)NCQ

= {a,z,yla* = 2* = 1,9y* = a*

) [fL’, CL] = (12, [aa y] = [Cl, y] = 1>
e G' =GP = C, = (a?), logo, G € powerful, enquanto H = (Cy x Cy) x Cy subgrupo

de G nao é powerful.

Mais exemplos como esse podem ser encontrados em [21], Capitulo 6.

Apresentaremos agora propriedades de subgrupos p.e em um p-grupo finito.

Teorema 2.15 Seja G um p-grupo finito e M, N subgrupos normais powerfully
embedded em G. Entiao [N?, M| = [N, M]P.
Prova.

Separemos o0s casos em que p € um primo impar e p = 2. Suponha que p > 2.

Pelo Teorema 2.9 e da hipotese que M € powerfully embedded em G, seque que

N?, M < [N, MP[M,,N] < [N, MP[M, G\ N]
< [N, MP[MP, 1 N].

De fato, [M?,,_y N| < [MP, N, N]|, pois p—1> 2. Desta forma, obtemos que

[NP7M]S[N7M]p[MpaN7N] = [NvM]p[[Mpv ]7N]
< [N, M]’[[M,NJ’[N,, M], N]
< [N, M]P[[M,N]?,N|[N,, M, N]
< [N, M]P[[M,N]?,G]|N,G,,—1 M, NJ.
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Verifica-se, utilizando a hipdtese que N é p.e em G e [M,N|P <G, que

[N?, M] < [N, MJ'[N, M]P[N?,-1 M,N] < [N, M]"[N?, M, M,N]
< [N, MIJ]PIN? M, G, G|
< [N, MPIN? M,G]
= [N, MJP[[N?, M], 6]
Pelo Lema 2.8, temos que [N?, M] < [N, M]P.
Por outro lado, [N, M] < [N?, M|[M,, N]. Como M ¢ p.e em G, vemos
que
[N, MP < [N, MM, N] < [N?, M][M, Gpy N
< [N, MJ[M?,y 1 N]
< [N?,M][M”, N, N].

Da primeira inclusao, obtemos que [MP?, N| < [M, NP, logo
[N, M]” < [N?, MJ[M?,N,N] < [N?, M][[M, N]”, N].

Seque pelo Lema 2.8 que [N, MJP < [NP M]. Portanto, se p > 2, temos que
[N, M]P = [N?, M].
Considere agora o caso em que p = 2. Do Teorema 2.9, sabemos que

[N?, M| = [N, M)?(mod[M ,, N]) e pela hipétese de M p.e em G, observa-se que

[N2>M] < [Nv M]2[M>2 N] < [Nv M]Z[M>Gv N]

A
=
3
=
=

Mais uma vez, pelo Teorema 2.9, [M*, N| = [M, N)*(mod[N,, M]?[N,, M]). Jd que

N é p.e em G, temos que

[N?, M] < [N, M[M*,N] < [N, M]*[M,NJ*[N,; MJ*[N,s M]
< [N, M)*[M, NJ*[N, M]Q[N G,3 M|
< [N, MP[M, NJ[N, MP2[N* 5 M]
< [N, MJ]*[N* M,G)|

Desta forma, pelo Lema 2.8, [N?, M| < [N, M]?. Além disso, [N, M]?
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(N2, M][M,, N]. Como N e M saio p.e em G, vemos que

[N, M]* < [N* M][M,, N] < [N? M]|[M,G,N]
< [N? M|[M*, N]
< [N?,M][M,N]*[N,; M]*[N,, M]
< [N? M][M, N*[N,G, M]*[N,G,3 M]
< [N? M][M, NJ*[N*, MP* [N* 3 M]
< [N? M|(IN, MJ?)?

Portanto, pelo Lema 2.8, [N, M]* < [N? M] e concluimos que a igualdade € vdlida
para p = 2. O

Os proximos resultados mostram que, para um subgrupo N de um p-grupo
finito G, tal que N é p.e em G, os subgrupo N? e [N,G] de N herdam essa
propriedade.

Teorema 2.16 [22, Teorema 1.1] Seja G p-grupo finito e N < G tal que N € p.e
em G, entao NP € p.e em G.
Prova.

Considere o caso em que p € impar. Pelo Teorema anterior, [N?, G| =

[N,G]P. Como N € p.e em G, temos que
[N?,G] = [N, GJP < (NP)?,

portanto, NP é p.e em G.
Agora, seja p = 2. Sabemos, pelo Teorema anterior e pela hipdtese de N ser

p.e em G, que
[N?,G] = [N, G < (N*)™.
De acordo com o Coroldrio 2.7, (N*)? = N8(modys(N*)*vo(N*)), logo,
(N*)* < N¥[N*,G).
Além disso, [N*, G| < [(N?)?,G] < [N?, G)?|G,2 N?]. Portanto,

[N?%,G] < (N*? < NB®[N% GPG,G, N?
< (N®*N?% G)*[N%, G, G).

Utilizando o Lema 2.8, concluimos que [N? G| < (N?*)* e N? ¢ p.e em G. O
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Teorema 2.17 [22, Teorema 1.1] Seja G p-grupo finito e M, N subgrupos normais
powerfully embedded em G. Entao [N,G| e MN sao powerfully embedded em G.
Prova.

Para essa prova, usaremos o Teorema 2.15 e a hipotese de M, N serem

powerfully embedded em G. Se p > 2, € facil perceber que

[N,G,G] < [N?,G] = [N, GJ”

[MN,G] < [M,G][N,G] < MPN? < (MN)?.

Se p =2, temos que

[N,G,G] < [N,G] < [N,G]*[G2 NP*|G,4 N]
< [N,G]Y[G,G, N)*[G,N,N, N]
< [N,G}*[N,G,GP*G, G, G, N]
= [N,G]*[N,G,G,G]|N,G,G)?,

)

logo, pelo Lema 2.8, [N, G, G| < [N,G]*. Além disso,
[MN,G] < [M,G][N,G] < M*N* < (MN)*.

Em conclusao, [N,G] e MN sao powerfully embedded em G. O

2.3 p-Grupos Potent

Em [2], Arganbright introduziu uma familia de p-grupos finitos com a
propriedade de que 7,(G) < 7, (G)P, para 1 < n/m < p, com n,m inteiros. Em
[17], tomando o caso em que n = p— 1 e m = 1, Gonzélez-Sanches e Jaikin-Zapirain

definiram uma nova familia de p-grupos finitos, chamada potent.

Definicao 2.18 Um p-grupo finito G € potent se p € impar e v,_1(G) < GP, ou se
p=2eG <G

Perceba que a definicao de p-grupo potent coincide com a definicao de p-
grupo powerful para os primos 2 e 3. Mais ainda, se G é p-grupo powerful com p
fmpar, entao v,-1(G) < 1%(G) = G’ < GP, implicando que G ¢é potent. No geral, a
reciproca nao é verdadeira. Os grupos ciclicos de ordem p sao exemplos de p-grupo

potent.
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Vejamos alguns resultados sobre essa familia de p-grupos.

Teorema 2.19 Seja G um p-grupo potent. Entao

(i) Sep =2, entio s (G) < W(G) e se p> 2, entio 1p1:4(G) < (G
(11) v(G) € potent, para todo k € N;
(i1i) Se N é um subgrupo normal de G, entdo G/N € potent.

Prova.

Seja G p-grupo potent.

(i) Usaremos indugio sobre k para as duas afirmagoes. Suponha que p = 2. Se
k=1, é trivial que v,(G) = G' < G4, jd que G € potent. Suponha por hipdtese
de indugao que Ypy1(G) < v(G)*. Deste modo

Ye+2(G) = [141(G), G) < [w(G)*, G].

Usando o Teorema 2.9 e o fato de que k > 1, verifica-se que

(GGl < [(G), GIG 2 ()P [Gla k(G
< 1 (GG (G, GPP[G (G 3 ()]
< 1 (G)12(G) 141 (G), G2 (G))]
< 7k+1(G)47k+2(G)2[7k+2(G) G,y (G)]
< Y41 (G) a42(G) P mr2(G), G, G
< Y1 (G) Ye12(G) P es2(G), ]

Portanto

Yrr2(G) < 7k+1(G)47k+2(G)2[%+2(G)a G

e pelo Lema 2.8, seque que Yp12(G) < Y1 (G)?.
Agora, suponha que p > 2. Para k = 0, v,-1(G) < G = v1(G)?, ja que G €
potent. Suponha por hipdtese de indugio que Yp—141(G) < Y41 (G)P. Veja que

Vo-14k+1(G) = [1p-11%(G), Gl < [141(G)", G]
< [r1(G), GIP[G o Y41 (G)]
= 7k+2(G)p'7p(k+1)+1(G)v

pelo Teorema 2.9. Perceba que

pk+1)+1>p-1)k+1)+1=p-1k+p—1+1>k+p—1+1,
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logo, p(k+1)+1>p—1+k+2 eYur1)+1(G) < Yp-14k+2(G). Desta forma

IN

Vo+2(G) Yper1)+1(G)
Vior2(G) Yp-14k12(G)
Tir2(G) [p-14841(G), G,

7p—1+k+1(G)

IN

e pelo Lema 2.8, seque que Yp—14k+1(G) < Ye42(G)P, como queriamos demons-
trar.

(i1) Suponha que p = 2. Note que

%(G) = [w(G), 1(G)]

IN

[7k<G)7 G]
= 7k+1(G)
< (G

pelo item anterior. Assim, vx(G) € potent para todo k € N, se p = 2.

Agora, suponha que p > 2. Sabemos que Yp—1((G)) < Yiep-1)(G), pelas

propriedades de série central inferior de um grupo. Observe que

Yp-1((G)) < -1 (G) = Yp-1)(k—141)(G)
= Yp-1+-1)p-1)(G)-

Pelo item anterior, tomando k = (k — 1)(p — 1), obtemos que

To- 14k~ (G) < V-1 p-1)+1(G)"-

Note que, como p—1 > 1, entao (p—1)(k—1) > k—1, logo, (p—1)(k—1)+1 > k.

Por isso,
V-1 k-1)+1(G) < %(G),
portanto,
To-1((G)) < Vo14G-1)-1)(G) < Vo-1)-1)+1(G)”
< %m(G).

Desta forma, vemos que v,(G) é potent para todo k € N.
(11i) Seja N um subgrupo normal de G e tome o grupo quociente G/N. Suponha
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que p = 2. Pela propriedade de subgrupo normal, temos que
(G/N,G/N] = [G,GIN/N < G'N/N = (G/N)",

usando a hipdtese de G ser potent. Portanto, G/N ¢é potent. Agora, suponha
que p > 2. Pelo Teorema 1.12, sabemos que v,(G/N) = v(G)N/N, onde
k > 1. Usando este fato e a hipdtese de G ser p-grupo potent, temos que

Yp-1(G/N) = 7p-1(G)N/N < G"PN/N = (G/N)",

logo, G/N ¢ potent.

OJ

Assim como definimos os subgrupos powerfully embedded na familia dos

p-grupos powerful, na familia dos p-grupos potent considere a seguinte definicao.

Definicao 2.20 Um subgrupo normal N de um p-grupo finito G € potently embedded
em G sep € impar e [N,, oG] < NP, ou se p=2 e [N,G] < N*.

Perceba que se p = 2 ou p = 3, as defini¢bes de subgrupo powerfully
embedded e potently embedded em algum grupo G sao iguais. Por essa razao, nas
demonstracoes dos proximos dois resultados basta considerarmos o caso em que p
é impar, visto que para p = 2 as afirmacoes ja foram provadas nos Teoremas 2.15,
2.16 e 2.17.

Teorema 2.21 Sejam N e M subgrupos potently embedded em G. Entao [N?, M| =
[N, M]P.

Prova.
Considere p > 2. Usando o Teorema 2.9 e a hipotese de que M e N sao
potently embedded em G, obtemos que

[N?, M] < [N, MPP[M,,N] < [N,MJ"[M,_»G,N,N]
< [N, M]P[MP?,N, N]
< [N, MP[[MP, N], N
< N, MP[[M, N[N, M], N]
< [N, MP[M, NP, NJ[[N,, M], N]
< [N, MPIM,NFIN,, M]
< [N,MP[N 2 G, M, M]
< [N, M]P[N?, M, M]
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Pelo Lema 2.8, segue que [N?, M] < [N, M|P. Para a segunda inclusao, utilizaremos

novamente o Teorema 2.9 e a inclusao acima. Perceba que

[N,MP <[NP, M][M,N] < [NP, M][M?,N,N]
< [N?, M)[[M, NP, N]
< [N", MM, NP, G
Mais uma vez, pelo Lema 2.8, concluimos que [N, M|P <[NP, M]. O

Teorema 2.22 Seja G um p-grupo potent e N e M subgrupos potently embedded
em G. Entao

(i) NM ¢€ potently embedded em G;
(i1) [N, G] € potently embedded em G;
(i1i) NP é potently embedded em G.

Prova.

Considere p > 2.

(i) Sejam M, N dois subgrupos potently embedded em G. Note que

[NM,p—2G] = [Np2 G][M,,—2 G] < NPM”
< (NM)P.

Além disso, MN ¢é um subgrupo normal a G, ji que M e N também sdo.
Portanto, NM ¢ potently embedded em G.
(ii) Observe que

[[Na G] p—2 G] = [N7p—2 Gv G] < [Npa G]

pelo Teorema 2.21. Portanto, [N, G| € potently embedded em G.
(1)) Do Teorema 2.9, seque que [NP,, oG] < [N, o GJP[,—2G,, N]. Jd que N ¢
potently embedded em G, entao

[NpmfZ G] < [vafZ G]p[p%Gup N]

IN

[va*Q G]p[P*QGﬂ N]
< (v,

logo, NP ¢ potently embedded em G.



CAPITULO 3

O grupo v(G)

Neste capitulo, introduziremos o grupo v(G), definido por Rocco em [27]. A
motivacao para o estudo deste é sua relagao com o quadrado tensorial nao-abeliano
G ® G, a qual mostraremos em uma proposi¢ao deste capitulo. Apresentaremos uma

série de resultados e propriedades do grupo v(G), baseadas em [27].

Definicao 3.1 Sejam G e G¥ grupos isomorfos, via ¢ : G — G¥, g — g%, para todo
g € G. Definimos o sequinte grupo

v(G) = (G,G? | [g.h?]*" =[g,n?]" = [¢*, (W")?], Vg, h k € G}).

Lema 3.2 [27, Lema 2.1; 7, Lema 2.1] As sequintes relagéoes sao vdlidas em v(Q).
(i) g, h?]*1 = [g, he]™0, Vg, h k1 € G;
(i) lg,h, k7] =g, h? k] = [g, h?, k?] = |97, h, k] = [9%, h, k] = [g7, h¥, K],
Vg, h,k € G;
(i) [9,9%] € Z(v(G)), Vg € G;
() g, h¥][h, g%] € Z(v(G)), Vg, h € G;
(v) 9,971 =1,¥g € G

Prova.

(i) Usando as relagoes de v(G), obtemos que

[g, h#JH
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para todo g, h,k,l € G.
(i) Neste item, utilizando as relagoes de v(G) juntamente com as relagoes de

comutadores dadas no Teorema 1.1 e o item (i), temos que

l9,h, k7] = [[g.h], k¥]
= [g 9" k%]
= [g7 " k7 [g", k7]
= [g LRI ()]
= [g LK g, (e
= [g.k]77 "9 g, (hkht)#)"
= [g,k?] Mg, (b~ )Hg,(h’f)“’]h%
= [g. k)" oM g, ne)~" Mg, (hk)?)
= [g, k17" g, B¥) Vg, k?)[g, h#]"
= [g, k179" g, h?1 7 g, k¥][g, )
= 9,171 g, k*1 7 g, h¥1lg, h¥]~ g, k¥][g, hETH"
= [g,h¥] g, h7]*
= [g,h%, k¥]

Agora, usando as relagoes em v(G), note que

l9,h7, k7] = [lg, 1], k7]

9. h#] 7 g, h#)E

l9. 2% g, h¥)*

lg, b7, k].

Portanto, [g, h, k¥] = [g, h?, k¥] = [g, h¥, k|, para todo g,h, k € G.

De forma andloga, usando argumentos simétricos, obtemos que [g¥, h,k] =

(g%, h, k¥] = [g¥, h? k], para todo g,h,k € G. Para concluir o item perceba,
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pelo item (iii) do Teorema 1.1 e pelas relagdes provadas logo acima que

(9% b, k] = [[h, g?]7" K] =

[h, g, k]—[h,gﬂ’l
= [h,g? ko
[h

para todo g, h,k € G. Assim, todas as igualdades sequem.

(iii) Verifica-se, pelo item (ii), que

[gagwah] = [9797 hSD] = Hg7g]7h<p] = [17h¢] =1,

para todo g, h € G. Por outro lado,

1=1[g,9% h] = [g,97) *h (g, "],

h, g%, k]9l

logo, [g, g¥|h = hlg, g¥|, para todo g,h € G. Portanto, (g, 9¥] € Z(v(G)),Vg €

G.

(iv) Para todo g,h € G, pelas relagées do Teorema 1.1, vemos que

[gh, (gh)?] =g, (gh)?]"[h, (gh)?]

= [g,n%1"]g, g¢1"""[h, B¥)[h, g*]"".

Nota-se, pelo item (ii1), que para qualquer k € v(G)

9,997 = k7 'g, ")k = [g.9")k "k
= [9,97]
Por essa razao
[gh, (gh)?] = [g,h*]"[g, g*][h, ][R, g*]""

= [g, 1" [h, ¢*1"" [g. 9"][h, h¥],
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logo, de acordo com o item (iii)
lg, h#)"[h, g% = [gh, (gh)?][h, h¥] 7Y g, 971" € Z(v(G)).

Congugando o lado esquerdo da igualdade por h™% e utilizando as relagoes

definidas em v(G), obtemos o sequinte

(lg. I “[h, g™ 7 =

Por outro lado, conjugando o lado direito da igualdade por h=%, é claro que
[gh, (gh)?)" " [h, W21~ 7 [g, g#17" " = [gh, (gh)?][h, ] g, g%] 7",
Assim, concluimos que
9. 1?][h, g%] = [gh. (gh)?][h, h?) g, g%] 7" € Z(v(G)),

para todo g, h € G.
(v) Se g € G' € um comutador simples, entao g = [h, k| para h,k € G. De acordo

com as relagoes de v(G) e os itens (i) e (it), verifica-se que

9,971 = [[h, k], [, k]?] = [h, K, [, k)]
= [h, kK, [h, k]|
= [h,k?]7 R, k#)h, K]
= [h k?) 7Yk, k)R, k¥
= [h k?)7 [, K] R K[, K7
= 1

Jda se considerarmos um elemento qualquer g € G', de forma g =

[ha, k1l...[hr, k], 0 resultado seque por indugdao sobre r > 1.
]

Observe, pelo item (ii) acima, que todos estes subgrupos comutadores
G,G.G¥) = [6,G*,G] = [G,G#,G¥] = [G%,G,C) = [G*,G,G¥] = [G¥,G#,C)

sao iguais em v(G).
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Lema 3.3 /27, Lema 2.2] Sejam a,b,x € G tais que [x,a] = [z,b] = 1. Entao
la,b, 2¢] = [[a,b]?, x] = 1.

Prova.
Nota-se, pelo Lema 3.2 e relagoes definidas em v(G), que
[a,b,2%] = [a,b?, 2] = [a,b¥] [a,b’]"
= [a, 077" a", (°)%].
Por hipdtese, 1 = [x,a] = a "a, logo, a = a*. De forma andloga, b = b*. Desta

maneira, verfica-se que

[a,b, 2] = [a,6%) *[a”, (b)¢] = [a,b%] '[a, b"]
= L

A sequnda identidade é consequéncia da simetria do item (ii) do Lema 3.2.

Lema 3.4 [27, Lema 2.3] Sejam g, h elementos de G tais que [g,h] = 1. Entao

(i) [g", h?] = [g, h?]" = [g, (h¥)"], para todo n € Z.
(i) Se g e h sao elementos de tor¢ao com ordens |g| e |h|, respectivamente, entdo

|lg, h?]| divide mdc(|g], |h]).
Prova.

(i) A demonstrac¢ao é dada por indugao sobre n € Z. Primeiramente, considere
n>0. Sen =0, € claro que as identidade sao vdlidas e iguais a 1. Suponha
que [g", h¥] = [g, h?]" = [g, (h¥)"] algum para n > 0. Deste modo, usando as

relagoes em 1.1 e as relagoes definidas em v(G), observe que

[g", 17 = [gg™, h?] = [g9.h*)7"[g", h¥]

9", (h")*)[g", h¥]
97 "g9", (h")?][g", h?]

9,
[
[
lg, (h")?][g", h¥].
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Por hipdtese, h9 = h, logo

hg" _ g—nhgn _ g—(n—l)g—lhggn—l _ —(n—l)hgn—l

Isso implica, juntamente com a hipotese de indugao, que

(" 0?] = g, (W7)?][g", h¥)
= [g,h7]]g, h¥]"
= [g,he]"H

Para a outra igualdade, utilizando os mesmos argumentos, temos que

g, (B9)™1] = [g, h?(h?)"] = [g, (h*)"][g, h?]""

= [g.(R*)"][g, )"
= (g, (W*)"][g"", (h"")?]
= lg, (h*)"][g, h*]

Portanto, por hipotese de inducao

lg, (h?)"*'] = [g, h¥]"(g, h?] = [g, h#]"™H.
Agora, para n < 0, note que
g, k7] =g 17 = (g7, (h?)7]

= [g7' 7.

Sen <0, entao —n > 0 e as igualdades provadas acimas sao vdlidas para —n.

Perceba que

" 1f) = [(g™) ", h?] = [g7" h#]7!
= ([g. 017!
= [g,h*]".



48

Analogamente, por um argumento simétrico, [g, (h?)"] = [g, h?]™, como que-
riamos demonstrar.

(ii) Sabemos que |g| e|lh| sao nimeros inteiros e |h| = |h?|. Portanto, pelo item (1)

[97 hw]\g\ — [g\9|7 hso] _ [17 hw] -1

g, h)M = [g, (h*)"] = [g,1] = 1.

Concluindo que |[g, h¥]| € finita e divide tanto |g| quanto |h|, por consequéncia,

lg, h#1| divide mde(|g], |h])-
O

Em [27], Rocco apresenta uma afirmagao para a finitude de v(G).
Proposicao 3.5 [27, Proposi¢ao 2.4] Seja G um grupo finito.

e Se G é p-grupo, entao v(G) € p-grupo finito.
e Se G ¢é nilpotente, entio v(G) € nilpotente de classe finita.

e Se G ¢é soluvel, entao v(G) € solivel de comprimento derivado finito.

A prova desta proposi¢ao é baseada na relagao entre v(G) e o grupo x(G),

introduzido por Sidki em [30]. Este ¢ definido da seguinte forma
X(G) =(G,G? | [g,9"] = 1,Vg € G),

no qual G¥ é uma copia isomorfa de G.

Em [30], Sidki mostra que x(G) possui um subgrupo R(G) = |G, L(G), G¥],
sendo L(G) = [G, ¢] = (g71g¥,Vg € G), de modo que a relacio [g, h*]** = [¢*, (h*)?]
é satisfeita em y(G)/R(G) para todo g, h, k € G.

Desta forma, existe um epimorfismo

p:v(G) — x(G)/R(G)
g — gR(G)
97 = g*R(G),

definido para todo g € G. De acordo com o item (iii) do Lema 3.2, ker(p) esté
contido em Z(v(G)) N (v(G))'.

Como em [30] temos o resultado de que, se G p-grupo finito, nilpotente
finito ou soluvel finito, entao x(G) também é p-grupo finito, nilpotente finito ou

soluvel finito, concluimos que a Proposicao 3.5 é valida.
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Para a proxima Proposicao, considere N um subgrupo normal de G. Defina
o grupo quociente G = G/N e denote por 7 o epimorfismo canénico de G em G.

Perceba que este origina outro epimorfismo 7 da seguinte forma

7:v(G) — v(G)
g — g
9° = g%
de modo que G¥ = G¥/N¥ ¢ identificado com G*.

Proposicao 3.6 [27, Proposicao 2.5] Seja N um subgrupo normal de G.
(i) Entao [N,G¥] <v(G) e [G, N¥] <v(Q).
(i) kerm = [N,G¥?|[G, N¥].(N,N?), onde o ponto denota produto semidireto
mnterno.

Prova.

1. Sejam z € N e g, h € G, logo, [z, g%] € [N,G?]. Veja que

(2,97 = [z, ¢%]lx, 9" [z, g*]"
= [z.¢"][x, 9", R]
= [z.¢"][z, 9, "]
= [z, g%z 2%, h¥]

Verifica-se, da normalidade de N que x~'x9 € N, logo, [v~ 29, h¥] € [N, G¥].
Portanto, [z, g?|" € [N, G?]. Isso implica que G normaliza [N, G?].

Analogamente

[z, 971" = [z, 9%][z, g%, h¥]
= [%g%’”x’g’h@]
= [x,g‘p] [x—1x97h¥’] € [Na GSO]’

desta forma, G¥ normaliza [N, G¥]. Concluimos que [N,G¥?] <v(G). O argu-
mento para |G, N¥| é andlogo.
2. Denote M = [N, G¥]|G, N¥].(N, N¥). De fato

kerm={g€ G, g€ G’ [m(g)=79=N, 7(g*) = g% = N*}.

Veja que, para todon € N en? € N¥
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isto €, N, N¥ < ker7. Assim,

M = [N,G¥]|G,N¥].(N,N¥) < [ker7,G¥]|G, ker 7| ker
< kerm,

pela normalidade de kerm em v(G). Mais ainda, M € um subgrupo normal de

v(G) e, em razio disso, podemos definir a sequinte fung¢ao

0:GUG” — v(G)/M
g — gM
9% — g*M.

E claro que N,N¥ C M, implicando que 0 estd bem definida. Além disso,
¢ fdcil perceber que as restricées de 0 a G e G° sio ambas homomorfismos.
Desta forma, pela propriedade universal do produto livre, existe um nico

homorfismo 0* que estende 0 ao produto livre G x G .

Considere g1, 92,93 € G. Sabemos que as sequintes relagoes sao validas em

v(G)

(1 92.957] = [91,95"]"(92, 95"

g1, (32 33)%) = (91,9591, 52717

Aplicando-as em 0%, obtemos que

91 %2.95°)" = [91MgoM, g5 M]
9192,93]

91, 931" (92, g5 1M

91, (95°)% 1[92, g5 1M

1, (95°)71M g2, g5 1M
(g7%), ( 9N (5. 55°)°

*

lg
[
[
[
[
[
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De maneira andloga, por simetria

*

71, (@ 5)?) = [0, 57" [(67), (63)1,

implicando que 6* preserva essas relagoes. Deste modo, 0* induz o homomor-

fismo
0:v(G) — v(G)/M
g~ 7
5 = (@)

Olhando por outro lado, o fato M < ker 7 induz o epimorfismo

7:v(G)/M — v(G)
gM  +—
g*M = g7,

<

de forma que o diagrama abaizo comuta.

ker 7

\/
/\

Observe que, fazendo a composicao de 0 com T, obtemos

@7 = (gM)" =7

(7°)°" = (¢°M)™ =

Assim sendo, o7 = Ly €, por consequéncia, 0 ¢ um isomorfismo. Portanto,
v(G)/M = v(G) =2 v(G) /ker T, concluindo que M = ker 7.
0

Considere o seguinte subgrupo de v(G), dado por Y(G) = [G,G¥]. Pelas

relagoes definidas em v(G), é facil perceber que este subgrupo ¢ normal. Uma das
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motivagoes para o estudo de v(G) se da em razao do subgrupo T(G) ser isomorfo
ao quadrado tensorial nao abeliano de G, como iremos provar em seguida.

Defina a seguinte aplicacao T por

GG — T(G)
gRh — [g,h%].

Esta, por ser estendida & um epimorfismo, ji que 7 preserva as relagoes que definem

G ® G. Com efeito, temos que

Proposicao 3.7 [27, Proposi¢cio 2.6] T € um isomorfismo.
Prova. O subgrupo comutador Y(G) = [G,G¥] do produto livre G x G¥ ¢é normal,
livre e livremente gerado pelos comutadores [g, h?], onde g,h € G\{1}.

Da normalidade de YT(G) em G x G¥, este admite as agoes de G e G¥ por

conjugacao e as sequintes identidades sao validas

{ g, h¥1F = [gh, h?][k, h?] !
g, h¥1¥" = [g, k¥ g, (hk)?]

para todo g, h, k € G.

Agora, seja
R = {[g, W*]*[g", (R*)#174, 9", (h*)#)(lg, h#)7) 1 | g, ok € G}

e N o fecho normal de R. Podemos enzergar v(G) como o quociente G * G¥/N.

Denote por @ o sequinte epimorfismo

a:GxGY — v(G)

g = g
g = g7

Pelo Teste da Substituicao, & induz o sequinte isomorfismo «

a:GxG?/N — v(Q)
gN = g
g*N — g*.

Verifica-se, pelo Teorema da Correspondéncia, o diagrama abaixo
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De fato, N|G,G¥|/N = [G,G?]/N, implicando em um isomorfismo entre [G, G¥]/N
e T(G). Seja este isomorfismo &1 dado por ([g, h?]N)°* = [g, h¥], para todo g,h € G.
Defina, para todo g,h € G, o epimorfismo

p:lG.GY] - Ged
l9,h?] — g®h.

Como N* = 1ggq, temos que u induz um epimorfismo 0 entre [G,G?]/N ¢ G ® G,
dado por ([g, h?]N)? = g ® h. Observe o diagrama a seguir.

T(G)
ot
G, G¥]/N v=b s
)
GG

Vemos que ¢ = 6716 € um epimorfismo entre Y(G) e GRG. Por ora, tome g, h € G

quaisquer. Obtemos que

(g )™ = (lg, k)Y = (lg,h?])% °
= ([g,h*IN)’
= g®h

(9. B¢ = (lg, )% %7 = ([g, h¥]N)™"
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Em conclusao, T = lgega e Y1 = lyg), logo, T € um isomorfismo. O
Encerramos essa se¢cao com uma tltima Proposicao.

Proposicao 3.8 [27, Proposigcao 2.7] Sobre as séries derivada, central superior e

central inferior de um grupo G, verificam-se as sequintes afirmacoes.

(1) [¢(G), (G#)U+Y] = 1, para todo j > 0;
(1) [G+1(G), v (G?)].[75(G), G+1(G?)] € Z(Y(G)), para todo j > 1;
fii) [¢;(G), 15(G¥)] € Z(W(G), para todo j > 1.

Prova.
(i) Se j =0, entao

[6(@), (GPYV] = [1,G%] = 1.

No caso em que j > 1, sabemos, pelos itens (i) e (ii) da Proposicao 1.11, que
[¢(G),GY)] < [G(G),v;(G)] = 1. Assim, tomando z € (;(G) e a,b € GV,

temos que
[z,a] = [z,b] = 1.
Aplicando o Lema 3.3, obtemos que
[a,b]7, 2] =1,
onde [a,b]? € [GY), GW]? = (G¥)U+V. Portanto, [(G?)V+Y, ((G)] = 1.

(1t) Sejam z € (+1(G), g9 € v;(G) e 1,92 € G. Utilizando os itens (i) e (i) do

Lema 3.2, € claro que

[2,9). (91,951 = [2,97] [z, g?]lor %]
= [2,9%] [z, g7
= [2.9% [91, 9]
= [2,9,(91,92]"]

De acordo com o item (ii) da Proposi¢ao 1.11, [z,g] € [(+1(G),7;(G)] <
G1(G) = Z(G) para todo j > 1, implicando que

[[Z,g]791] - [[Z,g],gz] =1.
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Usando mais uma vez o Lema 3.3, obtemos
(91,927 [2, 9] = 1,
logo,
[z, 9%], [91, 95]] = [2, 9, [91, 9] "] = 1.

Em conclusao, [(j11(G),v;(G¥)] € um elemento central em Y(G) e, por sime-
tria, [v;(G), (j+1(G¥)] também € central em Y(G), para todo j > 1.
(11t) Dados z € (j(G), g € v;(G) e h € G, note que

[ngsp?h] = [Zaga hSD] =1

[z, g%, h¥] = [z,9,h¥] = 1,

pois [z,9] € [((G),v(G) = 1, pela Proposicio 1.11. Portanto,
((G),7;(G¥)] € Z(v(G)), para todo j > 1.



CAPITULO 4

Resultados Principais

Este capitulo tem como objetivo demonstrar alguns dos resultados princi-
pais obtidos nos artigos [27] e [3]. Os Teoremas A e B foram mostrados por Rocco

em [27] como corolarios dos seguintes teoremas.

Teorema 4.3 [10, Proposi¢ao 2.7| Para i > 2, o i-ésimo termo da série

central inferior de v(G) é dado por

(W (G)) = %i(G)Yi(G) - (G), GF).

Teorema 4.5 [27, Teorema 3.3] Para i > 2, o i-ésimo termo da série
derivada de v(G) é dado por

V((;)(i) — G(l‘)(gs@)(i) [G(ifl)a (Gso)(ifl)].

Ja os Teoremas C e D sao resultados principais de [3].

4.1 Prova dos Teoremas A e B

Nesta secao, vamos provar uma série de resultados fundamentais para
garantirmos as condigoes dos Teoremas A e B, que serao obtidos como os Corolarios

4.4 ¢e4.6.

Teorema A. Seja G um grupo nilpotente de classe c¢. Entao v(G) é um

grupo nilpotente de classe no méaximo ¢ + 1.

Teorema B. Seja G um grupo solivel de comprimento derivado [. Entao

v(G) um grupo solivel de comprimento derivado no maximo [ + 1.
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Lema 4.1 [10] O grupo v(G) pode ser descrito como o sequinte produto semidireto

de grupos
v(G) =7T1(G).G.G*.

Prova.

Podemos formar o produto semidireto Y(G).G usando a ag¢ao de G sobre
Y(G) dada por (g, h?]* = [g*, (h*)?]. Mais ainda, existe uma agdo bem definida de G¥
em Y(G).G, que consiste em ([g, h¥], k)** = ([¢*, (W¥)?],1), para todo g, h,k,l € G.

Defina o sequinte homomorfismo

V:u(G) = (T(G).G).G¢

g — (1,9,1)
g7 — (1,1,47%).

Considere o diagrama comutativo abaixo.

1—Y(G) v(G) GxG¥——1

b e

1— GG —— (Y(G).G).GY— G x G¥ —— 1,

tal que W' € a restrigio de W a Y(G). Pela Proposi¢ao 3.7, W' é um isomorfismo,
logo, ¥ € isomorfismo.
O

Lema 4.2 Se v,(G) e v(G¥) sao, respectivamente, os i-ésimos termos das séries
centrais inferior de G e G¥ e G ¢ (G¥)? sdo, respectivamente, os i-ésimos termos

das séries derivadas de G e G?, entao

(i) 7:(G?) = 1(G)?, parai > 1;
(ii) (G#)D = (GD)? para i > 0.

Prova.

(i) Utilizaremos indugao sobre i. Se i =1, entao

1(G") = G* = m(G)*.
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Suponha que v;(G?) = v(G)¥. Temos que

%i41(G7) = [n(G?), G7] = [6(G)7, G
)

(ii) A prova serd realizada por indu¢do sobre i. Se i =0, entao
(Gso)(O) — QY = (G(O))so.
Suponha que (G#)®) = (GW)¢. Assim,

(Gw)(iJrl) — [(G“’)(i), (Gso)(i)] — [(G(i))v:’ (G(i))so]
= [(GY),(GM)#
— (G(Hl))so.

OJ

Teorema 4.3 [10, Proposi¢ao 2.7] Para i > 2, o i-ésimo termo da série central

inferior de v(G) € dado por

1w (G)) = u(G)n(G9) i (G), G7).

Prova.

A prova € feita por indugao sobre i. Para 1 = 2:
2W(G)) = (@), v(G)] = [T(G).G.G7, T(G).G.G7].
Pela item (iv) do Teorema 1.2 e (i) da Proposi¢ao 3.6, obtemos o sequinte

1W(G)) =

Y(G).G.G¢, T(G).G.G?]

[T(G), T(G)][T(G), G][Y(G), G¥][G, T(G)][G, G

G, G¥][G7, Y(G))[G?, GIG*, G7]

[Y(G), Y(G)[Y(G), GI[Y(G), G?][G, G]Y(G)[G?, G¥]
< Y(G)[Y(G).GIY(G), GG, G][G*, G¥].

Pelo item (ii) do Lema 3.2

T(G),G] = [G,G¢,G] = [G,G?, G¥]
= [Y(G),G¥].
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Por outro lado, [Y(G),G] < Y(G) em razio da normalidade de Y(G).

Portanto

1W(@) < T(G)G GG?, G
= 72(G)n(G?)Mm(G), G7l.

Agora, suponha por hipdtese de inducao que o i-ésimo termo da série central inferior

de v(G) seja dado por

Yi(V(G)) = %(G)%(G?)[vi-1(G), G¥].

Por consequéncia, temos que

i(v(G)), Gl

IN

i (G)i(G?)i-1(G), G¥]
[%(G)v G] [%(ka% G] [f}/ifl(G)v GS&? G]
= Yi+1 (G) [%(GSD)v G] [%—l(G% ch? G]

IN

Analogamente,
[i(v(G)), G7] < 7 (G7) [0i(G), GFl[1i-1(G), G, G7].

Perceba, pelo Lema 3.2, que

[%—l(G)v GW, G] = [’Yz‘—l(G)7 GSD? ch]
= [1-1(G), G, G7]
= [Vz(G)a G¢]

Desta forma, obtemos dessas duas inclusoes que

Vi1 (v(GQ)) = [nuv(G)),v(G))
< %41 (G)Yi1 (GO [i(G?), Gl [%i(G), G7.

N

Agora, resta mostrarmos a igualdade [v:(G¥), G| = [v:(G), G¥]. Usaremos
indugao sobre i. Se i =2, € claro que
[WQ(GQD)’ G] = [Gwa ch’ G] = [cha G7 G]
= [G%,7(G)],
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pelo Lema 3.2. Supondo que [v;(G¥), G| = [vi(G), G¥] vale para i, observe que

[%+1(G)7 GLP] = [’VZ(G% G, GSD] =

Assim, podemos concluir que

Yitr1(V(G)) < %ir1(G)Vina (G7) [ (G¥), G,

como queriamos demonstrar.

OJ

Corolario 4.4 /27, Coroldrio 3.2] Seja um G grupo nilpotente de classe c¢. Entao

v(QG) € nilpotente de classe no mdximo ¢+ 1.

Prova.
Como G tem classe de nilpoténcia igual a ¢, entio Ye11(G) = Yer1(G¥?) = 1.
De fato,
7c+2(V(G>) = 70+2(G)70+2(G90)[’Ychl(G@)?G]
= 1.
Concluindo que v(G) € nilpotente de classe no mdzximo ¢+ 1. UJ

Teorema 4.5 [27, Teorema 3.3 Para i > 2, o i-ésimo termo da série derivada de
v(G) € dado por

v(G)D = OGP [GED (Ge)E-Y].

Prova.
De maneira andloga a prova do teorema anterior, a demonstracao serd feita

por indugao sobre i. Se i = 2

v(G)? = [(G),v(G)] = )
= T(G)G GlG7, 67,

pelo Teorema 4.3. Por outro lado,

Y(G)[6.GG7.G¥] = GA(G) e (69) V]
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Agora, assuma como hipotese de inducao que

V(@)D = GO (GH)D[GED ()Y

De fato,
v(G)H (@)D, (@)
— [G(Z)( ) [G( —1)7(Gw)(i—l)]’G(i)(Gw)(i)[G(i—1)7(Gw)(i—l)“
— [G(Z HG( (Gw)(i)][g(i)7[G(i—1)7(gw)(i—1)“
[(G¥ ) GG (G“")‘“H(G“”)(” [GUY (@)Y
(G4 ( 7)), G(ZH[ V(@)Y (@)Y
[GUY(G7)EV] [GEY, (G Y]]

= GUI(GH)TIGY (GHIGY, G, (67) Y]]
(GH)D, G (GH) VG (G9) DL [GEY, (G#) VL.

Verifica-se, pelo item (iii) do Lema 3.2, que

(GO, [GOD (@7 = [[GUD,(G%) Y], GY]
(GED GG (G#) D]

— [G(i), (Gso)(i)]
[(C;sa)(i)7 [G(i—l)’ (GsO)(i—l)]] — [[G(i‘l), (Gso)(i—l)]’ (Gw)(i)]
— [G(ifl)7 (G«)(ifl)7 (Gv)(i)]
— [G(i), (Gﬁo)(i)]_
Por fim,
[[G(ifl)y (Gw)(ifl)L [G(ifl)y (Gw)(ifl)]] — [G(ifl)7 (Gso)(ifl), [G(ifl), (Gw)(ifl)]]

— [(ch)(i—l)’ (ch)(i—l), [G(i‘l), (Gw)(i—l)“
= (@)D, (G (G@9) D))
= [G(i), (G“")(i)],

pela igualdade anterior. Portanto,

V(g)(iﬂ) — G(l’rl)(GW)(iJrl)[C;(i)7(Gs@)(i)]7
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como queriamos demonstrar. O

Corolario 4.6 /27, Coroldrio 3.4] Seja G um grupo solivel de comprimento deri-

vado l. Entao v(G) € solivel de comprimento derivado no mdzimo [+1.

Prova.
Como G tem comprimento derivado I, G = (G¥)) = 1. Portanto
(@)Y = (@)D [GD (Ge) D]
= 1.
Em conclusao, v(G) é soluvel de comprimento derivado no méaximo 1+41. O

4.2 Prova dos Teoremas C e D

Esta se¢ao tem como objetivo apresentar e provar os resultados necessérios

para as demostragoes dos Teoremas C e D.

Teorema C. Seja p um primo e GG p-grupo finito potent.

(a) O quadrado tensorial nao abeliano Y(G) ¢ potently embedded em v(G).
(b) Se k > 2, o k-ésimo termo da série central inferior v,(v(G)) é potently
embedded em v(G).

e

Teorema D. Seja p um primo impar e G p-grupo tal que exp(G) = p°.
(a) Se G & potent, entao exp(v(G)) divide pet.
(b) Se v,—2(G) < GP, entdo v(G) é um p-grupo potent. Em particular,

exp(v(G)) = p°.

Vejamos a seguir um lema e uma proposicao que serao usados diretamente

para as provas dos resultados principais.

Lema 4.7 [3, Lema 3.2] Seja k wm inteiro positivo e G um grupo. Entao
[T(G).k v(G)] = [41(G), G7].

Prova.
A prova € realizada por inducao sobre k. Se k = 1, usando as relacoes

definidas em v(G) e o Lema 3.2, obtemos que

[T(G), Gl =[G, 67, G] =[G, G, GF] = [(G), G7]
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(Y(G),G*] =[G, 67, G7] = [G, G, G7] = [(G), G7,

desta forma, [T(G), v(G)] = [12(G), G7].
Agora, suponha que a igualdade [Y(G),, v(G)] = [Yk+1(G), G¥] € vdlida para k, logo

[(T(G)ksr ()] = [T(G) s v(G), v(G)] = [[T(G)v(G)], v(G)]
= [ (@), 67, v(G)]
= [ (G), &% v(G)].

Como vi+1(G) < G, mais uma vez, usando o Lema 3.2, temos que

hk-i-l (G)7 G?, G] = [7k+1<G>a G, ch]

['Yk—l-l(G)’ G@) GLP] = ['Vk-&-l(G)v G? G@],
portanto
[T(G)ﬂc-i-l V(G)] - h/k+1(G)’ G?, V(G)] = [7k+1(G)7 G, Gﬂ
= [Tk+2(G), G7].

O

Proposicao 4.8 [3, Proposi¢io 3.3/ Seja p um primo e n € N, onde p > 3 e
1 < n < p. Suponha que G € p-grupo finito tal que v,(G) < GP. Entdo

(1) M (V(G)) < 72(G)(GF)PT(G)".
(ii) [T(G)n-1v(G)] < T(G).

Prova.

(i) Pelo Teorema 4.3,

Mmr1(W(G) = ms1(G) 11 (G)m(G), G¥)
= [m(G), Gllm(G?), ¥l (G), G¥]

e utilizando a hipdtese v,(G) < GP, sabemos que

T (v(@)) <GP, GI(G?)", GFIIGP, G7].
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Agora, vamos mostrar que [GP, G] < vo(G)P. Comon < p—1 e de acordo com

o Teorema 2.9, obtemos que

[G",G] < [G,G)"'[G,G] = [G,GP[1-1(G),G,G]
< [G,GP(G),G, G
< [G,GPIG*, G, G
= [G,GP[G",G], G

Perceba que, pela relagao acima, podemos aplicar o Lema 2.8 tomando N =
GP,G]| e M = |G,G?, logo

[GP,G] <G, GI" = 7a(G)".
Analogamente, [(G¥)P,G?] < [G?,G¥]P = ~,(G?). Por fim, resta mostrarmos

que [GP,G¥] < [G,G¥]P. Tome x,y € G, a Formula de Compila¢ao de Philip

Hall nos garante que
[, 4] = [z, y?]P (mod ~v2(M )"y, (M)),
onde M = (z,[x,y?]). Note que
V(M) = [M,MPP < M? <[G,G,G*) < [G,G?].

Ja para v,(M), pelo Lema 4.7 e pelo fato de que n < p — 1, veja que

W(M) = [M,M,, s M] < [M,_>M]
< GG Gy v(G)]
= (GG 21/( ) v(G)]
= [p1(G), G7,v(G)]
< (G ) V(G)]
< (67,67 (@)

Portanto, considerando todos os elementos x,y € G, € fato que
[GP, G*] < [G,G?PIGP, G*,v(@))].

Como [G?,G¥] e [G,G?? sao subgrupos normais de v(G), podemos aplicar o
Lema 2.8 tomando N = [GP,G¥] e M = |G, G¥]P. Obtendo |G?, G¥] < |G, G¥]P

e concluindo o item (i).
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(i1) Por hipdtese e de acordo com o Lema 4.7, € vdlido que
[Y(G) 1 v(G)] = [1(G), G¥] < [G", G7].

Foi provado acima no item (i) que [GP,G¥] < [G, G¥]P, logo, o item (ii) estd

concluido.

Agora, estamos preparados para provar os Teoremas C e D.

Teorema C. Seja p um primo e G p-grupo finito potent.

(a) O quadrado tensorial nao abeliano YT (G) é potently embedded em v(G).
(b) Se kK > 2, o k-¢ésimo termo da série central inferior 74(v(G)) ¢ potently
embedded em v(G).

Prova.

(a) Separe os casos parap =2, e p > 3.

Se p = 2, entdao G’ < G*. Sabemos, pelo Lema 4.7, que
T(G),G] = [%(G),G?] =G,G,G¥ = |G, G*].
Aplique o Teorema 2.9 e veja que

(G, G?] < [G*G?] < [G,GYG?,, G*[G? 4G

= [G,GG, G?PIG,G?, G

Tomando N = [G',G¥], M = [G,G¥]* e usando o Lema 2.8, concluimos que
(G',G¥] < [G,G¥], isto ¢, [Y(GQ),G] < T(G)* e T(G) e potently embedded em
v(G).
Agora, considere os p-grupos potent com p > 3. Nas condi¢oes da Proposicao
4.8, é possivel tomar n = p— 1, por consequéncia, pelo item (ii) desta, obtemos
que [T(G),,—2v(G)] < T(G)?P, isto ¢, T(G) ¢é potently embedded em v(G).

(b) A prova deste item sera feita por indugao sobre k. Primeiramente, suponha
que p é um primo impar. Se k = 2, tomando n = p — 1 e aplicando o item (7)

da Proposicao 4.8, garantimos que

2((G)p—2V(G)] = 1(W(G) < 72(G)(G?)(G, G7
= 72W(@)).
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Suponha por hipotese de inducao que [y (V(G)),p—2 V(G)] < Y(v(G))P. Assim,

pelo Teorema 2.9

Vi1 ((G)) p—2 v(G)]

INIA

I
=2
B
=

(
@) w(G), 1 (W(G))p1 v(G)]
@) e (v(G))p2 v (@), (G)].

= Vk+1

Tomando N = [v441(V(G)),p—2v(G)] € M = 741 (v(G))?, nas condigdes do
Lema 2.8, vemos que [Vi+1(V(G)),p—2v(G)] < 11(¥(G))P, como queriamos
demonstrar.

Analisaremos agora o caso em que p = 2. Se k = 2, Moravec provou em [25] que
12 (V(G)) é powerfully embedded em v(G), logo, v2(v(G)) é potently embedded
em v(G).

Suponha por hipétese de inducio que [yx(v(G)),v(G)] < v(v(G))* Pelo

Teorema 2.9

Ve (W(@), v(G)] = (@), v(G), v(G)]

IN TN
=)
pay
<
—~
8
= 3
=
8

Usando o Lema 2.8 para N = [y (v(G)),v(G)] e M = [w(v(Q)), v(G)],
segue que 1 (v(G)), (G)] < [n(v(G)), v(G)]*.

O

€

Teorema D. Seja p um primo impar e G p-grupo tal que exp(G) = p°.

(a) Se G ¢é potent, entdo exp(v(G)) divide pe.
(b) Se 7,—2(G) < GP, entdo v(G) é um p-grupo potent. Em particular,
exp(v(G)) = p.

Prowa.

(a) Note que

Y21 (V(G)) = Yap2(V(G)) = [1p(V(G)) p2 V(G)].
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Do item (b) do Teorema C, sabemos que, para qualquer primo p, v,(v(G)) é

potently embedded em v(G). Portanto,
o1 ((G)) = ()2 ()] < 1[G
Perceba que
2p—1)=2p—-2<2p—-1=p+1(p—1),

logo, tomando k = 2,7 = p e s = 1, podemos aplicar o Teorema 2.10 obtendo
que exp((v(Q@)) divide p*™2~1 = p°*! onde Q. (v(Q)) = (g € v(G) | g*" = 1).
Como v(G) é gerado por G e G¥, é claro que exp(v(G)) = exp(Qe(v(G)). Desta
forma, exp(v(G)) divide p**!.

Por hipotese, 7,—2(G) < GP. Como 1 < p—2 < p, nas condicoes da Proposigao

4.8, tomamos n = p — 2 e vemos que

W-1W(G)) < 7(G) (GG, G

= nW@(@))
< W@,

pelo Teorema 4.3. Portanto, v(G) é p-grupo potent.
De [17], sabemos que p-grupos potent sao power-abelianos sempre que p é um

primo impar. Como v(G) é gerado por G e G¥, obtemos que exp(v(G)) =

(&

exp(G) = p°.

O resultado a seguir é consequéncia imediata do Teorema D.

Corolario 4.9 /3, Coroldrio 1.1] Seja p > 5 primo e G p-grupo finito powerful.

Entao v(G) € p-grupo potent. Em particular, exp(v(G)) = exp(G).

Prova.

Observe que, para todo primo p > 5, 7,2(G) < G' < GP?, ja que G ¢ p-

grupo finito powerful. Desta forma, pelo item (b) do Teorema D, v(G) é p-grupo

potent e, em particular, exp(v(G)) = exp(G). O]

4.3 Alguns Exemplos

Para finalizar, vamos apresentar nesta se¢ao alguns exemplos de grupos v(G)

e T(G) e suas caracteristicas, com o grupo G em questao variando. Todos esses foram
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calculados via GAP. Nas tabelas, cl(G) e dI(G) representam, respectivamente, a

classe de nilpoténcia e o comprimento derivado do grupo G. Esses resultados podem

ser encontrados em [1].

Para ilustrar os resultados que obtemos nos Teoremas A e B, veja o exemplo.

Exemplo 4.10 Considere os grupos Diedrais com apresenta¢ao

Ds, = (a,z]a" = 2* = 1,a” ! = a®),

com n vartando entre 2 e 8. Entao

n| G| d(G)|dG)]| V(G| dv(G)) |dv(G)) T(G) | |T(G)]
2| D, 1| Nao| 256 2 NGo | Zg X Ty X Ty X Zo 16
3| Dg| Nio 2| 216 Néo 2 Zs 6
4| Dg 2| Nio| 2048 3 Nio | Zy x Ty x Ty X Zo 32
5| Dy | Nio 21 1000 Néo 2 Zo 10
6| Dy | Nao 2| 6912 Néo 2| Zg X Ty X Ty x T 48
7| Dy | Néo 2| 2744 Nao 2 Zo4 14
8| Dig 3| Nao| 16384 J Nio | Zg x Ty x Ty X Zs 6/

Quando G é um p-grupo potent, v(G) nao é necessariamente potent.

Exemplo 4.11 Tomemos 2-grupo e 3-grupo ciclicos finitos. Confira abaizo.

G 1G]] cl(G) v(G) | dw(G)) | WG] | T(G) | |T(G)]
ZQ 2 1 Dg 2 8 ZQ 2
Zs| 3 1| (Zg x Zs) x Zs 2 27| Zy 3

Observe que Zo e Zs sao p-grupos potent, jda que sao ciclicos, gerados por 1, com

ZhH = {0} e Z = {0}. No entanto, v(Zy) = Dg e v(Zs3)

p-grupos potent.

~

(Z3 x Z3) X Z3 nao sao

Por fim, analisemos o comportamento da constru¢ao v(G) em outros p-

grupos.
G |Gl | c(G) ]| v(G)] | cdv(G)) | T(G) | [T(G)
Zs, 5 1 125 2 Zs, 5
Exemplo 4.12 | Z, 7 1 348 2 Z
Zyy | 11 1| 1331 2| Zn 11
Zys | 13 1| 2197 2| Zis 13
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