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Resumo

Goémez Daza, John Elber. Superficies Minimas e curvatura de Gauss de
Conoides em Espacos de Finsler com (o, 3)-métricas. Goiania, 2014. 82p.
Dissertagdao de Mestrado. Departamento de Matematica, Instituto de Matemadtica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

Neste trabalho consideramos (o ,3)—métricas do tipo F = ocq>(§) ,onde a é a métrica
euclidiana, ¢ é uma fungdo positiva suave sobre um intervalo simétrico I = (—bg,bo)
e B é uma I-forma de norma b,0 < b < by, sobre uma variedade de Finsler M.
Estudamos superficies minimas nestes espagos (M,F) com respeito a forma volume
de Holmes-Thompson e apresentamos uma equagdo que caracteriza as hipersuperficies
minimas em um espago geral (o, ) —Minkowski. Mostramos que os condides no espago
tridimensional com B na direcdo do eixo 73 sdo minimas se, e somente se, é um
helic6ide ou um plano, provamos também que a curvatura de Gauss do condide em um
espaco tridimensional de Randers-Minkowski pode ser positiva em superficies minimas.
Finalmente apresentamos uma equacdo diferencial ordindria que caracteriza superficies

minimas de rotacao e um exemplo de superficie minima de rotacao.

Palavras—chave

Imersao Isométrica, Subvariedade Minima, Condides, Curvatura de Gauss



Abstract

Go6mez Daza, John Elber. Minimal Surfaces and Gauss Curvature of Conoid
in Finsler Spaces with (o, B) —metrics. Goiania, 2014. 82p. MSc. Dissertation.
Departamento de Matematica, Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universi-
dade Federal de Goias.

We consider (o, ) —metric F = Ocq)(g), where a is the euclidean metric, ¢ is a smooth
positive function on a symmetric interval I = (—bg,by) and B is a 1-form with the
norm b, 0 < b < by, on the Finsler manifold M. We study the minimal surfaces on these
spaces with respect to the Holmes-Thompson volume form and we present the equation
that characterize the minimal hypersurfaces in general Minkowski space. We prove that
the conoids in three-dimensional space are minimal if and only if is a helicoid or a
plane, also we show that the Gauss curvature of conoid in Randers-Minkowski 3-space
is not always nonpositive on minimal surfaces. Finally, an ordinary differential equation
that characterizes minimal surfaces of revolution and an example of minimal surface of

rotation are given.

Keywords

Isometrical Immersion, Minimal Submanifold, Conoids, Gauss Curvature.
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Introducao

O estudo das superficies minimas comecou com Lagrange [9]. Em sua famosa
autobiografia publicada em 1762, desenvolveu um algoritmo para o célculo das variagdes.
Lagrange prop0s o problema de encontrar uma superficie de drea minima, com fronteira
dada por uma curva fechada sem auto-interse¢des. Desde entdo, aumentou o nimero de
estudos sobre superficies minimas.

Euler obteve uma superficie minima de revolu¢ao nomeada de catendide, a partir
da rotacdo da catendria em relagdo ao eixo central (além do plano € a dnica superficie
minima de revolucdo). Meusnier (1776) introduziu na equacao diferencial de Lagrange
a condi¢do adicional, que as “curvas de nivel” f(x,y) = const fossem retas. A soluc¢do
neste caso, serd um helicéide. Depois de um longo tempo Scherk (1835) obteve novas
superficies. Ele introduziu na equagdo de Lagrange a condi¢do que as varidveis deveriam
ser “separadas”, ele supds que f(x,y) = g(x)+h(y). Depois do trabalho de Costa (1982)
sobre superficies minimas em R* aumentou o nimero de estudos a respeito deste tema.
Costa, em sua Tese de Doutorado no IMPA, obteve as equacdes do terceiro exemplo,
trabalhando com a representacdo de Weierstrass para as fungdes definidas em um toro.
Ele obteve uma superficie minima completa conformemente equivalente ao toro menos
trés pontos, onde dois dos fins da superficie sdo do tipo catendide (no sentido em que se
afastam para o infinito) e o terceiro fim se aproxima assintoticamente de um plano que
estd a uma distancia finita (tais fins sdo chamados planares).

A formulagdo variacional que modela o problema fornece como solug@o super-
ficies que sdo pontos criticos do funcional volume, mas o termo minima ficou fortemente
associado a estas superficies, de forma que as solugdes sdo chamadas de superficies mi-
nimas. A ideia de minimizar volume é generalizada para variedades Riemannianas e con-
sequentemente para variedades Finslerianas, e é assim que Shen no seu trabalho [15]
estudou subvariedades de uma variedade Finsleriana e introduziu o conceito da forma
curvatura média H; para uma imersdo f: M" — M™, introduzindo de modo natural o
conceito de imersdo minima, mas Shen ndo apresentou exemplos. Os primeiros exem-
plos para imersdes minimas na geometria de Finsler baseados na forma de volume de
Buseman-Hausdorff foram apresentados por Souza no seu trabalho [20]. Porém, He e

Shen mostram que qualquer superficie minima no espaco de Randers (M ,o+ f3) com
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respeito a forma volume de Holmes-Thompson também é minima no espaco Riemanni-
ano (M, ).

Este trabalho estd baseado nos artigos [8], [13] e [22], onde estudamos o ele-
mento volume de Holmes-Thompson, caracterizando as imersdes minimas do condide e

superficies de rotacdo, na direcdo do eixo x>

em espacos de Finsler com (o, 3)—métricas
do tipo F = Oc(l)(g) ,onde o é a métrica euclidiana, ¢ € uma funcdo positiva suave sobre
um intervalo simétrico I = (—bg,bg) e B é uma 1-forma de norma b,0 < b < by, em
uma equacao que envolve uma integral.

Dividimos este trabalho em quatro capitulos. No Capitulo 1, apresentamos
conceitos e alguns exemplos das estruturas de Finsler, juntamente com os resultados
basicos que serdo utilizados nos capitulos posteriores. Damos uma breve introducio as
formas diferencidveis que serdo usadas nas equacdes da estrutura de Finsler.

No Capitulo 2, € apresentada a conexdao de Chern, obtida pela diferenciacdo
exterior da forma de Hilbert, (uma se¢do global do fibrado co-vetorial p*T *M). A conexao
de Chern € de tor¢a@o nula e quase compativel com a métrica que coincide com a conexdo
de Levi-Civita quando a estrutura de Finsler é Riemanniana. Assim a expressdo obtida
para os simbolos de Christoffel de segunda espécie em Finsler € andloga a expressao dos
simbolos de Christoffel obtidos no caso Riemanniano. Considerando a orientacdo para
a conexao, se obtém uma métrica Riemanniana induzida pelo pull-back da métrica de
Sasaki de TMy em SM, sendo assim possivel definir o elemento volume de Holmes-
Thompson.

No Capitulo 3, apresentamos o teorema de classificacao para as hipersuperficies
minimas, e calculando a variagao de volume, obtemos superficies minimas nao triviais no
caso de Minkowski.

No Capitulo 4, caracterizamos as hipersuperficies minimas do conéide e do tipo
rotacdo de uma curva plana em torno do eixo fixado, ou seja, para o condide e para as
superficies de rotacdo em um espago de Mikowski com uma (o, 3) —métrica, obtemos a

solug@o da equagdo que caracteriza as superficies minimas.



CAPITULO 1

Geometria de Finsler

O nome “Geometria de Finsler” veio da tese de doutorado de Paul Finsler,
sobre o titulo de “Curvas e Superficies em espacos gerais” em 1918, sob orientacio
de Carathéodory. Finsler retomou o caso geral deixado por Riemann, pois ele ndo
considerava que o caso geral dava uma nova luz ao problema. Mais S.S. Chern [4]
costumava dizer que a geometria de Finsler ndo é uma generalizacdo da geometria
Riemanniana, ¢ melhor descrevé-la como a geometria Riemanniana sem a restricdo

quadratica.

Na estrutura apropriada, um grande nimero de resultados se generalizam facil-
mente de espacos Riemannianos para espagos Finslerianos e as evidéncias mostram que a
“restri¢do quadrdtica” é raramente necessdria. A geometria de Finsler também € uma fer-
ramenta essencial para aplicacOes em Biologia, Teoria de Controle, Engenharia e Fisica.
Em particular, P. L. Antonelli tem usado a geometria de Finsler para modelar a evolugdo

de organismos coloniais.

1.1 Preliminares

Neste capitulo, introduziremos algumas defini¢des e fatos basicos sobre a geo-
metria de Finsler. No decorrer do trabalho, usaremos a notagao da convencao de Einstein,
. noo.
isto € pares de indices repetidos indicam somatéria, por exemplo, y' % denotard ) y’%.
i=1
Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma
familia de aplicacées biunivocas suaves, x, : U, C R" — M de abertos U, de R"* em M

tais que:

1L JxU)=Mm;

2. Para todo par 1, j com x,(U,) Nx; (U;) = W % @, os conjuntos x; (W) e xj_l(W)

1

sdo abertos em R" e as aplicagoes x, oxj_1 sdo diferenciaveis (fig 1.1);

3. A familia {(U,, x,)} é mdxima relativamente as condigoes (1) e (2).
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O par (U, x,) (ou a aplica¢do x;) com p € x,(U,) é chamado uma parametrizacdo
(ou sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,), é entdo chamada uma vizinhanga
coordenada em p. Uma familia {(U,, x,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura

diferenciavel em M.

y x(w)

1
X;

X7 (W)

Figura 1.1: Variedades diferencidveis

Definicao 1.2 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacdo diferencidvel vy :
(—¢,€) — M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que y(0) = p € M, e
seja ‘D o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curvay em

t =0 éafuncaoy'(0) : D — R dada por

d(foy)

d
Y0 f = —7 . fe.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva vy : (—¢,€) - M

comy(0) = p.

Definicao 1.3 O espago vetorial T,M é chamado espago tangente em p, sendo definido

pelo conjunto dos vetores tangentes a M em p.

Definicao 1.4 O conjunto
TM ={(p,v):ipeM,veT,M}
é chamado fibrado tangente da variedade n-dimensional M.

Observacao 1.5 O fibrado tangente T M também pode ser definido como TM = |J T, M.
xeM

Exemplo 1.6 O fibrado tangente é uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n.
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Definicao 1.7 O espaco dual de Ty M é o conjunto das aplicacoes lineares w : T,M — R,
este espago serd denotado por T} M, sendo denominado o cotangente a M em x.

A unido T*M = |J T;M é chamado de fibrado cotangente de M.
xeM

Definicao 1.8 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma cor-
respondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicagées, X é uma aplicacdo de M no fibrado tangente TM. O campo é diferencidvel se

a aplicacdo X : M — TM é diferencidvel.
Considerando uma parametrizag¢do x : U C R" — M € possivel escrever

X(p) = Za,-(p)%,

i=1

onde as fungdes a, : M — R sdo diferencidveis e { } ¢ a base associada a x.

oxi
Para cada espaco tangente 7, M consideremos seu dual 7,"M . Uma base para
TM é obtida tomando {dx'}, onde x' : M — R € a projecdo na i- ésima coordenada. De

fato, o conjunto {dx'} forma uma base dual para T;"M, pois dx' € T;M, onde

) ox’ 0, i#j
d.x P = T =
ox/ ox/ 1, i=j.

1.2 Formas Diferenciaveis

O estudo local das variedades diferencidveis pode ser feito usando um referencial

natural associado a uma parametrizagio, isto é, para cada x = (x!,--- ,x") € M, escolhe-

d d

ox1’ 7 gxn
base de 7, M, em geral esse referencial ndo € ortonormal. No método do referencial mé-

mos oS vetores , associados a parametrizagao x, (xl, --+,x"), como uma

vel introduzido por E. Cartan se pode escolher uma base ortonormal para 7, M. As formas
diferencidveis sao usadas para obter as equacdes de estrutura de Cartan que sdo funda-

mentais para o estudo de variedades por meio do referencial mével.

Abaixo segue algumas definicdes e propriedades das formas diferencidveis, para
maiores detalhes ver [5], [10], [21].

Definicao 1.9 Uma funcdo diferencidvel f : M — R é dita uma O-forma diferencidvel em
M.

Definicao 1.10 Uma forma diferencidvel de grau 1 ou, simplesmente, uma I-forma em
um conjunto M é uma aplicagdo w : M — T)M que associa a cada x € M em um

funcional linear w(x) : T.M — R.
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Todo funcional linear sobre 7, M se exprime de modo tinico como combinagao
linear a;dx'. Assim, considerar uma 1-forma w num conjunto M equivale a definir n

1

fungdes reais, a',...,a" : M — R tais que, para cada x € M, se tenha

Escrevemos, neste caso, w = a;dx’'. Para cada x € M a aplica¢dao do funcional

0 )
w(x) no vetor v =m" 57 da como resultado o niimero real
X

w(x)v = a;(x)dx (v) = a;(x)n". (1-1)

Diremos que a I-forma w : M — T;M é de classe C¥(0 < k < o) quando,
para todo vetor v € T,M, a fungdo x — w(x)v é de classe C* em M. Tsto ocorre se, e
somente se, W = a;dx’, onde as fungdes ay,...,a, : M — IR sdo de classe C*. De fato,
esta condicdo € suficiente em virtude da igualdade (1-1) acima, se fazendo necessaria

porque a;(x) = w(x)% paratodox e Metodoi=1,...,n.

Definicao 1.11 Sejam w e @ [-formas em M, o produto tensorial de w e W denotado

por w @ W é uma aplicagdo que, para cada x € M associa uma transformagdo bilinear
wRw : TeM xT:M — R definida por

(w® ), (vi,n2) = wx(vl )EX(Vz)'

Definicao 1.12 Uma forma diferencidvel de grau 2 ou uma 2-forma em M é uma apli-
cacdo ¢ que para cada x € M, associa uma transformagdo bilinear alternada ¢, :
IiM x TyM — R dada por ¢y = f; (dxi/\dxj)x, onde f é uma funcdo diferencidvel
de M em R.

No caso em que w e W sdo 1-formas diferencidveis em M, o produto exterior
de w e w, denotado por w A @ € uma aplicacdo que, para cada x € M associa uma

transformacao bilinear e alternada w AW : T,M x TyM — R definida por
w/\w: w®wx_w®wx,
onde (w /\w)x (Vl ) Vz) = wx(vl )wx(vz) - wx(v] )wx<vz)'

Passaremos agora a uma generalizacdo das formas diferencidveis. Seja AF (T M)
k—vezes

o conjunto das fun¢des k—lineares alternadas u: M ® --- @ T,M — R. Com as opera-

¢des usuais A (TFM) é um espago vetorial. Se u,,---,y, sdo 1—formas, podemos obter



1.3 Métrica de Finsler 17

um elemento u;, A --- Ay, de AF (T M), definido como

WA AV V) = det(u,(v))).

Decorre das propriedades de determinante que u, A - - - Ay, € de fato k—linear e alternada.
Em particular, dx’! A --- Adx’* € N (TM)

Definicao 1.13 Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensdo n e m respectiva-

mente, e consideremos a fungdo diferencidavel f : M — N. A aplicag¢do linear
df.: TeM — Tf(x)Na
induz uma transformagdo linear

£ NI N) = AT M),

X

que a cada @ € /\k(T,i"(x) N) associa f; (), definida da seguinte maneira:

(f: ((P)) (V17" . 7vk) = (p(de(vl)7 i 7de<vk>)a

vl ... vk e TyM. Fazendo o ponto x variar em M, obteremos uma aplicacdo f* que leva

k-formas de M, f*(w) serd chamada aplicacdo pull-back da k-forma w por meio de f.

Observacdo 1.14 Convenciona-se que *(g) = go f, se g é uma O-forma .

1.3 Meétrica de Finsler

Seja M uma variedade C* n-dimensional e ©: TM — M a projecdo natural do

fibrado tangente a variedade. Denotaremos por (x,y) um ponto de TM,x € M,y € T, M.

Definicdo 1.15 Uma métrica de Finsler em M é uma fungcdo F : TM — [0,4o) que

satisfaz as seguintes condi¢oes:

(a) F ¢ estritamente positiva para todo y # 0, e se anula quando y =0;
(b) F é suave para todo ponto de TM \ {0};
(c) F(x,Ay) =AF(x,y) paratodo A > 0;

(d) em um sistema de coordenadas (x') sobre M, a matriz Hessiana

AT __0°F  OFOF
8 (%) := <§ F ]yiyj)nxn—FWJra—in (1-2)

¢ positiva definida para todo y = y"% #£0.
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Defini¢ao 1.16 Um espaco (M, F) é dito uma variedade de Finsler.

Observe, para cada x € M fixo,
ds* =g, (x,y)dy' ®dy’, (1-3)

¢ uma métrica Riemanniana no espaco tangente 7, M \ {0} perfurado.

Definicdo 1.17 Seja (M, F) uma variedade de Finsler. Para cada x € M, a esfera tan-
gente unitdria Sy é
Sci={yeTyM: F(x,y)=1}. (1-4)

Topologicamente, S, é difeomorfo a esfera unitria S"~! € R”.

Usaremos as seguintes convengdes:

1. Vamos denotar a métrica de Finsler por F = F(x,y);

2. Uma matriz Ay x, serd denotada por g,; e sua inversa por g/ = ( gl.j)*1 logo,
" i ,
§"8,=8,8 =79,

onde 83 sdo os simbolos de Kronecker;

3. Toda matriz g,; positiva definida € inversivel e sua matriz inversa g"/ também é
positiva definida (veja [11]);

4. A matriz simétrica g;; € positiva definida, se cumpre uma das seguintes equivalén-

cias (veja [11]):

(a) Para todo vetor ndo nulo y € T,M temos que y'g..y > 0, onde y' é o vetor
p q ij
transposto de y;
(b) Todos os menores principais de g,; S840 positivos;

(¢) Todos os auto-valores A; de g;; $30 positivos;

5. Chamaremos de "levantamento"e "rebaixamento"de indices, respectivamente a
W i { _ .
8 Cﬁjk = Cjk ) g,-gcjk = Cl]k'

No que segue, com relacdo ao sistema de coordenadas locais escolhido vamos
considerar o seguinte: Seja (x!,---,x") = (x/) : U — R” um sistema de coordenadas
locais sobre um aberto U C M". Como é usual, {%} e {dx'} sdo respectivamente as
bases coordenadas induzidas para T, M e T*M. Os x"'s ddo origem as coordenadas locais
(x',y") sobre 1~ 'U € TM por meio de y = yi%.

As funcdes F' que sdo definidas sobre 7M podem ser localmente expressas como

F(xla"' 7xn7y17"' 7yn)7



1.3 Métrica de Finsler 19

e as derivadas parciais serdo denotadas por Fyi, Fyiyj, -+, Fyi, Fyiyj, -

Definicio 1.18 Seja (M, F) uma variedade de Finsler, onde F ¢é positivamente homogé-

nea de grau 1. Seja vy : [a,b] — M uma curva diferencidvel por partes com velocidade

% = dd—f% € Ty(;yM. O comprimento Lr(y) € definido como

Letv) = [ F (v, 5 ) .

Apresentamos alguns exemplos de métricas de Finsler.
Exemplos:

1- Uma métrica F de Finsler sera Riemanniana se
— 0 d
Flxy) = ofx,y) = Vay@yy,  aij(x)=(555-)-

_ 1 21 .. . . 2
Nesse caso, g,; = 5[F*,i,; = a;;(x) independe de y, para cada i, j. Temos também que
esta métrica serd euclidiana se os g;’s independerem de x também.
2- Uma métrica F de Finsler em um espaco vetorial real n—dimensional V" que

independe de x € V" € dita de tipo Minkowski. Temos que para cada x € M fixado, o
espacgo (T M, Fy) é do tipo Minkowski.

3- Uma métrica de Randers em M € uma estrutura de Finsler sobre 7M dado por

F(X,y) = O((X,y) + B(X,y),

onde

e a;, a”’ sdo as componentes da matriz de uma métrica riemanniana e de sua inversa,

respectivamente, e by sdo as componentes da 1—forma 3 cuja norma
b= Llijbibj 0§b<1

Observemos que

b(x)=sup B(x,y).
a(xy)=1,
yeTyM
Apresentamos a defini¢do de fungdo homogénea e o teorema que as caracteriza,

ele serd utilizado no decorrer do trabalho (veja [2]).
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Definicao 1.19 Uma funcdo f: R" — R ¢ positiva homogénea de grau k se f(\y) =
M f(y), para todoh >0 ey c R".

Teorema 1.20 (Teorema de Euler) Seja f: U C R" — R uma funcdo diferencidvel e

y € U, temos que f é positiva homogénea de grau k, se, e somente se,
Y fi(y) =kf(y).
Demonstragcdo. Suponhamos primeiramente que f seja positiva homogénea de grau £,
fOw)=Af(y), YA>0, VyeU.

Fixando y e derivando esta equagdo em relacéo a A, obtemos

d .
) = Fi)y =k ().

Fazendo A = 1, obtemos que f,i(y)y’ = kf(y).

Agora, se f satisfaz y’ fyi(y) = kf(y). Fixando y e considerando a fungéo f(Ay)
com A > 0. Pela regra da cadeia, temos

j_x () = fu(hy)y' = %(ky ) ().

Usando nossa suposi¢ao, vemos que o ultimo termo € igual a %k f(Ay), assim a equac@o

acima € expressada como uma equacao diferencial ordindria linear

d 1

—f(Ay) — =k f(Ay) =0.

S (W) = 2k f(hy)
Multiplicando pelo fator integrante % temos

d k
L4 o) - 7/ (1) =0

W dh
d (1
an (Ff (M)) =0
k
fy)=rC,
onde C é uma constante que depende de y fixado. Fazendo A = 1 temos que C = f(y),
logo
k
Fy) =L f(y).
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Como consequéncia do Teorema de Euler, temos o seguinte Corolario. Que sera

util em futuras demonstracoes.

Corolario 1.21 Se f: R" — R é uma fungdo diferencidvel e positiva homogénea de grau

k, entdo f,i é positiva homogénea de grau k — 1.

Demonstragdo. Pelo teorema de Euler temos y' Jyi(y) = kf(y), derivando a igualdade em

relacdio a y/,

N
£ ) ﬁ Y Figi () = k£ (),

Assim,
yi[fyj(y)]yi = kfyl(y) o fyl(y) = (k_ 1)fyl(y)7
e usando novamente o Teorema de Euler para a fung@o f,; concluimos que
Fiy) =M1E5(),

uma func¢do homogénea de grau k — 1. O

Observacao 1.22 Para cada x € M fixo, a métrica F de Finsler, é uma funcdo de y

positiva homogénea de grau 1 e em consequéncia ela satisfaz as seguintes propriedades:

. y
L. Y'Fi(y) = F(y) ou (F(y)Fyi(y) - 1);
2. ijyiyj (y) =0, Vi
3. kuyiyjyk (y) = —F;,iyj (v), Vi, j;

Demonstragdo.

1. Consequéncia direta do teorema de Euler.

2. Derivando a expressio y/F,;(y) = F(y) em relagdo a y',

logo,

ij'yiyj (y) =0, Vi.
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3. Derivando a expressio y*F,; « = 0 em relagio a y/,

vy

ayk k
Fjj (Y)a—yi + ¥ Fiyiyk (v) =0

k
Fiyi (¥) + Y Fyiyiy (v) =0
assim,

ku;;iyjyk (y) = _Fyiyj7 \V/l,]

Se consideramos a matriz Hessiana g, (x,y) definida em (1-2) e as propriedades

da fungdo F(y), se obtém novas propriedades, que serdo usadas no texto.

Corolario 1.23 Para cada x € M fixo, a matriz Hessiana g,;(x,y) e F (y) a fungdo positiva
homogénea de grau 1, tem-se

i

1 gij(%y) s = Fyi(y) ou (gij(6,0)y' = FO0)Fy(y)) s Vi

F(y)
yooy! iv,j 2
2. 8ij(X,)’)mm =1 ou (gij(x,y)y'y’! = F*(y));
3. yi% =0, Vj,k;
4.y 8gi£$}i#) —0, Vi, j;
Demonstragdo.

1. Consideremos g;; (x, y)y', pela definicdo de g, (),

g,y = (FO)Fu () +Fi(0)Fi ()Y
) 'Fiys () + Fi (v) (0'Fyi(y))
WEi(),

I
™

= F

onde, a penultima igualdade decorre da observacao (1.22);

2. Considere a expressio g, (x, V)yy,

8, (X )y =y F(y)F,i(y) = F (y)F (y) = F(y).
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3. Derivando a expressdo g;;(x,y) em relagdo a YK,

iag‘. .0

y W’,ﬁ(%)’) = )’ZW (F)Fyiyi(y) + Fi(3)Fi ()
. A0 .
= )01 0)) Y FO) gt 0) 9 F s 01 ) 43 B )
= —FO)F () +F)Fiwx(y)
= 0,
logo, a pentltima igualdade decorre da observacdo (1.22).
4. Similar ao item 3.
(Il

Vamos definir uma fung¢do de relevancia no espacgo de Finsler

19g;; 1
Cinlx,y) == (2 ga(yx y)> (4(F2)yiy,-yk) , (1-5)

que sdo simétricas nos trés indices i, j, k, pois as derivadas parciais F),; j,« ndo dependem
da ordem em que efetuarem as derivagoes.

A fungdo Cjjx tem uma relagdo com a matriz inversa de g,;, que usaremos mais
adiante

a i ) Si
% = —2¢"(x,y) Cf(x,y). (1-6)

Demonstragdo. Derivando a expressdo g_(x,y)g" (x,y) = 8] em relaciio a y*,

8? (g5i(x,9)8" (x,y)) = 0

agsi(x7y) ij ag”(x,y) _
20D i)+, 552 = 0
05 (xy) _ iy 98si(x.y)
gsi('x7y)a—yk = g (x,y)a—yk
. ot/ 7 i y dg. (x,
8S’(x,y)gs,»(x,y)% = (x,y)g’(x,y)—&é(),i )
Y y
—a / * Si
gaik D —2¢"(x,y)Ci(x,y)

Além disso, todas essas fungdes sdo homogéneas de grau zero, isto &,

Ciin(x,Ay) = Cip(x,y), YAER,

Fyjy

«(y)



1.4 Resultado para o determinante de g, 24

em outras palavras, elas sdo invariantes por um fator multiplicativo em y.

No préximo capitulo, as fungdes g,;(x,y) € Ciu(x,y) sdo respectivamente as
componentes de dois importantes tensores, chamados tensor fundamental e tensor de
Cartan.

Como consequéncia do corolario (1.23) percebe-se que,
Y Cije(x,y) =¥/ Cije(x,y) = y* Cijn(x,y) = 0,

e uma importancia fundamental das fungdes C;j(x,y), reside no fato de que seu anula-

mento caracteriza a métrica Riemanniana.

1.4 Resultado para o determinante de g,

O objetivo desta secdo € apresentar a féormula para o determinante do compo-
nente de tensor fundamental g,;, quando F ¢ uma (o, B)—métrica, com o uma métrica
Riemanniana e 3 uma 1-forma. Inicialmente consideramos um lema da dlgebra linear,

necessdrio para continuar com o desenvolvimento do trabalho.

Lema 1.24 Sejam G = (g,;) e H = (h,;) matrizes simétricas de ordem n, e C = (c;) um

n-vetor. Assuma que H é inversivel, onde H ! = (hij), e
8; = hy; +dcicj,

entdao,

det(g;;) = (1 +8c?)det (hij),

onde ¢ := \/h'icic;.

Demonstragdo. Ver [2]. O

Uma aplicagio do lema 1.24, nos dd a expressdo para o det(g;) quando F =

o0 (g) , sendo ¢ uma fungdo positiva de classe C* sobre o intervalo (—by,by), dada por:

det(g,) = 0" (9 —50")"2[(0— 5¢') + (b* — 57)¢") det(a;;), (1-7)

onde, a,; sd0 os coeficientes do tensor da métrica Riemanniana o.

Demonstragdo. Por derivagdo direta da matriz g,; temos:

8 = Pa;; + pobibj —+ pl(b,’OLj —f—bjOCi) — SP10;OL,
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com O; = Otyi €

p=0>—s0¢,  po=0¢"+¢¢,
p1=—s(0¢" +0'0") +0¢',

onde, as fungdes sdo avaliadas sobre s := g com |s| < b < r. Pelo lema 1.24, podemos

encontrar a férmula para o det(g;;). O

1.5 Imersao isométrica

Usaremos as seguintes convencdes: letras latinas mintsculas (exceto n)
i,j,k,l,--- para indices variando em 1,2,---n; e letras gregas minusculas y,T,1n,€,---

para indices variando em 1,2,--- ,m com m > n.

Definicao 1.25 Sejam M e M variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel

f:M— M é uma imersdo se df : T .M — Tf(x)ZVI € injetiva para todo x € M.

Definiciio 1.26 Sejam (M, F) e (M,F) variedades de Finsler e f : M — M uma imersdo.

Se F(x,y) = F(f(x),dfx(y)), para todo (x,y) € TM\ {0}, entdo, f é chamada uma

imersao isométrica .

Se prova que, se f : M — M € uma imersdo isométrica com

,
popw. p=fy. =2

Entao,
g, (x.y) =&, (EH) [1 T (1-8)

Demonstragdo. Pela defini¢do 1-2 para os coeficientes g,; (x,y) e o fato que f é uma

imersdo isométrica, obtemos

102F%(x,y)  102F*(%,)

85 =3 55y 2 ayiay)
o (. _ _ oF
- V) — (7.9 FY
- ay] (F(xay) a)';y(x’y)fi )

_ OF (%) 0F (%,7)
B AR ) 2]

BZF()E,)’?) Y £T

oyvayt i

fYfT+F(E5)
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Agora da defini¢@o 1-2 para os coeficientes g ., temos

s 19°F*(%,5) 5« - OF (%,7)
Y £7 Y Y £T
G BN =5 55050 10 = (F(x,y) 5 )fi f
_ aF(x7y) aF<x7y) Y £T (e azﬁ'(fay) Y £T
— a)’)”f aj}’f f; f‘j +F(x,y) W i
Portanto, g, (x.y) = &,.(%.5) £7f7. 0

Do resultado anterior segue-se que se f : (M,F) — (M F ) é uma imersdo

isométrica, com

ﬁ:aq)(s):&q)(%), a=1\/an3' 7, B=b,

onde, a fungdo ¢ = ¢(s) é positiva de classe C* sobre um intervalo simétrico (—bg,bo).

Entdo f induz uma métrica F', dada por

onde,

a=\Jayiyl, a;=a,.ff

B=biy', bi=b,f".

Demonstragdo. Dada uma superficie TM, as formas diferenciais de grau zero sao fungdes
reais F : TM — R. Como f M — M é uma aplicaciio de classe C* entdio o pull-back de
F por meio de f é f*(F) = F(f,df), assim temos

fF(E3) =Fo(f,df)(x,y) =F(f(x),dfx(y)) = a(f(X)»dfx(y)W(

= S @A) (dh0) 7 b (f(9) (i)
Vi ARG )T

by (f(x

_ YyifT ))f;yyl
= A ENAYS Jq)(\/dyT(f(x))ﬁyy"ffyj)
biy! B
¢(ﬁ) )
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Definicao 1.27 Consideremos uma métrica F = OC(D(%) sobre uma variedade M, onde
a(x,y) = v/a,(x)yiy/ é uma métrica Riemanniana, B(x,y) = b;(x)y’ é uma 1-forma e
& = 0(s) € uma funcdo positiva de classe C* sobre um intervalo simétrico (—bg,by). A

derivada covariante b;|j(x) de B com respeito a métrica & é definida por
bi;(x)87 = db; — b;(x)8/ (x),
onde 0" = dx' ¢ 8/ (x) := fii (x)dx* denotada a conexdo de Levi-Civita de .

Observacao 1.28 Por definicdo temos que

T dx’ — by (x) Ffj(x) dx*
_ (ag;(f) ~ be(x) f,.’;(x)> dx
Assim, {dx/}, j€{1,...,n} é uma base para T, M. logo a derivada covariante de p com
respeito a métrica Ol é
biyy(x) = agx(j‘) h(TA ). (1-9)

Defini¢ao 1.29 Uma 1-forma B(x,-) = b;(x)dx'(-) é fechada se dB(x,-) = 0.

Considere:
S0 = 3 (bus) b))
ro(ey) = bii(x) vy’
Fogo(%:Y) = bigja(x) yy Iy,

Podemos associar os s;,(x) definidos acima com as 1-formas diferencidveis
Lema 1.30 Uma I-forma B(x,-) = b;(x)dx'(-) é fechada se, e somente se, 5,;(x) =0.
Demonstragdo. Suponhamos que dB(x,-) = 0 entdo

bis(x) = 229 by (9T () =0

como os simbolos de Christoffel da conexao Levi-Cevita de o sdo simétricos, isto &,

=k k

Fij(x) = Fji(x)7
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obtemos o seguinte resultado




CAPITULO 2

Equacoes de estrutura na Geometria de Finsler

Um fato fundamental no desenvolvimento da geometria diferencial foi a introdu-
¢do da derivada covariante, ela permite-nos dar um sentido a derivada do vetor velocidade
de uma curva em uma variedade. Esta no¢@o tem consequéncias importantes, como a defi-
nicdo de uma no¢do de derivacdo de campos de vetores com certas propriedades (chamada
conexao afim). Isto estimulou a criacdo de vdrias “estruturas geométricas” mais gerais que
a geometria Riemanniana.

Na geometria de Finsler, Chern introduziu uma conexao para métricas de Finsler,
dando uma solugdo que garante que duas estruturas de Finsler diferem apenas por uma
mudanca de coordenadas. Esta conexdo € uma generaliza¢do natural da conexado de Levi-
Civita no caso Riemanniano, passando a ser conhecida como, “conexdao Chern”, que é
de tor¢cdo nula. Mas nao € completamente compativel com o produto interno definido por
g.

Esta conexdo permite-nos introduzir uma métrica Riemanniana g, induzida em
SM conhecida como a metrica de Sasaki, ao usar as formas de conexao e descompor o
fibrado tangente T(SM) = H(SM) @V (SM) nos subfibrados tangentes horizontal e ver-
tical respectivamente. Assim, € possivel definir o elemento volume Holmes-Thompsom

dVsy em SM, como veremos nas proximas secoes.

2.1 O fibrado vetorial p*TM

Vamos trabalhar sobre TM \ {0} e usar rigidamente apenas os elementos que sdo
invariantes sobre redimensionamento positivo em y, (por exemplo g;;(x,Ay) = gij(x,y)
com A > 0), assim usando coordenadas homogéneas, os elementos sdo vistos como
objetos, sobre a esfera tangente projetiva SM.

Considerando o fibrado tangente "slit", sobre M.

TMo:=TM\{0} ={(x,y);xeM,y#0ecTM},
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a esfera tangente projetiva SM := TM/ ~ é o espago quociente de T M pela relagio de
equivaléncia y ~ y' se, e somente se, y = Ay’ para algum A > 0. Dado um (x,y) € TM,
vamos denotar esta classe de equivaléncia (que é um ponto em SM) por (x, [y]).

Geometricamente, SM ¢ a variedade do conjunto de todas as retas de M que
passam pelo origem e ndo pertencem ao hiperplano y = 0. Suas coordenadas locais
sdo denotadas por (x’,y’) onde (y!,...,y") # (0,...,0), assim, elas sdo coordenadas
homogéneas e os cdlculos locais sobre SM podem ser feitos convenientemente em 7M
com a condi¢do que o resultado € invariante sobre o escalar y — Ay ,A # 0.

Em SM, a projecdo natural p, sua diferencial dp = p, e o pull-back p* da projecao

p, sdo definidas por

<
<
l
<

p. Ty (SM)  — Ty ypyM =TM

v — p.(v)=v,

LM T ) (SM)

—
o — po,
para cada v € T(y |,))(SM), por defini¢do temos:

p o) :=o(p.(v)) = ofy),
M = {¢:TM — R;linear},

T&,[y})(SM) = {&: T(x,[y})(SM) — R; linear} .

O pull-back da projecdo natural p induz um fibrado vetorial n-dimensional p*TM
sobre uma base 2n — 1 dimensional de SM. Uma fibra de p*T M, chamada fibrado tangente

pull-back € definida por
pTM = {(x,y],v);ve M} ~T, M,
veja figura 2.1. Uma fibra de p*T*M chamado fibrado cotangente pull-back é definido por

PTM = {(x,[y],0); 0 € TyM} ~T;M,
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observe que, p*T*M é o fibrado vetorial dual de p*T' M, no seguinte sentido

(xv [y],(p)(x, [y]av) = (p(v)a ((p7v) € Tx*M X T:M.

Figura 2.1: Fibrado vetorial

O fibrado vetorial p*T M ¢ especial, porque tem uma secg¢ao distinta global ¢ cujo
valor para qualquer (x, [y]) € SM com y € T, M, é dado por

Em outras palavras, para cada "raio" [y], atribuimos o vetor y = fp aa, eEp'TM.

A 1-forma @ = [F],idx" chamada a forma de Hllbert, $ um elemento de

p*T*M, porque [F ]y; € homogénea de grau zero em y, isto €, invariante sobre um fator

multiplicativo positivo em y.

Observacao 2.1 A [-forma ® ¢é o dual de (. Isto é uma consequéncia do Teorema de
Euler. De fato,

_ Y ON Y i (2
o(f) = Fyidx' (Fa >—FFy,dx (axf)
yi

Como outra utilizagdo dos coeficientes g;;(x,y) definidos em (1-2), vamos agora

produzir um produto interno g em p*T M especificando que
g:=g,xy) dx' @ dx’ (2-2)

fica na fibra sobre o ponto (x, [y]) € SM, onde y € T, M . Também verificaremos que

\/ 8, (%, Y) ¥yl = F(x,y).
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De fato,

QP oFOr
dyidy/  dyidy/’

0 F F
o 0’E¥ . . OF /,0F /;
y,J — ,J l J
g, (x,y)y'y —Fyz,.ayjyy + 7Y Ay

g, (x,y)y'y/ = F?.

gij(‘x7y) =

Observe que a fibra de p*TM ¢é uma copia de T;M sobre cada ponto (x,[y]) € SM,
entdo o fibrado vetorial p*TM admite uma métrica Riemanniana natural dada pelo tensor
fundamental

g8 =g, dx' & dx/

que é uma se¢ao simétrica de p*T*M Qp*T*M .
Como consequéncia do Teorema de Euler e o corolédrio 1.22 temos que a se¢ao

global ¢ tem norma 1 com respeito a métrica Riemanniana g, isto é

g(l,l) =g, (x,y) dx' @ dx’ (%%, y%%)
:gij(x,y)y—y—de <a?cl) dx’ (%)
=g, (x ,y);yFJ L.
Temos também o tensor de Cartan
A= A,-jkdxi Qdx’ ®dxk,
que é uma secio simétrica de ®°p*T*M, onde
A = F Cij, Cije = 51F )iy -

Estabeleceremos as seguintes defini¢des, tuteis para introduzir a conexio de

Chern sobre p*TM ,
: 1 /dg,, dg, O :
Yy =5 ( S _ By g"f) g, (2-3)

oxk  oxs  oxJ

chamados simbolos de Christoffel de segunda espécie e

N =v! y = Clvky'y®, (2-4)

denominadas conexoes nao-lineares em 7M.
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Lema 2.2 Se G' = G'(x,y) é dado por G' = %yj’;(yfyk, entdo Nj"(x,y) = N]’ satisfaz:

| .
o,
yi

as propriedades do coroldrio (1.23), e

. . 198;
Demonstragdo. Usando a simetria dos Cijx = 5 5%,

a identidade (1-6), segue que

dG!

1
ay; 2
1 is ag sk ag km ag ms k..m
~ 29y {g (axm o ok )Y
0
10¢" (dg, 9g, 9g.\ & s 9C 5" (98, 0g. 08,
— : sk m ms my 3 is J ky,m is sk km ms k
2 dy/ (8}6’" ox* + axk )Y T8 oY T8 ox™  ox* * axk )”
1 . [dg, Og g, .
— (=2 kmCl sk YSkm ms k,,m iy
2( 8 jk) (a m axs + axk yy + Ykmy

=2y y"— 2C‘kyk yy'= 2Nji,

= (v, ™)

\m&\@

chamaremos a G' coeficientes geodésicos da métrica de Finsler.
Eles satisfagam em uma curva vy : [a,b] — M diferencidvel por partes e de classe
C! em cada ponto #; da particio a =, < --- < t; = b, a equagio diferencial ordindria de
segundo ordem
¥'+2G'(y,¥) =0.

Em um sistema de coordenadas locais da curva y temos

d2 i ] d
dt); +2G! (x(t),d—);> =0, Vi=1,...,n.

Obtemos uma interessante propriedade para |5 G'] - €la é uma funcdo positiva

homogénea de grau um. De fato, para um A > 0 os coeficientes g, (x,y) da equagdo (1-2)
sdo homogéneos de grau zero em relagdo a y, assim y € homogénea de grau zero, agora

fazendo uso do coroldrio 1.21, temos que C;jx € uma fungdo homogénea de grau -1, entdo
| . | .
5G| ) =y 09— L Y ) = (¥ - Cll)vho'y).
y]

isto conclui que [% Gi]y ; € uma fungdo homogénea de grau 1, assim pelo Teorema de

Euler se tem,

1, 1 :
g [icl} = {EGl} =N/. (2-5)
yiyk yI
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Do anterior, obtemos uma importante identidade, a segunda y—derivada de G’ multipli-
cada por y'y/ é o coeficiente geodésico G, ou seja,
jok [ 1 iyJ i ki i Ak s i
v’y EG =Ny =y, vy =Cpy’v, vy =G, (2-6)
vk
¥y

Observe que, pelo método do referencial mével, em cada fibra de p*T*M se pode con-
siderar {e; = u} ™ k} um referencial ortonormal local com e, := ¢, correspondentemente
{®' = v!dx*} seu co-referencial ortonormal positivo, assim ®’(e;) = 8; e ®" = o dual
de /. Assim, encontramos uma equivaléncia para as bases associadas a uma parametriza-
cdo,

o e

— I __ ..k
Tk = VK dx'=u;m",

isto prova que ®' e e; podem ser considerados, respectivamente, como 1-formas e

(2-7)

campos vetoriais sobre SM.
Pela orientagdo positiva do co-referencial ortonormal {®' = vidx*}, se tem uma

relagdo dos vi e os coeficientes g, ; por meio do determinante.

0 0
g,]—gudx ®dxf<a BxJ)

:gijdxi®dxj (viex, v;-"em)
=g, dx'(viey) dxj(v’j’-’em)

= gl.ju;(o\)k(vf-cek) uin mm(VTem) )

pela ortonormalidade dos {e;} temos g,;u kum = 8/",assim

A . k k T .
em consequéncia g, = v} (vE)", assim,

vi=det(v]) = ,/det(g,) . (2-8)

Da defini¢dao para N; e o co-referencial local ortonormal sobre p*TM pode-

se expressar o referencial ortonormal local sobre 7'(SM) e seu dual, o co-referencial
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ortonormal local sobre T*(SM), considerando:

i i j
o' =vdx/,

n+i __ _ i J N
o =visy, = (dy‘+Nj’de> ,

(2-9)
N 5 9 .9
e =u; —, <~ = 5 V.,
dxJ ox/~ dxi 9yt
5 i O
€pn+i _ulJFa_y’

onde {%,F%} e {dxi, é%l} sdo as bases duais locais sobre T(SM). Assim, a bases
ortonormais locais para o fibrado cotangente e fibrado tangente de SM sio {®’, ®"*'} e

{é;, é,+i} respetivamente.
Observacio 2.3 A I-forma ®>" é nula sobre SM.

A verificacdo € direta,
0" = vj'-lfSyj = wdy/ = [F]yjf)yj,

. . z 13 : 29 j a
o que implica que seu dual € o “raio” vetor y/ 5,7 Porque

[F]y,ﬁy] (yfw> = [F]ij (dyf+dex > (yfw) = [F]ij =1.

Como o vetor pertence a mesma classe do vetor ¢ sobre SM, a 1-forma ®?" serd nula

porque coincide com ® sobre SM. Assim, temos n — 1 formas {®" "} sobre SM.

O uso das bases ortonormais duais ¢ importante, porque sua aplicacdo apresenta
a expressdo do teorema que caracteriza as superficies minimas por meio da variacdo do
volume.

Como outra utilizac¢ao do referencial local (2-9), definimos os simbolos

Fjl:k _ %ZS (5&,‘ B égjk +6gks) 7

oxk  bxs  Sxl

chamados simbolos de Christoffel “trick”, e que tem interessantes aplica¢des. Por exem-
plo, sdo os coeficientes da conex@o de Chern e, quando o tensor de Cartan C;jx € nulo,
os simbolos coincidem com os simbolos do Christoffel da conexao de Levi-Civita. Tam-
bém para espacos locais de Minkowski os coeficientes da conex@o de Chern sao nulos em

coordenadas locais.
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2.2 A conexao de Chern

A conexdo de Chern em uma variedade de Finler € uma conexdo linear que
atua sobre o fibrado tangente p*TM ao longo da variedade SM. Ela ndo é uma conexao
do fibrado tangente TM ao longo de M, no entanto, na geometria de Finsler funciona
de forma semelhante ao que faz a conexao de Levi-Civita na geometria Riemanniana.
Chern usa o método do referencial mével e a diferenciac@o exterior para que sua conexao
satisfaca o conjunto geral de axiomas que possui uma conexdo linear. Sendo assim a
conexdo de Chern torna-se de tor¢do nula, mas nao € completamente compativel com o

produto interno do fibrado tangente p*TM definido por g.

Ao resolver as propriedades de estrutura da conexdo °V de Chern sobre X,

obtem-se as propriedades

Vo(fX) =@df)(v)X + f(V X);
V(X1 +X2) =V, X1 +V, X35
VpX=f(V,X);

4. CVVl+v2X = CVV1X + CszX,

W=

onde, X é um campo tensorial de p*TM, f uma fungdo real e v, v , v, vetores de TM.

d

Usando a derivada covariante “V, 5.7 due € expressada como:

3 ;9 o
‘V — of =Tl dxt,

obtemos as 1-formas de conexio 0)}’

Teorema 2.4 (Chern em SM) Seja (M,F) uma variedade de Finsler n-dimensional,
para um referencial local arbitrdrio {e;} de p*TM e seu co-referencial dual {®'} de
p*T*M. Existe um tnico conjunto de 1-formas {0)}’ }, chamadas formas de conexdo de

Chern em SM, que sdo caracterizados pelas equacoes de estrutura.
1. Tor¢ao Nula:
do' = o/ Ao

2. Quase g-compativel:

dgij = gkj('oik +gikwjl-< + 2Cijk(0n+k7
onde,
n+i.__ i Tl
0" i=dy'+y .
Demonstragdo. veja [1] O
O teorema mostra que {®’, ®" '} é uma base local para o fibrado co-tangente 7*SM, e
{®"*} é uma base local para T*(S,M) pull-back de S, M.
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Diferencial Covariante do tensor de Cartan A
Considere o tensor simétrico A := A; i dx' @ dx’ @ dx¥, onde Ajjk = FCijr. A

diferencial covariante do tensor de Cartan A, (veja [2]) €
VA = (dAiji —A1jk ©] — A ©! — Agj ©]) dx' @ dx! @ dx* (2-10)

Defina
Aj = A 0

onde A; j s € a diferencial covariante do tensor de Cartan em relagdo a x, isto €

N

'y

dA;jy® 1 y?
=55 A ks

ik =SS 1jk 2-11)

1y’
s _Ailkrjsf —Aij T

Do resultado anterior, os simbolos F;k de Christoffel “trick” e a derivada da conexio

nao linear Nj’ determinam uma conhecida conexdo na geometria de Finsler, chamada a

conexao de Berwald, isto €

1 k i i i
{EG} i =A 4T (2-12)
iyl

) | : ) N
Observe-se, do coroldrio 2.2 mostramos que [EG’} = Nj’, entdo derivando em relacao
yi

a yk, temos:

1 J i Lk i ks
{EGl}nyk - W (ijy _C;ky”y Y )

_ i_2ci k1 l'saCij 1 2 mkcic k ,rys iSC k. r S_zci
=Yi w Yy T8 37V 28 Y., YY =8 Cu, Y. VY :

axl jk  Jjks J jm

Jjks 1 kr.s

. , . dC . o
=v, —2C, (vﬁy’—Cj’vasy’ys) 8" 5y =87 Cy, v, Yy = 260 N,

i i ATS isacjks 1 is kr.s i s
=V, —2C, N +g ol 8 Cin¥ ¥y —2C, N,

— i+ _Ci NS+Ci Nl_cl NV + iSaC/kS I iSC k., r.s
=Y itk fom ¥ m mtY 8 ox! Y =8 LYYy
. . ! .
_lekas_CklmNm_lemer
Ciws 1

_Fk isa . isC
=T 48" 577 ¢

ij Jksm

. . 0o
Nsl_f_ngCjkxmclm msymynys

- C]lk Nks - Ckim Nni - lem er
_ 1k { i
- Fij +Ajk’

Do anterior e a igualdade da equagdo 2-5 obtemos uma nova identidade para a conexao

N

i
k
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ndo linear Nji )

(Ch+Ag) = N
'y~ = NI (2-13)

L J

2.3 Meétrica de Sasaki em SM

Dado qualquer variedade Riemanniana, temos um produto interno g,; (x)dx' ®
dx’ em cada espaco tangente T, M, visto como um espaco vetorial. Por outro lado,
a situacdo numa variedade de Finsler ¢ mais geral, no espaco vetorial 7, M, temos
uma familia de produtos internos (com oposi¢do a apenas um, no caso Riemanniano)
g;;(x,y) dx' ® dx/, parametrizada pelos raios Ay (A > 0) que emanam a partir do origem.
Por outro lado, se optamos por considerar 7y M como uma variedade, entdo g;; (x,y)dy' ®
dy’ desempenha o papel de uma métrica Riemanniana que é invariante ao longo de cada
raio e é (possivelmente) singular na origem, tal é a informagio transportada por ds?
definida em (1-3).

Uma métrica riemanniana g, pode existir na esfera projetiva S, M, tornando-
a isométrica a esfera tangente unitaria Sy. Na verdade, vamos produzir uma estrutura
Riemanniana g sobre o espaco tangente SM (métrica de Sasaki), cuja restricio em cada
fibra S, M se tenha uma estrutura Riemanniana gy.

Considere uma sub-colegio de n — 1 1-formas de conexdo {®"" = vi 8y'} do
co-referencial ortonormal local sobre T*(SM). Os vetores tangentes sobre SM que sdo
anulados por todos os ®), podem ser identificados como o sub-fibrado tangente ho-
rizontal HSM de TSM; suas fibras sdo n-dimensionais. Por outro lado, seja VSM :=
UxemT (SxM) o sub-fibrado tangente vertical de 7'(SM); suas fibras sdo n — 1 dimensio-
nais.

A decomposi¢do

TSM =HSM &VSM (2-14)

se mantém, porque HSM e VSM € soma direta de 7SM . Para verificar se eles realmente

tém interseccao zero, primeiro considere a conexao linear
V:C®(TSM)RC™(p*TM) — C™(p*TM).

Explicitamente
ViZ:={X+7 0" (X)}e, (2-15)

onde, X é um campo vetorial em SM e Z = z'e; é asecdo de p*TM . Usando V, definimos
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0 homomorfismo u : TSM — ¢+ por:

pu(X):=Vel=Vee,=0""(X)e. (2-16)
Note que:
HSM = kerp. (2-17)
Podemos verificar
Ulyg s VSM — ¢+ éum isomorfismo, (2-18)
assim,
rank u=n—1. (2-19)

A transversalidade entre HSM e VSM segue imediatamente das equacoes (2-17) e (2-18).

A discussdo acima foi realizado no contexto da conexao de Chern. Mas também
pode ser feito usando outras conexdes, como por exemplo a conexdo de Berwald e
a conexdo de Cartan. O ponto é que todas essas conexdes definem a mesma fungdo
u e, portanto, a mesma descomposicao (2-14) de TSM. Neste sentido, u e (2-14) sdo
intrinsecos para a estrutura de Finsler.

Portanto, a estrutura Riemanniana § em SM € construida através da identificacdo
de VSM com ¢ (por meio da fungdo u) e HSM com p*TM.

A segunda identificagdo pode ser conseguido pela fun¢do p : TSM — p*TM,
definindo

P(X) = (x,b,p.X), X € Tiv))SM; (2-20)
mas explicitamente,
p(X) = o' (X)e;. (2-21)
Aqui, p: SM — M € a projecao canonica. Como p, em esséncia, simplesmente descarta
todos os componentes aiy, de X, obtemos
P |ysy : HSM — p*TM € um isomorfismo, (2-22)
rank p = n, (2-23)
e, € claro que
VSM = kerp. (2-24)

O produto interno g em p*TM agora induz uma estrutura Riemanniana g em SM da

seguinte forma:
g(X,¥7) = g(p(X),p(Y)) +g(u(X),u(¥)), (2-25)
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equivalente a,
§:=5;0'® 0/ +8,,0"" ® 0"’ =g, di@d +8, 0" @ ", (2:26)

g € conhecida como a métrica Sasaki de TM, a SM.
Em particular, HSM e VSM sdao pela definicdo ortogonais com respeito a g,
e assim, cada esfera projetiva Sy M é vista como uma subvariedade de SM que herda a

métrica Riemanniana g, por meio de:
6 (UV) =g (u(U), u(V)), U,V ET(SM):;

isto €,
Sy =00 @ @17 (2-27)

Da equacdo (2-27), as formas @+ 0" sdoo pull-back sobre S, M em outras palavras,

s6 0s {8y} sio usados.

Denotando por D, a conexio de Levi-Civita, da variedade Riemanniana (SM, ).
A forma de divergéncia @ sobre (SM, 2) € div; @ =Y o(D., ¢), onde {e,} ¢ abase dual
de {w?} sobre T(SM) e D, ¢aderivada covariante ao longo da e, . Em [12] foi provado

que o divergente da 1-forma @ = @, dx’ sobre (SM, §) é

div, @ =g" (¢, —¢,1,), (2-28)
onde, 1; :A';k e 5
_9¢; k
(pl‘j % - (pk ij " (2_29)

€ a derivada covariante para 1-formas sobre SM.

2.4 A forma Volume nos Espacos de Finsler

Existem dois tipos de formas volume sobre espagos de Finsler. Ambos reduzem-
se a forma de volume Riemanniana quando a métrica de Finsler provém da métrica
Riemanniana. Nesta se¢do estudaremos a forma volume de Holmes-Thompson, que
esta definida sobre SM, para isso, construimos uma estrutura Riemanniana ¢ induzida
naturalmente pela estrutura de Finsler sobre o fibrado tangente de SM .

Primeiro foi definido a esfera tangente unitdria S,, equacdo (1-4), como esta
é topologicamente difeomorfa a esfera unitdria S”~!, entdo, existe para cada x € M
uma métrica Riemanniana /., induzida sobre Sy no espago furado (T,M\ {0}, ds?),

de uma variedade M de Finsler. Assim, é possivel construir uma isometria i de (Sy, hy)
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em (SyM, g), ou seja, existe uma métrica Riemanniana sobre a esfera projetiva Sy M,

onde seu elemento volume coincide com o elemento volume da subvariedade S, .

Lema 2.5 A funcdo canonica i: (Sy, hy) — (SxM, g.) dada por:

i(y) =]
é uma isometria.
Demonstragdo. veja [3]. a
Devido a este lema, temos
Vol(x) = Vol(S:M, hy) = Vol(SyM, gx) , (2-30)

a derivagdo do elemento volume de (SyM, ¢,), é representada pela isometria i, na esfera
unitdria S, por meio da métrica Riemanniana induzida A, . Como a estrutura Riemanniana
(Sx, hy) € uma subvariedade de R" de codimensdo 1 difeomorfo a sn=1, veja [2], seu

elemento volume é representado por

n ) i
dV:,/det(gij)Z(—l)]*lyféylAmA&y", (2-31)
=1

J

i . . .
onde, os yf sao usados porque os y' sdo invariantes em SM .
Note que a partir do elemento volume anterior € possivel definir o elemento
volume (Holmes-Thompson) em SM . Se consideramos a métrica Riemanniana g, veja

(2-26), o elemento volume dVsy; em SM, pode ser dado da seguinte maneira:
dVsyy =o' A A (2-32)

Observe-se que {®'} é uma base local de p*TM que depende de x,(veja 2-9), e da
igualdade da det(v)) = , /det(g;;), obtida na equagdo (2-8), obtemos

o' A A" =det(v])dx' A Ndx" = /det(g,;) dx. (2-33)

{®"*"} sdo uma base local para os fibrados tangentes S, M que dependem de y, (2-27).
Logo (SyM g) é uma subvariedade de codimensdo 1. Portanto, o elemento volume neste

caso e dado pela equagdo (2-31). Assim, obtemos

onde “A”, significa que o termo correspondente é omitido.
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Pela defini¢do dos {8y'}, veja (2-9), a equacdo anterior pode ser expressada
como:

1 -1 dEt(gij) 1 i-1 1 1 : - 1 1 i
R T [ MG Y (dy +N dxf)A---AéylA---A(dy”* +N dxf),

1

—_

usando o fato que dx’ Adx’ = 0, entdlo, (2-32) pode ser reescrito como

det(g,;)

dVsy = 7

(1) yidy' A Adyl A Ady" Adx, (2-34)

-

1

1

assim,
dVsy = Qdt Ndx, (2-35)

onde, -
Q= det (%) o dx—=dx' A AdY,

. - - (2-36)
dv:=Y (=1)"'ydy' Ao ndy ANy

A forma do volume de uma n-variedade de Finsler (M, F') é definida pela seguinte equag@do

1
dVy := o(x)dx, o(x):= — MQd’c, (2-37)
n— X

desta forma, ¢,_ indica o volume da esfera unitdria Euclidiana $"~1, dV); é chamado a forma do

volume de Holmes-Thompson.



CAPITULO 3

Superficies minimas em (., 3) —espacos

As superficies minimas, na geometria de Finsler, sdo caracterizadas como superficies de
drea minima para uma dada borda fixa. Fisicamente, isto significa que para um determinado limite,
uma superficie minima nao pode ser modificada sem aumentar a rea da superficie.

Encontrar uma superficie de drea minima com borda especifica e constante ¢ um
problema, cuja formulagdo variacional que o modela fornece como solugdo superficies que sdo

pontos criticos do funcional volume.

3.1 Imersao Minima

Suponha M" uma variedade compacta com fronteira 9M" suave e (M™, F) uma varie-
dade de Finsler. Consideremos f: M" — M™ uma imersio e fi: M — M™, 1 e (—e,€) uma
variagdo suave de f com f, = f e fi|,,,. = f|,,,.- Entdo, {f;} induz um campo vetorial V que ird
variar ao longo de f, e € definido da seguinte maneira:

_ 9fi(x) )

. _ (o}
Vo= =5"1_ =V W

V() [opn =0, G-1)

V é chamado o campo variacional de {f;}.

Note-se que f; induz uma familia de métricas de Finsler F; = ( f,)*lE , Ou seja,

Fi(x,y) = F (f,(x),df;(y)) -

Definicio 3.1 Sejam (M",F) e (M™ F) variedades de Finsler com (m > n). Uma imersdo
isométrica f: M" — M™ é chamada uma imersdo minima se para qualquer dominio compacto

M" ¢ o ponto critico do seu funcional volume em relacdo a qualquer campo variacional.
Pelas equagdes (2-36) e (2-37), o elemento volume de (M", F;) é

1

1
V,(M):/dv,:/ [ qudt)dr=— [ Q,dtrdx,
M M Cn—l SxM; Cn—l SM;
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onde

1
Q,:det(Fg”j> :det< gwft”’/ftl/) Qo=Q.
t

Logo, a solucdo das superficies minimas é dado pelo ponto critico do funcional volume V;M como

é expresso abaixo,
d

V()

dtAdx,
t=0

_ (ag >
=0 B Cnfl SM at '

assim, a derivada de Q; em relagdo at é

0 J 1 J (1
@) a3 (Fm) |3 (Fres)

1 ddet(g,;) g,
F” dg, Jt

ij

t=0

nF/"! oF,
~ra oy St

)

t=0

t=0

como a derivada da det(g,,;) em relagdo a g, € a matriz adjunta de (g, ), logo,

(30)

n OF,

1 98,
: B Fth ot det(gt‘i_,.)

= —Adj(g,,
=0 Ft”l ( \.I) at

t=0

ag., .
— lj 1]ij
Fl’l d ( I\lj) at

t=0
n aFt
- Fth det(gr‘l.j) ot

t=0

ag,w n aFt

ol TR
.08, n OF,
_ ij tij 4
& <gt ot  F a:)

Sendo f uma imersao isométrica, entdo i = 8uvo fYf°, assim

tli |
0
(51)

=0

_ ZJQ

t=0

=0

o ij ( T“/G‘ft\t‘ft\/) _ELE
P ot F ot

t=0
[¢)

f
— ZQ{g A =

n P oxY
ﬁ [ Lﬂ’y

recorrendo a equagdo (3-1) sobre a imersao f temos

oxd
F38 S (Bl S

ez}

t=0

95

+Fly 57

t=0

~0 5

ai _ af (X) :Vé(x):V5’

91 |, o |

8L~6 _ afké(x)yk _ 9%f° (x) k :iBfé(x) k:@ k

o |, o droxk V| Tk ar |0 T ok
t=0

: 5 5
Note que, {V®} independem de {y'}, assim, pela equagio (2-9) temos % = %.

.
_ ol fY £O |5
+58 1717 (2

vc]yé

(3-2)

o5°
ot

t=0
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Logo,

d Vo,
(aQt> _Zg{g gycfy
! t=0

1
SV 8ol + 58 SV IT [Bho] s 5"
n

. ([F] VY [Fly Z‘;Zw)} .

Deste modo, a derivada pode ser expressa como

(aaz Q,) = 2Q{(I) + (I1) + (1) + (IV)} (3-3)
t=0
onde
5 c . Vo
()= 878,87 57 (1) = 387 FY 17 [8y6) 5o 500"
y ~ _ .. ovY
(I1) = 387fYFV° 8yl s » (v) = —% <[F]xYVY+ [Flgr 5xkyk> :

Usando, a conex@o de Chern no espago ambiente M junto a igualdade ffp 7O = pr’ obtida em
(2-13), temos

g,y — 8oy @ — 8,00 =2C
~ = ~5 ~ ~§ ~
dgvc 7g(550) 78}/60‘)0 :2Cy06

~ . 6 =5 ~
dgyc - (goéryp +g F ) dxp = 2Cy65

Separando os termos X, obtemos

o ~ 10 0 5
=81, 18,1, +2C. N,

YGd

assim, podemos observar que

YGd

(1) = 71710 (2, T8, + €, N V.

Para expressar (I), (/1) e (IV), vamos considerar as 1-formas definidas em C(p*T*M).
Sejaa 1-forma y : =y, dx’ = g,.Very dx' € C(p*T*M), sua derivada covariante (2-29),
¢é dada por

Sy, 5 o ve

_ k __ = k
Vi = 5y L= Vo% (810 fY) +80 ) Sx/ —&,VORT.

Assim, div,y (2-28), pode ser expresso por

) ’ 5 svc ) ) .
9= (Vo )+ 17 e Vo g v ),
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logo, (1) pode ser escrito da seguinte forma
1) =di ivo(s o~ (2 My4s prrt 3.4
(1) =div,y+g o I = 55 (8 ) + 8, 1T ) (3-4)

Derivando a expressao (gw fly) em x’, obtemos,

o . o~ L~ ~  ~
g(g”“f) gwfy (g°5rfp+gvérc§p+2cvcéNS> fjpfiy+

k ~ k
ZCWD f/iy fiy - 2CY<59 N/’ fkpfiy : (3-5)

Substituindo (3-5) em (3-4), temos

— 5 VOoi( Yy _ £Y key TV £8rp
(1) =divow+8,, Vo7 (70, = f) +TE£Y =T £217)

ij 5 1% i j ~ NG k k
_glinijngB FchG_zgljf;‘yVGCvop (Np f_,p _{_fjczy _kaNj) .

Como % [gw}yé =C (I1I) pode ser expresso da seguinte maneira

YGd ?

(1) =g fPC, wy".

j Yobd

y F?
Agora, considere a 1-forma ¢ = @, dx* = g’ffl,VfGC Vo [ 5 } dx* € C(p*T*M).
yk
Do corolério (1.23), temos
F? ,
[2] . FRi=g,y’,
¥

entdo, a 1-forma @ ¢ expressa do seguinte modo

— vy
(p gljg/kfyf Yod V y 6 f’ij ycé J :

J

Note-se que a derivada de éwé em relagdo a x” esta dado por,

8C.., oC, aC,,
5):76 - ajps frp véfkp: Nrkcvcéof»p

a
_ Vﬁé p P
fr vcép fr Nr CyGép )

assim, derivando a 1-forma ¢ de forma similar a equacao (3.1), obtemos

5 N s |
P = 5y ( FYFOChesV J)—é,jﬁf"cmvéykr;r

l, 8C . dve .
= 28] Y FCoos VOV 4 8] 1Y FP =BV 4 8 V1O C, o 5 Y

— 8] fYf°C, VONI - 6fl_VfC VN,

YGd Yod

—28ifYC V? j Y NWE 5.7 Y SVBJ'
9, =28/ fYCp, VO (£5y fN)+6ff/ VO 48 17C 0 oy
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Note que
k k
[y = fON] = [y = fEN,
assim

ve Gk k y vco j Yfoo Své'
9y, =28/ £ Cos V* (£2y fN)+6ff Vi 4 1Y fOC s v

multiplicando a expressdo acima por g€ temos

r r r (e] 8‘/5 j
& 9, _25 ufv WV v (fkc:yk_fchr> 5 ufvfcs Chos Vé j+6 fvfc s 5 v
C (o]
gkr(Pk\ = zglJle vos V ve <fk?yk _kaNj ) +gljfyf y Sy y (1),
assim, (/IT) pode ser expressado em termos do div,(
(IIT) = div, 9+ g ¢, 1, +2g”fY o5 v?e (ﬁ"N}?‘—fk‘jy") ‘ffyfj Sx, vy,

(I11) = div, 9+ g'p.n, + 2477 C, 5<fk“Njk— fk‘fyk>

y aC,,
_gtjfinfGVf)yr ( Yod f'p-i- vcépfks r yszsp fp> .
Finalmente, somando a expressao (/) + (II) + (I1I), adquirimos o seguinte resultado,

(1) -+ (1) + (1) = div, -+ div, @ — §,, Vg (£ = Y0, ~ Tk Y+, £21°)

YGd

_'_glJf[ijPVU (C N 2Cycpr) -1—4-glJf[YVCFCW6 <kaNj _fjfljy )
ij £Y £O Y 0,1 agycé P P,k
— & fz fj Vo f + wépfry _N vcépf 3

A partir da defini¢do da derivada covariante do tensor de Cartan, (2-11) ao longo da 1-forma ®

Hilbert no espaco ambiente Mea igualdade fzp yP = NGV (2-13), temos

. 8C ~ e~ e~
A =-223°_C N'—C__N°'—C,__NT

YGd 8 p T6d Ty Yoo Yot s

a SO
Y"‘"’fp" Cposp NP5~ Cy N =C  N*=C, ;NI —C, NI

Yodp Py Ty TG6d yTd
Entao,

oC.
ycz’fpk A +C,o, N° 5T—C,, NT—i—C NT+C N*+C,,.NT,. A3

(2 (2 TG T
ax Y Yoop Y

-6)

de

-7)
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Substituindo (3-7) em (3-6), temos

. . ~ ij i Y fat
(1) + () + (1) = divyy+div,o— g,V { fY = f¥ (AL +T) 4 2 (A7 +T7 ) }
_4gijfi1/ V05y<55 (f]sz _frpl—‘jrk +‘f;'6‘f;\'Tf(fT>yk

LTIV C (£ T 4 01T, )N

Da equacdo (3-7), temos Ag; y°=0. Assim (I)+ (II) + (III) pode ser expresso por
. . - i ; Y=
(D) + (1) + (1) = div g+ div @ —§,, Vo g { 1Y = £¥ (A5 +T8) + 572 (A +T7 )}

.. ~ . o ~
—4gifYvec, {fjf —f° (A_; +rj’k) +121F (Am +Ffp> }y"

.. ~ . 20 =~
— g SV SEVOC 0, {10 = 12 (A2 +T5) 212 (AL, +T28 ) Joty.

Considerando
Cg; = gYTcrcé ) C(Zsp = gYTC’rGBp )
Y — £y _ ey ik Tk Sep(AY LTV -
h,-j —f,-,- f, (Aij—i—l“ij) +fi f] (ASp +F5p) ’ (3-8)
temos,

(1) + (1) + (1) = div, (y+ ) — £,, V" (hg +4fYCS 0y 4 fYfOCO hT ykyr> . (3-9)

dpt  kr
Agora, consideramos a 1-forma 0 := 0. dx' = [Fl, VY [Flyidx' € (p*T*M).
Usando as propriedades do corolério (1.23), na 1-forma 6, temos

1

0, =[F]., VY[Fldx'=3 Ty uy—lzg fVVVg/.yl/)/zg vy
i 5y ¥ vo i vo YEF vo '

Derivando 0, na forma similar a \, @,

5
6, =5 ([F]w VY [F}yi) —6,T*

)
_ 5 fYVY)_s5 fFYVYTK
- ij <gyc‘fj 4 ) gycf;( 14 Fij

S VY
= (s fY\VvY+s FY____5 FYYYTK
T 5w (gy(,f/. )V Tl s ~Ee VL

8VY~YY 5 TO 145 19 ~ N0\ £PFY

= [F])‘-Y [F}y"@ +gv6 f;'j 14 + (gcé pr +gy5 F(;p +2Cycé Np) -f] fl
~ k ~ k 5 k
+2Cv<mszy f[yVy—ZCYGpNj fkpffyvy_gvﬁfkyvyrij‘
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Entio, o divergente de 6 em relacdo a g, é dado por

vy I -
ey HEV B+ (8T 8T8 20N 1)

+gUVY (2Cvcm fp kfy ZCYGP Njkf;cpf;'y —&yo fky Fi]; _gwsfjvﬁj) :

div,® = g"[Flyv [Fly

Como
AG £Y.i__ X6 sy
Avpfiy _Avpy =0,

temos

o VY 1 . o .
div,0 = gf[F]w (Flysr+ 78V {7 = (0, +T8) 17+ (A8, +T2,) 1752 fo'y)

+ VV (gw fpfy—|—2C N fpfy+2C fp kfv 26ycpN,‘kf;(pf:'y)yiyj?

yop

pelas propriedades do coroldrio (1.23) alguns termos sdo anulados. Como se pode observar na

equacdo abaixo

sy ) e (i 40 g

: g T yry N°C v ko~ i k ~ O
+ﬁVV (gycrfpyPyV+2Np%@D+2ﬁiy gm]_z]vj fkpgmj ,

A - . T
Yt 5 J +ﬁ Yo y{ﬁy_(nf_‘_ri_,')ij_‘_(Ayp+pr>f,-yfjp}yly]‘FﬁVngGprp.

divgﬁ = gij[F]}w [F}

= g [Flyv [F]y

Note que F é constante ao longo de todas as curvas horizontais, ou seja, ~y =0, entdo,

g’; — [Flor —N®[Flyo =0
[Fler :NVG[F]JH

aplicando novamente as propriedades do corolério 1.23, a equacdo (IV) pode ser escrita como

__n l~6 Y i dVY
@)= =5 (NI v+ [Fly S
_ (L Foyoyv i oVY
- 2<F2gw Vgl [F), %
n 1 Y 1,0 i
—3 dlv 06— 2gWV h; yy (3-10)

Substituindo (3-9) e (3-10) em (3-3), obtemos

(@)

= Qdiv (Y +0+8) =208,V {gij (hyj +4£YCO hP y*

n .
FAITCS ) = S hSyv (3-1)

J
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Considere
hY 9

L Y — pYyiy/ -
=Ry MRy (-12)

onde, hiy foi definido em (3-8).
Se usamos as identidades (2-11) e (2-6) encontramos uma relagdo de A% com os

coeficientes geodésicos G* de M e G%de M
. o M o1~
hY =hYy'y! = fYy'y! = fYy'y’ {2 Gk] 1YY [2 G"}
yiyJ 5O50
¥y yoy
=)y =Y GE+GY. (3-13)

A primeira e segunda y-derivada de #Y possui uma relagdo com seus coeficiente hfj’ dados por

i 1 1
hYy' = [h”’] , hY = [hy] ) 3-14
ij 2 yi ij 2 yiyj ( )

. . 1 .
Considerando que Al_’; y/ =0 e derivando [2 hy} em relagdo a y’, obtemos

1 ; 1 1~
iy = fYyl—fY ~GKl 4+ |G /e
2 i J 2 i 2 50
y y 3
= 1Yy = LYNE+ 1N
:ﬁ_?/yj_ﬁyrsyj_kficf‘fpyp
— (Y _ YKL £SFPTY ) 1
= (1) =TS ARITY ) y
— 1Y
—hl_jy .

. . 1 ’y .
Realizando uma nova derivagéo [2 h | em relacdo a y/, encontramos

Ly _ 9 Yy FYNK L fPNY
|:2h :|yiyf_ayj(f;jy _ﬁ ]v’ +f; N")
== (Teal) +rery (T, +47)

Y
=h.
A forma curvatura normal de f : (M,F) — (M, F) é definida por
=Lnar,  h =g e (3-15)
K= w7 XY, =g .

Observe que
ylyys =28, (HE+4CS, 12BN 48, £270RY) . 316



3.1 Imersdo Minima 51

De fato,

Uyl = [8,6h°] 10 = |2C,0p 17RO + 8,0 11°Ly]

=2C, 0 [OSTHC+2C, fO1h%)j+2C o 2 1°) i+ 8,0 [h%), i
_ ko g
=2C, o fOf h+4C,, f ROy +4C,  fE ROV 48, S

Yop

—23., (h"+4CG £Ph%yI+CO fpffhgy"yf).

YPd

A partir de (3-16) e (3-12) podemos escrever (3-3) como aparece a seguir

d . i n
<dt§z,> =0 {dzvg (Y+¢+8)— (gf[my,-y, - ﬁhy) VV} . (3-17)
Através da insercdo de (3-17) em (3-2), obtemos
d n o~
7 (M) =-— §(H,V)dVsu, (3-18)
? t=0 Cnfl M
onde 3 | Y 3
og—_gvy_— ._)_zY0 N ) R G *( r—lopy .
A=Y {ng lhol i1 8 F2} = ec(ruTin). (3-19)

No seguinte passo vamos a mostrar que / e H sio vetores normais da variedade imersa
M, e g(H,V) éexpresso como K(V), que é a forma curvatura normal de f.
Seja, p*N = (p*TM)"* o complemento ortogonal de p*TM em p* ( fflTZVI) com
relacdo a g.
Seja
N = {E€ C(f ' T*MIE(df(x) = 0,YX € C(TM))}

que é chamado o espaco tangente normal de f. Logo, p*\* é o espaco dual de p*N\[.

Quando observamos (3-12) e (3-15) percebemos que h € p*A[, e K € p*N*, o que implica que,
H € p* N\ porque

fky{ ]) v [f : }y v 2gw <M+4Cc pf -ky9+6~795 ﬁpfféw(l)yj> =0

Verificaremos que, i € p* . Primeiro mostraremos a relagdo que existe entre os coefi-
cientes geodésicos GY do espaco ambiente M e os coeficientes geodésicos G' do espaco imerso
M. Logo,

3?‘; g (51).

W oo LTS yp“ AU AR T A A A

08
= gwfkp < fV 1 %o gvc ~chivfjc) gyc fyfcf
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Ao realizar um mudanga ciclica de i, j,k na equacdo, obteremos duas relacdes semelhantes, e
somando e subtraindo o descrito acima encontraremos os coeficientes geodésicos de segunda

espécie. Agora, mudando os indices e simplificando a express@o, obtemos a seguinte equacgio

2yij]< _ gugfky (zflzx + 2,)/;56f[yfjc) gyc (foGfP +foGfP fkyf;cfmg) ym

Em particular, multiplicando a expressdo anterior por g/¥yiy/, o segundo termo da equagio é

anulado pelo coroldrio (1.23), assim temos
g v,y =g g o fP (f,Z +v°, fiyfj") y'y/
Gh=g*g  f° (J’M,Yy"yjnLéV) ,
ao simplificar a notagdo, temos
k _ 4k iJ k_ Ik 5
G = ok (¥ +GY),  oF=f78"E,.
Seja
Liptof N (TM) — (p*TM)*
a projecdo ortogonal com respeito a g e
vi=plv, Vecpof (TM)) (3-20)
Assim de (3-13), a fung¢do h° pode ser expressa como
ho — pLO' (fyyiyj_'_éy) pLG,: Sc_fo'(bi
Y ij ’ y vy i '

Agora, para verificar que & € p* A\ no ponto x € M, o produto interno deve ser zero, ou seja,

hG
8o ﬁf,-y =0

Resolvendo o caso anterior,
c 1 L
S 8yo P O(fY Y'Y +GY) 1Y
1 ) L~
— ﬁgvc (Sg_f;ﬁq)i/) (f;;yylyj_’_G'Y) f;‘Y

1 s L~
= ﬁgw( —f°f, g”gw> (/ﬂfy’yUrGV) rY

1 5° c i J L

= 58,0 (£780 =171 A g8, ) (£19YT+GY)

como f é uma imersdo isométrica, temos

8y =8yl f° g =g"frr°, (3-21)
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entao,

hG
Yo ﬁ
Portanto, h € p*N.

1 o
8o 7z h S = T3 840 (£780—£o82) (17 +GY) =0

Se N € p*A(, definimos p, € N\* por

(5?) = foMg(ﬁ’j(v)QdT o fstg(N7j(v>QdT
py(X) = Sy Qd T cpio(x)

; (3-22)

para qualquer X € C(f~'TM). Logo, p, € uma segdo global de f~'T*M.
Se u:= ., entdo, usando as equagdes (3-18)-(3-22), obtemos o seguinte teorema.
Teorema 3.2 Seja f : (M,F) — (M,F) uma imersdo isométrica e f, uma variagdo suave de f,

com fyp= f e avariacdo do campo 1% que satisfaca (3-1). Entdo, a primeira forma de variacdo

do volume para (M, F) é:

- / u(V)dviy. (3-23)
=0 M

Chamamos u = u, aforma de curvatura média de f, e sua norma € definida da seguinte maneira:

s |u(x)]
HHH -*XeC(f”TM)W

observe que ||u|| =0 se, e somente se, u = 0.

Teorema 3.3 Uma imersdo isométrica f: (M,F) — (M,F) é minima se, e somente se, a forma

de curvatura média u de f ¢ nula.

3.2 Curvatura média

Seja f: (M,F) — (M,F) uma imersdo isométrica. Definimos o vetor da curvatura média

de f por

0 1, . 0
axiy = % (gljgyc[ho-]yiyj) axiy . (3-24)

A partir das seguintes equagdes (3-12), (3-19) e (3-24), obtemos

H=H"Y

1/~

Deste modo podemos ver que H tem a mesma fungdo que H.

Para qualquer x € M, S, M tem uma métrica Riemanniana,

A a a a a adyi
Fe=) 07007 87=0"su=1"—=
a

7 (3-25)

onde, {y'} sdo as coordenadas homogéneas em S, M.
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Na variedade Riemanniana (S, M, #,) considere a 1-forma & = &;dy’ e a fungdo

¢ :S:M — R. Nessas condicdes temos o seguinte

Lema 3.4 A divergéncia de & e o Laplaciano de ¢ sobre (S,M ,#,) podem ser expressados

respectivamente por
dl'fo &_, = rlJ[E_,]yj - (I’l— l)alyl —Fgljaiﬂj,

(3-26)
A’A’x 0= gij [(P]y"yf - ngj[(P]yiﬂ_,- s
onde, r' :=F?gli —yiyj ¢ n, = FCk’: € o componente do tensor de Cartan param =, dx'.
Demonstragdo. Provamos a equagéo (3 — 26), para a divergéncia de &.
. , . . d
Considerando €; = F u! a3y COmO campos duais em 0% e &' :=rYg; X := Ej?, teremos
y! y
o(X) = [Fl,idy’ ( E; 3 ) F,irV&; =0. Considere também
div, &:=) Py (fxv X sa)
X a_
=Y A(lea.X
a
L j n—1. ik
:F r' gkj[é ] - F]y"""Zé uauacjki
a
L/ ij
Fz[r é;l] irt gk/+r &l
=r7g]i— (n—1)&p' —Fgfimj-
O

Teorema 3.5 Dada uma imersdo isométrica f : (M,F) — (M,F), podemos demostrar
o=y, =,

a partir da forma curvatura média p= u,, onde H e h sdo definidos nas respectivas equagoes
(3-24) e (3-12).

. vh
Demonstragdo. Para qualquer x € M fixo, considere v := det(v}) = \/det(gi;) € ¢ := F—zy , nas

equacdes a seguir (3-26), (3-12) e (3-14) obtemos:

Vh vh
yiyJ yi

F?2 F?
. h h
:uglf{F2 [Yz] ~F {Vz} n} (3-27)
F yiyd F yi !
ij 2gijhy _ [hym,
:ugf{[hy]y,-y,»— & —[ F/L'} (3-28)
2vh [ Ay,
=2nvg H°— Zy e [’] (3-29)
Y F F yi
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A partir da equagao (3-27) se conclui a equagdo (3-28), pelos seguintes casos;

Primeiro,
W] [l 2k FIF),
I
. o 2F[F]yf [hY]yi . 2hY [F])")*-f . 2[F]yi [hY]yf 6F2h¥[ ])i [F]yi
= Uyl F? F F * F#
= [hv}yiyj - W - % (F [F]yi}’f + [F]y' [F]yf) hy + % (F [F]yiF[F])’j) hy.

Pelas propriedades do coroldrio (1.23) alguns termos sdo anulados, isto é

) [hy 2 8
F |:F2:| o [ Yyy/ FZ gu GpJi y - F2 gl/gvc[hy]yiyj F2 guh + (gljguyy )h
1
8 2 8 i
= [yl = 58580 B YY = T3 8 v+ 25 8, g/FZZ, hy
8 2 8
= hylyivi = 738810 h° = 13 8y + 3 8y
2
= [hY]y"yj - ﬁg,jh’}/'
Segundo,
0
hYnj _ [hYnj]yi . hYW
F yi F F?
1 1
= f[hY]yinj + th [T]j}yi
1 1 0 F og gk aC,,
= plinlim,+ FM A
[hY]yf ik ik ac'kl
= F n;— l CJJA C/k: +8 l any
0
[yl yi 2 0 1 daC, )
=N, GG ¢ S Sy
)
=F [ n,.
2
F yi /
) .
Considere a 1-forma & := <}f;y> Mn;dy'. Na equagao (3-26), temos o seguinte caso

VhyT ]

divfxgzr"j [F3 ! n—l g/{( Fg iy F3 L,
yi

_ i [P, ] Uhvg”ﬂm,-
=r — F2

_yi
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a igualdade acima pode ser provada da seguinte forma
g [T i [y, )y 7Dg’fhyiﬂ7m7':0gij [y, ),
Fo F F? F
e
il [Dhynf} — Pl [“hﬂf] - [Uh”nj] y'y!
F3 i F3 i F3 i
y y
2 2 2 0
- ij[han] 3F ZJF th [ ]" ij_|_3F DhYM,‘ j
=vg!— 76 T A = S

0

gyl o 0
= Dglj ij - ﬁ[hﬁf]yiwj - ﬁh’Y[nj]yiylyJ

0

[h dg' ) oC/ . .
hv% 'y F2 hy 3y 57 Gy — gy g” yﬁky’yf

,~~[hyn-]f v ;
=vg" F,y +F2hy gk kaj,Ckyy
[hYn]’ 0 .o
=vg!/ = oy, Yy

]y v y
=gl =+ Sy g,

Das equagdes anteriores temos,

L [uhy;]j} _Uhyglj;'][n_/zvgij [hv“/} '
F yi F i

Se consideramos a equagdo (3-29), teremos

Vhy - Vhym, i hy
A, (F2> ~div, <<F3> dy ) —2nv <gWH0_ F2> . (3-30)

Podemos concluir que a forma do volume de (S,M,#,) possui a forma que aparece em (2-31),

como aparece na sequéncia abaixo

dVS M= 6n+1 A - /\921’1 1

_Z 1/det( i)

Ydyl A - /\dy/\ ~Ady"

Onde, dt € definido em (2-36). Das equagdes (3-22) e (3-30), obtemos,

1 hg
—u, = HY — dv. dx® . 3-31
My — 1, {CnIG/SxM <ch F2> VdVs,m } x (3-31)

Como S, M é compacto, entdo, podemos perceber que a partir das equacdes (3-19), (3-24) e (3-31)
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obtemos que

M=y =20, — 1, =, =4, (3-32)

e por meio das equagdes (3-32) e (3-23), a primeira férmula de variagdo do volume (3-23), pode

ser reescrita deste modo

Ly (M) o = —n | uvyavy

dt
n
_ / ¢(H,V)dVsy
SM

Cn—1
n
== /S K(V) dVau (3-33)
n
-/ <cn_1 [, K(V)th) dx. (3-34)

3.3 Espacos de Finsler com (o, ) —métricas

Uma (o, B)—métrica, é uma fungéo escalar sobre TM definida por

F=ad(s), S:av

onde ¢ é uma fung¢@o positiva de classe C* sobre um intervalo aberto simétrico (—by,by),

o= Ja, (v, B=hlx)y,

e a;;,a’, sdo as componentes da matriz de uma métrica riemanniana e de sua inversa respectiva-

ijs

mente e b; sdo as componentes da 1-forma B, cuja norma em relagio a o, é

Bxll == \/a*bib.

Defini¢do 3.6 Um espagco (M,F) com F uma (a.,)-métrica é um (o, B)-espago.

Para apresentarmos os conceitos relacionados com (o, )-métricas no espago (M, F) de Finsler.
As (o, p)-métricas debem satisfazer as condi¢des de uma métrica de Finsler, as quais serdo

apresentadas no seguinte lema

Lema 3.7 Seja ¢ = 0(s) uma fungdo positiva de classe C* sobre (—bg,by) e F = a.d(s), uma

(a, B)- métrica, a fungdo escalar F é uma métrica de Finsler se, e somente se ¢ = §(s) satisfaz

0(s) —s9'(s) + (> = 57) 9" (5) > 0, |s| <b < bo. (3-35)
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Demonstragdo. Suponha que F = o (g) ¢ uma métrica de Finsler. Primeiro, para um qualquer
nimero b com 0 < b < by se pode escolher o par {0, B} tal que ||Bx |5 = b para algum ponto
Xo € M entdo, para todo s com |s| < b podemos encontrar um vetor y € T;,M, de modo que
B(xo,y) = sauxy,y), assim F(xp,y) = a0(s) > 0, o que implica que ¢(s) > 0.

Segundo, como F é uma métrica de Finsler, no ponto x, se tem que det (gij (o, y)) >0,

assim da equacdo (1-7) se conclui que
0(s) —50/(s) #0.
Sen >2,setem ¢(0) > 0 e como s, b sdo nimeros arbitrarios com |s| < b < by entdo
0(s) —s¢'(s) >0, (Is| < bo),
assim, da equacdo (1-7) se conclui que
0(s) —s0'(s) + (b* —52) " (s) >0, s| < b < by.

Se n =2, entdo (3-35) se obtém diretamente da equacdo (1-7).

Suponha agora que ¢ = ¢(s) satisfaca a equagdo (3-35) para qualquer s com |s| < by.
Se verifica imediatamente que F € positiva homogénea de grau um, assim s6 debemos mostrar a
condigdo, positiva definida para os coeficientes g, .

Tome |s| = b e da equag@o (3-35), obtemos
O(s) —sd'(s) >0, (Is| < bo). (3-36)
Considere a seguinte familia de funcdes,
0 (s) := (1=2) +A0(s)-
Note que ¢, satisfaz as equagdes (3-35) e (3-36) para qualquer 0 < A < 1

(1=2) +20(s) —s(Lo'(5))
(1—=2X) +Mo(s) —s9'(s)) > 0.

2 (s) — s 93, (s)

(1=0) +A(0(s) = 59'(s)) + (6> —5)0" (s)
(1=2) +A((0(s) —59'(5)) + (b° =579 (5)) > 0.

On(s) = s3(5) + (6% =579 (s)

Seja {a, B} um par arbitrario com b < by, x € M, entdo o determinante da matriz fundamental ( gZ‘J)

da métrica F* := oudy, (g) ¢é dado por

det(gh) = [(1 - 1) +10(s)]" " [(1 =) +A(0(s) —50(5))]"

7

< {(1=0) +A[(0(s) = 59'(5)) + (b° —5*)9"(5) ] } det(asy),
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isto implica que det(g’,};) # 0 paratodo 0 <A < 1. Como (gg) = (a,,;) é positiva definida e continua,
concluimos que (gil/,) = (g;,), também serd positiva definida. O
Exemplos:

1- Uma (o, B)-métrica F serd Riemanniana, se ¢(s) = 1,

2- Uma métrica F serd de Randers, se ¢(s) = 1 +s é uma fungdo linear e b < 1, ou seja
F=a0(s)=o(l+s) :a(1+g) —oa+p, (0<b<)
3- Uma familia de (o, )-métricas F serdo chamadas uma (o, 3) quadratica, quando

O = 1 +es+ks? ou seja,

2
F=a(s) =a(l+es+ks?) on-SB—i—ka.

4- (M,F) sera um espaco local de Minkowski e F serd chamada uma (o, 3)-métrica de
Minkowski. Se o é uma métrica euclidiana e 3 é paralela com respeito a d.

Por ser oo uma métrica euclidiana, temos

o= /c,yiyl, cij = cte

uma funcio que sé depende de y.
B ¢é paralela com respeito a o. Se a derivada covariante de B em relagdo a a é nula,

assim pela equacio (1-9) temos

bij(x) = =~ — b Th(x) =0,

onde fl’; (x) = 0 porque sdo os simbolos de Christoffel da métrica a.

Logo, ag;(f) = 0, podendo concluir que b;(x) = b; é uma constante, assim o e P s6

dependem de y, ou seja F' é uma (o, B)-métrica de Minkowski.

3.4 Hipersuperficies minimas em (0., 3)-espacos

Nesta se¢do damos uma condi¢c@o de minimalidade para as hipersuperficies minimas nos

(o, B)—espacos.

Definicio 3.8 Uma imersdo isométrica f: M" — M, f(M") C M"t' é chamada uma hiper-

superficie.

Se (M, F) é uma hipersuperficie de (M, F), vamos considerar 1 =17 éy como sendo o

tinico campo vetorial unitdrio normal a f(M) em relagdo a & e consideramos 7} = 7Y &, como o
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unico campo vetorial unitdrio normal de M em relacdo a g, isto implica que:
~ c__ 5 #YFfO _(-
a,n'f°=0, g, f°=0;

a(n,n) =a n"n® =1, g(a,n) =g n"n° =1,
Podemos afirmar que os campos normais vetoriais em relagdo as métricas & ,g sdo paralelos.
Entdo, existe uma fun¢do A(x,y) sobre SM, que satisfaz
g, =Mhan®,
onde, A = g(i,n) = (&(7i,n)) ",

logo,

iY =Ag"°a,,n®.

Podemos conferir na equagdo (3-34), que a hipersuperficie f é uma imersdao minima se, € somente

Se,

n / K(V)Qdt=n" / hiz Qdt=0. (3-37)
SeM ssm F

Como foi provado anteriormente , 1Y € V -+, (3-20), e estamos tratando de uma hipersuperficie, h,

pode ser expresso na direcao de 7, isto é:
hY = gvp h?
=z, [ " (f,fyiyj +G">}
=8, [(£2y+6°) 8. 7°] "

=)\2 {()‘i?yiyj—i-éa) daéné] a,m’.

Assim podemos perceber que,

A A ~ . 0"'HA
det(g.) = —=—det(§. ) = —— "HHA:i’
(g’!) 7\,2A (gyc) )\?A q) 7\'2
onde
A =det(a,), A= det(d,,).

Para demostrar a igualdade, considere

Assim, obtemos a seguinte igualdade nas matrizes abaixo

DG -6 r) () -6
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()e) -6 )

A partir das matrizes anteriores, obtemos o seguinte resultado:

1) el - el )
el 62 - CDOwE
Qun ) ) - 6w )

Se usamos as seguintes igualdades “det(AB) = det(A) det(B)” e “det(A’) = det(A)”, assim teremos

a seguinte resultado.

RN Ao 1 0
det det det (dy;) = det det (g,) det(a, ),
0 g; 0 g; 0 g; Y

A det(gl.j) A det(gl.j) -det (dyc) = det(gl.j) -det (gw) . det(al.j),
: 1 det(aij) ot (2
et(g;) = ?m et(&ys)
A ~
det(gij) = i det (gyc) .

Pela equacdo (1-7), do capitulo 1 temos

(])n'HHA

det(g,,) = xfg 0" (0—50')" [0 —5¢' + (B° —5)¢"] A : (3-38)

onde
HE) =0 (050" [0—50'+ (B> —5%)0"] .

Da defini¢do do elemento volume em Finsler, temos

&) _ det(&j) .

Q:det<
F Fn

Podemos observar que a equacdo (3-37) € equivalente a

2| (A 6o)a,nt]a o’ grijig
M F? AL Fn
3 L ¢n+1ﬁA
v G i Jj AW _
n avé /SXM (fz/ yy +G ) an+2¢n+2 dt = 0’

EPVAY e ey 52_2// o ~
nyavé/SxM (¢ Sq)) [¢djj)2+( s )¢ ] (fifyzy]+G6> dt=0.

nY dt=0,
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Considerando F = &¢(s) uma (&,p)—métrica de Minkowski, temos GP = 0. Entdo no

(@, B)—espaco de Minkowski, f é uma imersdo minima se, e somente se,

Yy (0(s) =50/ (5))""" [9(s) —59'(s) + (B2 — %) " ()]

S M 6(”+2
X

6..0 —
fl._/. n dt=0.
Como as coordenadas y* sdo invariantes por um fator multiplicativo em um compacto M, o dominio
de integracdo se pode restringir a esfera Sy, assim a equagdo que caracteriza as hipersuperficies

minimas no (., )-espaco de Minkowski é dado por

Teorema 3.9 Seja (M, F) uma hipersuperficie de (M,F) e F = Gc(l)(%) uma (6, )—métrica de

Minkowski. Entdo, f:(M,F)— (M,F) é uma imersdo minima se, e somente se,

0?5y (oB—Bo )" [o)-Be®)+ (3 -F) ¢'(B) as=0.  (:39)

onde, S é uma esfera, tal que o = 1.



CAPiTULO 4

Aplicacoes

Em geometria, encontramos vdrios casos especiais (superficies de revolucao, superficies
regradas, superficies minimas, etc.) que podem se tornar interessantes por si mesmas, COmo no
caso das superficies minimas.

Nesta se¢@o consideraremos o espago tridimensional (&, B) de Minkowski, nos condides
e nas superficies de revolucdo, paralelos ao eixo x> na direcio de B, e daremos uma condicio de
minimalidade mostrando que estas superficies minimas possui restricdes na funcdo /. Calculare-
mos a Curvatura de Gauss do condide, observando que na imersao minima (helicéide) a curvatura
pode ser positiva. O estudo realizado para estas superficies no caso Euclidiano afirmam que sua

curvatura nao é positiva.

4.1 Conoide

O condide f(u,v) = (ucosv, usinv, h(v)), é uma superficie regrada com a diretriz da

reta perpendicular ao plano diretor (veja fig 4.1) onde 4, € uma funcdo a ser determinada.

Helicéide h(v)=2v+3 Conoide h(v)=v(v+1) Conodide h(v)=v+1/v

Figura 4.1: Conoides

Teorema 4.1 Seja (V3,F) um (o,B)—espaco de Minkowski, F = G (%) B =05 uma
(&, B)—métrica e f(u,v) = (ucosv,usinv, h(v)) um condide. Entdo, f é uma imersdo minima

se, e somente se, é um helicéide ou um plano.

Demonstrag¢do. Na secgdo anterior provamos que uma (@, ) —métrica de Minkowski deve cumprir

o seguinte, & é uma métrica euclidiana e os coeficientes de [3 sdo constantes. Assim, F' = & (g)
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¢ da forma

o=/ +02)2+ 032 B=5by.

Como estamos trabalhando em uma métrica euclidiana, entdo, a matriz de d f; esta dada por

cosv —usiny
(f[Y) = siny  ucosv , 4-1)
0 74

e o vetor normal 1 na superficie M, pode ser calculado da seguinte maneira

) fY < fY —H sinv h cosv u “42)
T TUETT\ Ve W e )
além disso, temos
(£7) =(0,0,0);
(fg) = (—sinv, cosv,0) = (f;l’),
(fY) = (—ucosv, —usinv, h").
Como j= (!,7%,3%) € T:M, podemos expressar y da seguinte maneira
cosv —usiny |
()717)727)73) = sinv  ucosv ( y2 )
o Y
= (y'cosv—uy?*sinv,y'sinv+uycosv,y*n’) (4-3)

e, y=0',y?) e M.

Quando assumimos que y! = cos@, y> = m sin®, O € [0,2x], encontramos

ylecosv—uy?sinv)?+ (y!sinv+uy?cosv)?+ (y2h')?

ylcosv)2+ (uy?sinv)2+ (y!'sinv)2 4 (uy?cosv)?+ (y2h')?

D24 (uy?)? + (y21)?

Y2+ (1)) (2 = 1.

(
(
(
(

I
= = = =

Para caracterizar as imersdes minimas dos condides, vamos a considerar a fungdo a seguir

wii= [ vy (o) -Bo'B)) [oB) —BoB) + (B2 ' B)] ax.  cad
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Da condicdo acima, podemos observar que (3-39), € equivalente a seguinte equacao,

3
Y I w4 fInw?) =0, (4-5)
v=1

como Sy é simétrico em y> e fi = by? = bh'y? é uma funcio que sé depende de y?, entdo
W= [ 3152 (o)~ Bo'®)) [o(B) - Bo'(B) + (>~ B7) o' (B)] ax=o0.
Para provar isto, observemos a funcao abaixo
90%) = (0(B)—Bo'(B) ) |o(B) — Bo'(B) + (52~ B2) ¢" ()]

sendo que esta é uma funcdo homogénea de grau zero, que s6 depende de y?.

Da equacdo (2-36), temos
dv=y'dy*—y*dy',

entdo, W '2 pode ser escrito como

w2 = Sy1y2¢(y2)(yldy2—y2dyl)
— /5 62200 dy + ()2 y2 0(y?) dy?.

20(y?) e (y')?y?0(y?) sdo

funcdes diferencidveis, assim, podemos aplicar o teorema de Green, isto é

Notamos que S, é uma curva simples fechada derivavel, y'(y?)

W' = //D (4y'y?0(y*) +y' (¥?) 0(y?)) dA,

onde, D € aregido do plano delimitado por S, M.
Agora, a fungio f(y',y*) = 4y'y?@(y*) +y'(y*) 9(y?) € impar em y' para todo

(y',y?) € D, e o dominio de integracio é simétrico no eixo y?, entio

w2 Z//Df(yl,yz)dAZU

Portanto, na equagao (3-39) percebemos que
uh"W*? =0, Vu.

Vamos provar que W22 ¢ diferente de zero. Usando a equagio (3-38) e a det(a,;) = 1 em relagéo a

métrica euclidiana, temos

A det(e
we | <y2>2qwf§((§;)dr, 0(s) >0,
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como y? nio é zero, entdo, W?% > 0, logo h" = 0, assim,
h(v) =cv+d,

onde, ¢ e d sdo constantes arbitrarias. O

Observacao 4.2 Do teorema acima, podemos afirmar que o helicdide é uma superficie minima
ndo sé no espago euclidiano, mas também no (o, )—espaco de Minkowski, onde 3 = by>. Sendo

que o resultado ndo serd satisfatorio, se ndo satisfaz a condi¢do P = by>.

Teorema 4.3 Seja (V3,F) um (o,B)—espaco de Minkowski e F = d—l—k%z, 1Bl = b uma
(G, B)—métrica, que satisfaga B = b5 + by¥° +b353, (nem todos, b e by, serdo nulos). Entdo,

a hipersuperficie minima condide em (V3 F) serd um plano.

Para comprovar isto, observe que pela equagdo (4-3) a 1-forma B pode ser expressa da seguinte

maneira

B=>015"+ by + b3y’

b (ylcosv—uyzsinv) + by (y1 sinv—f—uyzcosv) +Db3y*H
= (131008\/—1—132$inv)y1 +u (bycosv—by sinv)yz—l—I;gyZh’
=Biy' + (uB>+b3h')y?,

onde, nem todos, by, by, b3, sdo nulos, e

B| :=bjcosv+bysinv,

By :=bycosv— b sinv.

Para simplificar os célculos, consideraremos somente a (&, 3) —métrica quadratica

- B2
F=da+k—=. (4-6)
o
Como F = ad(s) e s = (%) , entdo,
A2
Assim, temos:
o(s) = 1+ks?, o' (s) = 2ks, o"(s) =2k.

A partir das condi¢des anteriores, (3-39) pode ser vista como uma equagdo em relacdo a u.
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Comprovaremos isso na sequéncia
o Oy 12 o oy22
2fEN W+ W= =0,

QW2 —ul"W* =0 (4-8)
e a equagio (4-4) pode ser expressa como
W= [ 5y (oB) —Bo'(B) [oB) B/ (B) + (B - B2) o'(B)] a
:/Sxyiyj (1-+4B? — 2%%) (1+ kB2 — 24P+ 245> — 24B?) dx
— /Skyiyj (1-%p%) (1-3kB2+245?) e,

para calcular W'2 e W22, temos que observar que d7 e Bz sdo dados por

=cos0 de — (—sin0)d6
u2+(h/>2 M2+(h/)2

B? =B (y')*+ (2uB,B, +2B,bs 1 )y'y* + (u’ B} +2uB,bs i +b} (H)?) (v*)?

1

= B2cos’0+ (2uB B, + 2B, b3 I g__Sin® 282 4 0y B b i+ B2 ()2 sin” @
= B; cos + (2uB,B, + 13)COSW+(M S T2ub,bs +;())m,
assim,
C = (1—kB?) = [ 1—kB2cos20+k(2uB, B, +2B, by ) cos0——m0__
b 1 12 193 > >
u+(n')
2 p2 o 522 sin’ 0
k(u”B; +2uB,by i +b; (I') )m ’
3 3 y ) -
C, = (1—3kB2+2kb?) = | 1 +2kb* — 3kB>cos>0 — 3k (2uB,B, + 2B, b3y h') cos§——0
1 u?+(n)?

- 2
3k (u2 B2 4 2uB,hs i+ B2 (H)2) SO |
2 2 3 u2—|—(h’)2
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Logo,

2n in6 6
W12: C,C, cos8—— :

\/MZ 2 \/u2+(h/)2

2n sin @ de
W = / CC— s :
0 u?+(0)* \/u2 + (0')?

Resolvendo as integrais, obtemos

kB - , . -
wi2= 52T (3kB2+3kB2—2kb:—4)B,u® + (3b3 B2 +9b3 B2 — 252 B, )k u>+
2(u+ (1)2)?
—4bsh'u® + (3k BB, +9kb3 B, — 2kb*B, —4B,) (W) *u+3kbs B> (W)’ +
(3kb3 —2kb3b* —4b3)(H')?) .
E
W = L(BHB“ 12k*b* B? + 18k* B> B? — 4k*b* B> + 15k* B} — 24k B2 )u*
8(u2+(n')?)2

<( 8kB%+ 16kb* +8)u* + (60k? b3 B? + 36k b3 B> — 24k* b3 b* — 48k b3 )B, h’u3+
(18b3 B> — 12b5b* —8b* B> + 6B + 18B2 B> — 12b* B> +-90b3 B? )k* (W) * u
(32kb* — 16k B> — 24k B> +16) (h')? u® + (60b3 — 245> +36 B> ) k* b3 B, (h )
(—48kb3B,) (W) u+ (—12b36> +18b3 B> — 46> B>+ 3B +15b3 ) k* (1) *+

(16kb*+24kb; —8kB?) (1)) .
Do resultado anterior, (4-8) pode ser visto como uma equacio em relagdo a u, isto é
Cs(V)u +Ca(V)u* +C3(v) u® + () u? +CL(v)u' + Co(v) = 0, (4-9)
onde

- 1.5 9 , 3
Cs(v) = (3k*B} +3k*B} —2k*b*> —4k) B, B, I + <2b2— 1B 833) k*B*1"

+ <;k2132822 — §k28j+3k322 —2kb*— 1> ',

15

Cs(v) = (3k* B> +9k*B? —2k*b* —4) b3 B, ()* + <3k2132 5

—k*’B >th”h+

9 -
(—2k2312+6k> N
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C3(v) = (6k*B* +3k*B> —4k*>b*+9k*b; —8k)B, B, (')’ + (3kb3 —2) " (H)?
9 55 3 9 .
<k2b2— Zkzbg— Zszf— 4k2Bj+2k> B2H' (W)*—4kb* 1" (W)*

3 2505 3 55 45 -
<2k2b2b32+3k822+2k2b2322—4k2b32322> W (H)?,

Co(v) = (6k* +9k*B? —4k*b*+3k>b3 —8k) b3 B, (W) +6kbs B, h" (W) +

- 9 15
272 2np2
<3k b~ k2B -

5 5 k2> 153 32 A (h/)3,

Ci(v) = (3k*B? —2k*b*+9k*b; —4k)B, B, () + (3kb3 —2kb*> — 1) h" (W) *+

1 2722 9 272 p2 3 27272 3 2 p4 15 274 2 4
<2k BB~ K BIBI+ DK B — k7B — = KB kBY ) W (W),

Co(v) = (3k*B* —2k*b*+3k*b; —4k) b3 B, (H)°,

sendo a equagdo (4-9) vélida para qualquer u. Entdo, determinaremos quais condi¢cdes sdo
necessdrias para
Civ)=0(i=0,...,5), Yv.

Temos by # 0 ou by # 0, entdo, B; # 0 e B, # 0. Logo, a solucdo buscada acontece quando
I (v) =0, isto implica que A(v) é uma constante.
Neste caso dizemos que a hipersuperficie minima do conédide € um plano em relacio a

(&, ) métrica quadratica, quando a 1-forma 3 ndo estd apenas na diregio do eixo &°.

4.2 Curvatura de Gauss do condide em 3-espaco de

Randers-Minkowski

Sabemos que, a curvatura de Gauss de uma superficie minima nao € positiva no espago
euclidiano. Entdo, queremos saber se esta propriedade também é valida no espaco tridimensional

de Minkowski-Randers, em torno do eixo 7 na direcio [3', ou seja, [3 =by’.

Agora, consideremos o conéide f(u,v) = (ucosv, usinv, h(v)), onde, u >0 e ve S'.
Se e, =df (%) ye,=df <%>, entdo, y = Eej +Me, . Dadas as coordenadas (u, v, &, 1) sobre o
fibrado tangente, usamos a convengiode que 1 <i,j<2e 1 <a,p<3 e {l:=u, P :=vy' =

€, y?> := ", no espaco tridimensional.

Observe que a 1-forma induzida B = f*P sobre a superficie no espago de Raders-
Minkowski € fechada. Sua verificagdo € imediata da defini¢do 1.29 para 1-formas fechadas com

uma (o, B)-métrica F = o+ 3 de tipo Randers e oc uma métrica euclidiana.
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Assim, o tensor curvatura de Ricci (veja [16]), com F = f*F, é dado por

Ric = Ric + ﬁ <3r 2Fr00|0) (4-10)

onde, Ric € o tensor curvatura de Ricci da métrica Riemanniana o = f*@, r,, = b,;y'y’, com
b, os coeficientes da derivada covariante de B em relagdo a o.

Logo, a curvatura de Gauss da superficie ¢ dada por

1
=K+ 73 (3r§)—2Fr00‘0), (4-11)

onde, x = f(u,v) e K é a curvatura de Gauss em 0.

Teorema 4.4 Seja (V3,F) um espaco de Randers-Minkowski com (B = b3, a curvatura do

condide f(u,v) = (ucosv, usinv, h(v)), no ponto x = f(u,v) e na direcdo de y = Ee; + ey, €

dada por
1 = - -
K(x.y) = -T%+ 5 (126°T'€2n? —4bF 287 +12b F 7€’ +
—12B2T*E! 3 + BF T +352T0n%)
onde e )
h uh
o__ \"/) 1"3 - h/ 2_ .2
(W?+(1)2)?’ Wi gy )7,
s o
(u?+(K)?)?’ W21 (H)2)2"
2 3w+ (W) o__uwt()?
B (u?+(n)2)2° B (u?+(n)2)2°
o= ”72(;1///_2”) 4u” K (h//)z
2 2

(u?+(1)?)?”

+
Y .
Demonstragdo. Considere, f, aa-’;;,- e f:’ aac gg obtemos o seguinte,

cosv —usinvy
(fV)s = sinv  ucosv |;
0 H(v)

=00 0);
(f) s = < —sinv cosv 0 ) = (f))1a
(sz)m = ( —ucosv —usiny h" >;

) fYx fY —h'siny I cosv B u
M) = |f| < 1] ( \/uz + ()2 \/u2_|_ W2 (h) )
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A curvatura de Gauss € calculada no espaco euclidiano da seguinte forma:

onde
L=f¥mY, M=fYnY, N=/fInY,
E=fYfY, F=fYfY, G=fYfy.
Por um célculo direto, obtemos que
(n)?

K=o
(2 +(1)?)?

(4-12)

Para encontrar os coeficientes b,; da 1-forma induzida [, primeiro obtemos os coeficientes da

i

métrica euclidiana induzida

o= fro=/a;yyl, a; =ays fY f°.

Sendo que, d@ys = 0y por O ser uma métrica euclidiana,
(a,) = ( AT AT ) _ ( Lo )
i 2 2 ’
S,  fYT 8, [YfS 0 u+(N)

. 1 0
(a) = (a,-,-)_l = ( 0 1 )
u+(W)?

Podemos verificar que,
=k
AR (4-13)

De fato, pela defini¢do dos simbolos de Christoffel da métrica euclidiana, temos

T = J J 9 mk

=L ot e e o

1 d d 5

- EZ { o’ f/ﬁ’ff Syo + a—cjf"?'fl“ Byo — Wfiyff 5yc} a"™*

| —

1
=S Y18y £ S By + £ By + [Ty — 110 Byo— [0 By pa™
=d"™ YO8y

m Yij

Da equacdo anterior, obtemos os seguintes resultados
—1 0 O

=1
alllefl(IS SVG + a12f2Yf1<15 SYG = 0’ Flz = allflyflj 8Y0 +a12fzyfl(zs SVG = 07

De fato,

=1
Fll =
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fl_uyc 12ycay_o F1_11y68+12‘y68y__
u =4 -fl-f218y6+a f2 le 6= n=—4a fl fzz yo T 4d fzfzz 6=
Agora,
0 2 - 2
=2 _ us+(n)
Fij = u Wh' 9 (4_ 1 5)
u2+(h’)2 u2+(h’)2
De fato
2 21 22 2 21 22 u
Fn:a flyfl?SYG_'_a fZGfl(lsSvG:O’ l—‘12:(’1 f1yf1(2$63’0+a fzyfl(;aycz1/,2—|-(h’)27
1—2_21y05 22‘)/667_ u F2_21y06 22‘y65y_ n'h"
T flf21 Y0+a f2f21 G_u2_|_(h/)2’ »—4a flfzz V0+a fzfzz G_u2+(h/)2'

Como b; segue a direcio do eixo 7>, entdo, a 1-forma induzida B, para cada x—fixo deve

satisfazer

assim, b; = bfi3, e

by=bf>=0,
: f13 , (4-16)
bf =bH(v).
A derivada covariante da 1-forma 3 em relagdo a métrica o, é dada por
h/

=S 7 0 B u? i (h’) 2
bl“]:bl’gt_bsrl]:b l/th, Mzh// (4'17)

l/t2+ (h/)Z M2+ (h/)Z

Usaremos as equagdes (4-14),(4-15) e (4-16) para comprovar cada componente da matriz (b;;),

como aparece abaixo

0 0
biy —Mgbllf/—bzll -0,

bul
b1|2—/_bly/ b2r12 T —|—(h’)
bul
by —/—bl 21~ b2F21 2+(h’)2’
(W)2n" bu*n"
by = b, 2 —ﬂlrzz boly =H'— 21 ()2 ult (W)2

Observe que b;|; € simétrico em relag@o as indices i, j. A derivada covariante em relagdo a métrica
o, é dada por:

ik = by gt = bis Ty — by T, (4-18)
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assim, usando a equagdo (4-17) e a simetria de b;|;, obtemos
0 0
0 — _
b :M—ﬂ;m%—ﬂom 11=0,
o 2buPH
by :M_Zblﬂ%_zb]ﬂrlz T CIDE
0
= =2
bajaj1 = bop 1 =2y Vz(— 26y T,
2bu(n)*n" 2bun” 2bun ()2 — )
pr— _— - _u
W2+ ()22 2+ )22 2+ (W)2)2 ’
=1 =2
_ l;uzh’“(uz—k(h’)z)—2u2h’(h”)2 2l~)l/tzh, 2l~)u2h'(h")2
- (u2+(h’)2)2 u2+(h’)2 (u2+(h’)2)2
_ AbutH (n")? bu? W
2+ ()2)2 +u2+(h’)2( )-
Como b;|; = bj|; entdo, sua derivada covariante em relagdo a métrica o coincide, isto €
0 0 0
= = =1 =2
bijaj1 = bojij1 = by —b2|1%— b2|2%_%r21 —by Ty
_ bu*n —b(n)? N bu*h'  2butW +b(H)?
- (u2+(h’)2)2 (u2+(h’)2)2 - (u2+(h’)2)2 ’
0 0
= =2 =1 =2
bipp = bapp = by o2 *bm%* by = b1 Ty = bop Ty
_ bu(W)*h —bu buth”  bu(k)?h"
o (u2+(h’)2)2 (u2+(h’)2)2 (u2+(h’)2)2
2buh
s 77
Portanto,
P 2bul’ | ,  bu*h' 5
rOO:bi\jyy]:*my y +m()’ ) )
2 4b2u2 (h/)Z | 4b2u3h’h” L 203 b2M4 (h//)Z (4-19)

e R e I R R oLk

Como byjy); =0, temos

Fooo = by y' vy = (brjp+bippn +bapi) 01y + (brpp +bajip +bap) ' (03) 2+ bapp ()’
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6bu’h +2b(n)3 6buh"

Foop = W2+ (W)2)2 (yl)2y2+m((h/)z_uz)yl(y2)2+
bu?® oo Abulh (W')?
(i 2 G ) 0 (20

Das equagdes (4-12), (4-19) e (4-20) a curvatura de Gauss, pode ser expressa como

2 1 [12b2u* (W 126%u ' "
K =~y e (s e 00~ s e 0
24//2 ~u2/ 7 "3 ~u//
s o) = b LW gy O (02 -2y %)
bFu " . 4bFu’h (n")?
(uz—i—(h’)z(h _Zh)_(u2—i—(h’§2)2> (y2)3> ;

K(x,y) = —F°+m(12b ' (y")2(y*)2—4bFT? (y')*y* + 120 F Ty (y?)*+

— 1254y (y?)3 +DF T3 (y2)3352T0y%).

Foi concluido que um helicéide é minimo, se, e somente se, ¢ um condide em relagdo
a uma (o, B)—métrica (quando P = by?). Se consideramos h(v) = cv +d (c, d constante) um

helicoide, entdo a curvatura de Gauss em cada ponto x é dada por

1. 3
K(x,y) = —H°+ﬂ (36211' 6202 —bFII*n(Tu?E? +3c™n?)) , (4-21)
onde,
ol e e
()Y (U4 (U +c2)2

Agora, considerando o ponto x = f(u,v), se escolhemos vetores em 7, M, a curvatura pode ser
negativa, nula ou positiva.

Tomando a dire¢do 1 = 0 obtemos K(x,y) < 0, (veja (4-21)), para qualquer ¢ # 0,
porém se tomar a dire¢do § = 0, a curvatura pode ser positiva.

Note-se que F é uma métrica de Randers, logo,
F=a+PB=\/a,yy/ +by = (\/u2+c2|n|+c13n> )

Assim, a equacdo (4-21) é expressa da seguinte maneira

3¢3b
02+ 3113

) 2)2 -
(u+c?) (Ve T nl +cbn)
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Agora, considerando ¢ > 0 e 11 < 0, entdo,

1 5 3bc3
K(xay):_ 5 2 ¢+ N 3|
(u?+c?) (cb—\/uz—i-cz)

onde, 2+ 36—37’3 < 0,logo K(x,y) >0.
(CB—\/ u2+c2

Considerando ¢ < 0 e 1 > 0, obtemos:

1 3¢3b
K(x’y):— 2 cz+ < 3 )
(u%+c2?) (cf)—i—« /u2+cz>

3
como c¢? + 2¢2b - <0, temos K(x,y) > 0.

(cl~7+ u2+62)

Deste modo, verificamos que a curvatura de Gauss pode ser positiva em alguns pontos.

4.3 Superficies de Rotacao

Considerando as superficies f(u,v) = (ucosv, usinv, h(u)) (veja fig 4.2), definidas pela

rotacdo de uma curva plana C em torno do eixo 7.

h(u)=5u-6 h(u)=u(u+1)+1 h(u) =u+—
u —u

Figura 4.2: Superficies de Rotacdo

Estudamos estas superficies de rotacdo em um espago tridimensional (6(,[3) de Min-

kowski, sendo F uma (6, B)-métrica quadratica,

2
F:&¢@y:&0+kﬂ):&+k%,
entdo, a imersao isométrica f : M — M é uma superficie minima, (veja 3-39) se, satisfaz a seguinte
equagio
£on° [ yiyi (1= kB2 (142kB - 3kB%) de—0. (4-22)
Se

Sendo f(u,v) = (ucosv,usinv,h(u)) uma superficie de rotagdo paralela ao eixo %3,

necessitamos determinar a fungdo /# que gera as imersdes minimas.
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Por se tratar de um espago de Minkowski, & é uma métrica euclidiana e os coeficientes

de B sdo constantes, entdo, F = oo (g) pode ser representado como a seguir:

logo,

(), = cosv sinv A
s —usiny wucosv 0

cosv sinv A
()=o) (L )
—usinv ucosv 0
= ( ylcosv—uy?sinv y!sinv+uy?cosv y'#i ) :
Para 6 € [0,2x], assumamos que,

1 1
=——— cos0, = —sin0, 4-23
SRR " (23

assim,

6= 1/(71)2+ ()2 + (%)
= \/(y1 cosv—uy?sinv)2+ (y! sinv+uy? cosv)?+ (1')%(y!)?

= U+ ()2 +2(32)2 = 1.

Neste caso, a equacao (4-4) pode ser expressa como

Wi :/ yiyI (1 —kB?)(142kb* —3kp?)dr,
Sx

_ kb? (h/)z

ERNEN(OEE

quando assumimos i, j = 1,2, calculamos W .

Como,

dt=y'dy* —y*dy'

—lcos6<1 sin@) de—lsine —;sine do
1+ (1')? u u 1+ (W)2
1 1

ST
u /1+(h/)2

e a 1-forma induzida p = f*B, é dada por

B=l~7fi3yi=l~7h' 17 BZZZ‘)Z(h/)Z(yl)Z'
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Entio

WH:/S ON2(1— kB2 (H)2(yN2)(1+2kb2 — 3kB2 (H)2(y))?)dr

cos20 1 1

1+ (W) u 1+ (W)?

1 1 2 3 - 15
= — 14+2kb>—=(2+kb? —r?|
<1+(h’)2) [ + 2( + )r+ 2 el

u

do

'2n -
:/ (1—rcos?8)(1+2kb>—3rcos’8)
0

wi2—w? —o,

sin%0 1 1
u? u \/1+(n)?

1 1 - 1 ~ 3
= =) —— [1+2kb*>— =(2+kb? ~r?
<u3> l—i-(h’)z[ + 2( + )r+8r]n

271 ~
W22:/ (1—rcosze)(1+2kb2—3rcoszﬁ) de
0

Note que o vetor normal a superficie é:

—uh' cosv —uh' sinv u >

“:< W2+ w2 Wy +ne? (202

(£7) = (0,0,47) ,

(f;zl) = (—ucosv, —usinv,0) .

Entdo, a equacio (4-22) € equivalente a:

3
X (W W) <o,
Y=
isto é,
h//WII +Mh/W22 — 07

portanto,

LA 1+2kl~72—§(2+k1~72)r—|—§r2
1+ ()2 2 8
/

h - 1 - 3
— [142kb*— - (2 2 —r? =o.
+u[+ kb 2( +kb)r—|—8r} 0

. N ~ g2
Teorema 4.5 Seja (M,F) um (@.,B)-espaco de Minkowski, onde, F = ot + k% é uma métrica
quadrdtica. Uma superficie de rotacdo f(u,v) = (ucosv,usinv, h(u)), é uma superficie minima

se, e somente se, h satisfaz a seguinte equacdo diferencial ordindria,
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3 ,- - 3,27 A A
uh”[<8k2b4—kb2+l>(h')4+<—2k2b4+kb2+2>(h’)2+1+2kb2}
1 ~ ~
R (14 (H)?) [<8k2b4+kb2+ 1> (n)* (4-24)
1 " - ~
+ <—2k2b4+3kb2+2> (h’)2+1+2kb2} =0.

Se w = (h')?, entdo (4-24) é equivalente a

2
b
/ AWHOWEE = lnu? (4-25)
w(l4+w)(mw?+nw+c)
onde,
3 5. ~ ~ - ~
a:§k2b4—kb2+1, b=—3k*b*+kb?>+2, c=1+42kb?,
1 ~ ~ - ~
m:_gkzb“_i_kbz_i_]’ n=—1kb*+3kb>+2.
Se consideramos —% < kb? < 1, obtemos:
15 15 3 9
3*2<m<§, g<l’l<§, 0<C<3,
e da seguinte igualdade
aw? +bw+c 1 5 4dmw—+2n
= — + ,
w(l+w)(mw2+nw+c) w 1+w mw?it+nw+c
a equacdo (4-25), tem solugdo equivalente a:
1 1
Inw—51In(1+w)+2In(mw?+nw+c)+In e =1In )
ou
w(mw? +nw+c)? _gz
(14+w)3 Cou?’
Definindo (
1+w)
= 4-26
o(w) (mw2+nw+c) (4-26)
temos,
/ C [w [¢(w)w—0d(w) dh
:C M’ d — d R _— = s
! W ) o(w) w? v du Vi
logo,

:/dh:/\/Wdu:C/qu)/(zw) ¢(V:V‘;’(W) dw

=2C/0( / (1-+w)? dw. (4-27)

(mw?+nw+c)
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este resultado comprova que a solucdo de (4-24) é (4-27).

Com estas consideracdes obtemos o seguinte

2
Teorema 4.6 Seja (M,F) um (@,B)-espaco de Minkowski, onde, F = &—kka é uma métrica
quadrdtica e ||By||:, = b, que satisfaz kb? € (=31.1). Entdo, existe uma superficie minima de

revolugdo f em (M ,ﬁ ), que pode ser expressa como

= <CWCOSV,CW$HVJ’(W)> ;

onde, O(w) e h(w) sdo definidas como em (4-26) e (4-27), respectivamente.

Exemplo 4.7 Considerando kb? = % temos uma superficie minima de rotacdo, (fig 4.3)

Figura 4.3: Superficies minimas de rotacdo

Seja t =/ 1+w, entdo t2—1=w e 2tdt =dw, assim,

5
1 2 1 /6
/ W(mffvz—:-v:l)vi—i- C) dw = % 2 1) (¢4 4 n=2mp2 | m—ntc dt
(t - ) (t + Tt + “m )
32 1 (t—1 17141497
=——t+—In - q(t)
47 4 t+1 138

\/94(V141+7)

(859V/47 4+ 517/3)4/2(v/141 —7)

* 1625824 p(t)+Ci,

sendo, C; uma constante,

V3 —\/2(V141 = 7)t + /4712
V341 2(V141 = 7)1 + /4712

2(V141+7)t
CVAva

p(t)=In

q(t) = arctan
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Entdo, a superficie gerada pela rotacdo de uma curva plana na dire¢do do eixo x°,

superficie minima em um (&, p)—espaco de Minkowski (M, F) se

(1)
1+t —
(+1

17141497

\

onde, ¢ > 1 é um pardmetro e C,C’ sdo constantes.

5
#l=cC !
e e —1>+32]
3 t
R T e
(858\ﬁ+517\f)\/ (F
1625824 P(

1881/94(\/141 +7)

3 serd uma

qit)| +C
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