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Resumo

Gómez Daza, John Elber. Superfícies Mínimas e curvatura de Gauss de

Conóides em Espaços de Finsler com (α,β)-métricas. Goiânia, 2014. 82p.

Dissertação de Mestrado. Departamento de Matemática, Instituto de Matemática

e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho consideramos (α ,β)−métricas do tipo F = αφ( β
α) , onde α é a métrica

euclidiana, φ é uma função positiva suave sobre um intervalo simétrico I = (−b0 ,b0)

e β é uma 1-forma de norma b , 0 ≤ b < b0 , sobre uma variedade de Finsler M.

Estudamos superfícies mínimas nestes espaços (M,F) com respeito à forma volume

de Holmes-Thompson e apresentamos uma equação que caracteriza as hipersuperfícies

mínimas em um espaço geral (α ,β)−Minkowski. Mostramos que os conóides no espaço

tridimensional com β na direção do eixo ỹ3 são mínimas se, e somente se, é um

helicóide ou um plano, provamos também que a curvatura de Gauss do conóide em um

espaço tridimensional de Randers-Minkowski pode ser positiva em superfícies mínimas.

Finalmente apresentamos uma equação diferencial ordinária que caracteriza superfícies

mínimas de rotação e um exemplo de superfície mínima de rotação.

Palavras–chave

Imersão Isométrica, Subvariedade Mínima, Conóides, Curvatura de Gauss



Abstract

Gómez Daza, John Elber. Minimal Surfaces and Gauss Curvature of Conoid

in Finsler Spaces with (α,β)−metrics. Goiânia, 2014. 82p. MSc. Dissertation.

Departamento de Matemática, Instituto de Matemática e Estatística, Universi-

dade Federal de Goiás.

We consider (α ,β)−metric F = αφ( β
α), where α is the euclidean metric, φ is a smooth

positive function on a symmetric interval I = (−b0 ,b0) and β is a 1-form with the

norm b , 0 ≤ b < b0 , on the Finsler manifold M. We study the minimal surfaces on these

spaces with respect to the Holmes-Thompson volume form and we present the equation

that characterize the minimal hypersurfaces in general Minkowski space. We prove that

the conoids in three-dimensional space are minimal if and only if is a helicoid or a

plane, also we show that the Gauss curvature of conoid in Randers-Minkowski 3-space

is not always nonpositive on minimal surfaces. Finally, an ordinary differential equation

that characterizes minimal surfaces of revolution and an example of minimal surface of

rotation are given.

Keywords

Isometrical Immersion, Minimal Submanifold, Conoids, Gauss Curvature.
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Introdução

O estudo das superfícies mínimas começou com Lagrange [9]. Em sua famosa

autobiografia publicada em 1762, desenvolveu um algoritmo para o cálculo das variações.

Lagrange propôs o problema de encontrar uma superfície de área mínima, com fronteira

dada por uma curva fechada sem auto-interseções. Desde então, aumentou o número de

estudos sobre superfícies mínimas.

Euler obteve uma superfície mínima de revolução nomeada de catenóide, a partir

da rotação da catenária em relação ao eixo central (além do plano é a única superfície

mínima de revolução). Meusnier (1776) introduziu na equação diferencial de Lagrange

a condição adicional, que as “curvas de nível” f (x, y) = const fossem retas. A solução

neste caso, será um helicóide. Depois de um longo tempo Scherk (1835) obteve novas

superfícies. Ele introduziu na equação de Lagrange a condição que as variáveis deveriam

ser “separadas”, ele supôs que f (x,y) = g(x)+h(y) . Depois do trabalho de Costa (1982)

sobre superfícies mínimas em R
3 aumentou o número de estudos a respeito deste tema.

Costa, em sua Tese de Doutorado no IMPA, obteve as equações do terceiro exemplo,

trabalhando com a representação de Weierstrass para as funções definidas em um toro.

Ele obteve uma superfície mínima completa conformemente equivalente ao toro menos

três pontos, onde dois dos fins da superfície são do tipo catenóide (no sentido em que se

afastam para o infinito) e o terceiro fim se aproxima assintoticamente de um plano que

está a uma distância finita (tais fins são chamados planares).

A formulação variacional que modela o problema fornece como solução super-

fícies que são pontos críticos do funcional volume, mas o termo mínima ficou fortemente

associado a estas superfícies, de forma que as soluções são chamadas de superfícies mí-

nimas. A ideia de minimizar volume é generalizada para variedades Riemannianas e con-

sequentemente para variedades Finslerianas, e é assim que Shen no seu trabalho [15]

estudou subvariedades de uma variedade Finsleriana e introduziu o conceito da forma

curvatura média H f para uma imersão f : M n → Mm, introduzindo de modo natural o

conceito de imersão mínima, mas Shen não apresentou exemplos. Os primeiros exem-

plos para imersões mínimas na geometria de Finsler baseados na forma de volume de

Buseman-Hausdorff foram apresentados por Souza no seu trabalho [20]. Porém, He e

Shen mostram que qualquer superfície mínima no espaço de Randers (M ,α+ β) com
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respeito à forma volume de Holmes-Thompson também é mínima no espaço Riemanni-

ano (M, α) .

Este trabalho está baseado nos artigos [8], [13] e [22], onde estudamos o ele-

mento volume de Holmes-Thompson, caracterizando as imersões mínimas do conóide e

superfícies de rotação, na direção do eixo x3 em espaços de Finsler com (α ,β)−métricas

do tipo F = αφ( β
α) , onde α é a métrica euclidiana, φ é uma função positiva suave sobre

um intervalo simétrico I = (−b0 ,b0) e β é uma 1-forma de norma b , 0 ≤ b < b0 , em

uma equação que envolve uma integral.

Dividimos este trabalho em quatro capítulos. No Capítulo 1, apresentamos

conceitos e alguns exemplos das estruturas de Finsler, juntamente com os resultados

básicos que serão utilizados nos capítulos posteriores. Damos uma breve introdução às

formas diferenciáveis que serão usadas nas equações da estrutura de Finsler.

No Capítulo 2, é apresentada a conexão de Chern, obtida pela diferenciação

exterior da forma de Hilbert, (uma seção global do fibrado co-vetorial p∗T ∗M). A conexão

de Chern é de torção nula e quase compatível com a métrica que coincide com a conexão

de Levi-Civita quando a estrutura de Finsler é Riemanniana. Assim a expressão obtida

para os símbolos de Christoffel de segunda espécie em Finsler é análoga à expressão dos

símbolos de Christoffel obtidos no caso Riemanniano. Considerando a orientação para

a conexão, se obtém uma métrica Riemanniana induzida pelo pull-back da métrica de

Sasaki de T M0 em SM, sendo assim possível definir o elemento volume de Holmes-

Thompson.

No Capítulo 3, apresentamos o teorema de classificação para as hipersuperfícies

mínimas, e calculando a variação de volume, obtemos superfícies mínimas não triviais no

caso de Minkowski.

No Capítulo 4, caracterizamos as hipersuperfícies mínimas do conóide e do tipo

rotação de uma curva plana em torno do eixo fixado, ou seja, para o conóide e para as

superfícies de rotação em um espaço de Mikowski com uma (α ,β)−métrica, obtemos a

solução da equação que caracteriza as superfícies mínimas.



CAPÍTULO 1
Geometria de Finsler

O nome “Geometria de Finsler” veio da tese de doutorado de Paul Finsler,

sobre o título de “Curvas e Superfícies em espaços gerais” em 1918, sob orientação

de Carathéodory. Finsler retomou o caso geral deixado por Riemann, pois ele não

considerava que o caso geral dava uma nova luz ao problema. Mais S.S. Chern [4]

costumava dizer que a geometria de Finsler não é uma generalização da geometria

Riemanniana, é melhor descrevê-la como a geometria Riemanniana sem a restrição

quadrática.

Na estrutura apropriada, um grande número de resultados se generalizam facil-

mente de espaços Riemannianos para espaços Finslerianos e as evidências mostram que a

“restrição quadrática” é raramente necessária. A geometria de Finsler também é uma fer-

ramenta essencial para aplicações em Biologia, Teoria de Controle, Engenharia e Física.

Em particular, P. L. Antonelli tem usado a geometria de Finsler para modelar a evolução

de organismos coloniais.

1.1 Preliminares

Neste capítulo, introduziremos algumas definições e fatos básicos sobre a geo-

metria de Finsler. No decorrer do trabalho, usaremos a notação da convenção de Einstein,

isto é pares de índices repetidos indicam somatória, por exemplo, y i ∂
∂x i denotará

n

∑
i=1

y i ∂
∂x i .

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

família de aplicações biunívocas suaves, xı : Uı ⊂ Rn → M de abertos Uı de Rn em M

tais que:

1.
⋃

ı

xı (Uı) = M ;

2. Para todo par ı, j com xı (Uı)∩ x j (U j) = W 6= ✁✁0 , os conjuntos x−1
ı (W) e x−1

j (W)

são abertos em Rn e as aplicações x−1
ı ◦ x−1

j são diferenciáveis (fig 1.1);

3. A família {(Uı, xı)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).
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O par (Uı, xı) (ou a aplicação xı ) com p ∈ xı(Uı) é chamado uma parametrização

(ou sistema de coordenadas) de M em p; xı (Uı), é então chamada uma vizinhança

coordenada em p. Uma família {(Uı, xı)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura

diferenciável em M.

M

W

iU

1( )
j
x w



j
x

i
x

1( )
i
x w



1

i j
x x





j
U

Figura 1.1: Variedades diferenciáveis

Definição 1.2 Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável γ :

(−ε,ε)→ M é chamada uma curva (diferenciável) em M. Suponha que γ(0) = p ∈ M, e

seja D o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva γ em

t = 0 é a função γ ′(0) : D →R dada por

γ ′(0) f =
d ( f ◦γ)

dt

∣∣∣∣
t=0,

f ∈ D.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva γ : (−ε,ε) → M

com γ(0) = p.

Definição 1.3 O espaço vetorial Tp M é chamado espaço tangente em p, sendo definido

pelo conjunto dos vetores tangentes a M em p.

Definição 1.4 O conjunto

T M =
{
(p,v); p ∈ M,v ∈ Tp M

}

é chamado fibrado tangente da variedade n-dimensional M.

Observação 1.5 O fibrado tangente T M também pode ser definido como T M =
⋃

x∈M

Tx M.

Exemplo 1.6 O fibrado tangente é uma variedade diferenciável de dimensão 2n.
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Definição 1.7 O espaço dual de Tx M é o conjunto das aplicações lineares ω : Tx M →R,

este espaço será denotado por T ∗
x M, sendo denominado o cotangente a M em x.

A união T ∗M =
⋃

x∈M

T ∗
x M é chamado de fibrado cotangente de M.

Definição 1.8 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma cor-

respondência que a cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) ∈ Tp M. Em termos de

aplicações, X é uma aplicação de M no fibrado tangente T M. O campo é diferenciável se

a aplicação X : M → T M é diferenciável.

Considerando uma parametrização x : U ⊂Rn → M é possível escrever

X(p) =
n

∑
i=1

a
i
(p)

∂

∂x i
,

onde as funções a
i
: M →R são diferenciáveis e

{
∂

∂x i

}
é a base associada a x.

Para cada espaço tangente Tx M consideremos seu dual T ∗
x M . Uma base para

T ∗
x M é obtida tomando {dx i} , onde x i : M →R é a projeção na i- ésima coordenada. De

fato, o conjunto {dx i} forma uma base dual para T ∗
x M , pois dx i ∈ T ∗

x M , onde

dx i

(
∂

∂x, j

)
=

∂x i

∂x j
=

{
0 , i 6= j

1 , i = j .

1.2 Formas Diferenciáveis

O estudo local das variedades diferenciáveis pode ser feito usando um referencial

natural associado a uma parametrização, isto é, para cada x = (x1, · · · ,xn) ∈ M, escolhe-

mos os vetores

{
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

}
, associados à parametrização xı(x

1, · · · ,xn), como uma

base de Tx M, em geral esse referencial não é ortonormal. No método do referencial mó-

vel introduzido por E. Cartan se pode escolher uma base ortonormal para Tx M. As formas

diferenciáveis são usadas para obter as equações de estrutura de Cartan que são funda-

mentais para o estudo de variedades por meio do referencial móvel.

Abaixo segue algumas definições e propriedades das formas diferenciáveis, para

maiores detalhes ver [5], [10], [21].

Definição 1.9 Uma função diferenciável f : M →R é dita uma 0-forma diferenciável em

M.

Definição 1.10 Uma forma diferenciável de grau 1 ou, simplesmente, uma 1-forma em

um conjunto M é uma aplicação ω : M → T ∗
x M que associa a cada x ∈ M em um

funcional linear ω(x) : Tx M →R .
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Todo funcional linear sobre Tx M se exprime de modo único como combinação

linear a idx i. Assim, considerar uma 1-forma ω num conjunto M equivale a definir n

funções reais, a1, . . . ,an : M →R tais que, para cada x ∈ M, se tenha

ω(x) = a i(x)dx i.

Escrevemos, neste caso, ω = a idx i. Para cada x ∈ M a aplicação do funcional

ω(x) no vetor v = η j ∂

∂x j
dá como resultado o número real

ω(x)v = a i(x)dx i(v) = a i(x)η
i. (1-1)

Diremos que a 1-forma ω : M → T ∗
x M é de classe Ck (0 ≤ k < ∞) quando,

para todo vetor v ∈ Tx M , a função x 7→ ω(x)v é de classe Ck em M. Isto ocorre se, e

somente se, ω = a i dx i , onde as funções a1, . . . ,an : M → R são de classe Ck. De fato,

esta condição é suficiente em virtude da igualdade (1-1) acima, se fazendo necessária

porque a i(x) =ω(x) ∂
∂x i para todo x ∈ M e todo i = 1, . . . ,n.

Definição 1.11 Sejam ω e ω 1-formas em M, o produto tensorial de ω e ω denotado

por ω⊗ω é uma aplicação que, para cada x ∈ M associa uma transformação bilinear

ω⊗ω : Tx M×Tx M →R definida por

(ω⊗ω)x (v1,v2) =ωx(v1
)ωx(v2

).

Definição 1.12 Uma forma diferenciável de grau 2 ou uma 2-forma em M é uma apli-

cação φ que para cada x ∈ M , associa uma transformação bilinear alternada φx :

Tx M × Tx M → R dada por φx = f
i j

(
dx i ∧dx j

)
x
, onde f é uma função diferenciável

de M em R .

No caso em que ω e ω são 1-formas diferenciáveis em M, o produto exterior

de ω e ω, denotado por ω∧ω é uma aplicação que, para cada x ∈ M associa uma

transformação bilinear e alternada ω∧ω : Tx M×Tx M →R definida por

ω∧ω=ω⊗ωx −ω⊗ωx ,

onde (ω∧ω)x (v1
,v

2
) =ωx(v1

)ωx(v2
)−ωx(v1

)ωx(v2
).

Passaremos agora a uma generalização das formas diferenciáveis. Seja ∧k (T ∗
x M)

o conjunto das funções k−lineares alternadas µ :

k−vezes︷ ︸︸ ︷
Tx M⊗·· ·⊗Tx M → R. Com as opera-

ções usuais ∧k (T ∗
x M) é um espaço vetorial. Se µ1, · · · ,µk são 1−formas, podemos obter
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um elemento µ1 ∧·· ·∧µk de ∧k (T ∗
x M), definido como

µ1 ∧·· ·∧µk(v
1, · · · ,vk) = det(µi(v j)).

Decorre das propriedades de determinante que µ1 ∧·· ·∧µk é de fato k−linear e alternada.

Em particular, dxi1 ∧·· ·∧dxik ∈ ∧k (T ∗
x M)

Definição 1.13 Sejam M e N variedades diferenciáveis de dimensão n e m respectiva-

mente, e consideremos a função diferenciável f : M → N . A aplicação linear

d fx : Tx M → Tf (x)N,

induz uma transformação linear

f ∗x : ∧k
(
T ∗

f (x)N
)
→∧k (T ∗

x M) ,

que a cada ϕ ∈ ∧k(T ∗
f (x)N) associa f ∗x (ϕ) , definida da seguinte maneira:

( f ∗x (ϕ))(v
1, . . . ,vk) = ϕ(d fx(v

1), . . . ,d fx(v
k)),

v1, . . . ,vk ∈ Tx M . Fazendo o ponto x variar em M, obteremos uma aplicação f ∗ que leva

k-formas de M, f ∗(ω) será chamada aplicação pull-back da k-forma ω por meio de f .

Observação 1.14 Convenciona-se que f ∗(g) = g◦ f , se g é uma 0-forma .

1.3 Métrica de Finsler

Seja M uma variedade C∞ n-dimensional e π : T M → M a projeção natural do

fibrado tangente à variedade. Denotaremos por (x,y) um ponto de T M, x ∈ M, y ∈ Tx M.

Definição 1.15 Uma métrica de Finsler em M é uma função F : T M → [0,+∞) que

satisfaz às seguintes condições:

(a) F é estritamente positiva para todo y 6= 0, e se anula quando y = 0;

(b) F é suave para todo ponto de T M \{0};

(c) F(x,λy) = λF(x,y) para todo λ > 0;

(d) em um sistema de coordenadas (xi) sobre M, a matriz Hessiana

g
i j
(x,y) :=

(
1

2

[
F2
]

yiy j

)

n×n

= F
∂2F

∂yi∂y j
+

∂F

∂yi

∂F

∂y j
(1-2)

é positiva definida para todo y = yi ∂
∂xi 6= 0.
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Definição 1.16 Um espaço (M,F) é dito uma variedade de Finsler.

Observe, para cada x ∈ M fixo,

ds2 := g
i j
(x,y)dy i ⊗dy j , (1-3)

é uma métrica Riemanniana no espaço tangente Tx M \{0} perfurado.

Definição 1.17 Seja (M,F) uma variedade de Finsler. Para cada x ∈ M, a esfera tan-

gente unitária Sx é

Sx := {y ∈ Tx M : F(x,y) = 1} . (1-4)

Topologicamente, Sx é difeomorfo à esfera unitária Sn−1 ∈Rn .

Usaremos as seguintes convenções:

1. Vamos denotar a métrica de Finsler por F = F(x,y) ;

2. Uma matriz An×n será denotada por g
i j

e sua inversa por gi j = (g
i j
)−1 logo,

gikg
jk
= g

jk
gki = δi

j,

onde δi
j são os símbolos de Krönecker;

3. Toda matriz g
i j

positiva definida é inversível e sua matriz inversa gi j também é

positiva definida (veja [11]);

4. A matriz simétrica gi j é positiva definida, se cumpre uma das seguintes equivalên-

cias (veja [11]):

(a) Para todo vetor não nulo y ∈ TpM temos que yTg
i j

y > 0, onde yT é o vetor

transposto de y ;

(b) Todos os menores principais de g
i j

são positivos;

(c) Todos os auto-valores λi de g
i j

são positivos;

5. Chamaremos de "levantamento"e "rebaixamento"de índices, respectivamente a

giℓCℓ jk =Ci
jk
, g

iℓC
ℓ
jk
=Ci jk .

No que segue, com relação ao sistema de coordenadas locais escolhido vamos

considerar o seguinte: Seja (x1, · · · ,xn) = (x i) : U → R
n um sistema de coordenadas

locais sobre um aberto U ⊂ Mn. Como é usual,
{

∂
∂x i

}
e
{

dx i
}

são respectivamente as

bases coordenadas induzidas para Tx M e T ∗
x M. Os x i′s dão origem às coordenadas locais

(x i,y i) sobre π−1U ⊂ T M por meio de y = y i ∂
∂x i .

As funções F que são definidas sobre T M podem ser localmente expressas como

F(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,yn) ,
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e as derivadas parciais serão denotadas por Fx i , Fx ix j , · · · , Fy i , Fy iy j , · · · .

Definição 1.18 Seja (M,F) uma variedade de Finsler, onde F é positivamente homogê-

nea de grau 1. Seja γ : [a,b] → M uma curva diferenciável por partes com velocidade
dγ
dt

= dγ i

dt
∂

∂x i ∈ Tγ(t)M. O comprimento LF(γ) é definido como

LF(γ) =
∫ b

a
F

(
γ(t),

dγ

dt

)
dt.

Apresentamos alguns exemplos de métricas de Finsler.

Exemplos:

1- Uma métrica F de Finsler será Riemanniana se

F(x,y) = α(x,y) =
√

ai j(x)yiy j , ai j(x) =

〈
∂

∂xi
,

∂

∂x j

〉
.

Nesse caso, g
i j
= 1

2
[F2]y iy j = ai j(x) independe de y, para cada i, j. Temos também que

esta métrica será euclidiana se os g
i j
′s independerem de x também.

2- Uma métrica F de Finsler em um espaço vetorial real n−dimensional V n que

independe de x ∈ V n é dita de tipo Minkowski. Temos que para cada x ∈ M fixado, o

espaço (Tx M,Fx) é do tipo Minkowski.

3- Uma métrica de Randers em M é uma estrutura de Finsler sobre T M dado por

F(x,y) = α(x,y)+β(x,y),

onde

α(x,y) =
√

ai j(x)y iy j,

β(x,y) = bk(x)y
k.

e ai j, ai j são as componentes da matriz de uma métrica riemanniana e de sua inversa,

respectivamente, e bk são as componentes da 1−forma β cuja norma

b =
√

ai jbib j 0 ≤ b < 1.

Observemos que

b(x) = sup
α(x,y)=1,

y∈Tx M

β(x,y).

Apresentamos a definição de função homogênea e o teorema que as caracteriza,

ele será utilizado no decorrer do trabalho (veja [2]).
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Definição 1.19 Uma função f : Rn → R é positiva homogênea de grau k se f (λy) =

λk f (y), para todo λ > 0 e y ∈Rn .

Teorema 1.20 (Teorema de Euler) Seja f : U ⊂ Rn → R uma função diferenciável e

y ∈U, temos que f é positiva homogênea de grau k, se, e somente se,

y i fy i(y) = k f (y).

Demonstração. Suponhamos primeiramente que f seja positiva homogênea de grau k,

f (λy) = λk f (y), ∀λ > 0, ∀y ∈U.

Fixando y e derivando esta equação em relação a λ, obtemos

d

dλ
f (λy) = fy i(λy)y i = k λk−1 f (y) .

Fazendo λ = 1, obtemos que fy i(y)y i = k f (y).

Agora, se f satisfaz y i fy i(y) = k f (y). Fixando y e considerando a função f (λy)

com λ > 0. Pela regra da cadeia, temos

d

dλ
f (λy) = fy i(λy)y i =

1

λ
(λy) i fy i(λy) .

Usando nossa suposição, vemos que o último termo é igual a 1
λk f (λy), assim a equação

acima é expressada como uma equação diferencial ordinária linear

d

dλ
f (λy)− 1

λ
k f (λy) = 0 .

Multiplicando pelo fator integrante 1
λk temos

1

λ
k

d

dλ
f (λy)− k

λ
k+1

f (λy) = 0

d

dλ

(
1

λ
k

f (λy)

)
= 0

f (λy) = λ
k
C ,

onde C é uma constante que depende de y fixado. Fazendo λ = 1 temos que C = f (y),

logo

f (λy) = λ
k

f (y).

✷
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Como consequência do Teorema de Euler, temos o seguinte Corolário. Que será

útil em futuras demonstrações.

Corolário 1.21 Se f :Rn → R é uma função diferenciável e positiva homogênea de grau

k, então fyi é positiva homogênea de grau k−1.

Demonstração. Pelo teorema de Euler temos yi fyi(y) = k f (y), derivando a igualdade em

relação a y j,

fyi(y)
∂yi

∂y j
+ yi fyiy j(y) = k fy j(y),

Assim,

yi[ fy j(y)]yi = k fy j(y)− fy j(y) = (k−1) fy j(y),

e usando novamente o Teorema de Euler para a função fy j concluímos que

fy j(λy) = λk−1 fy j(y),

uma função homogênea de grau k−1. ✷

Observação 1.22 Para cada x ∈ M fixo, a métrica F de Finsler, é uma função de y

positiva homogênea de grau 1 e em consequência ela satisfaz as seguintes propriedades:

1. yiFyi(y) = F(y) ou

(
yi

F(y)
Fyi(y) = 1

)
;

2. y jFyiy j(y) = 0, ∀i;

3. ykFyiy jyk(y) =−Fyiy j(y), ∀i, j;

Demonstração.

1. Consequência direta do teorema de Euler.

2. Derivando a expressão y jFy j(y) = F(y) em relação a yi,

Fy j(y)
∂y j

∂yi
+ y jFyiy j(y) = Fyi(y)

Fyi(y)+ y jFyiy j(y) = Fyi(y)

logo,

y jFyiy j(y) = 0, ∀i.
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3. Derivando a expressão ykFy jyk = 0 em relação a yi,

Fy jyk(y)
∂yk

∂yi
+ ykFyiy jyk(y) = 0

Fyiy j(y)+ ykFyiy jyk(y) = 0

assim,

ykFyiy jyk(y) =−Fyiy j , ∀i, j.

✷

Se consideramos a matriz Hessiana g
i j
(x,y) definida em (1-2) e as propriedades

da função F(y), se obtêm novas propriedades, que serão usadas no texto.

Corolário 1.23 Para cada x∈M fixo, a matriz Hessiana g
i j
(x,y) e F(y) a função positiva

homogênea de grau 1, tem-se

1. gi j(x,y)
y i

F(y)
= Fy j(y) ou

(
gi j(x,y)y

i = F(y)Fy i(y)
)
, ∀ j;

2. gi j(x,y)
yi

F(y)

y j

F(y)
= 1 ou

(
gi j(x,y)y

iy j = F2(y)
)
;

3. y i ∂gi j(x,y)

∂yk
= 0, ∀ j,k;

4. yk ∂gi j(x,y)

∂yk
= 0, ∀i, j;

Demonstração.

1. Consideremos g
i j
(x,y)yi, pela definição de g

i j
(x,y),

g
i j
(x,y)yi =

(
F(y)Fyiy j(y)+Fyi(y)Fy j(y)

)
yi

= F(y)
(
yiFyiy j(y)

)
+Fy j(y)

(
yiFyi(y)

)

= F(y)Fy j(y) ,

onde, a penúltima igualdade decorre da observação (1.22);

2. Considere a expressão g
i j
(x,y)yiy j,

g
i j
(x,y)yiy j = y jF(y)Fy j(y) = F(y)F(y) = F2(y).
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3. Derivando a expressão g
i j
(x,y) em relação a yk,

y i
∂g

i j

∂yk
(x,y) = y i ∂

∂yk

(
F(y)Fy iy j(y)+Fy i(y)Fy j(y)

)

= Fyk(y)(✚
✚✚❃

0

yiFyiy j(y))+ yiF(y)Fyiy jyk(y)+✚
✚✚❃

0

y iFy iyk(y)Fy j(y)+ y iFy i(y)Fy jyk(y)

= −F(y)Fy jyk(y)+F(y)Fy jyk(y)

= 0,

logo, a penúltima igualdade decorre da observação (1.22).

4. Similar ao item 3.

✷

Vamos definir uma função de relevância no espaço de Finsler

Ci jk(x,y) :=

(
1

2

∂g
i j
(x,y)

∂yk

)
=

(
1

4
(F2)y iy jyk

)
, (1-5)

que são simétricas nos três índices i, j,k , pois as derivadas parciais Fy iy jyk não dependem

da ordem em que efetuarem as derivações.

A função Ci jk tem uma relação com a matriz inversa de g
i j

, que usaremos mais

adiante
∂gi j(x,y)

∂yk
=−2gsi(x,y)C k

i j(x,y). (1-6)

Demonstração. Derivando a expressão g
si
(x,y)gi j(x,y) = δ

j
s em relação a yk,

∂

∂yk

(
gsi(x,y)g

i j(x,y)
)

= 0

∂g
si
(x,y)

∂yk
gi j(x,y)+g

si
(x,y)

∂gi j(x,y)

∂yk
= 0

g
si
(x,y)

∂gi j(x,y)

∂yk
= −gi j(x,y)

∂gsi(x,y)

∂yk

gsi(x,y)g
si
(x,y)

∂gi j(x,y)

∂yk
= −gsi(x,y)gi j(x,y)

∂g
si
(x,y)

∂yk

∂gi j(x,y)

∂yk
= −2gsi(x,y)Ck

si(x,y) .

✷

Além disso, todas essas funções são homogêneas de grau zero, isto é,

Ci jk(x,λy) =Ci jk(x,y), ∀λ ∈R ,
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em outras palavras, elas são invariantes por um fator multiplicativo em y .

No próximo capítulo, as funções g
i j
(x,y) e Ci jk(x,y) são respectivamente as

componentes de dois importantes tensores, chamados tensor fundamental e tensor de

Cartan.

Como consequência do corolário (1.23) percebe-se que,

y iCi jk(x,y) = y j Ci jk(x,y) = yk Ci jk(x,y) = 0,

e uma importância fundamental das funções Ci jk(x,y), reside no fato de que seu anula-

mento caracteriza a métrica Riemanniana.

1.4 Resultado para o determinante de g
i j

O objetivo desta seção é apresentar a fórmula para o determinante do compo-

nente de tensor fundamental g
i j

, quando F é uma (α,β)−métrica, com α uma métrica

Riemanniana e β uma 1-forma. Inicialmente consideramos um lema da álgebra linear,

necessário para continuar com o desenvolvimento do trabalho.

Lema 1.24 Sejam G = (g
i j
) e H = (h

i j
) matrizes simétricas de ordem n, e C = (ci) um

n-vetor. Assuma que H é inversível, onde H−1 = (hi j), e

g
i j
= h

i j
+δcic j,

então,

det(g
i j
) = (1+δc2)det(hi j),

onde c :=
√

hi jcic j.

Demonstração. Ver [2]. ✷

Uma aplicação do lema 1.24, nos dá a expressão para o det(g
i j
) quando F =

α ·φ
(

β
α

)
, sendo φ uma função positiva de classe C∞ sobre o intervalo (−b0,b0), dada por:

det(g
i j
) = φn+1(φ− sφ′)n−2[(φ− sφ′)+(b2 − s2)φ′′]det(ai j) , (1-7)

onde, a
i j

são os coeficientes do tensor da métrica Riemanniana α.

Demonstração. Por derivação direta da matriz g
i j

temos:

g
i j
= ρa

i j
+ρ0bib j +ρ1(biα j +b jαi)− sρ1αiα j,
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com αi = αy i e

ρ = φ2 − sφφ′, ρ0 = φφ′′+φ′φ′,

ρ1 =−s(φφ′′+φ′φ′)+φφ′,

onde, as funções são avaliadas sobre s := β
α com |s| ≤ b < r. Pelo lema 1.24, podemos

encontrar a fórmula para o det(gi j). ✷

1.5 Imersão isométrica

Usaremos as seguintes convenções: letras latinas minúsculas (exceto n)

i, j,k, l, · · · para índices variando em 1,2, · · ·n; e letras gregas minúsculas γ,τ,η,ǫ, · · ·
para índices variando em 1,2, · · · ,m com m > n.

Definição 1.25 Sejam M e M̃ variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

f : M → M̃ é uma imersão se d f
x

: Tx M → Tf (x)M̃ é injetiva para todo x ∈ M.

Definição 1.26 Sejam (M,F) e (M̃, F̃) variedades de Finsler e f : M → M̃ uma imersão.

Se F(x,y) = F̃( f (x),d fx (y)) , para todo (x,y) ∈ T M \ {0}, então, f é chamada uma

imersão isométrica .

Se prova que, se f : M → M̃ é uma imersão isométrica com

x̃γ = f γ(x), ỹγ = f γ
i

y i, f γ
i
=

∂ f γ

∂x i
.

Então,

g
i j
(x,y) = g̃

γτ
(x̃, ỹ) f γ

i
f τ

j
. (1-8)

Demonstração. Pela definição 1-2 para os coeficientes g
i j
(x,y) e o fato que f é uma

imersão isométrica, obtemos

g
i j
(x,y) =

1

2

∂2 F2(x,y)

∂y i ∂y j
=

1

2

∂2 F̃2(x̃, ỹ)

∂y i ∂y j

=
∂

∂y j

(
F̃(x̃, ỹ)

∂F̃

∂ỹγ
(x̃, ỹ) f γ

i

)

=
∂F̃(x̃, ỹ)

∂ỹτ

∂F̃(x̃, ỹ)

∂ỹγ
f γ

i
f τ

j
+ F̃(x̃, ỹ)

∂2F̃(x̃, ỹ)

∂ỹγ∂ỹτ
f γ

i
f τ

j
.
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Agora da definição 1-2 para os coeficientes g̃
γτ

, temos

g̃
γτ
(x̃, ỹ) f γ

i
f τ

j
=

1

2

∂2 F̃2(x̃, ỹ)

∂ỹτ ∂ỹγ
f γ

i
f τ

j
=

∂

∂ỹτ

(
F̃(x̃, ỹ)

∂F̃(x̃, ỹ)

∂ỹγ

)
f γ

i
f τ

j

=
∂F̃(x̃, ỹ)

∂ỹτ

∂F̃(x̃, ỹ)

∂ỹτ
f γ

i
f τ

j
+ F̃(x̃, ỹ)

∂2 F̃(x̃, ỹ)

∂ỹτ ∂ỹγ
f γ

i
f τ

j
.

Portanto, g
i j
(x,y) = g̃

γτ
(x̃, ỹ) f γ

i
f τ

j
. ✷

Do resultado anterior segue-se que se f : (M,F) → (M̃, F̃) é uma imersão

isométrica, com

F̃ = α̃φ(s) = α̃φ
(

β̃
α̃

)
, α̃ =

√
ãγτ ỹγ ỹτ, β̃ = b̃γ ỹγ,

onde, a função φ = φ(s) é positiva de classe C∞ sobre um intervalo simétrico (−b0,b0).

Então f induz uma métrica F , dada por

F = f ∗F̃ = αφ

(
β

α

)
,

onde,

α =
√

a
i j

y iy j, ai j = ã
γτ

f γ
i

f τ
j

;

β = bi y
i, bi = b̃γ f γ

i
.

Demonstração. Dada uma superfície T̃ M, as formas diferenciais de grau zero são funções

reais F̃ : T̃ M → R. Como f : M → M̃ é uma aplicação de classe C∞ então o pull-back de

F̃ por meio de f é f ∗(F̃) = F̃( f ,d f ), assim temos

f ∗(F̃(x̃, ỹ)) = F̃ ◦ ( f ,d f )(x,y) = F̃ ( f (x),d fx(y)) = α̃( f (x),d fx(y))φ

(
β̃( f (x),d fx(y))

α̃( f (x),d fx(y))

)

=
√

ã
γτ
( f (x))(d fx(y))γ(d fx(y))τ φ


 bγ( f (x))(d fx(y))

γ

√
ã
γτ
( f (x))(d fx(y))γ(d fx(y))τ




=
√

ã
γτ
( f (x)) f

γ
i y i f τ

j
y j φ


 bγ( f (x)) f γ

i
y i

√
ã
γτ
( f (x)) f

γ
i y i f τ

j
y j




=
√

a
i j

y iy j φ


 bi y

i

√
a

i j
y iy j


= αφ

(
β

α

)
.

✷



1.5 Imersão isométrica 27

Definição 1.27 Consideremos uma métrica F = αφ( β
α) sobre uma variedade M, onde

α(x,y) =
√

ai j(x)y iy j é uma métrica Riemanniana, β(x,y) = bi(x)y
i é uma 1-forma e

φ = φ(s) é uma função positiva de classe C∞ sobre um intervalo simétrico (−b0,b0). A

derivada covariante bi | j(x) de β com respeito à métrica α é definida por

bi | j(x)θ
j := dbi −b j(x)θ

j
i (x),

onde θ i = dx i e θ j
i (x) := Γ

j

ik(x)dxk denotada a conexão de Levi-Civita de α.

Observação 1.28 Por definição temos que

bi | j(x)θ
j = bi | j(x)dx j

=
∂bi(x)

∂x j
dx j −bk(x)Γ

k

i j(x)dxk

=

(
∂bi(x)

∂x j
−bk(x)Γ

k

i j(x)

)
dx j

Assim, {dx j}, j ∈ {1, . . . ,n} é uma base para T ∗
p M. logo a derivada covariante de β com

respeito à métrica α é

bi | j(x) =
∂bi(x)

∂x j
−bk(x)Γ

k

i j(x). (1-9)

Definição 1.29 Uma 1-forma β(x, ·) = bi(x)dx i(·) é fechada se dβ(x, ·) = 0.

Considere:

s
i j
(x) :=

1

2

(
bi | j(x)−b j|i(x)

)
;

r
00
(x,y) := bi | j(x)y iy j ;

r
00|0(x,y) := bi | j |k(x)y iy jyk .

Podemos associar os s
i j
(x) definidos acima com as 1-formas diferenciáveis

Lema 1.30 Uma 1-forma β(x, ·) = bi(x)dx i(·) é fechada se, e somente se, s
i j
(x) = 0.

Demonstração. Suponhamos que dβ(x, ·) = 0 então

bi | j(x) =
∂bi(x)

∂x j
−bk(x)Γ

k

ij (x) = 0

como os símbolos de Christoffel da conexão Levi-Cevita de α são simétricos, isto é,

Γ
k

i j(x) = Γ
k

ji(x) ,
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obtemos o seguinte resultado

s
i j
(x) :=

1

2

(
bi | j(x)−b j|i(x)

)

=
1

2

(
∂bi

∂x j
(x)−bk(x)Γ

k

ij (x)−
∂bj

∂x i
(x)+bk(x)Γ

k

ji (x)

)

=
1

2

(
∂bi

∂x j
(x)− ∂bj

∂x i
(x)

)
= 0.

✷



CAPÍTULO 2
Equações de estrutura na Geometria de Finsler

Um fato fundamental no desenvolvimento da geometria diferencial foi a introdu-

ção da derivada covariante, ela permite-nos dar um sentido à derivada do vetor velocidade

de uma curva em uma variedade. Esta noção tem consequências importantes, como a defi-

nição de uma noção de derivação de campos de vetores com certas propriedades (chamada

conexão afim). Isto estimulou a criação de várias “estruturas geométricas” mais gerais que

a geometria Riemanniana.

Na geometria de Finsler, Chern introduziu uma conexão para métricas de Finsler,

dando uma solução que garante que duas estruturas de Finsler diferem apenas por uma

mudança de coordenadas. Esta conexão é uma generalização natural da conexão de Levi-

Civita no caso Riemanniano, passando a ser conhecida como, “conexão Chern”, que é

de torção nula. Mas não é completamente compatível com o produto interno definido por

g .

Esta conexão permite-nos introduzir uma métrica Riemanniana ĝ , induzida em

SM conhecida como a metrica de Sasaki, ao usar as formas de conexão e descompor o

fibrado tangente T (SM) = H(SM)⊕V (SM) nos subfibrados tangentes horizontal e ver-

tical respectivamente. Assim, é possível definir o elemento volume Holmes-Thompsom

dVSM em SM , como veremos nas próximas seções.

2.1 O fibrado vetorial p∗T M

Vamos trabalhar sobre T M \{0} e usar rigidamente apenas os elementos que são

invariantes sobre redimensionamento positivo em y, (por exemplo gi j(x,λy) = gi j(x,y)

com λ > 0), assim usando coordenadas homogêneas, os elementos são vistos como

objetos, sobre a esfera tangente projetiva SM.

Considerando o fibrado tangente "slit", sobre M.

T M0 := T M \{0}= {(x,y); x ∈ M, y 6= 0 ∈ TxM} ,
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a esfera tangente projetiva SM := T M0/ ∼ é o espaço quociente de T M0 pela relação de

equivalência y ∼ y′ se, e somente se, y = λy′ para algum λ > 0. Dado um (x,y) ∈ T M,

vamos denotar esta classe de equivalência (que é um ponto em SM) por (x, [y]).

Geometricamente, SM é a variedade do conjunto de todas as retas de M que

passam pelo origem e não pertencem ao hiperplano y = 0. Suas coordenadas locais

são denotadas por (x i,y i) onde (y1, . . . ,yn) 6= (0, . . . ,0) , assim, elas são coordenadas

homogêneas e os cálculos locais sobre SM podem ser feitos convenientemente em T M

com a condição que o resultado é invariante sobre o escalar y → λy ,λ 6= 0.

Em SM, a projeção natural p, sua diferencial dp= p∗ e o pull-back p∗ da projeção

p, são definidas por

p : SM −→ M

(x, [y]) 7−→ x ,

p∗ : T(x,[y])(SM) −→ Tp(x,[y])M = Tx M

v 7−→ p∗(v) = y ,

p∗ : T ∗
x M −→ T ∗

(x,[y])(SM)

ω 7−→ p∗ω ,

para cada v ∈ T(x,[y])(SM), por definição temos:

p∗ω(v) := ω(p∗(v)) = ω(y) ,

T ∗
x M = {ϕ : Tx M −→R; linear} ,

T ∗
(x,[y])(SM) = {ξ : T(x,[y])(SM)−→R; linear} .

O pull-back da projeção natural p induz um fibrado vetorial n-dimensional p∗T M

sobre uma base 2n−1 dimensional de SM. Uma fibra de p∗T M, chamada fibrado tangente

pull-back é definida por

p∗T M := {(x, [y],v); v ∈ Tx M} ≃ Tx M ,

veja figura 2.1. Uma fibra de p∗T ∗M chamado fibrado cotangente pull-back é definido por

p∗T ∗M := {(x, [y],ϕ); ϕ ∈ T ∗
x M} ≃ T ∗

x M ,
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observe que, p∗T ∗M é o fibrado vetorial dual de p∗T M, no seguinte sentido

(x, [y],ϕ)(x, [y],v) := ϕ(v), (ϕ,v) ∈ T ∗
x M×Tx M.

SM
(x,y)

( , )x [y]
TM



xT M

x

Figura 2.1: Fibrado vetorial

O fibrado vetorial p∗T M é especial, porque tem uma secção distinta global ℓ cujo

valor para qualquer (x, [y]) ∈ SM com y ∈ Tx M, é dado por

ℓ :=

(
[y],

y

F(x,y)

)
. (2-1)

Em outras palavras, para cada "raio" [y] , atribuímos o vetor
y
F
= yi

F
∂

∂xi ∈ p∗T M.

A 1-forma ω = [F ]y i dx i chamada a forma de Hilbert, é um elemento de

p∗T ∗M , porque [F ]y i é homogênea de grau zero em y, isto é, invariante sobre um fator

multiplicativo positivo em y.

Observação 2.1 A 1-forma ω é o dual de ℓ . Isto é uma consequência do Teorema de

Euler. De fato,

ω(ℓ) = Fy i dx i

(
y j

F

∂

∂x j

)
=

y j

F
Fy i dx i

(
∂

∂x j

)

=
y j

F
Fy i δ i

j =
y i

F
Fy i = 1 .

Como outra utilização dos coeficientes gi j(x,y) definidos em (1-2), vamos agora

produzir um produto interno g em p∗T M especificando que

g := g
i j
(x,y)dxi ⊗dx j (2-2)

fica na fibra sobre o ponto (x, [y]) ∈ SM, onde y ∈ Tx M . Também verificaremos que

√
g

i j
(x,y)y iy j = F(x,y) .
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De fato,

g
i j
(x,y) = F

∂2F2

∂y i∂y j
+

∂F

∂y i

∂F

∂y j
,

g
i j
(x,y)y iy j = F

�
�
�
�✒

0

∂2F2

∂y i∂y j
y iy j +

�
�

��✒
F

∂F

∂y i
y i

�
�
��✒

F

∂F

∂y j
y j

g
i j
(x,y)y iy j = F2.

Observe que a fibra de p∗T M é uma copia de Tx M sobre cada ponto (x, [y]) ∈ SM,

então o fibrado vetorial p∗T M admite uma métrica Riemanniana natural dada pelo tensor

fundamental

g := g
i j

dxi ⊗dx j ,

que é uma seção simétrica de p∗T ∗M⊗p∗T ∗M .

Como consequência do Teorema de Euler e o corolário 1.22 temos que a seção

global ℓ tem norma 1 com respeito à métrica Riemanniana g, isto é

g(ℓ,ℓ) = g
i j
(x,y)dx i ⊗dx j

(
y i

F

∂

∂x i
,
y j

F

∂

∂x j

)

= g
i j
(x,y)

y i

F

y j

F
dx i

(
∂

∂x i

)
dx j

(
∂

∂x j

)

= g
i j
(x,y)

y i

F

y j

F
= 1.

Temos também o tensor de Cartan

A = Ai jk dx i ⊗dx j ⊗dxk ,

que é uma seção simétrica de ⊗3 p∗T ∗M , onde

Ai jk = F Ci jk , Ci jk =
1
4
[F2]y iy jyk .

Estabeleceremos as seguintes definições, úteis para introduzir a conexão de

Chern sobre p∗T M ,

γ i
jk

:=
1

2

(
∂g

s j

∂xk
− ∂g

ik

∂x s
+

∂g
ks

∂x j

)
gis, (2-3)

chamados símbolos de Christoffel de segunda espécie e

N i
j
= γ i

jk
yk −C i

i jkγ
k
rs

yrys , (2-4)

denominadas conexões não-lineares em T M0.
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Lema 2.2 Se G i = G i(x,y) é dado por G i = 1
2
γ i

jk
y jyk, então N i

j
(x,y) = N i

j
, satisfaz:

[
1

2
G i

]

y j

= N i

j
,

Demonstração. Usando a simetria dos Ci jk =
1
2

∂g
i j

∂xk , as propriedades do corolário (1.23), e

a identidade (1-6), segue que

∂G i

∂y j
=

1

2

∂

∂y j

(
γ i

km
ykym

)

=
1

2

∂

∂y j

[
gis

(
∂g

sk

∂xm
− ∂g

km

∂x s
+

∂gms

∂xk

)
ykym

]

=
1

2

∂gis

∂y j

(
∂g

sk

∂xm
− ∂g

km

∂x s
+

∂g
ms

∂xk

)
ykym +3gis

✚
✚
✚

✚✚❃
0

∂C jks

∂xm
ykym +gis

(
∂g

sk

∂xm
− ∂g

km

∂x s
+

∂g
ms

∂xk

)
yk

=
1

2
(−2gkmC i

jk)

(
∂g

sk

∂xm
− ∂g

km

∂x s
+

∂gms

∂xk

)
ykym +2γ i

km
ym

= 2γ i

km
ym −2C i

jkγ
k

rs
y ry s = 2N i

j
,

✷

chamaremos a G i coeficientes geodésicos da métrica de Finsler.

Eles satisfaçam em uma curva γ : [a,b]→ M diferenciável por partes e de classe

C1 em cada ponto ti da partição a = ti < · · · < tk = b, a equação diferencial ordinária de

segundo ordem

γ̈ i +2G i(γ, γ̇) = 0.

Em um sistema de coordenadas locais da curva γ temos

d 2x i

dt2
+2G i

(
x(t),

dx

dt

)
= 0, ∀i = 1, . . . ,n.

Obtemos uma interessante propriedade para
[

1
2

G i
]

y j , ela é uma função positiva

homogênea de grau um. De fato, para um λ > 0 os coeficientes g
i j
(x,y) da equação (1-2)

são homogêneos de grau zero em relação a y, assim γ é homogênea de grau zero, agora

fazendo uso do corolário 1.21, temos que Ci jk é uma função homogênea de grau -1, então

[
1

2
G i

]

y j

(x,λy) = γ i

jk
(λyk)− 1

λ
C i

jk(x,y)γ
k

rs
(λy r)(λy s) = λ

(
γ i

jk
yk − C i

jk(x,y)γ
k

rs
y ry s

)
,

isto conclui que
[

1
2

G i
]

y j é uma função homogênea de grau 1, assim pelo Teorema de

Euler se tem,

yk

[
1

2
G i

]

y jyk

=

[
1

2
G i

]

y j

= N i
j
. (2-5)
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Do anterior, obtemos uma importante identidade, a segunda y−derivada de G i multipli-

cada por y iy j é o coeficiente geodésico G i , ou seja,

y jyk

[
1

2
G i

]

y jyk

= N i
j
y j = γ i

jk
yky j −✟✟✟✟✯ 0

C i
jk y jγk

rs
yrys = G i . (2-6)

Observe que, pelo método do referencial móvel, em cada fibra de p∗T ∗M se pode con-

siderar {ei = u
k
i

∂
∂xk } um referencial ortonormal local com en := ℓ , correspondentemente

{ω i = v
i
k dxk} seu co-referencial ortonormal positivo, assim ω i(e j) = δ i

j
e ωn = ω o dual

de ℓ . Assim, encontramos uma equivalência para as bases associadas a uma parametriza-

ção,
∂

∂xk
= v

i
k ei , dx i = u

k
i ωk , (2-7)

isto prova que ω i e e j podem ser considerados, respectivamente, como 1-formas e

campos vetoriais sobre SM.

Pela orientação positiva do co-referencial ortonormal {ω i = v
i
k dxk} , se tem uma

relação dos v i
k e os coeficientes g

i j
por meio do determinante.

g
i j
= g

i j
dx i ⊗dx j

(
∂

∂x i
,

∂

∂x j

)

= g
i j

dx i ⊗dx j
(
v

k
i ek , v

m
j em

)

= g
i j

dx i(v i
i ek)dx j(vm

j em)

= g
i j
u

i
k ωk(vk

i ek)u
j
m ωm(vm

j em) ,

pela ortonormalidade dos {ei} temos g
i j
u

i
k u

j
m = δm

k
,assim

g
i j
= g

i j
u

i
k u

j
mv

k
i v

m
j

= δm
k
v

k
i v

m
j ,

= v
k
i v

k
j

= v
k
i

(
v

k
i

)T
,

em consequência g
i j
= v

k
i

(
v

k
i

)T
, assim,

v := det(v j

i ) =
√

det(g
i j
) . (2-8)

Da definição para N i
j

e o co-referencial local ortonormal sobre p∗T M pode-

se expressar o referencial ortonormal local sobre T (SM) e seu dual, o co-referencial
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ortonormal local sobre T ∗(SM), considerando:

ω i = v
i
j dx j ,

ωn+i = v
i
j δy j, δy i :=

1

F

(
dy i +N i

j
dx j
)
,

(2-9)

êi = u
j

i

δ

δx j
,

δ

δx j
:=

∂

∂x j
−N i

j

∂

∂y i
,

ên+i = u
j

i F
∂

∂y i
.

onde
{

δ
δx i ,F

∂
∂y i

}
e
{

dx i, δy i

F

}
são as bases duais locais sobre T (SM). Assim, a bases

ortonormais locais para o fibrado cotangente e fibrado tangente de SM são {ω i , ωn+i} e

{êi , ên+i} respetivamente.

Observação 2.3 A 1-forma ω2n é nula sobre SM.

A verificação é direta,

ω2n = v
n
j δy j = ωδy j = [F ]y jδy j ,

o que implica que seu dual é o “raio” vetor y j ∂
∂y j , porque

[F ]y jδy j

(
y j ∂

∂y j

)
= [F ]y j

1

F

(
dy j +N

j

k dxk
)(

y j ∂

∂y j

)
= [F ]y j

y j

F
= 1 .

Como o vetor pertence à mesma classe do vetor ℓ sobre SM, a 1-forma ω2n será nula

porque coincide com ω sobre SM. Assim, temos n−1 formas {ωn+i} sobre SM.

O uso das bases ortonormais duais é importante, porque sua aplicação apresenta

a expressão do teorema que caracteriza as superfícies mínimas por meio da variação do

volume.

Como outra utilização do referencial local (2-9), definimos os símbolos

Γ i
jk
=

gis

2

(
δg

s j

δxk
−

δg
jk

δx s
+

δg
ks

δx j

)
,

chamados símbolos de Christoffel “trick”, e que tem interessantes aplicações. Por exem-

plo, são os coeficientes da conexão de Chern e, quando o tensor de Cartan Ci jk é nulo,

os símbolos coincidem com os símbolos do Christoffel da conexão de Levi-Civita. Tam-

bém para espaços locais de Minkowski os coeficientes da conexão de Chern são nulos em

coordenadas locais.
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2.2 A conexão de Chern

A conexão de Chern em uma variedade de Finler é uma conexão linear que

atua sobre o fibrado tangente p∗T M ao longo da variedade SM. Ela não é uma conexão

do fibrado tangente T M ao longo de M, no entanto, na geometria de Finsler funciona

de forma semelhante ao que faz a conexão de Levi-Civita na geometria Riemanniana.

Chern usa o método do referencial móvel e a diferenciação exterior para que sua conexão

satisfaça o conjunto geral de axiomas que possui uma conexão linear. Sendo assim a

conexão de Chern torna-se de torção nula, mas não é completamente compatível com o

produto interno do fibrado tangente p∗T M definido por g.

Ao resolver as propriedades de estrutura da conexão c∇ de Chern sobre X ,

obtem-se as propriedades

1. c∇v( f X) = (d f )(v)X + f (c∇v X) ;

2. c∇v(X1 +X2) =
c∇v X1 +

c∇v X2 ;

3. c∇ f v X = f (c∇v X) ;

4. c∇v
1
+v

2
X = c∇v

1
X + c∇v

2
X ,

onde, X é um campo tensorial de p∗T M , f uma função real e v, v
1
, v

2
vetores de T M.

Usando a derivada covariante c∇v
∂

∂x j que é expressada como:

c∇v
∂

∂x j
= ω i

j

∂

∂x i
, ω i

j
= Γ i

jk
dxk ,

obtemos as 1-formas de conexão ω i
j
.

Teorema 2.4 (Chern em SM) Seja (M,F) uma variedade de Finsler n-dimensional,

para um referencial local arbitrário {ei} de p∗T M e seu co-referencial dual {ω i} de

p∗T ∗M . Existe um único conjunto de 1-formas {ω i
j
}, chamadas formas de conexão de

Chern em SM, que são caracterizados pelas equações de estrutura.

1. Torção Nula:

dω i = ω j ∧ω i
j
;

2. Quase g-compatível:

dg
i j
= g

k j
ωk

i
+g

ik
ωk

j
+2C

i jk
ωn+k,

onde,

ωn+i := dy i + y jω i
j
.

Demonstração. veja [1] ✷

O teorema mostra que {ω i, ωn+i} é uma base local para o fibrado co-tangente T ∗SM, e

{ωn+i} é uma base local para T ∗(SxM) pull-back de Sx M.
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Diferencial Covariante do tensor de Cartan A

Considere o tensor simétrico A := Ai jk dx i ⊗ dx j ⊗ dxk , onde Ai jk := F Ci jk. A

diferencial covariante do tensor de Cartan A, (veja [2]) é

∇A = (dAi jk −Al jk ω l
i
−Ailk ω l

j
−Ai jl ω l

k
)dx i ⊗dx j ⊗dxk (2-10)

Defina

Ȧi jk := Ai jk|s ℓ
s ,

onde Ai jk|s é a diferencial covariante do tensor de Cartan em relação a x, isto é

Ȧi jk =
δAi jk

δxs

ys

F
−Al jk Γ l

is

ys

F
−Ailk Γ l

js

ys

F
−Ai jl Γ l

ks

ys

F
. (2-11)

Do resultado anterior, os símbolos Γ i
jk

de Christoffel “trick” e a derivada da conexão

não linear N i
j

determinam uma conhecida conexão na geometria de Finsler, chamada a

conexão de Berwald, isto é [
1

2
Gk

]

y iy j

= Ȧ i

jk
+Γ i

jk
. (2-12)

Observe-se, do corolário 2.2 mostramos que

[
1

2
G i

]

y i

= N i
j
, então derivando em relação

a yk, temos:

[
1

2
G i

]

y jyk

=
∂

∂yk

(
γ i

jk
yk −C i

jk
γk

rs
y ry s

)

= γ i

jk
−2C i

jk
γk

rs
y r +gis

∂C
jks

∂x l
y l +2gmk C i

jk
C

jks
γk

rs
y ry s −gisC

jksm
γk

rs
y ry s −2C i

jm
N i

k

= γ i

jk
−2C i

jk

(
γk

rs
y r −C m

jk
γk

rs
y ry s

)
+gis

∂C
jks

∂x l
y l −gisC

jksm
γk

rs
y ry s − 2C i

jm
N i

k

= γ i

jk
−2C i

jk
N s

k
+gis

∂C
jks

∂x l
y l −gisC

jksm
γk

rs
y ry s −2C i

jm
N s

j

= γ i

jk
+
(
−C i

jk
N s

k
+C i

km
N l

m
−C i

jm
N r

j

)
+gis

∂C
jks

∂x l
y l −gisC

jksm
γk

rs
y ry s

−C i
jk

N s
k
−C i

km
N l

m
−C i

jm
N r

j

= Γk
i j
+gis

∂C
jks

∂x l
y l −gisC

jksm
N l

s
+gisC

jksm✟✟✟✟✯
0

C i
jm
γ l

ms
ymyny s

−C i
jk

N s
k
−C i

km
N l

m
−C i

jm
N r

j

= Γk
i j
+ Ȧ i

jk
,

Do anterior e a igualdade da equação 2-5 obtemos uma nova identidade para a conexão
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não linear N i
j
.

(
Γk

i j
+ Ȧ i

jk

)
yk = N i

j

Γk

i j
y k = N i

j
(2-13)

2.3 Métrica de Sasaki em SM

Dado qualquer variedade Riemanniana, temos um produto interno g
i j
(x)dxi ⊗

dx j em cada espaço tangente Tx M, visto como um espaço vetorial. Por outro lado,

a situação numa variedade de Finsler é mais geral, no espaço vetorial Tx M, temos

uma família de produtos internos (com oposição a apenas um, no caso Riemanniano)

g
i j
(x,y)dx i ⊗dx j, parametrizada pelos raios λy (λ > 0) que emanam a partir do origem.

Por outro lado, se optamos por considerar Tx M como uma variedade, então g
i j
(x,y)dyi ⊗

dy j desempenha o papel de uma métrica Riemanniana que é invariante ao longo de cada

raio e é (possivelmente) singular na origem, tal é a informação transportada por ds2

definida em (1-3).

Uma métrica riemanniana ġx pode existir na esfera projetiva Sx M, tornando-

a isométrica à esfera tangente unitaria Sx. Na verdade, vamos produzir uma estrutura

Riemanniana ĝ sobre o espaço tangente SM (métrica de Sasaki), cuja restrição em cada

fibra Sx M se tenha uma estrutura Riemanniana ġx.

Considere uma sub-coleção de n− 1 1-formas de conexão {ωn+i = v
a
j δy j} do

co-referencial ortonormal local sobre T ∗(SM). Os vetores tangentes sobre SM que são

anulados por todos os ωa
n , podem ser identificados como o sub-fibrado tangente ho-

rizontal HSM de T SM ; suas fibras são n-dimensionais. Por outro lado, seja V SM :=

∪x∈MT (Sx M) o sub-fibrado tangente vertical de T (SM); suas fibras são n− 1 dimensio-

nais.

A decomposição

T SM = HSM⊕V SM (2-14)

se mantém, porque HSM e V SM é soma direta de T SM . Para verificar se eles realmente

têm intersecção zero, primeiro considere a conexão linear

∇ : C∞(T SM)⊗C∞(p∗T M)→C∞(p∗T M).

Explicitamente

∇X̂ Z := {X̂z i + z j ωn+i(X̂)}ei, (2-15)

onde, X̂ é um campo vetorial em SM e Z = z iei é a seção de p∗T M . Usando ∇ , definimos
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o homomorfismo µ : T SM → ℓ⊥ por:

µ(X̂) := ∇X̂ ℓ= ∇X̂ en = ωn+i(X̂)ei . (2-16)

Note que:

HSM = ker µ. (2-17)

Podemos verificar

µ |
V SM

: V SM → ℓ⊥ é um isomorfismo, (2-18)

assim,

rank µ = n−1. (2-19)

A transversalidade entre HSM e V SM segue imediatamente das equações (2-17) e (2-18).

A discussão acima foi realizado no contexto da conexão de Chern. Mas também

pode ser feito usando outras conexões, como por exemplo a conexão de Berwald e

a conexão de Cartan. O ponto é que todas essas conexões definem a mesma função

µ e, portanto, a mesma descomposição (2-14) de T SM. Neste sentido, µ e (2-14) são

intrínsecos para a estrutura de Finsler.

Portanto, a estrutura Riemanniana ĝ em SM é construída através da identificação

de V SM com ℓ (por meio da função µ) e HSM com p∗T M.

A segunda identificação pode ser conseguido pela função ρ : T SM → p∗T M ,

definindo

ρ(X̂) := (x, [y],p∗X̂), X̂ ∈ T(x, [y] )SM; (2-20)

mas explicitamente,

ρ(X̂) = ωi(X̂)ei. (2-21)

Aqui, p : SM → M é a projeção canônica. Como ρ , em essência, simplesmente descarta

todos os componentes ∂
∂yi de X̂ , obtemos

ρ |
HSM

: HSM → p∗T M é um isomorfismo, (2-22)

rank ρ = n, (2-23)

e, é claro que

V SM = ker ρ. (2-24)

O produto interno g em p∗T M agora induz uma estrutura Riemanniana ĝ em SM da

seguinte forma:

ĝ(X̂ ,Ŷ ) := g(ρ(X̂),ρ(Ŷ ))+g(µ(X̂),µ(Ŷ )), (2-25)
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equivalente a,

ĝ := δi j ω i ⊗ ω j +δab ωn+a ⊗ ωn+b = g
i j

dxi ⊗dx j +δab ωn+a ⊗ ωn+b , (2-26)

ĝ é conhecida como a métrica Sasaki de T M0 a SM.

Em particular, HSM e V SM são pela definição ortogonais com respeito a ĝ,

e assim, cada esfera projetiva Sx M é vista como uma subvariedade de SM que herda a

métrica Riemanniana ġx por meio de:

ġx

(
U̇ V̇

)
:= g

(
µ(U̇), µ(V̇ )

)
, U̇ , V̇ ∈ T (Sx M) ;

isto é,

ġx := δab ωn+a ⊗ ωn+b . (2-27)

Da equação (2-27), as formas ωn+α ωn+β , são o pull-back sobre Sx M em outras palavras,

só os {δy i} são usados.

Denotando por D, a conexão de Levi-Civita, da variedade Riemanniana (SM, ĝ).

A forma de divergência ϕ sobre (SM, ĝ) é divĝ ϕ = ∑A(De
A
ϕ) , onde {e

A
} é a base dual

de {w A} sobre T (SM) e De
A

é a derivada covariante ao longo da e
A

. Em [12] foi provado

que o divergente da 1-forma ϕ = ϕ
i
dx i sobre (SM, ĝ) é

div
ĝ

ϕ = gi j(ϕ
i| j −ϕ

i
η̇

j
), (2-28)

onde, η̇ j = Ȧ i
jk e

ϕ
i| j =

δϕ
i

δx j
−ϕ

k
Γk

i j
. (2-29)

é a derivada covariante para 1-formas sobre SM.

2.4 A forma Volume nos Espaços de Finsler

Existem dois tipos de formas volume sobre espaços de Finsler. Ambos reduzem-

se à forma de volume Riemanniana quando a métrica de Finsler provém da métrica

Riemanniana. Nesta seção estudaremos a forma volume de Holmes-Thompson, que

esta definida sobre SM , para isso, construímos uma estrutura Riemanniana ĝ induzida

naturalmente pela estrutura de Finsler sobre o fibrado tangente de SM .

Primeiro foi definido a esfera tangente unitária Sx , equação (1-4), como esta

é topologicamente difeomorfa à esfera unitária Sn−1 , então, existe para cada x ∈ M

uma métrica Riemanniana hx , induzida sobre Sx no espaço furado
(
Tx M \{0}, ds2

)
,

de uma variedade M de Finsler. Assim, é possível construir uma isometria i de (Sx, hx)
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em (Sx M, ġ) , ou seja, existe uma métrica Riemanniana sobre a esfera projetiva Sx M ,

onde seu elemento volume coincide com o elemento volume da subvariedade Sx .

Lema 2.5 A função canônica i : (Sx, hx)→ (Sx M, ġx) dada por:

i(y) := [y]

é uma isometria.

Demonstração. veja [3]. ✷

Devido a este lema, temos

Vol(x) =Vol(SxM, hx) =Vol(Sx M, ġx) , (2-30)

a derivação do elemento volume de (Sx M, ġx), é representada pela isometria i , na esfera

unitária Sx por meio da métrica Riemanniana induzida hx . Como a estrutura Riemanniana

(Sx, hx) é uma subvariedade de Rn de codimensão 1 difeomorfo a Sn−1, veja [2], seu

elemento volume é representado por

dV =
√

det(g
i j
)

n

∑
j=1

(−1) j−1 y i

F
δy1 ∧·· ·∧δyn , (2-31)

onde, os
y i

F
são usados porque os y i são invariantes em SM .

Note que a partir do elemento volume anterior é possível definir o elemento

volume (Holmes-Thompson) em SM . Se consideramos a métrica Riemanniana ĝ, veja

(2-26), o elemento volume dVSM em SM, pode ser dado da seguinte maneira:

dVSM = ω1 ∧·· ·∧ω2n−1 . (2-32)

Observe-se que {ω i} é uma base local de p∗T M que depende de x ,(veja 2-9), e da

igualdade da det(v j

i ) =
√

det(g
i j
) , obtida na equação (2-8), obtemos

ω1 ∧·· ·∧ωn = det(v j

i )dx1 ∧·· ·∧dxn =
√

det(g
i j
)dx . (2-33)

{ωn+i} são uma base local para os fibrados tangentes Sx M que dependem de y, (2-27).

Logo (Sx M ġ) é uma subvariedade de codimensão 1. Portanto, o elemento volume neste

caso e dado pela equação (2-31). Assim, obtemos

ωn+1 ∧·· ·∧ω2n−1 =

√
det(g

i j
)

F

n

∑
i=1

(−1)
i−1

y i δy1 ∧·· ·∧ δ̂y i ∧·· ·∧δyn,

onde “∧”, significa que o termo correspondente é omitido.
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Pela definição dos {δy i} , veja (2-9), a equação anterior pode ser expressada

como:

ωn+1∧·· ·∧ω2n−1 =

√
det(g

i j
)

Fn

n

∑
i=1

(−1)
i−1

y i
(

dy1 +N 1
j

dx j
)
∧·· ·∧ δ̂y i∧·· ·∧

(
dyn−1 +N n−1

j
dx j
)
,

usando o fato que dx i ∧dx i = 0, então, (2-32) pode ser reescrito como

dVSM =
det(g

i j
)

Fn

n

∑
i=1

(−1)
n−1

y i dy1 ∧·· ·∧ d̂y i ∧·· ·∧dyn ∧dx , (2-34)

assim,

dVSM = Ωdτ∧dx , (2-35)

onde,

Ω := det
(gi j

F

)
, dx = dx1 ∧·· ·∧dxn,

dτ :=
n

∑
i=1

(−1)i−1 yi dy1 ∧·· ·∧ d̂yi ∧·· ·∧dyn.
(2-36)

A forma do volume de uma n-variedade de Finsler (M,F) é definida pela seguinte equação

dVM := σ(x)dx, σ(x) :=
1

cn−1

∫
SxM

Ωdτ , (2-37)

desta forma, cn−1 indica o volume da esfera unitária Euclidiana Sn−1 , dVM é chamado a forma do

volume de Holmes-Thompson.



CAPÍTULO 3
Superfícies mínimas em (α,β)−espaços

As superfícies mínimas, na geometria de Finsler, são caracterizadas como superfícies de

área mínima para uma dada borda fixa. Fisicamente, isto significa que para um determinado limite,

uma superfície mínima não pode ser modificada sem aumentar a área da superfície.

Encontrar uma superfície de área mínima com borda específica e constante é um

problema, cuja formulação variacional que o modela fornece como solução superfícies que são

pontos críticos do funcional volume.

3.1 Imersão Mínima

Suponha M n uma variedade compacta com fronteira ∂M n suave e (M̃ m, F̃) uma varie-

dade de Finsler. Consideremos f : M n → M̃ m uma imersão e ft : M n → M̃ m , t ∈ (−ε,ε) uma

variação suave de f com f
0
= f e ft |∂M n = f |

∂M n . Então, { ft} induz um campo vetorial V que irá

variar ao longo de f , e é definido da seguinte maneira:

V(x) :=
∂ ft(x)

∂t

∣∣∣∣
t=0

=V σ(x)
∂

∂x̃σ
, V (x)|∂M n = 0 , (3-1)

V é chamado o campo variacional de { ft} .

Note-se que ft induz uma família de métricas de Finsler Ft = ( ft)
∗F̃ , ou seja,

Ft(x,y) = F̃ ( ft(x),d ft(y)) .

Definição 3.1 Sejam (M n,F) e (M̃ m, F̃) variedades de Finsler com (m > n). Uma imersão

isométrica f : M n → M̃ m é chamada uma imersão mínima se para qualquer dominio compacto

M n é o ponto crítico do seu funcional volume em relação a qualquer campo variacional.

Pelas equações (2-36) e (2-37), o elemento volume de (M n,Ft) é

Vt(M) =
∫

M
dVt =

∫
M

(
1

c
n−1

∫
Sx M t

Ω t dτ

)
dx =

1

c
n−1

∫
SM t

Ω t dτ∧dx,
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onde

Ω t = det

(
1

Ft

g
t|i j

)
= det

(
1

Ft

g̃
γσ f γ

t|i f σ
t| j

)
, Ω0 = Ω .

Logo, a solução das superfícies mínimas é dado pelo ponto crítico do funcional volume VtM como

é expresso abaixo,
d

dt
Vt(M)

∣∣∣∣
t=0

=
1

c
n−1

∫
SM

(
∂

∂ t
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

dτ∧dx , (3-2)

assim, a derivada de Ω t em relação a t é

(
∂

∂ t
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂ t
det

(
1

Ft

g
t|i j

)∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂ t

(
1

F n
t

det(g
t|i j
)

)∣∣∣∣
t=0

=
1

F n
t

∂ det(g
t|i j
)

∂g
i j

∂g
t|i j

∂ t

∣∣∣∣
t=0

− nF n−1
t

F 2n
t

∂Ft

∂ t
det(g

t|i j
)

∣∣∣∣
t=0

,

como a derivada da det(g
t|i j
) em relação a g

i j
é a matriz adjunta de (g

t|i j
), logo,

(
∂

∂ t
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

=
1

F n
t

Adj(g
t|i j
)

∂g
t|i j

∂ t

∣∣∣∣
t=0

− n

F n+1
t

∂Ft

∂ t
det(g

t|i j
)

∣∣∣∣
t=0

=
1

F n
t

gi j
t

det(g
t|i j
)

∂g
t|i j

∂ t

∣∣∣∣
t=0

− n

F n+1
t

det(g
t|i j
)

∂Ft

∂ t

∣∣∣∣
t=0

= gi j
t

Ω t

∂g
t|i j

∂ t

∣∣∣∣
t=0

− n

Ft

Ω t

∂Ft

∂ t

∣∣∣∣
t=0

= Ω t

(
gi j

t

∂g
t|i j

∂ t
− n

Ft

∂Ft

∂ t

)∣∣∣∣
t=0

.

Sendo f uma imersão isométrica, então g
t|i j

= g
t|γσ

f γ
t|i f σ

t| j , assim

(
∂

∂ t
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

= Ω


gi j

∂
(

g̃
t|γσ

f γ
t|i f σ

t| j

)

∂ t
− n

F

∂F̃t

∂ t



∣∣∣∣∣∣
t=0

= 2Ω

{
gi j g̃

γσ f γ
i

∂ f σ
t| j

∂ t

∣∣∣∣∣
t=0

+
1

2
gi j f γ

i
f σ

j

[
g̃
γσ

]
x̃δ

∂x̃δ

∂ t

∣∣∣∣
t=0

+
1

2
gi j f γ

i
f σ

j

[
g̃
γσ

]
ỹδ

∂ỹδ

∂ t

∣∣∣∣
t=0

− n

2F

([
F̃
]

x̃
γ

∂x̃γ

∂ t

∣∣∣∣
t=0

+
[
F̃
]

ỹ
γ

∂ỹγ

∂ t

∣∣∣∣
t=0

)}
,

recorrendo à equação (3-1) sobre a imersão f temos

∂x̃δ

∂ t

∣∣∣∣
t=0

=
∂ f δ(x)

∂ t

∣∣∣∣
t=0

=V δ(x) =V δ ,

∂ỹδ

∂ t

∣∣∣∣
t=0

=
∂ f δ

k
(x)yk

∂ t

∣∣∣∣∣
t=0

=
∂2 f δ(x)

∂ t ∂xk
yk

∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂xk

∂ f δ(x)

∂ t

∣∣∣∣
t=0

yk =
∂V δ

∂xk
yk .

Note que, {V δ} independem de {y i}, assim, pela equação (2-9) temos ∂V δ

∂xk = δV δ

δxk .
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Logo,

(
∂

∂ t
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

= 2Ω

{
gi jg̃

γσ f γ
i

δV σ

δx j
+

1

2
gi j f γ

i
f σ

j
V δ
[
g̃
γσ

]
x̃δ
+

1

2
gi j f γ

i
f σ

j

[
g̃
γσ

]
ỹδ

δV δ

δxk
yk

− n

2F

(
[F̃ ]x̃γV γ+[F̃ ]ỹγ

δV γ

δxk
yk

)}
.

Deste modo, a derivada pode ser expressa como

(
∂

∂ t
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

:= 2Ω{(I)+(II)+(III)+(IV )} , (3-3)

onde

(I) = gi jg̃
γσ f γ

i

δV σ

δx j
, (III) = 1

2
gi j f γ

i
f σ

j

[
g̃
γσ

]
ỹδ

δV δ

δxk
yk ,

(II) = 1
2

gi j f γ
i

f σ
j

V δ
[
g̃
γσ

]
x̃δ

, (IV ) =− n

2F

(
[F̃ ]x̃γV γ+[F̃ ]ỹγ

δV γ

δxk
yk

)
.

Usando, a conexão de Chern no espaço ambiente M̃ junto à igualdade Γ̃δ
σρ

ỹσ = Ñ δ
ρ

obtida em

(2-13), temos

dg̃
γσ − g̃

σδ
ω̃δ

γ
− g̃

γδ
ω̃δ

σ
= 2C̃

γσδ
ω̃m+δ

dg̃
γσ − g̃

σδ
ω̃δ

γ
− g̃

γδ
ω̃δ

σ
= 2C̃

γσδ

(
dỹδ+ ỹσ ω̃δ

σ

)

dg̃
γσ −

(
g̃

σδ
Γ̃δ

γρ
+ g̃

γδ
Γ̃δ

σρ

)
dx̃ρ = 2C̃

γσδ

(
Ñ δ

ρ
dx̃ρ+dỹδ

)
.

Separando os termos x̃, obtemos

∂g̃
γσ

∂x̃ρ
= g̃

σδ
Γ̃δ

γρ
+ g̃

γδ
Γ̃δ

σρ
+2C̃

γσδ
Ñ δ

ρ
,

assim, podemos observar que

(II) = gi j f γ
i

f σ
j

(
g̃
γδ

Γ̃δ
σρ
+C̃

γσδ
Ñ δ

ρ

)
V ρ .

Para expressar (I),(III) e (IV ), vamos considerar as 1-formas definidas em C (p∗T ∗M).

Seja a 1-forma ψ :=ψ
i
dx i = g̃

γσ V σ f γ
i

dx i ∈C (p∗T ∗M), sua derivada covariante (2-29),

é dada por

ψ
i | j =

δψ
i

δx j
−ψ

k
Γk

i j
=V σ δ

δx j

(
g̃
γσ f γ

i

)
+ g̃

γσ f γ
i

δV σ

δx j
− g̃

γσ V σ f γ
k

Γk
i j
.

Assim, div
ĝ
ψ (2-28), pode ser expresso por

div
ĝ
ψ = gi j

(
V σ δ

δx j

(
g̃
γσ f γ

i

)
+ g̃

γσ f γ
i

δV σ

δx j
− g̃

γσ V σ f γ
k

Γk
i j
− g̃

γσ V σ f γ
i
η̇

j

)
,
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logo, (I) pode ser escrito da seguinte forma

(I) = div
ĝ
ψ+gi j V σ

(
g̃
γσ f γ

i
η̇

j
− δ

δx j

(
g̃
γσ f γ

i

)
+ g̃

γσ f γ
k

Γk
i j

)
. (3-4)

Derivando a expressão
(
g̃
γσ f γ

i

)
em x j , obtemos,

δ

δx j

(
g̃
γσ f γ

i

)
= g̃

γσ f γ
i j
+
(

g̃
σδ

Γ̃δ
γρ

+ g̃
γδ

Γ̃δ
σρ
+2C̃

γσδ
Ñ δ

ρ

)
f ρ

j
f γ

i
+

2C̃
γσρ f ρ

j k
yk f γ

i
−2C̃

γσρ N k
j

f ρ
k

f γ
i
. (3-5)

Substituindo (3-5) em (3-4), temos

(I) = div
ĝ
ψ+ g̃

γσ V σ gi j
(

f γ
i
η̇

j
− f γ

i j
+Γk

i j
f γ

k
− Γ̃γ

δρ
f δ

i
f ρ

j

)

−gi j f γ
i

f ρ
j

g̃
γδ

Γ̃δ
σρ

V σ −2gi j f γ
i

V σ C̃
γσρ

(
Ñ δ

ρ
f ρ

j
+ f ρ

j k
yk − f ρ

k
N k

j

)
.

Como 1
2

[
g̃
γσ

]
ỹδ

= C̃
γσδ

, (III) pode ser expresso da seguinte maneira

(III) = gi j f γ
i

f β
j

C̃
γσδ

δV δ

δxk
yk .

Agora, considere a 1-forma ϕ = ϕ
k
dxk = gi j f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ
V δ

[
F2

2

]

yk

dxk ∈ C (p∗T ∗M).

Do corolário (1.23), temos [
F2

2

]

yk

= FFyk = g
jk

y j ,

então, a 1-forma ϕ é expressa do seguinte modo

ϕ
k
= gi jg

jk
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ
V δy j = δ i

k
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ
V δ y j .

Note-se que a derivada de C̃
γσδ

em relação a xr esta dado por,

δC̃
γσδ

δxr
=

∂C̃
γσδ

∂x̃ρ
f ρ

r
+

∂C̃
γσδ

∂ ỹρ
f ρ

k r
yk −N k

r
C̃

γσδρ
f ρ

k

=
∂C̃

γσδ

∂x̃ρ
f ρ

r
+C̃

γσδρ
f ρ

k r
yk −N k

r
C̃

γσδρ
f ρ

k
,

assim, derivando a 1-forma ϕ de forma similar à equação (3.1), obtemos

ϕ
k|r =

δ

δxr

(
δ i

k
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ
V δy j

)
−δ i

k
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ
V δyk Γ j

k r

= 2δ i
k

f γ
i

f σ
j r

C̃
γσδ

V δ y j +δ i
k

f γ
i

f σ
j

δC̃
γσδ

δxr
V δy j +δ i

k
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ

δV δ

δxr
y j

−δ i
k

f γ
i

f σ
j

C̃
γσδ

V δ N j

r
−δ i

k
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ
V δ N j

r
,

ϕ
k|r = 2δ i

k
f γ

i
C̃

γσδ
V δ
(

f σ
j r

y j − f σ
j

N j

r

)
+δ i

k
f γ

i
f σ

j

δC̃
γσδ

δxr
V δy j +δ i

k
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ

δV δ

δxr
y j
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Note que

f σ
j r

y j − f σ
j

N j

r
= f σ

k r
yk − f σ

k
N k

r

assim

ϕ
k|r = 2δ i

k
f γ

i
C̃

γσδ
V δ
(

f σ
k r

yk − f σ
k

N k
r

)
+δ i

k
f γ

i
f σ

j

δC̃
γσδ

δxr
V δy j +δ i

k
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ

δV δ

δxr
y j ,

multiplicando a expressão acima por gkr temos

gkrϕ
k|r = 2δr

j
gi j f γ

i
C̃

γσδ
V δ
(

f σ
k r

yk − f σ
k

N k
r

)
+δr

j
gi j f γ

i
f σ

j

δC̃
γσδ

δxr
V δy j +δr

j
f γ

i
f σ

j
C̃

γσδ

δV δ

δxr
y j

gkrϕ
k|r = 2gi j f γ

i
C̃

γσδ
V δ
(

f σ
k r

yk − f σ
k

N k
j

)
+gi j f γ

i
f σ

j

δC̃
γσδ

δxr
V δyr +(III) ,

assim, (III) pode ser expressado em termos do div
ĝ
ϕ

(III) = div
ĝ
ϕ+gi jϕ

i
η̇

j
+2gi j f γ

i
C̃

γσδ
V δ
(

f σ
k

N k
j
− f σ

k r
yk
)
−gi j f γ

i
f σ

j

δC̃
γσδ

δxr
V δyr ,

(III) = div
ĝ
ϕ+gi jϕ

i
η̇

j
+2gi j f γ

i
C̃

γσδ
V δ
(

f σ
k

N k
j
− f σ

k r
yk
)

−gi j f γ
i

f σ
j

V δyr

(
∂C̃

γσδ

∂x̃ρ
f ρ

r
+C̃

γσδρ
f ρ

k r
yk −N k

r
C̃

γσδρ
f ρ

k

)
.

Finalmente, somando a expressão (I)+(II)+(III), adquirimos o seguinte resultado,

(I)+(II)+(III) = div
ĝ
ψ+div

ĝ
ϕ− g̃

γσ V σ gi j
(

f γ
i j
− f γ

i
η̇

j
−Γk

i j
f γ

k
+ Γ̃γ

δρ
f δ

i
f ρ

j

)

+gi j f γ
i

f ρ
j

V σ
(

C̃
γσδ

Ñ δ
ρ
−2C̃

γσρ Ñ δ
ρ

)
+4gi j f γ

i
V σ C̃

γσδ

(
f ρ

k
N k

j
− f ρ

j k
yk
)

−gi j f γ
i

f σ
j

V δyr

(
∂C̃

γσδ

∂x̃ρ
f ρ

r
+C̃

γσδρ
f ρ

k r
yk −N k

r
C̃

γσδρ
f ρ

k

)
. (3-6)

A partir da definição da derivada covariante do tensor de Cartan, (2-11) ao longo da 1-forma ω de

Hilbert no espaço ambiente M̃ e a igualdade Γ̃γ
σρ

ỹρ = Ñ γ
σ

, (2-13), temos

˙̃A
γσδ

=
δC̃

γσδ

δx̃ρ
ỹρ−C̃

τσδ
Ñ τ

γ
−C̃

γτδ
Ñ τ

σ
−C̃

γστ
Ñ τ

δ

=
∂C̃

γσδ

∂x̃ρ
f ρ

k
yk −C̃

γσδρ
Ñ ρ

τ
ỹτ−C̃

τβγ
Ñ τ

γ
−C̃

τσδ
Ñ τ

γ
−C̃

γτδ
Ñ τ

σ
−C̃

γστ
Ñ τ

δ
.

Então,

∂C̃
γσδ

∂x̃ρ
f ρ

k
yk = ˙̃A

γσδ
+C̃

γσδρ
Ñ ρ

τ
ỹτ−C̃

τβγ
Ñ τ

γ
+C̃

τσδ
Ñ τ

γ
+C̃

γτδ
Ñ τ

σ
+C̃

γστ
Ñ τ

δ
, . (3-7)
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Substituindo (3-7) em (3-6), temos

(I)+(II)+(III) = div
ĝ
ψ+div

ĝ
ϕ− g̃

γσ V σ gi j
{

f γ
i j
− f γ

i

(
Ȧk

i j
+Γk

i j

)
+ f δ

i
f ρ

j

(
˙̃A
γ

δρ
+ Γ̃γ

δρ

)}

−4gi j f γ
i

V σ C̃
γσδ

(
f ρ

j k
− f ρ

r
Γr

jk
+ f σ

j
f τ

k
Γ̃δ

στ

)
yk

−gi j f γ
i

f σ
j

V δ C̃
γσδρ

(
f ρ

k r
− f ρ

s
Γs

k r
+ f σ

k
f ρ

r
Γ̃δ

σρ

)
ykyr .

Da equação (3-7), temos ˙̃Aγ
σδ

ỹσ = 0. Assim (I)+(II)+(III) pode ser expresso por

(I)+(II)+(III) = div
ĝ
ψ+div

ĝ
ϕ− g̃

γσ V σ gi j
{

f γ
i j
− f γ

i

(
Ȧk

i j
+Γk

i j

)
+ f δ

i
f ρ

j

(
˙̃A
γ

δρ
+ Γ̃γ

δρ

)}

−4gi j f γ
i

V σ C̃
γσδ

{
f ρ

j k
− f ρ

r

(
Ȧr

jk
+Γr

jk

)
+ f σ

j
f τ

k

(
˙̃A
δ

στ
+ Γ̃δ

σρ

)}
yk

−gi j f γ
i

f σ
j

V δ C̃
γσδρ

{
f ρ

k r
− f ρ

s

(
Ȧs

k r
+Γs

k r

)
f σ

k
f ρ

r

(
˙̃A
δ

σρ
+ Γ̃δ

σρ

)}
ykyr .

Considerando

C̃γ
σδ
= g̃γτ C̃

τσδ
, C̃γ

σδρ
= g̃γτ C̃

τσδρ
,

hγ
i j
= f γ

i j
− f γ

i

(
Ȧk

i j
+Γk

i j

)
+ f δ

i
f ρ

j

(
˙̃A
γ

δρ
+ Γ̃γ

δρ

)
, (3-8)

temos,

(I)+(II)+(III) = div
ĝ
(ψ+ϕ)− g̃

γσ V σ gi j
(

hγ
i j
+4 f γ

i
C̃σ

δρ
hρ

jk
yk + f γ

i
f σ

j
C̃σ

δρτ
hτ

k r
ykyr

)
. (3-9)

Agora, consideramos a 1-forma θ := θ
i
dx i = [F ]

ỹγ
V γ [F ]y i dx i ∈ (p∗T ∗M).

Usando as propriedades do corolário (1.23), na 1-forma θ, temos

θ
i
= [F ]

ỹγ
V γ [F ]y i dx i = g̃

γσ

ỹγ

F
V γ g

i j

y i

F
= g̃

γσ f γ
j

V γ

✚
✚
✚
✚❃

1

g
i j

y i

F

y j

F
= g̃

γσ f γ
j

V γ .

Derivando θ
i
na forma similar a ψ, ϕ,

θ
i | j =

δ

δx j

(
[F ]

ỹγ
V γ [F ]y i

)
−θ

k
Γk

i j

=
δ

δx j

(
g̃
γσ f γ

j
V γ
)
− g̃

γσ f γ
k

V γ Γk
i j

=
δ

δx j

(
g̃
γσ f γ

j

)
V γ+ g̃

γσ f γ
j

δV γ

δx j
− g̃

γσ f γ
k

V γ Γk
i j

= [F ]
ỹγ
[F ]y i

δV γ

δx j
+ g̃

γσ f γ
i j

V γ+
(

g̃
σδ

Γ̃δ
γρ

+ g̃
γδ

Γ̃δ
σρ
+2C̃

γσδ
Ñ δ

ρ

)
f ρ

j
f γ

i

+2C̃
γσρ f ρ

j k
yk f γ

i
V γ−2C̃

γσρ N k
j

f ρ
k

f γ
i

V γ− g̃
γσ f γ

k
V γ Γk

i j
.
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Então, o divergente de θ em relação a ĝ, é dado por

div
ĝ
θ = gi j[F ]ỹγ [F ]y i

δV γ

δx j
+gi j V γ

{
g̃
γσ f γ

i j
+
(

g̃
σδ

Γ̃δ
γρ

+ g̃
γδ

Γ̃δ
σρ
+2C̃

γσδ
Ñ δ

ρ

)
f ρ

j
f γ

i

}

+gi j V γ
(

2C̃
γσρ f ρ

j k
yk f γ

i
−2C̃

γσρ N k
j

f ρ
k

f γ
i
− g̃

γσ f γ
k

Γk
i j
− g̃

γσ f γ
j
η̇

j

)
.

Como

˙̃Aσ
γρ

f γ
i

y i = ˙̃Aσ
γρ

ỹγ = 0 ,

temos

div
ĝ
θ = gi j[F ]ỹγ [F ]y i

δV γ

δx j
+

1

F2
g̃
γσ V γ

{
f γ

i j
−
(
η̇

j
+Γk

i j

)
f γ

j
+
(

˙̃Aσ
γρ

+ Γ̃σ
γρ

)
f γ

i
f ρ

j

}
y iy j

+
1

F2
V γ
(

g̃
γσ Γ̃σ

γρ
f ρ

j
f γ

i
+2C̃

γσδ
Ñ δ

ρ
f ρ

j
f γ

i
+2C̃

γσρ f ρ
j k

yk f γ
i
−2C̃

γσρ N k
j

f ρ
k

f γ
i

)
y iy j ,

pelas propriedades do corolário (1.23) alguns termos são anulados. Como se pode observar na

equação abaixo

div
ĝ
θ = gi j[F ]ỹγ [F ]y i

δV γ

δx j
+

1

F2
g̃
γσ V γ

{
f γ

i j
−
(
η̇

j
+Γk

i j

)
f γ

j
+
(

˙̃Aσ
γρ

+ Γ̃σ
γρ

)
f γ

i
f ρ

j

}
y iy j

+
1

F2
V γ

(
g̃
γσ Γ̃σ

γρ
ỹρỹγ+2 Ñ δ

ρ✟✟✟✟✯
0

C̃
γσδ

ỹγỹρ+2 f ρ
j k

yk

✟✟✟✟✯
0

C̃
γσρ ỹγy j −2N k

j
f ρ

k ✟✟✟✟✯
0

C̃
γσρ ỹγy j

)
,

= gi j[F ]ỹγ [F ]y i

δV γ

δx j
+

1

F2
g̃
γσ V γ

{
f γ

i j
−
(
η̇

j
+Γk

i j

)
f γ

j
+
(

˙̃Aσ
γρ

+ Γ̃σ
γρ

)
f γ

i
f ρ

j

}
y iy j +

1

F2
V γ g̃

γσ Ñ σ
ρ

yρ .

Note que F é constante ao longo de todas as curvas horizontais, ou seja, δF

δx̃
γ = 0, então,

δF

δx̃
γ = [F ]x̃γ − Ñ σ

γ
[F ]ỹσ = 0

[F ]x̃γ = Ñ σ
γ
[F ]ỹσ ,

aplicando novamente as propriedades do corolário 1.23, a equação (IV ) pode ser escrita como

(IV ) =−n

2

(
1

F
Ñ σ

γ
[F ]ỹσ V γ+gi j [F ]ỹγ [F ]y j

δV γ

δx i

)

=−n

2

(
1

F2
g̃
γσ Ñ σ

γ
yσV γ+gi j [F ]ỹγ [F ]

y j

δV γ

δx i

)

=−n

2

(
div

ĝ
θ− 1

F2
g̃
γσ V γ hσ

i j
y iy j

)
. (3-10)

Substituindo (3-9) e (3-10) em (3-3), obtemos

(
d

dt
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

= Ωdiv
ĝ
(ψ+ϕ+θ)−2Ω g̃

γσ V γ
{

gi j
(

hγ
i j
+4 f γ

i
C̃σ

δρ
hρ

jk
yk

+ f γ
i

f σ
j

C̃σ
δρτ

hτ
k r

ykyr
)
− n

2F2
hσ

i j
y iy j

}
. (3-11)
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Considere

h =
hγ

F2

∂

∂x̃γ
, hγ = hγ

i j
y iy j , (3-12)

onde, hγ
i j

foi definido em (3-8).

Se usamos as identidades (2-11) e (2-6) encontramos uma relação de hα com os

coeficientes geodésicos Gk de M e G̃α de M̃

hγ = hγ
i j

y iy j = f γ
i j

y iy j − f γ
k

y iy j

[
1

2
Gk

]

y iy j

+ f σ

i
f δ

j
y iy j

[
1

2
G̃k

]

ỹσỹδ

= f γ
i j

y iy j − f γ
k

Gk + G̃γ. (3-13)

A primeira e segunda y-derivada de hγ possui uma relação com seus coeficiente hγ
i j

, dados por

hγ
i j

y i =

[
1

2
hγ

]

y i

, hγ
i j
=

[
1

2
hγ

]

y iy j

. (3-14)

Considerando que Ȧk
i j

y j = 0 e derivando

[
1

2
hγ

]
em relação a y i, obtemos

[
1

2
h

γ

]

y i

= f γ
i j

y j − f γ
k

[
1

2
Gk

]

y i

+

[
1

2
G̃γ

]

ỹσ

f σ
i

= f γ
i j

y j − f γ
k

N k
i
+ f σ

i
Ñ γ

σ

= f γ
i j

y j − f γ
k

Γk
i j

y j + f σ
i

Γ̃σ
γρ

yρ

=
(

f γ
i j
− f γ

k
Γk

i j
+ f σ

i
f ρ

j
Γ̃γ

σρ

)
y j

= h
γ

i j
y j.

Realizando uma nova derivação

[
1

2
h

γ

]
em relação a y j, encontramos

[
1

2
h

γ

]

y iy j

=
∂

∂y j

(
f γ

i j
y j − f γ

k
N k

i
+ f ρ

i
Ñ γ

ρ

)

= f γ
i j
− f γ

k

(
Γk

i j
+ Ȧk

i j

)
+ f σ

i
f ρ

j

(
Γ̃γ

σρ
+ ˙̃Aγ

σρ

)

= h
γ

i j
.

A forma curvatura normal de f : (M,F)→ (M̃, F̃) é definida por

K :=
1

F2
h
γ

dx̃γ , h
γ
= g̃

γσhσ . (3-15)

Observe que

[hγ ]y iy j = 2g̃
γσ

(
hσ

i j
+4C̃σ

γρ
f ρ

i
hσ

jk
y j +C̃σ

γρδ
f ρ

i
f δ

j
hσ

i j
y iy j

)
. (3-16)
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De fato,

[hγ ]y iy j =
[
g
γσhσ

]
y iy j =

[
2C̃

γσρ f ρ
i

hσ +g
γσ [h

σ ]y i

]
y j

= 2C̃
γσρδ

f ρ
i

f δ
j

hσ +2C̃
γσρ f ρ

i
[hσ]

y j +2C̃
γσδ

f δ
j
[hσ]

yi + g̃
γσ [h

σ]
yiy j

= 2C̃
γσρδ

f ρ
i

f δ
j

hσ +4C̃
γσρ f ρ

i
hσ

jk
y j +4C̃

γσδ
f δ

j
hσ

ks
yk + g̃

γσ hσ
i j

= 2g̃
γσ

(
hσ

i j
+4C̃σ

γρ
f ρ

i
hσ

jk
y j +C̃σ

γρδ
f ρ

i
f δ

j
hσ

i j
y iy j

)
.

A partir de (3-16) e (3-12) podemos escrever (3-3) como aparece a seguir

(
d

dt
Ω t

)∣∣∣∣
t=0

= Ω
{

div
ĝ
(ψ+ϕ+θ)−

(
gi j[hγ ]y iy j − n

F2
hγ

)
V γ
}
. (3-17)

Através da inserção de (3-17) em (3-2), obtemos

d

dt
Vt(M)

∣∣∣∣
t=0

=− n

c
n−1

∫
SM

g̃( H̃,V )dVSM, (3-18)

onde

H̃ = H̃ γ ∂

∂x̃γ
:=

{
1

n
g̃γσ[hσ ]yiy j gi j − hγ

F2

}
∂

∂x̃γ
∈ C

(
p∗( f−1T M̃)

)
. (3-19)

No seguinte passo vamos a mostrar que h e H̃ são vetores normais da variedade imersa

M, e g̃(H̃ ,V ) é expresso como K (V ) , que é a forma curvatura normal de f .

Seja, p∗N = (p∗T M)⊥ o complemento ortogonal de p∗T M em p∗
(

f−1T M̃
)

com

relação a g̃.

Seja

N ∗ =
{

ξ ∈ C
(

f−1T ∗M̃|ξ(d f (x)) = 0, ∀X ∈C(T M)
)}

,

que é chamado o espaço tangente normal de f . Logo, p∗N ∗ é o espaço dual de p∗N .

Quando observamos (3-12) e (3-15) percebemos que h ∈ p∗N , e K ∈ p∗N ∗ , o que implica que,

H̃ ∈ p∗N porque

f γ
k
[h

γ
]y iy j = [ f γ

k
h
γ
]y iy j = 2g̃

γσ

(
✟✟✟✟✯ 0
f γ

k
hσ

i j
+4C̃σ

γρ
f ρ

i ✟✟✟✟✯ 0
f γ

k
hσ

jk
y j +C̃σ

γρδ
f ρ

i
f δ

j ✟✟✟✟✯ 0
f γ

k
hσ

i j
y iy j

)
= 0 .

Verificaremos que, h ∈ p∗N . Primeiro mostraremos a relação que existe entre os coefi-

cientes geodésicos G̃γ do espaço ambiente M̃ e os coeficientes geodésicos G i do espaço imerso

M. Logo,

∂g
i j

∂xk
=

∂

∂xk

(
g̃
γσ f γ

i
f σ

j

)

=
∂g̃

γσ

∂x̃ρ
f γ

i
f σ

j
f ρ

k
+

∂g̃
γσ

∂ỹρ
f ρ

mk
ym f γ

i
f σ

j
+ g̃

γσ f γ
ik

f σ
j
+ g̃

γσ f γ
i

f σ
jk

= g̃
γσ f ρ

k

(
2 f γ

ik
+

∂g̃
γσ

∂x̃ρ
g̃γσ f γ

i
f σ

j

)
+

∂g̃
γσ

∂ỹρ
f γ

i
f σ

j
f
ρ

mk ym .
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Ao realizar um mudança cíclica de i, j,k na equação, obteremos duas relações semelhantes, e

somando e subtraindo o descrito acima encontraremos os coeficientes geodésicos de segunda

espécie. Agora, mudando os índices e simplificando a expressão, obtemos a seguinte equação

2γ
i jk
= g̃

αβ
f γ

k

(
2 f γ

ik
+2γσ

ρδ
f γ

i
f σ

j

)
+

∂g̃
γσ

∂ỹρ

(
f γ

i
f σ

j
f ρ

mk
+ f γ

j
f σ

k
f ρ

m j
− f γ

k
f σ

i
f ρ

mi

)
ym .

Em particular, multiplicando a expressão anterior por g jk y iy j, o segundo termo da equação é

anulado pelo corolário (1.23), assim temos

g jkγ
i jk

y iy j = g jk g̃
γσ f ρ

k

(
f γ

ik
+γσ

ρδ
f γ

i
f σ

j

)
y iy j

Gk = g jk g̃
γσ f ρ

k

(
f γ

ik
y iy j + G̃γ

)
,

ao simplificar a notação, temos

Gk = φk
σ

(
f γ

ik
y iy j + G̃γ

)
, φk

σ
= f γ

l
glkg̃

γσ .

Seja

ρ⊥ : p∗ ◦ f−1(T M̃)→ (p∗T M)⊥

a projeção ortogonal com respeito a g̃ e

V ⊥ = ρ⊥V , V ∈ C (p∗ ◦ f−1(T M̃)) (3-20)

Assim de (3-13), a função hσ pode ser expressa como

hσ = ρ⊥σ
γ

(
f γ

i j
y iy j + G̃γ

)
, ρ⊥σ

γ
:= δσ

γ
− f σ

i
φ i
γ
.

Agora, para verificar que h ∈ p∗N no ponto x ∈ M , o produto interno deve ser zero, ou seja,

g
γσ

hσ

F2
f γ

i
= 0 .

Resolvendo o caso anterior,

g
γσ

hσ

F2
f γ

i
=

1

F2
g
γσ ρ⊥σ

γ
( f γ

i j
y iy j + G̃γ) f γ

i

=
1

F2
g
γσ

(
δσ
γ
− f σ

i
φ i
γ

)(
f γ

i j
y iy j + G̃γ

)
f γ

i

=
1

F2
g
γσ

(
δσ
γ
− f σ

i
f σ

j
gi j g

γσ

)(
f γ

i j
y iy j + G̃γ

)
f γ

i

=
1

F2
g
γσ

(
f γ

i
δσ
γ
− f γ

i
f σ

i
f σ

j
gi j g

γσ

)(
f γ

i j
y iy j + G̃γ

)
,

como f é uma imersão isométrica, temos

g
i j
= g

γσ f
γ

i f σ
j

gγσ = gi j f γ
i

f σ
j
, (3-21)
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então,

g
γσ

hσ

F2
hσ f γ

i
=

1

F2
g
γσ

(
f γ

i
δσ
γ
− f σ

i
δσ
γ

)(
f γ

i j
y iy j + G̃γ

)
= 0

Portanto, h ∈ p∗N .

Se Ñ ∈ p∗N , definimos µ
Ñ
∈ N ∗ por

µ
Ñ
(X̃) :=

∫
Sx M

g̃(Ñ, X̃)Ωdτ∫
Sx M

Ωdτ
=

∫
Sx M

g̃(Ñ, X̃)Ωdτ

cn−1σ(x)
, (3-22)

para qualquer X̃ ∈ C ( f−1T M̃) . Logo, µ
Ñ

é uma seção global de f−1T ∗M̃.

Se µ := µ
H̃

, então, usando as equações (3-18)-(3-22), obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.2 Seja f : (M,F)→ (M̃, F̃) uma imersão isométrica e ft uma variação suave de f ,

com f0 = f e a variação do campo Ṽ que satisfaça (3-1). Então, a primeira forma de variação

do volume para (M,F) é:
d

dt
Vt(M)

∣∣∣∣
t=0

=−n

∫
M

µ(Ṽ )dVM . (3-23)

Chamamos µ= µ
H̃

a forma de curvatura média de f , e sua norma é definida da seguinte maneira:

‖µ‖ :=
sup

X̃∈C( f−1T M̃)

|µ(x)|
‖X̄‖

observe que ‖µ‖= 0 se, e somente se, µ = 0.

Teorema 3.3 Uma imersão isométrica f : (M,F)→ (M̃, F̃) é mínima se, e somente se, a forma

de curvatura média µ de f é nula.

3.2 Curvatura média

Seja f : (M,F)→ (M̃, F̃) uma imersão isométrica. Definimos o vetor da curvatura média

de f por

H = H γ ∂

∂xγ
:=

1

2n

(
gi jgγσ[hσ]y iy j

) ∂

∂xγ
. (3-24)

A partir das seguintes equações (3-12), (3-19) e (3-24), obtemos

H =
1

2

(
H̃ +h

)
∈ p∗N .

Deste modo podemos ver que H tem a mesma função que H̃.

Para qualquer x ∈ M, Sx M tem uma métrica Riemanniana,

r̂x = ∑
a

θ ā ⊗θ ā, θ ā = ω ā |Sx M= υa
i

dy i

F
(3-25)

onde, {y i} são as coordenadas homogêneas em Sx M.
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Na variedade Riemanniana (Sx M, r̂x) considere a 1-forma ξ = ξ i dy i e a função

ϕ : Sx M →R. Nessas condições temos o seguinte

Lema 3.4 A divergência de ξ e o Laplaciano de ϕ sobre (Sx M , r̂x) podem ser expressados

respectivamente por

div
r̂x

ξ = r i j[ξ]y j − (n−1)ξ i y i −F gi jξ iη j
,

∆ r̂x
ϕ = gi j[ϕ]y iy j −F gi j[ϕ]y i η

j
,

(3-26)

onde, r i j := F 2 gi j − y iy j e η
i
= F C k

ki
é o componente do tensor de Cartan para η= η

i
dx i.

Demonstração. Provamos a equação (3−26), para a divergência de ξ.

Considerando εā = F u i
a

∂

∂y i
como campos duais em θ ā e ξ i := r i jξ j , X := ξ i ∂

∂y i
, teremos

ω(X) = [F ]y i dy i
(

r i j ξ j
∂

∂y i

)
= [F ]y i r i j ξ j = 0. Considere também

div
r̂x

ξ := ∑
ā

r̂x

(
r̂x∇εā

X ,εā

)

= ∑
ā

r̂x ( [εā ,X ] ,εā )

=
1

F2
r ik g

k j
[ξ j ]y i − n−1

F
ξi [F ]y i +∑

a

ξi u j
a
uk

a
C

jki

=
1

F2
[r jlξ l ]y i r ik g

k j
+ r i j ξ i

η
j

F

= r i j [ξ i ]y i − (n−1)ξ i y i −F gi j ξ iη j .

✷

Teorema 3.5 Dada uma imersão isométrica f : (M,F)→ (M̃, F̃) , podemos demostrar

µ = µ
H
= µ

h
.

a partir da forma curvatura média µ = µ
H̃

, onde H e h são definidos nas respectivas equações

(3-24) e (3-12).

Demonstração. Para qualquer x ∈ M fixo, considere υ := det(υ i
j) =

√
det(gi j) e ϕ :=

υhγ

F2
, nas

equações a seguir (3-26), (3-12) e (3-14) obtemos:

∆ r̂x
ϕ = F2gi j

[
υhγ

F2

]

y iy j

−F gi j

[
υhγ

F2

]

y i

η
j

= υgi j

{
F2

[
hγ

F2

]

y iy j

−F

[
hγ

F2

]

y i

η
j

}
(3-27)

= υgi j

{
[hγ]y iy j −

2gi jhγ

F2
−
[

hγη j

F

]

y i

}
(3-28)

= 2nυg
γσ H σ − 2υhγ

F2
−υgi j

[
hγη j

F

]

y i

. (3-29)
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A partir da equação (3-27) se conclui a equação (3-28), pelos seguintes casos;

Primeiro,

F2

[
hγ

F2

]

y iy j

= F2

[
[hγ]y i

F2
−

2hγ F [F ]y i

F4

]

y j

= [hγ]y iy j −
2F [F ]y j [hγ]y i

F2
−

2hγ [F ]y iy j

F
−

2 [F ]y i [hγ]y j

F
+

6F2 hγ [F ]y j [F ]y i

F4

= [hγ]y iy j −
4 [F ]y i [hγ]y j

F
− 2

F2

(
F [F ]y iy j +[F ]y i [F ]y j

)
hγ+

8

F4

(
F [F ]y i F [F ]y j

)
hγ .

Pelas propriedades do corolário (1.23) alguns termos são anulados, isto é

F2

[
hγ

F2

]

y iy j

= [hγ]y iy j − 4

F2
g

i j✟✟✟✟✯ 0

C
γσρ f

i

ρ y i − 4

F2
g

i j
g
γσ [hγ]y iy j − 2

F2
g

i j
hγ+

8

F4

(
g

i j
g

i j
y iy j

)
hγ

= [hγ]y iy j − 8

F2
g

i j
g
γσ hσ

i j
y iy j − 2

F2
g

i j
hγ+

8

F2
g

i j
✚
✚
✚
✚❃

1

g
i j

y i

F

y j

F
hγ

= [hγ]y iy j − 8

F2
g

i j
g
γσ hσ − 2

F2
g

i j
hγ+

8

F2
g

i j
hγ

= [hγ]y iy j − 2

F2
g

i j
hγ .

Segundo,

[
hγη j

F

]

y i

=
[hγη j

]y i

F
−

hγ✘✘✘✘✿ 0
η

j
[F ]y i

F2

=
1

F
[hγ]y i η

j
+

1

F
hγ [η j

]y i

=
1

F
[hγ]y i η

j
+

1

F✟✟✟✟✯ 0

[F ]y i C k
ki
+

F

F

∂gik

∂y i
C

jki
+

F gik

F

∂C
jkl

∂y i

=
[hγ]y i

F
η

j
−2gik C j

jk
C

jki
+gik

∂C
jkl

∂y,ß

=
[hγ]y i

F
η

j
− 2

F2
C j

jk✟✟✟✯ 0

C
jki

y iy j +
1

F2
✚
✚

✚
✚✚❃

0

∂C
jkl

∂y i
y iyk

= F

[
hγ

F2

]

y i

η
j
.

Considere a 1-forma ξ :=

(
υhγ

F3

)
ηi dyi . Na equação (3-26), temos o seguinte caso

div
r̂x

ξ = r i j

[
υhγη j

F3

]

y i

− (n−1)
υhγ

F3 ✚
✚✚❃

0

η
i
y i −F gi j υhγ

F3
η

i
η

j

= r i j

[
υhγη j

F3

]

y i

−
υhγ gi j η

i
η

j

F2

= υgi j

[
hγη j

F

]

y i

,
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a igualdade acima pode ser provada da seguinte forma

υgi j

[
hγη j

F

]

y i

= υgi j
[hγη j

]y i

F
−

υgi j hγ✘✘✘✘✿ 0
[F ]y i η

j

F2
= υgi j

[hγη j
]y i

F
,

e

r i j

[
υhγη j

F3

]

y i

= F2 gi j

[
υhγη j

F3

]

y i

−
[

υhγη j

F3

]

y i

y iy j

= υgi j
[hγη j

]y i

F
−

3F2 gi j F2 υhγ✘✘✘✘✿ 0
[F ]y i η

j

F6
−υ

[hγη j
]y i

F3
y iy j +

3F2 υhγ✘✘✘✘✿ 0
[F ]y i η

j

F6
y iy j

= υgi j
[hγ η

j
]y i

F
− υ

F3
[hγ]y i ✚

✚✚❃
0

η
j
y iy j − υ

F3
hγ[η j

]y i y iy j

= υgi j
[hγη j

]y i

F
− υ

F3
hγ✟✟✟✯

0
[F ]y i η

j
y iy j − υ

F2
hγ

∂gi j

∂y i
C

i jk
y iy j − υ

F2
hγ gi j

✓
✓
✓✓✼

0

∂C
i jk

∂y i
y iy j

= υgi j
[hγη j

]y i

F
+

υ

F2
hγ g jk gik C

k jl
C

i jk
y iy j

= υgi j
[hγη j

]y i

F
+

υ

F4
hγηi

η
j
y iy j

= υgi j
[hγη j

]y i

F
+

υ

F2
hγ gi j η

i
η

j
.

Das equações anteriores temos,

r i j

[
υhγ η

j

F3

]

y i

−
υhγ gi j η

i
η

j

F2
= υgi j

[
hγ η

j

F

]

y i

.

Se consideramos a equação (3-29), teremos

∆
r̂x

(
υhγ

F2

)
−div

r̂x

((
υhγ η

i

F3

)
dy i

)
= 2nυ

(
g
γσ H σ − hγ

F2

)
. (3-30)

Podemos concluir que a forma do volume de (Sx M, r̂x) possui a forma que aparece em (2-31),

como aparece na sequência abaixo

dVSx M = θn+1 ∧·· ·∧θ2n−1

= ∑
υ

(−1)i−1

√
det(g

i j
)

Fn
yi dy1 ∧·· ·∧ d̂y

i ∧·· ·∧dyn

=
υ

Fn
dτ ,

Onde, dτ é definido em (2-36). Das equações (3-22) e (3-30), obtemos,

µ
H
−µ

h
=

{
1

cn−1σ

∫
Sx M

(
g
γσ H γ− hσ

F2

)
υdVSx M

}
dxσ . (3-31)

Como SxM é compacto, então, podemos perceber que a partir das equações (3-19), (3-24) e (3-31)
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obtemos que

µ = µ
H̃
= 2µ

H
−µ

h
= µ

H
= µ

h
, (3-32)

e por meio das equações (3-32) e (3-23), a primeira fórmula de variação do volume (3-23), pode

ser reescrita deste modo

d

dt
Vt(M) |t=0 =−n

∫
M

µ(V )dVM

=− n

cn−1

∫
SM

g(H,V )dVSM

=− n

cn−1

∫
SM

K (V )dVSM (3-33)

=−
∫

M

(
n

cn−1

∫
Sx M

K (V )Ωdτ

)
dx . (3-34)

✷

3.3 Espaços de Finsler com (α,β)−métricas

Uma (α,β)−métrica, é uma função escalar sobre T M definida por

F = αφ(s), s =
β

α
,

onde φ é uma função positiva de classe C∞ sobre um intervalo aberto simétrico (−b0,b0),

α =
√

ai j(x)y iy j , β = bi(x)y
i ,

e ai j ,a
i j, são as componentes da matriz de uma métrica riemanniana e de sua inversa respectiva-

mente e bi são as componentes da 1-forma β, cuja norma em relação a α é

‖βx‖∗α :=
√

a i jb ib j .

Definição 3.6 Um espaço (M,F) com F uma (α,β)-métrica é um (α,β)-espaço.

Para apresentarmos os conceitos relacionados com (α ,β)-métricas no espaço (M,F) de Finsler.

As (α ,β)-métricas debem satisfazer as condições de uma métrica de Finsler, as quais serão

apresentadas no seguinte lema

Lema 3.7 Seja φ = φ(s) uma função positiva de classe C∞ sobre (−b0 ,b0) e F = αφ(s), uma

(α ,β)- métrica, a função escalar F é uma métrica de Finsler se, e somente se φ = φ(s) satisfaz

φ(s)− sφ′(s)+(b2 − s2)φ′′(s)> 0, |s| ≤ b < b0. (3-35)
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Demonstração. Suponha que F = αφ
(

β
α

)
é uma métrica de Finsler. Primeiro, para um qualquer

número b com 0 ≤ b < b0 se pode escolher o par {α,β} tal que ‖βx
0
‖∗α = b para algum ponto

x0 ∈ M então, para todo s com |s| ≤ b podemos encontrar um vetor y ∈ Tx
0
M, de modo que

β(x0 ,y) = sα(x0 ,y), assim F(x0,y) = αφ(s)> 0, o que implica que φ(s)> 0.

Segundo, como F é uma métrica de Finsler, no ponto x0 se tem que det
(
g

i j
(x0,y)

)
> 0,

assim da equação (1-7) se conclui que

φ(s)− sφ′(s) 6= 0 .

Se n > 2, se tem φ(0)> 0 e como s, b são números arbitrários com |s| ≤ b < b0 então

φ(s)− sφ′(s)> 0, (|s|< b0),

assim, da equação (1-7) se conclui que

φ(s)− sφ′(s)+(b2 − s2)φ′′(s)> 0, |s| ≤ b < b0.

Se n = 2, então (3-35) se obtém diretamente da equação (1-7).

Suponha agora que φ = φ(s) satisfaça a equação (3-35) para qualquer s com |s| < b0.

Se verifica imediatamente que F é positiva homogênea de grau um, assim só debemos mostrar a

condição, positiva definida para os coeficientes g
i j
.

Tome |s|= b e da equação (3-35), obtemos

φ(s)− sφ′(s)> 0, (|s|< b0). (3-36)

Considere a seguinte família de funções,

φλ(s) := (1−λ)+λφ(s).

Note que φλ satisfaz as equações (3-35) e (3-36) para qualquer 0 ≤ λ ≤ 1

φλ(s)− sφ′
λ(s) = (1−λ)+λφ(s)− s(λφ′(s))

= (1−λ)+λ(φ(s)− sφ′(s))> 0.

φλ(s)− sφ′
λ(s)+(b2 − s2)φ′′

λ(s) = (1−λ)+λ(φ(s)− sφ′(s))+λ(b2 − s2)φ′′(s)

= (1−λ)+λ((φ(s)− sφ′(s))+(b2 − s2)φ′′(s))> 0.

Seja {α,β} um par arbitrário com b < b0, x ∈ M, então o determinante da matriz fundamental (gλ
i j)

da métrica Fλ := αφλ

(
β
α

)
é dado por

det(gλ
i j
) = [(1−λ)+λφ(s)]n+1

[
(1−λ)+λ(φ(s)− sφ′(s))

]n−2

×{(1−λ)+λ
[
(φ(s)− sφ′(s))+(b2 − s2)φ′′(s)

]
}det(ai j) ,



3.4 Hipersuperfícies mínimas em (α,β)-espaços 59

isto implica que det(gλ
i j
) 6= 0 para todo 0≤ λ≤ 1. Como (g0

i j
) = (ai j) é positiva definida e contínua,

concluímos que (g1
i j
) = (g

i j
), também será positiva definida. ✷

Exemplos:

1- Uma (α,β)-métrica F será Riemanniana, se φ(s)≡ 1,

2- Uma métrica F será de Randers, se φ(s) = 1+ s é uma função linear e b < 1, ou seja

F = αφ(s) = α(1+ s) = α
(

1+ β
α

)
= α+β , (0 ≤ b < 1).

3- Uma família de (α,β)-métricas F serão chamadas uma (α,β) quadrática, quando

φ = 1+ εs+ k s2 ou seja,

F = αφ(s) = α(1+ εs+ k s2) = α+ εβ+ k
β2

α
.

4- (M,F) será um espaço local de Minkowski e F será chamada uma (α,β)-métrica de

Minkowski. Se α é uma métrica euclidiana e β é paralela com respeito a α.

Por ser α uma métrica euclidiana, temos

α =
√

ci jy iy j, ci j = cte

uma função que só depende de y.

β é paralela com respeito a α. Se a derivada covariante de β em relação a α é nula,

assim pela equação (1-9) temos

bi| j(x) =
∂bi(x)

∂x j
−bk Γ̃k

i j(x) = 0,

onde Γ̃k
i j(x) = 0 porque são os símbolos de Christoffel da métrica α.

Logo,
∂bi(x)

∂x j = 0, podendo concluir que bi(x) = bi é uma constante, assim α e β só

dependem de y, ou seja F é uma (α,β)-métrica de Minkowski.

3.4 Hipersuperfícies mínimas em (α,β)-espaços

Nesta seção damos uma condição de minimalidade para as hipersuperfícies mínimas nos

(α ,β)−espaços.

Definição 3.8 Uma imersão isométrica f : M n → M̃ n+1 ; f (M n)⊂ M̃ n+1 é chamada uma hiper-

superfície.

Se (M,F) é uma hipersuperfície de (M̃, F̃), vamos considerar η= ηγ ẽγ como sendo o

único campo vetorial unitário normal a f (M) em relação a α̃ e consideramos η̃ = η̃γ ẽγ como o
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único campo vetorial unitário normal de M em relação a g̃ , isto implica que:

ã
γσ nγ f σ

i
= 0 , g̃

γσ ñγ f σ
i
= 0;

α̃(n,n) = ã
γσ nγnσ = 1, g̃(ñ, ñ) = g̃

γσ ñγ ñσ = 1 ,

Podemos afirmar que os campos normais vetoriais em relação as métricas α̃ , g̃ são paralelos.

Então, existe uma função λ(x,y) sobre SM, que satisfaz

g̃
γσ ñγ = λ ã

γσ nσ ,

onde, λ = g̃(ñ,n) = (α̃(ñ,n))−1
,

logo,

ñγ = λ g̃γσ ãσρ nρ.

Podemos conferir na equação (3-34), que a hipersuperfície f é uma imersão mínima se, e somente

se,

η

∫
Sx M

K (V )Ωdτ = ηγ

∫
Sx M

hγ

F2
Ωdτ = 0. (3-37)

Como foi provado anteriormente , hγ ∈V ⊥, (3-20), e estamos tratando de uma hipersuperfície, h
γ

pode ser expresso na direção de ñ, isto é:

hγ = g̃
γρ

hρ

= g̃
γρ

[
ρ⊥ρ

σ

(
f σ

i j
y iy j + G̃σ

)]

= g̃
γρ

[(
f σ

i j
y iy j + G̃σ

)
g̃

σδ
η̃δ
]
η̃ρ

= λ2
[(

f σ
i j

y iy j + G̃σ
)

ã
σδ
ηδ
]

ã
γρ
ηρ .

Assim podemos perceber que,

det(g
i j
) =

A

λ
2

Ã
det(g̃

γσ) =
A

λ
2

Ã
φn+1 H̃ Ã =

φn+1 H̃ A

λ
2

,

onde

A = det(a
i j
) , Ã = det(ã

γσ) .

Para demostrar a igualdade, considere

∂i =
∂

∂x i
= f γ

i
ẽγ .

Assim, obtemos a seguinte igualdade nas matrizes abaixo

(
η̃

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T

=

(
1 0

0 g
i j

)
,

(
η

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T

=

(
λ ∗
0 g

i j

)
,
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(
η

∂i

)
(
ãγσ

)
(

η

∂ j

)T

=

(
1 0

0 a
i j

)
.

A partir das matrizes anteriores, obtemos o seguinte resultado:

(
1 0

0 g
i j

)−1(
η̃

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T

=

(
η

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T (
λ ∗
0 g

i j

)−1

,

(
η̃

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T (
λ ∗
0 g

i j

)
=

(
1 0

0 g
i j

)(
η

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T

,

(
η̃

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T (
λ ∗
0 g

i j

)
(
ãγσ

)
(

η

∂ j

)T

=

(
1 0

0 g
i j

)(
η

∂i

)
(
g̃γσ

)
(

η̃

∂ j

)T (
ãγσ

)
(

η

∂ j

)T

.

Se usamos as seguintes igualdades “det(AB) = det(A)det(B)” e “det(At) = det(A)”, assim teremos

a seguinte resultado.

det

(
λ ∗
0 g

i j

)t

det

(
λ ∗
0 g

i j

)
det
(
ãγσ

)
= det

(
1 0

0 g
i j

)
det
(
g̃γσ

)
det(a

i j
),

λ ·det(g
i j
) ·λ ·det(g

i j
) ·det

(
ãγσ

)
= det(g

i j
) ·det

(
g̃γσ

)
·det(a

i j
),

det(g
i j
) =

1

λ
2

det(a
i j
)

det
(
ãγσ

) det
(
g̃γσ

)
,

det(g
i j
) =

A

λ
2

Ã
det
(
g̃γσ

)
.

Pela equação (1-7), do capítulo 1 temos

det(g
i j
) =

A

λ
2

Ã
φn+2

(
φ− s̃φ′)n−1 [

φ− s̃φ′+(b̃2 − s̃2)φ′′] Ã =
φn+1 H̃ A

λ
2

, (3-38)

onde

H̃(s̃) = φ
(
φ− s̃φ′)n−1 [

φ− s̃φ′+(b̃2 − s̃2)φ′′] .

Da definição do elemento volume em Finsler, temos

Ω = det
(g

i j

F

)
=

det(g
i j
)

Fn
.

Podemos observar que a equação (3-37) é equivalente a

ηγ
∫

Sx M
λ

2

[(
f σ

i j
y iy j + G̃σ

)
ãσρ η

ρ
]

ã
γδ
ηδ

F2
· φn+1 H̃ A

λ
2

Fn
dτ = 0,

ηγ ã
γδ

∫
Sx M

(
f σ

i j
y iy j + G̃σ

)
· φn+1 H̃ A

α̃n+2 φn+2
dτ = 0 ,

ηγ a
γδ

∫
Sx M

(φ− sφ′)n−1 [φ− sφ′+
(
b̃2 − s2

)
φ′′]

α̃n+2

(
f σ

i j
y iy j + G̃σ

)
dτ = 0 .
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Considerando F̃ = α̃φ(s) uma (α̃, β̃)−métrica de Minkowski, temos G̃β = 0. Então no

(α̃, β̃)−espaço de Minkowski, f é uma imersão mínima se, e somente se,

f σ
i j
ησ

∫
Sx M

y iy j (φ(s)− sφ′(s))n−1 [φ(s)− sφ′(s)+
(
b̃2 − s2

)
φ′′(s)

]

α̃n+2
dτ = 0 .

Como as coordenadas y i são invariantes por um fator multiplicativo em um compacto M, o domínio

de integração se pode restringir à esfera Sx, assim a equação que caracteriza as hipersuperfícies

mínimas no (α,β)-espaço de Minkowski é dado por

Teorema 3.9 Seja (M,F) uma hipersuperfície de (M̃, F̃) e F̃ = α̃φ( β̃
α̃) uma (α̃, β̃)−métrica de

Minkowski. Então, f : (M,F)→ (M̃, F̃) é uma imersão mínima se, e somente se,

f β
i j
ηβ

∫
Sx

y iy j
(

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)
)n−1 [

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)+
(

b̃2 − β̃2
)

φ′′(β̃)
]

dτ = 0 , (3-39)

onde, Sx é uma esfera, tal que α̃ = 1.



CAPÍTULO 4
Aplicações

Em geometria, encontramos vários casos especiais (superfícies de revolução, superfícies

regradas, superfícies mínimas, etc.) que podem se tornar interessantes por si mesmas, como no

caso das superfícies mínimas.

Nesta seção consideraremos o espaço tridimensional (α̃ , β̃) de Minkowski, nos conóides

e nas superfícies de revolução, paralelos ao eixo x3 na direção de β , e daremos uma condição de

minimalidade mostrando que estas superfícies mínimas possui restrições na função h . Calculare-

mos a Curvatura de Gauss do conóide, observando que na imersão mínima (helicóide) a curvatura

pode ser positiva. O estudo realizado para estas superfícies no caso Euclidiano afirmam que sua

curvatura não é positiva.

4.1 Conóide

O conóide f (u,v) = (u cosv , u sinv , h(v)), é uma superfície regrada com a diretriz da

reta perpendicular ao plano diretor (veja fig 4.1) onde h, é uma função a ser determinada.

Helicóide h(v)=2v+3 Conóide h(v)=v(v+1) Conóide h(v)=v+1/v

Figura 4.1: Conóides

Teorema 4.1 Seja (V 3, F̃) um (α,β)−espaço de Minkowski, F̃ = α̃φ
(

β̃
α̃

)
, β̃ = b̃ỹ3 uma

(α̃, β̃)−métrica e f (u,v) = (ucosv , usinv , h(v)) um conóide. Então, f é uma imersão mínima

se, e somente se, é um helicóide ou um plano.

Demonstração. Na secção anterior provamos que uma (α̃, β̃)−métrica de Minkowski deve cumprir

o seguinte, α̃ é uma métrica euclidiana e os coeficientes de β̃ são constantes. Assim, F̃ = α̃φ
(

β̃
α̃

)
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é da forma

α̃ =
√
(ỹ1)2 +(ỹ2)2 +(ỹ3)2, β̃ = b̃ỹ3 .

Como estamos trabalhando em uma métrica euclidiana, então, a matriz de d fx esta dada por

(
f γ

i

)
3×2

=




cosv −usinv

sinv ucosv

0 h′


 , (4-1)

e o vetor normal η na superfície M, pode ser calculado da seguinte maneira

(ηγ)
1×3

=
f γ

1
× f γ

2

| f γ1 × f
γ

2 | =
( −h′ sinv√

u2 +(h′)2

h′ cosv√
u2 +(h′)2

− u√
u2 +(h′)2

)
. (4-2)

além disso, temos

(
f γ

11

)
= (0 , 0 , 0);

(
f γ

12

)
= (−sinv , cosv , 0) =

(
f γ

21

)
;

(
f γ

22

)
= (−ucosv ,−usinv , h′′) .

Como ỹ = (ỹ1 , ỹ2 , ỹ3) ∈ Tx̃ M̃ , podemos expressar ỹ da seguinte maneira

(
ỹ1 , ỹ2 , ỹ3

)
=




cosv −usinv

sinv ucosv

0 h′



(

y1

y2

)

=
(
y1 cosv−uy2 sinv , y1 sinv+uy2 cosv , y2 h′

)
, (4-3)

e, y = (y1 , y2) ∈ Tx M.

Quando assumimos que y1 = cosθ , y2 = 1

u2+(h′)2 sinθ , θ ∈ [0,2π], encontramos

α̃ =
√
(ỹ1)2 +(ỹ2)2 +(ỹ3)2

=
√

(y1 cosv−uy2 sinv)2 +(y1 sinv+uy2 cosv)2 +(y2 h′)2

=
√

(y1 cosv)2 +(uy2 sinv)2 +(y1 sinv)2 +(uy2 cosv)2 +(y2 h′)2

=
√

(y1)2 +(uy2)2 +(y2 h′)2

=
√

(y1)2 +(u2 +(h′)2) (y2)2 = 1 .

Para caracterizar as imersões mínimas dos conóides, vamos a considerar a função a seguir

W i j :=
∫

Sx

y iy j
(

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)
)[

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)+
(

b̃2 − β̃2
)

φ′′(β̃)
]

dτ . (4-4)
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Da condição acima, podemos observar que (3-39), é equivalente à seguinte equação,

3

∑
γ=1

(
2 f γ

12
ηγW 12 + f γ

22
ηγW 22

)
= 0 , (4-5)

como Sx é simétrico em y2 e β̃ = bỹ3 = bh′y2 é uma função que só depende de y2 , então

W 12 =
∫

Sx

y1y2
(

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)
)[

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)+
(

b̃2 − β̃2
)

φ′′(β̃)
]

dτ = 0 .

Para provar isto, observemos a função abaixo

ϕ(y2) =
(

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)
)[

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)+
(

b̃2 − β̃2
)

φ′′(β̃)
]
,

sendo que esta é uma função homogênea de grau zero, que só depende de y2 .

Da equação (2-36), temos

dτ = y1 dy2 − y2 dy1 ,

então, W 12 pode ser escrito como

W 12 =
∫

Sx

y1y2 ϕ(y2)
(
y1 dy2 − y2 dy1

)

=
∫

Sx

−y1(y2)2 ϕ(y2)dy1 +(y1)2 y2 ϕ(y2)dy2 .

Notamos que Sx é uma curva simples fechada derivável, y1(y2)2 ϕ(y2) e (y1)2 y2 ϕ(y2) são

funções diferenciáveis, assim, podemos aplicar o teorema de Green, isto é

W 12 =
∫∫

D

(
4y1y2 ϕ(y2)+ y1(y2)ϕ(y2)

)
dA ,

onde, D é a região do plano delimitado por Sx M .

Agora, a função f (y1,y2) = 4y1y2 ϕ(y2) + y1(y2)ϕ(y2) é impar em y1 para todo

(y1,y2) ∈ D , e o domínio de integração é simétrico no eixo y2 , então

W 12 =
∫∫

D
f (y1,y2)dA = 0 .

Portanto, na equação (3-39) percebemos que

uh′′W 22 = 0, ∀u .

Vamos provar que W 22 é diferente de zero. Usando a equação (3-38) e a det(a
i j
) = 1 em relação à

métrica euclidiana, temos

W 22 =
∫

Sx

(y2)2
λ

2
det(g

i j
)

φn+2(s)
dτ, φ(s)> 0 ,
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como y2 não é zero, então, W 22 > 0, logo h′′ = 0, assim,

h(v) = cv+d ,

onde, c e d são constantes arbitrárias. ✷

Observação 4.2 Do teorema acima, podemos afirmar que o helicóide é uma superfície mínima

não só no espaço euclidiano, mas também no (α,β)−espaço de Minkowski, onde β̃ = b̃ỹ3. Sendo

que o resultado não será satisfatório, se não satisfaz a condição β̃ = b̃ỹ3.

Teorema 4.3 Seja (V 3, F̃) um (α,β)−espaço de Minkowski e F̃ = α̃ + k
β2

α̃ , ‖β̃‖ = b̃ uma

(α̃, β̃)−métrica, que satisfaça β̃ = b̃1ỹ1 + b̃2ỹ2 + b̃3ỹ3, (nem todos, b̃1 e b̃2 , serão nulos). Então,

a hipersuperfície mínima conóide em (V 3, F̃) será um plano.

Para comprovar isto, observe que pela equação (4-3) a 1-forma β̃ pode ser expressa da seguinte

maneira

β̃ = b̃1ỹ1 + b̃2ỹ2 + b̃3ỹ3

= b̃1

(
y1 cosv−uy2 sinv

)
+ b̃2

(
y1 sinv+uy2 cosv

)
+ b̃3 y2 h′

=
(
b̃1 cosv+ b̃2 sinv

)
y1 +u

(
b̃2 cosv− b̃1 sinv

)
y2 + b̃3y2 h′

= B1y1 +(uB2 + b̃3h′)y2 ,

onde, nem todos, b̃1, b̃2, b̃3 , são nulos, e

B1 := b̃1 cosv+ b̃2 sinv ,

B2 := b̃2 cosv− b̃1 sinv .

Para simplificar os cálculos, consideraremos somente a (α̃, β̃)−métrica quadrática

F̃ = α̃+ k
β̃2

α̃
. (4-6)

Como F̃ = α̃φ(s) e s =
(

β̃
α̃

)
, então,

φ(s) = 1+ k
β̃2

α̃2
(4-7)

Assim, temos:

φ(s) = 1+ k s2 , φ′(s) = 2k s , φ′′(s) = 2k .

A partir das condições anteriores, (3-39) pode ser vista como uma equação em relação a u .
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Comprovaremos isso na sequência

2 f α
12
ηαW 12 + f α

22
ηαW 22 = 0 ,

2h′√
u2 +(h′)2

W 12 − uh′′√
u2 +(h′)2

W 22 = 0

2h′W 12 −uh′′W 22 = 0 (4-8)

e a equação (4-4) pode ser expressa como

W i j =
∫

Sx

y iy j
(

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)
)[

φ(β̃)− β̃φ′(β̃)+
(

b̃2 − β̃2
)

φ′′(β̃)
]

dτ

=
∫

Sx

y iy j
(

1+ kβ̃2 −2k β̃2
)(

1+ kβ̃2 −2k β̃2 +2k b̃2 −2k β̃2
)

dτ

=
∫

Sx

y iy j
(

1− k β̃2
)(

1−3k β̃2 +2k b̃2
)

dτ ,

para calcular W 12 e W 22, temos que observar que dτ e β̃2 são dados por

dτ = y1 dy2 − y2 dy1

= cosθ
cosθ√

u2 +(h′)2
dθ− sinθ√

u2 +(h′)2
(−sinθ)dθ

=
1√

u2 +(h′)2
dθ ,

e

β̃2 = B2
1
(y1)2 +(2uB

1
B

2
+2B

1
b̃3 h′ )y1y2 +(u2 B2

2
+2uB

2
b̃3 h′+ b̃2

3
(h′)2 )(y2)2

= B2
1

cos2 θ+(2uB
1
B

2
+2B

1
b̃3 h′ ) cosθ

sinθ√
u2 +(h′)2

+(u2 B2
2
+2uB

2
b̃3 h′+ b̃2

3
(h′)2 )

sin2 θ

u2 +(h′)2
,

assim,

C
1

:= (1− k β̃2 ) =

(
1− k B2

1
cos2 θ+ k (2uB

1
B

2
+2B

1
b̃3 h′ ) cosθ

sinθ√
u2 +(h′)2

+

k (u2 B2
2
+2uB

2
b̃3 h′+ b̃2

3
(h′)2 )

sin2 θ

u2 +(h′)2

)
,

C
2

:= (1−3k β̃2 +2k b̃2 ) =

(
1+2kb̃2 −3k B2

1
cos2 θ−3k (2uB

1
B

2
+2B

1
b̃3 h′ ) cosθ

sinθ√
u2 +(h′)2

−3k (u2 B2
2
+2uB

2
b̃3 h′+ b̃2

3
(h′)2 )

sin2 θ

u2 +(h′)2

)
.
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Logo,

W 12 =
∫ 2π

0
C

1
C

2
cosθ

sinθ√
u2 +(h′)2

dθ√
u2 +(h′)2

,

W 22 =
∫ 2π

0
C

1
C

2

sin2 θ

u2 +(h′)2

dθ√
u2 +(h′)2

.

Resolvendo as integrais, obtemos

W 12 =
k B

1
π

2(u2 +(h′)2)
5
2

(
(3k B2

1
+3k B2

2
−2k b̃2 −4)B

2
u3 +(3 b̃3 B2

1
+9 b̃3 B2

2
−2 b̃2 B

2
)k h′ u2+

−4b̃3 h′ u2 +(3k B2
1

B
2
+9k b̃2

3 B
2
−2k b̃2 B

2
−4B

2
)(h′)2 u+3k b̃3 B2

1
(h′)3+

(3k b̃3
3 −2k b̃3 b̃2 −4b̃3 )(h

′)3
)
.

E

W 22 =
π

8(u2 +(h′)2)
7
2

(
(3k2 B4

1
−12k2 b̃2 B2

2
+18k2 B2

1
B2

2
−4k2b̃2 B2

1
+15k2 B4

2
−24k B2

2
)u4

(−8k B2
1
+16k b̃2 +8)u4 +(60k2 b̃3 B2

2
+36k2 b̃3 B2

1
−24k2 b̃3 b̃2 −48k b̃3 )B2

h′ u3+

(18b̃2
3 B2

1
−12b̃2

3 b̃2 −8b̃2 B2
1
+6B4

1
+18B2

1
B2

2
−12b̃2 B2

2
+90b̃2

3 B2
2
)k2 (h′)2 u2+

(32k b̃2 −16k B2
1
−24k B2

2
+16)(h′)2 u2 +(60b̃2

3 −24 b̃2 +36B2
1
)k2 b̃3 B

2
(h′)3 u+

(−48k b̃3 B
2
)(h′)3 u+(−12 b̃2

3 b̃2 +18 b̃2
3 B2

1
−4 b̃2 B2

1
+3B4

1
+15 b̃4

3 )k2 (h′)4+

(16k b̃2 +24k b̃2
3 −8k B2

1
)(h′)4

)
.

Do resultado anterior, (4-8) pode ser visto como uma equação em relação a u , isto é

C5(v)u5 +C4(v)u4 +C3(v)u3 +C2(v)u2 +C1(v)u1 +C0(v) = 0, (4-9)

onde

C5(v) =
(
3k2 B2

1
+3k2 B2

2
−2 k2 b̃2 −4k

)
B

1
B

2
h′+

(
1

2
b̃2 − 9

4
B2

2
− 3

8
B2

1

)
k2 B2

1
h′′

+

(
3

2
k2b̃2 B2

2
− 15

8
k2 B4

2
+3k B2

2
−2k b̃2 −1

)
h′′ ,

C4(v) = (3k2 B2
1
+9k2 B2

2
−2k2 b̃2 −4) b̃3 B

1
(h′)2 +

(
3k2b̃2 − 15

2
k2 B2

2

)
b̃3 B

2
h′′ h′+

(
−9

2
k2 B2

1
+6k

)
b̃3 B

2
h′′ h′ ,
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C3(v) = (6k2 B2
1
+3k2 B2

2
−4k2 b̃2 +9k2 b̃2

3 −8k)B
1
B

2
(h′)3 +(3k b̃2

3 −2)h′′ (h′)2

(
k2 b̃2 − 9

4
k2 b̃2

3 −
3

4
k2 B2

1
− 9

4
k2 B2

2
+2k

)
B2

1
h′′ (h′)2 −4k b̃2 h′′ (h′)2

(
3

2
k2 b̃2b̃2

3 +3k B2
2
+

3

2
k2 b̃2 B2

2
− 45

4
k2 b̃2

3 B2
2

)
h′′ (h′)2 ,

C2(v) = (6k2 +9k2 B2
2
−4k2 b̃2 +3k2 b̃2

3 −8k ) b̃3 B
1
(h′)3 +6k b̃3 B

2
h′′ (h′)3+

(
3k2 b̃2 − 9

2
k2 B2

1
− 15

2
k2

)
b̃3 B

2
h′′ (h′)3 ,

C1(v) = (3k2 B2
1
−2k2 b̃2 +9k2 b̃2

3 −4k )B
1
B

2
(h′)5 +(3k b̃2

3 −2k b̃2 −1)h′′ (h′)4+
(

1

2
k2 b̃2 B2

1
− 9

4
k2 b̃2

3 B2
1
+

3

2
k2 b̃2

3 b̃2 − 3

8
k2 B4

1
− 15

8
k2 b̃4

3 + k B2
1

)
h′′ (h′)4 ,

C0(v) = (3k2 B2
1
−2k2 b̃2 +3k2 b̃2

3 −4k ) b̃3 B
1
(h′)6 ,

sendo a equação (4-9) válida para qualquer u . Então, determinaremos quais condições são

necessárias para

Ci(v) = 0 (i = 0, ...,5), ∀v .

Temos b̃1 6= 0 ou b̃2 6= 0, então, B1 6= 0 e B2 6= 0. Logo, a solução buscada acontece quando

h′(v) = 0, isto implica que h(v) é uma constante.

Neste caso dizemos que a hipersuperfície mínima do conóide é um plano em relação a

(α̃, β̃) métrica quadrática, quando a 1-forma β̃ não está apenas na direção do eixo x̃3.

4.2 Curvatura de Gauss do conóide em 3-espaço de

Randers-Minkowski

Sabemos que, a curvatura de Gauss de uma superfície mínima não é positiva no espaço

euclidiano. Então, queremos saber se esta propriedade também é valida no espaço tridimensional

de Minkowski-Randers, em torno do eixo ỹ3 na direção β̃·, ou seja, β̃· = b̃ ỹ3.

Agora, consideremos o conóide f (u,v) = (ucosv , usinv , h(v)), onde, u > 0 e v ∈ S1 .

Se e1 = d f
(

∂
∂u

)
, e2 = d f

(
∂
∂v

)
, então, y = ξe1 +ηe2 . Dadas as coordenadas (u , v , ξ , η) sobre o

fibrado tangente, usamos a convenção de que 1 ≤ i, j ≤ 2 e 1 ≤ α,β ≤ 3 e ζ1 := u, ζ2 := v y1 :=

ξ, y2 := η, no espaço tridimensional.

Observe que a 1-forma induzida β = f ∗β̃ sobre a superfície no espaço de Raders-

Minkowski é fechada. Sua verificação é imediata da definição 1.29 para 1-formas fechadas com

uma (α,β)-métrica F = α+β de tipo Randers e α uma métrica euclidiana.
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Assim, o tensor curvatura de Ricci (veja [16]), com F = f ∗F̃ , é dado por

Ric = Ric+
1

4F 2

(
3r2

00
−2F r

00|0

)
, (4-10)

onde, Ric é o tensor curvatura de Ricci da métrica Riemanniana α = f ∗α̃ , r
00
= b

i | j y iy j, com

b
i | j , os coeficientes da derivada covariante de β em relação a α.

Logo, a curvatura de Gauss da superfície é dada por

K(x,y) =
Ric(y)

F 2

= K +
1

4F 4

(
3r2

00
−2F r

00|0

)
, (4-11)

onde, x = f (u,v) e K é a curvatura de Gauss em α.

Teorema 4.4 Seja (V 3, F̃) um espaço de Randers-Minkowski com (β̃ = b̃ ỹ3) , a curvatura do

conóide f (u,v) = (ucosv, usinv, h(v)), no ponto x = f (u,v) e na direção de y = ξe1 +ηe2, é

dada por

K(x,y) =−Γ0 +
1

4F 2
(12 b̃2 Γ1 ξ2η2 −4 b̃F Γ2 ξ2η2 +12 b̃F Γ3 ξ1η2+

−12 b̃2 Γ4 ξ1η3 + b̃F Γ5η3 +3 b̃2 Γ6η4)

onde

Γ0 =
(h′)2

(u2 +(h′)2)2
, Γ3 =

uh′′

(u2 +(h′)2)2
((h′)2 −u2) ,

Γ1 =
u2 (h′)2

(u2 +(h′)2)2
, Γ4 =

u3 h′ h′′

(u2 +(h′)2)2
,

Γ2 =
3u3 h′+(h′)3

(u2 +(h′)2)2
, Γ6 =

u4 (h′′)2

(u2 +(h′)2)2
,

Γ5 =
u2

u2 +(h′)2
(h′′′−2h′)− 4u2 h′ (h′′)2

(u2 +(h′)2)2
,

Demonstração. Considere, f γ
i
= ∂ f γ

∂ζ i e f γ
i j
= ∂2 f γ

∂ζ i∂ζ j , obtemos o seguinte,

( f γ
i
)

3×2
=




cosv −usinv

sinv ucosv

0 h′(v)


 ;

( f γ
11
)

1×3
=
(

0 0 0

)
;

( f γ
12
)

1×3
=
(

−sinv cosv 0

)
= ( f γ

21
)

1×3
;

( f γ
22
)

1×3
=
(

−ucosv −usinv h′′
)

;

(ηγ)
1×3

=
f γ

1
× f γ

2

| f γ1 × f
γ

2 | =
( −h′ sinv√

u2 +(h′)2

h′ cosv√
u2 +(h′)2

− u√
u2 +(h′)2

)
.
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A curvatura de Gauss é calculada no espaço euclidiano da seguinte forma:

K =
LN −M2

EG−F2

onde

L = f γ
11
ηγ, M = f γ

12
ηγ, N = f γ

22
ηγ,

E = f γ
1

f γ
1
, F = f γ

1
f γ

2
, G = f γ

2
f γ

2
.

Por um cálculo direto, obtemos que

K =− (h′)2

(u2 +(h′)2)
2
. (4-12)

Para encontrar os coeficientes bi| j da 1-forma induzida β, primeiro obtemos os coeficientes da

métrica euclidiana induzida

α = f ∗α̃ =
√

ai j y iy j, a
i j
= ãγσ f γ

i
f σ

j
.

Sendo que, ãγσ = δγσ por α̃ ser uma métrica euclidiana,

(a
i j
) =

(
δ
γσ f γ

1
f σ

1
δ
γσ f γ

1
f σ

2

δ
γσ f γ

1
f σ

2
δ
γσ f γ

2
f σ

2

)
=

(
1 0

0 u2 +(h′)2

)
,

(ai j) = (a
i j
)−1 =

(
1 0

0 1
u2+(h′)2

)
.

Podemos verificar que,

Γ
k

i j = akl f γ
l

f σ
i j

δγσ . (4-13)

De fato, pela definição dos símbolos de Christoffel da métrica euclidiana, temos

Γ
k

i j =
1

2
∑
m

{
∂

∂ζ
i a

jm
+

∂

∂ζ
j a

mi
− ∂

∂ζ
m a

i j

}
amk

=
1

2
∑
m

{
∂

∂ζ
i f γ

j
f σ

m
δγσ +

∂

∂ζ
j f γ

m
f σ

i
δγσ −

∂

∂ζ
m f γ

i
f σ

j
δγσ

}
amk

=
1

2
∑
m

{
f γ

ji
f σ

m
δγσ + f γ

j
f σ

mi
δγσ + f γ

m j
f σ

i
δγσ + f γ

m
f σ

i j
δγσ − f γ

im
f σ

j
δγσ − f γ

i
f σ

jm
δγσ

}
amk

= amk f γ
m

f σ
i j

δγσ .

Da equação anterior, obtemos os seguintes resultados

Γ
1

i j =

(
0 0

0 −u

)
, (4-14)

De fato,

Γ
1

11
= a11 f γ

1
f σ

11
δγσ +a12 f γ

2
f σ

11
δγσ = 0 , Γ

1

12
= a11 f γ

1
f σ

12
δγσ +a12 f γ

2
f σ

12
δγσ = 0 ,
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Γ
1

21
= a11 f γ

1
f σ

21
δγσ +a12 f γ

2
f σ

21
δγσ = 0 , Γ

1

22
= a11 f γ

1
f σ

22
δγσ +a12 f γ

2
f σ

22
δγσ =−u .

Agora,

Γ
2

i j
=


 0 u

u2+(h′)2

u

u2+(h′)2
h′h′′

u2+(h′)2


 , (4-15)

De fato

Γ
2

11
= a21 f γ

1
f σ

11
δγσ +a22 f σ

2
f σ

11
δγσ = 0 , Γ

2

12
= a21 f γ

1
f σ

12
δγσ +a22 f γ

2
f σ

12
δγσ =

u

u2 +(h′)2
,

Γ
2

21
= a21 f γ

1
f σ

21
δγσ +a22 f γ

2
f σ

21
δγσ =

u

u2 +(h′)2
, Γ

2

22
= a21 f γ

1
f σ

22
δγσ +a22 f γ

2
f σ

22
δγσ =

h′h′′

u2 +(h′)2
.

Como bi segue a direção do eixo ỹ3 , então, a 1-forma induzida β , para cada x−fixo deve

satisfazer

b
i
y i = β(y) = f ∗ β̃(ỹ) = β̃( f∗(y)) = b̃ f 3

i
y i = b̃ ỹ3 ,

assim, bi = b̃ f 3
i

, e

b1 = b̃ f 3
1
= 0 ,

b2 = b̃ f 3
2
= b̃h′(v) .

(4-16)

A derivada covariante da 1-forma β em relação à métrica α , é dada por

bi | j = b
i,ζ

i −bs Γ
s

i j = b̃




0 − uh′

u2 +(h′)2

− uh′

u2 +(h′)2

u2 h′′

u2 +(h′)2


 . (4-17)

Usaremos as equações (4-14),(4-15) e (4-16) para comprovar cada componente da matriz (bi | j),

como aparece abaixo

b1|1 =
✚
✚✚❃

0

b
1,ζ

1 −b1�
�✒

0

Γ
1

11 −b2�
�✒

0

Γ
2

11 = 0 ,

b1|2 =
✚
✚✚❃

0

b
1,ζ

2 −b1�
�✒

0

Γ
1

12 −b2 Γ
2

12 =− b̃uh′

u2 +(h′)2
,

b2|1 =
✚
✚✚❃

0

b
2,ζ

1 −b1�
�✒

0

Γ
1

21 −b2 Γ
2

21 =− b̃uh′

u2 +(h′)2
,

b2|2 = b
2,ζ

2 −✁✁✕
0

b1 Γ
1

22 −b2 Γ
2

22 = h′′− (h′)2 h′′

u2 +(h′)2
=

b̃u2 h′′

u2 +(h′)2
.

Observe que bi | j é simétrico em relação as índices i, j . A derivada covariante em relação à métrica

α , é dada por:

bi| j|k = bi| j, ζk −bi|s Γ
s

jk −bs| j Γ
s

ik , (4-18)
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assim, usando a equação (4-17) e a simetria de bi | j , obtemos

b1|1|1 =✟✟✟✟✯
0

b1|1, ζ1 −2b1|1�
�✒

0

Γ
1

11 −2b1|2�
�✒

0

Γ
2

11 = 0 ,

b1|1|2 =✟✟✟✟✯
0

b1|1, ζ2 −2b1|1�
�✒

0

Γ
1

12 −2b1|2 Γ
2

12 =
2 b̃u2 h′

(u2 +(h′)2)2
,

b2|2|1 = b2|2, ζ1 −2b2|1�
�✒

0

Γ
1

21 −2b2|2 Γ
2

21

=
2 b̃u(h′)2 h′′

(u2 +(h′)2)2
− 2 b̃u3 h′′

(u2 +(h′)2)2
=

2 b̃uh′′

(u2 +(h′)2)2
((h′)2 −u2) ,

b2|2|2 = b2|2, ζ2 −2b2|1 Γ
1

22 −2b2|2 Γ
2

22

=
b̃u2 h′′′ (u2 +(h′)2)−2u2 h′ (h′′)2

(u2 +(h′)2)2
− 2 b̃u2 h′

u2 +(h′)2
− 2 b̃u2 h′ (h′′)2

(u2 +(h′)2)2

=−4 b̃u2 h′ (h′′)2

(u2 +(h′)2)2
+

b̃u2

u2 +(h′)2
(h′′′−2h′) .

Como bi | j = b j| i então, sua derivada covariante em relação à métrica α coincide, isto é

b1|2|1 = b2|1|1 = b2|1, ζ1 −b2|1�
�✒

0

Γ
1

11 −b2|2�
�✒

0

Γ
2

11 −��✒
0

b1|1 Γ
1

21 −b2|1 Γ
2

21

=
b̃u2 h′− b̃(h′)3

(u2 +(h′)2)2
+

b̃u2 h′

(u2 +(h′)2)2
=

2 b̃u2 h′+ b̃(h′)3

(u2 +(h′)2)2
,

b1|2|2 = b2|1|2 = b2|1, ζ2 −b2|1�
�✒

0

Γ
1

12 −b2|2 Γ
2

12 −��✒
0

b1|1 Γ
1

22 −b2|1 Γ
2

22

=
b̃u(h′)2 h′′− b̃u3 h′′

(u2 +(h′)2)2
− b̃u3 h′′

(u2 +(h′)2)2
+

b̃u(h′)2 h′′

(u2 +(h′)2)2

=
2 b̃uh′′

(u2 +(h′)2)2
((h′)2 −u2) .

Portanto,

r
00
= bi| j y iy j =− 2 b̃uh′

u2 +(h′)2
y1y2 +

b̃u2 h′′

u2 +(h′)2
(y2)2 ,

r2
00
=

4 b̃2 u2 (h′)2

(u2 +(h′)2)2
(y1)2(y2)2 − 4 b̃2 u3 h′ h′′

(u2 +(h′)2)2
y1(y2)3 +

b̃2 u4 (h′′)2

(u2 +(h′)2)2
(y2)4 . (4-19)

Como b1|1|1 = 0, temos

r
00|0 = bi| j|k y iy jyk = (b1|1|2+b1|2|1+b2|1|1)(y

1)2y2+(b1|2|2+b2|1|2+b2|2|1)y1(y2)2+b2|2|2 (y
2)3
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r
00|0 =

6 b̃u2 h′+2 b̃(h′)3

(u2 +(h′)2)2
(y1)2y2 +

6 b̃uh′′

(u2 +(h′)2)2
((h′)2 −u2)y1(y2)2+

(
b̃u2

u2 +(h′)2
(h′′′−2h′)− 4 b̃u2 h′ (h′′)2

(u2 +(h′)2)2

)
(y2)3 . (4-20)

Das equações (4-12), (4-19) e (4-20) a curvatura de Gauss, pode ser expressa como

K(x,y) =− (h′)2

(u2 +(h′)2)2
+

1

4F 2

(
12 b̃2 u2 (h′)2

(u2 +(h′)2)2
(y1)2(y2)2 − 12 b̃2 u3 h′ h′′

(u2 +(h′)2)2
y1(y2)3+

3 b̃2 u4 (h′′)2

(u2 +(h′)2)2
(y2)4 − 12F b̃u2 h′+4 b̃F (h′)3

(u2 +(h′)2)2
(y1)2y2 +

12 b̃F uh′′

(u2 +(h′)2)2
((h′)2 −u2)y1(y2)2+

(
b̃F u2

u2 +(h′)2
(h′′′−2h′)− 4 b̃F u2 h′ (h′′)2

(u2 +(h′)2)2

)
(y2)3

)
,

K(x,y) =−Γ0 +
1

4F 4
(12 b̃2 Γ1 (y1)2(y2)2 −4 b̃F Γ2 (y1)2y2 +12 b̃F Γ3 y1(y2)2+

−12 b̃2 Γ4 y1(y2)3 + b̃F Γ5 (y2)33 b̃2 Γ6 y4) .

✷

Foi concluído que um helicóide é mínimo, se, e somente se, é um conóide em relação

a uma (α,β)−métrica (quando β̃ = b̃y3). Se consideramos h(v) = cv + d (c, d constante) um

helicoide, então a curvatura de Gauss em cada ponto x é dada por

K(x,y) =−Π0 +
1

F 4

(
3 b̃2 Π1 ξ2η2 − b̃F Π2η(7u2 ξ2 +3c2η2)

)
, (4-21)

onde,

Π0 =
c2

(u2 + c2)2
, Π1 =

c2 u2

(u2 + c2)2
, Π2 =

c

(u2 + c2)2
.

Agora, considerando o ponto x = f (u,v) , se escolhemos vetores em Tx M, a curvatura pode ser

negativa, nula ou positiva.

Tomando a direção η = 0 obtemos K(x,y) < 0, (veja (4-21)), para qualquer c 6= 0,

porém se tomar a direção ξ = 0, a curvatura pode ser positiva.

Note-se que F é uma métrica de Randers, logo,

F = α+β =
√

a
i j

y iy j +bi y i =
(√

u2 + c2 |η|+ c b̃η
)
.

Assim, a equação (4-21) é expressa da seguinte maneira

K(x,y) =− 1

(u2 + c2)2


c2 +

3c3 b̃
(√

u2 + c2 |η|+ c b̃η
)3

η3


 .
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Agora, considerando c > 0 e η< 0, então,

K(x,y) =− 1

(u2 + c2)
2


c2 +

3 b̃ c3

(
c b̃−

√
u2 + c2

)3


 ,

onde, c2 + 3c3 b̃
(

c b̃−
√

u2+c2
)3 < 0, logo K(x,y)> 0.

Considerando c < 0 e η> 0, obtemos:

K(x,y) =− 1

(u2 + c2)
2


c2 +

3c3 b̃
(

c b̃+
√

u2 + c2
)3


 ,

como c2 + 2c3 b̃
(

c b̃+
√

u2+c2
)3 < 0, temos K(x,y)> 0.

Deste modo, verificamos que a curvatura de Gauss pode ser positiva em alguns pontos.

4.3 Superfícies de Rotação

Considerando as superfícies f (u,v) = (ucosv, usinv, h(u)) (veja fig 4.2), definidas pela

rotação de uma curva plana C em torno do eixo x̃3 .

h(u)=5u-6 h(u)=u(u+1)+1 2

1
( )h u      u

u u
 



Figura 4.2: Superfícies de Rotação

Estudamos estas superfícies de rotação em um espaço tridimensional (α̃, β̃) de Min-

kowski, sendo F̃ uma (α̃, β̃)-métrica quadrática,

F̃ = α̃φ(s) = α̃(1+ k s2) = α̃+ k
β̃2

α̃
,

então, a imersão isométrica f : M → M̃ é uma superfície mínima, (veja 3-39) se, satisfaz a seguinte

equação

f σ
i j
ησ

∫
Sx

y iy j
(
1− k β2

)n−1 (
1+2k b̃−3k β2

)
dτ = 0 . (4-22)

Sendo f (u,v) = (ucosv,usinv,h(u)) uma superfície de rotação paralela ao eixo x̃3 ,

necessitamos determinar a função h que gera as imersões mínimas.
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Por se tratar de um espaço de Minkowski, α̃ é uma métrica euclidiana e os coeficientes

de β̃ são constantes, então, F̃ = α̃φ
(

β̃
α̃

)
, pode ser representado como a seguir:

α̃ =
√

(ỹ1)2 +(ỹ2)2 +(ỹ3)2 , β̃ = b̃ ỹ3 ,

logo,

(
f σ

i

)
2x3

=

(
cosv sinv h′

−usinv ucosv 0

)
,

(
ỹ1 ỹ2 ỹ3

)
=
(

y1 y2
)( cosv sinv h′

−usinv ucosv 0

)

=
(

y1 cosv−uy2 sinv y1 sinv+uy2 cosv y1 h′
)
.

Para θ ∈ [0,2π] , assumamos que,

y1 =
1√

1+(h′)2
cosθ , y2 =

1

u
sinθ , (4-23)

assim,

α̃ =
√
(ỹ1)2 +(ỹ2)2 +(ỹ3)2

=
√
(y1 cosv−uy2 sinv)2 +(y1 sinv+uy2 cosv)2 +(h′)2 (y1)2

=
√
(1+(h′)2)(y1)2 +u2(y2)2 = 1 .

Neste caso, a equação (4-4) pode ser expressa como

W i j =
∫

Sx

y iy j(1− k β2)(1+2k b̃2 −3k β2)dτ,

r =
k b̃2 (h′)2

1+(h′)2
,

quando assumimos i , j = 1,2, calculamos W i j .

Como,

d τ = y1 dy2 − y2dy1

=
1√

1+(h′)2
cosθ

(
1

u
sinθ

)
dθ− 1

u
sinθ

(
− 1√

1+(h′)2
sinθ

)
dθ

=
1

u

1√
1+(h′)2

dθ ,

e a 1-forma induzida β = f ∗β̃, é dada por

β = b̃ f 3
i

y i = b̃h′ y1 , β2 = b̃2 (h′)2 (y1)2 .
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Então

W 11 =
∫

Sx

(y1)2(1− k b̃2 (h′)2(y1)2)(1+2k b̃2 −3k b̃2 (h′)2(y1)2)dτ

=
∫ 2π

0
(1− r cos2 θ)(1+2k b̃2 −3r cos2 θ)

cos2 θ

1+(h′)2

1

u

1√
1+(h′)2

dθ

=
1

u

(
1

1+(h′)2

) 3
2
[

1+2k b̃2 − 3

2
(2+ k b̃2)r+

15

8
r2

]
π.

W 12 =W 21 = 0,

W 22 =
∫ 2π

0
(1− r cos2 θ)(1+2k b̃2 −3r cos2 θ)

sin2 θ

u2

1

u

1√
1+(h′)2

dθ

=

(
1

u3

)
1√

1+(h′)2

[
1+2k b̃2 − 1

2
(2+ k b̃2)r+

3

8
r2

]
π.

Note que o vetor normal à superfície é:

η =

( −uh′ cosv√
((h′)2 +1)u2

,
−uh′ sinv√
((h′)2 +1)u2

,
u√

((h′)2 +1)u2
,

)

e

(
f γ

11

)
=
(
0 , 0 , h′′

)
,

(
f γ

22

)
= (−u cosv ,−u sinv , 0) .

Então, a equação (4-22) é equivalente a:

3

∑
γ=1

( f γ
11
ηγW 11 + f γ

22
ηγW 22) = 0 ,

isto é,

h′′W 11 +uh′W 22 = 0 ,

portanto,

h′′

1+(h′)2

[
1+2kb̃2 − 3

2
(2+ k b̃2)r+

15

8
r2

]

+
h′

u

[
1+2k b̃2 − 1

2
(2+ k b̃2)r+

3

8
r2

]
= 0.

Teorema 4.5 Seja (M̃, F̃) um (α̃, β̃) -espaço de Minkowski, onde, F̃ = α̃+ k
β̃2

α̃ é uma métrica

quadrática. Uma superfície de rotação f (u,v) = (u cosv , u sinv , h(u)) , é uma superfície mínima

se, e somente se, h satisfaz a seguinte equação diferencial ordinária,
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uh′′
[(

3

8
k2 b̃4 − k b̃2 +1

)
(h′)4 +

(
−3

2
k2 b̃4 + k b̃2 +2

)
(h′)2 +1+2k b̃2

]

+h′(1+(h′)2)

[(
−1

8
k2 b̃4 + k b̃2 +1

)
(h′)4 (4-24)

+

(
−1

2
k2 b̃4 +3k b̃2 +2

)
(h′)2 +1+2k b̃2

]
= 0.

Se w = (h′)2, então (4-24) é equivalente a

∫
aw2 +bw+ c

w(1+w)(mw2 +nw+ c)
dw =− lnu2 (4-25)

onde,

a =
3

8
k2 b̃4 − k b̃2 +1 , b =−3

2
k2 b̃4 + k b̃2 +2 , c = 1+2k b̃2 ,

m =−1

8
k2 b̃4 + k b̃2 +1 , n =−1

2
k2 b̃4 +3k b̃2 +2 .

Se consideramos −1
2
< k b̃2 < 1, obtemos:

15
32

< m <
15

8
, 3

8
< n < 9

2
, 0 < c < 3 ,

e da seguinte igualdade

aw2 +bw+ c

w(1+w)(mw2 +nw+ c)
=

1

w
− 5

1+w
+

4mw+2n

mw2 +nw+ c
,

a equação (4-25), tem solução equivalente a:

lnw−5 ln(1+w)+2 ln(mw2 +nw+ c)+ ln

(
1

C2

)
= ln

(
1

u2

)
,

ou
w(mw2 +nw+ c)2

(1+w)5
=

C2

u2
.

Definindo

φ(w) =
(1+w)5

(mw2 +nw+ c)2
, (4-26)

temos,

u =C

√
φ(w)

w
, du =

C

2

√
w

φ(w)

(
φ′(w)w−φ(w)

w2

)
dw ,

dh

du
=
√

w ,

logo,

h(w) =
∫

dh =
∫ √

wdu =C

∫
w2 φ′(w)−wφ(w)

w2
√

φ(w)
dw

= 2C
√

φ(w)−C

∫
(1+w)

5
2

w(mw2 +nw+ c)
dw . (4-27)
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este resultado comprova que a solução de (4-24) é (4-27).

Com estas considerações obtemos o seguinte

Teorema 4.6 Seja (M̃, F̃) um (α̃, β̃)-espaço de Minkowski, onde, F̃ = α̃+ k
β̃2

α̃
é uma métrica

quadrática e ‖β̃x‖∗α = b̃ , que satisfaz k b̃2 ∈
(
−1

2
,1
)

. Então, existe uma superfície mínima de

revolução f em (M̃, F̃) , que pode ser expressa como

f =

(
C

√
φ(w)

w
cosv ,C

√
φ(w)

w
sinv , h(w)

)
,

onde, φ(w) e h(w) são definidas como em (4-26) e (4-27), respectivamente.

Exemplo 4.7 Considerando k b̃2 = 1
2

temos uma superfície mínima de rotação, (fig 4.3)

Figura 4.3: Superfícies mínimas de rotação

Seja t =
√

1+w, então t 2 −1 = w e 2 t dt = dw, assim,

∫
(1+w)

5
2

w(mw2 +nw+ c)
dw =

1

m

∫
t6

(t2 −1)
(
t4 + n−2m

m
t2 + m−n+c

m

) dt

=
32

47
t +

1

4
ln

(
t −1

t +1

)
− 17

√
141+97

188

√
94(

√
141+7)

q(t)

+
(859

√
47+517

√
3)
√

2(
√

141−7)

1625824
p(t)+C1 ,

sendo, C1 uma constante,

p(t) = ln



√

3−
√

2(
√

141−7)t +
√

47t2

√
3+
√

2(
√

141−7)t +
√

47t2


 ,

q(t) = arctan




√
2(
√

141+7)t
√

3−
√

47


 .
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Então, a superfície gerada pela rotação de uma curva plana na direção do eixo x3, será uma

superfície mínima em um (α̃, β̃)−espaço de Minkowski (M̃, F̃) se:





x̃1 =C
t5

√
t2 −1

[
47
32
(t2 −1)2 + 27

8
(t2 −1)+2

]

x̃3 =C
2t5

47
32
(t2 −1)2 + 27

8
(t2 −1)+2

−C

[
32

47
t + 1

4
ln

(
t −1

t +1

)

+
(858

√
47+517

√
3)
√

2(
√

141−7)

1625824
p(t)− 17

√
141+97

188

√
94(

√
141+7)

q(t)


+C′

onde, t > 1 é um parâmetro e C,C′ são constantes.
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