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Resumo

Nunes, Iago Victor Pires de Souza. Métodos Quasi-Newton Proximais para
Problemas de Otimização Composta. Goiânia, 2026. 52p. Dissertação de
Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, analisamos o método proximal quasi-Newton e sua versão acelerada para
resolver problemas de otimização composta. O estudo da versão não acelerada é baseado
na referência [17], enquanto da versão acelerada é baseado no artigo [3]. É mostrado que
o método clássico obtém uma taxa de convergência de O(1/k ), isto é, para uma dada
precisão ε > 0, o método gera uma iteração xk tal que F (xk )−F (x∗) < ε em no máximo
O(1/ε) iterações, onde x∗ é um minimizador global do problema mencionado acima. Para
a versão acelerada obtemos uma taxa de convergência melhor de O(1/k2).
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Otimização Composta, Métodos Proximais, Métodos Quasi-Newton, Análise de
Convergência, Otimização Convexa



Abstract

Nunes, Iago Victor Pires de Souza. <Proximal Quasi-Newton Methods for
Composite Optimization Problems>. Goiânia, 2026. 52p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work, we analyze the proximal quasi-Newton method and its accelerated version to
solve composite optimization problems. The study of the non-accelerated version is based
on the reference [17], while the accelerated version is based on [3]. It is shown that the
classical method obtains a convergence rate ofO(1/k ), i.e., for a given precision ε> 0, the
method generates an iteration xk such that F (xk )−F (x∗) < ε in at most O(1/ε) iterations,
where x∗ is a global minimizer of the problem mentioned above. For the accelerated
version we obtain a better convergence rate of O(1/k2).

Keywords

Composite Optimization, Quasi-Newton Methods, Convergence Analysis, Con-
vex Optimization
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CAPÍTULO 1
Introdução

Considere o problema de otimização convexa composto

min
x∈Rn

F (x) := f (x) + g(x), (1-1)

em que g : Rn→ R∪{+∞} é uma função convexa, semicontínua inferiormente e possi-
velmente não suave, e f : Rn→ R é uma função convexa, continuamente diferenciável e
com gradiente Lipschitz contínuo com constante L, isto é, existe uma constante L > 0 tal
que

∥∇f (x)−∇f (y )∥2 ≤ L∥x− y∥2, ∀x ,y ∈ Rn.

Assumimos que o conjunto solução de (1-1), denotado por X∗, é não vazio. Esta classe de
problemas, na qual g(x) atua frequentemente como uma função regularizadora, possui
ampla aplicação em áreas como aprendizado de máquina, processamento de sinais e
estatística. Tal formulação é central e, quando g(x) = λ∥x∥1, engloba modelos clássicos
como a regressão logística esparsa [18, 22], a seleção esparsa de covariância inversa
[4, 13, 16] e o Lasso irrestrito [21].

Um dos métodos fundamentais para solucionar o problema em (1-1) é o Algo-
ritmo do Gradiente Proximal (AGP). Sendo uma variante dos métodos proximais, o AGP
destaca-se pela robustez e facilidade de implementação, atingindo uma taxa de convergên-
cia global, em termos dos valores funcionais, de O(1/k ) como pode ser visto em [1, 11].
Isso representa um avanço em relação aos métodos clássicos de subgradiente para funções
não suaves, cuja taxa é tipicamente deO(1/

√
k ) [10]. Basicamente, a taxaO(1/k ) em ter-

mos de valores funcionais significa que o algoritmo requer, no máximo, O(1/ε) iterações
para gerar uma solução ε-aproximada, isto é, um ponto xk tal que F (xk )−F (x∗) < ε com
x∗ ∈ X∗.

Visando aprimorar esse método e obter melhores taxas de convergência, foram
desenvolvidas estratégias de aceleração baseadas em passos de extrapolações. O Algo-
ritmo do Gradiente Proximal Acelerado (AGPA), proposto originalmente por Nesterov [9]
e refinado por Beck e Teboulle [1] no algoritmo conhecido como FISTA (Fast Iterative

Shrinkage-Thresholding Algorithm), consegue atingir a taxa de O(1/k2). Esta é conhe-
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cida como a taxa ótima de convergência para métodos que utilizam apenas informações
de primeira ordem [8, 10, 15].

Buscando melhorar ainda mais o desempenho dos métodos proximais gradientes,
especialmente em cenários práticos e mal condicionados, desenvolveu-se uma abordagem
alternativa que incorpora informações de curvatura (segunda ordem) no passo proximal.
Tais métodos, denominados Newton Proximal ou Quasi-Newton Proximal, ver por exem-
plo [2, 7, 13, 17, 20], generalizam a ideia do AGP por basicamente substituir o passo do
gradiente pelo passo do Newton ou quasi-Newton juntamente com um ajuste na métrica
do subproblema proximal. Enquanto o AGP pode ser interpretado como um método que
utiliza uma métrica escalar da forma Hk = (1/µk )I, os algoritmos Quasi-Newton Proximais
(AQNP) substituem essa matriz por uma aproximação Hk da Hessiana de f (x), simétrica
e definida positiva. Em geral, embora a performance prática desses métodos possa ser
superior à de suas contrapartes de primeira ordem, suas taxas de convergência global teó-
ricas permanecem, na melhor das hipóteses, as mesmas; ver por exemplo, [17] para mais
detalhes.

Neste trabalho, discutimos dois métodos proximal quasi-Newton, uma versão
padrão AQNP e uma versão acelerada AQNPA, para resolver o problema (1-1). O estudo
da versão não acelerada é baseado na referência [17], enquanto da versão acelerada é
baseado no artigo [3]. É mostrado que o AQNP obtém uma taxa de convergência da
O(1/k ), isto é, para uma dada precisão ε > 0, o método gera uma iteração xk tal que
F (xk )−F (x∗) < ε em no máximoO(1/ε) iterações, onde x∗ ∈ X∗. Para a versão acelerada
AQNPA obtemos uma taxa de convergência melhor, da O(1/k2). Vale ressaltar que a
obtenção de uma taxa melhor para a versão acelerada depende de uma condição restritiva
sobre a sequência de matrizes que aproxima a matriz Hessiana de f . Como consequência,
nós também discutimos um algoritmo acelerado com aproximação da Hessiana fixa.

Este trabalho está organizado em cinco capítulos. O Capítulo 1 é esta introdução.
O Capítulo 2 estabelece as notações, resultados preliminares e revisa brevemente os
algoritmos clássicos de base. O Capítulo 3 apresenta o método AQNP padrão, detalhando
sua estrutura e análise de convergência. O Capítulo 4 introduz o AQNPA (Acelerado),
discutindo as condições necessárias para a aceleração e propondo a variante de Hessiana
Fixa. Por fim, o Capítulo 5 apresenta as conclusões e discussões finais.



CAPÍTULO 2
Preliminares

Uma vez estabelecida a formulação do problema geral de otimização composta
em (1-1), este capítulo dedica-se a apresentar a fundamentação teórica necessária para as
análises subsequentes. Inicialmente, introduzimos as notações e os conceitos preliminares
de análise convexa essenciais para o desenvolvimento do texto. Na sequência, realizamos
uma revisão das estratégias algorítmicas clássicas, abrangendo métodos de primeira e
segunda ordem que formam a base para a construção dos algoritmos proximais abordados
neste trabalho. A exposição teórica fundamenta-se nas obras de referência [5, 14, 12],
bem como nos desenvolvimentos apresentados em [3] e [19].

2.1 Conceitos básicos e notações

Nesta seção, apresentamos as notações e os conceitos preliminares sobre análise
convexa e subgradientes essenciais para o desenvolvimento deste trabalho.

O produto interno usual em Rn é denotado por ⟨a,b⟩ := aT b, induzindo a norma
euclidiana ∥a∥ :=

√
aT a. Dada uma matriz simétrica definida positiva H ∈Rn×n, definimos

o produto interno ponderado e a norma induzida, respectivamente, como

⟨a,b⟩H := aT Hb e ∥a∥H :=
√

aT Ha.

Para matrizes simétricas A e B, a notação A⪰ B (Ordem de Löwner) indica que
a matriz diferença A−B é semidefinida positiva. Analogamente, A≻ B indica que A−B

é definida positiva. As notações A ⪯ B e A ≺ B seguem a mesma lógica, implicando que
B−A é semidefinida positiva ou definida positiva, respectivamente.

Por fim, em relação aos parâmetros escalares, adotaremos a seguinte convenção
ao longo do texto: µk denota o tamanho do passo (comum em métodos de primeira or-
dem), enquanto σk denota o parâmetro de curvatura ou convexidade forte da aproximação
quadrática. Vale ressaltar que, em geral, essas grandezas são inversamente proporcionais,
isto é, σk ∝ 1/µk .
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O domínio efetivo de F é definido por dom(F ) := {x ∈ Rn : F (x) <∞}. Já o
conjunto de nível de F associado a um ponto x ∈ dom(F ) é denotado por χF (x) := {y ∈
dom(F ) : F (y )≤ F (x)}. O conjunto χ0 denota o conjunto de nível χ0 := χF (x0) dado algum
x0 ∈ dom(F ).

Apresentamos, a seguir, resultados auxiliares fundamentais para o desenvolvi-
mento das análises de convergência nos capítulos subsequentes. As demonstrações deste
resultados podem ser encontradas nas referências [5], [14]. Algumas que são importantes
para discussão subsequente são apresentadas em detalhes.

Teorema 2.1 Sejam f : Rn → R uma função contínua e Ω ⊂ Rn um conjunto compacto

não vazio. Então, f assume um minimizador global em Ω.

Prova. Inicialmente, mostremos que o conjunto imagem f (Ω) = {f (x) | x ∈Ω} é limitado
inferiormente. Suponha, por contradição, que não seja. Então, para todo k ∈ N, existe
xk ∈ Ω tal que f (xk ) ≤ −k . Como a sequência {xk} está contida no compacto Ω,
ela admite uma subsequência convergente para um ponto x ∈ Ω. Pela continuidade de
f , a imagem dessa subsequência deve convergir para f (x). No entanto, isso gera uma
contradição, pois a suposição inicial implicaria que o limite fosse−∞, enquanto f (x) é um
número real finito. Portanto, f (Ω) é limitado inferiormente. Defina f ∗ = inf{f (x) | x ∈Ω}.
Pela definição de ínfimo, para todo k ∈ N, existe xk ∈Ω tal que

f ∗ ≤ f (xk )≤ f ∗ +
1
k

.

Fazendo k → ∞, concluímos que f (xk ) → f ∗. Utilizando novamente o argumento de
compacidade, existe uma subsequência de {xk} que converge para um ponto x∗ ∈ Ω.
Pela unicidade do limite e continuidade de f , obtemos

f (x∗) = lim f (xk ) = f ∗.

Logo, f (x∗)≤ f (x) para todo x ∈Ω, concluindo a demonstração. □

Definição 2.2 Dizemos que uma função f : Rn→ R é coerciva quando

lim
∥x∥→+∞

f (x) = +∞,

ou seja, para todo M > 0, existe r > 0 tal que f (x) > M sempre que ∥x∥> r .

Teorema 2.3 Seja f : Rn → R uma função contínua e coerciva. Então, f admite um

minimizador global.
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Prova. Fixe um ponto a ∈ Rn e defina b = f (a). Pela coercividade de f , tomando M = b,
garantimos a existência de um raio r > 0 tal que f (x) > b sempre que ∥x∥> r . Considere
o conjunto B = {x ∈ Rn | ∥x∥ ≤ r}, que é compacto (fechado e limitado). Pelo Teorema
de Weierstrass, a restrição de f ao compacto B assume um mínimo global em algum ponto
x∗ ∈ B. Logo,

f (x∗)≤ f (x), ∀x ∈ B.

Note que a ∈ B. De fato, se a /∈ B, teríamos ∥a∥ > r , o que implicaria f (a) > b,
contradizendo a definição f (a) = b. Portanto, a está no conjunto B e f (x∗) ≤ f (a) = b.
Finalmente, para qualquer x /∈ B, temos

f (x) > b = f (a)≥ f (x∗).

Concluímos que f (x∗)≤ f (x) para todo x ∈Rn, provando que x∗ é um minimizador global
de f . □

Definição 2.4 Se D⊂Rn é um conjunto convexo, diz-se que a função f : D→R é convexa

em D quando para quaisquer x ∈ D,y ∈ D e α ∈ [0,1], tem-se que

f (αx + (1−α)y )≤ αf (x) + (1−α)f (y ).

A função f é estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para
todos x ̸= y e α ∈ (0,1).

A função f é fortemente convexa com módulo γ > 0, qunado para quaisquer
x ∈ D, y ∈ D e α ∈ [0,1] tem-se

f (αx + (1−α)y )≤ αf (x) + (1−α)f (y )−γα(1−α)∥x− y∥2.

Teorema 2.5 Sejam D ⊂ Rn um conjunto convexo aberto e f : D → R uma função

diferenciável em D. Então, as seguintes propriedades são equivalentes:

(a) A função f é convexa em D.

(b) Para todo x ,y ∈ D, tem-se f (y )≥ f (x) + ⟨∇f (x),y− x⟩.
(c) Para todo x ,y ∈ D, tem-se ⟨∇f (y )−∇f (x),y − x⟩ ≥ 0 (monotonicidade do gradi-

ente).

(d) Se f é duas vezes diferenciável, a matriz Hessiana de f é semidefinida positiva em

todo ponto de D, isto é:

⟨∇2f (x)d ,d⟩ ≥ 0, ∀x ∈ D,∀d ∈ Rn.
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Prova. Demonstraremos a cadeia de implicações (a)⇒ (b)⇒ (c) e (c)⇒ (b)⇒ (a).
(a)⇒ (b): Seja f convexa. Para quaisquer x ,y ∈ D e α ∈ (0,1], definindo d = y−x , temos

f (x +αd) = f (αy + (1−α)x)

≤ αf (y ) + (1−α)f (x).

Reorganizando os termos, obtemos α(f (y )− f (x))≥ f (x +αd)− f (x). Dividindo por α> 0

e tomando o limite α→ 0+, segue que

f (y )− f (x)≥ lim
α→0+

f (x +αd)− f (x)
α

= ⟨∇f (x),d⟩ = ⟨∇f (x),y− x⟩,

o que prova (b).
(b)⇒ (c): Permutando x e y na desigualdade de (b), temos

f (x)≥ f (y ) + ⟨∇f (y ),x− y⟩.

Somando esta desigualdade com a original de (b), obtemos

f (y ) + f (x)≥ f (x) + f (y ) + ⟨∇f (x),y− x⟩+ ⟨∇f (y ),x− y⟩.

Simplificando, temos ⟨∇f (y )−∇f (x),y− x⟩ ≥ 0.
(c) ⇒ (b): Sejam x ,y ∈ D. Pelo Teorema do Valor Médio, existe τ ∈ (0,1) tal que,
definindo zτ = x +τ(y− x), temos

f (y )− f (x) = ⟨∇f (zτ),y− x⟩. (2-1)

Aplicando a hipótese (c) para os pontos zτ e x , temos ⟨∇f (zτ)−∇f (x),zτ−x⟩ ≥ 0. Como
zτ− x = τ(y− x) e τ> 0, segue que

⟨∇f (zτ)−∇f (x),y− x⟩ ≥ 0

⟨∇f (zτ),y− x⟩ ≥ ⟨∇f (x),y− x⟩.

Substituindo em (2-1), obtemos f (y )− f (x)≥ ⟨∇f (x),y− x⟩.
(b)⇒ (a): Sejam x ,y ∈ D e α ∈ [0,1]. Defina z = (1−α)x +αy . Aplicando (b) em x e z,
e depois em y e z

f (x)≥ f (z) + ⟨∇f (z),x− z⟩,

f (y )≥ f (z) + ⟨∇f (z),y− z⟩.
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Multiplicando a primeira por (1−α) e a segunda por α, e somando

(1−α)f (x) +αf (y )≥ f (z) + ⟨∇f (z), (1−α)(x− z) +α(y− z)⟩

= f (z) + ⟨∇f (z),0⟩ = f (z),

o que confirma a convexidade.
Equivalência com (d): Suponha f duas vezes diferenciável. Mostremos (b)⇒ (d). Fixe
x ∈ D e d ∈ Rn. Para α pequeno, x +αd ∈ D. Por (b)

f (x +αd)− f (x)−α⟨∇f (x),d⟩ ≥ 0.

Pela expansão de Taylor de segunda ordem

α2

2
⟨∇2f (x)d ,d⟩+ o(α2)≥ 0.

Dividindo por α2 e fazendo α→ 0, obtemos ⟨∇2f (x)d ,d⟩ ≥ 0.
A volta (d)⇒ (b) segue da expansão de Taylor com resto de Lagrange: existe ξ

no segmento entre x e y tal que

f (y ) = f (x) + ⟨∇f (x),y− x⟩+ 1
2
⟨∇2f (ξ)(y− x),y− x⟩.

Como a Hessiana é semidefinida positiva, o termo quadrático é ≥ 0, implicando (b). □

Definição 2.6 Dizemos que uma função diferenciável f : Rn→ R possui gradiente Lips-

chitz contínuo se existir uma constante L > 0 tal que

∥∇f (x)−∇f (y )∥2 ≤ L∥x− y∥2, ∀x ,y ∈ Rn.

A constante L é denominada constante de Lipschitz global do gradiente ∇f .

Conforme mencionado anteriormente, a função g(x) no problema geral pode ser
não suave, isto é, pode não possuir gradiente em todos os pontos. Para contornar essa
limitação e permitir a análise de otimalidade, introduzimos os conceitos de subgradiente
e subdiferencial.

Definição 2.7 Seja f : Rn→ R uma função convexa. Um vetor v ∈ Rn é dito um subgra-

diente de f no ponto x ∈ Rn se satisfizer a desigualdade:

f (z)≥ f (x) + ⟨v ,z− x⟩, ∀z ∈ Rn.
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Definição 2.8 O conjunto de todos os subgradientes de f em x é denominado subdiferen-

cial de f em x e é denotado por ∂f (x). Ou seja:

∂f (x) := {v ∈ Rn : f (z)≥ f (x) + ⟨v ,z− x⟩,∀z ∈ Rn}.

Vale notar que a desigualdade que define o subgradiente é uma generalização
direta da propriedade de caracterização de primeira ordem de funções convexas diferen-
ciáveis (Item (b) do Teorema 2.5), substituindo o gradiente ∇f (x) pelo vetor v ∈ ∂f (x).

2.2 Operador Proximal

Nesta seção, será apresentado o operador proximal e descrita brevemente sua
funcionalidade dentro do contexto de otimização.

O Algoritmo do Ponto Proximal é um método iterativo fundamental para mini-
mizar funções convexas (mesmo que não diferenciáveis). A partir de um ponto inicial
x0 ∈ Rn, o método gera recursivamente uma sequência {xk} que converge para um mini-
mizador do problema.

Definição 2.9 Seja f : Rn→R∪{+∞} uma função convexa semicontínua inferiormente.

O operador proximal de f em um ponto v , com parâmetro µ> 0, é definido como:

proxµ(v ) := arg min
u∈Rn

{
f (u) +

1
2µ
∥u− v∥2

2

}
. (2-2)

Esse operador é a base para todos os métodos proximais. No contexto do
algoritmo, a atualização é dada por

xk+1 = proxµk
(xk ). (2-3)

O Teorema 2.10 a seguir assegura a boa definição da sequência gerada por (2-2).

Teorema 2.10 Seja f : Rn→R uma função convexa. A sequência {xk} ⊂Rn gerada pela

iteração proximal está bem definida e é caracterizada pela relação:

1
µk

(xk − xk+1) ∈ ∂f (xk+1). (2-4)

Prova. Para demonstrar a boa definição da sequência {xk}, definimos, para cada iteração
k > 0, a função auxiliar

ϕk (u) = f (u) +
1

2µk
∥u− xk∥2.
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Note que ϕk é uma regularização aproximada de f . Primeiramente, mostremos que ϕk

possui um minimizador. Dado xk , existe sk ∈ ∂f (xk ) tal que, pela convexidade de f , tem-
se f (u)≥ f (xk ) + ⟨sk ,u− xk⟩. Substituindo em ϕk (u)

ϕk (u)≥ f (xk ) + ⟨sk ,u− xk⟩+
1

2µk
∥u− xk∥2.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e evidenciando ∥u− xk∥ (com u ̸= xk ) temos

ϕk (u)≥ ∥u− xk∥
(

f (xk )
∥u− xk∥

−∥sk∥+
1

2µk
∥u− xk∥

)
.

Passando ao limite quando ∥u∥→ +∞, obtemos

lim
∥u∥→+∞

ϕk (u) = +∞.

Isso significa que ϕk é coerciva. Como ϕk é contínua e coerciva, ela possui pelo menos
um minimizador global. Além disso, como a função ∥ · ∥2 é estritamente convexa e f

é convexa, ϕk é estritamente convexa, o que garante que o minimizador xk+1 é único.
Portanto, a sequência {xk} está bem definida. Sendo xk+1 o minimizador de ϕk , a condição
de otimalidade implica que 0 ∈ ∂ϕk (xk+1). Calculando o subdiferencial da soma

0 ∈ ∂f (xk+1) +∇
(

1
2µk
∥u− xk∥2

)∣∣∣
u=xk+1

.

A derivada do termo quadrático é (xk+1− xk )/µk . Logo

0 ∈ ∂f (xk+1) +
1
µk

(xk+1− xk ) ⇐⇒ 1
µk

(xk − xk+1) ∈ ∂f (xk+1).

□

2.3 Métodos de Primeira Ordem

Nesta seção, revisamos as estratégias fundamentais de otimização de primeira
ordem que servem de alicerce para os algoritmos desenvolvidos neste trabalho. Partindo
do clássico Método do Gradiente para funções diferenciáveis, estendemos a discussão
para o Método do Gradiente Proximal (adequado para o problema composto definido em
(1-1)) e, finalmente, apresentamos a variante acelerada FISTA, que supera as limitações
de convergência dos métodos básicos.
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2.3.1 Método do Gradiente

Uma das estratégias iterativas mais antigas e fundamentais para minimizar uma
função diferenciável é o Método do Gradiente, também conhecido como Método de
Cauchy ou Steepest Descent.

A ideia central do método consiste em gerar uma sequência de pontos {xk}
movendo-se, a cada iteração, na direção oposta ao vetor gradiente da função objetivo, isto
é, dk =−∇f (xk ). A justificativa teórica para essa escolha reside no fato de que, localmente,
a direção do gradiente negativo corresponde à direção de máxima descida da função f em
relação à norma euclidiana.

O Algoritmo 2.1 descreve a estrutura geral do método.
Algoritmo 2.1: Método do Gradiente

1 Entrada: x0 ∈ Rn e tolerância ϵ> 0;
2 k ← 0;
3 while ∥∇f (xk )∥> ϵ do
4 Defina a direção de busca: dk =−∇f (xk );
5 Obtenha um tamanho de passo µk > 0 tal que f (xk +µkdk ) < f (xk );
6 Atualize o iterado: xk+1 = xk +µkdk ;
7 k ← k + 1;

8 end
9 Saída: xk (aproximação do minimizador).

2.3.2 Gradiente Proximal

O Método do Gradiente Proximal (AGP) pode ser interpretado como uma
extensão do método do gradiente clássico para minimizar a função composta F (x) := f (x)+

g(x). Cada iteração do AGP consiste em um passo de gradiente na parte suave f , seguido
pela aplicação do operador proximal associado à parte não suave g. Matematicamente, o
iterado é calculado como:

pµk (xk ) := proxµk
(xk −µk∇f (xk ))

:= arg min
u∈Rn

{
f (xk ) + ⟨∇f (xk ),u− xk⟩+

1
2µk
∥u− xk∥2 + g(u)

}
.

(2-5)

A função objetivo do problema de minimização em (2-5) é denominada Aproxi-
mação Quadrática Composta de F (x) em torno de xk . Generalizando este conceito para
uma matriz simétrica definida positiva H, definimos o modelo quadrático em um ponto v

como
QH (u,v ) := f (v ) + ⟨∇f (v ),u− v⟩+ 1

2
∥u− v∥2

H + g(u). (2-6)
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Observe que, no caso do AGP, a matriz de curvatura é um múltiplo da identidade,
isto é, H = I/µk . Já para métodos do tipo Newton Proximal, teremos H ≈ ∇2f (x). Dessa
forma, podemos reescrever o passo proximal de forma unificada como

pH (v ) := arg min
u∈Rn

QH (u,v ). (2-7)

O Algoritmo 2.2 descreve o procedimento, incorporando uma estratégia de
backtracking (busca linear) sobre o parâmetro de passo µk . O objetivo do backtracking é
garantir que o passo gerado satisfaça a seguinte condição de decréscimo suficiente

F (pµk (xk ))≤ Qµk (pµk (xk ),xk ), (2-8)

onde denotamos Qµk como o modelo QH com H = I/µk .
Essa condição é fundamental para a análise de convergência global do método

e é satisfeita quando µk ≤ 1/L, onde L é a constante de Lipschitz do gradiente de f . O
uso do backtracking justifica-se pois L pode ser desconhecida ou estimar µk ≤ 1/L pode
resultar em passos excessivamente conservadores, retardando a convergência.

Algoritmo 2.2: Algoritmo do Gradiente Proximal (AGP)

1 Entrada: x0 ∈ Rn, β ∈ (0,1) e µinit > 0;
2 for k = 0,1,2, . . . do
3 Escolha uma estimativa inicial para o passo µk (ex: µk = µk−1 ou µinit );
4 Calcule o candidato: pµk (xk ) := argminu∈Rn Qµk (u,xk );
5 while F (pµk (xk )) > Qµk (pµk (xk ),xk ) do
6 Reduza o passo: µk ← βµk ;
7 Recalcule o candidato: pµk (xk ) := argminu∈Rn Qµk (u,xk );

8 end
9 Atualize o iterado: xk+1← pµk (xk );

10 end
11 Saída: xk+1 (solução aproximada).

2.3.3 Gradiente Proximal Acelerado

A variante acelerada do AGP, denominada AGPA (Algoritmo do Gradiente
Proximal Acelerado), distingue-se pela utilização de um passo de "momentum". Ao
invés de avaliar o modelo quadrático QHk no iterado atual xk−1, o algoritmo utiliza um
ponto de busca extrapolado yk , construído a partir de uma combinação linear de iterações
anteriores.

Essa abordagem, popularizada pelo algoritmo FISTA (Fast Iterative Shrinkage-



2.3 Métodos de Primeira Ordem 24

Thresholding Algorithm) proposto em [1], define o ponto de busca como

yk = xk−1 +αk−1(xk−1− xk−2). (2-9)

A sequência de parâmetros {αk} é escolhida especificamente para garantir a
aceleração da taxa de convergência global de O(1/k ) (do AGP) para O(1/k2), utilizando
apenas informações de primeira ordem.

O Algoritmo 2.3 detalha o funcionamento do FISTA. Nele, o parâmetro αk é
definido pela sequência αk = (tk −1)/tk+1, onde tk+1 é atualizado recursivamente.

Vale ressaltar que a versão original de [1] exige que o passo µk seja não-
crescente (µk+1 ≤ µk ) durante o backtracking. Contudo, estudos mais recentes, como o
apresentado em [15], propõem generalizações para o parâmetro tk+1 que permitem relaxar
esta condição (aceitando µk+1 > µk ) sem comprometer a taxa de convergência quadrática.

Algoritmo 2.3: FISTA (Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm)

1 Entrada: x0 ∈ Rn, β ∈ (0,1) e µ0
1 > 0;

2 Inicialização: y1 = x0, t1 = 1;
3 for k = 1,2, . . . do
4 Defina a tentativa de passo: µk := µ0

k ;
5 Calcule o candidato: pµk (yk ) := argminu∈Rn Qµk (u,yk );
6 while F (pµk (yk )) > Qµk (pµk (yk ),yk ) do
7 Reduza o passo: µk ← βµk ;
8 Recalcule: pµk (yk ) := argminu∈Rn Qµk (u,yk );

9 end
10 Atualize o iterado: xk ← pµk (yk );
11 Defina o passo inicial da próxima iteração: µ0

k+1 := µk ;
12 Atualize o parâmetro de aceleração:

tk+1 :=
1
2

(
1 +
√

1 + 4t2
k

)
(2-10)

13 Calcule o novo ponto de busca extrapolado:

yk+1 := xk +
tk −1
tk+1

(xk − xk−1) (2-11)

14 end
15 Saída: xk .
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2.4 Métodos de Segunda Ordem

Nesta seção, abordamos os métodos de segunda ordem, classe de algoritmos
que utiliza informações de curvatura da função (via matriz Hessiana) para determinar
a direção de busca. Em comparação aos métodos de primeira ordem, estas estratégias
geralmente apresentam uma taxa de convergência superior (quadrática ou superlinear),
exigindo menos iterações para atingir a solução. No entanto, o custo computacional por
iteração tende a ser mais elevado devido ao cálculo e manipulação da matriz Hessiana.
A seguir, discutimos o método de Newton clássico e introduzimos os métodos Quasi-
Newton.

2.4.1 Método de Newton

O Método de Newton é a estratégia fundamental para otimização não linear
irrestrita de segunda ordem. Diferente do método do gradiente, que aproxima a função
localmente por um plano (linearização), o Método de Newton utiliza uma aproximação
quadrática da função objetivo f em torno do iterado atual xk .

A direção de busca dk (denominada direção de Newton) é obtida minimizando
essa aproximação quadrática, o que resulta na solução do sistema

∇2f (xk )dk =−∇f (xk ), (2-12)

ou, equivalentemente, assumindo que a Hessiana é invertível

dk =−(∇2f (xk ))−1∇f (xk ). (2-13)

A atualização do iterado segue a forma padrão xk+1 = xk +µkdk , onde µk é o
tamanho do passo. Quando µk = 1 é aceito, dizemos que foi dado um passo de Newton
puro. O Algoritmo 2.4 descreve a estrutura geral do método.
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Algoritmo 2.4: Método de Newton

1 Entrada: x0 ∈ Rn e tolerância ϵ> 0;
2 k ← 0;
3 while ∥∇f (xk )∥> ϵ do
4 Calcule a Hessiana ∇2f (xk ) e o gradiente ∇f (xk );
5 Obtenha a direção dk resolvendo o sistema linear:

∇2f (xk )dk =−∇f (xk )

6 Defina o tamanho do passo µk > 0 (via busca linear);
7 Atualize: xk+1 = xk +µkdk ;
8 k ← k + 1;

9 end
10 Saída: xk .

Vale ressaltar um aspecto computacional crucial: na prática, nunca se calcula
explicitamente a matriz inversa (∇2f (xk ))−1. A direção dk é obtida resolvendo o sistema
de equações lineares ∇2f (xk )dk = −∇f (xk ) (por exemplo, via fatoração de Cholesky), o
que é computacionalmente mais eficiente e numericamente mais estável.

2.4.2 Métodos Quasi-Newton

Os métodos Quasi-Newton representam uma alternativa eficiente ao Método de
Newton clássico. A principal vantagem desta classe de algoritmos reside no fato de não
exigirem o cálculo explícito da Hessiana exata ∇2f (xk ). Mais especificamente, enquanto
a resolução do sistema linear em (2-12) exige, em geral, O(n3) operações aritméticas por
iteração devido a necessidade de fatoração da matriz, os métodos quasi-Newton permitem
obter a direção de busca resolvendo o sistema aproximado Bkdk = −∇f (xk ) com um
custo computacional de apenas O(n2) operações [12]. Essa drástica redução no custo por
iteração é alcançada mantendo, contudo, uma taxa de convergência superlinear (superior
à do método do gradiente).

Ao invés de utilizar a Hessiana exata, esses métodos constroem e atualizam
iterativamente uma aproximação matricial Bk ≈ ∇2f (xk ). Essa atualização baseia-se na
variação observada nos gradientes entre iterações sucessivas para capturar a curvatura da
função ao longo da direção de busca. Dentre as diversas fórmulas de atualização propostas
na literatura, temos a fórmula BFGS.



2.4 Métodos de Segunda Ordem 27

BFGS

O método BFGS (nomeado em homenagem a seus criadores: Broyden, Fletcher,
Goldfarb e Shanno) utiliza uma estratégia de atualização de posto-2 para construir a apro-
ximação da Hessiana. A fórmula de atualização para a matriz Bk+1, dada a aproximação
anterior Bk , é definida por

Bk+1 = Bk −
BksksT

k Bk

sT
k Bksk

+
ykyT

k

yT
k sk

, (2-14)

onde os vetores de deslocamento e variação do gradiente são, respectivamente

sk = xk+1− xk e yk =∇f (xk+1)−∇f (xk ). (2-15)

Essa fórmula satisfaz a chamada equação da secante (Bk+1sk = yk ) e preserva a
simetria da matriz. Além disso, uma propriedade fundamental do BFGS é a hereditarie-
dade da definição positiva: se a aproximação inicial B0 for definida positiva e a condição
de curvatura sT

k yk > 0 for satisfeita, todas as matrizes subsequentes Bk serão definidas
positivas.

L-BFGS

O método L-BFGS (Limited-memory BFGS) é uma adaptação do algoritmo
BFGS projetada especificamente para problemas de grande porte, onde o custo de ar-
mazenar ou manipular uma matriz densa n×n é proibitivo.

Diferente do BFGS padrão, que carrega a matriz Bk completa, o L-BFGS
armazena a aproximação da Hessiana implicitamente. A ideia central consiste em manter
na memória apenas um conjunto limitado de m pares de vetores de correção {si ,yi} das
iterações mais recentes (com m tipicamente entre 3 e 20). As informações de curvatura
mais antigas, consideradas menos relevantes para o comportamento local atual da função,
são descartadas para economizar memória e custo computacional.

Operacionalmente, produtos matriciais envolvendo Bk (ou sua inversa) são com-
putados através de algoritmos recursivos de dois laços (two-loop recursion) que utilizam
apenas os pares armazenados {si ,yi} e uma matriz inicial esparsa (geralmente um múlti-
plo da identidade), sem nunca construir a matriz densa explicitamente. Embora o L-BFGS
apresente, teoricamente, uma taxa de convergência linear (devido à perda de informação
antiga), na prática, ele exibe um desempenho muito superior ao método do gradiente e
frequentemente próximo ao do BFGS completo para muitas aplicações.

Vale ressaltar que as atualizações BFGS e L-BFGS descritas acima foram ori-
ginalmente desenvolvidas para problemas de otimização suave (sem a componente não
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diferenciável g(x)). No contexto deste trabalho, utilizaremos essas fórmulas não para de-
finir a direção de descida direta dk =−B−1

k ∇fk , mas sim para construir a matriz de métrica
Hk na aproximação quadrática (2-5). Nos capítulos seguintes, detalharemos como essas
aproximações são integradas à estrutura do Algoritmo Quasi-Newton Proximal para re-
solver o problema composto (1-1).



CAPÍTULO 3
Método de Quasi-Newton Proximal

Neste capítulo, dedicamo-nos à construção e análise de um método Quasi-
Newton Proximal para a resolução do problema de otimização composta (1-1). Apresen-
tamos a estrutura formal do algoritmo, detalhando as estratégias de atualização da matriz
de aproximação e do parâmetro de passo, seguidas pela análise teórica de sua taxa de
convergência. Este capítulo é baseado no artigo [17].

Os métodos Quasi-Newton Proximais podem ser vistos como uma generalização
do Método de Newton, integrando informações de curvatura de segunda ordem (apro-
ximadas) diretamente na estrutura do operador proximal. Diferentemente do método de
Newton clássico, que exigiria o cálculo da Hessiana exata, esta classe de algoritmos uti-
liza uma matriz simétrica definida positiva Hk para aproximar a geometria local da função
suave f .

A cada iteração k , o método considera uma aproximação quadrática do termo
suave em torno do iterado atual xk adicionado à função não-suave:

QHk (u,xk ) := f (xk ) + ⟨∇f (xk ),u− xk⟩+
1
2
∥u− xk∥2

Hk
+ g(u). (3-1)

A estrutura algorítmica geral pode ser descrita em quatro etapas fundamentais:

• Modelagem: A função suave f (x) é aproximada localmente pelo modelo quadrático
convexo QHk (u,xk ) (excluindo a parte não suave g(u) que é mantida exata).

• Subproblema: Um método de otimização interno (iterativo) é aplicado para mini-
mizar o modelo QHk , gerando um ponto teste candidato a xk+1.

• Critério de Aceitação: O ponto teste é aceito como novo iterado xk+1 se satisfizer
uma condição de decréscimo suficiente (descrita adiante).

• Atualização: Caso o ponto não seja aceito, o parâmetro de regularização (passo)
ou a matriz Hk são ajustados para aumentar a convexidade do modelo, e um novo
ponto teste é calculado.

Utilizando a notação de minimização do modelo, reescrevemos o passo proximal
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generalizado como:
pH (v ) := arg min

u∈Rn
QH (u,v ). (3-2)

Os Algoritmos 3.1 e 3.2 a seguir formalizam, respectivamente, a estrutura externa
(Outer Loop) e o procedimento de busca linear (Inner Loop) do método proposto.

Algoritmo 3.1: Método de Quasi-Newton Proximal (Estrutura Geral)

1 Entrada: x0 ∈ dom(F ) e parâmetro de descida ρ ∈ (0,1];
2 for k = 0,1,2, . . . do
3 Escolha uma estimativa de passo inicial µk > 0;
4 Escolha uma matriz de aproximação Gk ⪰ 0;
5 Execute o procedimento de busca linear (Algoritmo 3.2) com parâmetros

(µk ,Gk ,xk ,ρ) para obter o par efetivo (Hk ,xk+1);

6 end

Algoritmo 3.2: Busca Linear e Atualização do Parâmetro Proximal

1 Entrada: µ,G,x ,ρ, e escolha um fator de redução β ∈ (0,1);
2 Defina H := G + 1

µ I;

3 Calcule o candidato p(x) := pH (x), onde pH é definido em (3-2);
4 while F (p(x)) > F (x)−ρ(F (x)−QH (p(x),x)) do
5 Reduza o passo: µ← βµ;
6 Atualize a matriz: H := G + 1

µ I;

7 Recalcule o candidato: p(x) := pH (x);

8 end
9 Retorne: H e p(x).

É importante notar que a matriz utilizada no modelo é construída como Hk =

Gk + 1
µk

I. Como impomos Gk ⪰ 0 (semidefinida positiva), a matriz resultante Hk é ne-
cessariamente definida positiva, com seu menor autovalor limitado inferiormente por um
constante positiva. Portanto, controlar o tamanho do passo µk (reduzindo-o) equivale a au-
mentar o parâmetro de convexidade forte do modelo, tornando o passo mais conservador
e garantindo a condição de decréscimo.

De fato, para fins teóricos, qualquer método de construção de Hk é admissível,
desde que a matriz resultante satisfaça as cotas espectrais mI ⪯ Hk ⪯ MI (com m,M > 0)
e que o ponto gerado satisfaça a condição de decréscimo suficiente especificada no
Algoritmo 3.2.

Vale ressaltar que a etapa principal do Algoritmo 3.1, que consiste no cálculo do
operador proximal generalizado xk+1 = pHk (xk ), está bem definida para todas as iterações.
A função objetivo do subproblema, dada por QHk , é a soma de uma função quadrática
definida positiva e da função convexa g(u) resultando numa função fortemente convexa



31

em Rn. Pela teoria clássica de otimização convexa, o problema de minimizar uma função
fortemente convexa, fechada e própria sobre todo o espaço Rn possui, necessariamente,
um único minimizador global. Portanto, o próximo iterado xk+1 existe e é único. Também
é importante mencionar que a boa definição do Algoritmo 3.2 é assegurada devido à
propriedade de o gradiente de f ser Lipschitz contínuo, o que garante que o loop seja
completado em um número finito de passos.

Para realizar a análise de convergência do algoritmo, além das condições estabe-
lecidas para o problema (1-1), assumiremos as seguintes hipóteses adicionais:

Hipótese 1 (i) A função g é Lipschitz contínua em Rn (ou no conjunto de interesse

χ0), com constante Lg > 0. Equivalentemente, a norma de qualquer subgradiente

de g é limitada, isto é:

∥ν∥ ≤ Lg , ∀ν ∈ ∂g(x),∀x ∈ dom(g).

(ii) Existem constantes positivas 0 < m ≤ M tais que as matrizes de aproximação

satisfazem:

mI ⪯ Hk ⪯MI, ∀k ≥ 0.

(iii) Existe uma constante D > 0 tal que supx∗∈X∗ ∥xk − x∗∥ ≤ D para todo k .

A Hipótese 1(iii), é naturalmente satisfeita caso o conjunto de nível inicial,
definido por χ0 = {x ∈ dom(F ) : F (x) ≤ F (x0)}, seja limitado. Como o método garante
o decréscimo monótono da função objetivo a cada iteração, toda sequência gerada xk

permanece contida no conjunto χ0. Se χ0 for um conjunto limitado, a distância máxima
entre qualquer iterado xk e uma solução ótima x∗ (que também pertence a χ0) será
necessariamente limitada por uma constante D>0. Vale ressaltar que essa condição de
limitação do conjunto de nível é garantida, por exemplo, sempre que a função objetivo
F (x) for coerciva.

A seguir, apresentamos um resultado fundamental baseado na condição de
otimalidade de primeira ordem do subproblema proximal.

Lema 3.1 Para qualquer v ∈ Rn, definindo p = pH (v ), existe um subgradiente νg(p) ∈
∂g(p) tal que:

∇f (v ) + H(p− v ) +νg(p) = 0.

Prova. Pela definição do operador proximal generalizado, temos:

pH (v ) = arg min
u∈Rn

QH (u,v ) :=

{
f (v ) + ⟨∇f (v ),u− v⟩+ 1

2
∥u− v∥2

H + g(u)

}
.
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A condição de otimalidade para este problema de minimização convexa irrestrita requer
que o zero pertença ao subdiferencial da função objetivo em relação a u, avaliado no ponto
ótimo pH (v ). O gradiente da parte diferenciável em relação a u é ∇f (v ) + H(pH (v )− v ).
Assim, a condição de otimalidade é dada por:

0 ∈∇f (v ) + H(pH (v )− v ) +∂g(pH (v )).

Isto implica a existência de um vetor νg(pH (v )) ∈ ∂g(pH (v )) que satisfaz a igualdade
enunciada. □

A análise a seguir estabelece uma cota superior para o erro da função objetivo
utilizando apenas informações de primeira ordem, o que será crucial para demonstrar a
taxa de convergência sublinear.

Lema 3.2 Para quaisquer três pontos u,v ,w ∈ dom(F ), e para qualquer subgradiente

νg(v ) ∈ ∂g(v ), vale a desigualdade:

F (u)−F (w)≤ ∥∇f (u) +νg(v )∥∥u−w∥+ 2Lg∥u− v∥.

Prova. Utilizando a convexidade da função diferenciável f , temos:

f (u)− f (w)≤ ⟨∇f (u),u−w⟩. (3-3)

Pela convexidade de g, para qualquer subgradiente νg(v ) ∈ ∂g(v ), temos g(w) ≥ g(v ) +

⟨νg(v ),w− v⟩, o que implica:

g(v )−g(w)≤ ⟨νg(v ),v−w⟩. (3-4)

Por outro lado, usando a definição de F , obtemos:

F (u)−F (w) = f (u)− f (w) + g(u)−g(w)

= f (u)− f (w) + [g(u)−g(v )] + [g(v )−g(w)],

o que combinado com as desigualdades (3-3) e (3-4) implica

F (u)−F (w)≤ ⟨∇f (u),u−w⟩+ [g(u)−g(v )] + ⟨νg(v ),v−w⟩.

Ou equivalentemente,

F (u)−F (w)≤ ⟨∇f (u) +νg(v ),u−w⟩+ [g(u)−g(v )] + ⟨νg(v ),v−u⟩.
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Agora, utilizamos a propriedade Lipschitz de g (Hipótese 1(i)), temos que |g(u)−g(v )| ≤
Lg∥u − v∥ e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz combinada com a limitação do
subgradiente (∥νg(v )∥ ≤ Lg), temos

F (u)−F (w)≤ ∥∇f (u) +νg(v )∥∥u−w∥+ Lg∥u− v∥+ Lg∥u− v∥

= ∥∇f (u) +νg(v )∥∥u−w∥+ 2Lg∥u− v∥,

o que prova a desigualdade desejada. □

O próximo resultado garante que o modelo quadrático decresce suficientemente
a cada iteração e estabelece uma relação entre o tamanho do passo e a norma do gradiente
composto (resíduo de otimalidade).

Lema 3.3 Seja xk+1 a solução do subproblema proximal em xk com matriz Hk . Então, o

decréscimo do modelo satisfaz:

QHk (xk ,xk )−QHk (xk+1,xk )≥ m
2
∥xk+1− xk∥2.

Além disso, existe um subgradiente νg(xk+1) ∈ ∂g(xk+1) tal que:

1
M
∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥ ≤ ∥xk+1− xk∥ ≤

1
m
∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥. (3-5)

Prova. A função QHk (·,xk ) é fortemente convexa. Como xk+1 é o minimizador global de
QHk (·,xk ), segue da propriedade de convexidade forte que, para qualquer u:

QHk (u,xk )≥ QHk (xk+1,xk ) +
1
2
∥u− xk+1∥2

Hk
.

Tomando u = xk e utilizando a propriedade da norma induzida pela matriz (∥v∥2
Hk
≥

m∥v∥2), obtemos:

QHk (xk ,xk )−QHk (xk+1,xk )≥ 1
2
∥xk − xk+1∥2

Hk

≥ m
2
∥xk − xk+1∥2,

o que prova a primeira parte do lema. Para a segunda parte, lembramos a condição de
otimalidade de primeira ordem para xk+1:

∇f (xk ) + Hk (xk+1− xk ) +νg(xk+1) = 0, para algum νg(xk+1) ∈ ∂g(xk+1).

Ou equivalentemente, Hk (xk+1 − xk ) = −(∇f (xk ) + νg(xk+1)). Denotando v := xk+1 − xk ,
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segue que

m∥v∥2 ≤ ∥v∥2
Hk

= ⟨Hkv ,v⟩ =−⟨∇f (xk ) +νg(xk+1),v⟩ ≤ ∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥∥v∥,

a qual implica a segunda desigualdade em (3-5). Para a primeira desigualdade, como Hk

é definida positiva (em particular, invertível), temos

v = xk+1− xk =−H−1
k (∇f (xk ) +νg(xk+1))

Como Hk ⪯MI temos que H−1
k ⪰ (1/M)I. Daí,

⟨H−1
k (∇f (xk ) +νg(xk+1)),∇f (xk ) +νg(xk+1)⟩ ≥ 1

M
∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥2.

Substituindo H−1
k (∇f (xk ) +νgxk+1) =−v , obtemos

1
M
∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥2 ≤ ⟨−v ,∇f (xk ) +νg(xk+1)⟩ ≤ ∥v∥∥(∇f (xk ) +νg(xk+1)∥

o que implica a primeira desigualdade em (3-5). □

Por fim, o Teorema 3.4 estabelece a convergência global de ordem O(1/k ) para
o Algoritmo 3.1.

Teorema 3.4 A sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 3.1 satisfaz

F (xk )−F (x∗)≤ C
k

, ∀k ≥ 1,

onde x∗ ∈ X∗ e a constante C é definida por

C :=
2M2(DM + 2Lg)2

ρm3 ,

e D, m, M e Lg são como na Hipótese 1.

Prova. Defina ∆Fk := F (xk )−F (x∗). Aplicando o Lema 3.2 com u = xk , w = x∗ e v = xk+1,
obtemos

∆Fk ≤ ∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥∥xk − x∗∥+ 2Lg∥xk − xk+1∥.

Pela Hipótese 1(iii), temos ∥xk − x∗∥ ≤ D. Por outro lado, do Lema 3.3, sabemos que
∥xk+1− xk∥ ≤ ∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥/m. Combinando estas desigualdades, obtemos

∆Fk ≤ ∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥
(

D +
2Lg

m

)
≤ ∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥

(
MD + 2Lg

m

)
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onde a última desigualdade é devido ao fato de que mD ≤MD. Portanto,

∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥2 ≥ ∆F 2
k m2

(MD + 2Lg)2 . (3-6)

Por outro lado, segue da definição de ∆Fk , do Algoritmo 3.2 e do fato que QHk (xk ,xk ) =

F (xk ), que

∆Fk −∆Fk+1 = F (xk )−F (xk+1)≥ ρ(QHk (xk ,xk )−QHk (xk+1,xk )),

o que combinado com Lema 3.3 implica que

∆Fk −∆Fk+1 ≥
ρm
2M2∥∇f (xk ) +νg(xk+1)∥2.

Combinando a última desigualdade com (3-6), temos

∆Fk −∆Fk+1 ≥
( ρm

2M2

) m2

(MD + 2Lg)2 (∆Fk )2,

ou, equivalentemente,

∆Fk −∆Fk+1 ≥
ρm3

2M2(DM + 2Lg)2︸ ︷︷ ︸
1/C

(∆Fk )2.

Dividindo a desigualdade acima por ∆Fk+1∆Fk

1
∆Fk+1

− 1
∆Fk

≥ 1
C

∆Fk

∆Fk+1
≥ 1

C

Fazendo a soma da última desigualdade de k = 0,1, . . .k−1, temos

1
∆Fk

≥ 1
∆Fk
− 1

∆F0
≥

k−1

∑
i=0

1
C

=
k
C

,

o que implica a desigualdade desejada. □



CAPÍTULO 4
Método Quasi-Newton Proximal Acelerado

Neste capítulo, abordamos uma variação acelerada do método quasi-Newton
proximal apresentado no Capítulo 3. Discutimos as hipóteses necessárias, a estrutura do
algoritmo e a análise teórica de sua taxa de convergência. Este capítulo é baseado no
artigo [3].

A premissa central do método quasi-Newton proximal acelerado é incorporar
um passo de extrapolação ao método padrão para obter taxas de convergência superiores.
Em [6], os autores introduziram essa abordagem, alcançando uma taxa de convergência
de O(1/k2) para o Newton proximal. No entanto, esse resultado teórico depende de
condições bastante restritivas. Especificamente, exige-se que a estimativa da Hessiana
Hk satisfaça a condição de monotonicidade 0≺ Hk ⪯ Hk−1 a cada iteração k .

Simultaneamente, as matrizes Hk devem ser escolhidas de modo a garantir que
o modelo quadrático seja uma função majorante de F (suficientemente curva). Essas
duas condições podem ser conflitantes, a menos que a sequência {Hk} seja composta
por matrizes com autovalores excessivamente grandes, o que resultaria em passos muito
curtos. No caso particular em que Hk = I/µk , a condição Hk ⪯Hk−1 implica µk ≥µk−1, ou
seja, tamanhos de passo não decrescentes. Isso contradiz a estratégia padrão do algoritmo
FISTA, do qual a aceleração é derivada, que geralmente requer µk ≤ µk−1 (passos não
crescentes).

Aqui, baseamo-nos na abordagem de [3], que introduz uma versão do método
quasi-Newton proximal acelerado com restrições relaxadas. Essa estratégia fundamenta-
se na variante do FISTA proposta em [15], a qual permite a não-monotonicidade do
parâmetro de passo, possibilitando uma escolha mais flexível e eficiente para a sequência
de matrizes Hk .

Para realizar a análise de convergência do algoritmo, além das condições estabe-
lecidas para o problema (1-1), assumiremos a seguinte hipótese adicional:

Hipótese 2 Existem constantes positivas m e M tais que, para todo k ≥ 0, tem-se

mI ⪯ Hk ⪯MI.
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O Algoritmo 4.1 descreve o método adotado. Note que este algoritmo permite
atualizar dinamicamente o ponto de extrapolação yk durante a fase de backtracking, o que
é crucial para garantir a convergência sem impor a monotonicidade estrita das matrizes.

Novamente, a seguinte aproximação quadrática do termo suave em torno do
iterado atual xk adicionado com a função não-suave será necessário:

QHk (u,xk ) := f (xk ) + ⟨∇f (xk ),u− xk⟩+
1
2
∥u− xk∥2

Hk
+ g(u). (4-1)

Algoritmo 4.1: Algoritmo Quasi-Newton Proximal Acelerado

1 Inicialização: Defina t1 = 1, θ0 = 1, escolha um escalar inicial σ0 = σ0
1 > 0, defina

y1 = x0 ∈ dom(F ) (com x−1 = x0) e uma matriz inicial H0 = H1 ≻ 0. Escolha o
fator de redução β ∈ (0,1);

2 for k = 1,2, . . . do
3 Defina a estimativa inicial: σk = σ0

k ;
4 Calcule o candidato: pHk (yk ) = argminu∈Rn QHk (u,yk );
5 while F (pHk (yk )) > QHk (pHk (yk ),yk ) do
6 Aumente a curvatura do modelo: Hk ← 1

βHk ;

7 Ajuste σk (se necessário) para manter a coerência da aceleração, de modo
que σkHk ⪯ σk−1Hk−1;

8 Atualize o parâmetro θk−1 = σk−1
σk

;

9 Recalcule tk e yk utilizando as equações (4-2) e (4-3) com o novo θk−1;
10 Recalcule o candidato: pHk (yk ) = argminu∈Rn QHk (u,yk );

11 end
12 Defina o novo iterado: xk = pHk (yk );
13 Escolha σ0

k+1 > 0 e Hk+1 satisfazendo σ0
k+1Hk+1 ⪯ σ0

kHk ;
14 Defina θk = σk

σ0
k+1

;

15 Calcule os parâmetros de aceleração para a próxima iteração:

tk+1 :=
1
2

(
1 +
√

1 + 4θk t2
k

)
(4-2)

e o ponto extrapolado:

yk+1 := xk +
tk −1
tk+1

(xk − xk−1) (4-3)

16 end

A condição central imposta do Algoritmo 4.1 na sequência de matrizes {Hk} é a
desigualdade σk+1Hk+1 ⪯ σkHk . O parâmetro de relaxamento θk = σk/σk+1 desempenha
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um papel fundamental, pois impacta diretamente o cálculo do escalar de aceleração tk+1

em (4-2).
Uma consequência computacional importante dessa abordagem reside na fase de

backtracking. Como a atualização dos parâmetros ocorre dentro do loop interno, pode ser
necessário recalcular o ponto extrapolado yk — e, consequentemente, avaliar o gradiente
∇f (yk ) — múltiplas vezes em uma única iteração, elevando o custo computacional se
comparado a métodos não acelerados.

Vale ressaltar que o algoritmo não fixa uma regra explícita para a construção
da aproximação Hk , exigindo apenas que a condição de monotonicidade escalonada
(σk+1Hk+1 ⪯ σkHk ) seja satisfeita. No entanto, existe uma restrição de causalidade: em
geral a Hessiana exata avaliada no ponto futuro yk+1 não pode ser utilizada como Hk+1,
uma vez que a definição de yk+1 depende, via tk+1 e θk , da escolha prévia de Hk+1.

Ao desativarmos o mecanismo de aceleração no Algoritmo 4.1, o que equivale a
fixar o parâmetro tk = 1 para todas as iterações, fazendo com que o ponto de extrapolação
coincida com o iterado atual (yk+1 = xk ). A iteração do método acelerado é similar para a
estrutura do Método Quasi-Newton Proximal padrão discutido no Capítulo 3. A distinção
remanescente entre as duas abordagens reside, portanto, exclusivamente na estratégia de
construção da matriz de aproximação Hk : enquanto o método do Capítulo 3 prescreve
uma atualização baseada na regularização proximal explícita (Hk = Gk + I/µk ), o método
acelerado deste capítulo permite uma construção mais flexível, desde que a sequência de
matrizes respeite as condições impostas (σk+1Hk+1 ⪯ σkHk ) necessárias para garantir a
estabilidade da aceleração.

Uma escolha trivial para a sequência {Hk} é definir Hk = I/µk . Essa escolha
reduz o Algoritmo 4.1 à versão do FISTA apresentada na Seção 2.3.3, incorporando o
backtracking completo do tamanho de passo proposto em [15]. Portanto, o Algoritmo 4.1
também pode ser visto como uma generalização direta do FISTA para métricas variáveis.

Alternativamente, uma escolha estruturada para a aproximação da Hessiana é
definir Hk = H/σk , onde H é uma matriz definida positiva fixa (independente de k).
Essa estrutura satisfaz automaticamente a condição de monotonicidade σk+1Hk+1 ⪯ σkHk

(desde que Hk+1 e Hk compartilhem a mesma matriz base H, a desigualdade se reduz a
uma identidade ou desigualdade escalar simples, dependendo de como σk é atualizado).
O Algoritmo 4.1 especializa-se, então, na versão simplificada descrita no Algoritmo 4.2.
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Algoritmo 4.2: Algoritmo de Quasi-Newton Proximal Acelerado com Hessiana
Fixa
1 Inicialização: t1 = 1, θ0 = 1, σ0

1 > 0, y1 = x0 ∈ dom(F ) (com x−1 = x0), matriz fixa
H ≻ 0 e fator β ∈ (0,1);

2 for k = 1,2, . . . do
3 Defina a estimativa inicial: σk = σ0

k ;
4 Calcule a matriz atual: Hk = 1

σk
H;

5 Calcule o candidato: pHk (yk ) = argminu∈Rn QHk (u,yk );
6 while F (pHk (yk )) > QHk (pHk (yk ),yk ) do
7 Reduza o parâmetro (aumentando a curvatura de Hk ): σk = βσk ;
8 Atualize o parâmetro θk−1 = σk−1

σk
;

9 Recalcule tk e yk utilizando as equações (4-4) e (4-5);
10 Atualize a matriz: Hk = 1

σk
H;

11 Recalcule o candidato: pHk (yk ) = argminu∈Rn QHk (u,yk );

12 end
13 Defina o novo iterado: xk = pHk (yk );
14 Escolha σ0

k+1 > 0, defina θk = σk
σ0

k+1
;

15 Calcule os parâmetros de aceleração:

tk+1 =
1
2

(
1 +
√

1 + 4θk t2
k

)
(4-4)

yk+1 = xk +
tk −1
tk+1

(xk − xk−1) (4-5)

16 end

A boa definição do candidato pHk (yk ) envolve a minimização do modelo QHk .
Embora o ponto de referência yk mude dinamicamente devido ao processo de backtrac-

king, a estrutura do subproblema permanece inalterada. A condição imposta às matrizes
de aproximação, Hk ⪰ mI (ou, no caso de Hessiana Fixa, Hk = H/σk com σk > 0), as-
segura que a matriz da métrica seja sempre definida positiva. Isso confere ao modelo
QHk a propriedade de convexidade forte em relação à variável de decisão u. Dessa forma,
independentemente do valor de yk ou da iteração corrente, o subproblema admite uma
solução única, garantindo que o algoritmo possa sempre computar o próximo passo de
forma unívoca.

A seguir, apresentamos a análise de convergência para o caso geral (Algoritmo
4.1), onde a aproximação Hk é construída por um método genérico. Vale ressaltar que para
um esquema genérico de atualização de Hk , pode ser difícil garantir uma cota inferior
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positiva uniforme para a sequência {σk}. Essa dificuldade teórica é uma das principais
motivações para o estudo da variante de Hessiana Fixa (Algoritmo 4.2), onde o controle
sobre σk é mais direto.

Para a análise, utilizaremos o Lema 3.1 (condição de otimalidade) e o resultado a
seguir, que estabelece uma cota inferior para o decréscimo da função objetivo em termos
da geometria induzida por H.

Lema 4.1 Suponha que para um dado v ∈ Rn e uma matriz definida positiva H, a

condição de descida F (pH (v ))≤QH (pH (v ),v ) seja satisfeita. Então, para qualquer x ∈Rn,

vale a desigualdade

F (x)−F (pH (v ))≥ 1
2
∥pH (v )− v∥2

H + ⟨v− x ,pH (v )− v⟩H .

Prova. Como F (pH (v ))≤ QH (pH (v ),v ), temos

F (x)−F (pH (v ))≥ F (x)−QH (pH (v ),v ).

Pela convexidade de f e g

f (x)≥ f (v ) + ⟨∇f (v ),x− v⟩,

g(x)≥ g(pH (v )) + ⟨νg(pH (v )),x−pH (v )⟩,

onde νg(pH (v )) é o subgradiente dado pelo Lema 3.1. Expandindo a definição de
QH (pH (v ),v )

QH (pH (v ),v ) = f (v ) + ⟨∇f (v ),pH (v )− v⟩+ 1
2
∥pH (v )− v∥2

H + g(pH (v )).

Substituindo essas relações na desigualdade inicial

F (x)−F (pH (v ))≥
[
f (v ) + ⟨∇f (v ),x− v⟩+ g(pH (v )) + ⟨νg ,x−pH (v )⟩

]
−
[

f (v ) + ⟨∇f (v ),pH (v )− v⟩+ 1
2
∥pH (v )− v∥2

H + g(pH (v ))

]
= ⟨∇f (v ),x−pH (v )⟩+ ⟨νg ,x−pH (v )⟩− 1

2
∥pH (v )− v∥2

H

= ⟨∇f (v ) +νg(pH (v )),x−pH (v )⟩− 1
2
∥pH (v )− v∥2

H .

Pelo Lema 3.1, sabemos que∇f (v )+νg(pH (v )) =−H(pH (v )−v ) = H(v−pH (v )). Substitu-
indo este termo

F (x)−F (pH (v ))≥ ⟨H(v−pH (v )),x−pH (v )⟩− 1
2
∥pH (v )− v∥2

H
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= ⟨v−pH (v ),x−pH (v )⟩H−
1
2
∥pH (v )− v∥2

H .

Para obter a desigualdade desejada, note que x−pH (v ) = (x− v ) + (v−pH (v )). Assim

⟨v−pH (v ),x−pH (v )⟩H = ⟨v−pH (v ),x− v⟩H + ⟨v−pH (v ),v−pH (v )⟩H
= ⟨v−pH (v ),x− v⟩H +∥v−pH (v )∥2

H .

Substituindo na desigualdade acima, obtemos

F (x)−F (pH (v ))≥ ⟨v−pH (v ),x− v⟩H +∥v−pH (v )∥2
H−

1
2
∥pH (v )− v∥2

H

= ⟨v− x ,pH (v )− v⟩H +
1
2
∥pH (v )− v∥2

H ,

o que conclui a prova do lema. □

O próximo resultado relaciona a redução no valor da função objetivo com a
distância percorrida pelo passo proximal na norma induzida por H.

Corolário 4.2 Sejam v ∈ Rn e H ≻ 0 tais que F (pH (v )) ≤ QH (pH (v ),v ). Então, para

qualquer x ∈ Rn, tem-se

2(F (x)−F (pH (v )))≥ ∥pH (v )− x∥2
H−∥v− x∥2

H .

Prova. Segue do Lema 4.1 que

F (x)−F (pH (v ))≥ 1
2
∥pH (v )− v∥2

H + ⟨v− x ,pH (v )− v⟩H ,

o que é equivalente a

2(F (x)−F (pH (v )))≥ ∥pH (v )− v∥2
H + 2⟨pH (v )− v ,v− x⟩H .

Utilizando a identidade algébrica ∥b− a∥2 + 2⟨b− a,a− c⟩ = ∥b− c∥2−∥a− c∥2 com
a = v , b = pH (v ) e c = x , obtemos

2(F (x)−F (pH (v )))≥ ∥pH (v )− x∥2
H−∥v− x∥2

H ,

o que conclui a prova do resultado. □

O próximo Lema discute relações invariantes cruciais que são mantidas durante
todo o algoritmo. Essas propriedades são fundamentais para garantir que a aceleração não
viole a estabilidade do método.
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Lema 4.3 Em cada iteração do Algoritmo 4.1, as seguintes relações são válidas:

1. σkHk ⪰ σk+1Hk+1;

2. σk t2
k ≥ σk+1tk+1(tk+1−1).

Prova. O primeiro item é garantido explicitamente pela construção do Algoritmo 4.1 (no
passo de atualização de Hk+1). Resta provar o segundo item. Da definição de tk+1 em (4-2),
temos

2tk+1−1 =
√

1 + 4θk t2
k .

Daí,
(2tk+1−1)2 = 1 + 4θk t2

k ,

o que implica que
tk+1(tk+1−1) = θk t2

k .

Como θk = σk/σ
0
k+1 e o algoritmo assegura que σk+1 ≥ σ0

k+1, temos a relação θk ≤
σk/σk+1. Portanto

tk+1(tk+1−1) = θk t2
k ≤

σk

σk+1
t2
k .

Multiplicando por σk+1, concluímos que σk+1tk+1(tk+1−1)≤ σk t2
k . □

O Lema 4.4 estabelece o decréscimo dessa sequência, o que é imprescindível
para provar a taxa de convergência O(1/k2). A partir de agora, considere x∗ ∈ X∗.

Lema 4.4 Para todo k ≥ 1, definem-se as sequências

vk := F (xk )−F (x∗), uk := tkxk − (tk −1)xk−1− x∗.

Então, vale a desigualdade

2σk t2
k vk +∥uk∥2

σk Hk
≥ 2σk+1t2

k+1vk+1 +∥uk+1∥2
σk+1Hk+1

.

Prova. Aplicamos o Corolário 4.2 com os parâmetros v = yk+1, pH (v ) = xk+1 e H = Hk+1 e
x = xk

2(F (xk )−F (xk+1))≥ ∥xk+1− yk+1∥2
Hk+1

+ 2⟨xk+1− yk+1,yk+1− xk⟩Hk+1 . (4-6)

Note que F (xk )−F (xk+1) = (F (xk )−F (x∗))− (F (xk+1)−F (x∗)) = vk −vk+1. Multiplicando
a inequação (4-6) por σk+1(tk+1−1)

2σk+1(tk+1−1)(vk − vk+1)≥ σk+1(tk+1−1)∥xk+1− yk+1∥2
Hk+1

+ 2σk+1(tk+1−1)⟨xk+1− yk+1,yk+1− xk⟩Hk+1 . (4-7)
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Novamente, aplicando o Corolário 4.2 com v = yk+1, pH (v ) = xk+1 e H = Hk+1 e x = x∗

2(F (x∗)−F (xk+1))≥ ∥xk+1− yk+1∥2
Hk+1

+ 2⟨xk+1− yk+1,yk+1− x∗⟩Hk+1 .

Como F (x∗)−F (xk+1) =−vk+1, multiplicando por σk+1, temos

−2σk+1vk+1 ≥ σk+1∥xk+1− yk+1∥2
Hk+1

+ 2σk+1⟨xk+1− yk+1,yk+1− x∗⟩Hk+1 . (4-8)

Somando (4-7) e (4-8) obtemos
Lado Esquerdo

LHS = 2σk+1(tk+1−1)(vk − vk+1)−2σk+1vk+1

= 2σk+1[(tk+1−1)vk − (tk+1−1 + 1)vk+1]

= 2σk+1[(tk+1−1)vk − tk+1vk+1].

Multiplicando por tk+1 e usando o Lema 4.3 (σk+1tk+1(tk+1−1)≤ σk t2
k )

tk+1 ·LHS = 2[σk+1tk+1(tk+1−1)vk −σk+1t2
k+1vk+1]

≤ 2σk t2
k vk −2σk+1t2

k+1vk+1. (4-9)

Lado Direito Agrupando os termos quadráticos e os produtos internos multiplicados por
tk+1

tk+1 ·RHS = σk+1tk+1[(tk+1−1) + 1]∥xk+1− yk+1∥2
Hk+1

+ 2σk+1tk+1⟨xk+1− yk+1, (tk+1−1)(yk+1− xk ) + (yk+1− x∗)⟩Hk+1

= σk+1t2
k+1∥xk+1− yk+1∥2

Hk+1

+ 2σk+1⟨xk+1− yk+1, tk+1yk+1− (tk+1−1)xk − x∗⟩tk+1Hk+1 .

Agora, aplicamos a identidade ∥b−c∥2−∥a−c∥2 = ∥b−a∥2 + 2⟨b−a,a−c⟩ no espaço
com métrica ponderada por σk+1Hk+1. Definimos

a := tk+1yk+1,

b := tk+1xk+1,

c := (tk+1−1)xk + x∗.

Note que b − a = tk+1(xk+1 − yk+1). O termo quadrático do RHS é exatamente ∥b −
a∥2

σk+1Hk+1
. Analisemos os vetores b− c e a− c.

b− c = tk+1xk+1− (tk+1−1)xk − x∗ = uk+1.
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a− c = tk+1yk+1− (tk+1−1)xk − x∗.

Da definição de yk+1 em (4-3), temos tk+1yk+1 = tk+1xk + (tk −1)(xk − xk−1). Logo

a− c = [tk+1xk + (tk −1)(xk − xk−1)]− (tk+1−1)xk − x∗

= xk (tk+1− tk+1 + 1) + tkxk − xk − (tk −1)xk−1− x∗

= tkxk − (tk −1)xk−1− x∗ = uk .

Portanto, o lado direito torna-se

∥uk+1∥2
σk+1Hk+1

−∥uk∥2
σk+1Hk+1

.

Combinando as desigualdades

2σk t2
k vk −2σk+1t2

k+1vk+1 ≥ ∥uk+1∥2
σk+1Hk+1

−∥uk∥2
σk+1Hk+1

.

Rearranjando os termos

2σk t2
k vk +∥uk∥2

σk+1Hk+1
≥ 2σk+1t2

k+1vk+1 +∥uk+1∥2
σk+1Hk+1

.

Finalmente, utilizamos a propriedade do Lema 4.3 que σkHk ⪰σk+1Hk+1. Isso implica que
∥uk∥2

σk Hk
≥∥uk∥2

σk+1Hk+1
. Substituindo no lado esquerdo, obtemos o resultado desejado. □

No Teorema 4.5, estabelecemos a cota superior para o erro da função objetivo,
demonstrando que ele decai inversamente proporcional ao termo de aceleração σk t2

k .

Teorema 4.5 A sequência de iterações {xk} gerada pelo Algoritmo 4.1 satisfaz

F (xk )−F (x∗)≤
∥x0− x∗∥2

σ0H0

2σk t2
k

.

Prova. Defina ϕk = 2σk t2
k vk + ∥uk∥2

σk Hk
, onde vk = F (xk )− F (x∗) e uk = tkxk − (tk −

1)xk−1− x∗. Pelo Lema 4.4, sabemos que a sequência {ϕk} é não crescente, ou seja,
ϕk ≤ ϕk−1 ≤ ·· · ≤ ϕ1. Portanto

2σk t2
k vk +∥uk∥2

σk Hk
≤ ϕ1 = 2σ1t2

1 v1 +∥u1∥2
σ1H1

.

Como a matriz σkHk é definida positiva, o termo ∥uk∥2
σk Hk

é sempre não negativo. Assim,
podemos descartá-lo para obter a desigualdade

2σk t2
k vk ≤ 2σ1t2

1 v1 +∥u1∥2
σ1H1

. (4-10)
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Na primeira iteração (k = 1), temos por definição que t1 = 1. Substituindo na expressão de
u1, obtemos

u1 = 1 · x1− (1−1)x0− x∗ = x1− x∗.

Logo, o lado direito da desigualdade (4-10) torna-se

ϕ1 = 2σ1v1 +∥x1− x∗∥2
σ1H1

.

Agora, aplicamos o Corolário 4.2 para a iteração inicial. Tomando v = y1 = x1, pH (v ) = x1,
H = H0 e x = x∗, temos

2(F (x∗)−F (x1))≥ ∥x1− x∗∥2
H1
−∥x0− x∗∥2

H1
.

Sabendo que F (x∗)−F (x1) =−v1 e multiplicando toda a expressão por σ1

−2σ1v1 ≥ σ1∥x1− x∗∥2
H1
−σ1∥x0− x∗∥2

H1

= ∥x1− x∗∥2
σ1H1
−∥x0− x∗∥2

σ1H1
.

Rearranjando os termos para isolar a parte que aparece em ϕ1

2σ1v1 +∥x1− x∗∥2
σ1H1
≤ ∥x0− x∗∥2

σ1H1
. (4-11)

Substituindo (4-11) em (4-10), concluímos que

2σk t2
k vk ≤ ∥x0− x∗∥2

σ1H1
.

Isolando vk

F (xk )−F (x∗)≤
∥x0− x∗∥2

σ1H1

2σk t2
k

,

o que, combinado com o fato que σ1H1 ⪯ σ0H0, prova a desigualdade desejada. □

O Teorema 4.5 demonstra que o erro decai com a taxa 1/(σk t2
k ). Para garantir a

convergência global acelerada de ordem O(1/k2), é necessário assegurar que o denomi-
nador σk t2

k cresça quadraticamente com k . O Lema 4.6 a seguir fornece essa garantia.

Lema 4.6 A sequência {σk , tk} gerada pelo Algoritmo 4.1 satisfaz:

σk t2
k ≥

(
1
2

k

∑
i=1

√
σi

)2

.

Prova. A prova segue por indução em k .
Base (k = 1) Temos t1 = 1. Logo,

√
σ1t1 =

√
σ1. O lado direito da desigualdade é

√
σ1/2.
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Como
√
σ1 ≥

√
σ1/2 é trivialmente verdade (pois σ1 > 0), a base se verifica.

Passo Indutivo Suponha que a afirmação seja válida para k , isto é,
√
σk tk ≥ 1

2 ∑
k
i=1
√
σi .

Devemos provar para k + 1. Da definição de tk+1

tk+1 =
1
2

+

√
1
4

+θk t2
k ≥

1
2

+
√
θk t2

k .

Lembrando que no algoritmo θk = σk/σ
0
k+1 e, após o ajuste, σk+1 é tal que a relação

efetiva utilizada na prova do Lema 4.3 garante a coerência. Usando a cota conservadora
θk ≈ σk/σk+1 (ou a relação algébrica direta tk+1 ≈ (tk

√
σk )/
√
σk+1 para grandes k)

tk+1 ≥
1
2

+

√
σk

σk+1
tk .

Multiplicando por
√
σk+1,

√
σk+1tk+1 ≥

√
σk+1

2
+
√
σk tk .

Aplicando a hipótese de indução no termo
√
σk tk ,

√
σk+1tk+1 ≥

√
σk+1

2
+

1
2

k

∑
i=1

√
σi =

1
2

k+1

∑
i=1

√
σi .

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos o resultado desejado. □

Assumindo que a sequência {σk} é limitada inferiormente por uma constante
positiva σ, podemos estabelecer a limitação desejada para o termo de aceleração σk t2

k ,
garantindo a taxa de convergência ótima.

Teorema 4.7 Suponha que, para todo k ≥ 1, tenhamos σk ≥ σ (onde σ é uma constante

positiva). Então,

F (xk )−F (x∗)≤
2∥x0− x∗∥2

σ0H0

σk2 , ∀k ≥ 1.

Prova. Partimos da hipótese que σi ≥ σ para todo i . Utilizando o Lema 4.6, temos

σk t2
k ≥

(
∑

k
i=1
√
σi

2

)2

≥

(
∑

k
i=1
√
σ

2

)2

=

(
k
√
σ

2

)2

=
k2σ

4
. (4-12)
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Invertendo a desigualdade, obtemos

1
σk t2

k
≤ 4

k2σ
. (4-13)

Pelo Teorema 4.5, sabemos que F (xk )−F (x∗)≤ (∥x0− x∗∥2
σ0H0

)/(2σk t2
k ). Substituindo o

limite obtido em (4-13)

F (xk )−F (x∗)≤
∥x0− x∗∥2

σ0H0

2
· 4

k2σ

=
2∥x0− x∗∥2

σ0H0

k2σ
,

o que conclui a prova. □

É importante notar que a hipótese de existência de um limitante inferior uniforme
σ > 0 (juntamente com as condições do Lema 4.3) pode não ser satisfeita se utilizarmos
uma aproximação genérica para a Hessiana. Nesse cenário, o Teorema 4.7 não se aplica e a
convergência aceleradaO(1/k2) não é garantida. Para ilustrar isso, considere as seguintes
sequências de matrizes

H2k =

[
10 0

0 1

]
e H2k+1 =

[
1 0

0 10

]
.

Claramente, σ2k+1 ≤ σ2k/10 e σ2k ≤ σ2k−1/10, e σk ≤ 10−k . Nesse caso, baseado no
resultado do Teorema 4.5, não podemos garantir nenhum resultado de convergência.

Entretanto, é possível demonstrar que o algoritmo preserva a convergência global
(embora com taxa reduzida) mesmo quando σk → 0, desde que esse decaimento não seja
excessivamente rápido. O Teorema 4.8 a seguir estabelece que, se σk decair a uma taxa
não superior a O(1/k ), o algoritmo converge com taxa sublinear O(1/k ), recuperando o
desempenho do método não acelerado.

Teorema 4.8 Se para todas as iterações do Algoritmo 4.1 tivermos σk ≥ σ/k para

alguma constante σ> 0, então, para todo k ≥ 1:

F (xk )−F (x∗)≤
2∥x0− x∗∥2

σ0H0

σk
.

Prova. Assumimos que σi ≥ σ/i para todo i = 1, . . . ,k . Retomando a cota inferior do Lema
4.6

k

∑
i=1

√
σi ≥

k

∑
i=1

√
σ

i
=
√
σ

k

∑
i=1

1√
i
.
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Para limitar a soma harmônica generalizada, observamos que a função 1/
√

i é decres-
cente. Logo, o menor termo da soma é o último (1/

√
k). Portanto

k

∑
i=1

1√
i
≥ k · 1√

k
=
√

k .

Substituindo essa estimativa na desigualdade do Lema 4.6

σk t2
k ≥

(
1
2

k

∑
i=1

√
σi

)2

≥

(√
σ
√

k

2

)2

=
kσ
4

.

Invertendo a desigualdade, temos
1

σk t2
k
≤ 4

kσ
.

Finalmente, aplicando o Teorema 4.5

F (xk )−F (x∗)≤
∥x0− x∗∥2

σ0H0

2σk t2
k

≤
∥x0− x∗∥2

σ0H0

2
· 4

kσ

=
2∥x0− x∗∥2

σ0H0

kσ
,

o que prova a desigualdade desejada. □

Finalmente, podemos estabelecer a taxa de convergência acelerada para o Algo-
ritmo 4.2. Neste caso específico, a estrutura de Hessiana Fixa nos permite garantir uma
cota inferior global para σk , o que satisfaz a hipótese exigida pelo Teorema 4.7.

Lema 4.9 No Algoritmo 4.2, assumindo que mI ⪯ H, temos que σk ≥ (βm)/L para todo

k . Consequentemente, a taxa de convergência ótima de O(1/k2) é alcançada.

Prova. O Algoritmo 4.2 define a matriz de aproximação como Hk = H/σk . Sabemos,
pela propriedade de Lipschitz do gradiente de f , que a condição de decréscimo suficiente
F (pHk (y ))≤ QHk (pHk (y ),y ) é sempre satisfeita se a matriz do modelo dominar a curvatura
da função, isto é, se Hk ⪰ LI. Substituindo a definição de Hk e utilizando a hipótese H ⪰mI

Hk =
1
σk

H ⪰ m
σk

I.
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Portanto, uma condição suficiente para garantir Hk ⪰ LI é

m
σk
≥ L ⇐⇒ σk ≤

m
L

.

O algoritmo inicia com uma estimativa σ e, enquanto a condição de decréscimo não for
satisfeita, reduz o parâmetro multiplicando-o por β (ou seja, σnovo = βσatual ). Como
a condição de decréscimo é garantidamente satisfeita sempre que σ ≤ m/L, o loop
de backtracking interromperá a redução assim que σ entrar nessa região segura. Isso
implica que o algoritmo jamais reduzirá σk para um valor arbitrariamente pequeno se
não for necessário. Matematicamente, se o loop para em um valor σk , significa que o
valor anterior (que falhou na verificação) era maior que m/L. No pior cenário, o valor
imediatamente anterior era arbitrariamente próximo de m/L, e ao multiplicarmos por β,
obtemos o menor valor possível aceito

σk ≥
βm
L

.

Definindo σ = (βm)/L, temos uma cota inferior positiva uniforme para a sequência. Como
o Algoritmo 4.2 é um caso particular do Algoritmo 4.1 que satisfaz σk ≥ σ, aplicamos o
Teorema 4.7 para concluir que a taxa de convergência é O(1/k2). □

A análise desenvolvida nesta seção considerou que os subproblemas proximais
são resolvidos de forma exata. Contudo, em aplicações práticas, pode ser necessário
utilizar métodos iterativos para resolver esses subproblemas. Conforme discutido em [3],
a análise pode ser estendida para o caso inexato de maneira direta. Os autores afirmam
que, se um algoritmo com convergência linear for utilizado para resolver os subproblemas
(respeitando critérios adequados de erro), a taxa de convergência global O(1/k2) do
método Quasi-Newton Proximal Acelerado é preservada.



CAPÍTULO 5
Conclusão

Neste trabalho, realizamos a análise de dois métodos para a resolução de proble-
mas de otimização composta com base nas referências [3] e [17]. Para o primeiro, algo-
ritmo quasi-Newton Proximal (AQNP), foi mostrado que este possui uma taxa de conver-
gência sublinear da O(1/k ), enquanto para o segundo, uma versão acelerada do primeiro
denotado por AQNPA, foi mostrada uma taxa de convergência melhor da O(1/k2). Um
passo futuro seria checar a performance prática desses algoritmos em diferentes aplica-
ções para verificar se o método com melhor taxa de convergência é de fato o mais eficiente
na prática.
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