'] |
““
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

IAGO VICTOR PIRES DE SOUZA NUNES

Métodos Quasi-Newton Proximais para
Problemas de Otimizacao Composta

Goiania
2026



'] |
....
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZACAO (TECA) PARA DISPONIBILIZAR
VERSOES ELETRONICAS DE TESES

E DISSERTACOES NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goias
(UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Dissertagoes
(BDTD/UFG), regulamentada pela Resolugdo CEPEC n° 832/2007, sem ressarcimento dos direitos
autorais, de acordo com a Lei 9.610/98, o documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins
de leitura, impressao e/ou download, a titulo de divulgagdo da produg@o cientifica brasileira, a partir desta
data.

O conteudo das Teses e Dissertagdes disponibilizado na BDTD/UFG ¢ de responsabilidade
exclusiva do autor. Ao encaminhar o produto final, o autor(a) ¢ o(a) orientador(a) firmam o compromisso
de que o trabalho n3o contém nenhuma violagdo de quaisquer direitos autorais ou outro direito de

terceiros.
1. Identificacio do material bibliografico

[X] Dissertagao [ ]Tese [ ]Outro*:

*No caso de mestrado/doutorado profissional, indique o formato do Trabalho de Conclusdo de Curso, permitido no documento de area, correspondente ao programa
de pos-graduagdo, orientado pela legislagdo vigente da CAPES.

Exemplos: Estudo de caso ou Revisdo sistematica ou outros formatos.

2. Nome completo do autor
lago Victor Pires de Souza Nunes
3. Titulo do trabalho
Métodos quasi-Newton proximais para problemas de otimizagdo composta

4. Informacoes de acesso ao documento (este campo deve ser preenchido pelo orientador)
Concorda com a liberagdo total do documento [ x ] SIM [ INAO!

[1] Neste caso o documento serd embargado por até um ano a partir da data de defesa. Apos esse periodo, a
possivel disponibilizacdo ocorrera apenas mediante:
a) consulta ao(3) autor(a) e ao(a) orientador(a);
b) novo Termo de Ciéncia e de Autorizacdo (TECA) assinado e inserido no arquivo da tese ou dissertacao.
O documento nao sera disponibilizado durante o periodo de embargo.
Casos de embargo:
- Solicitagdo de registro de patente;
- Submissdo de artigo em revista cientifica;
- Publicagdo como capitulo de livro;
- Publicagdo da dissertagdo/tese em livro.
Obs. Este termo devera ser assinado no SEI pelo orientador e pelo autor.



= -i ") Documento assinado eletronicamente por Max Leandro Nobre Goncalves, Professor do Magistério
QEI @ Superior, em 11/03/2026, as 08:56, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 3° do
‘ Rslnanis art. 4° do Decreto n® 10.543, de 13 de novembro de 2020 .

c EII Documento assinado eletronicamente por Iago Victor Pires De Souza Nunes, Discente, em
gmm” @ 12/03/2026, as 18:37, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 3° do art. 4° do
i eletrbnica Decreto n°® 10.543, de 13 de novembro de 2020 .

Referéncia: Processo n® 23070.000948/2026-84 SEI n°® 6043170



IAGO VICTOR PIRES DE SOUZA NUNES

Métodos Quasi-Newton Proximais para
Problemas de Otimizacao Composta

Dissertagdo apresentada ao Programa de P6s—Graduagdo
do Instituto de Matemadtica e Estatistica da Universidade
Federal de Goids, como requisito parcial para obten¢ao do
titulo de Mestre em Matemdtica.

Area de concentracido: Otimizacao.

Orientador: Prof. Max Leandro Nobre Gongalves

Goiania
2026



Ficha de identificagdo da obra elaborada pelo autor, através do Programa de Geracéo
Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Nunes, lago Victor Pires de Souza
Métodos Quasi-Newton Proximais para Problemas de Otimizagdo
Composta [e-book] / lago Victor Pires de Souza Nunes. - 2026.
LIIl, 53 f.: 2026

Orientador: Prof. Dr. Max Leandro Nobre Gongalves

Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto de
Matematica e Estatistica (IME), Programa de P6s-Graduacdo em Matematica,
Goiania, 2026.

Bibliografia.

Inclui: algoritmos.

1. Otimizagdo Matematica.

I. Gongalves, Max Leandro Nobre, orient. Il. Titulo.
CDU 51




‘
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
ATA DE DEFESA DE DISSERTACAO

Ata n° 17 da sessdo de Defesa de Dissertagdo de Iago Victor Pires de Souza Nunes, que confere o titulo de
Mestre em Matematica, na area de concentragdo em Otimizacao.

Ao vigésimo dia do més de fevereiro do ano de dois mil e vinte e seis, a partir das 14h00,
na forma de Videoconferéncia, realizou-se a sessdo publica de Defesa de Dissertagdo intitulada
“Métodos quasi-Newton proximais para problemas de otimizagdo composta”. Os trabalhos foram
instalados pelo Orientador, Professor Doutor Max Leandro Nobre Gongalves - IME/UFG com a
participacdo dos demais membros da Banca Examinadora: Professor Doutor Maicon Marques Alves -
DM/UFSC, membro titular externo; Professor Doutor Douglas Soares Gong¢alves - DM/UFSC, membro
titular externo. Durante a argui¢do os membros da banca nao fizeram sugestido de alteragcdo do titulo do
trabalho. A Banca Examinadora reuniu-se em sessdo secreta a fim de concluir o julgamento da
Dissertaggo, tendo sido o candidato aprovado pelos seus membros. Proclamados os resultados pelo
Professor Doutor Max Leandro Nobre Goncalves, Presidente da Banca Examinadora, foram encerrados
os trabalhos e, para constar, lavrou-se a presente ata que ¢ assinada pelos Membros da Banca
Examinadora, ao vigésimo dia do més de fevereiro do ano de dois mil e vinte e seis.

TiTULO SUGERIDO PELA BANCA

e|| Documento assinado eletronicamente por Max Leandro Nobre Goncalves, Professor do Magistério
5 L‘j Superior, em 20/02/2026, as 15:58, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 3° do

assinatura

| eletrénica art. 4° do Decreto n° 10.543, de 13 de novembro de 2020 .

Ell Documento assinado eletronicamente por Douglas Soares Gongalves, Usuario Externo, em
2 L‘j 26/02/2026, as 16:30, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 3° do art. 4° do

assinatura

| eletrénica Decreto n°® 10.543, de 13 de novembro de 2020 .

-
e" Documento assinado eletronicamente por Maicon Marques Alves, Usuario Externo, em 03/03/2026,
2 L‘j as 22:08, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 3° do art. 4° do Decreto n°® 10.543

assinatura

| eletronica de 13 de novembro de 2020.

Referéncia: Processo n® 23070.000948/2026-84 SEI n° 5900443



Todos os direitos reservados. E proibida a reprodugio total ou parcial do
trabalho sem autorizag@o da universidade, do autor e do orientador(a).

lago Victor Pires de Souza Nunes

Graduou-se em Engenharia da Computagdo na UFG, Universidade Federal de
Goids, e em Matematica pela UEG, Universidade Estadual de Goids. Durante
sua graduacdo, foi monitor no departamento de matemadtica da Universidade
Estadual de Goids e fez parte do programa de Residéncia Pedagodgica, sendo
bolsista pela CAPES. Durante o mestrado no IME-UFG, foi bolsista CAPES.



Dedico esse trabalho a minha familia.



Agradecimentos

Agradeco a minha familia por ter me dado o suporte necessdrio para essa fase de

minha vida e ao meu orientador por ter disponibilizado seu tempo a me ajudar.



Resumo

Nunes, lago Victor Pires de Souza. Métodos Quasi-Newton Proximais para
Problemas de Otimizacdo Composta. Goiadnia, 2026. 52p. Dissertacdo de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, analisamos o método proximal quasi-Newton e sua versao acelerada para
resolver problemas de otimizagdo composta. O estudo da versdo ndo acelerada € baseado
na referéncia [17], enquanto da versdo acelerada é baseado no artigo [3]. E mostrado que
o método cldssico obtém uma taxa de convergéncia de O(1/k), isto é, para uma dada
precisdo € > 0, o método gera uma iteragdo xx tal que F(xx) — F(x*) < € em no maximo
O(1/¢) iteragdes, onde x* é um minimizador global do problema mencionado acima. Para

a versio acelerada obtemos uma taxa de convergéncia melhor de O(1/k?).

Palavras—chave
Otimizac¢do Composta, Métodos Proximais, Métodos Quasi-Newton, Andlise de

Convergéncia, Otimizacao Convexa



Abstract

Nunes, Iago Victor Pires de Souza. <Proximal Quasi-Newton Methods for
Composite Optimization Problems>. Goiania, 2026. 52p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we analyze the proximal quasi-Newton method and its accelerated version to
solve composite optimization problems. The study of the non-accelerated version is based
on the reference [17], while the accelerated version is based on [3]. It is shown that the
classical method obtains a convergence rate of O(1/k), i.e., for a given precision € > 0, the
method generates an iteration xx such that F(xx) — F(x*) < € in at most O(1/¢) iterations,
where x* is a global minimizer of the problem mentioned above. For the accelerated

version we obtain a better convergence rate of O(1/ k?).

Keywords
Composite Optimization, Quasi-Newton Methods, Convergence Analysis, Con-

vex Optimization
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CAPITULO 1

Introducao

Considere o problema de otimizacdo convexa composto

min F(x) = 1(x) +g(x), (1-1)
em que g : R” — RU{+0c0} é uma fungdo convexa, semicontinua inferiormente e possi-
velmente ndo suave, e f : R" — R € uma fungio convexa, continuamente diferenciavel e
com gradiente Lipschitz continuo com constante L, isto €, existe uma constante L > 0 tal
que

IVF(x) = Vi)l < Llx=yll2, Vx,y €R".

Assumimos que o conjunto solugdo de (1-1), denotado por X*, € ndo vazio. Esta classe de
problemas, na qual g(x) atua frequentemente como uma fun¢do regularizadora, possui
ampla aplicacdo em dreas como aprendizado de mdquina, processamento de sinais e
estatistica. Tal formulagdo é central e, quando g(x) = A||x||1, engloba modelos cldssicos
como a regressdo logistica esparsa [18, 22], a selecdo esparsa de covariancia inversa
[4, 13, 16] e o Lasso irrestrito [21].

Um dos métodos fundamentais para solucionar o problema em (1-1) é o Algo-
ritmo do Gradiente Proximal (AGP). Sendo uma variante dos métodos proximais, o AGP
destaca-se pela robustez e facilidade de implementacao, atingindo uma taxa de convergén-
cia global, em termos dos valores funcionais, de O(1/k) como pode ser visto em [1, 11].
Isso representa um avanco em relacdo aos métodos cldssicos de subgradiente para fungdes
ndo suaves, cuja taxa é tipicamente de O(1/ V'k) [10]. Basicamente, a taxa O(1 /k) em ter-
mos de valores funcionais significa que o algoritmo requer, no maximo, O(1/¢) iteragdes
para gerar uma solucio e¢-aproximada, isto €, um ponto xi tal que F(xx) — F(x*) < € com
x* e X* .

Visando aprimorar esse método e obter melhores taxas de convergéncia, foram
desenvolvidas estratégias de aceleracdo baseadas em passos de extrapolacdes. O Algo-
ritmo do Gradiente Proximal Acelerado (AGPA), proposto originalmente por Nesterov [9]
e refinado por Beck e Teboulle [1] no algoritmo conhecido como FISTA (Fast Iterative

Shrinkage-Thresholding Algorithm), consegue atingir a taxa de O(1/k?). Esta é conhe-
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cida como a taxa 6tima de convergéncia para métodos que utilizam apenas informagdes
de primeira ordem [8, 10, 15].

Buscando melhorar ainda mais o desempenho dos métodos proximais gradientes,
especialmente em cendrios praticos e mal condicionados, desenvolveu-se uma abordagem
alternativa que incorpora informacdes de curvatura (segunda ordem) no passo proximal.
Tais métodos, denominados Newton Proximal ou Quasi-Newton Proximal, ver por exem-
plo [2, 7, 13, 17, 20], generalizam a ideia do AGP por basicamente substituir o passo do
gradiente pelo passo do Newton ou quasi-Newton juntamente com um ajuste na métrica
do subproblema proximal. Enquanto o AGP pode ser interpretado como um método que
utiliza uma métrica escalar da forma Hy = (1/11x)/, os algoritmos Quasi-Newton Proximais
(AQNP) substituem essa matriz por uma aproximagao Hy da Hessiana de f(x), simétrica
e definida positiva. Em geral, embora a performance prética desses métodos possa ser
superior a de suas contrapartes de primeira ordem, suas taxas de convergéncia global ted-
ricas permanecem, na melhor das hipéteses, as mesmas; ver por exemplo, [17] para mais
detalhes.

Neste trabalho, discutimos dois métodos proximal quasi-Newton, uma versao
padrao AQNP e uma versdo acelerada AQNPA, para resolver o problema (1-1). O estudo
da versdo ndo acelerada € baseado na referéncia [17], enquanto da versdo acelerada é
baseado no artigo [3]. E mostrado que o AQNP obtém uma taxa de convergéncia da
O(1/k), isto é, para uma dada precisdo ¢ > 0, o método gera uma iteracdo xx tal que
F(xx) — F(x*) < e em no maximo O(1/¢) iteragdes, onde x* € X*. Para a versdo acelerada
AQNPA obtemos uma taxa de convergéncia melhor, da O(1/ k). Vale ressaltar que a
obtencao de uma taxa melhor para a versao acelerada depende de uma condigao restritiva
sobre a sequéncia de matrizes que aproxima a matriz Hessiana de f. Como consequéncia,
n6s também discutimos um algoritmo acelerado com aproximac¢do da Hessiana fixa.

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos. O Capitulo 1 € esta introducao.
O Capitulo 2 estabelece as notagdes, resultados preliminares e revisa brevemente os
algoritmos classicos de base. O Capitulo 3 apresenta o método AQNP padrao, detalhando
sua estrutura e andlise de convergéncia. O Capitulo 4 introduz o AQNPA (Acelerado),
discutindo as condi¢des necessdrias para a aceleracao e propondo a variante de Hessiana

Fixa. Por fim, o Capitulo 5 apresenta as conclusdes e discussoes finais.



CAPITULO 2

Preliminares

Uma vez estabelecida a formulagao do problema geral de otimizacdo composta
em (1-1), este capitulo dedica-se a apresentar a fundamentagao tedrica necessaria para as
andlises subsequentes. Inicialmente, introduzimos as notagdes e os conceitos preliminares
de andlise convexa essenciais para o desenvolvimento do texto. Na sequéncia, realizamos
uma revisdo das estratégias algoritmicas cldssicas, abrangendo métodos de primeira e
segunda ordem que formam a base para a construcao dos algoritmos proximais abordados
neste trabalho. A exposicdo tedrica fundamenta-se nas obras de referéncia [5, 14, 12],

bem como nos desenvolvimentos apresentados em [3] e [19].

2.1 Conceitos basicos e notagoes

Nesta secdo, apresentamos as notacdes e os conceitos preliminares sobre andlise
convexa e subgradientes essenciais para o desenvolvimento deste trabalho.

O produto interno usual em R” é denotado por (a, b) := a’ b, induzindo a norma
euclidiana ||a|| := v/aT a. Dada uma matriz simétrica definida positiva H € R"<", definimos

o produto interno ponderado e a norma induzida, respectivamente, como
(a,b)y:=a"Hb e |a|y:=ValHa

Para matrizes simétricas A e B, a notacao A > B (Ordem de Lowner) indica que
a matriz diferenca A — B ¢ semidefinida positiva. Analogamente, A > B indica que A— B
¢ definida positiva. As notagdes A < Be A < B seguem a mesma ldgica, implicando que
B — A ¢ semidefinida positiva ou definida positiva, respectivamente.

Por fim, em relacdo aos parametros escalares, adotaremos a seguinte convengao
ao longo do texto: p, denota o tamanho do passo (comum em métodos de primeira or-
dem), enquanto o, denota o parametro de curvatura ou convexidade forte da aproximacgao
quadratica. Vale ressaltar que, em geral, essas grandezas sdo inversamente proporcionais,

isto é, o, oc 1/ k.
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O dominio efetivo de F é definido por dom(F) = {x € R" : F(x) < co}. Jd o
conjunto de nivel de F associado a um ponto x € dom(F) é denotado por xg(x) = {y €
dom(F): F(y) < F(x)}. O conjunto Xo denota o conjunto de nivel o := X£(Xo) dado algum
Xp € dom(F).

Apresentamos, a seguir, resultados auxiliares fundamentais para o desenvolvi-
mento das andlises de convergéncia nos capitulos subsequentes. As demonstracdes deste
resultados podem ser encontradas nas referéncias [5], [14]. Algumas que sdo importantes

para discussdo subsequente sdo apresentadas em detalhes.

Teorema 2.1 Sejam f : R" — R uma fungdo continua e Q C R" um conjunto compacto

ndo vazio. Entdo, f assume um minimizador global em Q).

Prova. Inicialmente, mostremos que o conjunto imagem f(Q) = {f(x) | x € Q} é limitado
inferiormente. Suponha, por contradicdo, que nio seja. Entdo, para todo k € N, existe
xK € Q tal que f(x¥) < —k. Como a sequéncia {x¥} estd contida no compacto Q,
ela admite uma subsequéncia convergente para um ponto X € (). Pela continuidade de
f, a imagem dessa subsequéncia deve convergir para f(Xx). No entanto, isso gera uma
contradicao, pois a suposic¢do inicial implicaria que o limite fosse —oo, enquanto f(X) € um
nimero real finito. Portanto, f(QQ) é limitado inferiormente. Defina f* = inf{f(x) | x € Q}.

Pela definicdo de fnfimo, para todo k € N, existe x* € Q) tal que

1
f* < f(x¥) < f*+E.

Fazendo k — oo, concluimos que f(x¥) — f*. Utilizando novamente o argumento de
compacidade, existe uma subsequéncia de {xX} que converge para um ponto x* € Q.

Pela unicidade do limite e continuidade de f, obtemos
f(x*) = lim f(x") = £*.

Logo, f(x*) < f(x) para todo x € ), concluindo a demonstragao. (]

Definicao 2.2 Dizemos que uma funcdo f : R" — R ¢é coerciva quando

lim f(x)=+00,
||x]|—+00

ou seja, para todo M > 0, existe r > 0 tal que f(x) > M sempre que || x|| > r.

Teorema 2.3 Seja f : R" — R wuma funcdo continua e coerciva. Entdo, f admite um

minimizador global.
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Prova. Fixe um ponto a € R” e defina b = f(a). Pela coercividade de f, tomando M = b,
garantimos a existéncia de um raio r > 0 tal que f(x) > b sempre que ||x|| > r. Considere
o conjunto B = {x € R" | ||x|]| < r}, que é compacto (fechado e limitado). Pelo Teorema
de Weierstrass, a restricao de f ao compacto B assume um minimo global em algum ponto
x* € B. Logo,

f(x*) < f(x), Vx€ B,

Note que a € B. De fato, se a ¢ B, teriamos ||a|| > r, o que implicaria f(a) > b,
contradizendo a defini¢do f(a) = b. Portanto, a estd no conjunto B e f(x*) < f(a) = b.

Finalmente, para qualquer x ¢ B, temos
f(x) > b= f(a) > f(x*).

Concluimos que f(x*) < f(x) para todo x € R", provando que x* ¢ um minimizador global
de f. Il

Definicao 2.4 Se D C R" é um conjunto convexo, diz-se que a func¢do f: D — R é convexa

em D quando para quaisquer x € D,y € D e « € [0,1], tem-se que
flax+(1 —o)y) < af(x)+ (1 — o) f(y).

A funcdo f é estritamente convexa quando a desigualdade acima € estrita para
todos x #y e o € (0,1).

A funcgdo f € fortemente convexa com moédulo y > 0, qunado para quaisquer
xeD,yeDexe[0,1] tem-se

flax +(1 — a)y) < of(x) + (1 — ) F(y) — yo(1 — o) ||x — y ||

Teorema 2.5 Sejam D C R" um conjunto convexo aberto e f: D — R uma fun¢do

diferencidvel em D. Entdo, as seguintes propriedades sdo equivalentes:

(a) A funcdo f é convexa em D.

(b) Paratodo x,y € D, tem-se f(y) > f(x)+ (VFf(x),y — x).

(¢) Para todo x,y € D, tem-se (Nf(y) — Vf(x),y — x) > 0 (monotonicidade do gradi-
ente).

(d) Se f é duas vezes diferencidvel, a matriz Hessiana de f é semidefinida positiva em

todo ponto de D, isto é:

(V2f(x)d,d) >0, VxeD,VdeR"
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Prova. Demonstraremos a cadeia de implicagdes (a) = (b) = (¢) e (¢) = (b) = (a).
(a) = (b): Seja f convexa. Para quaisquer x,y € De « € (0, 1], definindo d = y — x, temos

f(x+ad) = floey + (1 — ) x)
< af(y)+(1 = o) f(x).

Reorganizando os termos, obtemos o (f(y) — f(x)) > f(x + ad) — f(x). Dividindo por & > 0

e tomando o limite & — 0%, segue que

ox—0* 153

= (VF(x),d) = (VF(x),y — x),

0 que prova (b).
(b) = (¢): Permutando x e y na desigualdade de (b), temos

f(x) > f(y)+(VF(y),x —y).

Somando esta desigualdade com a original de (b), obtemos

f(y) +1(x) = 1(x) + £(y) + (VI(x),y = x) + (VF(y). x = y).

Simplificando, temos (Vf(y) — Vf(x),y — x) > 0.
(¢) = (b): Sejam x,y € D. Pelo Teorema do Valor Médio, existe T € (0,1) tal que,
definindo z; = x + T(y — x), temos

fy) — f(x) = (VH(z0),y — X). 2-1)

Aplicando a hipétese (c) para os pontos zr e X, temos (Vf(z;) — Vf(x),zr — x) > 0. Como

Zr—x=T(y — x) e T > 0, segue que

(Vi(ze) = VH(x),y — x) > 0
<Vf(ZT)s,V_X> Z <Vf(X),y—X>

Substituindo em (2-1), obtemos f(y) — f(x) > (Vf(x),y — x).
(b) = (a): Sejam x,y € De o € [0,1]. Defina z = (1 — o)x + «y. Aplicando (b) em x e z,

e depoisem y e z
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Multiplicando a primeira por (1 — «) e a segunda por &, e somando

(1— f(x)+ af(y) > f(2)+ (V(2),(1 — )(x — 2) + &x(y — 2))
= 1(2) +(V1(2),0) = f(2),

0 que confirma a convexidade.
Equivaléncia com (d): Suponha f duas vezes diferencidvel. Mostremos (b) = (d). Fixe
x € De d € R". Para « pequeno, x + od € D. Por (b)

f(x +ad) — f(x) — x(VF(x),d) > 0.

Pela expansdo de Taylor de segunda ordem

062
?(sz(x)d, d) +o(x?) > 0.

Dividindo por o e fazendo & — 0, obtemos (V2f(x)d,d) > 0.
A volta (d) = (b) segue da expansdo de Taylor com resto de Lagrange: existe ¢

no segmento entre x € y tal que

1
y) = 100+ (VHX),y = x) + S{VAHENY =),y = ).

Como a Hessiana € semidefinida positiva, o termo quadrético € > 0, implicando (b). [J

Definicao 2.6 Dizemos que uma funcdo diferencidvel f : R" — R possui gradiente Lips-

chitz continuo se existir uma constante L > 0 tal que

IVix) = Viy)lla < Llx=yl2, Vx,y €R".

A constante L é denominada constante de Lipschitz global do gradiente Vf.

Conforme mencionado anteriormente, a fun¢ao g(x) no problema geral pode ser
ndo suave, isto €, pode ndo possuir gradiente em todos os pontos. Para contornar essa
limitagdo e permitir a andlise de otimalidade, introduzimos os conceitos de subgradiente

e subdiferencial.

Definicao 2.7 Seja f : R" — R uma func¢do convexa. Um vetor v € R" é dito um subgra-

diente de f no ponto x € R" se satisfizer a desigualdade:

f(z) > f(x)+(v,z—x), VzeR"
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Definicao 2.8 O conjunto de todos os subgradientes de f em x é denominado subdiferen-

cial de f em x e é denotado por 0f(x). Ou seja:
Of(x) :={veR":f(z) > f(x)+(v,z— x),Vz € R"}.

Vale notar que a desigualdade que define o subgradiente € uma generalizacdo
direta da propriedade de caracterizacdo de primeira ordem de fun¢des convexas diferen-

cidveis (Item (b) do Teorema 2.5), substituindo o gradiente Vf(x) pelo vetor v € Of(x).

2.2 Operador Proximal

Nesta se¢do, serd apresentado o operador proximal e descrita brevemente sua
funcionalidade dentro do contexto de otimizagdo.

O Algoritmo do Ponto Proximal é um método iterativo fundamental para mini-
mizar fun¢des convexas (mesmo que ndo diferencidveis). A partir de um ponto inicial
xo € R", 0o método gera recursivamente uma sequéncia {xx } que converge para um mini-

mizador do problema.

Definicdo 2.9 Seja f : R” — RU{+00} uma fungdo convexa semicontinua inferiormente.

O operador proximal de f em um ponto v, com parametro |L > 0, é definido como:

]
prox,(v) :=arg urg}i}gﬂ{f(uhﬁﬂu— vy|§}. (2-2)

Esse operador é a base para todos os métodos proximais. No contexto do

algoritmo, a atualizacdo € dada por
Xk+1 = Prox,, (Xk). (2-3)
O Teorema 2.10 a seguir assegura a boa defini¢dao da sequéncia gerada por (2-2).

Teorema 2.10 Seja f : R" — R uma funcdo convexa. A sequéncia {xx} C R" gerada pela

iteracdo proximal estd bem definida e é caracterizada pela relagcdo:

1
— (Xk — Xk41) € OF(Xk1)- (2-4)
Hk

Prova. Para demonstrar a boa defini¢do da sequéncia {xx }, definimos, para cada iteragdo

k > 0, a fun¢do auxiliar

]
dr(u) = f(u) + 2—uk||u—xk\|2.
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Note que ¢, € uma regularizacdo aproximada de f. Primeiramente, mostremos que ¢
possui um minimizador. Dado x, existe sx € Of(xk) tal que, pela convexidade de f, tem-

se f(u) > f(xk) + (Sk, U — Xk). Substituindo em ¢ (u)
1 2
r(u) > f(xk) + (Sk, U — Xk) +2—HU—X/<H :
Mk

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e evidenciando ||u — xk|| (com u # xx) temos

f 1
i) = lu—xe (ﬂ— ||sk||+—||u—xk||) .

lu = xk]| 2y

Passando ao limite quando ||u|| — +o00, obtemos

lim  ¢g(u) = +0c.
|u||—+o00

Isso significa que ¢y € coerciva. Como ¢ € continua e coerciva, ela possui pelo menos
um minimizador global. Além disso, como a fungdo || - ||? é estritamente convexa e f
€ convexa, ¢ € estritamente convexa, o que garante que o minimizador Xx,1 € Unico.
Portanto, a sequéncia { x } estd bem definida. Sendo Xx,1 0 minimizador de ¢, a condi¢ao

de otimalidade implica que 0 € Od«(xk,1). Calculando o subdiferencial da soma

1
0 € Of(Xks1)+V (2_||U_Xk||2)
Mk

U=Xk+1 .
A derivada do termo quadratico € (Xk.1 — Xk)/ k. Logo

1 1
0 € Of(Xks1) + — (Xka1 — Xk) = —(Xk — Xk+1) € Of (Xk41)-
Mk Mk

2.3 Meétodos de Primeira Ordem

Nesta secdo, revisamos as estratégias fundamentais de otimizag¢do de primeira
ordem que servem de alicerce para os algoritmos desenvolvidos neste trabalho. Partindo
do classico Método do Gradiente para fungdes diferencidveis, estendemos a discussio
para o Método do Gradiente Proximal (adequado para o problema composto definido em
(1-1)) e, finalmente, apresentamos a variante acelerada FISTA, que supera as limitacdes

de convergéncia dos métodos basicos.
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2.3.1 Método do Gradiente

Uma das estratégias iterativas mais antigas e fundamentais para minimizar uma
funcdo diferencidvel é o Método do Gradiente, também conhecido como Método de
Cauchy ou Steepest Descent.

A ideia central do método consiste em gerar uma sequéncia de pontos {x}
movendo-se, a cada iterac@o, na direcdo oposta ao vetor gradiente da funcao objetivo, isto
€, dx = —Vf(xx). A justificativa tedrica para essa escolha reside no fato de que, localmente,
a direcdo do gradiente negativo corresponde a direcdo de maxima descida da funcdo f em
relacdo a norma euclidiana.

O Algoritmo 2.1 descreve a estrutura geral do método.

Algoritmo 2.1: Método do Gradiente

1 Entrada: xo € R" e tolerincia € > 0;

2 k< 0;

while ||Vf(xy)|| > € do

4 Defina a direcdo de busca: dx = —Vf(xk);

w

5 Obtenha um tamanho de passo p, > 0 tal que f(xx + Wy k) < f(Xk);
6 Atualize o iterado: Xx,1 = Xk + Wk dk;

7 k<+ k+1;
s end

9 Saida: xx (aproximagio do minimizador).

2.3.2 Gradiente Proximal

O Método do Gradiente Proximal (AGP) pode ser interpretado como uma
extensao do método do gradiente cldssico para minimizar a fungdo composta F(x) := f(x) +
9(x). Cada iteracdo do AGP consiste em um passo de gradiente na parte suave f, seguido
pela aplicac@o do operador proximal associado a parte ndo suave g. Matematicamente, o

iterado é calculado como:

Py (Xk) = prox,,, (Xx — i V(X))

= arg urg]ilgn {f(xk) +(VF(Xk), u—Xk) + 21@ |u— xk||? +g(u)} : (2-5)

A funcdo objetivo do problema de minimizagdo em (2-5) é denominada Aproxi-

macdo Quadratica Composta de F(x) em torno de xx. Generalizando este conceito para

uma matriz simétrica definida positiva H, definimos o modelo quadritico em um ponto v
como

Qu(u, v) = F(v) + (VF(V),u—v) + %Hu— V|3 +g(u). (2-6)
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Observe que, no caso do AGP, a matriz de curvatura € um multiplo da identidade,
isto é, H = I/ k. Ja para métodos do tipo Newton Proximal, teremos H = V2f(x). Dessa

forma, podemos reescrever o passo proximal de forma unificada como
pH(V) :=arg min Qu(u, v). (2-7)
ueR”

O Algoritmo 2.2 descreve o procedimento, incorporando uma estratégia de
backtracking (busca linear) sobre o parametro de passo L. O objetivo do backtracking é

garantir que o passo gerado satisfaca a seguinte condi¢do de decréscimo suficiente

F (P (X)) < Quy(Puy (Xk), Xk), (2-8)

onde denotamos Q,, como o modelo Qy com H = //1i.
Essa condi¢do é fundamental para a andlise de convergéncia global do método
e € satisfeita quando px < 1/L, onde L é a constante de Lipschitz do gradiente de f. O
uso do backtracking justifica-se pois L pode ser desconhecida ou estimar i, < 1/L pode
resultar em passos excessivamente conservadores, retardando a convergéncia.
Algoritmo 2.2: Algoritmo do Gradiente Proximal (AGP)

1 Entrada: xo € R”, 3 € (0,1) e Wjnit > 0;
2 for k=0,1,2,... do

3 Escolha uma estimativa inicial para o passo  (eX: Lk = Hk—1 OU Winit);
4 Calcule o candidato: py, (xk) := argmin,crn Qu, (U, Xk);
5 while F(py, (xk)) > Qu, (Py, (Xk), Xk) do
6 Reduza o passo: k< B k;
7 Recalcule o candidato: py, (xk) := argminyegrn Qu, (U, Xk);
8 end
9 Atualize o iterado: Xx.1 < Py, (Xk);
10 end

11 Saida: xi,1 (solucdo aproximada).

2.3.3 Gradiente Proximal Acelerado

A variante acelerada do AGP, denominada AGPA (Algoritmo do Gradiente
Proximal Acelerado), distingue-se pela utilizacdo de um passo de "momentum". Ao
invés de avaliar o modelo quadrético Qu, no iterado atual xx_1, 0 algoritmo utiliza um
ponto de busca extrapolado yk, construido a partir de uma combinagdo linear de iteragdes
anteriores.

Essa abordagem, popularizada pelo algoritmo FISTA (Fast Iterative Shrinkage-
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Thresholding Algorithm) proposto em [1], define o ponto de busca como
Yk = Xk—1 + Ok —1(Xk—1 — Xk—2). (2-9)

A sequéncia de pardmetros {o} € escolhida especificamente para garantir a
aceleragdo da taxa de convergéncia global de O(1/k) (do AGP) para O(1/ k?), utilizando
apenas informagdes de primeira ordem.

O Algoritmo 2.3 detalha o funcionamento do FISTA. Nele, o pardmetro o €
definido pela sequéncia o = (t — 1)/tk+1, onde fx,1 € atualizado recursivamente.

Vale ressaltar que a versdo original de [1] exige que o passo L, seja nao-
crescente (M1 < W) durante o backtracking. Contudo, estudos mais recentes, como o
apresentado em [15], propdem generalizagdes para o parametro fx,1 que permitem relaxar
esta condigdo (aceitando k.1 > Hk) sem comprometer a taxa de convergéncia quadratica.

Algoritmo 2.3: FISTA (Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm)
1 Entrada: xo € R”, 3 € (0,1) e 1% > 0;

2 Inicializacdo: y1 = xo, t; = 1;

3fork=1,2,... do

4 Defina a tentativa de passo: [k := u?(;
5 Calcule o candidato: py, (yx) = argmin,crn Qu, (U, ¥k);
6 | while F(pu,(y) > Qu (P (V). ¥i) do
7 Reduza o passo: [k < PLk;
8 Recalcule: py, (yx) :=argmin,crn Qu, (U, ¥k);
9 end
10 Atualize o iterado: Xk < py, (Vk);
1 Defina o passo inicial da préxima iteragdo: po_, = p;
12 Atualize o parametro de aceleracdo:
1 / 2
fke1 = > 144/ 1+41 (2-10)
13 Calcule o novo ponto de busca extrapolado:
t—1
Vit 1= Xk + ———(Xk — Xk_1) (2-11)
k+1
14 end

15 Saida: x.
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2.4 Métodos de Segunda Ordem

Nesta secdo, abordamos os métodos de segunda ordem, classe de algoritmos
que utiliza informacdes de curvatura da funcdo (via matriz Hessiana) para determinar
a direcdo de busca. Em comparac¢do aos métodos de primeira ordem, estas estratégias
geralmente apresentam uma taxa de convergéncia superior (quadratica ou superlinear),
exigindo menos iteragdes para atingir a solu¢ao. No entanto, o custo computacional por
iteracdo tende a ser mais elevado devido ao cdlculo e manipulagdo da matriz Hessiana.
A seguir, discutimos o método de Newton cldssico e introduzimos os métodos Quasi-

Newton.

2.4.1 Método de Newton

O Método de Newton € a estratégia fundamental para otimizacdo nao linear
irrestrita de segunda ordem. Diferente do método do gradiente, que aproxima a fungdo
localmente por um plano (linearizagdo), o Método de Newton utiliza uma aproximagao
quadrética da funcdo objetivo f em torno do iterado atual x.

A direcdo de busca dx (denominada dire¢cdo de Newton) € obtida minimizando

essa aproximagdo quadrdtica, o que resulta na solu¢do do sistema
V2(xi)dk = —V F(x), (2-12)
ou, equivalentemente, assumindo que a Hessiana € invertivel
di = —(V(x)) " VF(xi). (2-13)

A atualizacdo do iterado segue a forma padrdo xx.1 = Xk + Hgdk, onde g, € o
tamanho do passo. Quando p, = 1 € aceito, dizemos que foi dado um passo de Newton

puro. O Algoritmo 2.4 descreve a estrutura geral do método.
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Algoritmo 2.4: Método de Newton

1 Entrada: xo € R" e tolerdncia € > 0;

2 k< 0;

3 while ||Vf(xx)|| > € do

4 Calcule a Hessiana V2f(xx) e o gradiente Vf(xk);

5 Obtenha a direcdo dk resolvendo o sistema linear:
V2f(x)dk = —V (xk)

6 Defina o tamanho do passo p, > 0 (via busca linear);

7 Atualize: Xx,1 = Xk + Uk dk;

8 k <+ k+1;
9 end

10 Saida: xx.

Vale ressaltar um aspecto computacional crucial: na pratica, nunca se calcula
explicitamente a matriz inversa (V2f(xx))~'. A dire¢iio dk é obtida resolvendo o sistema
de equagdes lineares V2f(xx)dx = —Vf(xk) (por exemplo, via fatoragdo de Cholesky), o

que é computacionalmente mais eficiente e numericamente mais estavel.

2.4.2 Métodos Quasi-Newton

Os métodos Quasi-Newton representam uma alternativa eficiente ao Método de
Newton cldssico. A principal vantagem desta classe de algoritmos reside no fato de ndo
exigirem o calculo explicito da Hessiana exata V2f(xx). Mais especificamente, enquanto
a resoluciio do sistema linear em (2-12) exige, em geral, O(n®) operagdes aritméticas por
iteracdo devido a necessidade de fatoracdo da matriz, os métodos quasi-Newton permitem
obter a dire¢do de busca resolvendo o sistema aproximado Bydkx = —V{f(Xx) com um
custo computacional de apenas O(n?) operagdes [12]. Essa drastica redugio no custo por
iteracdo € alcancada mantendo, contudo, uma taxa de convergéncia superlinear (superior
a do método do gradiente).

Ao invés de utilizar a Hessiana exata, esses métodos constroem e atualizam
iterativamente uma aproximacdo matricial Bx =~ V?f(xk). Essa atualizacdo baseia-se na
variagdo observada nos gradientes entre iteracdes sucessivas para capturar a curvatura da
fun¢do ao longo da direcao de busca. Dentre as diversas formulas de atualiza¢do propostas

na literatura, temos a férmula BFGS.
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BFGS

O método BFGS (nomeado em homenagem a seus criadores: Broyden, Fletcher,
Goldfarb e Shanno) utiliza uma estratégia de atualiza¢do de posto-2 para construir a apro-
ximacdo da Hessiana. A férmula de atualizacdo para a matriz By,1, dada a aproximacao

anterior By, é definida por

By sks] Bk N Yy

Bys1 = Bk — : (2-14)
¥ S,-(r By sk ykT Sk
onde os vetores de deslocamento e variagdo do gradiente sdo, respectivamente
Sk =Xks1 — Xk € Yk = VI(Xke1) — VF(Xk). (2-15)

Essa férmula satisfaz a chamada equacdo da secante (By,1Sk = yk) € preserva a
simetria da matriz. Além disso, uma propriedade fundamental do BFGS € a hereditarie-
dade da defini¢ao positiva: se a aproximagao inicial By for definida positiva e a condi¢do
de curvatura skT yx > 0 for satisfeita, todas as matrizes subsequentes By serdo definidas

positivas.

L-BFGS

O método L-BFGS (Limited-memory BFGS) € uma adaptacdo do algoritmo
BFGS projetada especificamente para problemas de grande porte, onde o custo de ar-
mazenar ou manipular uma matriz densa n x n é proibitivo.

Diferente do BFGS padrido, que carrega a matriz Bx completa, o L-BFGS
armazena a aproximacdo da Hessiana implicitamente. A ideia central consiste em manter
na memoria apenas um conjunto limitado de m pares de vetores de correcdo {s;, y;} das
iteracOes mais recentes (com m tipicamente entre 3 e 20). As informagdes de curvatura
mais antigas, consideradas menos relevantes para o comportamento local atual da fungao,
sdo descartadas para economizar memoria e custo computacional.

Operacionalmente, produtos matriciais envolvendo By (ou sua inversa) sdo com-
putados através de algoritmos recursivos de dois lagos (two-loop recursion) que utilizam
apenas os pares armazenados {s;,y;} e uma matriz inicial esparsa (geralmente um multi-
plo da identidade), sem nunca construir a matriz densa explicitamente. Embora o L-BFGS
apresente, teoricamente, uma taxa de convergéncia linear (devido a perda de informacgado
antiga), na pratica, ele exibe um desempenho muito superior ao método do gradiente e
frequentemente préximo ao do BFGS completo para muitas aplicagdes.

Vale ressaltar que as atualizacdes BFGS e L-BFGS descritas acima foram ori-

ginalmente desenvolvidas para problemas de otimiza¢do suave (sem a componente nao
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diferencidvel g(x)). No contexto deste trabalho, utilizaremos essas férmulas nao para de-
finir a direcdo de descida direta dx = — B, ! V fx, mas sim para construir a matriz de métrica
Hi na aproximacgao quadrdtica (2-5). Nos capitulos seguintes, detalharemos como essas
aproximacgdes sdo integradas a estrutura do Algoritmo Quasi-Newton Proximal para re-

solver o problema composto (1-1).



CAPITULO 3

Método de Quasi-Newton Proximal

Neste capitulo, dedicamo-nos a construcdo e andlise de um método Quasi-
Newton Proximal para a resolu¢do do problema de otimiza¢do composta (1-1). Apresen-
tamos a estrutura formal do algoritmo, detalhando as estratégias de atualiza¢do da matriz
de aproximacgdo e do parametro de passo, seguidas pela andlise tedrica de sua taxa de
convergéncia. Este capitulo € baseado no artigo [17].

Os métodos Quasi-Newton Proximais podem ser vistos como uma generalizacio
do Método de Newton, integrando informacdes de curvatura de segunda ordem (apro-
ximadas) diretamente na estrutura do operador proximal. Diferentemente do método de
Newton cldssico, que exigiria o cdlculo da Hessiana exata, esta classe de algoritmos uti-
liza uma matriz simétrica definida positiva Hk para aproximar a geometria local da funcdo
suave f.

A cada iteracdo k, o método considera uma aproximagdo quadratica do termo

suave em torno do iterado atual xx adicionado a fun¢do ndo-suave:
1
Qr (11, k) 1= Floxi) + (T Fxk), 1= x6) + 3 [ = x|, + 9 (w): (3-1)

A estrutura algoritmica geral pode ser descrita em quatro etapas fundamentais:

* Modelagem: A func¢do suave f(x) é aproximada localmente pelo modelo quadratico
convexo Qp, (U, Xx) (excluindo a parte ndo suave g(u) que € mantida exata).

* Subproblema: Um método de otimizagdo interno (iterativo) é aplicado para mini-
mizar o modelo Qp,, gerando um ponto teste candidato a Xx.1.

* Critério de Aceitacao: O ponto teste é aceito como novo iterado xx,1 se satisfizer
uma condi¢do de decréscimo suficiente (descrita adiante).

* Atualizacdo: Caso o ponto ndo seja aceito, o parametro de regularizacio (passo)
ou a matriz Hy sao ajustados para aumentar a convexidade do modelo, e um novo

ponto teste é calculado.

Utilizando a nota¢do de minimizacao do modelo, reescrevemos o passo proximal
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generalizado como:

pH(v) :=arg min Qy(u,v). (3-2)
ueR"

Os Algoritmos 3.1 e 3.2 a seguir formalizam, respectivamente, a estrutura externa

(Outer Loop) e o procedimento de busca linear (Inner Loop) do método proposto.

Algoritmo 3.1: Método de Quasi-Newton Proximal (Estrutura Geral)

1 Entrada: xo € dom(F) e parametro de descida p € (0,1];
2 for k=0,1,2,... do

3 Escolha uma estimativa de passo inicial px > 0;

4 Escolha uma matriz de aproximacao Gk >~ 0;

5 Execute o procedimento de busca linear (Algoritmo 3.2) com parametros
(1k, Gk, Xk, p) para obter o par efetivo (Hk, Xk+1);

¢ end

Algoritmo 3.2: Busca Linear e Atualizacdo do Parametro Proximal

1 Entrada: y, G, x, p, e escolha um fator de reducdo 3 € (0,1);

2 Defina H = G+%LI;

3 Calcule o candidato p(x) := py(x), onde py € definido em (3-2);
4 while F(p(x)) > F(x) — p(F(x) — Qn(p(x), X)) do

5 Reduza o passo: 1 < Bu;

6 Atualize a matriz: H := G + :T/;

7 Recalcule o candidato: p(x) := py(x);

8 end

9 Retorne: H e p(x).

E importante notar que a matriz utilizada no modelo é construida como Hy =
Gk + tl. Como impomos Gk >~ 0 (semidefinida positiva), a matriz resultante Hy € ne-
cessariamente definida positiva, com seu menor autovalor limitado inferiormente por um
constante positiva. Portanto, controlar o tamanho do passo i (reduzindo-o) equivale a au-
mentar o pardmetro de convexidade forte do modelo, tornando o passo mais conservador
e garantindo a condi¢ao de decréscimo.

De fato, para fins tedricos, qualquer método de construcio de Hy € admissivel,
desde que a matriz resultante satisfaca as cotas espectrais m/ < Hx < M/ (com m,M > 0)
e que o ponto gerado satisfaca a condi¢do de decréscimo suficiente especificada no
Algoritmo 3.2.

Vale ressaltar que a etapa principal do Algoritmo 3.1, que consiste no cdlculo do
operador proximal generalizado Xx.1 = pp, (Xk), estd bem definida para todas as iteragoes.
A func¢do objetivo do subproblema, dada por Qp,, € a soma de uma fung¢do quadrética

definida positiva e da fun¢do convexa g(u) resultando numa funcio fortemente convexa
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em R". Pela teoria cldssica de otimizac¢do convexa, o problema de minimizar uma fungao
fortemente convexa, fechada e propria sobre todo o espago R” possui, necessariamente,
um tnico minimizador global. Portanto, o préximo iterado Xk,1 existe e € unico. Também
¢ importante mencionar que a boa definicdo do Algoritmo 3.2 € assegurada devido a
propriedade de o gradiente de f ser Lipschitz continuo, o que garante que o loop seja
completado em um niimero finito de passos.

Para realizar a andlise de convergéncia do algoritmo, além das condi¢des estabe-

lecidas para o problema (1-1), assumiremos as seguintes hipdteses adicionais:

Hipotese 1 (i) A funcdo g é Lipschitz continua em R" (ou no conjunto de interesse
Xo), com constante Ly > 0. Equivalentemente, a norma de qualquer subgradiente

de g é limitada, isto é:
v < Lg, Vv € Og(x),¥x € dom(g).

(ii) Existem constantes positivas 0 < m < M tais que as matrizes de aproximagdo
satisfazem:
ml < Hx X MI, Yk >0.

(iii) Existe uma constante D > 0 tal que sup,cx« | Xk — x*|| < D para todo k.

A Hipoétese 1(iii), é naturalmente satisfeita caso o conjunto de nivel inicial,
definido por X = {x € dom(F) : F(x) < F(xp)}, seja limitado. Como o método garante
o decréscimo monoétono da funcdo objetivo a cada iteragdo, toda sequéncia gerada Xy
permanece contida no conjunto Xg. Se Xo for um conjunto limitado, a distdncia maxima
entre qualquer iterado xx e uma solugcdo 6tima x* (que também pertence a Xp) serd
necessariamente limitada por uma constante D>0. Vale ressaltar que essa condi¢do de
limitagdo do conjunto de nivel é garantida, por exemplo, sempre que a fungdo objetivo
F(x) for coerciva.

A seguir, apresentamos um resultado fundamental baseado na condi¢do de

otimalidade de primeira ordem do subproblema proximal.

Lema 3.1 Para qualquer v € R", definindo p = py(v), existe um subgradiente v4(p) €
0g(p) tal que:
Vi(v)+H(p—v)+v4(p) =0.

Prova. Pela definicao do operador proximal generalizado, temos:

put) =g i, Q) s= { )+ (V)0 )+ v 000 .
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A condi¢do de otimalidade para este problema de minimizacao convexa irrestrita requer
que o zero pertenca ao subdiferencial da fungdo objetivo em relagdo a u, avaliado no ponto
otimo py(v). O gradiente da parte diferencidvel em relacdo a u € V£(v) + H(py(v) — v).
Assim, a condi¢do de otimalidade é dada por:

0 € VI(v) + H(pn(v) — v) + Og(pH(V)).

Isto implica a existéncia de um vetor vg(pn(v)) € 99(pH(v)) que satisfaz a igualdade

enunciada. ]

A andlise a seguir estabelece uma cota superior para o erro da funcdo objetivo
utilizando apenas informacdes de primeira ordem, o que serd crucial para demonstrar a

taxa de convergéncia sublinear.

Lema 3.2 Para quaisquer trés pontos u,v,w € dom(F), e para qualquer subgradiente

V4(v) € Og(v), vale a desigualdade:
Fu) — F(w) < [[VHW) +vg(W)llu— wll+2Lg[|u—v].
Prova. Utilizando a convexidade da fungdo diferencidvel f, temos:
f(u) — f(w) < (Vf(u),u—w). (3-3)

Pela convexidade de g, para qualquer subgradiente v4(v) € dg(v), temos g(w) > g(v) +
(vg(v),w —v), o que implica:

g(v) —g(w) < (vg(v),v—w). (3-4)
Por outro lado, usando a defini¢do de F, obtemos:

F(u) = F(w) = f(u) — f(w) + g(u) — g(w)
= f(u) — f(w) +[g(u) — g(V)] +[g(v) — g(w)],

0 que combinado com as desigualdades (3-3) e (3-4) implica
F(u)— F(w) < (Vf(u),u—w) +[g(u) — g(V)] + (vg(V),v —w).
Ou equivalentemente,

F(u)— F(w) < (Vf(u)+vg(v),u—w)+[g(u) — g(V)] + (vg(V),v—u).
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Agora, utilizamos a propriedade Lipschitz de g (Hipétese 1(i)), temos que |g(u) — g(v)| <
Lg|lu—v|| e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz combinada com a limitacdo do

subgradiente (|| vq4(v)|| < Lg), temos

Fu) = F(w) < [VAW) +voW)llu = wll+ Lg[lu = v|[+ Lg||u = v]|

= V(W) +vg()l[[|u—wl| +2Lg[lu— v,
o que prova a desigualdade desejada. 0J

O préximo resultado garante que o modelo quadratico decresce suficientemente
a cada iteracdo e estabelece uma relagcdo entre o tamanho do passo e a norma do gradiente

composto (residuo de otimalidade).

Lema 3.3 Seja xx,1 a solugdao do subproblema proximal em xx com matriz Hk. Entdo, o

decréscimo do modelo satisfaz:
m 2
Qhi (X, X)) — Qe (X1, Xic) > EHan — Xk ||*.
Além disso, existe um subgradiente v g(Xk.1) € 0g(Xk+1) tal que:
1 1
MHVf(Xk)H/g(an)H <[ Xkat — Xk|| < EHVf(Xk)"'Vg(XkH)H- (3-5)

Prova. A fung¢do Qp, (-, xx) € fortemente convexa. Como Xk, € o0 minimizador global de

QH, (-, Xk), segue da propriedade de convexidade forte que, para qualquer u:

’
Qu (U, Xk) = Qry (Xiea1, Xi) + §||U — Xpert |15 -

Tomando u = x, e utilizando a propriedade da norma induzida pela matriz (||v||f_,k >

m||v||?), obtemos:

’
Qu (Xi, Xk) — Qhy (Xka1, Xk) > > 1%k — Xkt 1|2,

m
> EHXK — X%,

0 que prova a primeira parte do lema. Para a segunda parte, lembramos a condicdo de

otimalidade de primeira ordem para X,1:
VF(Xk) + Hi(Xies1 — X)) + Vg(Xk+1) =0, para algum ’\/g(Xk+1) € 8g(xk+1 ).

Ou equivalentemente, Hk(Xk+1 — Xk) = —(VF(Xk) + Vg(Xk+1)). Denotando v = Xxq1 — X,
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segue que

ml|v[[? < [[v[|Z, = (Hkv,v) = —(V(X) + Vg(Xk1), v) < [|VF(Xi) + Vg (Xieat) | [V

a qual implica a segunda desigualdade em (3-5). Para a primeira desigualdade, como H

€ definida positiva (em particular, invertivel), temos
V= Xieot — X = —Hi (VEXK) +Vg(Xiea1))
Como Hy < M/ temos que Hk_1 = (1/M)I. Dai,
(Hi (V1) + Vg (Xes1)), VE(Xk) + Vg Xkr1)) > ,:—”HVf(xk) + Vg (X1) |7
Substituindo H, 1 (VFf(xk) + VgXk+1) = —Vv, obtemos

IV 7000 + Vg2 < (=, V1) +Vgltan)) < VIV 060 + vl

0 que implica a primeira desigualdade em (3-5). 0

Por fim, o Teorema 3.4 estabelece a convergéncia global de ordem O(1/k) para

o Algoritmo 3.1.

Teorema 3.4 A sequéncia {xx} gerada pelo Algoritmo 3.1 satisfaz

C

F(xe) — F(x*) < P Vk>1,

onde x* € X* e a constante C é definida por

2M?(DM +2Lg)?
C =
pm3

’

e D, m, M e Ly sdo como na Hipdtese 1.

Prova. Defina AFy = F(xx) — F(x*). Aplicando o Lema 3.2 com u = Xk, W = X* € V = Xk,1,
obtemos
AFk < ||Vf(Xk) +Vg(Xk+1)H ||Xk - X*H +2I—gHXk — Xk+1 ”

Pela Hipdtese 1(iii), temos ||xx — x*|| < D. Por outro lado, do Lema 3.3, sabemos que

l|Xks1 — Xk || < ||V F(Xk) +Vg(Xks1)||/m. Combinando estas desigualdades, obtemos

2L

MD +2L
AF < ||V F(xk) +Vg(Xis1) | (D+ Fg) < || VF(xk) +Vg(Xke1)|| (—g)

m
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onde a dltima desigualdade € devido ao fato de que mD < MD. Portanto,

AFZm?

= (MD+2Lg)?" (3-6)

|V () + Vg (xks1) |7

Por outro lado, segue da defini¢do de AF, do Algoritmo 3.2 e do fato que Qp, (Xk, Xk) =
F(xx), que

AFg — AFi1 = F(xk) — F(Xke1) = P(QHy (X Xk) — Qe (Xka15 X))
0 que combinado com Lema 3.3 implica que

m
AFc=AFict 2 s V060 + Vgl |2
Combinando a tltima desigualdade com (3-6), temos

2

pm m 5
AFy — AFi > ( ) AF)2,
k k1 2 o2 (MD+2Lg)2( k)
ou, equivalentemente,
AFi— AFiy1 > P AR
KT = ome(DM 2L 2
1/c
Dividindo a desigualdade acima por AFy,1AF
1 1 1 AFg 1
> >

YAV 2 B AF — EAFKH - 5

Fazendo a soma da tltima desigualdade de k =0,1,...k — 1, temos

1 1 1 k=14
> ——a=>) =
AF, = AF. AR = C

j=

k
C!

o que implica a desigualdade desejada. 0J



CAPiTULO 4

Método Quasi-Newton Proximal Acelerado

Neste capitulo, abordamos uma variacdo acelerada do método quasi-Newton
proximal apresentado no Capitulo 3. Discutimos as hipdteses necessdrias, a estrutura do
algoritmo e a andlise tedrica de sua taxa de convergéncia. Este capitulo é baseado no
artigo [3].

A premissa central do método quasi-Newton proximal acelerado € incorporar
um passo de extrapolacdo ao método padrdo para obter taxas de convergéncia superiores.
Em [6], os autores introduziram essa abordagem, alcangando uma taxa de convergéncia
de O(1/k?) para o Newton proximal. No entanto, esse resultado tedrico depende de
condi¢des bastante restritivas. Especificamente, exige-se que a estimativa da Hessiana
Hj satisfaca a condicdo de monotonicidade 0 < Hyx < Hk_4 a cada iteracao K.

Simultaneamente, as matrizes Hyx devem ser escolhidas de modo a garantir que
o modelo quadrético seja uma funcdo majorante de F (suficientemente curva). Essas
duas condi¢des podem ser conflitantes, a menos que a sequéncia {Hk} seja composta
por matrizes com autovalores excessivamente grandes, o que resultaria em passos muito
curtos. No caso particular em que Hy = // 1k, a condigio Hx = Hk_1 implica px > py—1, 0u
seja, tamanhos de passo ndo decrescentes. Isso contradiz a estratégia padrao do algoritmo
FISTA, do qual a aceleracdo € derivada, que geralmente requer px < pg—1 (passos nao
crescentes).

Aqui, baseamo-nos na abordagem de [3], que introduz uma versao do método
quasi-Newton proximal acelerado com restri¢des relaxadas. Essa estratégia fundamenta-
se na variante do FISTA proposta em [15], a qual permite a ndo-monotonicidade do
parametro de passo, possibilitando uma escolha mais flexivel e eficiente para a sequéncia
de matrizes H.

Para realizar a andlise de convergéncia do algoritmo, além das condi¢des estabe-

lecidas para o problema (1-1), assumiremos a seguinte hipétese adicional:

Hipdtese 2 Existem constantes positivas m e M tais que, para todo k > 0, tem-se
ml < Hx < MI.
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O Algoritmo 4.1 descreve o método adotado. Note que este algoritmo permite
atualizar dinamicamente o ponto de extrapolagdo yx durante a fase de backtracking, o que
€ crucial para garantir a convergéncia sem impor a monotonicidade estrita das matrizes.

Novamente, a seguinte aproximacdo quadritica do termo suave em torno do

iterado atual x, adicionado com a fun¢@o ndo-suave serd necessario:

1
Qp (U, xk) = F(xic) + (VF(xk), U — xk) + E||u — xk||%, +9(u). 4-1)

Algoritmo 4.1: Algoritmo Quasi-Newton Proximal Acelerado

1 Inicializacao: Defina t; = 1, 0 = 1, escolha um escalar inicial o = 0'(1) > 0, defina
y1 = Xp € dom(F) (com x_{ = Xp) € uma matriz inicial Hy = H; > 0. Escolha o
fator de redugdo 3 € (0,1);

2 fork=1,2,... do

3 Defina a estimativa inicial: ok = 09;

4 Calcule o candidato: py, (yx) = argminycgrn Qu, (U, ¥k);

5 | while F(py, (yk)) > QH, (PH,(Vk), k) do

6 Aumente a curvatura do modelo: Hy <— %H";
7 Ajuste 0 (se necessdrio) para manter a coeréncia da aceleracdo, de modo
que oxHx = 0k 1Hk—1;
8 Atualize o parAmetro 0x_1 = Ug: ;
9 Recalcule t e yi utilizando as equagdes (4-2) e (4-3) com 0 novo Ox_1;
10 Recalcule o candidato: py, (yx) = argmin,ern Qn, (U, yk);
11 end
12 Defina o novo iterado: xx = py, (Vk);
13 Escolha 09, > 0 e Hy,1 satisfazendo 69, Hi.1 < 09 H;
14 Defina 0y = U‘g" :
k+1
15 Calcule os parametros de aceleragdo para a proxima iteragao:

1
bepq = > (1 +4/1 +46kt,§) (4-2)

e o ponto extrapolado:

b — 1

k+1

Vit = Xk + (Xk — Xk—1) 4-3)

16 end

A condigdo central imposta do Algoritmo 4.1 na sequéncia de matrizes {Hy} ¢ a

desigualdade 0,1 Hky1 = 0kHk. O parAmetro de relaxamento Ok = 0k /0k,1 desempenha
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um papel fundamental, pois impacta diretamente o cdlculo do escalar de aceleracio f,1
em (4-2).

Uma consequéncia computacional importante dessa abordagem reside na fase de
backtracking. Como a atualizacdo dos parametros ocorre dentro do loop interno, pode ser
necessdrio recalcular o ponto extrapolado yx — e, consequentemente, avaliar o gradiente
Vf(yx) — multiplas vezes em uma unica iteracdo, elevando o custo computacional se
comparado a métodos ndo acelerados.

Vale ressaltar que o algoritmo ndo fixa uma regra explicita para a constru¢ao
da aproximacdo Hi, exigindo apenas que a condi¢do de monotonicidade escalonada
(0k+1Hks1 =< 0kHg) seja satisfeita. No entanto, existe uma restri¢do de causalidade: em
geral a Hessiana exata avaliada no ponto futuro yx,1 ndo pode ser utilizada como Hk,1,
uma vez que a defini¢do de yx,1 depende, via tx,1 e Ok, da escolha prévia de Hy,1.

Ao desativarmos o mecanismo de aceleragao no Algoritmo 4.1, o que equivale a
fixar o parametro fx = 1 para todas as iteragdes, fazendo com que o ponto de extrapolacdo
coincida com o iterado atual (yk.1 = Xk). A iteracdo do método acelerado € similar para a
estrutura do Método Quasi-Newton Proximal padrao discutido no Capitulo 3. A distin¢cdo
remanescente entre as duas abordagens reside, portanto, exclusivamente na estratégia de
constru¢do da matriz de aproximacdo Hg: enquanto o método do Capitulo 3 prescreve
uma atualiza¢@o baseada na regularizacao proximal explicita (Hx = Gk + I/ k), 0 método
acelerado deste capitulo permite uma constru¢do mais flexivel, desde que a sequéncia de
matrizes respeite as condi¢des impostas (041 Hky1 = 0xHk) necessdrias para garantir a
estabilidade da aceleracdo.

Uma escolha trivial para a sequéncia {Hy} é definir Hx = //p,. Essa escolha
reduz o Algoritmo 4.1 a versdo do FISTA apresentada na Secao 2.3.3, incorporando o
backtracking completo do tamanho de passo proposto em [15]. Portanto, o Algoritmo 4.1
também pode ser visto como uma generalizacao direta do FISTA para métricas varidveis.

Alternativamente, uma escolha estruturada para a aproximagdo da Hessiana é
definir Hx = H/ok, onde H é uma matriz definida positiva fixa (independente de k).
Essa estrutura satisfaz automaticamente a condicao de monotonicidade ok, 1Hky1 =< 0k Hk
(desde que Hk,1 e Hx compartilhem a mesma matriz base H, a desigualdade se reduz a
uma identidade ou desigualdade escalar simples, dependendo de como o € atualizado).

O Algoritmo 4.1 especializa-se, entdo, na versao simplificada descrita no Algoritmo 4.2.
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Algoritmo 4.2: Algoritmo de Quasi-Newton Proximal Acelerado com Hessiana

Fixa

1 Inicializacdo: t{ =1,0p =1, 0(1) >0, y1 = Xp € dom(F) (com x_1 = Xp), matriz fixa
H > 0 e fator 3 € (0,1);
2 fork=1,2,... do

3 Defina a estimativa inicial: ok = 09;
4 Calcule a matriz atual: Hy = leH;
5 Calcule o candidato: py, (yx) = argminycrn Qu, (U, Yk);
6 | while F(py, (yk)) > Quy(PH, (k). k) do
7 Reduza o pardmetro (aumentando a curvatura de H): ok = 30k;
8 Atualize o parAmetro 0x_1 = G(’;;‘ ;
9 Recalcule fx e yx utilizando as equagdes (4-4) e (4-5);
10 Atualize a matriz: Hy = GikH;
11 Recalcule o candidato: py, (yx) = argmin,ern Qn, (U, yk);
12 end
13 Defina o novo iterado: xx = py, (Vk);
14 Escolha 09, > 0, defina 04 = U‘é’; ;
15 Calcule os parametros de aceleracdo:
tket = % (1 +4/1 +49kt,f) (4-4)
Ykt = X + tkk:11 (Xk — Xk—1) (4-5)
16 end

A boa defini¢do do candidato pp, (yx) envolve a minimizagdo do modelo Qp,.
Embora o ponto de referéncia yx mude dinamicamente devido ao processo de backtrac-
king, a estrutura do subproblema permanece inalterada. A condi¢do imposta as matrizes
de aproximagdo, Hx = ml (ou, no caso de Hessiana Fixa, Hx = H/ox com ok > 0), as-
segura que a matriz da métrica seja sempre definida positiva. Isso confere ao modelo
QH, a propriedade de convexidade forte em relagdo a varidvel de decisdo u. Dessa forma,
independentemente do valor de yx ou da iteragdo corrente, o subproblema admite uma
solucdo unica, garantindo que o algoritmo possa sempre computar o préoximo passo de
forma univoca.

A seguir, apresentamos a andlise de convergéncia para o caso geral (Algoritmo
4.1), onde a aproximagao Hy € construida por um método genérico. Vale ressaltar que para

um esquema genérico de atualizacdo de Hk, pode ser dificil garantir uma cota inferior
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positiva uniforme para a sequéncia {oy}. Essa dificuldade teérica € uma das principais
motivacdes para o estudo da variante de Hessiana Fixa (Algoritmo 4.2), onde o controle
sobre o € mais direto.

Para a andlise, utilizaremos o Lema 3.1 (condi¢ado de otimalidade) e o resultado a
seguir, que estabelece uma cota inferior para o decréscimo da fung¢do objetivo em termos

da geometria induzida por H.

Lema 4.1 Suponha que para um dado v € R" e uma matriz definida positiva H, a
condi¢do de descida F(py(v)) < Qu(pH(V), V) seja satisfeita. Entdo, para qualquer x € R",

vale a desigualdade
FO) — Flou(v) > lpuv) — I+ (v = x,putv) — V)i
Prova. Como F(py(v)) < Qu(pH(V), v), temos
F(x) = F(pH(v)) = F(X) — Qu(px(v), v).
Pela convexidade de fe g

f(x) > F(v) + (VF(v), x V),
9(0) > g(pr(v) + (vg(PH(V). X — pu(v)),

onde vg(pH(v)) € o subgradiente dado pelo Lema 3.1. Expandindo a defini¢do de
QuH(pH(V), V)

QH(PH(V), v) = (V) + (V(V), pr(v) — v} + %HPH(V) —v[[E+a(pu(v)).
Substituindo essas relacdes na desigualdade inicial
F(X) = F(PH(V)) = [1)+ (VHV), x = V) + gon(v) + (g, x — pr(V))]
— 1)+ (V1) put) = v} + 5 lom(v) — vIE+ 9pu(v)
= (V)= (V) + (Vg0 x = ) — 3 lom() — VI,
= (V1) + glr(V). X — (V) — 5 llon() — VI,

Pelo Lema 3.1, sabemos que V£(v) +Vg(pH(V)) = —H(pH(v) — v) = H(v — py(v)). Substitu-

indo este termo

1
F(x) = F(pr(v)) = (H(v — pr(v)), X — pH(V)) — EHPH(V) — v
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1
= (v=PH(v), x = pr(V))r = 5 lPH(v) — VI3

Para obter a desigualdade desejada, note que x — py(v) = (X — v) + (v — pH(Vv)). Assim

(V—=PH(V), X = PH(V))H = (V= PpH(V),X = V) H+ (V= PH(V),V — PH(V))H

= (v=pu(V).x = V)+ [V = p(v) |-
Substituindo na desigualdade acima, obtemos
F00 — Fp() 2 (v —pitv) x— )+ v~ prtW [y~ o) — v
= (v =5, = Vi 5 lputv) = s

0 que conclui a prova do lema. 0

O préoximo resultado relaciona a reducdo no valor da funcdo objetivo com a

distancia percorrida pelo passo proximal na norma induzida por H.

Corolario 4.2 Sejam v € R" e H = 0 tais que F(py(v)) < Qu(pH(V), V). Entdo, para

qualquer x € R", tem-se
2(F(x) = F(pr(v))) = [lon(v) = x[Ify = Ilv — x|
Prova. Segue do Lema 4.1 que
F(x) = F(pu(v)) = %”PH(V) —V[[Z+ (v = %, (V) = V)m,
o que € equivalente a
2(F(x) = F(pr(V))) > [lpr(v) = vI[Z+2(pu(v) — v, v = x) .

Utilizando a identidade algébrica ||b— a|?+2(b—a,a—c) = ||[b—c|? —||a— ¢||* com

a=v, b=py(v)e c=x, obtemos
2(F(x) = F(pr(v))) = llon(v) — x[Ify = Ilv — x][3,
0 que conclui a prova do resultado. OJ

O préximo Lema discute relagdes invariantes cruciais que sdo mantidas durante
todo o algoritmo. Essas propriedades sdo fundamentais para garantir que a aceleracao nao

viole a estabilidade do método.
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Lema 4.3 Em cada iteracdo do Algoritmo 4.1, as seguintes relacoes sdo vdlidas:

1. okHk = Oks1Hksrs

2. Okt2 > Okpttist(tesr — 1),

Prova. O primeiro item € garantido explicitamente pela constru¢do do Algoritmo 4.1 (no

passo de atualizacao de H,1). Resta provar o segundo item. Da definicdo de t,1 em (4-2),

2ts1 — 1=/ 1+40422.

(Ctke1 — 1)% = 1+40412,

temos

Dai,

o que implica que

tiert (tkst — 1) = Ok 2.

0 . 0 x
Como 0k = 0k/0),, € o algoritmo assegura que Ok.q > 0y,q, temos a relacdo Oy <

Ok/Ok+1. Portanto
Ok

bt (tet — 1) = 042 < 2,

Ok+1

Multiplicando por 0,1, concluimos que O, 1tke1(tke1 — 1) < th,f. O

O Lema 4.4 estabelece o decréscimo dessa sequéncia, o que € imprescindivel

para provar a taxa de convergéncia O(1/k?). A partir de agora, considere x* € X*.

Lema 4.4 Para todo k > 1, definem-se as sequéncias

Vk = F(xk) — F(x™), Uk = tkxx — (e — 1) X1 — X"
Entdo, vale a desigualdade

20%ticVic+ || Ukl = 20%kat g Viewt + | Ukt 15, -

Prova. Aplicamos o Corolério 4.2 com 0s parametros V = k41, PH(V) = Xk41 € H = Hiyq €

X = Xk

2(F(xk) = F(Xkxt)) = |1 Xt — Vieat 2., + 2Kt — Viats Yiet — Xic) Hyrr - (4-6)

Note que F(xx) — F(Xk+1) = (F(Xk) — F(x*)) — (F(Xk+1) — F(x™)) = vk — Vk+1. Multiplicando

a inequacao (4-6) por ok.1(tke1 — 1)

2041 (thet — 1)(Vik — Viat) = Oert (tat — 1| Xkat — Vit [,

+ 20441 (bt — 1) (Xkat — Va1 Yot — Xk) Heyq - (A7)



43

Novamente, aplicando o Corolario 4.2 com V = yy,1, PH(V) = Xks1 € H = Hyp1 € X = X*

2(F(X*) = F(Xk1)) = [ Xieat — Viewt 5y, +2(Xkat — Viats Yieat — XV bos -

Como F(x*) — F(Xk4+1) = — Vk41, multiplicando por 0,1, temos

2
—20k41 Vet = Okt || Xkat = Viat sy +20kat (Xt — Yhats Yoot — X ) Hey (4-8)

Somando (4-7) e (4-8) obtemos
Lado Esquerdo

LHS =201 (tk+1 - 1)(Vk - Vk+1) — 20k41 Vk+1
=20k41 [(tk+1 - 1)Vk - (tk+1 -1+ 1)Vk+1]

= 20k41[(tkst — 1) Vi — that Viar]-
Multiplicando por tx,1 € usando o Lema 4.3 (01 te1(the1 — 1) < th,f)

tiert - LHS = 2[00kt that (tet — 1) Vi — Okt 1241 Vica1]

< Qth/% Vi — 2041 t£+1 Viksq- (4-9)

Lado Direito Agrupando os termos quadréticos e os produtos internos multiplicados por

tk41

tke1 - RHS = Opp bt [(tea1 — 1) + 17| Xkt — Va1 ||:‘2'/k+1
+ 20k 1 ket (Xkat = Vit (Bt — 1) Wkt — Xk) + Ykt — X)) Hio
= Ok+1 tl%+1 ||Xk+1 — Vk+1 ||%"k+1

*
+ 2041 (Xka1 — Vit et Vit — (et — D)Xk — X ) oy Hos -

Agora, aplicamos a identidade ||b— c||? — ||a—c||? = ||b— a||?+2(b— a,a— ¢) no espago
com métrica ponderada por 0k,1Hk,1. Definimos

a = k1 Ykts
b= tk+1 Xk+1,

C = (tke1 — )Xk + X*.

Note que b — a = txy1(Xke1 — Yks1)- O termo quadrdtico do RHS é exatamente ||b —

2

< . H..- Analisemos os vetores b—ce a—c.
k+1TTk+1

al

b—C = i1 Xiet — (et — )Xk — X* = Uk
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a—C = tkpt Ykt — (tke1 — )Xk — X"

Da definicao de yx,1 em (4-3), temos tyy1 Yks1 = tke1 Xk + (I — 1) (Xk — Xk—1). Logo

a—C = [te1 X+ (B — 1) (Xk — Xk—1)] — (tee1 — 1) X — X

= X (et — bkt + 1)+ X — X — (B — 1) Xk—1 — X*

= beXx — (tk — 1) Xk—1 —x* = .

Portanto, o lado direito torna-se

|| Uk+1 ||§k+1 Hici - || Uk ||ikﬂ His1®
Combinando as desigualdades
20kt Vi — 20kt tiey 1 Viet = Ukt 112, s — 10K 2 s

Rearranjando os termos

20kt Vi + || UKl|%, iy = 20kt oyt Viat + | Ukat 15,4, Her -

Finalmente, utilizamos a propriedade do Lema 4.3 que oxHk > 0k,1Hks1. Isso implica que
I uk Hﬁk He 2> lluk Hfrm Hy., - Substituindo no lado esquerdo, obtemos o resultado desejado. [
No Teorema 4.5, estabelecemos a cota superior para o erro da funcio objetivo,

demonstrando que ele decai inversamente proporcional ao termo de aceleragao ok t,f.

Teorema 4.5 A sequéncia de iteracoes {xx } gerada pelo Algoritmo 4.1 satisfaz

2

HXO - X*HO'()HO

F(xk) — F(x*) <

(xk) = F(x) < 2042
Prova. Defina ¢y = 20kt,ka + ||Uk||§ka, onde vk = F(xx) — F(x*) e ux = texx — (t —
1)xk—1 — x*. Pelo Lema 4.4, sabemos que a sequéncia {¢d,} € ndo crescente, ou seja,
Pk < dk—y < --- < Py. Portanto

20t Vic+ || ukl|5 1y < D1 =201 Eve + ||ur |13, 4, -

2

Como a matriz oxH € definida positiva, o termo || uk|[5, 4,

€ sempre nao negativo. Assim,

podemos descarta-lo para obter a desigualdade

Zth/%Vk < 2071 t12V1+||U1||§.1H1. (4-10)
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Na primeira iteracdo (k = 1), temos por defini¢cao que t; = 1. Substituindo na expressao de
Uy, obtemos

ur=1-x1—(1—1)x—x" =x1 —x".
Logo, o lado direito da desigualdade (4-10) torna-se

2

(l)1 =201V +HX1 _X*H()'1H1'

Agora, aplicamos o Corolério 4.2 para a iteracdo inicial. Tomando v = y; = X1, py(V) = X1,

H = Hpy e x = x*, temos
2(F(x") = F(xa)) = [lx1 —x" [, — [0 — x"[15,-
Sabendo que F(x*) — F(x1) = —v4 e multiplicando toda a expressio por o4

—201v1 > 01X —x*||i,1 — O HXO_X*H%“

= HX1 _X*”(2)'1H1 - HXO_X*‘|§)'1H1'

Rearranjando os termos para isolar a parte que aparece em ¢+
2011 + || x1 —x*\]§1H1 < |]xo—x*H§1H1. (4-11)
Substituindo (4-11) em (4-10), concluimos que

204 t2vk < ||x0 — X*H?nHr

Isolando v

xq — x* 2
For) — Foty < 20— X llom Q‘T‘ LY
0 que, combinado com o fato que o1H; = ogHp, prova a desigualdade desejada. 0

O Teorema 4.5 demonstra que o erro decai com a taxa 1/(o t,f). Para garantir a
convergéncia global acelerada de ordem O(1/k?), é necessério assegurar que o denomi-

nador oxf2 cresga quadraticamente com k. O Lema 4.6 a seguir fornece essa garantia.

Lema 4.6 A sequéncia {0, tc} gerada pelo Algoritmo 4.1 satisfaz:

2
1 K
i=1

Prova. A prova segue por inducdo em k.
Base (k = 1) Temos t; = 1. Logo, \/01t; = /01. O lado direito da desigualdade é /o1/2.
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Como /01 > /01/2 é trivialmente verdade (pois oy > 0), a base se verifica.
Passo Indutivo Suponha que a afirmacdo seja valida para k, isto é, \/Oxtx > %ZL \/Oi.

Devemos provar para k + 1. Da definicao de fx1

1 /1 1 /
2 2
tk+1 = §+ Z+ektk 2 §+ ektk.

Lembrando que no algoritmo 0 = 0 /0% .1 € apos o ajuste, 0k,1 € tal que a relacdo
efetiva utilizada na prova do Lema 4.3 garante a coeréncia. Usando a cota conservadora
Ok =~ 0k/0k41 (ou arelagdo algébrica direta tx,1 ~ (tk\/0k)/+/Ok+1 para grandes k)

1 Ok
k1 = <+ k.
2 Ok+1
Multiplicando por /041,
v Ok+1
VOketlye1 2 2+ ++/Oklk.

Aplicando a hipétese de inducao no termo /ot

/0.k 1 1 k 1 k+1
\/Gk+1tk+12 2+ +§ \/EI=§Z\/61
i=1 i=1

li

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos o resultado desejado. 0

Assumindo que a sequéncia {0k} é limitada inferiormente por uma constante
positiva o, podemos estabelecer a limitagdo desejada para o termo de aceleragio oyt2,

garantindo a taxa de convergéncia 6tima.

Teorema 4.7 Suponha que, para todo k > 1, tenhamos ok > 0 (onde ¢ é uma constante

positiva). Entdo,
2||lxo — x*||2
|| 0 ||60H0 ”k>1.

Flox) = Flx) < ==,

Prova. Partimos da hipdtese que 0; > ¢ para todo /. Utilizando o Lema 4.6, temos

2
k
P G
Oit2 > (Zm_ v,>

2

2
> (M) _ (@)2 _Ka 4-12)

2 2 4
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Invertendo a desigualdade, obtemos

1
O'ktf

4

< .

(4-13)

Pelo Teorema 4.5, sabemos que F(xx) — F(x*) < ([[xo — x*[|5,,,)/ (20k1Z). Substituindo o
limite obtido em (4-13)

o xR, 4
- 2 k20
_ 2||X0 _X*’|§‘0H0

k2o ’

F(xi) — F(x7)

0 que conclui a prova. [

E importante notar que a hipétese de existéncia de um limitante inferior uniforme
0 > 0 (juntamente com as condi¢des do Lema 4.3) pode ndo ser satisfeita se utilizarmos
uma aproximacao genérica para a Hessiana. Nesse cendrio, o Teorema 4.7 ndo se aplicae a
convergéncia acelerada O(1/k?) ndo é garantida. Para ilustrar isso, considere as seguintes

sequéncias de matrizes

Claramente, 02k, < 02x/10 e 02k < 02x_1/10, e 0k < 107K, Nesse caso, baseado no
resultado do Teorema 4.5, ndo podemos garantir nenhum resultado de convergéncia.

Entretanto, € possivel demonstrar que o algoritmo preserva a convergéncia global
(embora com taxa reduzida) mesmo quando o, — 0, desde que esse decaimento ndo seja
excessivamente rapido. O Teorema 4.8 a seguir estabelece que, se 0k decair a uma taxa
ndo superior a O(1/k), o algoritmo converge com taxa sublinear O(1/k), recuperando o
desempenho do método ndo acelerado.

Teorema 4.8 Se para todas as iteracdes do Algoritmo 4.1 tivermos ox > o/k para

alguma constante o > 0, entdo, para todo k > 1:

2[|x0 — x*[13, 4
F(xq) — F(x*) < SitLaty
o) = Flx) < ==
Prova. Assumimos que 0; > o/i paratodo i =1,..., k. Retomando a cota inferior do Lema

4.6
NCED) %=@;%-

i=1
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Para limitar a soma harménica generalizada, observamos que a funcdo 1/+/i é decres-

cente. Logo, o menor termo da soma é o dltimo (1/ V/k). Portanto

2 1 i
(i)

Invertendo a desigualdade, temos

Finalmente, aplicando o Teorema 4.5

Xn — x* 2
Fiog — F(xy < 120~ e

ZGKTIE
xR 4
- 2 ko
2l

ko ’

0 que prova a desigualdade desejada.

O

Finalmente, podemos estabelecer a taxa de convergéncia acelerada para o Algo-

ritmo 4.2. Neste caso especifico, a estrutura de Hessiana Fixa nos permite garantir uma

cota inferior global para oy, o que satisfaz a hipdtese exigida pelo Teorema 4.7.

Lema 4.9 No Algoritmo 4.2, assumindo que ml < H, temos que ok > (m)/L para todo

k. Consequentemente, a taxa de convergéncia étima de O(1/k?) é alcangada.

Prova. O Algoritmo 4.2 define a matriz de aproximagdo como Hy = H/ok. Sabemos,

pela propriedade de Lipschitz do gradiente de f, que a condicdo de decréscimo suficiente

F(pH,(¥)) < Qu, (PH,(¥),y) € sempre satisfeita se a matriz do modelo dominar a curvatura

da funcdo, isto é, se Hx > LI. Substituindo a defini¢cao de H e utilizando a hipétese H = m/
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Portanto, uma condi¢do suficiente para garantir Hyx = L/ é

m m
— 2> L <= o< —.
Ok L

O algoritmo inicia com uma estimativa o e, enquanto a condi¢ao de decréscimo nao for
satisfeita, reduz o pardmetro multiplicando-o por (3 (ou seja, Gnovo = F0atyar). Como
a condi¢do de decréscimo é garantidamente satisfeita sempre que o < m/L, o loop
de backtracking interromperd a reducdo assim que o entrar nessa regido segura. Isso
implica que o algoritmo jamais reduzird o, para um valor arbitrariamente pequeno se
nao for necessdrio. Matematicamente, se o loop para em um valor ok, significa que o
valor anterior (que falhou na verificacdo) era maior que m/L. No pior cendrio, o valor
imediatamente anterior era arbitrariamente proximo de m/L, e ao multiplicarmos por 3,

obtemos o menor valor possivel aceito

Definindo o = (3m)/L, temos uma cota inferior positiva uniforme para a sequéncia. Como
o Algoritmo 4.2 € um caso particular do Algoritmo 4.1 que satisfaz o, > o, aplicamos o

Teorema 4.7 para concluir que a taxa de convergéncia é O(1/k?). 0

A andlise desenvolvida nesta secao considerou que os subproblemas proximais
sao resolvidos de forma exata. Contudo, em aplicagdes praticas, pode ser necessario
utilizar métodos iterativos para resolver esses subproblemas. Conforme discutido em [3],
a andlise pode ser estendida para o caso inexato de maneira direta. Os autores afirmam
que, se um algoritmo com convergéncia linear for utilizado para resolver os subproblemas
(respeitando critérios adequados de erro), a taxa de convergéncia global O(1/k?) do

método Quasi-Newton Proximal Acelerado € preservada.



CAPITULO 5

Conclusao

Neste trabalho, realizamos a andlise de dois métodos para a resolucao de proble-
mas de otimizagdo composta com base nas referéncias [3] e [17]. Para o primeiro, algo-
ritmo quasi-Newton Proximal (AQNP), foi mostrado que este possui uma taxa de conver-
géncia sublinear da O(1/k), enquanto para o segundo, uma versio acelerada do primeiro
denotado por AQNPA, foi mostrada uma taxa de convergéncia melhor da O(1/k?). Um
passo futuro seria checar a performance prética desses algoritmos em diferentes aplica-
coes para verificar se 0 método com melhor taxa de convergéncia € de fato o mais eficiente

na prética.
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