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Resumo

Lima, Eduardo Dias. Existéncia e multiplicidade de solugoes para
uma classe de problemas elipticos nao locais envolvendo equacoes
do tipo Kirchhoff em dominios ilimitados. Goidnia, 2024. p185. Tese
de Doutorado do Programa de Pés-Graduagao em Mateméatica do Instituto
de Matematica e Estatistica da Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, investigamos a existéncia, inexisténcia (em alguns casos) e multipli-
cidade de solu¢oes nao triviais para trés problemas elipticos nao locais envolvendo
as equacoes do tipo Kirchhoff em RY. O primeiro problema abordado diz respeito a
uma classe de equagoes do tipo Kirchhoff com uma nao linearidade céncavo-convexa.
No segundo problema, exploramos a mesma classe de equagoes de Kirchhoff, introdu-
zindo um parametro —@ na parte superlinear da nao linearidade. Essa modificacao
resulta em uma nova nao linearidade que nao satisfaz a condi¢cao de Ambrosetti-
Rabinowitz. Além disso, o terceiro problema trata-se de uma equacao de Kirchhoff
com crescimento critico. Nossa abordagem para esses problemas baseia-se no mé-
todo do quociente de Rayleigh nao linear, em conjunto com o método de minimizacgao
sobre a variedade de Nehari. Estes métodos nos permitiram restabelecer, sob con-
digoes especificas, resultados de compacidade e convergéncia forte, garantindo que
cada problema estudado possua pelo menos duas solucdes nio triviais. E importante
ressaltar que para encontrar tais solucoes, foi necessario introduzir hipoteses mais

abrangentes sobre os potenciais e pesos envolvidos.

Palavras-chave
Problemas do tipo Kirchhoff, Métodos topoldgicos, Técnicas de minimizacao,

Métodos variacionais, Método do quociente de Rayleigh nao linear.



Abstract

Lima, Eduardo Dias. Existence and multiplicity of solutions for
a class of nonlocal elliptic problems involving Kirchhoff-type
equations in unbounded domains. Goiania, 2024. p185. PhD. Thesis
from the Graduate Program in Mathematics at the Institute of Mathematics
and Statistics of the Federal University of Goias.

In this work, we investigate the existence, nonexistence (in some cases) and multipli-
city of nontrivial solutions for three nonlocal elliptic problems involving Kirchhoff-
type equations in RY. The first problem addressed concerns a class of Kirchhoff-type
equations with a concave-convex nonlinearity. In the second problem, we explore the
same class of Kirchhoff equations, introducing a parameter —6 in the superlinear part
of the nonlinearity. This modification results in a new nonlinearity that does not sa-
tisfy the Ambrosetti-Rabinowitz condition. Furthermore, the third problem involves
a Kirchhoff equation with critical growth. Our approach to these problems is based
on the nonlinear Rayleigh quotient method, together with the minimization method
on the Nehari manifold. These methods allowed us to reestablish, under specific con-
ditions, results of compactness and strong convergence, ensuring that each problem
studied has at least two nontrivial solutions. It is important to emphasize that to
find such solutions, it was necessary to introduce more comprehensive assumptions

about the potentials and weights involved.
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riational methods, Nonlinear Rayleigh quotient method.
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Introducao

Neste trabalho, investigamos a existéncia, nao existéncia e multiplicidade de
solugoes para uma determinada classe de problemas elipticos nao locais do tipo
Kirchhoff em dominios ilimitados. E importante destacar que, ao lidarmos com
essa categoria de problemas, nos deparamos com diversas dificuldades, incluindo a
natureza do operador, o comportamento da nao linearidade, a falta de compacidade
das imersoes de Sobolev, entre outras. Inicialmente, no primeiro capitulo, dedicamo-

nos a analise minuciosa do seguinte problema:

—m (||Vul]3) Au + V(z)u = Aa(x)|u|??u + b(z)|u|P?u em RY, )
A\
u € H'(RY),

onde N >3, A >0 1<¢g<2<20+1) <p< 2 := 25 eo potencial
V : RY — R é continuo e limitado inferiormente por uma constante positiva. As
fungoes peso a € L™ (RY) e b € L™(RYM) com 7y, 79 > 1 expoentes adequados.
Observe que o problema (P,) contém a presenca da fungdo bem conhecida
m : Rt — RT, chamada de fun¢ao de Kirchhoff, definida por m(t) = a; + aqt”
para todo t € R e ay, as > 0. Devido a forma como m(||Vul|3) esta formulada no
problema (P, ), podemos classificd-lo como um problema nao local. Isso significa que
esse problema nao pode ser tratado como uma identidade pontual em R¥.
Solucoes de problemas elipticos com operadores nao locais tém sido objeto
de consideravel atencao em diversas areas da pesquisa matemética. Por exemplo, o
trabalho de referéncia [63] destaca essa tendéncia. Historicamente, vale notar que
esses problemas foram inicialmente motivados pela versao estacionaria da equacao

de Kirchhoff. A sua estrutura é estabelecida por

Uy — M (/ |Vu|2dm) Au = B(z,u) em Q x (0,7,

Q
u=>0 sobre 02 x (0,7, (0-1)
u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(z),

onde m(t) = a + bt com a,b > 0. E sabido que a equagdo (0-1) representa a versio
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mais geral do modelo proposto por Kirchhoff em 1883. Sua estrutura é dada por

L
phigy — {ao + g—l}j i |uz|2d:z;} Uyy + €Uy + B(z,u) = 0. (0-2)
Ao considerar o efeito da mudanca no comprimento de uma corda durante uma
vibragao, a equacao (0-2) estende a classica equagdo da onda de D’Alembert. Para
uma compreensao mais detalhada de (0-1) e (0-2), recomendamos ao leitor consultar
o célebre trabalho [44].

Em termos fisicos, a equagao (0-2) pode ser interpretada da seguinte maneira:
u, = u(t, ) representa o deslocamento lateral no tempo ¢ e na coordenada espacial
x, p é a densidade de massa, o ¢ a tensao inicial, h é a area da segao transversal,
E ¢ o médulo de Young do material, L ¢ o comprimento da corda, € ¢ o modulo
de resisténcia, e B = B(x,u) denota a for¢a externa aplicada. Aqui é importante
salientar que problemas elipticos nao locais também sao encontrados em outras
areas do conhecimento, como em sistemas bioldgicos. Nessas situagoes, u descreve um
processo intrinsecamente ligado a sua propria média, como a densidade populacional.
Para uma compreensao mais detalhada dessas aplicacoes, sugerimos consultar os
trabalhos [4,26, 48,49, 76] e suas respectivas referéncias.

Antes de nos aprofundarmos nas condigbes variacionais impostas para o
problema (P,), vamos apresentar de forma sucinta as principais motivagoes que
orientaram este trabalho.

As equagoes elipticas semilineares com uma nao linearidade do tipo céncavo-
convexa em dominios limitados tém sido objeto de amplo estudo nos tltimos anos.

Em 1993, Ambrosetti, Brezis e Cerami [8| trataram o problema eliptico semilinear:

—Au = Mt +uP~! em Q,
u>0 em {2, (0-3)
u € Hy(9),

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado com bordo regular, N > 1, A\ > 0 é um
parametro e 1 < ¢ < 2 < p < 2*. Esse trabalho garante, sob condigoes apropriadas,
a existéncia de um valor Ay > 0 de tal modo que o problema (0-3) tenha pelo menos
duas solugoes positivas para todo A € (0, \g), uma solugdo positiva para A = Ay, e
nenhuma solucao positiva para A > \g. Para encontrar a primeira solucao, aplicaram
o método da sub e super solugao, enquanto para a segunda solugao utilizaram o
Teorema do Passo da Montanha.

Posteriormente, Adimurthy, Pacella e Yadava [2| e Tang [75] demonstraram que

existem exatamente duas solugoes positivas para o problema (0-3) na bola unitaria
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BN (0,1) para A € (0, ), uma solugdo positiva para A = Ay, e nenhuma solugao
positiva para A > Aq.

Além disso, os trabalhos de Ambrosetti, Azorero e Peral [7], Brown e Wu
[14,15], e Wu [78,79] exploraram casos com nao linearidades mais gerais associadas
ao problema (0-3). Em particular, estabeleceram a existéncia de pelo menos duas
solugoes positivas com a nao linearidade dada por A f(z)|u|"?u+g(x)|u[P~*u. Outros
casos com esse tipo de nao linearidade também podem ser encontrados nos trabalhos
de Azorero, Peral e Manfredi [10] e II'yasov [43].

Em 2011, Chen, Kuo e Wu [23] estudaram o seguinte problema eliptico do tipo
Kirchhoft:

— (a + b/ |Vu|2dx) Au = \f(x)|[u]"%u + g(z)|u/P"?u em Q,
0 (0-4)

u=>0 sobre 052,

onde 2 é um dominio limitado em RY (N = 1,2,3) com 1 < ¢ < 2 < p < 27,
a,b,A > 0e f,g € C(Q) sdo funcdes peso que mudam de sinal. Para resolver o
problema (0-4), os autores adotaram a variedade de Nehari e o método de fibragao.
Essa abordagem possibilitou a demonstragao da existéncia de miltiplas solugoes
positivas em trés casos distintos: p > 4, p = 4, e p < 4, desde que os parametros b e
A estejam dentro de intervalos especificos.

Anos depois, outros matematicos avancaram nessa direcao. Destaca-se o tra-
balho de Silva e Macedo [67], que estudaram um problema envolvendo o operador
p-Laplaciano e uma nao linearidade concavo-convexa com um peso que pode mudar

de sinal. Mais especificamente, os autores consideraram o seguinte problema:

—Apu = MNu|??u+ f(z)|u]""?u em Q,

(0-5)
u€ WoP(Q),

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado com fronteira C', A > 0,1 < q¢<p < v < p*,
N >3e f e L>®(Q). A principal contribuigao desses autores foi demonstrar que, sob
condigoes apropriadas, o problema (0-5) possui duas solugoes positivas em algum
intervalo (0, A\* 4 ¢), onde A* > 0 é caracterizado de forma variacional. As técnicas
aplicadas envolvem o método de minimizagao sobre a variedade de Nehari [55, 56|,
o método de fibragao [61] e 0 método do quociente de Rayleigh nao linear.
Salientamos que os problemas (0-3), (0-4) e (0-5) estao formulados em domi-
nios limitados. Em contraste com esses trabalhos, o problema (P,) foi proposto em
dominios ilimitados. Reconhecendo as dificuldades intrinsecas desse tipo de ambi-

ente, foi necessario introduzir o potencial V : RV — R. Essa necessidade surgiu
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devido a falta de compacidade das imersoes de Sobolev. Para supera-las, estabele-
cemos condigcoes adequadas sobre o potencial V' em todos os capitulos. No entanto,
visando tornar o trabalho mais instigante e desafiador, atribuimos responsabilida-
des as funcoes peso a e b em relagao a compacidade. Isso pode ser observado, por
exemplo, nos Capitulos 1 e 3.

Baseado no contexto anterior, Carvalho, Silva e Goulart [18] abordaram o

seguinte problema eliptico envolvendo a famosa equacao de Choquard:

—Au+ V(x)u = (I * [ul”)[ulP2u + A|u|7?u em RY,

(0-6)
u € HYRY),

onde A >0, € (0,N), N >3, 1<q<2, N;\;O‘ =2,<p<2 = %Jjg‘, o potencial
V : RY — R ¢é continuo e limitado inferiormente por alguma constante potiviva, e
I, é o potencial de Riesz. Assumindo condigoes especificas sobre o parametro A\ > 0,
os autores provaram que o problema (0-6) possui pelo menos duas solugoes positivas
para cada A € (0,\*], onde A\* > 0 é um valor extremal caracterizado de forma
variacional. Para obter esses resultados, os autores realizaram uma analise minuciosa
do quociente de Rayleigh nao linear, em conjunto com o método de minimizagao
sobre a variedade de Nehari [55,56] e o método de fibragao [61].

Além dos trabalhos mencionados anteriormente, também incluimos outros
trabalhos renomados [4-6,12,21,31,32,34,40,45,49,52,60,63,64,66,74] que investigam
diversas classes de funcgoes do tipo Kirchhoff. Salientamos que essas referéncias

representam apenas uma pequena parcela dos estudos disponiveis na literatura.

No Capitulo 1, usamos as seguintes hipoteses para resolver o problema (P, ):

(my1) A funcao m : Rt — RT satisfaz m(t) = a3 + at?, para todo t € RT e

2 .
N-2?

(a1) 1<qg<2<2(0+1)<p<?25
(az) As fungoes a,b: RY — R satisfazem a € L™ (RY) e b € L™(R"), onde

2\’ 2\’ 2\’ 2’
(5) <n=(3) < (5) <»=(})
q q p p

com a(z),b(x) > 0 q.t.p. em RY;

ap, s > 0com 0 <o <

(V1) O potencial V pertence a L (RY), e existe uma constante V4 > 0 de tal forma

loc

que V(x) > Vj, para todo z € RY.

Aqui, consideramos X C H'(RY) como nosso espaco de trabalho, definido por

X = {u c H'(R"): /RN V(z)uldr < +oo} ,
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cuja norma usual é dada por

1
2

ul| = (/RN [ |Vl + V(2)u?] dx) ueX.

Dado que V' € L2 (RY), temos que o espago X nao ¢ vazio. Além disso, é facil ver

que (X, || - ||) constitui um espago de Hilbert.

O problema (P,) esta relacionado ao funcional energia J : X — R dado por

1 o - A 1
J(u) = < |ul]* + 2(0—11)HV“”3( t_ p /RN a(z)|ul?ds — 5/11@ b(z)|ulPdx.

2
Vale a pena observar que o funcional energia J é de classe C'(X;R), para todo
A > 0. Entretanto, o funcional J nio é de classe C*(X;R) devido a restrigao q < 2.
Ademais, sabemos que uma func¢ao v € X é um ponto critico do funcional energia
J se, e somente se, u é uma solugao fraca para o problema (Py).

Note que as hipéteses assumidas sobre o potencial V' sao suficientes para ga-
rantir as imersoes continuas de Sobolev. De fato, usando a desigualdade de Interpo-
lagao e a desigualdade Gagliardo-Nirenberg, obtemos que o espago de trabalho X
estd continuamente imerso em L"(RY), para cada r € [2,2*]. Para uma analise mais
aprofundada, recomendamos [11,39,77].

Um calculo simples assegura que o infimo do funcional J em H(RY) nao é
atingido. Isso significa que a minimizagao global nao resulta em pontos criticos.

Dessa forma, é crucial restringir nosso estudo a wvariedade de Nehari, dada por
2(c+1
N = {ue X\[0}: Aullt,, = llul® + aa| Full5H = Jlull, }

onde

fullgo = [ al@lul'ds e full, = [ ba)luPds, ue X.
’ R¥ ’ RN

Com base em algumas ideias discutidas em [55,56], podemos subdividir a variedade
de Nehari A em trés subconjuntos disjuntos, a saber, N = NTUN~UAN?, onde

Nt = {ueN:J(wu=0eJ"(u)(u,u) > 0},
N™ = {ueN:JWwu=0eJ"(u)(u,u) <0},
N = {ueN:J@wu=0eJ"u)(u,u) =0}

Essa divisao é fundamental para obter a multiplicidade de solugoes para o problema
(Py). Além disso, construimos um conjunto nao vazio que descreve o comportamento

do funcional J quando este atinge energia zero, isto é,

A 1 Qg 20+1) 1
&= X\{0}: — 7 = — 24 = WV - — P
{uex\0): 2ullg, = gl + 5 2 IVulE™ - Dy,
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Agora, estamos prontos para estruturar o método do quociente de Rayleigh

nao linear, o qual sera explicado adiante. Primeiramente, temos a seguinte relagao:

u € N se, e somente se, R,,(u) = A,

u € & se, e somente se, R.(u) = A,

onde R,,R. : X\{0} — R representam os quocientes de Rayleigh nao lineares

associados ao parametro A > 0 dados por

2(c+1
_ llull? + oz Va3

ullg.o

- Jul

, u € X\{0}

sl + g Vulz ™™ = Sl
Re(u) _ 2 2(o+1) 2 p ,b

, u € X\{0}.

g llullda

A partir desses conceitos, sentimos a necessidade de estudar as fibras de R, e
R.. Definimos entao as fungoes fibras @, Q. : (0,00) — R dadas por Q,(t) = R, (tu)
e Qc(t) = Re(tu). Uma implicacao direta dessas fungoes é que existe um tnico ponto
critico, identificado como o ponto critico de maximo global.

E relevante enfatizar que os estudos [18, 20,67, 70] demonstram a existéncia
de um tnico ponto critico para os quocientes de Rayleigh nao lineares, o qual
é determinado de forma explicita por uma identidade simples. Contudo, para o
problema (P,), essa identidade ndo é aplicavel devido & presenga da funcao de
Kirchhoff m. Esse fato é de extrema importancia na busca pelos pontos criticos
do funcional energia J. Para contornar essa dificuldade, recorremos a algumas
estimativas precisas, aliadas ao Teorema da Fungao Implicita [25, Teorema 2.4.1].
Essa abordagem representa uma das principais contribuicoes do Capitulo 1, que se
estende aos Capitulos 2 e 3.

Considerando o conjunto A, definimos os seguintes niveis de energia:
v+ = ulerjl\ﬁ+ J(u) e cy- = ug}\ﬁ J(u).

Nosso principal objetivo é mostrar que os niveis cy+ e cy— s@o atingidos. A ideia

central é analisar cuidadosamente as fungdes S, S, : X\{0} — R definidas por

Sp(u) = sup R, (tu) = R, (tp(w)u) e Se(u) = sup Re(tu) = Re(t.(u)u),

t>0 t>0

e os valores extremais

A= inf S,(u) e A= inf Sc(u).
ueX\{0} ueX\{0}

Para encontrar as solugbes fracas do problema (P,), aplicamos exatamente

as mesmas técnicas utilizadas nos problemas (0-5) e (0-6). Um destaque especial
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é¢ dado ao método do quociente de Rayleigh nao linear, que tem sido objeto de
extenso estudo e exploracao nos dltimos anos. Um marco importante nesse campo é
o trabalho de I'yasov [42] de 2017, no qual o autor desenvolveu uma teoria completa
do quociente de Rayleigh, demonstrando a existéncia de solucoes para equagoes
elipticas nao lineares dependentes de um parametro real \.

Seguindo essa linha de pesquisa, Silva [66] utilizou 0 mesmo método em 2019
para assegurar a multiplicidade de solugoes para um problema eliptico do tipo
Kirchhoff, que é superlinear e subcritico, e que também depende de um parametro
real \*. Teoricamente, o valor desse parametro \* é conhecido como valor extremal.
E importante ressaltar que esses valores extremais ndo sao uma novidade e podem
ser encontrados, por exemplo, no trabalho de Ouyang [59] de 1991. Outros notaveis
trabalhos, nos quais os autores aplicaram esse método para resolver varias classes
de equagoes, podem ser encontrados em [18-20,67-69].

A contribuicao principal do Capitulo 1 é estabelecer condigoes suficientes para
garantir que o problema (P,) tenha pelo menos duas solugoes positivas nao triviais
sempre que A € (0, \*). Para isso, é fundamental assegurar a existéncia de um valor
extremal \* > 0, de modo que o método de Nehari possa ser aplicado. Em resumo,
a esséncia do nosso estudo reside na aplicacao do método do quociente de Rayleigh
nao linear e do método de Nehari, com o objetivo de encontrar uma solucao ground
state u para a qual J(u) < 0 para todo A € (0, \*), além de outra solugao bound
state v. Para esta segunda solugao, exploramos outro quociente de Rayleigh para
obter informagoes adicionais sobre o sinal do funcional energia J.

No Capitulo 1, foram desenvolvidas ferramentas para demonstrar o seguinte

resultado:

Teorema 0.1 Suponha (my), (a1), (az), (Vi) e V,a,b e C*(B(0,R)), para algum
v € (0,1) e para todo R > 0. Entao para cada A € (0,\*), o problema (P») admite
pelo menos duas solugoes positivas u,v € X de modo que u e Nt ev e N~. Além

disso, u € uma solucao ground state e v € uma solugao bound state satisfazendo:

(a) Para cada X\ € (0, \,), inferimos que cy— = J(v) > 0;
(b) Para A = A, seque-se que cy- = J(v) =0;
(c) Para cada X € (A, \*), obtemos que cx- = J(v) < 0.

Uma questao intrigante surge quando consideramos o caso A € [A*, +00). Nessa
situacao, as coisas se tornam mais complexas, uma vez que AN nao é uma variedade.
Além disso, quando A = A\*, por exemplo, podemos deduzir que os pontos criticos
%" (u) e £y (u) associados a fibering maps coincidem com t,(u), onde sabemos que

existe um ponto de inflexdao. Esse fato dificulta bastante a obtencao de solugoes
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fracas para o problema inicial. Portanto, torna-se necessario realizar uma anélise

mais detalhada desse caso. Para uma melhor compreensao, consulte a figura abaixo.

Energia A

ot () tn(u) £ (w)

~Y

A€ (A, \)

A€ ()\*,+oo)

Uma observacao importante é que todos os resultados apresentados acima
podem ser encontrados no trabalho [33], publicado em 2023.

O Capitulo 2 é dedicado a analise da existéncia, nao existéncia e multiplicidade
de solugoes nao triviais para um problema eliptico nao local do tipo Kirchhoff.
Este problema envolve uma nao linearidade cujo sinal é indefinido, tornando-o de
grande interesse em diversas dreas da matemaética. Mais precisamente, investigamos

o seguinte problema:

—m (||Vul3) Au + V(2)u = Xa(x)|u]2u — 0b(z)|ulP~%u em RV,
u € H'(RY),

(Po)

onde A e 6 s@o parametros positivos, N > 3,2 < 2(c+ 1) < ¢ < p < 2*, o potencial
V : RY — R pode mudar de sinal e satisfaz as condicoes de Bartsch-Wang. As
funcoes a e b sao continuas e satisfazem algumas hipoteses adicionais.

Além dos trabalhos descritos no Capitulo 1, utilizamos fortemente neste
capitulo o trabalho de Silva, Carvalho, Goulart e Silva [70] como principal motivacao
para estabelecer solugoes fracas nao triviais para o problema (7). E relevante notar
que os autores exploraram o seguinte problema eliptico nao local, que contém o

operador Laplaciano fracionario e uma nao linearidade com sinal indefinido:

(=A)su + V(z)u = pa(x)|u|%u — MuP~?u em RV,

(0-7)
u € H5(RY),

onde p, A > 0, s € (0,1) e s < % com N > 1. Em resumo, assumindo condigoes
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adequadas sobre V| a, u e A, e empregando o método de Nehari e o método do
quociente de Rayleigh néo linear, os autores mostraram que o problema (0-7) possui
pelo menos duas solugoes nao triviais, dependendo do valor dos parametros e A.

Observe que o problema (P,) apresenta uma nao linearidade
B(z,t) := Xa(x)[t|* 2t — 0b(x)|t|P~2t,

véalida para todo t € R e 2 € RY. Essa funcao ¢ caracterizada pela mudanca de
sinal, como ilustrado na Observacao 2.6. Além disso, é importante enfatizar que
a fungdo B(x,t) nao satisfaz a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz. Lembre-se que

esta condicao estabelece a existéncia de constantes M > 0 e pu > 2 tais que
0 < pb(z,t) <tB(x,t),

para todot € Re x € RY, onde b(x,1t) fo x, s)ds. Essas caracteristicas tornam
o problema (Py) extremamente desafiador, pois é complicado obter a limita¢ao das
sequéncias minimizantes/Palais-Smale usando argumentos convencionais.

A principal contribuicao do Capitulo 2 é fornecer uma descrigao completa
sobre o intervalo de valores dos parametros A\ e #, ambos positivos, que garantem
a existéncia de pelo menos duas solugoes nao triviais para o problema (Py). Assim
como nos problemas (P,) e (0-7), empregamos os métodos de Nehari [55,56], de
fibragao [61] e do quociente de Rayleigh nao linear [42,43].

Em outras palavras, impomos condigoes especificas sobre os parametros \ e 6
para assegurar os resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes nao triviais
para o problema (7). Uma vez que Ny, = VUMY e Niy o = Ny yUNY, (conforme
a Proposigao 2.24), os mlnlmlzadores encontrados podem pertencer a N, )(\3’9. Isso
implica que o conjunto de Nehari N, g apresenta pontos degenerados, o que dificulta
a aplicacdo direta do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange [25, Teorema
7.8.2]. Para superar essa dificuldade, utilizamos algumas estimativas refinadas e
controlamos os niveis de energia das sequéncias minimizantes. Em particular,
assumimos que as desigualdades Ny, < Ong, € Cnp, < Oy, sao satisfeitas, e
demonstramos que qualquer minimizador na variedade de Nehari produz pontos nao
degenerados, ou seja, os minimizadores estao restritos a N, ;r p ou N, \o- E importante
destacar que algumas ideias foram adaptadas de |70, Proposigoes 2.23 e 2.21].

Por conseguinte, mostramos que o problema (Py) nao possui nenhuma solugao
fraca nao trivial para A € (—oo, A*) e nenhuma solugao positiva ou negativa para

A = X", desde que

infM2C>O ou lim a() =C > 0.
zeRN b(7) || —+o00 b( )
Para obter esse resultado, usamos algumas ideias discutidas em [18, Proposi¢ao 16].

Agora, apresentamos as hipoteses utilizadas para resolver o problema (Py):
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(m1) A funcdo m : R — R* satisfaz m(t) = a1 + aot?, para todo t € RT e

et

(a1) 2<2(c+1)<qg<p<2%

(az) As fungoes a,b : RY — R satisfazem a € L®(RY) e b € L*(RY), onde
a(x),b(z) >0 q.t.p. em RY;

(v1) O potencial V pertence a L (RY), e existe uma constante V5 > 0 tal que
V(x) > —V,, para todo z € RY;

(ve) Considere

ay,ap > 0com 0 < o<

§ = inf / (o1 | Vul® + V(z)u?] dz > 0;
RN

uEHl(RN), ”u”L?(RN):l
(v3) Para cada M > 0, segue que [{z € RY : V(z) < M}| < +o0.

Note que o potencial V' satisfaz propriedades diferentes das apresentadas
no Capitulo 1, podendo mudar ou nao de sinal. Esse fato traz consigo algumas
dificuldades adicionais, sendo a principal delas a falta de uma norma definida para
o espago de trabalho. Nesse contexto, a hipotese (vs), proposta por Sirakov [71],
desempenha um papel crucial para resolver essa situacao.

No decorrer do capitulo, percebemos que as hipdteses estabelecidas para as
fungoes peso a e b nao foram suficientes para sustentar nossos principais resultados.

Portanto, fomos levados a introduzir novas hipdteses, que sao as seguintes:
_p
a\x )p—a
) L7 ¢ prry
b(x)r—a
(b2) Existe uma constante positiva by tal que b(z) > by.

A principal motivagao para considerarmos as hipoteses (by) e (be) decorre do fato
de nao conseguirmos demonstrar que o funcional energia Jyg ¢ coercivo sobre a
variedade de Nehari N),. Essas novas hipoteses foram inspiradas em [47,70).

No Capitulo 2, consideramos X como o subespago de H'(R") definido por

X = {u c H'RY): / V(z)u?dr < —1—00} ,
RN
equipado com a norma usual dada por

l|lu|| = (/ [041|Vu|2 + V(x)uﬂ d:z:) L u€eX.
RN

E facil verificar que (X, || - ||) constitui um espago de Hilbert.
O problema (Py) esta relacionado ao funcional energia Jyy : X — R definido

por

1 o - A 0
Talw) = 5l + 5 IVl = 2 [ a@luras 2 [ bl
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Observe que o funcional energia Jyg ¢ de classe C%(X;R), para todo \,6 > 0.
Ademais, dizemos que uma funcao u € X é um ponto critico do funcional Jy ¢ se, e
somente se, u ¢ uma solugao fraca para o problema (P)).

Salientamos que as hipoteses impostas sobre o potencial V' sao suficientes
para garantir imersoes continuas e compactas de Sobolev. Essas propriedades sao
justificadas pelos trabalhos de Sirakov [71]| e Bartsch-Wang [12].

Para atingir os objetivos propostos, restringimos nosso estudo a variedade de

Nehari, definida como:
2(c+1
Noo = {u € X\{0} £ Allulls,, = lull® + o[ Vul3* + oljull, }

onde

Jullgo = [ al@lul'ds e fully, = [ ba)luPds, ue X.
RN RN

Com base em alguns conceitos discutidos nos trabalhos [55,56], dividimos a variedade
de Nehari em trés subconjuntos disjuntos, de forma que Ny g = Ny UN,y UNY,.
Adicionalmente, construimos um conjunto nao vazio que descreve o comportamento

do funcional Jyy quando este atinge energia zero, isto ¢,

A 20+1) O
&gz{ueX O:—uqa:— 2 —V + —|u|?, b
, \{0} . [ullg, [Jull* + o+ )H 2 pH [
Uma consequéncia direta dos conjuntos N, g e €, € a seguinte relagao:

u € Ny g se, e somente se, R, (u) = A,

u € Eyp se, e somente se, R.(u) = A,

onde R,,R. : X\{0} — R representam os quocientes de Rayleigh nao lineares

associados ao parametro A > 0 dados por

[l + o Vul[3 + 0]|ull?,
R,(u) = 7 7 X\{0}
JullZa
) Ulull? + 522511Vl + 2 ful?
Re(u) = P € X\{0}.

Gl

Apés a definigao do conjunto N, g, podemos observar os seguintes niveis:

cyr = inf Jyg(w), cy- = inf Jyg(u) e cpo = inf Jyp

Ao ueNy, (@) Ao ueNy, (W) Ao ueNy , ().
Nosso objetivo principal é provar que os niveis N, © Cng, sao atingidos. A
abordagem central consiste em analisar as fungoes fibras @, Q. : (0,+00) — R
definidas por Q,(t) = R, (tu) e Q.(t) = Re(tu). Além disso, examinamos as fungoes
Shn, Se : X\{0} — R dadas por
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Sp(u) = %I>1(f) R,(tu) = R, (t,(u)u) e Se(u) =inf R.(tu) = Re(t.(u)u),

>0
e os valores extremais
A= inf S,(u) e A= inf Sc(u).
ueX\{0} ueX\{0}

No Capitulo 2, foram desenvolvidas ferramentas para demonstrar os seguintes

resultados:

Teorema 0.2 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(vs) e Oty < CND,- Entao
para cada \ € (\*,4+00), existe Oy > 0 pequeno tal que o problema (Py) admite pelo

menos uma solugao ground state v € X satisfazendo v € Ny, com 6 € (0,6,).

Corolario 0.3 Suponha (mq), (a1), (az), (b1), (b2) € (v1)-(vs). Entdo os niveis de

energia v, < ONY, desde que:

(a) A€ [, +00) e >0;
(b) A€ (A, \) ef € (0,600 com by > 0 suficientemente pequeno;
(c) A€ (A —e,\) el >0 come >0 suficientemente pequeno.

Teorema 0.4 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(vs) e Ny < COND,- Entao
para cada X € (\*,4+00), existe O3 > 0 pequeno tal que o problema (Py) admite pelo

menos uma solugao fraca u € X satisfazendo u € Ny, com 0 € (0,65).

Corolario 0.5 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (vi)-(vs) e X € (A\*,+00).

Entao os niveis de energia o, < CND,, sempre que 0 € (0,60,).

Corolario 0.6 Suponha (my), (a1), (as), (b1), (b2), (vi)-(vs) e A € (A\*,+00).
Entao para cada 0 € (0,min(6y,02)), o problema (Py) admite pelo menos duas

solugoes nao triviais u,v € X\{0} de modo que u € Ny, e v € Ny,

Teorema 0.7 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Sejam X € (—o0, \*)
e 0 > 0 pardmetros fixos. Entao o problema (Py) nao admite nenhuma solu¢ao nao

trivial.

Teorema 0.8 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2) € (v1)-(v3). Sejam A = X" e >0
pardmetros fixos. Entao nao existe solucao fraca positiva ou negativa u € X para o
problema (Py) tal que u € /\/}(\)*’9 desde que:
.. a(z)
f —=>C>0;
(@) o) 2 :

. oalr)
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No Capitulo 3, finalmente, tratamos de estabelecer as condi¢oes suficientes
para obter a existéncia, nao existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para
um problema eliptico nao local do tipo Kirchhoff, envolvendo um crescimento critico

em RY com N > 3. Mais especificamente, exploramos o seguinte problema:

—m (||Vul]3) Au + V(2)u = Aa(x)|u]?2u — O|u* ~2u em RY, )
C
u e HY(RY),
onde \ e 0 sdo parametros positivos, 2 < ¢ < 2(c+1) < 2%, o potencial V : RY — R
é continuo e limitado inferiormente por uma constante positiva, e a fungao peso a
N N o
pertence a L' (RY) N Li5 (RY) com 7 = 5.
Nos tltimos anos, as equagoes de Kirchhoff com nao linearidade critica tém

recebido consideravel atengao nos estudos matemaéticos. Isso se deve, em grande
parte, a uma das principais dificuldades ao lidar com este tipo de equagoes: a
falta de compacidade da imersdo de Sobolev H'(RY) < L* (RY), o que é natural
devido & presenca de dilatacdes e translacoes sobre RY. Assim, demonstrar a
existéncia e a multiplicidade de solu¢oes nao triviais para um problema com essa
estrutura nao é uma tarefa facil em geral. Na literatura, uma forma de superar
essas dificuldades é abordar o problema utilizando algumas técnicas, tais como:
Argumento de truncamento, Métodos variacionais, Método de Nehari, Teoria da
categoria de Ljusternik-Schnirelmann, entre outras. Abaixo, apresentamos alguns
trabalhos que nos motivaram a resolver o problema (P.).

O trabalho pioneiro que nos serviu de orientagao foi Figueiredo [32], publicado
em 2013. Este artigo, além de ser fundamental, é um classico no estudo de problemas
elipticos do tipo Kirchhoff com nao linearidade critica. Resumidamente, Figueiredo

investigou o seguinte problema:

-m (/ |Vu\2d:v) Au= \f(z,u) + |u/* 2u em Q,
Q

u=>0 sobre 052,

(0-8)

onde ¢ um dominio limitado em RY, N > 3 e A é um parametro positivo. Observe
que m: RT — Rt e f: QxR — R sao fun¢des continuas que atendem a algumas
hipoteses adicionais. A principal abordagem deste artigo é aplicar os conceitos de
métodos variacionais, especialmente do argumento de truncamento apropriado. Por
meio de estimativas a priori para A > 0 suficientemente grande, o autor mostrou
que a solugao encontrada para o problema truncado também é solugao do problema
(0-8).

Em 2014, Naimen [52] analisou o seguinte problema eliptico do tipo Kirchhoff
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com uma nao linearidade critica:

— (a + b/ |Vu|2da:) Au = pg(z,u) + |ul’ em Q,
0
u >0 em (2,

u=20 sobre 02,

(0-9)

onde Q C R? é um dominio limitado com fronteira suave 9 tal que a,b > 0 e
a +b > 0. Assumindo determinadas condicdes sobre a funcio g € C(Q x R,R) e
o parametro p € R, o autor estabeleceu resultados de existéncia, nao existéncia e
multiplicidade de solugdes positivas para o problema (0-9).

Ao longo dos anos, surgiram varias outras pesquisas matematicas sobre esse
tema. Em 2018, por exemplo, do O, He e Mishra [57] exploraram um problema
eliptico nao local para uma familia de fung¢oes de Kirchhoff envolvendo o operador
Laplaciano fracionario e um crescimento critico. Mais precisamente, os autores

resolveram o seguinte problema:

u(y)l® ) - -
L P dady | (—A)*u = A flu| %20 + |ul* 20 em Q,
(/ /Rzzv |z — |N+28 (=4) u ul (0-10)
u=20 sobre RV\Q,

onde A > 0, N > 2s, s € (0,1), 1 < ¢q<2 2F:= NQiVQsefeLgis—q(Q)éuma
funcao continua com valor real que pode mudar de sinal. A fungao de Kirchhoff,
denotada por m, é expressa como m(t) = a + bt’~! com a,b > 0 para todo t > 0 e
0 €1, 27) Neste trabalho, os autores aplicaram o método de minimizagao sobre a
variedade de Nehari para garantir a existéncia de um valor Ay > 0 de tal modo que o
problema (0-10) tenha pelo menos uma solug¢ao positiva com energia negativa, para
cada A € (0, Ag). Além disso, provaram que existe 0 < Agy < Ay, de tal maneira que
o problema (0-10) tenha pelo menos duas solugoes positivas para cada A € (0, Ago),
desde que os valores de b > 0 sejam suficientemente pequenos.

Recentemente, Faraci e Silva [30] estudaram um problema eliptico nao local

parametrizado do tipo Kirchhoff, que inclui uma nao linearidade critica. Em parti-

cular, os autores exploraram o seguinte problema:

— (a + b/ |Vu|2d:v) Au = |u|* 2u + Mf(x,u) em Q,
Q (0-11)

u=>0 sobre 012,

onde Q C RY (N > 4) é um dominio limitado, A é um parametro positivo e f ¢

uma func¢ao subcritica de Caratheodory. Em vista do método de Nehari, do método
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de fibragao e do método do quociente de Rayleigh nao linear, os autores obtiveram
resultados sobre a existéncia, nao existéncia e multiplicidade de solucoes nao triviais
para o problema (0-11), dependendo dos valores de A > 0.

Além dos artigos mencionados anteriormente, destacamos outros trabalhos
célebres (22,28, 29, 31, 32, 34-38, 46, 47, 50, 51, 53, 54, 80, 81|, os quais investigam
uma variedade de problemas elipticos que envolvem a funcao de Kirchhoff e um
crescimento critico, sob diferentes hipoteses nos termos nao lineares.

A contribuigao significativa do Capitulo 3 foi garantir um estudo abrangente
dos valores dos parametros A e 6, de forma a assegurar a existéncia de pelo
menos duas solugdes positivas nao triviais para o problema (P.). Para alcancar esse
resultado, realizamos uma anélise detalhada da fibering map associada ao funcional
energia, aplicamos o método de minimizagao sobre a variedade de Nehari e o método
do quociente de Rayleigh nao linear, e restauramos a compacidade.

Mais especificamente, como ./\/_/\er = Ny UNYy e ATie = N,y UNYy, temos
que os minimizadores v € Ny y UNYy e u € Ny, UNY,; podem estar em NY,. Esse
fato torna a busca por pontos criticos para o funcional Jy uma tarefa desafiadora,
uma vez que nao podemos aplicar diretamente o Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange [25, Teorema 7.8.2|. Para superar essa dificuldade, assumimos a existéncia
de um valor ¢; > 0, onde 2 < ¢; < ¢ < 2(0+1) < 2%, de modo que as desigualdades
Ny, < OND, © Cnp, < Oy, sejam satisfeitas. Essas condigoes implicam que os
minimizadores estao restritos exclusivamente a N, /\Jr 0 €Nyy

A convergéncia forte das sequéncias minimizantes é facilitada pelo simples
fato de que o funcional energia Jy g é fracamente semicontinuo inferiormente (veja
o Lema 3.5). Esse aspecto nos permite afirmar que qualquer sequéncia minimizante
(ur) € N, ;“ o ou (ur) € Ny, possui uma subsequéncia convergente. Em outras
palavras, dada uma sequéncia minimizante (uy) € N, ou (u) € Ny, com

kEI}»loo J(ug) = Cxyf, OU kgliloo J(ug) = CN
podemos afirmar que existe u € /\/';9 ou u € /\/'):97 de modo que u;p — uw em X,
quando k — +o0.

No peniltimo paragrafo, afirmamos que o problema (P.) possui pelo menos
duas solugoes nao triviais estritamente positivas. Para garantir essa positividade,
regularizamos as solugoes fracas encontradas para o problema (P.), sob a condigao
de que V e a sao fungoes Holder continuas. A ideia central aqui é fazer uso de
alguns resultados cléssicos da Teoria de regularidade, tais como, a estimativa de

Brezis-Kato [73, Lema B.3|, o Teorema de Calderén-Zygmund [39, Teorema 9.9,

as estimativas de Schauder [39, Teorema 6.13| e o Principio do Méaximo Forte [27,
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Teorema 4].

Além dos resultados previamente mencionados, também provamos que, de-
pendendo dos valores atribuidos aos parametros A e 6, o problema (P.) ndo admite
nenhuma solugao nao trivial. Para demonstrar isso, utilizamos a conhecida identi-
dade de Pohozaev, cuja prova esta no Teorema D.2 do Apéndice D deste trabalho.

Agora, apresentamos as hipoteses utilizadas para resolver o problema (P.):

(Mp) A funcdo m : RT — RT satisfaz m(t) = oy + ast?, para todo t € Rt e

al,a2>000m0<0<ﬁ;

(A1) 2 <qg<2(c+1) < 2%

(A3) A funcdo a : RY — R satisfaz

2*

a € L"(RY) N LS (RY) com 7 = 5
t—q

loc

e a(r) >0 ¢g.t.p. em RY;
(V1) O potencial V pertence a V' € L2 (RY), e existe uma constante Vo > 0 tal que

loc

V(x) > Vp, para todo x € RV,

Considere Sy« como a melhor constante da imersao continua de Sobolev
X — L¥(RY), dada por
[l
wex\{0} ||u

0<SQ* =

5 -
2*

O problema (P.) esta relacionado ao funcional energia Jyy : X — R definido

por

Y dx.

1 (a%) 2(o+1) /\/ ‘9/
J = L Ep— | v - = Idy + —
o) = gl + 5 vl =2 [ s [

E relevante ressaltar que a hipétese (V1 ), que considera V(x) > 0 para todo
x € RV, é padrao e suficiente para estabelecer as imersoes continuas de Sobolev. No
entanto, nao impomos nenhuma condi¢ao adicional sobre o potencial V' em relacao
a compacidade. Em vez disso, atribuimos essa responsabilidade a fun¢ao peso a,
especificamente & hipotese (As).

Note que muitos dos resultados apresentados no Capitulo 2 funcionam de

maneira semelhante no Capitulo 3, com a substituicgio da norma ||ul[}, pela

* . . ~ . ~ . .
norma ||u % Portanto, para evitar repeticoes e tornar a introducao mais concisa,
omitiremos esses resultados.

Os quocientes de Rayleigh nao lineares R,, e R, associados ao parametro A > 0,

sao dados por

2(c+1
ull? + ol Va3 + 6w

ullg.o

2%
2*

R, (u) , ue X\{0}
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2(0+1 *
Dull? + 5225 Va3 + Lful3

R.(u) = 2+1) 2 we X\{0}.

Gl

Até onde sabemos, o Capitulo 3 é o primeiro trabalho a fornecer uma descricao
completa do tamanho dos valores dos parametros A\ e ¢, ambos positivos, tal que o
problema (P,) tenha pelo menos duas solugoes positivas.

No Capitulo 3, foram desenvolvidas ferramentas para demonstrar os seguintes

resultados:

Teorema 0.9 Suponha (M), (A1), (A2), (Vi) e O, < CND, Entao para cada
A € (N, 4+00), existe 8y > 0 pequeno tal que o problema (P.) admite pelo menos
uma solucao ground state v € X satisfazendo v € N/\Jfg com 0 € (0,60y). Além disso,
temos que a solugcdo v é estritamente positiva em RY | desde que V e a sejam funcoes

Hoélder continuas.

Corolario 0.10 Suponha (M), (A1), (A2) e (V1). Assuma que existe g1 > 0 de tal
forma que 2 < ¢ < q < 2(0 + 1) < 2*. Entao os niveis de energia i, < D,
desde que:

(a) X €[\, +00) el >0;
(b) A€ (A, \) e € (0,00) com by > 0 suficientemente pequeno;
(c) € (A —e, ) el >0 come >0 suficientemente pequeno.

Teorema 0.11 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) e N, < AT, Entao para cada
A € (N, +00), eziste O > 0 pequeno tal que o problema (P.) admite pelo menos uma
solucao fraca u € X satisfazendo u € N)C& com 6 € (0,0,). Além disso, temos que
a solucio u € estritamente positiva em RY, desde que V e a sejam funcoes Hélder

continuas.

Corolario 0.12 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) e A € (A\*,4+00). Assuma que
existe ¢u > 0 de tal forma que 2 < ¢ < q < 2(c + 1) < 2*. Entdo os niveis de
energia e, < CND, Sempre que 0 € (0,05).

Corolario 0.13 Suponha (M), (A1), (A2), Vi), 2 < q1 < ¢ <2(c+1) <2 e
A€ (N, 400). Assuma que V' e a sao fungoes Holder continuas. Entao para cada
0 € (0,min(fy,6)), o problema (P.) admite pelo menos duas solugdes positivas
u,v € X\{0} tal que u € Ny, eve N,

Teorema 0.14 Suponha (M), (A1), (Az), (Vi) e V € CHRY;[0,+00)). Entao,

(a) O problema (P.) nao possui solu¢ao nao trivial, desde que A € (0,\*) e > 0;
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(b) O problema (P.) nao possui solu¢ao nao trivial, desde que A = 0, § > 0 e
2V (z) + (z - VV(z)) > 0, para todo x € RY;

(c) O problema (P.) nao possui solugao nao trivial, desde que A < 0, 0 > 0 e
2V (x) + (z - VV(x)) > 0, para todo = € RY.

Em resumo, o Capitulo 3 se distingue do Capitulo 2 pelo surgimento do
expoente critico na nao linearidade, juntamente com a condigdo 2 < ¢ < 2(o + 1).
E importante ressaltar que, no Capitulo 3, o potencial V' mantém-se inalterado em
seu sinal e nao atende as condigoes de Bartsch-Wang. Apesar dessas diferencas, a
estrutura geométrica das fibras do funcional energia e das fibras dos quocientes de
Rayleigh nao lineares é preservada nesse contexto.

Gostarfamos de salientar que a solugao obtida no Teorema 0.9 é em grande
parte atribuida ao Corolério 0.10. Este corolario, em particular, desempenha um
papel fundamental neste capitulo, levando-nos a considerar a seguinte situacao:
observe que quando \ esta no intervalo (A*, \,), o problema (P..) admite uma solugao,
desde que estabelecamos um valor #; > 0 suficientemente pequeno, de modo que
6 € (0,6p). Além disso, para A € [\, +00), o problema (P,) sempre admite solugao,
independentemente de 6 ser geral. Ao aprofundarmos nossa anélise, notamos que
quando A estd no intervalo (A, — €, A), o problema (P.) possui solucao, desde que
0 > 0 seja geral e € > 0 seja suficientemente pequeno. Entretanto, surge uma questao
crucial: o problema (P,.) tem solu¢ao quando A € (A*, A\, — &) com 6 > 0 geral?
A resposta é que nao temos controle sobre essa situagao. Pode ser que nem seja
necessario introduzir o parametro 6, mas este é um caso que ainda nao conseguimos

resolver.

0 A" A A
O problema (P.) tem solugdo, quando
A€ (A", X)) com 0 € (0,0p) e O > 0 pequeno.

A E AT, Ayp — e)?

_
1 1 A L
0 ¥ A — € A A

O problema (P.) tem solugdo, quando
A€ (As —&,Xi) com 0 >0 ee >0 pequeno.

Por ultimo, este trabalho inclui quatro apéndices nos quais sao apresentados
varios exemplos do potencial V' sob diferentes hipoteses. Além disso, demonstramos
a regularidade dos termos do funcional energia J e deduzimos a conhecida identidade

de Pohozaev para as funcoes de Kirchhoff.



CAPITULO 1

Solucoes positivas para um problema
eliptico do tipo Kirchhoff em R

Neste capitulo, estudamos o problema

—m (||Vul|3) Au + V(z)u = Aa(x)|u|9%u + b(z)|u|P~?u em RY, P

we H'(RY), )
onde N > 3 e o parametro A > 0. O potencial V : RY — R é continuo e limitado
inferiormente por uma constante positiva. As fungoes a € L™ (RY) e b € L™(RY),
onde 1,79 > 1 sao expoentes adequados.

O principal objetivo consiste em investigar a existéncia e a multiplicidade de
solugoes positivas para problemas elipticos que envolvem equagoes de Kirchhoff, bem
como uma nao linearidade coéncavo-convexa. Para ser mais especifico, dependendo do
tamanho do parametro A, estamos em busca de garantir a presenca de, pelo menos,
uma solugao ground state e uma solugao bound state para o problema (P,). Nossa
abordagem central é introduzir os conceitos do método do quociente de Rayleigh
nao linear e do método de minimizacao sobre a variedade de Nehari.

No que segue, consideramos as seguintes condigoes para o problema (P, ):

(m1) A funcdo m : Rt — RT satisfaz m(t) = oy + aqt?, para todo t € RT e
al,a2>OcomO<a<NL_2;
(a1) 1<qg<2<20+1)<p<2%

(az) As fungoes a,b: RY — R satisfazem a € L™ (RY) e b € L™(R"), onde

2\’ 2\’ 2\ 2\’
q q p p

com a(z),b(x) > 0 q.t.p. em RY;
(V1) O potencial V pertence a LS. (RY), e existe uma constante V; > 0 tal que

loc

V(z) > Vp, para todo x € RV,
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Antes de apresentarmos a estrutura variacional do problema, iremos ilustrar

alguns exemplos de func¢oes de Kirchhoff m, especificando os valores de o € R} .

Fungao de Kirchhoff m | Valor de ¢ € R | Valor de p | Dimensao N
m(t) = a; + ay Vit a:% p>% 3<N <22
m(t) = a; + asv/t J:Z—lL p>g 3<N <10
m(t) = a; + axV/t o=1 p>3 3<N<6
m(t) = ag + ast oc=1 p >4 N =3
m(t) = a; + aytk o=k p>2(k+1) N<%

Tabela 1.1: Ezemplos de fungdes nao locais m.

1.1 Estrutura variacional do problema

Inicialmente, definimos

X = {u c H'RY): /RN V(z)u*dr < +oo} .

Com base nessa definicao, determinamos o produto interno associado ao espago X

da seguinte maneira:

{u, ) = / [ VuVe + V(z)ug] dz, ¢ € X,
]RN

sendo a norma associada expressa por

lull = /o) = (/RN (0| Vuf? + V()] dx) weX.

Observe que a; > 0, presente no produto interno mencionado acima, corresponde

ao mesmo valor presente na fungao de Kirchhoff na hipotese (mq).

Exemplo 1.1 Este exemplo ilustra que, sob condi¢oes apropriadas em relacao ao
potencial V', o espagco X definido acima nao € vazio. De fato, quando consideramos

o potencial V' como limitado ou ilimitado, respectivamente, obtemos

1 p(x)
=———€X =—————€cX 1-1
u(z) TENEEE € X ou u(z) 0+ 2] € X, (1-1)
para todo x € RN e & > & com p € C(RY) tal que p(z) =1 se v € By(0), p(z) =0
sex € RN\ By(0) e 0 < p(x) < 1. A prova da afirmagao (1-1) seque usando a férmula
da Co-drea [27, Teorema 5, Apéndice C| e o Exemplo 2.15 apresentado a sequir.

O primeiro resultado importante nos possibilita estabelecer o cenario variaci-

[e9]

> (RY), demonstramos que o espago X, munido

onal. Uma vez que V pertence a L

da norma usual || - ||, configura-se como um espago de Hilbert.
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Lema 1.2 Suponha (my), (a1), (as) e (V1). Entao o espago X munido da norma

usual || - || € um espago de Hilbert.

Prova. Primeiramente, afirmamos que X é um espaco vetorial completo. De fato,
considere (u;) uma sequéncia de Cauchy em X . Pela imersdo continua X < H'(RY),
obtemos

||uk — um||H1(RN) < CHuk — UmH <eg,

para todo k,m > ko, onde kg = ko(c) € N e ¢ > 0. Isso prova que (u;) é uma
sequéncia de Cauchy em H'(RY). Como H'(RY) ¢ completo, temos que existe uma
fungao u € HY(RY) de modo que uj, — u em HY(RY), quando k — +oo. Além
disso, fazendo uso do Lema de Fatou em conjunto com a limitagao da sequéncia

(ug), mencionamos que
/ V(z)|u|*dr < lim inf/ V(z)|ugPde < liminf ||Jug|* < C1 < +o0.
RN k—4o00 RN k—4o00
Como produto, tem-se que u € X. Além disso, como uy — uem H(RY), concluimos

/ V() |ug — um)?dr < |Jug, — wn||* < €2
RN

Essa condigao, juntamente com o Lema de Fatou, nos permite deduzir que

m—-+00

/ V(2)|ug — ulPdr < liminf/ V() |ug — um|?dr < €%
RN RN

para todo € > 0 e k > ky. Uma vez que € > 0 é arbitréario e a integral é nao negativa,

temos que
lim |juy, — ul* = 0.
k—+o00
Como consequéncia, obtemos que ux — u em X, e o lema esta provado. [

Uma vez que estamos em busca de solugbes fracas para o problema (P,),

definimos o funcional energia J : X — R por

1
J(u) = 5 |lull* +

A 1
V]| 2 D ——/ a(x)|u|qu——/ b(z)ulde.
2 q JrN P JrN

Qo
2(0+1)
Vale ressaltar que uma funcao u € X é considerada um ponto critico do funcional
energia J se, e somente se, u é uma solugao fraca para o problema (P,). Nesse

contexto, a formulacao fraca é a seguinte:

Definicao 1.3 Dizemos que u € X € solugao fraca para o problema (Py) se, e

somente se,

(1, ) + an(Vu, Vo) Va2 = A / a(@)|u|"Pupdz + / b(a)|ufPupda,
RN RN



1.1 Estrutura variacional do problema 40

para todo p € H'(RY).

Sob as nossas suposicoes, torna-se evidente que o funcional energia J é de classe
C'(X;R), veja o Apéndice B. E importante observar que .J ndo é um funcional de

classe C?(X;R). Entretanto, dispomos das seguintes expressoes:

2(0c+1
T (wyu = [Ju))? + oVl = full2, — [Ju]Z,,
2(0+1
T () (u,u) = [Jull? + (20 + Das| Va3 = Ag — Dullg, — (0 — D)l|ull?,,
onde definimos

lullya = [ olelupids e Julg, = [ delupds, ue X.
7 RN ’ RN

Observacao 1.4 E ficil verificar que o funcional energia J € ilimitado inferior-
mente em HY(RY). Para isso, uma vez que a fungdo b(x) assume valores positivos

e u# 0, temos que ull;, > 0. E sabido para todo t > 0 que

t2 t2(0’+1) 2(0+1) 14 tP
J(tu) = EHUH2 + m%uvuﬂz — —AlJu Ga — —||U||p,b-
Portanto, a hipdtese (ay) assequra que tliin J(tu) = —oo. Essa condi¢ao mostra
—+00

que o infimo do funcional energia J em HY(RY) ndo é atingido.

E importante enfatizar que a Observacdo 1.4 desempenha um papel funda-
mental, pois demonstra que a minimizacao global nao gera pontos criticos. Neste
contexto, torna-se necessario definir um conjunto denominado variedade de Nehari

da seguinte maneira:

N = {ue X\{0}: J'(u)u=0}
= {ue X\{0}: Alult, = Nl + 0o | VulF D = ulfp, b (1-2)

E evidente que conjunto A engloba todos os pontos criticos nao triviais do funcional
energia J. Vale ressaltar a importancia de reconhecer, para o nosso trabalho, que
N & uma variedade de classe C'. Contudo, é crucial observar que, em geral, esse
conjunto nem sempre se configura como uma variedade.

Além disso, ao considerarmos as mesmas ideias discutidas em [55,56], podemos

dividir a variedade de Nehari N em trés subconjuntos disjuntos, de modo que

N = NTUN~UN?, onde

Nt = {ueN:J(wu=0eJ (u)(u,u) >0},
NT = {ueN:J(wu=0eJ"(u)(u,u) <0},
N = {ueN:J(wu=0eJ (u)(u,u) =0}
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Em vista da defini¢ao (1-2), observamos que, dado u € N, temos que

T"(u)(u,u) = (2—p)|ul?+ (2(c +1) = p)as||Vul[37 + Ap — ) ||ull?,
= 2 q)llul?+ 200 + 1) — ool Vul3 " — (0 — ) |[ull,- (1-3)

Agora, ao explorar o quociente de Rayleigh nao linear, é crucial discutir algu-
mas ferramentas essenciais. A primeira delas envolve a andlise do comportamento

do funcional J quando este atinge energia zero, ou seja,

A 1 (67)
= X Sl = = |ul)?
£ {ue \0} = Zllully = Flull® + 3

2(c+1 1
S Il = 2l (1)

E fundamental destacar que o conjunto £ mencionado anteriormente é nao vazio
para qualquer valor de A > 0, conforme demonstrado na Proposicao 1.25. Desta

forma, a definigdo (1-4) juntamente com (1-2) implicam que

u € N se, e somente se, R,,(u) = A,

u € & se, e somente se, R.(u) = A,

onde R,, R. : X\{0} — R representam os quocientes de Rayleigh nao lineares

associados ao parametro A > 0, sendo definidos como:

lull® + ol Va2 — full,
Ry (u) := T 2b ue X\{0} (1-5)
e Ul + 52255 | Vall3 = Lall?,
R.(u) := i =, u e X\{0}. (1-6)

glullde
Um célculo simples, usando imersao continua de Sobolev e a hipotese (a; ), demons-
tra que os funcionais R, e R. estdo bem definidos e pertencem a C*(X\{0};R).

Para uma compreensao mais detalhada deste tema, recomendamos a leitura dos
trabalhos [18,20,42,43,70] .

Definigao 1.5 Considerando o conjunto N, definimos os sequintes niveis:

N+ = ulerjl\;+ J(u) e cp- = uleljl\/fi J(u).
Definicao 1.6 A partir de (1-5) e (1-6), definimos as fungoes S, S. : X\{0} — R
como:
Sp(u) =sup R,(tu) e Se(u)=sup Re(tu).
>0 >0
Consequentemente, os valores extremais sao determinados por

A= inf S,(u) e A= inf S.(u).
ueX\{0} ueX\{0}
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1.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do

quociente de Rayleigh e Nehari

Nesta secao, nosso objetivo principal é apresentar propriedades fundamentais
relacionadas ao Método do quociente de Rayleigh nao linear e ao Método de Nehari.
Tais propriedades sao cruciais para determinar a existéncia e a multiplicidade de
solugoes para o problema (P,). Para comegar, definiremos uma classe de fungoes
de suma importancia para a nossa investigacao, visto que a variedade de Nehari
estd intrinsecamente ligada ao comportamento destas fungoes. Essas fungoes sao

comumente conhecidas como fibering map e sao definidas da seguinte maneira:

/2 2(0+1) sorn 1 P
Gult) i= J(t) = Sl + gy el Vull”™ = ZAlullg — — Il
para todo t > 0 e u € X\{0}. Assim, calculando as derivadas de ¢,(t) em relagao a

t, temos que

(1) = tlull? + ast> | Vaul 37—t N\ Jullg,, — Y [ull?,

€

o 2(c+1 — —
9u(t) = llull® + az(20 + D)2 [ Val3 " = (g = Dir=2Mullg,, — (p — D72 |ullp,

para todo ¢ > 0. Uma implicagao direta de ¢/, é que
1

G,() = 27 (tu)tu.

Isso nos permite observar que ¢ > 0 é um ponto critico de ¢, se, e somente se,
tu € N. Em particular, u € N se, e somente se, t = 1 é um ponto critico de ¢,.
Agora, no que diz respeito a ¢, é facil verificar para todo ¢ > 0 que
1
A1) = ol (1).

Além disso, salientamos que a identidade ¢, nos permite explorar as seguintes

propriedades:
u(t u(t ¢ (t , n(t
lim¢—()<0; lim¢—()<0; im 20 _g o pm %0 g
t—0t+ 19 t—+oo P t—0+ {41 t—+oo tP1

Dado que a variedade N esta relacionado & fibering map ¢,, ¢ natural subdividir a

variedade em trés subconjuntos distintos tal que

Nt = {ueN:¢ (1)
N~ = {ueN:¢,(l)
N = {ueN:¢ (1)

0e (1) > 0},
0e ¢l(1) <0},
0e ¢l(1) = 0}.
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Uma teoria mais abrangente sobre a fibering map ¢, pode ser obtida em [61].
A observacao subsequente afirma que, sob a hipdtese (V7), a imersao de X
em L"(RY) & continua para cada r € [2,2*]. Para uma compreensao mais detalhada

dessa propriedade, recomendamos a consulta aos trabalhos [11,39,77].

Observagao 1.7 Assuma que a hipdtese (V1) seja satisfeita. Nesse caso, a imersao
X < L"(RY) ¢ continua para cada v € [2,2*]. De fato, usando a hipdtese (V),
obtemos

1

1 1
2 = 27, < 2 21 7 — |l [|2
ol < 5 [ Viekids < 5o [ Vel + Viaplde = o=l

0 JRN

-

para todo u € X\{0} e Vi, a1 > 0. Isso implica que a imersio X — L*(RY) ¢
continua. Além disso, a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [27, Teorema 2] e a

hipdtese (V1) garantem que

5 < Co/ [[Vul? + v’|dx
RN

|
< G al\Vu\zda:—l—@ V(z)uldx
a1 JrN Vo RN
1 1
< (Cpmax (a—l,vo) ||u||2,

para todo u € X\{0} e Co, Vo, 1 > 0. Logo, a imersio X — L* (RY) ¢ continua.
Desta forma, pela desiqualdade de Interpolagao [27, Apéndice BJ, inferimos que

v 1—v
Y < Cyllul] com — = 3 + ;

Jall, < il L

comv € (0,1) er € (2,2%). Portanto, temos que a imersio X — L"(RY) ¢ continua
para cada r € [2,2*]. Como consequéncia, analisando a hipdtese (as), dado que
qri € [2,2%) e prhy € [2,2%), podemos concluir que X estd continuamente imerso em

L7 (RN) e LP2(RYN), respectivamente.

Neste momento, apresentamos a demonstracao de que os pontos criticos dos
funcionais R, (t,(u)u) e Re(t.(u)u) sdo tnicos, sendo determinados por t,(u) > 0 e
te(u) > 0, respectivamente. Essa constatacao adquire grande relevancia ao garantir
projecoes na variedade de Nehari. Nesse caso, destacamos que os estudos [18, 70]
estabelecem a existéncia desses pontos criticos para o quociente de Rayleigh nao
linear de forma explicita, por meio de uma identidade simples. Entretanto, para o

problema (P.), essa identidade néo é mais aplicavel devido a presenca da fungao m.

Proposigao 1.8 Suponha (my), (a1), (a2) e (V1). Assuma que (1-5) € satisfeita.

Defina uma funcao
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Ln(t) = #271Ju]|2 + aat® D=9 Vul 377D — #=|[u?,
para todo t > 0. Entao a fun¢ao L, tem um dnico ponto critico t = t,(u) > 0.

Prova. Unm simples calculo fornece que %Ln(tﬂ tmtn(u) = 0 se, e somente se,

—2 =t ulP® + (p — 2V |ullf,

(2(0 + 1) — q)|Vul 37V -

Qg =

Ao examinarmos o lado direito da equagao (1-7), introduzimos uma fungao auxiliar

A, X\{0} — R definida por

—(2 =t |ul® + (p — 2V Jullf,

A, (tu) ==
(2(0 + 1) — )|V 27V

, t>0.

Nesse caso, ao calcular a derivada de A, (tu) em relagao a t, tem-se que

4y 200 (= 9)p 20+ )Pl
dt (20 +1) - )| Vull
Dessa forma, usando a hipdtese (a;), inferimos que %An(tu)‘t:t () > 0 para todo
t > 0. Isso implica que existe ¢,(u) > 0 de modo que
d
Ay (th(u)u) = ag & —Ly(t) = 0.
dt t=tn (u)
Portanto, a fun¢ao L,, possui um tnico ponto critico. Il

Observagao 1.9 Analisando a defini¢cao (1-6), nao € dificil verificar que a fungao

1

SVl — el

1
Le(t) = 27 ul? + ——

possui um unico ponto critico t = t.(u) > 0. Essa afirmacio é demonstrada

utilizando os mesmos cdlculos discutidos na Proposicao 1.8, em conjunto com

—20 2(oc+1 — —2(0
—(0 +1)(2 = )t~ Ju||? + HFEELp2 Dy 7

Ac(tu) :=
(2(0 + 1) — )| Va2V

> 0.

Além disso, deduzimos que

lim A, (tu) = 111(1)1+ Ac(tu) = —o0 e lim A,(tu) = lim A (tu) = +o0.
t—

t—0+ t—+o00 t——+00

Proposicao 1.10 Suponha (mq), (a1), (az) e (Vi). Entio A,(tu) > A.(tu) para
todot >0 eue X\{0}.
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Prova. Podemos provar facilmente que

(2 — )t 2 [ul] + p~ (p — 2(0 + 1)) (p — g)t? 2|y,
2(0+1
(2(0 +1) — q)|| Va3

_ m (%Ae(tu)) . (1-8)

Como decorréncia da hipotese (a;), observamos que %Ae(tu) > 0, para todo ¢t > 0.

A (tu) — Ae(tu) =

Esse fato, juntamente com a equagao (1-8), assegura que A, (tu) > A.(tu), para todo
t>0ewue X\{0}. Isso conclui a prova. O

Antes de avancarmos com os proximos resultados, destacamos o comporta-
mento geométrico das fungoes A, (tu) e Ac(tu), para todo t > 0, mencionadas na

Proposicao 1.8, na Observacao 1.9 e na Proposigao 1.10.

5 : Ay (tu), Ae (tu) — 400
An (tu) quando t — +oo

;Ae (tu)

ol 7 /tn(a) to(w)

l J

Ay (tu), Ae(tu) — —oco
quando t — 0O

Figura 1.1: Comportamento geométrico de A (tu) e Ae(tu).

A seguir, apresentamos propriedades fundamentais dos quocientes de Rayleigh
nao lineares previamente definidos. A demonstracao destas propriedades é simples

e direta.
Observagao 1.11 Salientamos que a definicao de N implica em

(a) R,(tu) = X se, e somente se, J'(tu)tu = 0 para todo t > 0;
(b) R,(tu) > X se, e somente se, J'(tu)tu > 0 para todo t > 0;
(c) R,(tu) < X se, e somente se, J'(tu)tu < 0 para todo t > 0.

Observacao 1.12 Salientamos que a definicao de £ tmplica em

(a) R.(tu) = X se, e somente se, J(tu) =0 para todo t > 0;
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(b) Re(tu) > X se, e somente se, J(tu) > 0 para todo t > 0;
(c) Re(tu) < X se, e somente se, J(tu) < 0 para todo t > 0.

Proposicao 1.13 Suponha (my), (a1), (a2) e (V1). Assuma que u € X\{0} satisfaz
R.(tu) = X. Defina uma fungao Qg : X\{0} — R dada por Qp(u) = %Hu”iw para

todo u € X\{0}. Entao,
1 /
iRe(tu) _1J (zfu)tu7
t Qp(tu)

dt
para todo t > 0. Como produto, deduzimos as sequintes propriedades:

(a) LR.(tu) =0 se, e somente se, J'(tu)tu =0 para todo t > 0;
(b) LR.(tu) >0 se, e somente se, J'(tu)tu > 0 para todo t > 0;
(¢) LR.(tu) <0 se, e somente se, J'(tu)tu < 0 para todo t > 0.

Prova. Sabemos pela definigao (1-6) que

1 2(c+1 1
Qs(tu)Re(tu) = 5 [[tul® + IV = el

e%)
2(0+1)
Apos derivar a equacao anterior em relacao a t e multiplicar o resultado por ¢t > 0,

obtemos que
d d . ) 2(c+1) P
tRe(tu)— Qp(tu) + tQp(tu) — Re(tu) = [[tull® + az [ V()7 — [[tull,,.
Esse fato, juntamente com R.(tu) = \, garante que
d 2(c+1
tQp(tu) 7 Re(tu) = [[tull* + 0|V (#) |3 = Mtullg, — ltullZ,

Um simples calculo mostra que

d 1[ltu]]? + ol V (e [57 = AlJtullg,, = Iltu]l,
—R.(tu) = - ’ ’
dt t 0, (tu)
_ LJ'(tu)(tu)
t Qp(tu)

Logo, usando as mesmas ideais discutidas em [42|, concluimos a demonstragao. [

Seguindo a linha da Proposigao 1.13, apresentamos agora o proximo resultado:

Proposigao 1.14 Suponha (m,), (a1), (az) e (Vi). Assuma que u € X\{0} satisfaz
Rn(tu) = A. Defina uma fung¢io Qy : X\{0} — R dada por Qp(u) = |ul|l,, para
todo uw € X\{0}. Entao,

d _LJ"(tu) (tu, tu)
2 = 55w

para todo t > 0. Consequentemente, temos as sequintes propriedades:
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(a) LR, (tu) =0 se, e somente se, J"(tu)(tu,tu) = 0 para todo t > 0;
(b) LR, (tu) >0 se, e somente se, J"(tu)(tu,tu) > 0 para todo t > 0;
(c) LR, (tu) <0 se, e somente se, J"(tu)(tu,tu) < 0 para todo t > 0.

Prova. Sabemos pela definigao (1-5) que
Qp(tu) R (tu) = 2[|ul® + at @D | Vul 37 — #ul|?,

Derivando a equagao acima em relacao a ¢ e multiplicando o resultado por ¢t > 0,

chegamos a

d
“Ru(tu) = 2(0 + Das||V(tw)|2

d
R, (tu) 2 Qotu) + Qo (tu) =
+2[tul]? — pltully ,. (1-9)

E fécil checar que t4 Qp(tu) = ql[tul|? ., para todo t > 0. Essa condigdo, juntamente

com R, (tu) = A, assegura que

d o
1Qy(tu) - Ru(tu) = 2{tul]® + 2(0 + DoV (tu) 5 = Aglltullf,, — plltull;,.
Como produto, mencionamos que
2| tull? + 2(0 + V)ao||V () [377 = Ag|ltu]|2, — pltul”
d [tul|® +2(0 + Das|[V(tu)]f; glitullg. — plitully,
—Ba(tu) = ’
dt tQp(tu)
_ 1J"(tu)(tu, tu)
t Qg(tu)
Logo, utilizando as mesmas ideias discutidas em [42], concluimos a prova. 0J

O proposito aqui é demonstrar que a funcao S,,, conforme definida na Defi-
nicao 1.6, pode ser simplificada. Essa simplificagao serd muito tutil nos resultados

subsequentes. Claramente, é facil perceber, a partir de (1-7), que

2(o+1 —20 —2(o+1
(2(0 +1) = q)ao||[ Va3 + (2 — )t 2 (W) |ul? = (p — @)t (w)|ull?,

2(0’4’1)7(] (U)

Multiplicando a equacao acima por i, > 0, encontramos

_ 2(U+1)—q p 0’1
ey, = (2D ape g vale

2_61) 2— 2
+ | —— )t (W) luf”.
(p—q

Esse fato, em conjunto com a Defini¢do 1.6 e a equagao (1-5), resulta em

<1 — ffj) ti—q(u)Huuz + (1 _ Q(U]j-_lq)—q) a2t2(0+1 ( )HV H2 (o+1)
/|40
(p = 2)[[ta(w)ul® + (p — 2(0 + 1))V (ta(u)u )||“"“’+1

) (r — Qlltn(w)ul|d.a (1-10)

Sn(u)
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E importante enfatizar que as mesmas condicoes estabelecidas para a funcao S, se
aplicam igualmente a funcao S., embora tenhamos omitido os detalhes.
O seguinte resultado assegura que a funcao ¢, é de classe C'. Esta constatacao

¢é fundamental para demonstrarmos a continuidade da fungao .S,,.

Proposigao 1.15 Suponha (my), (a1), (az) e (V1). Seja D : (0,+00) x X\{0} — R
uma fungio de classe C'((0,+00) x X\{0};R) dada por D(t,u) = as — A, (tu).
Entao a fungao t,, € de classe C1(X\{0};R).

Prova. Nao ¢é dificil verificar que D € C*((0, +00) x X\{0}; R). Note que D(¢,u) =0
se, e somente se, t = t,(u). Uma simples manipulagao algébrica mostra que
1 {202 —gltull* + (p — @) (p — 2(c + 1)) |[tull;,

0
—D t,u = —— 2(c+1
g D) == (2(0 + 1) — g)|V (1) |2

Nesse caso, usando a hipétese (a;), mencionamos que 2D(t,u) # 0, para cada
(t,u) € (0,+00) x X\{0} de tal forma que D(t,u) = 0. Portanto, o Teorema da
Funcao Implicita [25, Teorema 2.4.1] assegura que t,, € C1(X\{0}; R). O

Observagao 1.16 Assuma que (my), (a1), (a2) e (Vi) sejam satisfeitas. Defina
uma fungdo Dy : (0,+00) x X\{0} = R de classe C*((0,+o0) x X\{0}; R) dada por
Dy (t,u) = ay— A (tu). Entio a fungao t. € de classe C*(X\{0};R). A comprova¢io

desse fato seque os mesmos principios discutidos na Proposicao 1.15.

Neste momento, dedicaremos nossa atencao as fibras dos funcionais R, e R.,
conforme definidos em (1-5) e (1-6), respectivamente. Para isso, consideramos as
fungdes de fibras definidas por @, (t) := R, (tu) e Q.(t) := R.(tu), onde

1 _ ot1)— 2(o+1 -
Qnlt) = o |22 4 2D g | Va7 — e aulp, | (1-11)
q,a
e
q t27q t2(0‘+1)7q 2041 =4
() = i |5 Il + g eel Vulls Y = — | (1-12)
@O 2 M 2 ’
q,a
Como consequéncia, deduzimos pela hipotese (a;) que
Q) _ Il _ Q) Il
t—0+ 274 ||u||f.a t—+oo P4 llu||f.a '

Além disso, destacam-se as seguintes derivadas:

d d . p
i SO0 _ @@l Q0 =l

S0+t ullda tooo tPmdl [ulld.a
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As condigbes acima demonstram que as fibras Q,(t) e d%Qn(t) sa0 positivas para
todo t > 0 suficientemente pequeno e negativas para todo t > 0 suficientemente
grande. Assim, para cada u € X\{0}, temos que existe pelo menos um ponto t,(u)
de méaximo local para @, (t). Ainda mais, ao examinarmos a equagao (1-12), podemos
concluir que essas mesmas condigoes se aplicam as fibras Q(t) e %Qe (), nas quais

omitimos os detalhes.

Proposigao 1.17 Suponha (my), (a1), (az) e (Vi). Entao,

Qn(t) — Qe(t) = 2 <%Qe(t)> , t>0. (1-14)

Como produto, temos que Q,(t) = Q.(t) se, e somente se, t = t.(u). Em particular,
obtemos que Q,(t) > Q.(t), para cada t € (0,t.(u)) e Qu(t) < Qc(t), para cada
t € (te(u), +00). Além disso, encontramos que t,(u) < t.(u), para cada u € X\{0}.

Prova. Combinando as equagoes (1-11) e (1-12), inferimos que

Qn (t) - Qe (t>

— _ 2(041)— od1)— 2(0+1 _ _
(520) ollull? + o (HeH5t) o= Vulfo+) — () oauls,

Tl
t(d
- Hgam).

para todo t > 0. Note que o restante da prova segue utilizando a equagao (1-14).

Optamos por omitir os detalhes. O

Proposi¢ao 1.18 Suponha (mq), (a1), (as), (V1) e A € (0,\*). Entao a fungdo S,
¢ 0-homogénea, isto é, S,(Ku) = S,(u) para todo K >0 eu € X\{0}. Além disso,

a fungao S, € continua.
Prova. Seja K > 0. Entao
Sp(Ku) = sup R, (tKu) = sup R, (¢u) = S, (u),
>0 &0

onde ¢ = tK > 0. Agora, mostraremos que a funcao S, é sequencialmente continua.
Para isso, tomemos uma sequéncia (u;) € X na qual uj, converge fortemente para
uw em X, para algum u € X\{0} tal que |S,(ux) — Sn(u)] = 0, quando k — +o0.
Com efeito, observe que uy — u fortemente em X se, e somente se, ||up —ul| — 0.

Nesse caso, usando a hipotese (V; ), deduzimos que

Vup — Vu em L2(RY) x ... x L2(RY), quando k — +o0.
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Consequentemente, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada e o fato de que

t, ¢ uma funcao continua, obtemos

tim 227 () s = €27 )],

khrf a2t721(g+1)_q<uk)||VU]¢H§(U+1) _ Othi(UH)_q(U)||Vu|\§(a+1).
——+o0

Além disso, ¢ simples constatar que u, — u em L"(B(0, R)), para cada r € [2,2%),
up(r) — u(z) ¢.t.p. em B(0,R) e |ux| < h, tal que h, € L"(B(0, R)), para cada
r € [2,2%). Nao é dificil ver que

/ a(x)|ug — u|?dz = / a(x)|ug — u|?dx + / a(x)|ug — u|%dx.
RN RN\B(0,R) B(0,R)

Desta forma, ao tomar z, = u, — u e escolher um valor arbitrario R > 0, existe

ko € N de tal maneira que
/ 2| Thda < &, k> ko, (1-15)
B(0,R)
Por outro lado, pela hipotese (az), existe um valor arbitrario R > 0, tal que
/ la(z)|"dx < e. (1-16)
RN\B(0,R)

Logo, utilizando a desigualdade de Hélder juntamente com a imersao continua

X « Lo (RYN) para cada ¢r} € [2,2*) e estimativa (1-16), mencionamos que

1

/ a(x)|zp|de < ||Zk||gT, (/ |a(x)|r1dm) o
RN\ B(0,R) ' \JRM\B(0,R)

1
< spllale ([ )’
! RN\ B(0,R)

1
S C36 K
Agora, usando novamente a desigualdade de Hélder, em conjunto com a estimativa

(1-15) e a hipotese (ay), temos

/ a(x)|zg|?dz < a|ly (/ |zk]q’”/1dx) < Cyem.
B(0,R) B(O,R)

No que segue, visto que € > 0 é arbitréario, a identidade de Brezis-Lieb garante que

e
= \"—'

lim a(x)|uk|qu:/ a(x)|u|?dx. (1-17)
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De modo analogo, obtemos que

lim b(x)|ug|Pdr = / b(x)|u|Pdx. (1-18)
k—+oo JpN RN
Portanto, a funcao .S,, é continua. Isso finaliza a prova. O

Observagao 1.19 Assuma que (my), (a1), (az) e (Vi) sejam satisfeitas. Entao,
utilizando a Proposi¢io 1.18, afirmamos que a fungao t, é (—1)-homogénea. Com

efeito, veja que

R, (t,(Ku)(Ku)) =sup R,(tKu) = S,(Ku)= 5,(u)

t>0

= R,(tu(w)u) = R, (#(1@)) ,

para todo K > 0 e u € X\{0}. Consequentemente, considerando a unicidade
do ponto critico do funcional R,(tu), podemos concluir que t,(Ku) = K~ t,(u).

Similarmente, observamos também que a funcgao t. € (—1)—-homogénea.

O resultado subsequente garante que o funcional energia ¢ fracamente semicon-
tinuo inferiormente. Esse aspecto desempenha um papel fundamental ao demonstrar

que toda sequéncia minimizante possui uma subsequéncia convergente.

Lema 1.20 Suponha (mi), (a1), (a2), (Vi) e A > 0. Assuma que existe uma
sequéncia (up) € X tal que u, — w em X. Entdo os funcionais w — J(u),

u— J'(uwu eu— J'(u)(u,u) sio fracamente semicontinuos inferiormente.

Prova. Inicialmente, afirmamos que o funcional u +— J(u) ¢ fracamente semicon-
tinuo inferiormente. Com efeito, seja (u;) € X uma sequéncia tal que up — u em
X, para algum u € X\{0}. Nao é dificil checar que || - || é fracamente semicontinua

inferiormente, isto é,
|/|? < liminf |Jug ||
k——+o0
Além disso, utilizando as mesmas ideias discutidas na Proposicao 1.18, juntamente

com a hipotese (as) e up — u em X, tem-se que
fulla = Jim ol e full, = lim o,

Agora, afirmamos que a fungao G : X\{0} — R dada por G(u) = ||Vul|s é convexa
e continua. E facil ver que a funcdo G é convexa. Para provar que G é continua,
suponha que existe uma sequéncia (ux) € X tal que ux — v em X se, e somente se,
||lug — u|| = 0 em X, quando k — +o0o. Nesse caso, a definigdo de produto interno

e a hipotese (V;) implicam que
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Vup — Vu em L?(RY) x ... x L2(RY), quando k — +o0.

Assim, mencionamos que ||[Vug| — [|[Vu|| em R, demonstrando assim que G ¢é
uma fungao continua. Como consequéncia, obtemos que a funcao G é fracamente
semicontinua inferiormente (veja [16, Segao 3.3]). As ultimas afirmagdes mostram

que

1 (6%) 2541 A 1
T = gl + g Vel = il = Sl
o 1 Q2 2o+1) A 1
< Z 24 T2 _Z g _ = P
< légligjf(QHUkH oIVl = sl = Sl
= liminf J(uy).

k—+4o0

Do mesmo modo, constatamos que u — J'(u)u e u — J"(u)(u,u) sdo fracamente

semicontinuos inferiormente. Com essa observagao, o lema esta demonstrado. 0J

Observagao 1.21 Assuma que (my), (a1), (az) e (Vi) sejam satisfeitas. Dada uma

sequéncia (ug) € X tal que u, — u em X, temos que

Sp(u) < liminf S, (uy).

k——+o0

A demonstragao desta afirmacao é simples e seque exatamente o mesmo raciocinio
do Lema 1.20. E tmportante ressaltar que estamos demonstrando a semicontinuidade

inferior fraca de S,, apenas para a sequéncia (uy) € X.

Proposigao 1.22 Suponha (my), (a1), (az), (Vi) e A > 0. Entdo existe uma
constante positiva &, = &(p, q, Sgré, 1bll,) de tal forma que ||v]| > &, para todo
v = tp(u)u. Além disso, a fun¢ao S, € limitada por baizo por uma constante positiva

C = C(0b, Sy llallr,)-

Prova. Uma vez que t,(u) > 0 é o tnico ponto de méximo local para o funcional

R, (tu), temos que £ R,(t = 0 tal que

u) |t:tn(u)

(2 = )"~ ul? + az(2(0 + 1) = )27 Vaul 37 = (p — )= Julf,,

onde t = t,(u). Assim, por meio de uma simples manipulagao algébrica utilizando a

hipotese (a1) e a imersdo continua X < LP"2(RY) para cada pr, € [2,2*), obtemos

2-llvl> < 2=l + a2 +1) = )| Vol 37
(0 — )5, [bll. 0]

IN

para todo v = t,(u)u. A ultima desigualdade mostra que

_1

2—gq P2
> =: 0. 1-1
o= [<p— q)Sﬁrénan b 19
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Adicionalmente, a partir da equacao (1-10) e da hipotese (a; ), temos que

5,002 (2=2) ol (1-20)

p—q) |vlta

Como resultado, a imersio continua X < L71(RYN) para cada qr] € [2,2%),

juntamente com a estimativa (1-19) e hipotese (a; ), asseguram que

_ 2—q _ 2—q
Su(v) > (p 2) L (p 2) S _c

Isso completa a prova. [

Proposigao 1.23 Suponha (my), (a1), (az) e (Vi). Entao existe u € X\{0} de

d M= inf S,(w)=5,(u).
modo que wegl;l\{o} (w) (u)

Prova. Considere (uy) € X\{0} uma sequéncia minimizante para A*. Desse modo,

tn(ur)ue oy
l[n (ur ) u |l llvel

k € N. Combinando esse fato com a Proposigao 1.18, deduzimos que

defina uma sequéncia normalizada wy = com |lwg|| = 1, para cada

Sn(vk) = Sp(wy) = A*, quando k — +o0.

Assim, como a sequéncia (wy) ¢ limitada em X, tem-se que existe w € X de tal

forma que w, — w em X. Além disso, dado € > 0, existe ky € N tal que

—9 1 — e+ 1)\ [|[Vwg?
Sn(wk) _ (p ) ; + o (p (O. + )) H wk'”2q S )\* + £,
P—q) ||[willd.a p—yq | |3,

para todo k > ky. Sob esta condi¢ao, afirmamos que w # 0. De fato, suponha por
contradicao que w = 0. Isso significa que w, — 0 em X, quando k — 4o00. A tltima

afirmagao, aliada a equagao (1-17), implica que
. ¢ _

Jim g, = 0.

Como resultado, encontramos
-2 -2 —2(c+1 o
0 (p ) » (p )JFOQ (p ( )) IV 20D
pP—q pP—q pP—q
< (N +e)llwellfo — O,

quando k — 4o00. Isso implica em uma contradicao. Logo, w é sempre diferente da

fungao nula. Assim, levando em conta (1-10), inferimos que

A" = liminf S, (wg) > Sp(w) > A"

k—4o00
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Portanto, existe uma fungao w € X\{0} de modo que A* > 0 ¢ atingido. Com isso,
a proposicao estéd demonstrada. Il

Neste momento, considere um conjunto aberto U := {u € X\{0} : A < S,,(u)}.
A proxima proposicao garante, que para qualquer funcao u € U, a identidade

¢u(t) = J(tu) possui exatamente dois pontos criticos distintos.

Proposicao 1.24 Suponha (my), (a1), (az), (Vi) e A € (0,\*). Entao para cada
u € U, a identidade ¢, (t) = J(tu) possui exatamente dois pontos criticos distintos,

a saber, 0 < t™ 1 (u) < t,(u) < t™ (u). Além disso, temos as sequintes propriedades:

(a) O nimero positivo t™*(u) € um ponto de minimo local para identidade ¢, com
t"t(u)u € NT;

(b) O nimero positivo t™~(u) é um ponto de mdzimo local para identidade ¢, com
" (uw)u e N—;

(c) Os conjuntos de Nehari N* e N~ sao nao vazios;

(d) Jt" T (uw)u) = min  J(tu) e J(t" (u)u) = max J(tu);

0<t<t™— (u) t>tn (u)
(e) As fungoes u s t™F(u) e u > t™~(u) sao de classe C*(U;R).

Prova. Observe que tu € N se, e somente se, Q,,(t) = . Em outras palavras, temos
que tu € N se, e somente se, t é a raiz da equagao Q,(t) = A. Um céalculo simples
mostra que

li () =0 li n(t) = —o0.

Jlim Qn () e lim Qn(t) = —oo
Essas condigoes, aliadas a (1-13), asseguram que existe um tnico t,(u) > 0 tal que
Qn(t) é crescente em (0,t,(u)), decrescente em (t,(u), +00) e %Qn(t)‘t:t w =0

u)
Além disso, para cada A € (0, \*) e u € U, tem-se que

0 <A< A <S5, (u) = Qn(tn(u) = Ry(tn(uw)u), ue X\{0}.

Como produto, verificamos que a equagao @,(t) = A possui precisamente duas
raizes, a saber, t""(u) < t,(u) e t™~(u) > t,(u). Vale a pena ressaltar que as raizes

t™*(u) e t™~ (u) sdo pontos criticos para identidade ¢, (t) = J(tu). Isso significa que

d d
ym >0 e —Qu(t) < 0. (1-21)

n(t
Qn(t) o A

t=tnt (u)
Desse modo, utilizando a desigualdade (1-21) e a Proposigao 1.14, inferimos

_ L J"(™ (w)w) (E™F (w)u, ™ (u)u)
t=tn+(u) 7t (u) Qo(t™* (u)u) '

d
0< EQn(t)

Uma vez que Qy(t"™(u)u) > 0, segue que J"(t™* (u)u)(t™ " (u)u, ™ (u)u) > 0.

Com isso, encerramos a demonstragdo do item (a). E relevante destacar que a
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prova do item (b) replica precisamente as ideias apresentadas na prova do item
(a). Ressaltamos que a comprovacao do item (c¢) é derivada das conclusées obtidas
nos itens (a) e (b). Nestes tltimos, asseguramos a existéncia de t™ " (u) < t™~(u) de
modo que t"*(u)u € Nt e t™ (u)u € N~, para cada u € U.

Neste momento, sabemos que para todot > 0 e u € U que

d

Z0u(t) = 17 u 4 (Qu() = A)-

Assim, podemos deduzir que £¢,(t) < 0 para todo ¢ € [0, (u)), £¢,(t) > 0 para

todo t € (£ (u),t" " (u)) e %L, (t)] = (0. Dessa maneira, obtemos

t=tn+ (u)

J(t"F (u)u) = 0<t£r%7i£ w J(tu).

No que segue, temos que £¢,(t) > 0 para todo t € [t™F(u),t™ (u)), L£.(t) <0

para todo t € (" (u), +o0) e %%(t)!t:tn’_ = 0. Esse fato implica que

(w)
J(t" (u)u) = max J(tu).

t>tn (u)

Isso encerra a demonstracao do item (d).
Por fim, para provar o item (e), defina uma fungao Z* : (0, +00) x X\{0} — R
dada por Z*(t,u) = J'(tu)tu, para todo u € X\{0} com X € (0,\*). Note que

tu € N se, e somente se, Z%(t,u) = 0. Como resultado, mencionamos

0 + . 1 " /
925 (t) = 7 1wt tu) + ()t

_ %J”(tu)(tu, tu) £ 0,

para cada (t,u) € (0, +00) x X\ {0} de tal forma que tu € N'=. Portanto, o Teorema
da Fungao Implicita [25, Teorema 2.4.1] nos fornece que as fungoes u — t™(u) e
u — t"~ (u) sdo de classe C'(U;R). Isso completa a prova do item (e). O

E importante ressaltar que todos os resultados mencionados anteriormente
estao relacionados a funcao S,. Nesse contexto, vale destacar que esses mesmos

resultados sao aplicéveis a funcao S,, exigindo apenas algumas adaptacoes.

Proposigao 1.25 Suponha (my), (a1), (az), (Vi) e A > 0. Entao,

(a) A fungao S, € 0—homogénea e continua;

(b) Dada uma sequéncia (ug) € X tal que u, — u em X, tem-se que

Se(u) < liminf S, (uy);

k——+o0
(c) A fungao S, é limitada por baixo por uma constante positiva;

(d) Eziste w € X\{0} de modo que A, = inf S.(w)= Sc(u);
weX\{0}
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(e) Existem dois pontos t>*(u) et (u) com 0 < toF(u) < to(u) <t (u) < 400
tal que t°*(u)u € € et (u)u € E. Adicionalmente, as fungoes u — t>*(u) e
u — t~ (u) pertencem a C'(Up;R) e

0 < t™F(u) <t (u) < tp(u) < te(u) < t™ (u) <t (u) < 400,
para cada u € Uy == {u € X\{0} : A < Se(u)}.

Prova. A comprovacao desta proposicao segue a mesma linha das Proposicoes 1.18,
1.22, 1.23 e 1.24. Optamos por omitir os detalhes. 0

A figura abaixo estabelece uma relagao geométrica entre as fungoes fibras @,
e ()., o funcional energia J e sua derivada, levando em consideracao o tamanho do
pardmetro A > 0. Sua constru¢ao fundamenta-se nas Observagoes 1.11, 1.12 e 1.17,
assim como nas Proposicoes 1.13, 1.14, 1.18, 1.22, 1.23, 1.24 e 1.25.

A
A .............................................................................................
« Minimo local
A=A = Sn(u)? ............................. L Rn(tu)
A=A = Se() SR N
A t — Re(tu)
- : —— : >
0 tn,-i-(u)g Lo tn(u); te (W) £ (u) +
EnergiaA I : Pl
N 0] R ;. ‘Méaximo local
P t — J(tu)
tn’+(u)§ com A\ € (0, A*)‘
Cpr— = 0 \ t’
c,,_ <O
N
t— J(tu)
CN+<0""' — com A = Ak
e < 0] ANNT0= :
CN+ < O NG animo Local . J(tu)
5 com XA € ( Ay, 2¥)
Ponto de
Inflexao
t— J(tu)
com A = \*
t— J(tu)

com A € (\*, +00)

Figura 1.2: Relacao geométrica entre os funcionais Ry, (tu),
R (tu) e J(tu).
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O proximo resultado estabelece uma relagao de grande relevancia entre os

extremais \* e \,, cujo enunciado é dado da seguinte forma:

Proposigao 1.26 Suponha (m1), (a1), (az), (V1) e X € (0,\*). Entdo, obtemos que
Sp(u) > Se(u), para todo uw € X\{0}. Como produto, temos que 0 < A\, < \* < +0o0.

Prova. Sabemos que %Qe(t) = 0, sempre que t = t.(u). Nesse caso, a equacao
(1-14) fornece que Q,(t.(u)) — Qe(to(uw)) = 0. E facil checar que Q,(t,(u)) > Q. (1),

para todo ¢ > 0 com ¢ # t,(u). Logo, tomando ¢t = t.(u), encontramos que

Su(u) = Se(u) = Qu(ta(u)) — Qe(te(w)) > Qnlte(u)) — Qelte(w)) = 0.

Isso mostra que S, (u) > Se(u). Ademais, as Proposigoes 1.22 e 1.25 garantem que
existem constantes C,C; > 0 de tal forma que S,(u) > C e S.(u) > C;. Esse fato
implica que A*, A, € (0, +00). Como produto, temos pela Proposi¢ao 1.23 que existe
uma funcao u, € X\{0} tal que \* = S, (u,) = Rp(t,(us)us). Dessa forma, para
cada u € X\{0}, deduzimos que

A= Sp(uy) > Se(uy) > Se(u) > inf  Se(u) = ..

ueX\{0}

Portanto, temos que A* > A,, e a proposicao esté provada. Il

Avancando em nosso estudo, os proximos resultados caracterizam topologica-
mente os conjuntos de Nehari N°, Nt e N~. Essa caracterizacao ¢ crucial para
encontrarmos pontos criticos para funcional energia e, consequentemente, solugoes
fracas nao triviais para o problema (P,). Um resultado inicialmente notéavel é que
o conjunto A'° é sempre vazio, para todo A no intervalo (0, \*). Essa observacao ¢
comum em problemas elipticos nao locais com uma nao linearidade do tipo concavo-

convexo. Nesse intervalo as projecoes tnicas s6 podem residir em N'" ou N ™.
Proposigao 1.27 Suponha (my), (a1), (as), (Vi) e XA € (0,\*). Entio N° = 0.

Prova. Suponha, por contradicio que o conjunto de Nehari N° # (). Nesse caso,
considere u € N° uma fungao fixada. Isso significa que J'(u)u = J”(u)(u,u) = 0.

Como consequéncia, inferimos que

R,(u) = A,
d (1-22)
—R,(t =0, 0.
Gifulin)] =0
E facil ver que se u € N°, entdo t,(u) = 1 é o tnico ponto critico para a fibra

t — R, (tu). Esse fato, juntamente com a estimativa (1-22) mostram que

0< A< A" <S5, (u) = Ry(ty(u)u) = Ry(u) = A
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Isso ¢ uma contradicdo. Portanto, tem-se que A = (). Isso completa a prova. (]

As duas préximas proposicoes asseguram que, dependendo do tamanho do
parametro A, o conjunto de Nehari N? ¢ sempre nao vazio. Essa constatacao traz
consigo algumas dificuldades adicionais, sendo a principal delas a aplicagao direta
do método de Nehari. No entanto, é relevante notar que, por questoes de completude

e organizagao, nao exploramos essas dificuldades neste capitulo.
Proposigao 1.28 Suponha (m1), (a1), (as), (Vi) e X = \*. Entio N° # .

Prova. Nao é dificil verificar pela Proposicao 1.23 que

A=X= inf S,(w)=5,(u)=R,(t,(w)u), ue X\{0}.
weX\{0}
E importante ressaltar que a Observacao 1.11 nos fornece que R, (t,(u)u) = X se, e
somente se, t,(u)u € N. Dessa forma, a Proposi¢ao 1.14 e o fato de que t = ¢,,(u) > 0

¢ um ponto de maximo local para @, (t) = R, (tu) implicam que

_ i _ J" (tn(w)u) (tn(u)u, t,(u)u)
0=~ Qult) . 0yt (a)1) .
Isso significa que J" (¢, (u)u)(t,(uw)u, t,(u)u) = 0 com t,(u)u € N°. O

Proposigao 1.29 Suponha (my), (a1), (az), (Vi) e A € (\*,+00). Entio N° # 0.

Prowva. Inicialmente, afirmamos que a funcao S,, é ilimitada por cima. Com efeito,
seja (wg) € X\{0} uma sequéncia tal que ||wg|| = 1 para cada k € N, onde wy — 0
em X e (wg) nao converge forte para a fun¢ao zero em X. Dessa forma, utilizando
a hipotese (as), o Teorema da Convergéncia Dominada e o fato de que wy — 0 em
X, obtemos que |lug|Z, — 0 em X, quando k — +o0. Esta afirmacdo, juntamente

com a desigualdade (1-20), implica que

— 2 —
Sn(wk)z(p 2> [[well >(p 2) L e

p—=q) llwellia = \p—q) llwellga

quando £ — 4o00. Consequentemente, para todo &k € N suficientemente grande,
temos que S,(wg) > A. Note que a Proposi¢ao 1.23 mostra que existe u € X\{0}
de tal forma que S, (u) = A* < A. Além disso, ¢é facil provar que u # lwy, para todo
[ > 0ek € N. De fato, assuma que u = lw;, para algum [ > 0 e 7 € N. Uma vez

que a funcao S,, é 0-homogénea, deduzimos
A= Sy(u) = S,(lw)) = Sp(w;) > A,

o que é uma contradigao. Esta condi¢ao garante que Tu + (1 — 7)wy, # 0, para cada

T € [0, 1]. Agora, defina uma funcdo auxiliar # : [0,1] — R dada por
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H(7) = Sp(tu+ (1 — 7)wy).

Observe que a fungdo H estd bem definida e é continua. A partir da definigdao da
funcao H, mencionamos que H(0) = S,(wg) > A, para k € N suficientemente
grande e H(1) = S,(u) < A com u € X\{0}. Portanto, aplicando o Teorema do

Valor Intermediario, tem-se que existe 75 € (0, 1) tal que

Sn<7'()u + (1 — T())’wk) =\
Escolhendo dy, = mou + (1 — m)wy, obtemos que R, (t,(di)dr) = Sn(dx) = A. Isso
significa que t,,(dy)dr € N. Em particular, pelos mesmos argumentos discutidos na
Proposi¢ao 1.28, concluimos que t,(dy)d; € N°. Isso encerra a prova. O

Salientamos que alguns dos elementos mencionados na Proposi¢ao 1.29 foram

ilustrados na Figura 1.3 abaixo.

A

Sn(wk)

A = Sp ()|

Ry, (tu)

0 tn.(u) tn (wp) t

Figura 1.3: S, (wg) > A, para k € N suficientemente grande.

Dado que o conjunto N° é sempre vazio, para cada A € (0, \*), o proximo

resultado garante que tanto N quanto N~ sao subvariedades de classe C*.

Lema 1.30 Suponha (my), (a1), (az), (Vi), X € (0,X*) e N° = 0. Entdo o conjunto

de Nehari N := NTUN~UN? € uma variedade de classe C'.

Prova. Considere N' = F~1({0}) onde F : X\{0} — R é uma fungao definida por
Flu) = T (@ = [[ul]? + asl|Val37 = Mullg, = [[ul},, v € X\{0}.

Enfatizamos que a fungao F pertence a C'(X\{0};R) onde

Flluye = 2(u,0) +2(0 + Daz(Vu, Vi)o | Vull”
—)\q /]RN a(x)|u|! *updr — p/RN b(x)|u|P2updx
= J(We+ T (u)(u,9), ¢ € X\{0}. (1-23)



1.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do quociente de Rayleigh e Nehari 60

A ideia principal é mostrar que N' = F~!({0}) é uma variedade. Para isso, devemos

provar que 0 é um valor regular de F. De fato, tomando u = ¢ em (1-23), temos
F'(wyu = J"(u)(u,u) = ¢(1) # 0, u € N

Portanto, aplicando o Teorema da Fungao Implicita |25, Teorema 2.4.1], inferimos
que N ¢é variedade de classe C'. Isso finaliza a prova. O

O proximo lema estabelece que a tnica razao topolégica pela qual Nt nao é
um subconjunto fechado de X é o fato de que a funcao nula é um dos seus pontos

de aderéncia.

Lema 1.31 Suponha (my), (a1), (az), (Vi) e X € (0,\*). Entdo N+t = N+ U {0}.

Consequentemente, o conjunto de Nehari Nt nao € fechado em X.

Prova. Afirmamos que N* C Nt U {0}. Com efeito, considere v € N7, onde
existe uma sequéncia (uy) C N7 tal que v, — v em X, quando k& — +o00. Uma
consequéncia imediata é

kl_l:}_loo J (up)up = J'(u)u =0 e k1—1>51—loo J" (ug) (ug, ug) = J" (u)(u, u) > 0.
Assuma que u # 0 e J”(u)(u,u) > 0. Entdo, tem-se que u € N". Adicionalmente,
assuma que u # 0 e J”(u)(u,u) = 0, obtemos que v € N. Isso ¢ uma contradicao,
uma vez que o conjunto A0 é vazio para cada A € (0, \*). As tltimas afirmacoes
asseguram que u € N U {0}. Portanto, N+ Cc N* U {0}.

Por outro lado, afirmamos que N+ U {0} ¢ N*F. Com efeito, sabemos que
N+t c N*. Logo, resta mostrar que existe uma sequéncia (ur) € N7 tal que up — 0
em X, quando k — +oo. Considere (u;) € X\{0} de modo que [[ux[|Z,, > 0, para
todo k € N, satisfazendo uy — 0 em X e (u) ndo converge forte para 0 em X,

quando k — +o00. Dessa forma, tem-se que
lim inf ||ug||* = 1 > 0. (1-24)
k——+o0

Além disso, a Proposi¢ao 1.24 assegura a existéncia de um tnico ™" (uy) > 0 tal

que t" " (u)u, € NT, para cada A € (0, \*). Esse fato implica que

d
Rn(t"’Jr(uk)uk) =) e —Rn(tuk) > 0.
dt t=tr+ (uy.)

Isso permite provar a seguinte equagao:

as(2(0 + 1) — 2TV 577 = —(2(0 + 1) — ¢)t*[|us|)?
FA2(0 + 1) — @)t ug]|?,
+(2(0 +1) — Q| we]lZy,  (1-25)
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Desse modo, visto que %Rn(tuk ) > 0, inferimos que

>‘t:t"1+(uk
(2 = Qtllu]]® + a2(2(0 + 1) — )2V |37 — (p — @)t7|ug] [, > 0.

Ao multiplicarmos a desigualdade acima por ¢ > 0 e utilizarmos (1-25), mencionamos

208 |lu|* < 208 |ugl|* + (p — 2(0 + D) lurlly,
< AM2(0 +1) = @)t Jullg (1-26)

q?a ’

para todo t = t"*(ug) > 0. Uma vez que (1-24) é satisfeita, escolha ¢ > 0 de tal
forma que [ — ¢ > 0. Como resultado, existe ky € N tal que ||ug||*> > [ — ¢, sempre
que k > ko. Substituindo esta condigao na desigualdade (1-26), observamos que

20 (1" (up))*(1 — &) < AM2(0 + 1) = ) (" (ur))|urllfar & = Fo.

q7a )

Uma simples manipulagao algébrica demonstra que

1

<z(a+1) —q) ligﬂukﬂqﬂ} =i o)

ot <
(uk) 20

Nao é dificil ver, a partir das equagoes (1-17) e (1-18), e do fato de uy — 0 em X, que
a menos de subsequéncia, |u.[|?, — 0 em X e [lugl[;, — 0 em X, quando k — +oo0.
Dessa maneira, a desigualdade (1-27) garante que t™*(u;) — 0, quando k — +o0.
Neste momento, definimos uma nova sequéncia wy := "1 (uy)ug, onde (wy) € N.
E fécil verificar que a sequéncia (wy,) é limitada em X, pois, com base na estimativa
(1-26), na desigualdade de Holder, nas hipoteses (a;) e (az), e na imersao continua
X « Lo (RYN) para cada ¢r} € [2,2*), deduzimos

0 < 20fwil? < A2 +1) - )l
< M@0+ 1)~ @l i,
<

AR(e +1) = )5y, llall, [lwe]|*.
Levando em conta que 2 > ¢ e ||wg|| — +00, segue-se que
0<20 <A2(0c+1)— Q)S;IT;HGHnHwkHH — 0.

Isso leva a uma contradi¢ao. Logo, obtemos que (wg) € limitada em X. Como

resultado, dado que J'(#™ " (ug)ug) (¢ (ug)ux) = 0, encontramos

lwel> < Jfwgl]? + sl Vg |57

A (ug))? || us ga T (tn’Jr(Uk))pHUkHZb —0,
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quando k — +oo. Portanto, temos que wy — 0 em X, quando k — +o0. Isso prova
que NTU{0} C N+. Consequentemente, concluimos que o conjunto de Nehari N+

nao é fechado em X. Isso completa a prova da proposicao. O

Observacao 1.32 E crucial destacar que hd sempre uma sequéncia (ug) € X\{0}
tal que |lug|g, > 0, satisfazendo u, — 0 em X e (ug) ndo converge forte para 0 em
X. Um exemplo claro € apresentado em [72, Observagao 1.18]. Além disso, como
o conjunto N° = 0 e o zero é um ponto aderente a Nt para qualquer X € (0, \*),
podemos concluir que zero também € um ponto aderente ao conjunto N, indicando

que o conjunto N nao € fechado em X.

Proposigao 1.33 Suponha (my), (a1), (as), (Vi) e X = \i. Assuma que u € X\{0}
¢ um minimizador para A.. Entio v, = t.(u)u € um ponto critico para o funcional

energia J.

Prova. Sabemos pela Proposi¢ao 1.25 que A\, = Sc(u) = Re(t.(u)u). Nao é dificil
verificar também que u é um ponto critico da fungao S.. Além disso, como t.(u) > 0

¢ o tnico ponto de maximo local do funcional Q.(t) = R.(tu), mencionamos que

d

Isso implica que
0= (5) (ww = [Re(te(w)u)]'w = Ry (te(u)u)te(u)w + R (te(u)u)[t;(u)w]u.

Logo, obtemos que R.(t.(u)u)w = 0, para todo w € X. Nesta etapa, defina uma

fungao auxiliar v, := t.(u)u tal que

2(c+1
vl + 5251 Vol57 = L2,

2(oc+1
A = R.(v,) = Sasi i’ (1-28)
oVl
Derivando (1-28), deduzimos que
0= R.(v,)w = qq J (v)w, we X.
[[0:][4.a
Uma vez que [Jv.|¢ , > 0, concluimos que J'(v.)w = 0, para todo w € X. O

1.3 Resultados relativos a variedade de Nehari

Nesta secao, buscamos apresentar propriedades adicionais sobre a variedade
de Nehari. O primeiro resultado assegura que as variedades de Nehari N/~ e A/©

permanecem longe da origem sempre que A > 0.
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Lema 1.34 Suponha (mi), (a1), (az), (Vi) e X > 0. Entdo existe uma constante
positiva C, = Cb(p,q,S;’Té, 16ll-,) tal que ||u|| > Cy para todo u € N~ UNY. Além
disso, temos que o conjunto N~ € fechado em X, para todo X € (0, \*).

Prova. Seja v € N~ UN? uma funcao fixada. Nesse caso, utilizando a estimativa

(1-3), obtemos que
2= @)llull? + 2 +1) = @)az|| Vul3 " = (p — @) [[ul2, < 0.

Uma simples manipulacdo algébrica, aplicando a imersao continua X — LP" (RN),

para cada prj € [2,2*) e a hipotese (a;), nos leva a concluir que

2—glul* < ©2—q)ul®+ (200 + 1) — g)as||Vul 3"
< (p—)SP bl .

A ultima desigualdade fornece que

_1

2—q e
> =: 1-2
full= [<p - q>s;;§||b||m] o 2

para todo u € N~ UN?. Ressaltamos que C, nao depende do parametro A > 0. Por
conseguinte, afirmamos que N~ é um conjunto fechado em X. Com efeito, considere
(u) uma sequéncia em N~ tal que up — u fortemente em X, quando k — +oo.

Sabemos pela desigualdade (1-29) que

lim gl = [Jul| = Gy > 0.
k——+o0

Isso mostra que u # 0. Uma vez que (ux) € N~ e J € C'(X\{0}; R), mencionamos

lim J'(up)up =J (w)u=0 e lLim J"(ug)(ug,ug) = J"(u)(u,u) <O0.
k—4o00 k—+o00
Isso implica que u € N~ UN? para cada A € (0, \*). Entretanto, uma vez que
A € (0, ), tem-se que u &€ N, veja a Proposicao 1.27. Segue-se que u € N ~, onde

o conjunto N~ ¢ fechado em X. Isso finaliza a prova. O

Observagao 1.35 Assumindo que A = \* seja satisfeito, podemos inferir, com base
na Proposicao 1.29, que N° # 0. Dessa maneira, dado u € N°, seque-se pelo o
Lema 1.34 que ||u|| > Cy > 0. Isso significa que u # 0. Dessa forma, afirmamos que
NO ¢ um conjunto fechado em X. Para que isso ocorra, considere uma sequéncia
(ug) € N© tal que up — u em X, quando k — +oo. Como J € C*X\{0};R),

encontramos que J"(u)(u,u) = J'(u)u = 0. Concluimos que u € N°.
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Lema 1.36 Suponha (my), (a1), (a2) e (V1 ). Entao o funcional energia J é coercivo
sobre N, para cada \ > 0. Em particular, obtemos que J(u) > —Ca)\%q, para todo
u €N onde

_a = (224
Coi= (=277 ((p— @) lall) 757 S (%) v

Prova. Seja u € N uma fun¢ao fixada. Entao J'(u)u = 0. Esse fato, juntamente

. . ~ , /
com a hipétese (a;) e a imersdo continua X — L71(RY), asseguram que

J(u) = J(u)—}?J’(u)u

2 4 p— 2(0+1)) 2(c+1) (P—Q)
——— | a»||Vu — Al — u||?
(252 e+ () cul vl ~ 1Y Juf,
- p—q
> (—2p )t = (1) s el ol (1-30)

Uma vez que 2 > ¢, concluimos que J(u) — 400, quando [|u|| — +oo. Além disso,

V

analisando a desigualdade (1-30), definimos a seguinte fungao:

p—2) 2 P—4q
te — A | —— 7, T 1-31
(22) = (B1) snglal (131

Salientamos que fazendo t = ||u||? em (1-31), tem-se que J(u) > n(||ul|?), para todo

n(t)

u € N. Como consequéncia, ao derivarmos a funcao n(t) em relagao a t, encontramos

d p—2 221 —q
— t — — _>\ q/ ry — .
" ( pq ) < pq )Sq””anl ’

Um simples calculo mostra que

[ (P — )5Sy, ||CLH7"1] o
t= tmin = > 0.

p—2
Note que a fungao 7n(t) atinge o seu minimo em ¢ = t,;,,. Nesse caso, deduzimos que

2 __a 2—q 2
1) = —\2—«¢ — 2) 2—=¢ — 2 q 2 q 2 q —_ | = — a)\Q—q
n(t) (p—2)"7(p — q)=||al|, ( o ) C 7

onde

__a 7 (2—q
= (=2 - ool 575 (220) =0

Portanto, temos que J(u) > —Ca)\Qqu, para todo u € N. Isso completa a prova. [
Proposicao 1.37 Suponha (mq), (a1), (az), (V1) e X € (0, \*). Entao, o funcional

J(u) < 0, para todo u € N*. Consequentemente, existe uma constante C, > 0 tal

que
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s < P=2C=a)

2pq

Prova. Seja A € (0,)\*) fixado. Isso mostra que A < S,(u). E importante analisar

que t™ " (u)u € N se, e somente se,

d
R,(t"t(u)u) =X e —R,(tu) > 0.
dt t=tnt (u)
Como consequéncia, mencionamos que
Qn(t™t(uw) = R, (t" " (u)u) = \. (1-32)

Por outro lado, nao é dificil checar pela Figura 1.2 que
Q" (u)) > Qe(t™ (1)) = Re(t™" (u)u). (1-33)

Combinando (1-32) e (1-33), temos que R (t"™"(u)u) < A, para todo t™*(u)u € N'*.
Logo, a Observagao 1.12 assegura que J(t™"(u)u) < 0, para todo ¢ (u)u € N'T.

Além disso, levando em conta que t™*(u)u € N, tem-se que
J (" (w)u) (T (w)u) =0 e J(t" (w)uw) (" (w)u, T (u)u) > 0.
Como resultado, a equagao (1-3) implica que

Ap — @)™+ (wull?, > (p — 2(0 + 1)asl| V(™ (w)u) |37 + (p — 2) £ (w)ul

A ultima desigualdade, juntamente com (1-30) e a hipotese (a; ), prova que

p—2 p—2(c+1) o P—q
s = (222 ol + (L2 D w2+ o (L)

2p(c +1)
P=2)2-q) 0 P—20+1)20+1)—q) LY
< o | £ul] Salo £ 1) o[V (tu)]l;
_=2)2-4q),
= 2pq us

onde C, = ||tul|* > 0 e t = t™T(u). Portanto, obtemos que cy+ < J(t™*(u)u), para

todo t"™*(u)u € N'*. Isso finaliza a demonstragao da proposigao. O

Observacao 1.38 Analisando a Proposi¢io 1.10, a Figura 1.1, a Proposicao 1.17
e a Figura 1.2, afirmamos que t,(u) < t.(u), para todo v € X\{0}. Na verdade,
a prova dessa afirmagao € feita supondo por contradi¢io que t,(u) > t.(u) para

u € X\{0}. Inicialmente, assuma que t,(u) > t.(u) seja satisfeita. E facil ver que

Qn(tn(u)) > Qn(t), para todo 0 <t # t,(u).
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Tomando t = t.(u), obtemos que

Qn(tn(u)) > Qu(te(u)) = Qc(te(u)) = Qe(tn(u)) > Qun(tn(u)).

Isso é uma contradi¢ao. Portanto, temos que t,(u) < t.(u). Note que o caso em que

to(u) = t.(u) seque facilmente as mesmas ideias discutidas anteriormente.

Proposicao 1.39 Suponha (my), (a1), (az), (V1) e X € (0, X\*). Considere (ux) uma

sequéncia minimizante em N~ ou NT. Entao a sequéncia (uy) € limitada em X.

Prova. Seja (u;) uma sequéncia minimizante em N~ . Em vista da equagao (1-30)

e da imersdo continua X — L1 (RY), para cada ¢r} € [2,2*), tem-se que

p—2 P—q
o) 2 (P57 Il =3 (52 gl

Observe que para k suficientemente grande, inferimos que J(ug) < Cji, onde C; é

uma constante positiva. Consequentemente, existe kg € N tal que

p—2 2 D=4\ oq
(220 ot < €03 (222 3l s 2 o

A ultima desigualdade, juntamente com o fato de que ||ug| — +o0, assegura que

-2 C —q\ Sy llall:
o< (£2) < i (220) Tl
2p gzl pqg ) lugl]

Isso é uma contradigao. Portanto, a sequéncia (uy) é limitada em X. Similarmente,

podemos aplicar o mesmo raciocinio acima para sequéncias em N, 0
O proximo resultado prova que N é uma restricao natural para o problema
(Py), para cada A € (0, \*).

Proposigao 1.40 Suponha (mi), (a1), (as) e (Vi). Seja u € Nt UN~ um
minimizador local para o funcional J em N. Entdo uw é um ponto critico para o

funcional J em X.

Prova. Empregando argumentos de minimizacao no conjunto de Nehari A/, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que u é um minimizador local para o funcional
J em N. Sabemos que o conjunto N é sempre vazio, para cada A € (0, \*). Dessa

maneira, ao aplicar os mesmos conceitos da equagao (1-23), inferimos que
Fu)yu = J (w)u+ J"(u)(u,u) = ¢/'(1) # 0, para todo u € N'*

onde F : X\{0} — R ¢é dado por F(u) = J'(u)u. No que segue, obtemos que
0 = J'(u)u = 0F (u)u, onde § € R é dado pelo Teorema dos Multiplicadores de
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Lagrange [25, Teorema 7.8.2]. Como F'(u)u # 0, encontramos que 6 = 0 de tal
modo que J'(u)p = 0, para cada ¢ € X. Isso completa a demonstragao. Il
Agora, apresentamos dois resultados que afirmam que qualquer sequéncia

minimizante em N ou N~ converge fortemente em X.

Lema 1.41 Suponha (my), (a1), (as), (Vi) e X € (0,X*). Seja (u) € N uma
sequéncia minimizante para J em Nt. Entao existe u € X\{0} tal que, a menos
de uma subsequéncia, u,, — u fortemente em X, quando k — 400 com a funcao

u € N't. Consequentemente, inferimos que cy+ = J(u).

Prova. Seja (u;) uma sequéncia minimizante em N*t. Esse fato implica que
limg 100 J(ur) = cy+. Uma vez que a sequéncia (ug) é limitada em X (veja a
Proposigao 1.39), tem-se que existe u € X de tal forma que uxy — v em X. Aqui,
afirmamos que u # 0. Com efeito, suponha por contradicao que v = 0 tal que
ur — 0 em X, quando k& — +o00. Uma simples manipulagao algébrica utilizando

(1-30) fornece que

Pq — 2q pq — 2q0 — 2q 2o+1

(e

Considerando a equagao (1-17), juntamente com a hipotese (a;), a Proposigao 1.37

e o fato de que up — 0 em X, conclui-se que

0=\ lim |luf?, > - (ﬂ) e > 0,
k—+o00 ’ pP—q

Isso configura uma contradi¢ao, demonstrando assim que u # 0. Neste momento,
estabeleceremos a convergéncia forte de (uy) para w em X, quando k — +o0.

Assumindo que a sequéncia (uy) nao converge forte para u em X, obtemos
||| < liminf ||ugl|.
k—+o0

Dessa forma, dado que A € (0,\*), temos que existe um tnico ponto t™*(u) > 0
tal que ™" (u)u € N't, veja a Proposi¢ao 1.24. Além disso, aplicando o Lema 1.37,

tem-se que
Gt (u) = ' (Wu)u =0 e ¢u(t""(u)) = J (" (u)u) <0,

para todo t™*(u)u € NT. Como u + J'(u)u é fracamente semicontinuo inferior-
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mente, deduzimos que

0= t"’*(u)%g](t"’*(u)u) = J'(t" " (w)u) (™" (u)u)
< liminf J' (8" (w)ug) (8 (u)ug).

k——+o0

Desse modo, inferimos que J'(t™* (u)uy) (™ (u)ux) > 0, para todo k € N suficien-
temente grande. Como produto, segue-se que ™" (u) € [t™ T (uy), t™ (ux)). Uma vez
que (uy) € N, encontramos que

L =t""(ug) <™ (u).

Como t — J(tu) é decrescente para cada ¢ € (0, 1), mencionamos que

e+ < J(tH(w)u) < J(u) < llimjnf J(ug) = cp+-
—+00

Isso é uma contradi¢ao. Portanto, u, — u fortemente em X, quando k — 4o0.
Consequentemente, tem-se que cy+ = J(u), e o lema esta provado. O
Algumas afirmacoes feitas no final da demonstragao do Lema 1.41 podem ser

visualizadas geometricamente na Figura 1.4.

T(E™ T (g U )| oeereeerermeeereree : t— J(tuk)

t"F (uy) =1

T T (w)u) e Lo :
™t (u) P -
0 P " (u) t“’*(uw\ T
J(up) [ Do

J(tn’+(u)u) .................. 5

Figura 1.4: Relacdo geométrica entre J(tu) e J(tug).

Lema 1.42 Suponha (m;), (a1), (az), (Vi) e X € (0,\*). Seja (vi,) € N~ uma
sequéncia minimizante para J em N . Entdo existe v € X\{0} tal que, a menos
de uma subsequéncia, v, — v fortemente em X, quando k — 400 com a funcao

v € N~. Como produto, obtemos que cy- = J(v).

Prova. Considere (v;,) uma sequéncia minimizante em N . Esse fato significa que

lim J(vx) = cp-.

k—4o00
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Uma vez que (vg) é uma sequéncia limitada em X, segue-se que vy — v em X, para
algum v € X. Aqui, afirmamos que v # 0. Com efeito, suponha por contradigao que
v = 0, de tal forma que vy — 0 em X, quando k£ — +o00. Defina uma sequéncia
normalizada wy = ik € S', onde 8! ¢ a esfera unitaria de X com |Jwy|| = 1, para
cada k € N. Nesse caso, um simples calculo prova que vy, = |[vg||wy = t™ (wy)wy.
Por questao de simplicidade, denotamos t; = t™~ (wy). Em vista do Lema 1.34 ¢ do
fato de que (v;) C N, podemos afirmar que existe uma constante C, > 0 tal que
|lvg || = tx > Cy. Consequentemente, inferimos que t; — to > 0, quando k — +oo. E
crucial destacar que vy — 0 em X é equivalente a wy — 0 em X, quando k — +o00.

Esta condigao, juntamente com a (tywy) € N ~, garante que

ooty " V|V 30 At wnllg.  tllwllp,

tillwe? tellwl® ERllwel*

0=1+

Em particular, encontramos que

A:1MM%WWMHW4KWMQ
27 | wi]|da

A ultima equacao, combinada com t, — to > 0 quando k — +oo, implica que

[w][.o T

14 ot || Va2 — 272 ||P A A
on(1) + ( o137 | Vwg |5 p okl ) _

Portanto, para cada ¢ > 0, existe kg € N de modo que

-2 2(oc+1 -2
1=t hwlP, < 1+ aot? || Va5 — 7% w12,

)\ q
< 2—q +€ ||wk||q,a7
tO

para todo k > ky. Esse fato prova que

A
-2
1— tz ||wk||§’b < (tQ—q + 5) ||wk||g,a, k > k. (1—34)
0

Dessa maneira, usando as equagoes (1-17) e (1-18), e o fato de que wy — 0 em X,
chegamos a uma contradigao em (1-34). Isso mostra que v # 0.

No que segue, afirmamos que vy — v fortemente em X, quando & — +oc.
Com efeito, suponha por contradigdo que a sequéncia (vg) nao converge forte para

v em X. Isso implica que

lim inf [|oy].
loll < 1im inf [jog]
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E importante notar pela Proposicao 1.24 que a identidade ¢, admite um tnico ponto
t™~(v) > 0 tal que t™ (v)v € N~. Desse modo, ao empregar os mesmos conceitos
abordados no item (d) da Proposigao 1.24, concluimos que

J(t"Uk) < max J(tvk) = J(t”’_(vk)vk),

ottt (vg)
para cada A € (0,\*). Como t™~ (v) = 1, mencionamos que J(tvg) < J(vg), para
qualquer ¢t > ™ (vg). Adicionalmente, uma vez que v — J'(v)v ¢é fracamente
semicontinuo inferiormente, podemos deduzir que

0=J (" (v)v)v < liminf J' (£ (v)vg)vg.

k—+o0

Uma consequéncia imediata é que J'(t"~(v)vg)vgp > 0, para cada k € N suficien-
temente grande. A tltima condi¢ao afirma que t™~(v) € [t"(vg), t™ (vx)), veja a

Figura 1.2. Portanto, obtemos

- < J(tV (v)v) < lligm inf J(t"™ (v)vg) < liminf J(vg) = epr-,

—+o0 k—+o0

0 que é uma contradicao. Portanto, v, — v fortemente em X, quando & — +oo.

Como resultado, temos que cy- = J(v). Isso completa a prova do lema. |

Proposicao 1.43 Suponha (mq), (a1), (as), (V1) e X € (0, \*). Entao o funcional

energia J admite pelo menos dois pontos criticos.

Prova. Afirmamos que v é um ponto critico para o funcional energia J. De fato,
considere (v;) uma sequéncia minimizante para J em A ~. Uma vez que a sequéncia
(vg) é limitada em X, tem-se que v, — v em X, para algum v € X. Como resultado,
o Lema 1.42 fornece, a menos de uma subsequéncia, que v, — v fortemente em X.

Dessa forma, é facil verificar que

Cn— = kggloo J(vg) =J(w) e 0= kgrfoo J (vp)o, = J'(v)v. (1-35)
Logo, a Proposicao 1.40 assegura que v é um ponto critico para o funcional J em
X . Consequentemente, v é uma solugao fraca para o problema (P,). Ademais, como
o funcional energia J é par, observamos que J(v) = J(|v|) e J'(Jv])|v| = J' (v)v = 0.
Esta afirmagao prova que |v] € N. Sabemos que v — J"(v)(v,v) ¢ um funcional
par, de modo que J"(|v])(|v], |v]) = J"(v)(v,v) < 0, para todo v € N'~. Nesse caso,
deduzimos que |v] € N~ de tal forma que |v| é um minimizador local em N .
Como produto, temos que |v| é um novo ponto critico para o funcional .J. Portanto,
o funcional energia J admite pelo menos um ponto critico v € X, satisfazendo

v > 0 em RY, para cada A € (0,\*). Similarmente, provaremos que existe um
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segundo ponto critico para o funcional J. Com efeito, considere (uy) uma sequéncia
minimizante para J em Nt. E sabido que (ug) € sequéncia limitada em X tal que
ur — uw em X, para alguma u € X. As ultimas condi¢oes, juntamente com o Lema
1.41, implicam que u; — u fortemente em X. Assim, usando as mesmas ideias de
(1-35), mencionamos que cy+ = J(u). Desse modo, a Proposi¢ao 1.40 nos fornece
que u é um ponto critico para o funcional J, para cada A € (0, \*). Ao substituir u
por |u| e aplicar os mesmos argumentos discutidos acima, obtemos um novo ponto
critico u € X para o funcional J satisfazendo u > 0 em RY | para cada A € (0, \*).
Uma vez que N~ NN = (), concluimos que o problema (P,) admite pelo menos

duas solugoes fracas distintas, para cada A € (0, \*). O

1.4 Regularidade das solugoes do problema (P,)

A finalidade desta secdo é apresentar resultados sobre a regularidade das
solugdes relacionadas ao problema (P,). Sabemos que os Lemas 1.41 e 1.42) e a
Proposicao 1.43 garantem a existéncia de, pelo menos, duas solugoes fracas nao
triviais para o problema (P,). Inicialmente, aplicaremos o método de regularizagao
conhecido como “bootstrap” para assegurar que as solugoes fracas pertencam a

C%%(B(0, R)), para algum 3 € (0,1) e para todo R > 0. Eis o primeiro resultado.

Teorema 1.44 Suponha (m1), (a1), (az), (Vi) eV,a,b € C*(B(0, R)), para algum
v € (0,1) e para todo R > 0. Assuma que u € X € uma solugdo fraca para o problema

(Py). Entio u € C*P(B(0, R)), para algum 3 € (0,1).
Prova. Seja u € X é uma solugao fraca para o problema (P,). Entao u satisfaz

V(z)u Aa(z)|u|7?u + b(z) |uP~2u

a1 + asl|Vul|3® ay + as||Vu||3°

em B(0,R). (1-36)

Nesse caso, defina uma fungao ¢ : B(0, R) x R — R da seguinte forma:

Vi(z)u Aa(z)|u|72u + b(z) |uP~2u
ar + an|Vul3° ap + oo Vul[37

g(z,u) =

Note que a equacdo (1-36) ¢ dada por —Au = g(x,u) em B(0,R). E facil checar
pela hip()tese (ml) que aLl = m,
conjunto com a desigualdade triangular, garante que

para todo aq,as > 0. Essa condi¢ao, em

9(e,w)| < a7 (V(@)[ul + Ma(@)l[ul™" + [p(@)][ul"") , € BO,R).  (1-37)

Uma vez que a,b,V € L*(B(0, R)), afirmamos que g € L*(B(0, R)), onde p = =

p—1°
Com efeito, um célculo simples utilizando (1-37), a desigualdade de Holder e a
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imersao continua X — L"(RY), para cada r € [2,2*], mostra que

: . b\ B . N7
ot [ W@l < o vis (1) ()
B(0,R) B(0,R) B(0,R)

*

2=
p—1
9%

< a MV IB(O, R)| 5 [fu
2 o -
< o MV|IESET B0, R[5 [ful| 7T
< +oo. (1-38)

Nesta etapa, como b € L®(B(0, R)), segue-se pela imersao continua X < L"(RY)

que
o [ Bl e < bl
B(0,R)
< oS bl
< oo (1-39)

Agora, usando a desigualdade de Hélder, a imersdao continua X < L"(RY), para
cada 1 € [2,2*] e o fato de que a € L*>°(B(0, R)), obtemos

—H q=1|p —H| 4 || = a 2" =
a; la(2)|u|"rde < ag™|all li=adx ul* d
B(0,R) B(0,R) B(0,R)
_ oxgq—1
< ay"|al” | B0, R)|7 [jul)5
_ 2641 gug-1
< ay"|alt Sy [l e
< 400, (1-40)

A partir da combinagao das condigoes (1-37), (1-38), (1-39) e (1-40), chegamos a
conclusao de que a funcdo g € L*(B(0, R)) com u = 1,2%1- Dessa forma, o Teorema
de Agmon-Douglis-Nirenberg [3] nos fornece que u € W*#(B(0, R)) e existe uma
constante Cs = Cs5(R, N, ) > 0 tal que

||UHW2’M(B(0,R)) < CS||9(',U)||M-

Sob estas condigoes, tem-se que

(7) Suponha que 2y > N é satisfeito. Entao, pela imersao continua de Sobolev,
temos que u € C’O’ﬁ(m), para algum 5 € (0,1) e R > 0. Isso finaliza o
bootstrap.

(it) Suponha que 2 = N é satisfeito. Entao W?*(B(0, R)) esta imerso continua-

mente em L"(B(0, R)), para todo u < r < 400. Sob esta condi¢ao, escolha um
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valor para r de modo que }72% > N, onde u € L"(B(0, R)). Isso implica que
g€ Lt (B(0, R)). Assim, aplicando o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg,
mencionamos que u € W*#1(B(0, R)). No entanto, ao escolhermos r da ma-
neira descrita, retornamos ao caso (i). Portanto, tem-se que u € C%#(B(0, R)),
para algum S € (0, 1). Isso completa o bootstrap.

(i17) Suponha que 2u < N & satisfeito. Entao W*#(B(0, R)) esta imerso continua-

mente em L"(B(0, R)), para todo u < r < N]ng = 2",

E importante relembrar que as imersdes mencionadas nos trés casos podem ser
consultadas em [72, Teorema A.13] ou [1]|. Nesta etapa, afirmamos que 2** > 2*. De

fato, como p—1<2* —1= N +2 , é facil verificar que

1

[y —— > 1, (1-41)

onde (p — 1) — x5 > 0 e 2 < N. Um simples calculo em (1-41) assegura que

N Nu
>162" = > 2%
N(p—-1)—22¢ N —2pu
Logo, existe o > 0 de tal modo que
=140 (1-42)

2*

Uma vez que u € L*7 (B(0, R)), segue que g € L*(B(0, R)) com p; = jTl Ao apli-
carmos o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg, inferimos que u € W*#1(B(0, R)).

Desse modo, é necessério reavaliar trés casos distintos:

(7v) Assuma que 2u; > N é satisfeito. Entao, pelos mesmos argumentos apresenta-
dos acima, tem-se que u € C%*(B(0, R)), para algum £ € (0,1). Isso finaliza
o bootstrap.

(v) Assuma que 2u; = N é satisfeito. Nesse caso, seguindo uma abordagem
andloga a prova do item (i), deduzimos que v € C*#(B(0, R)), para algum
B € (0,1), concluindo assim o bootstrap.

(vi) Assuma que 2u; < N ¢é satisfeito. Entao W% (B(0, R)) est4 imerso continu-

amente em L"(B(0, R)), para todo py < r < NNéL = 2%,

Dessa maneira, continuando com o bootstrap, podemos afirmar que 2*** > 2**. Com
efeito, pela estimativa (1-41), encontramos que N > N(p — 1) — 22*. A ultima

desigualdade fornece que

N>N(p—1)—2(p—1)(p_1) = (-1 —2u).
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Logo, como 2 < N, obtemos

2
N —2u’

I1>(p-1)—

Aqui, ressaltamos que

k%

2
(p—1)— P SoenN>

=2
N —2pu p—1 Hi

que é o caso em estudo. Como resultado, uma operagao simples assegura que

N
p-1 Syt Vg
N — (p—lié\lf\f—%) N =2m
Adicionalmente, note que
i _ i 2**. 143
Como py > p, é facil mostrar que 2*: (1-42)
e (1-43), implica que 2= > (1 + §)2. Sendo assim, ao repetir este processo j-vezes,

obtemos uma sequéncia estrltamente crescente pu < py < fig < pig < ... < p;, onde

_ 2
lu] — op—1

vt = (1+6)’ > 1+ jd.

Isso significa que 2u; > N para j € N suﬁcientemente grande. Nesse caso,

temos que g € L"(B(0,R)), com pu; = Esta condicao, juntamente com o

p— p—1°
Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg e o Teorema A.13 em [72], nos fornece que
u e W (B(0, R)) — C*?(B(0, R)), para algum j € (0, 1). O

Uma implicacao direta do Teorema 1.44 é que as solucoes fracas do problema
(Py) pertencem ao espago C24(B(0, R) (0,R)), para algum £ € (0,1) e R > 0. Essa
conclusao é obtida mediante a aplicacao das estimativas de Schauder. Com base

nesse raciocinio, estamos aptos a enunciar e demonstrar o préoximo resultado.

Teorema 1.45 Suponha (mi), (a1), (az), (Vi) e V,a,b € C7(B(0, R)), para algum
v € (0,1) e para todo R > 0. Entao a solugao fraca u para o problema (P, ) pertence
a C*$(B(0, R)), onde £ =min{S,~} € (0,1).

Prova. Sabemos por (1-36) que —Au = g(z,u) em B(0, R). Uma vez que u é nao-
negativa, afirmamos que J(z) = u?~'(z) € C*#(B(0, R)), para algum f € (0,1) e

p > 1. Com efeito, defina uma fungao auxiliar

h(t) = [tu(z) + (1 — tuly)", t € [0,1].
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Note que a funcéio h é de classe C". Dessa forma, como 0 < u € C%#(B(0, R)) (veja
o Teorema 1.44), temos pela Desigualdade do Valor Médio que existe ¢ € (0,1) de
modo que |k(1) — h(0)| = |I/(t)], isto &,

(1)~ RO < (p— Dlul) - uly)ltlule) — u@)P> + (p — Diulz) - u(y)]fu(y)P
< (p— Dlu(z) - u(y)| {u<x>u<y>“+<sup u> ]

B(0,R)

p—2 p—2
(plﬂ%{< sup IUW)—uwN> +‘<SW)U) ]:ryﬂ
z,yeB(0,R) B(0,R)

= (p—1)CsColz —y|”,

IN

onde C3,Cyp > 0 e z,y € B(0,R). Observe que os outros casos da fungao g
seguem o mesmo raciocinio discutido acima. Dessa maneira, considerando que o
produto de fungdes Holder continuas é Holder continua (conforme explicado em [39,
pagina 53]), concluimos que g € C%(B(0,R)), onde ¢ = min{3,7} € (0,1).
Como consequéncia, as estimativas de Schauder [39, Teorema 6.13| implicam que
u € C*¢(B(0, R)) e existe uma constante positiva Cs = Cs(R, N, €) de tal modo que
[l o2e Bamy) < Collg( Wl coe B my), Para algum & € (0,1) e para todo R > 0. [0

Proposigao 1.46 Suponha (mi), (a1), (as), (Vi) e V,a,b € C*7(B(0,R)), para

algum v € (0,1). Entdo as solugdes u e v sao estritamente positivas em RY .

Prova. Note que a Proposicao 1.43 garante a existéncia de duas solugoes fracas
u e v para o problema (P,), satisfazendo u,v > 0 em RY, para cada A € (0, \*).
E importante enfatizar pelo Teorema 1.45 que as solucdes u,v € C%¢(B(0, R)),
para algum & € (0,1) e para todo R > 0. Sob estas condigoes, afirmamos que u é
estritamente positiva em R”. De fato, suponha por contradicio que existe zq € RY
de modo que u(xy) = 0. Nesse caso, uma simples manipulagao algébrica em (1-36)

mostra que
V(z)u

ar + || Vull3”

em B(xo, R),

com u € C*¢(B(zo, R)), para algum £ € (0,1). Seja R : B(zg, R) — R uma fungao
ainda por determinar tal que R(x)u > 0 em B(xzg, R) e

V(z)

651

—Au+ R(z)u > [R(x) - 1 u> [R(x) - ”V”“’] u em Bz, R),

(651

onde usamos o fato de que

1
aq +042HVU”%U

1
— 2>
«
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Assim, temos que —Au + R(z)u > 0 em B(zg,R) e u > 0 em 0B(zo, R), se

escolhermos
2|V

aq

R(x)

€ L®(B(zo, R)).

Como produto, ao empregar o Principio do Maximo Forte em operadores elipticos
[27, Teorema 4|, mencionamos que u > 0 em B(zg, R) ou u = 0 em B(xg, R).
Assumindo que u = 0 em B(xg, R) e utilizando a arbitrariedade de R > 0, deduzimos

que u = 0 em RY. Entretanto, o Lema 1.41 e a Proposicao 1.37 asseguram que
0=Ju)=cy+ <0,u e NT.

Isso resulta em uma contradi¢ao. Portanto, a solucao fraca u é estritamente positiva
em RY para cada A € (0,\*). Agora, usando os mesmos principios discutidos
anteriormente, podemos afirmar que v > 0 em B(zg, R) ou v = 0 em B(zo, R).
Desse modo, se v = 0 em B(xg, R) e R > 0 ¢ arbitrario, obtemos que v = 0 em RY.

No entanto, o Lema 1.34 prova que
0=|lv]| >C,>0,veEN.

Isso é uma contradiciio. Portanto, a solucéo fraca v é estritamente positiva em RY,
para cada A € (0, \*). O

1.5 A prova do teorema principal

Nesta se¢ao, fornecemos uma anélise completa da demonstracao do teorema
principal. Em termos gerais, para desenvolver essa demonstragao, conectamos todos

os resultados discutidos nas se¢oes anteriores. Eis o teorema principal.

Teorema 1.47 Suponha (m1), (a1), (az), (V1) e V,a,b € C*7(B(0, R)), para algum
v € (0,1) e para todo R > 0. Entao para cada A € (0,\*), o problema (Py) admite
pelo menos duas solucoes positivas u,v € X tal que u € N ev e N~. Além disso,

u € uma solugao ground state e v € uma solugao fraca satisfazendo:

(a) Para cada A € (0, \y), temos que cy— = J(v) > 0;
(b) Para A = \., seque-se que cn—- = J(v) = 0;
(c) Para cada X € (A, \*), obtemos que cx- = J(v) < 0.

Prova. Primeiramente, observe que a Proposigao 1.46 assegura que o problema (P,)
admite pelo menos duas solucoes positivas u,v € X tal que u € N ev € N, para

cada A € (0,\*). Além disso, mostraremos o item (a). Para isso, afirmamos que

t" " (v) =1>t.(v), (1-44)
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para cada A € (0, \,). Com efeito, suponha por contradigao que t.(v) > 1. Esse fato

significa que t"" (v) <t~ (v) < t.(v). Como consequéncia, nao é dificil checar que
R, (te(v)v) = Re(te(v)v) > A

Uma vez que o funcional R,(tv) é continuo e decrescente, para todo t > t,(v),
segue-se que existe ty > t.(v) de tal forma que R,(t\v) = A, isto &, tyv € N. Dessa
forma, como a projegdo em N e N/~ é tnica (veja a Proposi¢ao 1.24), obtemos
uma contradigdo. Dessa forma, a estimativa (1-44) é verdadeira. Logo, tomando
t =t""(v) =1 e usando a estimativa (1-44), encontramos que R, (v) < R.(v), para

cada t.(v) < 1. A ultima condi¢ao prova que
A= R,(t" (v)v) = R,(v) < R.(v), para cada A € (0, \,).

Portanto, a Observagdo 1.12 e o Lema 1.42 garantem que cy- = J(v) > 0.
Isso conclui a prova do item (a). Agora, provaremos o item (b). E evidente pela
Proposigao 1.25 que existe z € X\{0} de modo que A\, = S.(z), onde z é um
ponto critico do funcional J. Observe que t = t™~(2) = t.(z) = 1 se, e somente se,
R,(tz) = R.(tz) com

A=A =5:(2) = Re(te(2)2) = Re(2) = Re(t" (2)2).

Sendo assim, a Observagao 1.12 nos fornece que J(z) = 0. Consequentemente,
deduzimos que

J(v) = wierjl\?_ J(w) < J(z) =0.

Isso significa que R.(v) < A = \,. Por outro lado, ndo é dificil verificar que
A=A < Sc(v) = Re(te(v)v), para algum t.(v) > 0. Dado v € N'~, mencionamos que
tn(v) < te(v) < t™~(v) = 1. Como resultado, obtemos que A = A\, = R, (v) < Re(v)
com 1 € [t.(v),+00). Concluimos pela Observagao 1.12 que J(v) > 0. Isso completa
a prova do item (b).

Finalmente, mostraremos o item (c). Para isso, assuma que A € (\,, \*) seja
satisfeito. Considere v € AN/~ uma funcio fixada. E facil verificar pela Proposicao 1.25
que existe uma fungao z € X\{0} tal que A\, = S.(z). Esse fato implica que A\, =
Se(2) = Re(te(2)z) < A. Sob esta afirmacgao, observamos que t™~ (v) € (0,t.(v)).
Como resultado, encontramos que R.(tv) < R,(tv), para cada t € (0,t.(v)). Em

particular, tomando t = t"~(v), obtemos
R.(t"~ (v)v) < R,(t"™ (v)v) = A

Segue da Observagao 1.12 que J(t™~ (v)v) < 0. Portanto, temos que cy- < 0. Isso

finaliza a prova do item (c). O



CAPITULO 2

Existéncia, nao existéncia e multiplicidade

de solucoes para um problema eliptico do
tipo Kirchhoff em R”

Neste capitulo, abordamos a existéncia, nao existéncia e multiplicidade de

solugoes para o seguinte problema eliptico nao local:

—m (||Vul3) Au + V(x)u = Xa(x)|u]"%u — 0b(z)|uP"?u em RV, b
we HY(RY), o)
onde N > 3, os parametros X, > 0 e o potencial V : RY — R muda de sinal.

Nos ultimos anos, os problemas elipticos do tipo Kirchhoff tém sido ampla-
mente explorados em estudos mateméaticos. Uma das dificuldades encontradas nesse
tipo de problema esta relacionada a presenga do termo nao local m(||Vul3). Essa
complexidade matematica acrescenta um elemento particularmente intrigante ao
nosso estudo, o qual se tornaréd evidente ao longo deste capitulo.

Em resumo, nosso principal objetivo é provar que o problema (Py) possui pelo
menos uma solugao ground state e pelo menos uma solugao bound state, variando
conforme os valores de A e . A abordagem central consiste na aplicacgao do método
de minimizacao sobre a variedade de Nehari, aliado ao método do quociente de
Rayleigh nao linear.

No que segue, consideramos as seguintes hipoteses para o problema (Py):

(m1) A funcao m : Rt — RT satisfaz m(t) = a3 + ast?, para todo t € RT e
2 .

N-2

(a1) 2<2(c+1)<qg<p<2%

(ay) As fungoes a,b : RY — R satisfazem a € L®(RY) e b € L*(RY), onde
a(z),b(z) > 0 q.t.p. em RY;

(v1) O potencial V pertence a L (RY), e existe uma constante V5 > 0 tal que
V(x) > —V,, para todo x € RY;

ay,ap >0 com 0 <o <
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(vy) Considere

d:= inf / [oa|Vul® + V(2)u?] dz > 0; (2-1)
RN

ueHl(RN)7 ”u”LQ(RN):l

(v3) Para cada M > 0, segue-se que [{x € RY : V(z) < M}| < +o0.

Salientamos que as fungoes a e b, estabelecidas no problema (Py), desempe-
nham um papel fundamental para alcangarmos os objetivos propostos. Na maioria
dos resultados obtidos neste capitulo, utilizamos exclusivamente a hipotese (as ).

Entretanto, em outros resultados, adotamos as seguintes hipoteses adicionais:

p

) Y77 pwmy,

b(x) pr—aq
(by) Existe uma constante positiva by tal que b(z) > by.

Ao longo do capitulo, tornar-se-a evidente a utilidade destas hipoteses adicionais.

2.1 Estrutura variacional do problema

Esta secao apresenta poucas diferencas em relagao a secao do capitulo anterior,
na qual discutimos a estrutura variacional do problema (P,). Por uma questao de
completude e organizacao, optamos por repetir os argumentos aqui. Iniciamos re-
lembrando defini¢oes fundamentais sobre métodos variacionais. Assim, introduzimos

um subespago proprio de H'(R”) definido por

X = {u c H'RY): /RN V(z)uldr < +oo} :

equipado com o produto interno dado por

(u,p) = /RN (a1 VuVo + V(x)up| dz, ¢ € X. (2-2)

A sua norma usual é dada por
1
2
ul| = /(u, u) = (/ [ou|Vul? + V(2)u?] d:c) , u€e X.
RN
Observagao 2.1 Observa-se facilmente que, mesmo na presenc¢a de uma mudanga
de sinal no potencial V', a expressio (2-2) realmente define um produto interno em

X. A principal dificuldade estd em garantir que (2-2) satisfaga a positividade. Nesse

caso, temos que existe uma constante d > 0 que satisfaz

0= (u,u) = / (o1 | Vul|* + V(2)u?] do > 5/ u?dr > 0,
RN

RN
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veja a estimativa (2-1). Desse modo, tem-se que

/ wder =0 < u=0 qtp. emR".
RN

Como consequéncia, o espag¢o X equipado com a norma usual ||-|| constitui um espago

de Hilbert. A abordagem central consiste na construgio de V(z) =V (z)+Vo+1 > 0.

Agora, apresentamos um exemplo interessante que atende todas as hipoteses
sobre o potencial V' mencionadas anteriormente. Ressaltamos que, no Apéndice
A, podem ser encontrados outros exemplos de potenciais V' que satisfazem outras

condigoes.

Exemplo 2.2 Considere o potencial V : RN — R definido por

Vo,  sex € By(0),

V() =
1+ |z], se x € RN\ B(0),
onde Vo >0, V(z) :=V*H(x) =V~ (z) com VE(z) := max{£V(x),0} e B;(0) C RY

a bola unitdria centrada na origem. Consequentemente, inferimos que

Vo, se x € B1(0), 0, se x € B1(0),
V@) =4 1(0) e VF(z) = 1(0)

0, sex e RN\B(0), 1+ |z|, se € RM\ By (0).

E fdcil ver que V ¢ ndo periddico, coercivo, [V (x)]™' & LY(RN) e satisfaz as hipoteses

(v1) e (vs). Além disso, para Vy > 0 pequeno, temos pelas desigualdades de Gagliardo-

2"

. . 2
Nirenberg [16, Teorema 9.9] e Hélder com expoentes 5 > 1 e 5i—

> 1, que

AN[Q1|VU|2+V(x)u2]dx = /H{N[a1|vu|2+v+(x)u2]dx—/ V- (2)ulds

RN

> -V </ 12dx> (/ || dx)

B1(0) B1(0)

+/ a1 |Vul*dz
RN
= —VO\Bl(O)\%Hu 34—/ a1 |Vul*dx
RN
> (128,003 / 0| Vulda
> Coy ! . 1
> 0,
desde que Vo < —C9 A 4ltima condicio garante que 6 dado em (2-1) estd bem

|B1(0)| ¥
definido. Nesta etapa, provaremos que 6 > 0. Para isso, suponha por contradi¢do
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que 0 = 0. Nesse caso, eziste uma sequéncia minimizante (uy) € X de tal forma que

/ uidr =1 e / (o1 |Vug? + V(2)ui]dr = ox(1).
RN RN
Um cdlculo simples afirma que
or(1) = / [ Va? + V(@) — V- (2)l]da
RN
> 0o [ lalVuf 4V @pidlda,
RN

onde Cy € uma constante positiva. Como resultado, pode-se provar que

/ a|Vur2de = op(1) ¢ [ V*(@)uldr = ox(1). (2-3)
RN

RN

No entanto, deduzimos que

ok(l):/ V*(x)uidx:/ V+(x)uid:c2/ uidz.
RN RN\ B, (0) RN\ B (0)

Isso significa que

/ updz + og(1) = 1.
B1(0)

Por outro lado, aplicando novamente as desigualdades de Hélder e Gagliardo-
Nirenberg, mencionamos que

/ updr < < / 1gdx)

B1(0) B1(0)

Bl(O)
|Z 1<:)| >

< 1 2dz.
< Ca, /RNaﬂVu;J x

Observe que a ultima desigualdade, juntamente com a estimativa (2-3), implica que

/ urdr = ox(1),
B1(0)

o que € uma contradi¢ao. Portanto, temos que 6 > 0 de modo que o potencial V

2
*

« 2
2 dx)

S

satisfaz a hipdtese (vy) com Vo > 0 suficientemente pequeno.

Uma vez que o conjunto X é nao vazio (consulte o Exemplo 1.1), definimos o

funcional energia J : X — R associado ao problema (Py) por

«

1 i) A 0
J(w) = 5 llul? + Q(U—jrl)uvm@( o p /RN a(@)lul'dz + /RN b(x)|ulPda.
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Conforme nossas hipoteses, uma fungao u € X é um ponto critico para o funcional
J se, e somente se, u é€ uma solugao fraca para o problema (P,). Nessa perspectiva,

a formulagao fraca é estabelecida da seguinte maneira:

Definigao 2.3 Dizemos que u € X € solugao fraca para o problema (Py) se, e

somente se,
(u, ) + ao(Vu, V) ||[Vu|3 = )\/ a(x)|u|T 2updr — 9/ b(x)|ulP2updz,
RN RN
para todo p € HY(RY).

Observamos que o funcional energia J é de classe C?(X;R) (veja, por exemplo,

o Apéndice B). Esse fato nos permite assegurar que

2(04+1
T (wyu = |[ul® + ao|| Vul[37 = Mul2, + 0],

T () (u,w) = [Jull? + az(20 + 1)Vl 37 — Xg — Dlulld, + 0 — 1)]ull2,,
onde definimos

fullgo = [ al@lul'ds o full, = [ da)luPds,ue X
RN RN

Assim como no Capitulo 1, para atingir os objetivos propostos, é necessario

definir um conjunto denominado variedade de Nehari da seguinte forma:
N = {u e X\(0} s Mullg, = ull® + a2l Vul + ol } . (2-4)

Para uma analise mais aprofundada, inspiramo-nos em algumas ideias discutidas nos
trabalhos [55] e [56], nos quais a variedade de Nehari é dividida em trés subconjuntos
disjuntos de tal forma que N':= NTUN~UN?, onde

Nt = {ueN: JWu=0eJ (u)(u,u) > 0},
NT = {ueN:Jwu=0eJ"(u)(u,u) <0},
N = {ueN:Jwu=0eJ (u)(u,u) =0}

Pela construcao do conjunto N, observamos que o mesmo nao ¢ vazio. Desse modo,

dado u € NV, tem-se que

T (W) (u,u) = (2= )llul? + as(2(0 +1) — )|Vl + 0(p — @)Jull?,
= (2 p)|lul]® + @220 + 1) = p)||[Vul37 + A(p — ¢)|ju],. (2-5)

Na etapa atual, definimos um conjunto nao vazio que trata do comportamento

do funcional energia J quando atinge o valor zero, isto é,

A 1
- .2 q _ — 2
= {uex\0): ull, =l + 5

g 2041, 0
—||Vu + —|lu . (2-6
22 + Dl L2
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Adaptando algumas ideias abordadas em [42,43], obtemos por (2-4) e (2-6), que

u € N se, e somente se, R,(u) = A,

u € & se, e somente se, R.(u) = A,

onde R,,R. : X\{0} — R representam os quocientes de Rayleigh nao lineares

associados ao parametro A > 0, sendo definidos como:

2(0+1
ull? + ao | Val3 7 + 0],

[u

R, (u) :=

, ue X\{0} (2-7)

q
q?a

Ulul|? + 5225 || Va3 + 2l
Ro(u) =2 204D 7~ 2 p P e X\{0}. (2-8)

Tl

Através de um calculo simples, utilizando a imersao continua de Sobolev e a
hipotese (a;), temos que os quocientes R, e R, estdo bem definidos e pertencem
a C*(X\{0};R). Este calculo segue ideias semelhantes as do Apéndice B.

Ao analisarmos (2-4), (2-7) e (2-8), podemos estabelecer duas definigdes que

serao fundamentais para garantir a existéncia de pontos criticos para o funcional J.
Definigao 2.4 Considerando o conjunto N, definimos os sequintes niveis:

= inf - = inf = inf .
Ca+ ulerjle(u), % uler;/_J(u) e Ccpo uler}\mJ(u)

Definicao 2.5 A partir de (2-7) e (2-8), definimos as fungoes S, S. : X\{0} — R

coOmo:
= inf = inf .

S (u) inf R.(tu) e Se(u) inf R (tu)

Consequentemente, os valores extremais sao determinados por

M= inf S,(u) e A= inf S.(u).
ueX\{0} ueX\{0}

Observagao 2.6 Antes de explorarmos as fibras do funcional energia J, estudare-
mos a nao linearidade presente no lado direito do problema (Py). Essa nao lineari-
dade traz consigo algumas dificuldades adicionais, sendo a busca por solugoes fracas
para o problema (Py) a primeira complicagio a ser enfrentada. Isso ocorre devido

ao fato de que a func¢ao

B(z,t) := Xa(z)|t|7 %t — 0b(2)|t|P2t, t € R, (2-9)
nao satisfaz a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz e nao possui sinal definido, para
todo x € RY e a(z),b(x) > 0 q.t.p. em RN. Com efeito, seque pela hipdtese (ay) que

t
lim M =0 e lim
t—0+ t t—+o00 t
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Isso evidencia que a funcao B muda de sinal. Além disso, um cdlculo simples garante
que B(z,t) > 0, para cada t € (0,¢) e e > 0 suficientemente pequeno. Note também

que B € uma funcao tmpar. Agora, considere
Bi(z,t) = Xa(x)t?Tt — Ob(x)tP~ 1,

para todo v € RN et > 0. Com base nessa definicdo, inferimos que

%Bl(x,t) —0et=t = K%) gzgﬂ & > 0. (2-10)

Nao € dificil checar pela hipétese (a1) que

4B (x,t
hm dt 1( ? )
t—0+ (472

=Xa(x)(¢g—1)>0

d
tiiinoo %(j’t) = —0b(z)(p—1) < 0.
Logo, para t > 0 suficientemente pequeno, temos que By € estritamente crescente, e
para t > 0 suficientemente grande, verificamos que By € estritamente decrescente.
Consequentemente, ao derivar novamente a fung¢ao Bi(x,t) em rela¢io at e substi-

twir a estimativa (2-10), encontramos que

q—3
d2 p=3 1 p—q
—Bi(z,ty) = — 1A P | —p) <O.
) = (= D) |
De maneira andloga, podemos realizar o mesmo estudo parat < 0. Para uma melhor

compreensao geométrica, veja a Figura 2.1.

B t
% — +oo
quando t — —oo

Maéaximo local

B("L" tO) ...................

. B(z,t)

€

—to Inflexao
: B(x,t)
t

~+Y

—o0 to
quando t — 0

B(l‘, —to)

@_)_Oo

quando t — +oo

Minimo local

Figura 2.1: Comportamento geométrico da fun¢ao B(x,t).
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2.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do

quociente de Rayleigh e Nehari

A proposta central aqui é apresentar propriedades fundamentais relacionadas a
estrutura topoldgica do funcional energia J, juntamente com o método do quociente
de Rayleigh nao linear e o método de minimizacao sobre a variedade de Nehari.
Inicialmente, introduzimos uma fun¢ao denominada fibering map w, : (0,+00) — R,
definida por

2 £2(o+1)

wu(t) == J(tu) = %IIUHQ + 200+ 1)

20+1) U7 P
|| V|37 — Al + 6l (2-11)

para todo ¢t > 0. Desse modo, derivando a funcao w,(t) em relagao a ¢, obtemos

i (8) = tllul® + st Vul 37 = Mo ful|2, + 06 ul?

e
wl(t) = llul® + as(20 + D)7 || Val 37 — (¢ = Der=2Aul|2, + (p — )26 |ul?,

Uma consequéncia imediata é que ! (t) = 0 se, e somente se, tu € N. Vale destacar

que as mesmas propriedades estabelecidas no Capitulo 1 aplicam-se nesta secao.
Outro ponto relevante decorrente da equacdo (2-11) é a possibilidade de

analisar as fungoes w,(t) e w! (t) para valores de t proximos ao infinito e a origem.

Isso implica que

wu(t) . wy(t) w, (1)

ult : :
limw—(>>0; lim ——= >0; lim “~—=>0-¢ lim

> 0.
-0+ 2 t—+oo P t—0+ ¢t t—4oo tP—1

O primeiro resultado desta se¢ao, que considera inf V' (z) > 0, é padrao e trata
de questoes relacionadas a compacidade. Esse resultado é crucial para garantir a
imersao compacta em nosso ambiente de trabalho, mesmo quando o potencial V'

satisfaz a hipotese (vy).

Lema 2.7 Suponha que V(z) > Vo > 0 e [{zx € RN : V(z) < M}| < +o0, para
cada M > 0. Entdo a imersio X — L"(RY) € continua, para cada r € [2,2*]. Além

disso, a imersio X — L"(RN) é compacta, para cada r € [2,2*).

Prova. Note que a imersao X — L"(RY) é continua pelos mesmos argumentos
apresentados na Observagao 1.7, na qual omitimos os detalhes da prova. Agora,
considere uma sequéncia (u;) € X de modo que u, — w em X, quando k — +o0.

Nessas condicoes, temos que

/ luy, — ul?dr = / |uy, — u|*dz + / lup — uldz.
RN B(O,R) RN\B(0,R)
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Dessa forma, a imersao compacta H'(B(0,R)) — L"(B(0, R)) garante, para cada
rel2,2)e R >0, que

lim luy, — ul*dr = 0.

Em particular, fixando R > 0 e dado € > 0, existe ky = ko(g, R) € N de modo que
/ g — ul?de < S, k> k. (2-12)
B(O,R) 2

Desse modo, resta provar que

/ luy, — ul?dr = / |luy, — ul*dz + / lu — u*dz < E,
RN\ B(0,R) Y W 2

onde
Y = (RM\B(0,R))N[V(x) > M] e W :=(RN\B(0,R)) N[V (z) < M].
Com efeito, nao é dificil checar que Y UW = RNM\B(0, R) e

1 1
/Y|uk—u]2dx < M/yx/(x)m—uﬁdxgMnuk—un%

Como u, — u em X, tem-se que existe Cy > 0 tal que ||ug|| < Cy, para todo k € N.

Esse fato, em conjunto com a desigualdade triangular, permite concluir que

1 C €
2 2 1
/Y fur = ulPde < grllw =l < 37 < 7

Além disso, utilizando a desigualdade de Holder com os expoentes 2= e %

N_2 , € a

imersao continua X — L"(RY) para cada r € [2, 2], inferimos que

/\uk—u|2dm < (/ 1]2vdx> (/ |uk—u2*da:)
w w w

< ColWI g, — ul®

S Cv3|VV|%7

onde Cy e C3 = C3(N) sao constantes positivas. Lembre-se que usando a hipotese
(vs), mencionamos que |W| < |[V(z) < M]| < +o0, para todo M > 0. A tultima

afirmacao, juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada implicam que

W] = dx

/(RN\B(O,R))O[V(1)<M]

/ X[RN\B(O,R)](ZL‘)dZE — 0,
[V(z)<M]

IN
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quando R — +00. Nesse caso, para cada € > 0, existe R = R(¢) > 0 tal que

2 6
—ul*dr < —=.
/ |u, — ul“dx 1

Consequentemente, deduzimos que

/ lup, — ul?dz < = (2-13)
RN\ B(0,R) 2

Combinando (2-12) e (2-13), concluimos que u, — u em L*(RY). Em vista da
desigualdade de Interpolacio, encontramos que u, — u em L"(RY), para cada
r € (2,2%) quando k — +o00. Isso completa a prova. O

Apesar da variagao de sinal no potencial V', o proximo resultado demonstra

que podemos obter condi¢oes analogas as do Lema 2.7.

Lema 2.8 Suponha (my), (a1), (az) e (vi)-(v3). Entdo a imersio X — L"(RY) ¢
continua, para cada r € [2,2%]. Além disso, a imersio X — L"(RY) é compacta,

para cada r € [2,2%).

Prova. A imersao X < L"(RY) é continua pelos mesmos motivos apresentados no

Lema 2.7, em conjunto com a identidade
Viz)=V(z)+Vo+1>1, z € RN,

Adicionalmente, nosso objetivo aqui é provar que a imersio X < L"(RY) &
compacta, para cada r € [2,2*). De fato, considerando a identidade V e assumindo

que M > V; + 1, temos pela hipotese (v3) que
{z eRY :V(z) <MY =|{zeRY:V(z) <M -V, —1}| < 4o0.

Agora, suponha que M < Vo+1 < Vj+2 seja satisfeito. Um célculo simples assegura
que
{zeRY V()< M}c{zeRY:V(z) <V,+2}.

Segue da primeira parte que
H{z eRY V() < MY < |{z e RV : V(z) < Vy+2} < +oo.

Sendo assim, demonstramos que |{z € RN : V(z) < M}| < +o0, para todo M > 0.

Portanto, o Lema 2.7 afirma que o subespago

X = {u c H'(RY) : /RN V(z)uldr < +oo}
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esté imerso compactamente em L’ (RY), para cada r € [2,2*). Uma vez que X = X,

o lema esta provado. Il

Observagao 2.9 Assim como no Capitulo 1, notamos que os funcionais R,(tu) e
R.(tu), definidos em (2-7) e (2-8), possuem um unico ponto critico, denotado por
to(u) > 0 e te(u) > 0, respectivamente. Como a demonstragao é andloga & prova
da Proposicao 1.8 e a Observagao 1.9, optamos por omitir os detalhes. Nesse caso,

introduza as sequintes fungoes relacionadas ao funcional R, (tu):

Goalt) = £279||ul|? + ot @D =9| V|57 4 P-4 ||u]2,,
—(q = 2)t72 [[ull* + 0(p — @)t*~ 2V |[u|lb,
(g — 2(0 + 1)) || Va3 '

Para o funcional R.(tu), definimos as sequintes fungoes:

A, (tu) ==

1 o 0
Gelt) = 5t Nl o+ 5 s OVl el

2(0+1)

(0 + 1)(q — 2 ul? + HoEe=ad g2y,
(4= 2(0 + 1) Vul 3 |
Ademais, € facil ver que as fungoes Ay, (tu) e Ao(tu) verificam A, (tu) > A.(tu), para

Ac(tu) ==

todot > 0 e u € X\{0}. Para uma compreensao mais detalhada, é recomenddvel

consultar a Proposi¢ao 1.10.

A seguir, apresentamos uma abordagem interessante para a unicidade dos
pontos criticos dos funcionais R,(tu) e R.(tu). Optamos por comegar com o
funcional R, (tu), pois a prova para o outro funcional é anéloga, diferindo apenas
por constantes. Dessa forma, usando a hipétese (a;), temos que § d SR (tu) ‘ () = =0

se, e somente se,
00— @)lulll, = (a = 227 |[ul* + as(q — 2o+ 1) 277 Vaul 57,

para todo t = t,(u) > 0. Examinando a equagao acima, introduzimos uma fungao

Ly :(0,+00) — R da seguinte maneira:
£1(8) = (g = 2 Jul]* + azlg — 2o + 1) Va5,
Esta definigao, juntamente com a hipdtese (aq), implica que

lim £4(t) =400 e lim L£4(t) =

t—0+ t——+00
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tal que 4L£,(t) < 0, para todo ¢t = t,(u) > 0. Logo, a funcdo L é estritamente

decrescente. Por outro lado, é facil ver que
Lo(t) = 0(p — @)[lully, > 0.

Portanto, h4 um tnico ponto critico t = ¢,(u) > 0 para o funcional R, (tu). Esse
ponto critico correspondera a um minimo global. E fundamental destacar que a

geometria possivel das fungoes Lo(t) e L£4(t) esta representada na Figura 2.2.

ﬁl(ﬂ

Lo(t)

+Y

0 tnku)

Figura 2.2: Existéncia e unicidade de t,(u) > 0.

Observacao 2.10 Enfatizamos que as propriedades do quociente de Rayleigh apre-
sentadas nas Observacoes 1.11 e 1.12, assim como nas Proposicoes 1.13 e 1.14,
podem ser demonstradas para os funcionais R, e R. estabelecidos neste capitulo.
Com o objetivo de estruturar esta se¢do, optamos por nao provar esses resultados.
No entanto, fazemos uso desses resultados em diversos momentos do presente capi-

tulo. Além disso, analisando o mesmo cdlculo dado em (1-10), seque-se que

u00) = g | (22 ) el o+ (2225 ) v

 tullda [\p—q
Proposicao 2.11 Suponha (mq), (a1), (as2), (v1)-(vs), u € X\{0} et > 0. Entdo,

(a) %Rn(tu) = (Ap(tu) — ) O(t, u);

m)%Rxww=Z§§5

onde a fung¢ao O : (0,4+00) x X\{0} — R ¢ dada por

(Ae(tu) — ag)O(t, u);

(q — 2(0 + 1))t 19| V|37

[ullg.0

O(t,u) =
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Prova. Utilizando a Observagao 2.9, obtemos

i34w>=:[‘%+- (2 = @t *7Jull? 0(p — gtV Jull?,

dt (¢ —2(c + 1))HVUH§(U+1) (q—2(0 + 1)>HVUH§(UH)
(g — 2(0 + 1))2 14| V|37

[[u[|4.a

= (An(tu) — 2)O(t,u).

Com isso, finalizamos a demonstragao do item (a). De maneira analoga, podemos
demonstrar o item (b). Logo, a proposi¢ao esta provada. O

Neste momento, apresentamos um estudo sobre o comportamento das fibras
dos funcionais R, e R, definidos em (2-7) e (2-8). Semelhante ao Capitulo 1, este
estudo inclui as seguintes fibras: Q,(t) := R, (tu) e Q¢(t) := R.(tu), para todo t > 0
e u € X\{0}. Como produto, deduzimos

lim @Q,(t) = lim Q.(t) = 40 e t£+moo Qn(t) = lim Q.(t) = +o0.

t—0t+ t—0t t—+o0

Agora, ao analisar apenas a derivada da fibra @), (t) em relagao a t, inferimos que

7 Qnlt —~ 2 40.(t)  O(p— v
g @90® _ C=glul? _ o o @@ 0= 9lullp,

S0+t )l toroo tpal lulld.a

Essa constatacao assegura que %Qn(t) é negativa para valores de t > 0 suficiente-
mente pequenos e positiva para valores de ¢t > 0 suficientemente grandes. Da mesma

forma, aplicam-se as mesmas condi¢oes mencionadas anteriormente para %Qe(t).

Observacao 2.12 Um ponto notavelmente interessante € a possibilidade de uma
comparacao algébrica entre as fibras Q, e Q., conforme definido anteriormente.

Isso € feito por meio da sequinte identidade:

Q) -0 =1 (Fan). 1>o. (2-14)

Desse modo, para cada t € (0,t.(u)), obtemos que Q.(t) > Qn(t), e para cada
t € (te(u),400), encontramos que Q.(t) < Q,(t). Além disso, quando t = t.(u),
tem-se que Q.(t) = Q,(t). E relevante notar que, ao adaptarmos para o cendrio deste
capitulo, a demonstra¢ao da identidade (2-14) seque o mesmo raciocinio apresentado

na Proposicao 1.17.

Proposi¢ao 2.13 Suponha (mq), (a1), (az), (v1)-(v3), X € (\*,+00) €6 > 0. Entao
a fungao t, € (—1)-homogénea. Além disso, a fun¢ao S, é 0—homogénea, continua

e fracamente semicontinua inferiormente.
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Prova. A demonstracao desta proposicao segue precisamente as mesmas ideias

discutidas na Proposicao 1.18, e nas Observacoes 1.19 e 1.21. Il

Proposigao 2.14 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (v1)-(vs), A € (A\*,+00) e 6 > 0.
Entao existe uma constante positiva C = C(p,q, S, 0, ||b[[5,) de modo que |v]| > C,
para todov = t,(u)u. Além disso, a fung¢ao S, € limitada por baixo por uma constante

positiva Cg.

Prova. Como t,(u) > 0 é o unico ponto de minimo local para R, (tu), obtemos que

%Rn(tu)‘t:tn(u) = 0 tal que

(q — 2)tn (u)||ul|? + as(q — 2(0 + 1)+ (w)|[Vul3 7 8 — @)t (w)]|ulf},

[t (u)ul|g.a [t (u)ullg.o

Uma manipulagao algébrica simples na equagao acima, utilizando a hipotese (as) e

a imersao continua X — L"(RY), para cada r € [2,2*], implica que

(@—2)|[0l> < (¢ 2]+ aslg — 2(c + 1)) Vo[ 37
< O(p —q)SPIb|IE, |,

N

onde v = t,(u)u é uma funcdo auxiliar. A ultima desigualdade nos fornece que

q—2 P2
> =:C. 2-1
vl = [9@— q)S,eubwso] ¢ (2-15)

Como resultado, temos que a fungao 5, é limitada por baixo por uma constante

positiva Cz. Com efeito, assuma que a hipotese (ay) seja satisfeita. Nesse caso,

considere (uy) € X\{0} uma sequéncia minimizante tal que S, (ux) — A*, quando
Uk

luellg,a

cada k € N. Uma vez que a funcao S, é 0-homogénea (veja a Proposi¢ao 2.13),

k — +o0. Defina uma sequéncia normalizada wy, = com ||wy|qe = 1, para

inferimos que Sy, (ux) = Sp(wr) — A*, quando k — +o0. Dessa forma, encontramos

2 1
el + e Va5 + 6] w7,

Sn(wy) =

> lwl|*.

[wll.a

Pela a imersao continua X — L"(RY), para cada r € [2,2*], e pela hipotese (ay),

mencionamos que |[wy||* > ||||;U‘E|<|FS"§. Uma consequéncia imediata é que
[wl|3.q 1
Su(wi) > [lwl* > o= =:Cp.
! lallZ.55  llall2,52

Portanto, a funcao .S,, é limitada por baixo por uma constante positiva. Além disso,

aplicando a hipotese (by) e considerando que ¢,(u) > 0 é o tnico ponto de minimo
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local para R, (tu), deduzimos que

0p—@)llvlZ, = (a—2)vl* + as(q — 2(o + 1)) Vo3
> (q—2)|v])%,

para todo v := t,(u)u. A tdltima estimativa, em conjunto com a estimativa (2-15),

-2
p > q 2:.
W”ﬁ—(mp—@)c o

1
Isso significa que ||v||,» > C; > 0. No que segue, a desigualdade de Hélder com os

mostra que

expoentes § e p%q garante que

_ /R UL) ()2 oo

N b(z)
< /RN:(EC—J;)Z&M p (/RNb(x)|w|”dx)z
~ E%zwwm,wexwm. (2-16)

Logo, ao utilizar a desigualdade (2-16) na definigao da fungao S,, em conjunto com
a hipotese (b1 ), tem-se que

D p—q B
Ollvllpe  Ollvlise G _ o

a_

9
bp

Sn(v) >

[[1%.a

a_
q
bp

P P

Isso completa a prova. Il
Antes de apresentarmos a proxima proposicao, exploramos alguns exemplos

relacionados a hipotese (by ). Em esséncia, estabelecemos condigoes precisas sobre as
P

fungdes a e b para que a nova fungao F(x) = Z((x; : € L*(RY). Nesse contexto, ao
assumir que a fungao a é uma constante positiva, concluimos que a funcao b precisa
crescer no infinito para que F' seja integravel. Por outro lado, ao considerarmos
a funcao b como uma constante, observamos que a func¢ao a nao pode crescer no
infinito para que F seja integravel. Assim, a parte mais intrigante da hipotese (by) é
que, mesmo que as funcoes a e b nao sejam integraveis, é suficiente que a funcao F'
seja integravel para que todos os nossos resultados sejam validos. Essa caracteristica

abre um leque considerével de exemplos que atendem a essa condigao.

Exemplo 2 15 Um exemplo cldassico de F(x) € LY(RY™) é dado por b(x) = 1 e
a(z) = (1+|x\ Ty onde 1> p 9 > 0. De fato, aplicando a férmula da Co-drea [27,
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Teorema 5, Apéndice C|, juntamente com | > %};q) er?+1> 12 encontramos

1 1 7,,N—l z TN_l
/ —lpd.’ﬂ = CN/ —lpdr—l—CN lim —lpdT'
RN (1 4 [x|?)p=a 0 (1+7r2)p e (14 r2)ima
© N1z
.

1
1
CN/ S — dr +Cy lim p—adr
0 (1—|—7’2)pﬂ1 2240 g

Cn +Cn lim & _C—N
N N N

z—4o00 \ N — 2lp 2lp
pP—q p—q

IN

IN

< +00.

Para uma melhor compreensao do comportamento geométrico, remetemos o leitor a

Figura 2.3 abaixo.

_ 1
Y (e )P r—a

]Y

Figura 2.3: Possivel grdfico da fun¢io F(x).

Proposicao 2.16 Suponha (my), (a1), (as), (b1) e (vi)-(vs). Entao eziste uma

7l X tal A= inf S, = Sp(u).
funcao u € X\{0} tal que wel)l(l\{o}s (w) = Sp(u)

Prova. Esta proposicao ¢ demonstrada utilizando exatamente as mesmas ideias
discutidas na Proposigao 1.23, em conjunto com a Observagao 2.10, na qual optamos
por omitir os detalhes. O

Neste momento, considere o conjunto U,, := {u € X\{0} : A > S, (u)}. Essa
definigdo garante que, para qualquer funcao u € U,, a identidade w,(t) = J(tu)
possui exatamente dois pontos criticos distintos, a saber, ™~ (u) e " (u). Isso fica

evidente na proxima proposicao.

Proposigao 2.17 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (v1)-(vs), A € (\*,+0) e 6 > 0.
Entao para cada w € U, a identidade w,(t) = J(tu) possui exatamente dois pontos

criticos distintos, de modo que 0 < t™~(u) < t,(u) < t™*(u) < 400 onde
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(a) O nimero positivo t™*(u) é um ponto de minimo local para a identidade w,
tal que t™(u)u € N'T;

(b) O nimero positivo t™~(u) € um ponto de mdzimo local para a identidade w,
tal que t"™ (u)u € N~ ;

(c) Os conjuntos de Nehari Nt e N~ sao nao vazios, para cada u € Up;

(d) As fungoes u — t" T (u) e u s t™ (u) pertencem a C*(Uy,;R).

Prova. Considere uma fungao u € X\{0}. Assuma que A > S,(u). Nesse caso, é

facil ver que

A > S, (u) = inf Qu(t) = Qu(ta 1) = Ralta(u)u).

Como Q,(t) = R,(tu) é uma funcdo continua para todo ¢t > 0, concluimos que
Qn(t) é estritamente crescente quando ¢ > t,(u) e estritamente decrescente quando
t < t,(u). Essas condigoes implicam que a equagao @Q,(t) = A possui exatamente

duas raizes. Dessa forma, as raizes sao dadas por ¢ (u) e "~ (u) onde
0<t™ (u) < t,(u) <™ (u) < +oo.

Nao é dificil verificar, pela Observacao 1.11, que t™*(u) e "~ (u) sdo pontos criticos
de wy(t) = J(tu). Isso significa que

d

_Qn (t)

—n(t .
pn >0 e Qn(t) <0

t=t"~ (u)

t=tmt (u)

Desse modo, usando a Proposicao 1.14, mencionamos

L J7(™F (w)uw) (8 (u)u, ™ (u)u) |

d
0 —Q,(t =
<a@W LT W (e ()u)

Segue que J” (" (w)u) (¢ (w)u, t™* (u)u) > 0 tal que t™*(u)u € N'*. Isso finaliza a
prova do item (a). Salientamos ainda que a prova do item (b) utiliza exatamente os
mesmos célculos do item (a), substituindo t™*(u) por t™~(u). Além disso, a prova
do item (c¢) decorre imediatamente dos itens (a) e (b). Neste momento, defina uma
fungao auxiliar W : (0, 4o00) x U,, — R dada por W (t,u) = A, (tu) — as. Um calculo
simples mostra que W (t,u) € C'((0, +00) x U,,R). Sob estas condigoes, temos que

W (t,u) = 0 se, e somente se, A, (tu) = as. Como resultado, inferimos que

0 1 |20(q — 2)|[tull* +6(p — q)(p — 2(c + 1))||tull},
=W(t,u) = - :
TR ¢ (q—2(c + 1)V (tu) 53

# 0,

para cada (t,u) € (0,400) x U, de tal forma que W(t,u) = 0. Em particular,

escolhendo t = t™"(u) ou t = ™~ (u), temos pelo Teorema da Fungao Implicita 25,
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Teorema 2.4.1| que u — t™ T (u) e u — t™~(u) pertencem a C''(U,,; R). Isso completa
a prova do item (d). O
Assim como na fungao S,, podemos obter as mesmas propriedades para a

funcao S.. Essas propriedades sao estabelecidas na seguinte proposicao.

Proposigao 2.18 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (v1)-(vs) e A € (A", +00). Entao,

(a) A fungao t. é (—1)-homogénea;

(b) A fungio S, é 0—homogénea e fracamente semicontinua inferiormente;

(c) A fungao S, € limitada por baizo por uma constante positiva Co;

(d) Eziste uma fungao v € X\{0} de modo que A\, = wei)rcl\f{o} Se(w) = Se(u);

(e) Existem dois pontos t>T(u) et~ (u) com 0 <t (u) < to(u) < t>T(u) < 400
tais que t*(u)u € € et (uw)u € E. Ademais, as funcoes u — 19T (u) e
u — " (u) pertencem a C'(Uy;R), onde U, := {u € X\{0} : A > S.(u)}.

Prova. A demonstracao desta proposi¢ao segue o mesmo raciocinio das Proposi¢oes
2.13, 2.14, 2.16 e 2.17. O

Observagao 2.19 Afirmamos que o conjunto U, € um cone, isto é, Ku € U, para
todo K > 0 e u € U,. De fato, utilizando que a funcao S, € 0-homogénea, temos
que X > S, (u) = Sp(Ku), para todo K > 0. Isso implica que Ku € U,, para todo

K >0 eu e U,. Analogamente, o conjunto U, € um cone.

O proéximo resultado estabelece uma comparacao entre os extremais A\* e A,

cujo enunciado é:

Proposigao 2.20 Suponha (my), (a1), (az), (v1)-(vs), X € (A\*,+00) e > 0. Entao
Se(u) > Sy, (u), para todo u € X\{0}. Além disso, obtemos que 0 < \* < A\, < +00.

Prova. Note que £Q.(t) = 0, quando ¢ = t.(u). Assim, a equagao (2-14) nos fornece
que Qn(te(u)) — Qe(te(u)) = 0. Sabemos que Q,(t) > Q,(t,(u)), para todo t > 0
com t # t,(u). Logo, tomando t = t.(u), tem-se que

Su(u) = Se(u) = Qu(tn(u)) — Qelte(w)) < Qn(te(u)) — Qe(te(w)) = 0.

A ultima desigualdade garante que S.(u) > S, (u), para todo u € X\{0}. Adicional-
mente, as Proposicoes 2.14 e 2.18 mostram que S, (u) > Cz > 0 e S.(u) > Cp > 0.
Isso implica que A*; A, € (0,+00). Nesse estagio, é facil checar que existe alguma
fungao z € X\{0} tal que A, = S.(2), veja a Proposicao 2.18. Esta afirmagao prova
que

A = Se(2) > Sp(2) > 11:I>1£ R,(tu) > inf inf R,(tu) = \*,

ueX\{0} t>0
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para cada u € X\{0}. Isso conclui a demonstragao. O
Sobre o funcional energia J, apresentamos agora uma descri¢ao geométrica do
comportamento de suas fibras, considerando os valores de A € (\*,+00) e 6 > 0.

Essa descrigao foi derivada dos resultados discutidos até o momento.

t— Ry, (tu)

A t — Re(tu)
A — A* — Se(u) .............

A=A"=8 (A
= = nu)

: Minimo local : ! :

PN . ] — .............................
0 tn(u) te(u) étn’Jr(u) \?
Energia A t s J(tu)

com X € (0, \*)

t— J(tu)

com A = \*

Inflexao

: _l\%léximo liocal i
CN_>O ...................... t'—)J(tu)
o : I com A € (A¥, A\y)

Ch—
Crre
N
t— J(tu)

Car+ com A\ = Ay
e+ =0 7 (u) tn(u) t

: t— J(tu)
Cprd < O ; com X € (Ay, +00)

Minimo local

Figura 2.4: Relacao geométrica entre os funcionais R, (tu),

R.(tu) e J(tu).

Proposigao 2.21 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (v1)-(vs) e A € (A", +00). Entao,

(a) A identidade W, (t) = 0 € satisfeita para um unico ponto critico t = t,(u) > 0
tal que t,(u)u € NO quando X = S, (u);
(b) A identidade w.,(t) = 0 nao admite nenhum ponto critico quando X\ < S, (u).

Prova. Sabemos que

A =5, (u) =Inf Qy(t) = Qultn(u) = Ry(tn(u)u)

t>0



2.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do quociente de Rayleigh e Nehari 97

se, e somente se, J'(t,(u)u)(t,(u)u) = 0. Adicionalmente, nao ¢ dificil verificar,

usando a hipotese (a; ), que

lim R,(tp(u)u) =400 e  lim R,(t,(u)u) = +oo.
tn(u)—07t tn(u)—+oo
As ultimas condigdes afirmam que %£Q,(t)| imt,(u = 0 Para cada u € X \{0}, onde
t,(u) > 0 é o tnico ponto critico do funcional @, (t). Dessa forma, a Proposi¢ao 1.14

nos fornece que

o d T It (u)u) (e (w)u, t(u)u)
e R (7 R

Logo, temos que J”(t,(u)u)(t,(u)u, t,(u)u) = 0. Consequentemente, inferimos que
tn(u)u € NO. Isso completa a prova do item (a). Agora, suponha que A < S,,(u) de

tal maneira que

A< Sy(u) = %gg Qn(t) = Qu(tn(u)) = Ru(tn(u)u).

Nesse caso, a Observacao 1.11 implica que J'(¢,(u)u)(t,(u)u) > 0. Como produto,

encontramos
1

tn(u)
para todo t,(u) > 0 e u € X\{0}. Desse modo, obtemos que t,(u)u ¢ N, para todo

w (tn(u)) = ' (tn (uw)u) (tn (w)u) # 0,

tn(u) > 0. Portanto, a identidade w),(t) = 0 ndo admite nenhum ponto critico. Isso
completa a prova do item (b). O
A seguir, apresentamos um lema que desempenha um papel fundamental na

prova da nao existéncia de solugoes nao triviais para o problema (Py).

Lema 2.22 Suponha (my), (a1), (az), (b1) e (vi)-(vs). Seja v € X\{0} um
minimizador para a fun¢ao S,. Entao, u € um ponto critico para a fungao S,. Além

disso, a fungao v = t,(u)u é uma solugao fraca para o problema eliptico nao local:

—20q Aw + 2V (2)w — 2(0 + 1) || Vw37 Aw = Gy g(z, w) em RY,

(Ho)
w € HYRY),

onde Gy g(x,w) = Nqa(z)|w|? 2w — Opb(x)|w|P~>w com v € NV e \* = S, (u).

Prova. Afirmamos que © é um ponto critico de S,,. Com efeito, considere uma fun¢ao
teste ¢ € X \{0}. Dessa forma, defina uma fungao auxiliar 5 : (—¢,¢) — R dada por
B(t) = Sy(u+ ty). E facil checar que u + to # 0, para cada t € (—¢,¢) com £ > 0
suficientemente pequeno. Como consequéncia, deduzimos que S/ (u)p = 5(0) = 0,

para todo ¢ € X\{0}. Concluimos que u é um ponto critico para a fungao .S,,.
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Além disso, como t = t,(u) > 0 é o unico ponto de minimo local para o funcional
Qn(t) = R,(tu), segue-se que
d
—Qn(t) = —R,(tu) = Rl (t,(u)u)u = 0.
dt t=tn(u) dt t=tn(u)

Sob estas condigoes, podemos inferir, através da regra de derivacao, que
0= S, (u)p = (Ru(ta(uw)n)'e = R (ta(w)u)[t, (w)elu + R, (ta(u)u)t,(w)e,

para todo ¢ € X. Isso implica que R, (t,(u)u)e = 0, para todo ¢ € X. Agora, defina

uma fungao auxiliar v := ¢, (u)u. Dessa forma, mencionamos que

/ 1 / "
0=FR.¢ = m e+ T @)@ e)
q,a
1
= o [2(0:9) + 200 + Daal Vel (Vo, Vo),
q,a

- )\*q/ a(x)|v\q2v<pdx+9p/ b(x)]v|p2v<pd:c] ,
RN

RN

com p € X e \* = R,(v). Portanto, v é uma solucao fraca para o problema (Hy). O

2.3 Resultados relativos a variedade de Nehari

O proposito desta segao é apresentar alguns resultados relacionados ao método
de minimizacao sobre a variedade de Nehari. Esses resultados serao empregados nas
demonstragoes dos teoremas principais. Inicialmente, mostramos que, sob condigoes

adequadas, a variedade de Nehari A esta sempre distante da origem.

Proposigao 2.23 Suponha (mi), (a1), (as), (vi)-(vs) e X\, 0 > 0. Entao existe uma
constante positiva sy = sx(q, N, SI, |all) tal que ||ul| > sx, para cada w € N. Além

disso, temos que N' e NO sio conjuntos fechados em X.
Prova. Seja u € N uma funcao fixa. Observe que a existéncia de s, é dada por
2(c+1
0 = [lull®+a | Vall3" " = Nullg, + Olully,

ull* = Allullf .

> ull® = ASgllal ol lull?,

Vv

onde usamos a imersdao continua X — L"(RY), para cada r € [2,2*] e a hipotese

(a3 ). Isso implica que

lul| > [;} s (2-17)
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Portanto, a variedade N est4 longe da origem. Uma consequéncia direta da estima-
tiva (2-17) é que N e NV sdo conjuntos fechados em X. O

Proposigao 2.24 Suponha (m,), (ay), (az), (b1) e (v1)-(vs). Entdo N& = NTUN®
e N= =N~ UN°. Em particular, os conjuntos Nt e N~ ndo sao fechados em X .

Prova. Inicialmente, afirmamos que N* = N* U NP De fato, considere uma
sequéncia (u;) € N7 tal que up — w em X, para algum v € X. Em vista da
Proposi¢ao 2.23, segue que o conjunto de Nehari N é fechado em X . Essa afirmacao

implica que u € N. Desse modo, como (uy) € N, obtemos

kl—lgloo J (ug)up = J'(u)u=0 e k1—1>£?oo J" (ug) (ug, ug) = J" (u)(u, u) > 0.
Como resultado, tem-se que v € N* UN? com N+ C Nt UN®. Por outro lado,
afirmamos que Nt UN® c NF. Com efeito, sabemos que Nt € N*. Entdo, resta
provar que N° C N*. Aqui, é importante destacar que os conjuntos Nt = N>
N~ =Ny e N = N}y sdo conjuntos de Nehari que dependem de A > 0. E facil
ver que, dado t,(u)u € N, temos

Ru(tn(uw)u) = A,
d

%Rn(tu) =0, u#0.

t=tn (u)

Segundo a equagao (2-7), notamos que

1279 (u) |[u]]? + asta” 7w |Vl 3 + 09 () ||ull?,
Rn(tn(u)u) = ,

. (218)

/1.0
para todo t = t,,(u) > 0 e u € X\{0}. Assim, calculando a derivada de (2-18) em
relacao a t, inferimos que %Rn(tu) = 0 se, e somente se,

(2= Q) ful® + as(2(0 + 1) — Q)27 Va5 + 0(p — gt ullf, = 0,
onde t = t,(u). Além disso, calculando novamente a derivada de (2-18) em relagao

d2

L2 Ry (tu) & sempre positiva, deduzimos que

a t e usando o fato de que

(2= q)(1 — )t [ul]® + a2 (2(0 + 1) — ¢)(20 + 1 — )t> || Va3
+0(p— q)(p — g — D" ||ullb, > 0,

sempre que t = t,(u) > 0. Assumindo que u € N, mencionamos que t,(u) = 1.

Assim, com base nas ultimas estimativas, podemos concluir que

(q = 2)[Jull® + as(q — 2(o + D)Vl 3 = 0(p — @) |u]l%, (2-19)
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(2= )1 = @)llull® +ax(2(0 +1) = ) (20 + 1 = q)||Vul 3
+0(p — a)(p — g — V)ull;, > 0. (2-20)
Agora, suponha que existe v € N de tal maneira que B(u, R) "N C N?, onde
B(u,R) C X ¢ uma bola aberta centrada em u e raio R > 0. Considere também
(ck)reny uma sequéncia de nimeros reais tal que ¢, — 0, quando k — +o0. Desse
modo, estudamos trés casos:

(i) Suponha S, (u + cxp) < A, para todo ¢ € X\{0} fixado, temos pela Proposi¢ao
2.17 que existem 0 < "7 (u + crp) < tn(u+ cxp) < ™ (u+ cxp) < +00 tais que

tE (u + ep)(u + crp) € N CN.

Logo, para k suficientemente grande, obtemos que u + cxp € B(u, R) NN C N°.

Essa condi¢ao mostra que R,(u + cxp) = . No entanto, observe que
A= Ry(u+ crp) = Ry(tn(u+ crp)(u+ crp)) = Sp(u+ crp) < A,

o que é um absurdo. Isso prova que o caso (i) ndo ocorre.
(ii) Assuma S, (u+cgp) = A, para todo ¢ € X\{0} fixado, segue que t,,(u+cpp) = 1.

Como produto, inferimos que u + cxp € M. Sob essa condi¢ao, deduzimos

(q = 2)[Jull? + as(q — 2(c + D)Vl 3 = 0(p — @) |u]l%,
(q = 2)[lu + cxpll? + az(q — 2(0 + L)V (u+ )57 = 0(p — ) |[u + crpll’-

Uma simples manipulagao algébrica nos leva a

[+ exspl* = flul®

(¢—2) + (g —2(0 + 1))

Ck Ck

2(c+1 2(0+1
1V (u+ )37 — V3" >]

=0(p—q)

lu+ceell? , = llull? ,
Ck

onde ¢, esta definida acima. Fazendo k — 400 na tltima equagao, encontramos

2(q — 2)(u, ©) + 2(20 + 2)(q — 2(0 + 1))(Vu, Vio)o || Vul|3
= Op(p — q) /R N b(z)ulP*upd,

para todo ¢ € X. Nesse contexto, ao tomarmos ¢ = u, tem-se que

2(q = 2)Jull” + a2(20 + 2)(q — 2(0 + 1)) Vull3 = Op(p — @)l[ull,.  (2-21)
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Ao associarmos (2-19), (2-20) e (2-21), chegamos ao seguinte sistema:

r+y—z2=0
20+ (20+2)y —pz=0 (2-22)
(¢=Dr+(g=20-Dy+(p—-qg-1)2>0,

onde as varidveis
2(oc+1
v =(q—2)lull?, y = az(q—2(c + D)Vul3" e 2 =0(p — q)|[ull?,
Em vista do sistema (2-22), definimos um ntamero 7 por
n=@g-z+(@-20-1Ly+({p—q-—1)=

Nao é dificil perceber que 7 > 0. Assim, com base em 7, definimos o seguinte sistema:

r+y—2=0
20+ (204+2)y —pz=0 (2-23)
(g—Dz+(g-20-1)y+(p—qg-1z=n.

Dessa forma, o sistema (2-23) pode ser escrito como:

1 1 —1 x
2 20 +2 —p Sy | =
qg—1 g—20—-1 p—q—1 z n
matriz 4

Enfatizamos aqui que determinante da matriz A, denotado por det A é sempre zero.
Além disso, aplicando o método do escalonamento no sistema (2-23), encontramos

1 1 -1 0 11 =110

Lo + —2L1 + Lo

2 20 + 2 —p Ofectzohtislg 26 2-p|0],

—

g—1 ¢g—20—1 p—q—11{n| == 10 0 0 |[n

onde Ly, Ly e L3 representam, respectivamente, a primeira, a segunda e a terceira
linha do sistema escalonado. Esse fato implica que n = 0, o que é claramente absurdo.
Portanto, o caso (ii) é impossivel.

(iti) Suponha S, (u+ cxp) > A, para todo ¢ € X\{0} fixado. Defina uma sequéncia
Ak i= Sp(u+crp) > A, para todo k € N. Isso significa que A\, — A, quando k — +o0.
Como A, = Sp(u + cp), tem-se que (u + crp) € Ny, 5. Em particular, obtemos que

tn(u + cxp) = 1. Como resultado, inferimos que

(q = 2)[Jull® + as(q — 2(c + D)Vl 37 = 0(p — @) |u]l%, (2-24)
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(2= )1 — )||ul® + a2(2(c + 1) — ¢)(20 + 1 — g)[| Va3
+0(p — a)(p — g — Dlull, > 0. (2-25)

. . 0
Adicionalmente, como u + ¢, € N, X0 UEMOS que

(= 2)|[ull? + as(g = 2(0 + D)Vl = 0(p — q)l[ully,,
(4= 2)l[u + cxpl|? + asq — 20 + 1))V (u + ) [ = 6(p = @) Ju + cxell5,

Como no caso (ii), obtemos o mesmo resultado, no qual

2(q — 2)(u, ) + az(20 + 2)(q - 2(0 + 1))V, Voo [Vully”
/ b(x)|ulP*updz,

RN

para todo ¢ € X. Nesse caso, ao tomarmos ¢ = u, tem-se que
2(c+1
2(g = 2)Jull” + as(20 +2)(q — 2(0 + V)|Vl = Op(p — @) ull} . (2-26)

Dessa maneira, ao analisarmos (2-24), (2-25) e (2-26), encontramos o mesmo sistema
estabelecido em (2-22). Isso significa que ao realizarmos o mesmo célculo, chegamos

a um absurdo. Segue-se nos trés casos discutidos acima que
B(u, R) NN ¢ N°, para nenhum R > 0.

Essa afirmagao implica que existe v € B(u, R) N (M\N?), para cada R > 0. Uma
vez que N := NTUN~UN?, temos que v € Nt ou v € N~. Isso demonstra que
v e U, :={ve X\{0}: S,(v) < A}. Como consequéncia, a Proposigdo 2.17 nos

fornece a existéncia de
0 <t (v) <ty(v) <t™t(v) < 400

de modo que t" " (v)v € NT e t™ (v)v € N7, para qualquer R > 0. Nesta etapa,
considere a sequéncia Rj = %, para cada k € N. Como resultado, existe uma
sequéncia (vg)ren de tal modo que vy € B(u, Ri) N (NM\NY) com "™ (v )v, € N T e
t"™~ (v)vr, € N7, Assim, como Ry, — 0, quando k — 400, mencionamos que v, — u

em X, quando k — +o00. Devido & continuidade de t™* e t,,, é facil verificar que

t"* (o) =t (u) = t,(u) =1, quando k — +o0,
t" (vg) = t" (u) = t,(u) =1, quando k — +o0.
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A ultima condi¢ao nos permite definir sequéncias (wy)gen € (gr)ren de tal forma
que wy, := t"(vy)vpy € N e g := t™ (v)vy, € N. Portanto, para cada u € N,
existem sequéncias tais que

wr — u em X, quando k — +o0,

gr — uw em X, quando k — +4o00.

Concluimos que Nt UN® C A+, Analogamente, no caso em que N— = N~ UN?,
as ideias discutidas anteriormente sao aplicadas, e a proposicao estda devidamente
demonstrada. O

E importante ressaltar que a Proposicao 2.24 é um resultado fundamental para
alcangarmos os nossos objetivos propostos. Com o intuito de facilitar a compreensao

do leitor, a Figura 2.5 a seguir ilustra algumas das ideias discutidas nesta proposicao.

u !

nao é um ponto
interior

Figura 2.5: B(u, R) "N € N°, para nenhum R > 0.

Observacgao 2.25 Salientamos que N~ e N sao variedades de classe C* em
X, para cada A € (A\*,+00). Esse fato pode ser demonstrado utilizando o mesmo

ractocinio discutido no Lema 1.30, em conjunto com o Teorema da Funcao Implicita.
E crucial destacar que uma implicacido imediata da Proposicao 2.24 é que os

niveis de energia cp+, Ca— € Cao, podem ser expressos por:

cyo = inf J(u) > inf  J(u) = inf J(u) = inf J(u) = cp+, (2-27)

ueN© ueEN+TUNDO ueN+ ueN+
= inf J(u)> inf J(u)= inf J(u) = inf J(u)=cy-. (2-28
o= inf J(u) = inf J(u) nf (w) = inf J(u)=cwy (2-28)

Ao analisar (2-27) e (2-28), percebemos que os niveis de energia cy+ e cpo, assim

como cy— € cpo, podem ser iguais. No entanto, nosso objetivo é demonstrar que tal
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igualdade é impossivel. Essa constatacao é fundamental para obtermos solugdes nao

triviais para o problema (7P), conforme sera explicado adiante.

Observagao 2.26 Assuma que (mq), (a1), (az), (b1) e (v1)-(v3) sejam satisfeitas.
E fdcil verificar que qualquer sequéncia (uy,) € N tal que ux — u, para algum u € X
satisfaz uw # 0. Com efeito, suponha por contradi¢cao que uw = 0. Isso implica que
ur, — 0 em X, quando k — +o00. Em vista de (uy) € N, da imersao compacta
X — L"(RY) para cada r € [2,2%), tem-se que

2 1
lurl> = Alugll2, — aol|Var |37 — 0w,
< Mul|?, = 0llwe2, — 0, (2-29)

quando k — +oo. Em vista da Proposi¢ao 2.23, encontramos que ||ug|| > sy > 0,

para todo k € N. Entretanto, isso contradiz (2-29), provando que u # 0.

A partir deste momento, exploramos algumas propriedades relevantes relacio-
nadas ao método do quociente de Rayleigh nao linear. Essas propriedades sao tuteis
tanto no Capitulo 2 quanto no Capitulo 3. Especificamente nesta secao, emprega-
mos tais propriedades para demonstrar que o funcional energia é coercivo sobre a

variedade de Nehari. Desse modo, para todo ¢t > 0, obtemos as seguintes estimativas:

2(c+1
P + 0o | V(w3 + Ol ltull® + Olltully,

[tu]]g.0 I L PR

R, (tu)

1 2 o 2(o+1) 0 p 1 9 9 »
Ro(tu) = 5 l|tul]® + 2(011)”V(tu>”2 + thqu,b 5 lltul]” + p||tu||p7b

Jltullda 2lltullia

Usando as tltimas desigualdades, definimos funcionais R, R, : X\{0} — R por

1 2, 0 P
- Stull® + Z||tu
e Re(tu) = 2” H p” Hp’b, t > 0. (2—30)

TR

() o I Ol
T Tl

Uma simples manipulagao algébrica em (2-30) nos fornece que

d -
fulf (ot
q d -~ 2—q 1—q 2 P—a4YN pg-1 p
fully (GRte) = (352) oot +o (20) o, = o

se, e somente se,

2=t ull* +0(p — )" ullp, =0,

1 1

; _[(q—2>uu|r2]f” . _[p<q—2>||u||2]” (2-31)

L) = | =l ) = | g ol
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onde t, e t, representam os tnicos pontos criticos dos funcionais R, e Re, respec-
- I
tivamente. Um simples calculo em (2-31) implica que f.(u) = (%)?2 {,(u). Dessa

maneira, ao substituirmos o ponto critico t,, no funcional R,,, temos

2—q

p—2

Su(u) = Ry (fu(u)u) = lulf?

[ullga \ [ 00 = D)llullz,

1 [ (q — 2)[Ju)?

pP—aq
-9 2 | P2
v [ =2 1
0(p — a)llull,, ’
gp=g, . PI=5
" gazz el flull
= A0 : (2-32)

[l[g.a

onde A; é uma constante positiva, previamente definida como:

(270
P—q q—2

De forma analoga, ao substituirmos o ponto critico ¢, no funcional R., encontramos

op=g, . Pi3
o=z [|u[ TP flull

So(u) == Reo((u)u) = A07 (2-33)

lulle

onde A; é uma constante positiva dada por

Assim, ¢é facil ver que Sy (u) > S, (u) e Se(u) > S.(u) para cada u € X\{0}, onde

S,(u) :=inf R,(tu) e Se(u):=inf R,(tu).

t>0 t>0

Proposigao 2.27 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2) e (vi)-(vs). Entao,

(a) A fungao S, ¢ 0-homogénea, continua e fracamente semicontinua inferior;
(b) A fungao S, ¢ limitada por baizo por uma constante positiva Cy;

(¢c) Egiste uma funcio u € X\{0} de modo que A, := i)I(l\f{o} Sp(w) = Sy (u) > 0.
we

Prova. A prova de que a funcao S, é 0-homogénea, continua e fracamente semi-
continua inferior é simples e utiliza as mesmas ideias discutidas na Proposi¢ao 1.18.
Agora, suponha que a hipotese (by) seja satisfeita. Assim, usando a desigualdade

(2-16), mencionamos que

[ulla < Cpallu

q,a —

q
j
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Por outro lado, a imersdo continua X < L"(RY) para cada r € [2,2*], juntamente

com a hipodtese (ay), assegura que

2P—q

2p=¢ —b=g 2271
lll, i < Sp " I0lled ™ [Jull7=2, w € X\{0}. (2-34)

Substituindo a desigualdade (2-34) na definigao (2-32), temos

o oP—4q pﬂ
N A,0v—2 ull 27 || 22
Sh(u) Ei — 1 4 2pq‘| ”@ﬁudL Pb
Sp P Cpgllbflod™ b
—2
A, 6v=2
= = 2 (2—35)
Sp " Cpqllbllse

- CO.

Isso conclui a prova do item (b). Neste momento, afirmamos que existe u € X\{0}

tal que A, = S,(u). De fato, seja (u;) € X uma sequéncia minimizante para ..

Defina uma sequéncia normalizada wy = p—, onde |lwkllq.a = 1, para cada k € N.
q,a

Uma vez que a fungao S,, ¢ 0-homogénea, inferimos que

~ 9-2

S(wy) = A 072 wg]|*7=2 [Jwy [ 572 — A, (2-36)

quando k — +oo. Logo, utilizando (2-35) e (2-36), obtemos que existem constantes
Cs,Cg > 0 tais que

- 9=2
0 < Cs < Jluyl*=% [lwi]l,};* < Co. (2-37)

Desse modo, a desigualdade de Young e a imersao continua X < L"(RY), para cada

r € [2,2%], fornecem que

0<C; < Hwkll%Hwkﬂifj’?3
< Jwl® + Ny,
< lwill? + SEI0IE [lwe]?
< (1+ SPIblIE,) max([lwgl|?, [lwk] ).

Consequentemente, encontramos que ||wg|| > C; > 0. Em vista da desigualdade

(2-16) e hipotese (by), é facil verificar que

p—aq

p

ar—1

9
br—a

1= [lwgll§ o <

g,a = ||wk||g,b

L1(RN)
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Um céalculo simples garante que
|wg||pp > Co > 0, para cada k € N.

Esse fato implica que

2pP—4q
p—2
p=g C C C
g *7=% < 6@ < p; & Jlwg ]| < pqﬁ;z =: Cyo,
”wkaffz Coy"” 0"

onde Cyy é uma constante positiva. Como produto, obtemos que a sequéncia (wy,) é

limitada em X. Isso significa que existe w € X tal que

(
wr — w em X,

wp — w em LT(RY), para cada r € [2,2%),
k RY), p 2.2 55,
wy(z) = w(r) g.t.p. em RY,

k|w;€| < h, € L"(RY), para cada r € [2,2%).

E importante destacar que ||w||,. = 1, 0 que implica que w # 0. Nessas condicdes, a
imersao compacta X — L"(R") para cada r € [2,2*), juntamente com a estimativa

(2-38), garante que
ool < limin sl 1= follgo = D ulln e s = Jim el
Logo, o item (a) implica que

A < Sn(w) < lim inf gn(wk) = .

k—4o00

Portanto, o nimero positivo Ao é atingido, e o item (c¢) esta demonstrado. |

Observagao 2.28 Analisando as mesmas ideias da Proposicaio 2.27, concluimos
que a funcao S. é 0-homogénea, continua, fracamente semicontinua inferior e

limitada por baizo por uma constante positiva. Adicionalmente, existe uma func¢dao

X\{0} tal A= inf S.(w)=8.(u).
u € X\{0} tal que A\g LI (w) (u)

Note que uma relagao fundamental entre as constantes A; e A, é estabelecida
—2 —
por Ay = qp_bQ_ngAl. Dessa maneira, o proximo resultado estabelece uma

comparacgao entre as fungoes 5, e Se.

Lema 2.29 Suponha (mi), (a1), (az), (b2) e (v1)-(vs). Entao (_1]97;17%3275%g > 1.

Além disso, obtemos que

2
|
S

p—q

Se(u) = qp r=22" 525, (u) > S,(u), ue X\{0}.

|
N
b
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—92 —
Prova. Veja que qp_hfgfg > 1 é equivalente a seguinte relacao:

B B q—2 _
p%Qng <q& (E) < <g)p ‘1‘
q 2

Sob esta condi¢do, definimos uma funcao auxiliar Ss : [2, p] — R dada por

Sot0) = (0=t (2) = - oyt (2).

Nao é dificil verificar que Sg(q) < 0, para todo g € (2, p). De fato, observe que

Como p > 2, tem-se que Sg(q) > 0, para todo ¢ € (2,p). Além disso, a fungao Sp

apresenta um unico ponto de minimo local

p—2
In (%)

Assim, deduzimos que Sp ¢ estritamente decrescente, para todo ¢ € (2,q0) e

do = S (27]))

estritamente crescente, para todo ¢ € (go,p). Como S3(2) = Sz(p) = 0, segue
—92 _

que Sz(q) < 0, para todo ¢ € (2,p). Isso prova que qp_hfﬁfg > 1. O

A Figura 2.6 abaixo ilustra uma aproximagao da provavel geometria da fungao

Sp conforme estabelecido no Lema 2.29.

;Sﬁ(Q)

q0

~—

S5 (q0) | Sﬁ(q)<05 aslﬁ(q) -

para q € (2,qq) para q € (q0,p)

Figura 2.6: Geometria da funcao Sg(q), para todo q € (2,p).

Agora, apresentamos dois lemas que, essencialmente, mostram que o funcional

energia é coercivo sobre a variedade de Nehari.
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Lema 2.30 Suponha (m1), (a1), (as), (1), (v1)-(v3), A € [\*,+00) e 8 > 0. Entao

o funcional energia J é coercivo em N~ UNP.

Prova. Considere u € N~ UN? uma fungao fixa. Nesse caso, temos que J'(u)u = 0

e J"(u)(u,u) < 0. A ultima estimativa, em conjunto com (2-5), implica que

b= 2) 2 (p —2(0 + 1)) 2(o+1)
D (B ) g (B2 |V . (239
( )u ul, < (pq Jul o IVl (2-39)

Sob estas condigdes, a desigualdade (2-39) e a hipotese (a;) mostram que

J) = J(u)—%J’(u)u

_ ( 5 )|| 12 + (%) 042||Vu||§(0+1)—>\(u) [ullg

0-Da=2] 0, -2+ Da=20+ )] Oy
R [ e

(p—2)(qg—2) 2
> |2 e (2-40)

Portanto, temos que J(u) — 400, quando ||u|| — +oc. Isso completa a prova. [

Lema 2.31 Suponha (m1), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(vs), X € [N\*,+00) e 8 > 0.

Entdo o funcional energia J €é coercivo em N*.

Prova. Inicialmente, assuma que a hipotese (by) é verdadeira. Dessa forma, para

qualquer u € N'", tem-se que

p—2 ) (p —2(0 + 1)) 2o+1) (p — q)
Ju)=|— ) |Jul*+ | =—————= | ||Vu — A=) [Jul2,
= (252 ) bt + (22050 vl 1Y July

Agora, definimos J(u) = Jy(u). Um simples calculo mostra que

1 1 p—
30 = 3@+ 5T -3 (B0 fulga (240

2pq
Sabemos pela equagao (2-8) que

Re(u)
q

1 2(c+1 9
lullgo = 3llul® + IVallz” + lulf (242)

Qo
2(0+1)
Substituindo a equagao (2-42) na definicao do funcional Jg, (), concluimos que

Jr.(w)(u) = 0. Esse fato, juntamente com a equagao (2-41), nos fornece que

nw = (L) e+ (LA v

(20— Ru(u)) (7;]) lull (2-43)
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Assim, assumindo que 2\ — R.(u) < 0, deduzimos que

nw = (12 e

Como resultado, segue-se que J(u) — +oo, quando |u|| — +o00. Agora, quando

2\ — R.(u) > 0, consideramos uma sequéncia (u) € N tal que
0(p — @)llurl%y > (q — 2)||ugl® + aalg — 2(0 + 1) [[Var |37 > (g — 2)[|ui]>.

Nesse caso, deduzimos que ||ul[,, — 400, quando [lu|| — +oc. Adicionalmente,
usando a desigualdade (2-16), mencionamos que [lul|d, < Cpqllukll},, para todo

(ur) € X\{0}. As ultimas condiges, em conjunto com a definigdo (2-8) e a hipdtese

(a1 ), implicam que

0q lusll, 6
2p [Jurl/ga — 2pCpq

1
A > §R6(Uk) Z

quando |Jug|| — +oo. Logo, o caso em que 2\ — R.(u) > 0 é impossivel.

Neste momento, suponha que a hipotese (by) seja vélida. Dessa maneira, se
2\ — R.(u) < 0, decorre da equagdo (2-43) que o funcional Jy é coercivo em NT.
Agora, se 2\ — R.(u) > 0, consideramos uma sequéncia (ux) € X de modo que
|ug|] = +o00, quando k — +o00. Defina uma sequéncia normalizada wy, = £, onde

lluell?
||lwg]| = 1. Como consequéncia, inferimos que wy — w em X. Isso significa que

0q lluell?, g w2,

2p uellia 20 lwellda

1
A > §R6(U1€) 2

Jug||P~4. (2-44)
E fundamental destacar que a imersdo compacta X — L (RY), para cada r € [2,2*),
o Teorema da Convergéncia Dominada e o fato de que wy — w em X, garantem que
. _ . p _ p
i, = ol el = e,

com w # 0. Usando essas afirmagoes na equagao (2-44), obtemos

22>  lim  R.(u) = +oo.

llug || =00

Logo, o caso w # 0 é impossivel. Agora, assumindo que w = 0, tem-se que wy — 0

em X. Como a funcéo S, é 0-homogénea e ||w| = 1, mencionamos por (2-33) que

p‘I;Q
=
. o=z || wgl|, 5

Se U ) = ge W) = A v .
(1) = Selwn) = A= 70 T

Pela desigualdade de Interpolagao e hipotese (az), segue-se que



2.3 Resultados relativos & variedade de Nehari 111

- 2(p —q) plg—2)
Il < llallo el funl[3 ™ com g = =52 e q(1 = ) = ===,

onde p € (0,1). Dessa maneira, a imersiao compacta X — L"(R"Y), o Teorema da
Convergéncia Dominada e o fato de que w;, — 0 em X, mostram que |Jw|2 — 0,

quando k — +o00. Logo, encontramos que

Se(up) = Se(wy)
pi=3
g2 [will,5

> A29p—2

1—
lalloo e 13 [lwe 5~

q=2 pi=2 9p=4
Or—2p P2 1 p—2
Al by ( > — +o0. (2-45)

lalloo [l

Consequentemente, temos que 2\ > Reo(uy) > Re(uy) — +00, quando k — +oo0.
Isso mostra que o caso w = 0 é impossivel, confirmando o resultado desejado. [

A proxima proposicao garante que, dependendo dos valores dos parametros A e
6, o conjunto N° & nao vazio. Essa constatacao traz algumas dificuldades adicionais,

que serao esclarecidas mais adiante.

PI'OpOSigé.O 2.32 Suponha (m1)7 (al)i (a’2)7 (bl)i (62)7 (Ul)_(v?))ﬂ A E [/\*7+OO> €

0 > 0. Entdao o conjunto de Nehari N° é nao vazio.

Prova. E importante enfatizar que, quando A = \*, os célculos seguem exatamente
os mesmos discutidos na Proposicao 1.28, na qual optamos por omitir os detalhes.
Nesta fase, assuma que A € (A\*,4+00) é valido. Considere (wy) € X\{0} uma
sequéncia, tal que |wy| = 1, onde wy — 0 em X e (wy) ndo converge fortemente

para a fungao nula em X. Um célculo ja realizado na desigualdade (2-16) prova que
lwill§a < Cpallwelly,

Logo, utilizando (2-32) e o fato de que klim |wg||pp = 0, tem-se que
—-+o00

B} = 1 \2r
Su(we) > Su(w) > 20 ( ) s +oo,

Cp.q Hwka,b

quando k — +o00o. Salientamos que o céalculo realizado anteriormente esta associado
a hipotese (by ). Agora, assuma que hipotese (by) seja valida. Sabemos pela desigual-

dade de Interpolacao que

plq—2)

eq(l—p)= -

_ 2(p—q)
)|, < llalloo w4 wk |2 “)conlqu===—%7:7§‘ )
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com p € (0,1). Realizando um célculo semelhante ao da estimativa (2-45), obtemos

q—2

a=2.p,=3 28=4
~ .Ay?p—?bop ? 1 p=
Su(wy) > Sn(wn) > ( ) oo,
llals l|wi ]2

quando k£ — 4o00. Como consequéncia, para todo k € N suficientemente grande,
temos que S, (wg) > A. Assim, empregando o mesmo raciocinio da parte final da

demonstracao da Proposicao 1.29, concluimos a prova desta proposicao. O]

Proposicao 2.33 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(vs), X € (A", +00) e
0 > 0. Seja u € NTUN™ um minimizador para o funcional energia J. Entao u é

um ponto critico para o funcional J em X, ou seja, J'(u)p = 0 para cada ¢ € X.

Prova. A prova desse resultado segue exatamente as mesmas ideias discutidas na

Proposicao 1.40, na qual optamos por omitir detalhes. O]

Lema 2.34 Suponha (my), (a1), (as), (b1), (ba), (v1)-(vs), A € (A*,4+00) e § > 0.
Seja (ux) C N~ uma sequéncia minimizante para J em N~ . Entao existeu € X\{0}
tal que, a menos de uma subsequéncia, ur — u fortemente em X, quando k — +o00

com a fungio u € N~ UNC. Consequentemente, inferimos que cy—- = J(u).

Prova. Primeiramente, considere uma sequéncia minimizante (u;) C N~ tal que
limy_ 1o J(ug) = cp—. De acordo com o Lema 2.30, temos que a sequéncia (uy)
¢é limitada em X. Como produto, existe u € X tal que u, — v em X. Em vista
das Proposicoes 2.23 e 2.24, tem-se que u # 0 e N— = N~ UAN?. Aqui, o objetivo
central é provar a convergéncia forte de (uy) para u em X, quando k — +00. Com
esse intuito, suponha por contradi¢do que (ug) nao converge forte para u em X,

quando k — +o00. Dessa forma, obtemos
||| < liminf ||ugl|.
k—4o00
Como resultado, é facil checar que

J(tu) < liminf J(tug) e J'(tw)tu < liminf J'(tuy)tu, = 0, (2-46)

k—+o0 k—4o00

para todo ¢ > 0. Por conseguinte, inferimos que

R, (u) < liminf R, (ug) = A, (2-47)
k——+o0
e
dR(t) li 'de(t <0 (2-48
giln(tw)| < lminf 7 Ru(tu)) <0 48

t=1 t=1
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Observe que S,(u) < liminfS,(ur) = A* < A. Conforme estabelecido pela
Proposigao 2.17, existe 0 < t"™ (u) < t,(u) < t™*(u) tais que t™ (v)u € N~
e t""(u)u € N*t. Como consequéncia, a desigualdade (2-47) e a Proposi¢ao 1.14
garantem que 0 < ¢ (u) < 1 < t™*(u). A dltima estimativa, juntamente com a

desigualdade (2-48), implica que
0<t™ (u) <1<ty(u)<t™(u) < +oo.

E importante analisar que a aplicacdo t + .J(tug) é crescente no intervalo (0,1),
para todo (u;) € N ™. Esse fato, em conjunto com a desigualdade (2-46), mostra
que

- < J"M (w)u) < liminf J(t™ ™ (u)uyg) < liminf J(ug) = cp-.

k—4o00 k—+o00
Isso leva a uma contradi¢ao, o que prova que u, — u fortemente em X, quando
k — +o0. Uma consequéncia imediata estabelecida pela Proposicao 2.24 é que

u € N~ UN?. Isso completa a prova do lema. 0

Proposicao 2.35 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(v3), A € (\*,+00) e
0 > 0. Entao o nivel de energia cy— > 0, para todo u € N ™.

Prova. Seja A € (\*,+00) fixo. Sabemos que t™~ (u)u € N~ se, e somente se,

d

R,(t" (u)u) =\ e 7

R, (tu) < 0.

t=t"— (u)

Em particular, obtemos que @, ("~ (u)) = A. Por outro lado, é facil verificar que

R, (tu) < R.(tu), para cada t € (0,t.(u)). Assim, tomando ¢t = t™~(u), tem-se que

A= Qn(t" (u)) = Ra(t"" (wu) < Re(t™ (u)u) = Qe(t™ (u)).

Logo, encontramos que J(t"™~ (u)u) > 0, para todo t™~ (u)u € N~ . Portanto, o Lema

2.34 assegura que cy— > 0. Com isso, concluimos a prova da proposic¢ao. Il

Lema 2.36 Suponha (ml)f (a’l)7 (a2)7 (bl)f (b2)> (Ul)_(vi’)); A€ ()\*7+OO) ed>0.
Seja (vy) C N uma sequéncia minimizante para J em Nt. Entao existev € X\{0}
tal que, a menos de uma subsequéncia, vy, — v fortemente em X, quando k — +o0

com a fungio v € NTUNY. Consequentemente, obtemos que cy+ = J(v).

Prova. Primeiramente, considere uma sequéncia minimizante (v;) C Nt de modo
que limy_, o J(vx) = cp+. Conforme estabelecido pelo Lema 2.31, a sequéncia (vy)
é limitada em X. Isso implica na existéncia de uma funcao v € X tal que v, — v
em X. Sabemos pelas Proposicoes 2.23 e 2.24 que v # 0 e N+ = Nt UNC. Aqui,
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nosso principal objetivo é mostrar que v, — v fortemente em X, quando k£ — +oo.
De fato, suponha por contradigao que a sequéncia (vy) nao converge forte para v em
X. Dessa forma, temos

|lv|l < liminf ||k
k—+o0

Dado que v — S, (v) é fracamente semicontinua inferiormente, encontramos que

Sp(v) < liminf S, (vg) = A" < A
k—400
Note que a Proposigao 2.17 garante que existem 0 < t"~ (v) < t,(v) < t™*(v) de tal

maneira que "™~ (v)v € N~ e t"(v)v € Nt. Além disso, nao é dificil verificar que
wl ("t (v)) = J ("t (v)v)v = 0.
Por outro lado, é sabido que

R, (v) < liminf R, (vg) = A. (2-49)

k——+o0

Como produto, a estimativa (2-49) afirma que
0<t™ (v) <1<t (v).

Observe que a aplicagao t — J(tv) é decrescente em (™~ (v),t™"(v)). uma vez que

t" T (v)v € N1, segue-se que

e+ < J(tmT(v)v) < J(v) < l’icm inf J(vg) = cn+,

—+00

o que é uma contradicao. Portanto, temos que v, — v fortemente em X, quando
k — +oo. Uma consequéncia imediata estabelecida pela Proposi¢ao 2.24 é que
v € NTUNP. Isso finaliza a prova do lema. O

O proximo resultado é uma consequéncia direta do Lema 2.36. Em resumo, ele
afirma que, dependendo dos valores dos parametros A e 6, podemos analisar o sinal

do nivel de energia cy+.
Proposicao 2.37 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(v3), X € (A", +00) e
0 > 0. Assuma que v € X\{0} € a solugcdo obtida no Lema 2.36. Entdio,

(a) Para A = )\, seque que cy+ = J(v) = 0;
(b) Para cada X € (A, +00), mencionamos que cy+ = J(v) < 0;
(c) Para cada A € (A", \i), obtemos que cyr+ = J(v) > 0.

Prova. Inicialmente, afirmamos que cy+ = J(v) = 0, quando A = \,. Com efeito, a

Proposicao 2.18 assegura que existe uma fungao w € X\{0} de modo que

A=A = Re(te(w)w) = Se(w) > Sy, (w). (2-50)
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A estimativa (2-50) mostra que J(t.(w)w) = 0 e w € U,. Como consequéncia, temos
que a Proposigao 2.17 garante a existéncia de 0 < "~ (w) < t,(w) < t"*(w) < 400
tal que " (w)w € N~ e t""(w)w € NT. Uma vez que t"*(w) = t.(w) = 1,

inferimos que A = R.(w). A ultima afirmagao garante que
J(v) = cn+ < J(w) = 0.

Por outro lado, é facil ver que A = A\, < R.(v). Assim, um calculo simples prova que

As 1 1
n ~[[v]l5.0 < (ql\vll ,a> e(v) = Sllvll” + —2( )HV vlly

Esse fato significa que

1 2(o+1)
J = |||+ =——||Vv —|v||®
(v) 511l +2(U )II 2 || 4 || [
Ae — A
> (222 g =0
q b
Segue que cy+ = J(v) = 0. Isso completa a prova do item (a). Nesse estagio,

afirmamos que cy+ = J(v) < 0, quando A € (\,,+00). De fato, sabemos pela
Proposicao 2.18 que existe w € X\{0} tal que A > A\, = Sc(w) = R.(t.(w)w). Nao

é dificil checar que

J(w) = Ja(w) < Jp,(t. (wyw) (W), w € X\{0}.

Sabemos também que S.(Kw) = S.(w), para todo K > 0. Sem perda de genera-
lidade, podemos assumir que t.(w) = 1. Isso implica que Jy(w) < Jg, w)(w) = 0,
para cada w € £. Em particular, como v € N, existe t""(v) € (0,400) com
t"*(v)v € N7 tal que

et < (T (v)w) = J\(v) < JR.(w)(v) = 0.

Isso finaliza a demonstragao do item (b). Agora, mostraremos que cy+ = J(v) > 0,
quando A € (A*,\,). Considere A < A\, < R.(v). Além disso, deduzimos que
[o]lga > llvll?

2.23, implicam que

, para todo v € N. Estas condi¢des, em conjunto com a Proposicao

R.(u) — A
In() = Ty (@) + T T A s .
>
q
A — A
> 3 s
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Como A € (A, \,), concluimos que cy+ = J(v) > 0, e o item (c) esta provado. [

Observaciao 2.38 E importante enfatizar que o nivel de energia cao € positivo para
cada X € (\*,4+00). De fato, ao empregar o mesmo cdlculo de (2-40) e considerar a
Proposi¢cao 2.23, obtemos

(p—2)(q—2) 2

J(u) > sy > 0.
> P I=24

Neste momento, nos deparamos com uma fase do capitulo extremamente
desafiadora. A medida que v € N~ UN?, v € N* UN? e o conjunto de Nehari
NV ¢ nao vazio para cada A € (\*,+00), inferimos que os minimizadores podem
pertencer a N°. Contudo, essa implicacao inviabiliza a aplicacao direta do Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange. Para superar esse obstaculo, consideramos algumas
condicoes precisas sobre os parametros A, # > 0 de modo que u,v & N°.

Com o objetivo de tornar mais acessivel a compreensao do leitor em relacao a
cada resultado a seguir, adotamos as seguintes notagoes: J(u) = Jyg(u), J' (v)u =
Jyo(wu, J"(u)(u,u) = J5 g(u)(u,u), N' = Nyg, € = Exp, cn+ = Cnfyr ON- = Cnrpy

e CNo = CpD -

Proposicao 2.39 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(v3) € A € (A", +00).
Entao existe 8y > 0 suficientemente pequeno tal que o minimizador v € /\f@ U./\/'ﬂe

obtido no Lema 2.36 pertence a variedade de Nehart N;:g desde que:

(a) X € [A,+00) e >0;
(b) A€ (A, \) e e (0,6).

Prova. E sabido que o Lema 2.36 garante que v € NYyUNYy, onde N, = Jro(v).
Inicialmente, suponha que o item (a) seja verdadeiro. Segue da Proposi¢ao 2.37
que Cyr = Jro(v) < 0, para cada A € [\, +00). Esse fato, juntamente com a

Observagao 2.38, assegura que

c = Jyov)= Inf Jglw) <0< inf Jyylw)=c
N, = De(v) s ro(w) <0< i o, no(w) = eny

para cada A € [\, +00). Portanto, tem-se que v pertence a /\f@. Nesta ocasiao,
assuma que o item (b) seja satisfeito. Relembramos que Ny, = Jrg(v) > 0, para
cada A € (\*, \,), veja a Proposicdo 2.37. E sabido pela Proposicao C.2 que a funcio
(A, 0) — CAt, é continua, crescente em 6 > 0 e decrescente em A > 0. A principal

intencao aqui é garantir que Cnt, < N, Para isso, suponha por contradicao que

CN;F,G = CN)(\),G .
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Essa condi¢ao, juntamente com a desigualdade (2-27), nos fornece que

J)\,g(v): inf J)\,g(w): inf J/\ﬁ(w).

IUGN;Q WENQ’Q

Além disso, dado v € N/{)ﬁ, temos que JY 4(v)(v,v) = 0, ou seja,

—2 — 2 1
Ao, = - (p—) lo]l? - (p—(" - >) o[V 2D, (2-51)
’ p—q p—q

Uma manipulagao algébrica usando a equagao (2-51) assegura que

Jo(v) = [—(p —~ 22;55 — 2)] |v]|* + Pp —2(0 ;p;zg(i_lf(a + 1))} 042HVUH§(GH).

Sejam 6, > 0 e A\, € (A\*,\) parametros fixos. Sabemos pela Proposi¢ao C.2 que
N, > Cyy,» Para todo A > A, e 8 € (0,6,). As tltimas afirmagoes, em conjunto

com o Lema 2.36 e a hipotese (a; ), implicam que

|:(p_2)(q_2):| ||2)||2 |:(p_2)(q_2):| ||U||2
2pq 2pq
(p—2(c+1))(g—2(c+1)) 2(a+1)
" { 2pg(o + 1) } wallVels
= Je(v) = CAT, < N,

Consequentemente, inferimos que

o]l < \/(1)—22;%9\@,9; (2-52)

Por outro lado, utilizando (2-5), a imersao continua X < L"(RY), para cada

r € [2,2%], juntamente com o fato de que v € Nfﬁ, obtemos
2(oc+1
(¢ =2)[l0]* < (@ = 2ol + az(g — 2o + IV < (0 — @)0SE[b]clo]1

Logo, encontramos que

q—2 P2
vl = [@— q>985||b||oo] | (2-53)

Ao combinar as desigualdades (2-52) e (2-53), tem-se que

q—2 } = 2pq
< ||| <] ———Fc ’
[@—q)esgnbnoo < liell < \/ TEIERT
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é satisfeito para todo 6 € (0,6,) com 6y > 0. Note também que Cnt, > 0, para cada
A € (A, ). Desse modo, tomando

p=2
-2)(g—2)]| ° —2
6o — min (p—2)(¢—2) (g p) 0. >0
2t , P (P = 4)5p|blloo
temos uma contradicao. Concluimos que v esta em N, ;L p- Isso finaliza a prova. [

O proximo resultado segue uma abordagem semelhante as ideias discutidas na

Proposi¢ao 2.39, mas agora considerando os minimizadores na variedade N, ,.

Proposicao 2.40 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(v3) € A € (A", +00).
Entao existe 85 > 0 suficientemente pequeno tal que o minimizador u € /\/):9 UNS’H

obtido no Lema 2.34 pertence a variedade de Nehari /\/'):9, para cada 0 € (0,0s).

Prova. Sabemos pelo Lema 2.34 que u € Ny, UNY,, onde Nz, = Jro(u). Aqui,
nosso objetivo principal ¢ mostrar que u pertence exclusivamente a variedade N, .
Com efeito, suponha por contradicao que u € N /{)79. Em vista da estimativa (2-28),

mencionamos que

CN;G = J)\’g(u) = inf J)Hg(w) S inf J)\,g(w) S J,\ﬁ(u), u < N)(\],B' (2—54)

weN, weN

Nao ¢é dificil checar que ¢ N, <D, Claramente, a partir da desigualdade (2-54),
inferimos

ch— = Inf Jyp(w) = inf Jyg(w) = cpo .
Mo weNy ro(w) weNy, ro(w) Ao

A partir deste ponto, empregamos algumas das ideias discutidas na demonstracao
da Proposi¢ao 2.39. Sejam 0, > 0 e A\, € (A*,\) parametros fixos. Salientamos
> Cy-,, bara todo A > A, e 6 € (0,0.). Como

pela Proposicao C.2 que N,

consequéncia, deduzimos pela Proposicao 2.39 que

{(p —2)(¢—2)

2
=2 ul? < o, < e,

Isso significa que

2pq
<y — .
= \/<p— 2)(q —2) Moo

Por outro lado, utilizando (2-5), em conjunto com a imersao continua X < L"(RY),

para cada r € [2,2*] e o fato de que u € ./\/')(\)79, temos

1

||u||z[ 12 }
eI
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As tltimas condigbes garantem que

q—2 :|pi2 2pq
<ul| < 4| ———FF——Cr—
{@—QW$WWM —H”‘“¢@—2Xq—®f%&

é satisfeito para todo 6 € (0, 6;) com 6y > 0. Logo, tomando

@@@21“2 (—2)

25, 14 (= )Splbllee” "

f; = min [ > 0,

temos uma contradi¢do. Portanto, u estd em N, ,. Isso completa a demonstragao. OJ

Proposicao 2.41 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(v3) € A € (A", +00).
Entao os minimizadores v € /\/';9 eu € /\/'):9 obtidos nas Proposi¢oes 2.39 e 2.40

sao dois pontos criticos para o funcional energia Jyg.

Prova. Uma vez que os itens (a) e (b) da Proposicao 2.39 sdo satisfeitos, concluimos
que o minimizador v pertence & variedade N, /\Jr o- Segue-se da Proposicao 2.33 que v
¢ um ponto critico para Jyy em X. Além disso, a Proposicao 2.40 garante que o
minimizador u pertence & variedade N, ¢ bara cada 6 € (0, 60,) com 6, > 0 pequeno.
Portanto, usando novamente a Proposicao 2.33, tem-se que u é um ponto critico
para Jyg em X, sempre que A € (A", +00) e 6 € (0,0,). O

Nesta ocasiao, apresentamos um resultado referente a regularidade de solugoes
para o problema (Pj). Assim como demonstrado no Teorema 1.44, assumimos que
V', a e b sao fungoes Holder continuas. Implementamos o método de regularizacao
conhecido como “bootstrap” para assegurar que as solugoes fracas estejam contidas

no espago C%#(B(0, R)) para algum 3 € (0,1) e para todo R > 0.

Teorema 2.42 Suponha (mi), (a1), (as), (v1)-(v3) e V,a,b € C*7(B(0, R)), para

algum ~v € (0,1) e para todo R > 0. Assuma que u € X é uma solu¢ao fraca para o

problema (Py). Entao u € C%P(B(0, R)) para algum 3 € (0,1).
Prova. Seja u € X é uma solugao fraca para o problema (Py). Entao u satisfaz

=29, — p—2
CAu— V(z)u N Aa(z)|u|*u — 0b(z)|u|P~*u em B(0, ).

Car + || Vul3 o1 + apl|Vul3

Dessa maneira, defina uma fungao h : B(0, R) x R — R dada por

B V(z)u Aa(z)|u?u — 0b(z) |uP~2u
oy + ao|| V|3 a1 + az||Vul|3° '

h(z,u) =

para todo x € B(0, R).
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A ultima afirmacao, juntamente com a desigualdade triangular e o fato de que

1

1 . .
a1 2 artaslValE implica que

Az, u)| < art (IV(@)[[u(@)] + Aa(@)|u(@)]"" + 0b(x)|u(z) ), (2-55)

para todo x € B(0, R). Uma vez que a,b,V € L2 (B(0, R)), afirmamos que a funcao

h € L"(B(0,R)), onde v = pZT*I. Com efeito, integrando a desigualdade (2-55) na
bola B(0, R), temos

[ mre < o ([ wahdpde s [ e
B(0,R) B(0,R) B(0,R)
+ 9/ \b(az)]u|p1|”da:> .
B(0,R)

Ressaltamos que o restante da prova deste teorema segue exatamente os mesmos
calculos discutidos no Teorema 1.44, nos quais omitimos todos os detalhes. O
Destacamos que o lema subsequente desempenha um papel fundamental na

obtengao de um resultado de nao existéncia de solugoes para o problema (Py).

Lema 2.43 Suponha (my), (a1), (az), (vi)-(vs), A = X* e 6 > 0. Assuma que
u € X\{0} € uma solucao fraca nao trivial para os problemas (Py) e (Hq). Entao,

obtemos a sequinte identidade:

2003 || Vu||3 Au

(p = 2000~ = (g = 2Nala) + = T

q.t.p. em RY, (2-56)

Prova. A partir da hipotese (a;) e do fato de que u é uma solugdo que satisfaz
pontualmente os problemas (Py) e (Hy), segue que
Aq

0
2 (@) |ul 1% — ?pb(x)|u\p’2u + 00| Vul|2 A,

Aa(z)|u|?*u — Ob(x)|ulP*u = 5

Uma vez que u # 0, tem-se que

— _ 20
(p—Q) 0b(ir) [l — (—q . 2) Aa(z) = 222V Ul Au

2 lul9=2u

Isso garante que a equagao (2-56) ¢ valida. Portanto, o resultado esta provado. [

2.4 A prova dos teoremas principais

Esta secao tem como propoésito apresentar a prova dos resultados principais

deste capitulo. O mais destacado entre eles é a demonstracao de que o problema
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(Py) possui pelo menos duas solugdes nao triviais. A saber, uma solugao é ground

state e outra a solucao é uma bound state.

Teorema 2.44 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(vs) e Cnrt, < AR, Entao
para cada X € (N*,+00), existe 0y > 0 pequeno tal que o problema (Py) admite pelo

menos uma solu¢ao ground state v € X satisfazendo v € /\f@, onde 0 € (0,00).

Prowva. E sabido pela Proposicio 2.39 que o minimizador v pertence a variedade de

Nehari N}/,. Vale lembrar que o Lema 2.36 nos fornece que

Cxt, = winf+ Ino(w) = Tye(v), v €N,

Em vista da Proposicao 2.41, obtemos que v € X é um ponto critico para o funcional
energia J), g satisfazendo Jy o(v)(v,v) > 0, para cada A € (A%, +00) e 0 € (0, 0) com
6y > 0 suficientemente pequeno. Portanto, temos que v € X é uma solugao fraca
nao trivial para o problema (Py). Como consequéncia, inferimos que v é uma solugao
ground state para o problema (Py). O

Uma consequéncia imediata do Teorema 2.44 é o seguinte corolario.

Corolario 2.45 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2) e (v1)-(vs). Entao os niveis de

energia v, < ONY, desde que:

(a) A€ [\, +00) e >0;
(b) A€ (A, \) ef € (0,60y) com 6y > 0 suficientemente pequeno;
(c) A€ (A —e, ) e >0 come >0 suficientemente pequeno.

Prova. A prova dos itens (a) e (b) segue imediatamente da Proposi¢ao 2.39. Neste
momento, considere § > 0 e A € (A, — €, \,), para algum ¢ > 0 suficientemente

pequeno. Seja w € Ny, de tal forma que

J)\,g (w) = CN}J’e.

Dessa maneira, um célculo simples, utilizando as estimativas (2-17), (2-40) e a

hipotese (aq), implica que

Do) = ey, > (L)

> (") (Asz|1|a||oo)ﬂ>0' (57)

Uma vez que A < \,, mencionamos pela desigualdade (2-57) que
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(p—2)(g—2) 1 &
CNA°19>( 2pq NSilale) T O

Por outro lado, a Proposicao 2.37 garante que N, = Jro(v) =0, para cada A = A,
e v € N)y. Alem disso, é facil ver que cnr, = Dao(v) > 0. para cada A € (A", A,).

Portanto, existe € > 0 suficientemente pequeno tal que
CN;B = Jx@(l)) < C)\* < CNg,e)’

para cada A € (A« — €, A,). Isso completa a prova do item (c). O
Aqui, vale ressaltar a importancia de representarmos geometricamente as ideias
discutidas nos itens (a), (b) e (c) do Corolario 2.45.

0 0 0
O(>\79) 00__ , ................................. O()\,e)
oD
............................................. N R S S
0 A A 0 A A A 0f M -—c¢ A A

Figura 2.7: Comportamento geométrico dos itens (a), (b) e
(c) do Coroldrio 2.45.

Teorema 2.46 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (v1)-(vs) e Oy < OND,- Entao
para cada X € (AN, +00), existe 03 > 0 pequeno tal que o problema (Py) admite pelo

menos uma solugao fraca u € X satisfazendo u € Ny, onde 0 € (0, 6,).

Prova. Aplicando a Proposicao 2.40, inferimos que o minimizador u pertence a

variedade de Nehari N N6 E facil ver pelo Lema 2.34 que

CNA_,G = inf J)\ﬂ(w) = JA,@(U)J uc ;9‘

Em vista da Proposi¢ao 2.41, tem-se que u € X\{0} é um ponto critico para o
funcional Jy ¢ satisfazendo Jy y(u)(u,u) < 0, para cada A € (A", +00) e 0 € (0,6,)
com 6, > 0 suficientemente pequeno. Portanto, obtemos que u € X é uma solugao
fraca nao trivial para o problema (7). O

Uma consequéncia imediata do Teorema 2.46 é o seguinte corolario:

Corolario 2.47 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (vi)-(v3) e X € (A\*,+00).

Entao os niveis de energia Cne, < CND,» Sempre que 0 € (0,0,).



2.4 A prova dos teoremas principais 123

Prova. A demonstracao segue utilizando as mesmas ideias da Proposicao 2.40. [

Corolario 2.48 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (vi)-(v3) e X € (A\*,+00).
Entao para cada 0 € (0,min(6y,02)), o problema (Py) admite pelo menos duas

solugoes nao triviais u,v € X\{0} de modo que u € Ny, e v € Ny,

Prova. Considere 0 € (0, min(fy, 65)). Note que o problema (P,) admite uma solu¢ao
fraca u € Ny, de modo que Ny = Jro(u), para cada A € (A", +00), veja o Teorema
2.46. Adicionalmente, é sabido que o problema (P.) admite outra solugao fraca
v € Ny, tal que Oy, = Jro(v), para cada A € (A", +00), veja o Teorema 2.44. [J

Nesse estagio, ressaltamos que os resultados finais deste capitulo buscam
assegurar a nao existéncia de solugoes fracas nao triviais para o problema (Pp),

variando conforme os valores dos parametros A e 6.

Teorema 2.49 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2), (vi)-(vs), A € (—o0,\*) e

6 > 0. Entdao o problema (Py) nao admite nenhuma solug¢io nao trivial.

Prova. A ideia principal é demonstrar que o conjunto de Nehari N, 4 é vazio, para
cada A € (—oo, A*). Com efeito, suponha por contradigao que existe u € N, y9. Dessa

maneira, como A < 0 obtemos que
2(c+1
0 < |Jull® + ol Vull; + Bllull, = Mull, < 0,

o que é uma contradi¢ao. Além disso, para cada A € (0, \*), observamos que u € Ny 4

se, e somente se, R, (u) = A. Isso significa que

0<R,(u)=A< X = inf infR,(tw) < glg R, (tu) < R,(u) = A,

weX\{0} t>0

o que é uma contradi¢ao. Esse fato prova que N,y = (), para cada A € (—oo, \*).

Portanto, o problema (Pp) nao admite nenhuma solugao nao trivial. 0J

Teorema 2.50 Suponha (my), (a1), (az), (b1), (b2) € (v1)-(vs). Seja X=X *ef >0
pardmetros fixos. Entao nao existe solucao fraca positiva ou negativa u € X para o

problema (Py) tal que u € /\/'0*’9, onde uma das sequintes hipdteses ocorre:

a(x)

(a) :Izler]%{fN sz )Z C > 0,
(b) |x\1LII+100E =C>0.

Prova. A prova segue argumentando por contradi¢ao. Suponha que existe u € N, ,{)*79,

isto &, J3. g(u)u = 0e Jy. y(u)(u,u) = 0, onde u ¢ uma solugao fraca nao trivial para
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o problema (Py). Uma vez que —u também é uma solugao fraca para o problema
(Py) com
T gl0) (1, 0) = T o(—)(—u, —u),

podemos assumir, sem perda de generalidade, que u > 0. Sabemos que J}. 4(u)p = 0,
para todo ¢ € X. E importante analisar pela Proposicio 2.16 que u satisfaz
A = S, (u) = S,(—u). Como produto, ao Lema 2.22 assegura que u é uma solu¢ao
fraca nao trivial para o problema (). Dessa forma, multiplicando a equacao (P)

por 2(o + 1) e realizando manipulagoes algébricas em (Py) e (Hy), encontramos

—200;Au = (2(0 + 1) — @)X a(x)|u|"*u
+(p —2(c + 1)0b(z) [ulP?u — 20V (z)u em RY.  (2-58)

Enfatizamos pelo Teorema 2.42 que a equagao (2-58) é valida pontualmente. Nesse

caso, como u > 0, deduzimos pela equacao (2-58) que

“omdu = (2o +1) - g)Naa)lul"
+(p—2(0 + 1))0b(z)[ul~" — 20V (z)u em R

Escolhendo R > 0 suficientemente grande e, em seguida, usando que ian% >C
z€R

se o item (a) for satisfeito ou 22 > € para |z| suficientemente grande se o item

c
b(z) = 2 N
(b) for satisfeito (ambos implicam b(z) < Ca(z), para |z| suficientemente grande),

temos que

(200 + 1) — Q)N a(@)ul"™" + (p — 2o + 1))8b(z)]ul”
< (@O +1) =X+ (p =20 + 1)6CIuP ) alx)
< 0, (2-59)

para todo x € B%(0), onde B%(0) := {z € RY : |z| > R} com R > 0 suficientemente
grande. Note que o Teorema 2.42 garante que existe R > 0, pois u? € L}(RY), p > ¢
e u(x) — 0, quando || — 400 de modo que

MN(qg—2(c + 1))|ulr™t > 0(p — 2(0 + 1))|ul|P~.

Uma observagao relevante é que, ao realizar os mesmos calculos apresentados nos
Teoremas 1.44, 1.45 e 2.42, concluimos que u € C1#(B(0, R)), para algum 3 € (0,1)
(RY) N L*(RY), mostrando

que u(z) — 0 quando |z| — +oco. As tltimas condigbes provam que

e para todo R > 0. Em particular, temos que u € CP_

(g—2(c+ 1))\

L P TEESY,

em B%(0),
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para qualquer R > 0 suficientemente grande. Sabemos pela hipotese (v3) que
171 = {z e RY : V(z) > 1}| = +o0.
Isso implica que

o Bu = (2o +1)— g)\a(x)ul”
+(p — 2(0 4+ 1))0b(x)|ulP~t — 20V (z)u <0,

em B%(0) N 7;. Consequentemente, podemos deduzir que Au > 0 in B$(0) N 7.
Nesse estagio, uma vez que 77 = [T, N Br(0)] U [T1 N B%(0)] onde

|71 N Br(0)| 4 |71 N Bg(0)| = |T1| = +oo0,

segue que

|71 N B%(0)] = +o0.

Dessa forma, aplicando o Lema 2.43, inferimos que
(p—2)0b(x)|[ulf~' = (¢ — 2)Na(2)|u|" + 200s|| Vul|3° Au em B%(0) N Ty,

A 1ultima condi¢ao mostra que

(g —2)\"a(x)

ulP~ > ] 2-60
= i) o0
Se o item (a) for verdadeiro, mencionamos pela desigualdade (2-60) que
—2)\* —2)\*
|ulP~ > lg=2)X" inf alz) > 4 = 2X°C =:C, > 0, (2-61)

(p—2)0 zerN b(x) O(p—2)

onde C e C; sao constantes positivas. Uma consequéncia imediata da desigualdade
(2-61) é que
2> Ci7s > 0 em BS(0) N Ti.

A ultima estimativa, juntamente com |B%(0) N 71| = +o00, nos leva a uma con-
tradicao, uma vez que u? € L'(RY). Agora, se o item (b) for verdadeiro, fazendo
|z] = 400 em (2-60) e lembrando que u(z) — 0, obtemos

(g=2A" . al@) _ (¢=2\

0>-—+——~— lim = C >0,
~ (p—2)0 |z|++o0 b(x) (p—2)0

o que é uma contradicao. Portanto, qualquer solugao fraca positiva ou negativa u

para o problema (Py) satisfaz u & N\ 0*’9. Isso finaliza a prova. O



CAPITULO 3

Solucoes positivas para um problema
eliptico do tipo Kirchhoff com crescimento

critico em RY

O principal objetivo deste capitulo é investigar a existéncia, nao existéncia
e a multiplicidade de solugoes positivas para o seguinte problema eliptico do tipo

Kirchhoff com uma nao linearidade critica em todo o espaco RY :

—m (||Vul]3) Au+ V(z)u = Aa(z)|u)!"%u — O|ul? ~2u em RV,

(Pe)
u € HY(RYN),

onde N > 3, os parametros ), > 0 e o potencial V : RY — R ¢ limitado por baixo

o0

% (RY). Além disso, assumimos que a

por uma constante positiva e pertence a L
fungao a € L™ (RY) N L (RY), onde 7 =

loc

2*2;1 e a(r) >0 qtp. em RV,

Assim como abordado no Capitulo 2, nossa estratégia se fundamenta no
método de minimizagao sobre a variedade de Nehari e no método do quociente de
Rayleigh nao linear. Ressaltamos que o problema (P.) apresenta desafios notéveis,
incluindo a nao compacidade da imersio de Sobolev H!(RY) — L? (R¥), aspecto
natural dada a infinitude da dimensao do espago H*(R"). Outra complexidade que
encontramos é relacionada ao método de fibragao e a nocao de valores extremos
[42,43], os quais indicam que a variedade de Nehari associada ao problema (P.)
possui pontos degenerados. Isso implica que o Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange nao pode ser aplicado de maneira geral. Dessa forma, essas peculiaridades
tornam a determinacao da existéncia, nao existéncia e multiplicidade de solugoes
para o problema (P.) uma tarefa extraordinariamente desafiadora. Portanto, nossa
principal contribui¢ao concentra-se na restauracao dos resultados de convergéncia
forte e compacidade.

E importante enfatizar que, até onde sabemos, o presente capitulo é o primeiro

que fornece uma descricao completa do tamanho dos parametros A\,6 > 0 de tal
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forma que existem pelo menos duas solugdes positivas para o problema (P.), mesmo
com a presenca do expoente critico.
Aqui, adotamos as seguintes hipoteses para o problema (P,):

(M) A fungao m : RT — RT satisfaz m(t) = a1 + at?, para todo t € Rt e

2

ap,ap >0 com 0 <o < 55;

(A1) 2 <qg<2(c+1) < 2%
(As) A fungao a : RY — Rsatisfaz a € L™(RY)NLX (RY), onde 7 = % ea(x) >0

q.t.p. em RY;

(V1) O potencial V pertence a L (RY), e existe uma constante V, > 0 tal que

V(z) > Vp, para todo x € RN,

Antes de delinearmos a estrutura variacional do problema (P.), é essencial
destacar que varios resultados obtidos nos Capitulos 1 e 2 sao igualmente aplicaveis
ao Capitulo 3. Para uma organizacao mais eficiente deste capitulo, optamos por nao
apresentar nem demonstrar alguns desses resultados. Dessa maneira, as Observagoes
1.11, 1.12, 1.16, 2.9, 2.10, 2.12 e 2.19, assim como as Proposicoes 1.13, 1.14, 1.15,

1.17, 2.11, 2.20, 2.21, 2.27, 2.33 e 2.35, e os Lemas 1.30 e 2.29, permanecem validos.

3.1 Estrutura variacional do problema

Seja X um subespaco proprio de H!(RY) definido por

X = {u c H'(R"): /RN V(z)uldr < +oo} ,

equipado com o produto interno dado por

(u,p) = / (a1 VuVp + V(z)uplde, ¢ € X.
RN

A sua norma usual é dada por

2

ul| = /{u, u) = </ [ou|Vul? + V(2)u?] dx) , ueX.
RN
Note que (X, || -||) é um espago de Hilbert (veja o Lema 1.2). Relembramos que S«
¢ a melhor constante da imersdo continua de Sobolev X < L?"(RY) tal que
Jul”

0< Sy := inf (3-1)

wex\{0} |Jul|3.

Uma consequéncia imediata da estimativa (3-1) é

-1
2 < 52

|u ul|, ue X\{0}.
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Ao aplicarmos as mesmas ideias discutidas na Observagao 1.7 e considerarmos
a hipotese (V1), observamos que a imersao X — L*(RY) ¢ continua para cada
s € [2,2*]. No entanto, ao contrario do Capitulo 2, onde a condigao de Bartsch-Wang
(veja [12]) desempenhava um papel crucial, neste capitulo a hipotese (As) assume

uma importancia significativa, especialmente no que diz respeito & compacidade.

Observacao 3.1 Com base na hipdtese (V1), € facil verificar que

1 1
e = [ (Ve +w)ie < — [ alVuPdet g [ Vet

a1 JrN 0 JRN
1 1
< 4 2
< max (051"/0) ||u]|%,

para todo u € X\{0} e ay, Vy > 0.

Agora, considere o funcional energia J : X — R associado ao problema (P,),
definido por

(8%

1 - A 0
) = glhlP + 5 IVl =2 [ et + [

Y dx.

Com base em nossas suposigoes, qualquer solucao fraca u € X para o problema (P..)

satisfaz a seguinte condigao:

Definicao 3.2 Dizemos que u € X € solugao fraca para o problema (P.) se, e

somente se,

mwﬂwmva@ﬂVW?=A/iM@M“%wm—é/
RN

N lu|* “*updz,
R

para todo p € H'(RY).

Conforme detalhado no Apéndice B, temos que o funcional energia J é de

classe C?(X;R). Esse fato nos possibilita determinar as seguintes derivadas:

T (w)u = ||ul|? + az | Vul[37 = Aullg, + 0]ju
J" () (u,u) = [|ull? + az(20 + 1)Vl 37 = Ag — Dulld, + 027 — 1)
onde definimos

!wm:/(mmmxem§:/|u

Neste momento, seguindo as mesmas ideias discutidas nos trabalhos [55, 56],

2%
2%

2*
2%

Ydr,ue X.

introduzimos a variedade de Nehari associada ao problema (P.) da seguinte maneira:

N o= Lu e X\0} : Null, = ull* + a| Vul 3+ + 0l

31} L (32)
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Da mesma forma que no Capitulo 2, dividimos a wvariedade de Nehari em trés
subconjuntos disjuntos, a saber, N':= Nt UN~ UN? onde

Nt = {fueN: JWu=0eJ (u)(u,u) >0},
N = {fueN: JWwu=0eJ (u)(u,u) <0},
N = {ueN:Jwu=0eJ (u)(u,u) =0}

De acordo com (3-2), para qualquer u € N, temos que

T () (u,u) = (2= 29)|ul? + as(2(e + 1) — 29[| Va3 + A2" — g)||ulle,
= (2 @llul® + as(2(0 + 1) — )| Vul3 7 + 62" — g)l|ul3. (3-3)

A seguir, apresentamos as principais propriedades que relacionam o método
do quociente de Rayleigh nao linear e o método de Nehari. A primeira propriedade
descreve o comportamento do funcional J quando a sua energia é igual a zero, ou

seja,

1
£~ {uex\o): 2huly =l + 522

o 0 *
S Il + Sl 30

2*
Desse modo, ao adotarmos algumas ideias previamente desenvolvidas nos estudos
[42, 43|, inferimos pelas defini¢oes (3-2) e (3-4) que

u € N se, e somente se, R,(u) = A,

u € & se, e somente se, R.(u) = A,

onde R,,R. : X\{0} — R representam os quocientes de Rayleigh nao lineares

associados ao pardmetro A\ > 0, sendo definidos como:

ul]? + ol Yl + 0]|ul|3:
R,(u) = , X\{0 3-5
" el v € X0} (3-5)
e
Hul? + 52551V ull3 7 + £ lull3:
Re(u) := . e X\{0}. 3.6
v ol we X\ 39

Vale ressaltar que R,, e R, estdo bem definidos e pertencem a C?*(X\{0};R). A
demonstracao desse fato segue ideias similares as do Apéndice B.

Observe que as Defini¢oes 2.4 e 2.5, apresentadas no Capitulo 2, também sao
satisfeitas e amplamente utilizadas ao longo deste capitulo. Além disso, é facil
verificar que a fungao B, definida na equagao (2-9), nao satisfaz a condi¢ao de

Ambrosetti-Rabinowitz e possui sinal indefinido ao substituirmos 0b(x)|t[P~2t por
|t|* 2t
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3.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do

quociente de Rayleigh e Nehari

O objetivo desta secao é elucidar algumas propriedades fundamentais sobre
o método do quociente de Rayleigh nao linear e o método de minimizacao sobre a
variedade de Nehari. E importante destacar que o conjunto A esté associado ao com-
portamento de func¢oes conhecidas como fibering map. Essas fungoes, representadas
por 7, : (0,4+00) = R, sdo definidas por

J t2 ) t2(0’ 1)
t) = J(tu) = — S

Note que a identidade =, (t) possui propriedades interessantes, as quais podem ser

t2*

o 4
| Va3 = = Al + 5

interpretadas de forma anédloga a equagdo (2-11) no Capitulo 2, substituindo o
expoente p pelo expoente 2*.

Para investigar o comportamento geométrico das fibras dos funcionais R,,(tu)
e R.(tu), dados em (3-5) e (3-6), introduzimos novas fungoes @, (t) := R,(tu) e
Q.(t) := Re(tu), para todo t > 0 e u € X\{0}. Com essas fungoes, deduzimos pela
hipotese (A1) que

lim @, (t) = o0 e tEeroo Qn(t) = +oo.

t—0t

Além disso, é facil verificar que

d d *
L EQ) @l _ L #Qu) 62— o)
s B Tl N

2 > 0.

Como resultado, podemos afirmar que existe pelo menos um ponto critico para
o funcional R,,. Esse ponto critico correspondera a um minimo global. De forma

analoga, obtemos as mesmas condi¢oes acima para o funcional R,.

Observacao 3.3 Uma vez que o funcional R, possui pelo menos um ponto critico,

afirmamos que esse ponto critico € iunico. Com efeito, como %Rn(tu)}t:t (w) = 0,
encontramos
(g = 2)[[ull? = as(2(0 + 1) — )| Vu| 5 + 62" — ) 2 Jul 3,

para todo t = t,(u) > 0. Ezaminando a equagdo acima, introduzimos uma fun¢ao

Lo :(0,+00) = R da sequinte maneira:

Lo(t) :=an(2(c +1) — )tQUHVuHQ (o+1) _|_ (2 )t2 _QHU

Q-

A dltima afirmagao, em conjunto com a hipdtese (Ay), implica que
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lim Lo(t) =0 e lim Lo(t) = +oo,

t—0+ t—400

com a fungdo Lo estritamente crescente para todo t = t,(u) > 0. Por outro lado,

tem-se que
Ls(t) = (¢ = 2)||ul* > 0.

Portanto, hd um tnico ponto critico t = t,(u) > 0 para o funcional t — R, (tu).
Analogamente, temos que o funcional t — Re(tu) possui um ponto critico unico
t =te(u) >0, para cada u € X\{0}.

Com o intuito de tornar mais acessivel ao leitor, a Figura 3.1 ilustra a possivel

geometria das fungoes Ly e Ls.

Y

0 T ()

Figura 3.1: Ezisténcia e unicidade de t,(u) > 0.

Observe que nossas hipoteses nao garantem que a imersao X — L*(RY) seja
compacta, para cada s € [2,2*). Esse fato introduz algumas dificuldades adicionais
em nosso trabalho, as quais ficarao evidentes a seguir. Dessa forma, o proximo
resultado desempenha um papel crucial, especialmente no que diz respeito a questao

da compacidade.

Proposicao 3.4 Suponha (M), (A1), (A2) e (Vi). Assuma que up, — u em X, para

algum u € X. Entao, obtemos que
k’EI—Poo up — ul|f, = lim a(x)|ug — u|?dx = 0.

Prova. Seja a bola aberta B(xg, R) C RY com 2y € RN e R > 0. E sabido que

/ a(x)|uy — u|?dx = / a(x)|ug — u|%dx + / a(x)|ug — u|%dx.
RN RN\ B(o,R) B(z0,R)
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Enfatizamos pela hipdtese (A2) que existe R > 0 (fixo) de tal maneira que

~ 2%
/ la(z)|"dz < e, com 7 = ———.
RN\ B(zo,R) 2 —q

A dltima estimativa, juntamente com a desigualdade de Holder e a imersao continua

d:v) '

X — L*(RY) para cada s € [2,2*], nos permite concluir que

2%
/ a(x)|ug —u|fde < (/ |y, — ul? dx) (/ la(x)]
RN\ B(z0,R) RN RN\ B(z0,R)
%
([, )
RN\B(z0,R)

-4 1
S 52*2€F||uk_u||q

a9 1
< CSycer.

<

|lup — u

Além disso, como uy — w em X para algum u € X, deduzimos que uy(z) — u(z)
q.t.p. em B(zg, R), up — u em L*(B(zo, R)) e |ug| < hs, onde hy € L*(B(zo, R)),
para cada s € [1,2*) e R > 0. Com isso, temos pela hipotese (A3) que a € L (RY)

loc

e, portanto,
a(x)|u, — ul? < Crh? € L'(B(zo, R)).

Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que
/ a(x)|up —u|ldx < e, k> k.
B(zo,R)
Como produto, inferimos que

lim a(x)|ug — u|%dx = 0.

Em particular, a Identidade de Brezis-Lieb estabelece que

i g, =

Isso completa a prova. OJ
Nesta etapa, apresentamos um dos resultados mais pertinentes deste capitulo: o

funcional energia demonstra ser fracamente semicontinuo inferior. Esta constatagao

¢ fundamental para a prova de que toda sequéncia minimizante contém uma

subsequéncia convergente.

Lema 3.5 Suponha (M), (A1), (A2), (Vi) e \,0 > 0. Assuma que existe uma
sequéncia (ux) € X tal que up — u em X, para algum u € X\{0}. Entao o funcional

u > J(u) € fracamente semicontinuo inferiormente.
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Prova. Seja (uy) € X uma sequéncia tal que ux, — v em X, para algum v € X\{0}.

Nesse caso, é facil ver que
2 < liminf ||ug|?.
ull® < lim inf {|ul]
Adicionalmente, usando a Proposicao 3.4 e o fato de que u;, — u em X, encontramos
i g, = el

Em vista de que uy(z) — u(z) ¢.t.p. em RY, obtemos pelo Lema de Fatou que

2%
Q-

|u||3: < liminf |juy,
k—+o00

Utilizando o mesmo raciocinio discutido no Lema 1.20, tem-se que
2004+1) _ 1. - 2(0+1)
|IVull5 < liminf ||Vug]|5 :
k——+o0
Sob tais condig¢oes, podemos concluir que

J(u) =

2%
2*

1, a 2041) A 0
Z |V — Zlulle —

k——+o0 [q],a - ;Huk

.. 1 65)] 2(c+1 A
< liminf (§Hukl|2 -+ m“vukug( o Euuk

2%
9%

Isso completa a demonstracao. O

= liminf J(uy).

k—4o00

Observagao 3.6 Salientamos que os funcionais u — Ry,(tu) e u — R.(tu) sao
fracamente semicontinuos inferiormente para todo t > 0. A prova seque utilizando
as mesmas ideias discutidas no Lema 3.5, com énfase na aplicagio do Lema de
Fatou.

Proposigao 3.7 Suponha (M), (A1), (A2), (V1), A € (\*,+00) e @ > 0. Entao a

fungao t, € (—1)~homogénea. Além disso, a fun¢ao S, € 0-homogénea e é continua.

Prova. A prova usa os mesmos argumentos discutidos na Proposigao 2.13. 0J

Agora, vamos explorar algumas propriedades interessantes relacionadas ao
método do quociente de Rayleigh nao linear. Salientamos que essas propriedades
possuem uma estrutura semelhante aquelas estabelecidas no Capitulo 2, as quais
utilizamos para demonstrar a coercividade sobre a variedade de Nehari N7. Em
contraste com o Capitulo 2, optamos por apresentar esses resultados logo no inicio
desse capitulo, uma vez que serao tteis, por exemplo, para demonstrar que a fungao
S, € limitada inferiormente por uma constante positiva. Dessa forma, para todo

t>0eue X\{0}, obtemos as seguintes estimativas:
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B () = Il + azll V() [
n ||tu aa - ||tU||g,a ;
e
20’+1 * .
R.(tu) = %||tu||2 a+1)||v( )HQ( )+ 2% tu| % %||tu||2 + 4 2
e tulf SR T

Essas desigualdades nos possibilitam definir novos funcionais R,, R, : X\{0} — R
dados por

2%

t *
S0 (37

~ alltull® + 5

t 2
el e Re(tu) := T
5”75“”:1,&

[tul]g.o

R, (tu) ==

Uma simples manipulagao algébrica em (3-7) garante que

2*
2% — O,

d R - * * _g—
||U||q’a (aRn(tu)> = (2—q)t1 q||uH2+¢9(2 —q)t2 q 1||u

full (R} = (350) et o (250 ) et

se, e somente se,

= [ =2 ||u||;r*12 e =% ).

(2 = q) [Jull3-

onde t, e t. representam os tinicos pontos criticos dos funcionais R,, e R,, respecti-

2 =0

)

vamente. Como produto, deduzimos que

- . 1 (g —2)Jull? } )
Sp(uw) := R, (t,(uw)u) = - U
(W)= Ruffulwh) = o ([9(2*_@ |
Dl 17
+9[ (< )’ | lullZ
92 =g 243
1'10211*:22 ||u|| 2 2||u 2% , (3-8)

[llg.a

onde Z; é uma constante positiva definida por

2*
7, — q—2 2" —2 .
2* —q q—2

De maneira analoga, segue-se que

2% q—2
2% —2
2%

= ol

ullg.o

Se(u) := Re(t,(u)u) = T,07 >

Y
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onde Z, é uma constante positiva dada por

E facil perceber que S, (u) > S, (u) e So(u) > S.(u) para cada u € X\{0}, onde

Observacao 3.8 E relevante destacar que as mesmas propriedades apresentadas na
Proposicao 2.27 e na Observagao 2.28 sao vdlidas para as funcoes §n 2 :S';. Optamos

por omitir os detalhes.

Proposicao 3.9 Suponha (M), (A1), (A2), (Vi), A € (\*,4+00) e 8 > 0. Entao
existe uma constante positiva Co = Co+(q, a1, 2, 0, N, 0, Sa+) tal que ||v]| > Co, para
todo v = t,(u)u. Além disso, a fung¢ao S, € limitada por baizo por uma constante

positiva Cy.

Prova. Mais uma vez, lembramos que ¢ > (0 é o tnico ponto de minimo local

n(w)
para R, (tu). Essa afirmagao implica que diR 0 se, e somente se,

|tt()

(= 2)l[tn(ul” = a2(2(0 +1) = @)V (ta(w)w) [
+0(2" = g)[[tn(w)ullz-. (3-9)

Um calculo simples prova que

[Vl <

1
—[w]**Y, w e X\{0}.
o

Dessa forma, fazendo v = t,,(u)u na equagao (3-9) e, em seguida, utilizando a imersao

continua X — L*(R"Y) para cada s € [2,2*] e a hipotese (A;), temos

« N _2r N
(¢ =2)[v]* < aail 2(0 +1) = )[ol* TV + 602" — )85 7 [lol*. (3-10)
1

Consequentemente, mencionamos que

1 < C[v]|* + Cof||v r-z

onde Cq,Cy sao constantes positivas dadas por

¢ a<2<a+1>—q>} . 0 [Q]
2)

a7 (g -

So? (g — 2)
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Assim, fazendo uma manipulagao algébrica na desigualdade (3-10), tem-se que

1
1 prd
oll = (H—QC) 0y > 0, se o] < 1,

N
|| > | =—— =:C4 >0, se |[v|| > 1.
Ci +0C,

Portanto, existe uma constante Co+« > 0 tal que ||v]| > Ca-, onde CQ* = min{C3, Cy}.

Por conseguinte, a desigualdade de Hélder com expoentes r = g > leZ > 1nos
fornece que
q

< (/RN ra<x>|’*dx); (/R u d:C) _

para todo u € X\{0}. Agora, aplicando a imersao continua X — L*(RY) para cada
€ [2,2*], obtemos

(3-11)

[ullg

= we X\{0}.

*

A ultima desigualdade, juntamente com as estimativas (3-8) e (3-11), garante que

—2
. T.03 =2
Suw) > Sy(u) > i
S 7 |lall
q=2
ng*fz
= —_@
S 7 |lall
= Co.
Portanto, a fungao .S,, é limitada por baixo por uma constante positiva. O

Observagao 3.10 Assumindo que a € L®(RY), temos que a fungdo S, ¢ limi-
tada por baizo por uma constante positiva C,. De fato, usando a desigualdade de
Interpolacao, deduzimos que

g al—p) _

q(1—p) de 1=
o , onae 9 + o=

[ullga < llalloollell"llu

com p = qEZ* g% € (0,1). Uma vez que V(x) > Vi, seque que

_1
Julls < Vo 2flull, u e X.
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Essas condigoes assequram que

Sp(u) > Sp(u)

2% —q 2 1=2
e = T
[[2/|g,a
22—, 2 s
q—2 W\~ 2" =2 ||U|| 9%
2 o DI
l[al]oolfullo* = [Ju][ >~
*
T035y
1 0 _.c
> ——— =:C,.
llalloo

Define um conjunto aberto U* := {u € X\{0} : A > S, (u)}. Essa definigdo
nos permite demonstrar que a funcao S, é fracamente semicontinua inferiormente

para cada u € U*.

Proposigao 3.11 Suponha (M), (A1), (Az), (Vi), X € (\*,4+00) e 0 > 0. Entio a

fungao S,(u) € fracamente semicontinua inferiormente para cada u € U*.

Prova. Seja (u) € U* uma sequéncia tal que u, — u em X, quando k — +o0.

Primeiramente, assuma que
||| < liminf ||ugl|.
k—+o00

Um célculo simples, utilizando o fato de que R,, é fracamente semicontinuo inferior-

mente para todo ¢t > 0, mostra que

R, (tu) < liminf R, (tu) < A.

k—+4o00

Em particular, para k£ € N suficientemente grande, tem-se que R, (tu) < R, (tus),
para todo t > 0. As ultimas condi¢oes asseguram que existem ¢, (u), t,(ux) > 0 tais
que t,(u) < t,(u) ou t,(uy) < t,(u), para cada k € N suficientemente grande.

Dessa maneira, inferimos que

Sp(u) = Ry(tn(w)u) < Ry (tn(ur)u)
< liminf Ry, (¢, (ug)ug)

k——+o0
= limi ) -12
im inf S, () (3-12)
Nesta etapa, assuma que
||u|| = lim inf ||ug]|.
k—+o0

Como u +— R, (u) e u > t,(u) sdo fungdes continuas, concluimos que (3-12) também

é satisfeita. Isso completa a prova. 0
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A fim de facilitar a compreensao da Proposicao 3.11, optamos por apresentar

uma ilustragao geométrica dos passos que percorremos para chegar a esse resultado.

Sn(ug)

Sn(u)

tn(ug) tn(u) tn(ug) t

Figura 3.2: R, (tu) < R,(tuy), para cada k € N suficiente-
mente grande e t > 0.

A préxima proposi¢ao prova que os nimeros positivos A* e \,, estabelecidos na
Definigao 2.5, sdo atingidos por alguma fungao v € X\{0}. Esse resultado é crucial

para garantir a existéncia de pontos criticos para o funcional energia .J.

Proposicao 3.12 Suponha (M), (A1), (A2) e (V1). Entao existe u € X\{0} de tal

modo que

A= inf S,(w)=S,(u) e Ai= inf S.(w)=Sc(u).

weX\{0} weX\{0}

Além disso, temos que 0 < \* < A\, < +00.

Prova. Inicialmente, afirmamos que A* ¢ atingido por alguma fungao u € X\{0}.
Com efeito, seja (ug) € X\{0} uma sequéncia minimizante para S,. Sabemos pela

equagao (3-5) que

vk 1 + 0| Vor 157 + 6]|vi 13-
Sn(ve) = 3-13
o B ’ (3-13)
onde vy = t,(ug)ux. Agora, defina uma sequéncia normalizada w;, = —\\v:ﬁqa com

||wgllg.a = 1. Dessa forma, usando a Proposicao 3.7 e (3-13), mencionamos que

Su(vr) = Sp(wy) = [[wil|? + ol Vr |37 + Ol|wy |3 — A7,

quando k — +o0o. Como consequéncia, dado ¢ > 0, existe kg € N tal que

2(o+1

lwnll” < gl + azl| Vall37 + Ollwe 5 < A + e, & = ko.
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Isso significa que a sequéncia (wy) é limitada em X. Assim, existe w € X de tal
maneira que wy — w em X. Aqui, afirmamos que w # 0. De fato, suponha por
contradi¢ao que w = 0 com w, — 0 em X. A tltima condi¢do, juntamente com a

Proposicao 3.4, nos fornece que
1= Jlwell§o = llwll§a + ox(1) =0,

o que ¢ uma contradigao. Logo, obtemos que a fun¢ao w # 0. Portanto, usando a

Proposicao 3.11, inferimos

AT < S (w) < l/ir—I}ngof Sn(wy) = A
Concluimos que A* = S, (w), para alguma fun¢ao w € X\{0}. Similarmente, temos
que o numero A, também é atingido por alguma funcao u € X\{0}. A prova de
0 < \* < A\, < 400 segue de maneira similar a demonstragao da Proposigao 2.20. [J
Neste momento, apresentamos um resultado no qual, conforme varia o para-

metro A\, obtemos projecoes tinicas sobre a variedade de Nehari V.

Proposicao 3.13 Suponha (M), (A1), (As), (Vi), A € (\*,+00) e § > 0. Entao
para cada v € U*, a identidade 7, (t) = J(tu) possui exatamente dois pontos criticos

distintos de modo que 0 < t™ (u) < t,(u) < ™" (u) < 400, onde

(a) O nimero positivo t™*(u) é um ponto de minimo local para a identidade 7,
tal que t™(u)u € N'T;

(b) O nimero positivo t™~(u) € um ponto de mdximo local para a identidade
tal que t"™ (u)u € N~ ;

(c) Os conjuntos de Nehari Nt e N~ sao nao vazios, para cada u € U*;

(d) As fungoes u — t™F(u) e u s t™~(u) pertencem a C*(U*;R).

Prova. Destacamos que a demonstracao desta proposicao segue exatamente os
mesmos principios discutidos na Proposicao 2.17. Por uma questao de organizagao,
optamos por omitir os detalhes. O

E importante ressaltar que os mesmos resultados obtidos anteriormente

aplicam-se também a funcao S..
Proposigao 3.14 Suponha (M), (A1), (A2), (V1), X € (\*,4+00) € 6 > 0. Entao,

(a) A fungao t. é (—1)—-homogénea;
(b) A fungio S. é O—homogénea, continua e fracamente semicontinua inferior-
mente;

(c) Eziste uma constante Cs > 0 de tal forma que |w|| > Cs, para todo w = t.(u)u;
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(d) A fungao S, € limitada por baizo por uma constante positiva Cg;

(e) Existem dois pontos t®*(u) et (u) com 0 <t~ (u) < t.(u) < t“F(u) < 400
tais que t>T(u)u € € et (uw)u € E. Além disso, as fungoes u +— tF(u) e
u — 9~ (u) pertencem a C'(U,;R), onde U, := {u € X\{0} : X > Sc(u)}.

Prova. A prova segue precisamente o mesmo raciocinio discutido nas Proposic¢oes
3.7, 3.9, 3.11 e 3.13. OJ

Observacao 3.15 Note que, para cada A € (A\*,4+00), a identidade 7. (t) = 0 €
satisfeita para um tnico ponto critico t = t,(u) > 0 tal que t,(u)u € N° quando
A = Su(u). Além disso, a identidade 7, (t) = 0 ndo admite nenhum ponto critico

quando A\ < S, (u). Para uma compreensao mais detalhada, veja a Proposigao 2.21.

3.3 Resultados relativos a variedade de Nehari

Nesta segao, exploramos resultados relevantes relacionados ao método de
minimizacao sobre a variedade de Nehari. Os dois primeiros resultados garantem

de maneira simples que o funcional energia .J é coercivo em relacao a N.

Lema 3.16 Suponha (M), (A1), (A2), (Vi) e X\,0 > 0. Entao existe uma constante
positiva 0, = 0,(q, A, So:2, ||all7) tal que ||u| > 0,4, para cada uw € N. Além disso, o

funcional energia J € coercivo em N~ UN? sempre que X € (\*, +00).

Prova. Considere v € N uma funcao fixa. Isso implica que

2(c+1 *
0= [[ull® + | Vally" = Allullt,, +6lull3 > Jull® = Allull,.
Como resultado, segue-se pela estimativa (3-11) e a imersao continua X < L¥(RY),
para cada s € [2,2*], que

_4g
lull® < Mullg o < Mallzllulli. < AlallzS5-?

q,a —

Jull.

Dessa forma, mencionamos que

1

1 —

Jul| = | ——= =: 0g- (3-14)
Al|a||755:2

Portanto, a variedade de Nehari NV est4 longe da origem. Adicionalmente, afirmamos

que o funcional energia J é coercivo em N~ UN°. Com efeito, seja u € N~ U N,

Entao

J(wu=0 e J"(u)(u,u) <0
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A tltima estimativa, juntamente com (3-3), assegura que

(P = (2
()

Note que, utilizando a desigualdade (3-15) e a hipdtese (A; ), encontramos

(3-15)

J(u) — J(u)—%J’(u)u

- (5 (5 ) e
22 e (g2 =22 1)

_ q)
“q

>

- (2qo + 2q 2*2q(0 + 1)

(2250 ) bl (3-16)

Uma implicagao direta da desigualdade (3-16) é

lim J(u) = 4o0.
lluf =00

Isso finaliza a prova. O

Lema 3.17 Suponha (M), (A1), (Az), (Vi), X € [X\*,+00) e § > 0. Entio o

funcional energia J € coercivo em N*.
Prova. Suponha que |lu]| — 400, para toda fungao fixa u € N'*. Nesse caso, tem-se

que J'(u)u =0 e J"(u)(u,u) > 0. A ultima condigao implica que

A2" = @) lulll, (2° —2)||lu* + (2 — 2(c + 1))||Vu||§("+1)

>
> (2" =2)ul”.

Como produto, obtemos

1 /2% —
foll > 5 (5= ) Il (317)

Analisando a desigualdade (3-17), é facil perceber que

li r=
= o0

Além disso, utilizando a estimativa (3-11), tem-se que

*

lullZe < llall*
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Essa desigualdade, juntamente com ||u||,. — +00, garante que

2%

o 2(c+1 «
Ry = 2P IVl g
u) = —
’ Ml — 2 ullge
0q .
> = llullga
2*|all;*
—  +fo0.
Agora, para simplificar a notagao, considere J(u) = Jy(u) onde
R.(u) — A
) = (@) + (LI (319

Observe que Jg, (u)(u) = 0, para cada u € £. Dessa forma, como R.(u) — +o0,
quando ||u|| — 400, segue para ||u|| suficientemente grande que R.(u) > A. Nesse

caso, substituindo (3-17) em (3-18), tem-se que

nw = (B2 g > (4 -1 (L)

Portanto, pela hipotese (A ), temos que J(u) — 400 quando |ju|| — +oo. O

Proposigao 3.18 Suponha (M), (A1), (A2), (V1), X € [N\*,+00) e 6 > 0. Entdo o

conjunto de Nehari N° € nao vazio.

Prova. Inicialmente, assuma que A = \* seja satisfeito. Assim, nao é dificil ver pela

Proposicao 3.12 que
A= S,(u) = Ry(tn(u)u), u € X\{0}.

Como t,(u) > 0 é o tnico ponto de minimo local para @, (t,(u)) = R, (t,(u)u),

temos

Um céalculo simples assegura que

_d _ 1 J" (tn(w)w) (ty (w)u, t, (u)u) "
B R~ )T

Isso implica que J”(t,(u)u)(t,(uw)u, t,(uw)u) = 0 tal que t,(u)u € N°. Portanto, o
conjunto N é nao vazio. Neste momento, assuma que A € (\*, +00) seja satisfeito.

Considere (wy) € X\{0} uma sequéncia, de tal modo que ||wi| = 1 onde wy — 0
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em X e (wy) nao converge fortemente para a fungao nula em X. Uma simples

manipulagao algébrica em (3-11) prova que

b 1 A
[[wg |- > ——y lwkllea
lafl 7

Além disso, aplicando a Proposicao 3.4 e o fato de que wy — 0 em X, mencionamos
lim [y 0 = 0.
k——+o00

As ultimas afirmagoes implicam que

2 A=2 q—2 92 —q
~ —2 ||w 0272 1 72
Sn(wi) > 1,07 L 2*q - 2*(g=2) ( ) — +00,
Hwk q,a ||a||?(2*72> ||wqu’a
T

quando k — 4o00. Logo, podemos deduzir que S,,(wy) > §n(wk) — +00. Consequen-
temente, para todo k& € N suficientemente grande, tem-se que S,(wy) > A. Dessa
forma, empregando o mesmo raciocinio apresentado na Proposicao 1.29, concluimos

a demonstracao dessa proposicao. 0

Observacao 3.19 E importante destacar que wma implicacio imediata do Lema
3.16 ¢ que N e N° sdao conjuntos fechados em X, para cada A € (\*,+00). Além

disso, sabemos que as variedades N+ e N~ obedecem a sequinte condi¢do:
NT=NTUN® ¢ N-=N"UN".

A demonstracao desse fato seque exatamente as ideias discutidas na Proposi¢cao
2.24, onde chegamos a uma contradi¢do nos casos (i), (ii) e (iii), uma vez que
para qualquer u € N°, temos que B(u, R) "N ¢ N°. Ressaltamos que a principal
modificacdo aqui em rela¢ao & Proposicao 2.24 foi o sistema obtido no item (ii).

Dessa forma, nos deparamos entao com o sequinte sistema de equagoes:
r—y—2=0
20 — (20+2)y —22=0
(q— 1D+ 2c+1—-—qy+(2*—qg—1)z>0,

onde as varidveis

z=(g=2)|ul?, y=a2(c+1) — @) |Vul37 ez = 02" — g)|ul%.

Em vista do sistema acima, definimos um nimero A dado por

A=@g—-1Dz+Q2o+1—-qy+(2"—q¢—1)z.
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Assim, baseado na construgao de A, definimos o sequinte sistemas:

r—y—2=0
20— (20+2)y —2"2=0 (3-19)
(q—Dx+Q2o+1-qy+(2"—qg—-1)z=A.

Consequentemente, o sistema (3-19) pode ser escrito como:

1 -1 -1 x 0

2 959 o Jyl=1]0

q—1 204+1—¢q 28—q—1 z A
matriz p

Note que det D = 0. Além disso, aplicando o método do escalonamento na matriz
D, mencionamos que

1 —1 -1 0 1 -1 -1 10

Lo + —2L1 + Lo

2 —20 — 2 — 2% 0|t ohtlslg 95 2_92%|( |

—

g—1 2041—q 2"—qg—1|A| ™"tk 0 O 0 A

onde Ly, Lo e L3 representam, respectivamente, a primeira, a sequnda e a terceira

linha da matriz escalonada. Portanto, temos que A = 0.
Destacamos que uma consequéncia imediata da Observagao 3.19 é que os niveis

de energia cpr+, Co— € Ca0, podem ser expressos por:

cyo = inf J(u) > inf  J(u)= inf J(u)= inf J(u) = cp+, (3-20)

ueNO ueEN+UND ueNT ueN+
= inf J(u)> inf J(u) = inf J(u)= inf J(u) =cy-. (3-21
o= inf J(u) = inf J(u) [t (w) = inf J(u)=cwy (3-21)

Lema 3.20 Suponha (M), (A1), (Az) e (Vi). Entao qualquer sequéncia (uy) € N

tal que up — u em X, para algum u € X satisfaz u # 0.

Prova. Suponha por contradicao que u = 0. Uma vez que u, — 0 em X, quando
k — +oo, deduzimos pela Proposi¢ao 3.4 que [[uxl|?, — 0, quando k& — +oo.

Consequentemente, dada uma sequéncia (uy,) € N, inferimos que

o+1

]l < Jun® + ol Vur 377 + 6]jus

2 = Alugllf, =0,

quando k — +o00. Isso significa que ||ug|| = 0, quando k — +oo. A tltima afirmagao,
em conjunto com o Lema 3.16, garante que 0 < 0, < [Jug] — 0, o que é uma

contradi¢ao. Portanto, u # 0. Isso completa a prova do lema. Il
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Neste momento, apresentamos dois resultados cruciais que afirmam que toda
sequéncia minimizante em N~ e N'* converge fortemente para uma fun¢ao nao nula
em X. Esses resultados sao similares aos do Capitulo 2 e, devido a sua relevancia,

optamos por apenas enuncia-los.

Lema 3.21 Suponha (M), (A1), (Az), (V1), X € (\*,4+00) €8 > 0. Seja (uy) C N™
uma sequéncia minimizante para J em N~. Entdo existe u € X\{0} tal que, a
menos de uma subsequéncia, u, — u fortemente em X quando k — 400 com a

funcio v € N~ UNY. Consequentemente, inferimos que cy— = J(u) > 0.

Prova. A prova desse resultado segue as mesmas ideias discutidas no Lema 2.34. [

Lema 3.22 Suponha (M), (A1), (As), (Vi), A € (\*,+00) €0 > 0. Seja (vy) C N
uma sequéncia minimizante para J em Nt. Entao existe v € X\{0} tal que, a
menos de uma subsequéncia, vy, — v fortemente em X quando k — 400 com a

fungio v € NTUNP. Consequentemente, obtemos que cy+ = J(v).

Prova. A prova desse resultado segue as mesmas ideias discutidas no Lema 2.36. [J

E importante destacar que, ao analisarmos a Proposicdo 2.37 e o Lema 3.22,
concluimos que cy+ = J(v) = 0 para A = A,; e+ = J(v) < 0 para A € (\,, +00)
e cy+ = J(v) > 0 para A € (A", \,). A Figura 3.3 abaixo ilustra geometricamente

essas propriedades.

EnergiaA

CN_ S Qe : t— J(tu)
: com A € (A", Ay)

Car— >0

t— J(tu)

com \ = .

Cart =0 tT™ T (u)

t
t— J(tu)
Cpr < O com A € (Ax, +00)

Figura 3.3: Comportamento geométrico do funcional J(tu).

Note que a Proposicao 3.18, juntamente com os Lemas 3.21 e 3.22, assegura
que os minimizadores u € N~ UN? e v € NT UN? podem pertencer & variedade
de Nehari N°. Essa situacao introduz desafios na busca por pontos criticos para o

funcional energia J, uma vez que nao podemos aplicar diretamente o Teorema dos
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Multiplicadores de Lagrange |25, Teorema 7.8.2]. Para superar essa dificuldade, as
proximas proposicoes estabelecem condi¢oes precisas sobre os parametros A,0 > 0
de modo a garantir que u,v &€ NY.

Com intuito de tornar mais acessivel a compreensao do leitor, adotamos as
seguintes notagoes: J(u) = Jyg(u), J'(w)u = J} g(u)u, J"(u)(u,u) = JY 4(u)(u, u),

N =Nyg, € =Erp, e+ = CNfyr CN= = Carp, € CNO = CAp -

Proposigao 3.23 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) e A € (A\*,+00). Assuma que
existe ¢ > 0 de modo que 2 < q1 < q < 2(0 + 1) < 2*. Entao existe 6y > 0
suficientemente pequeno tal que o minimizador v € /\/}fe U/\/’,{)ﬂ obtido no Lema 3.22

pertence a variedade de Nehari Ny, desde que:

(a) X € [A,+00) e >0;
(b) X e (A, \) e e(0,6).

Prova. Sabemos pelo Lema 3.22 que v € Ny UN. }\)’9 ¢ o minimizador na variedade

de Nehari NV, ;“ g, onde ety = Jrg(v). Um célculo simples prova que
CN)-\&-G = J)\’Q(U) S 0,
para cada A € [\, +00). As tltimas condigdes mostram que

et = he(v) = inf Jyg(w) <0< inf Jyp(w) = cpo ,

N, = (V) ik ro(w) <0< i o o(w) = cup,
para cada A € [\, +00). Portanto, v pertence unicamente a Ny,. Isso completa a
prova do item (a). Agora, assuma que o item (b) seja satisfeito. Nao é dificil verificar
que

g, = Ino(v) >0,

para cada A € (A", \,). Salientamos pela Proposi¢ao C.2 que a funcao (A, 0) — Cnt,
é continua e crescente em 6 > 0, e decrescente em A > (. Dessa forma, nosso principal
objetivo é provar que

e+ = inf Jyg(w) < inf  Jyg(w) = cpo

Mo = L0, ro(w) .y ro(w) = cuy,
veja a estimativa (3-20). Com efeito, suponha por contradi¢ao que ¢ N, = OND - Uma
vez que v € Ny, tem-se que J} 4(v)v = 0 e Jy 4(v)(v,v) = 0. Sob essas afirmagdes,
deduzimos que

2%
2*
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Como resultado, utilizando os mesmos calculos discutidos em (3-16), inferimos

ha) = (2220 ) jope 40 (E= 22 =20 D))

Sejam 0, > 0 e A\, € (A\*,\) parametros fixos. Desse modo, a Proposigao C.2 nos

(3-22)
fornece que Nt > Cnt,» Dara todo A > X, e 6 € (0,0,.). A tltima estimativa, em
conjunto com a equagao (3-22) e a hipotese (A;), implica que
> CN/\+,9 = J)\Vg(v)

qo — 20 (2" —q)(2" —2(c +1))

= o5 )P +0 : [v]l3

2q0+2q 2*2q(o + 1)

=) Il

2q0 + 2q

Fazendo um célculo simples, mencionamos que

CN+

Ae,be

*

*

Por outro lado, usando a estimativa (3-3), concluimos que

(q = 2)[[o]* = az(2(0 + 1) — @)| V0[5 +6(2* — g)|v

2*7
para todo v € NY,. Aqui, observamos que

1

2(0+1)
Vw7 < —

|w]|?“*D, w e X\{0}. (3-23)

g
031

Dessa forma, a imersdo continua X < L*(RY) para cada s € [2,2*], juntamente

com a desigualdade (3-23) e a hipdtese (A4;), garantem que

o 2(0+1)_q> ) _2 (2* ) 22
1< v||*? 4+ 68,. 2 3-24
< (27 o =) e (521)
Isso significa que
2* 2L
o+l (¢ — 2 ’
ol > | o S =2 se ol <1
So? as(2(c+1) — q) + 6’04‘7“( —q)
e
2* 2*172
O’+1S? o 2
ol > of 5 (a=?) se [[o]) > 1

2%

2 az(2(0+1) — q) + a7 (2% — q)
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Agora, assuma que existe ¢g; > 0 de tal maneira que 2 < ¢; < ¢ < 2(0 +1) < 2*.

Nesse caso, segue-se que

[ o+1 % )
||,U||2cf Z - ! S, (q )

| S an(2(0 + 1) — q) + 67T (25 — q)

- O'+].S 2 (q _ 2)
| S ax(2(0 + 1) — q1) + 0] (2 — 2)

U+1 ? )

> ke (325)

0(5 Zay +aft(2r - 2))

onde tomamos 0 < ¢ = 2(c+1) — 0 < 2(c + 1) com 0 € (0,6y) suficientemente

pequeno e ||v|| < 1. Logo, temos que

2% 20
o+lgT ()
a7 852 (¢ —2) <ol < \/2q0+2q
2))

o CN+
B(Sy7 a + af (2 — g0 — 20 et

¢ satisfeito para todo 6 € (0,6y) com |v|| < 1. Assim como no caso anterior, tem-se

que

1
a7t1S,7 (g —2) o 2q0 +2q
<ol <4/ —=

2* C_/\[Jr 9
0(Sy2 o + a1 (2* — 2)) g0 — 20 et

¢ satisfeito para todo 2 < ¢; < ¢ < 2(0 +1) < 2* de modo que ¢; = 2(c + 1) — 6,
com 6 € (0,6y) suficientemente pequeno e [[v]| > 1. Dessa maneira, tomando
0p = min(A;, Az, 6.) onde

r 0

A | 90— 075 (1 =2) ,
| (290 + 2(])0/\/;579& ] (S 2og+ ot (2 - 2)
o .
Ay = [ -2 ] - *a(ITHSQg(q —2)
| (290 + 2q>CNA+e,ee ] (S%Oéz +agth(2r — 2))7

temos uma contradigao. Portanto, segue-se que v esta apenas em N, . Isso finaliza

a demonstragao do item (b). O

Proposicao 3.24 Suponha (M), (A1), (A2), (Vi) e A € (\*,+00). Assuma que
existe ¢ > 0 de modo que 2 < q1 < q < 2(0 + 1) < 2*. Entao existe 65 > 0
suficientemente pequeno tal que o minimizador u € N/\f@ UNQQ obtido no Lema 3.21

pertence a variedade Ny ,, para cada 6 € (0,0;).
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Prova. Recordamos que o Lema 3.21 assegura que u € Ny yUN Vo € um minimizador
na variedade de Nehari N rg: onde CNp, = Jro(w). Aqui, nosso principal objetivo
¢ mostrar que u pertence exclusivamente & variedade N, o+ De fato, suponha por
contradigio que u € N, seja satisfeito. Em vista do Lema 3.21 e da estimativa
(3-21), deduzimos

D) = inf Jap(w) < inf Jye(w) < Jro(w).
ny, = Ino(w) S A’G(w)_wéﬂfgﬂ o(w) < Jyo(u)

Como resultado, mencionamos que

e = Inf Jyp(w) = inf Jyg(w) = cpo .
N =L xo(w) i ro(w) = cyy,

A partir deste momento, usaremos alguns resultados obtidos na prova da Proposicao
3.23. Sejam 0, > 0 e \. € (A", \) pardmetros fixos. Assim, utilizando a Proposi¢ao
C.2, a estimativa (3-22), a hipotese (A;) e o fato de que u € Ny, temos

Chrr— > e
Nyoe = N

= J,\,g(u)
q0 — 20 2 (2" —g)(2" —2(c +1)) >
(2qa + 2q) ll® + 0 < 2*2q(o + 1) > lelfz-

qo — 20 9
> | llull%,
2qo + 2q
para todo A > A, e 0 € (0,0.). Uma simples manipulac¢do algébrica, com base na

estimativa acima, nos permite concluir que

Por outro lado, a equagao (3-3) prova que

2%

(q—2)|[ul? = as(2(0 + 1) — @)| Va3 +6(2* — g)|Ju||Z,

para todo u € N, /979. Em particular, aplicando a imersao continua X < L*(RY) e a

hipotese (A4; ), inferimos que

o7 200+1)—¢q 2 -z <2*—q>
1< ul|* + 05,7 | —— | ||lu
< O (X e +os® (220

2*—2

Nesse caso, assuma que existe ¢; > 0 de tal maneira que 2 < ¢; < ¢ < 2(c+1) < 2*.

Como u € NY,, repetimos os mesmos célculos da Proposi¢ao 3.23 e encontramos as
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seguintes condic¢oes:

[Jul| >

lull =

tal que

2
agtS7 (q —2)

0(S,2 an + a7+ (2 — 2))

*

2%
aT“SQi (¢q—2)

0(S,7 ag + ol (25 — 2))

@ =2c+1)—0<20c+1)

se [luf = 1,

com 6 > 0 suficientemente pequeno. Esse fato significa que

2%
O‘Lfﬂsﬁ (q - 2)

0(S)7 ag + af (25 — 2))

¢ satisfeito para todo 6 € (0,6,) com 0, > 0 suficientemente pequeno e |lul| <

Analogamente, tem-se qu

2%
0/1’“5’ 2(qg—2)

e

1
2% -2

2%

0(S,2 ay + a7 (2F — 2))

Portanto, tomando 6, = min(As, Ay, 6.) onde

SMH§¢

¢ satisfeito para todo 6 € (0,6;) com 6 > 0 suficientemente pequeno e ||v| >

2qo + 2q
qo — 20

CN/\

Y

o 2%
Ay = qo — 20 ] aft18,% (g —2)
= 2
(290 + 2q>CNIe,ee S22 ap + afth(2* - 2)

2* 2

.A4 = [
(2qo + 2q)CN§e,oe

temos uma contradigao. Concluimos que u esta em N, ,. Isso finaliza a prova.

2
agt8,2 (¢ —2)

qo — 20 ]

2%

S; a9 + Oflﬂ_l(Q* —

2)

O

Proposicao 3.25 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) e A € (N\*,+0o0). Entdo os

minimizadores u € Ny, e v € Ny, obtidos na Proposi¢ao 3.24 e na Proposi¢do

3.28 sao dois pontos criticos distintos para o funcional energia Jy .

Prova. Observe que a demonstragao deste resultado segue precisamente o mesmo

raciocinio da Proposicao 1.43, adaptando-o para o nosso cenario.

O
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3.4 Regularidade das solugoes do problema (P.)

A finalidade desta segao é apresentar resultados de regularidade para as solu-
¢oes encontradas no problema eliptico (P.). A abordagem central aqui é semelhante
a Secao 1.4 do Capitulo 1. O primeiro resultado demonstra que qualquer solugao
fraca para o problema (P,) pertence a W2*(RY) N CL7(RN), para todo s € (1, 400)

e para algum 7 € (0,1).

Teorema 3.26 Suponha (M), (A1), (As) e (V1). Assuma que u € X € uma solugao
fraca para o problema (P,). Entdo u € W2 (RN)NCL (RN), para todo s € (1, +00)

loc loc

e para algum n € (0,1).
Prova. Seja u € X é uma solugao fraca para o problema (P.). Entao u satisfaz

2% -2

—V(z)u + Aa(x)|u|?*u — Olu|* 2u

aq +062HVU||%J

—Au = em RY. (3-26)

Nesse caso, definimos uma funcao auxiliar g : RY x R — R da seguinte maneira:

—V(2)u + Aa(x)|ul?u — Olul* ~2u
o + Oég”VUH%U
< (LA [ul)f(2),

glx,u) =

onde

| =V(@)u+ da(@)|u|t?u — Olul* 2u N
J@) = 0 (@ +aalvae) | “€F (3-27)

Uma vez que ay,as > 0, temos que

1 1
aq - (o5} —|—062HVUH%U.

Essa afirmagao, aliada a desigualdade triangular, a hipotese (V; ), a equagao (3-27),

implica que

/()]

IN

o1 (Y@l + Aa(@)||ul]*™" + Olul
! 1+ |ul
< oyt (V(x) 4+ Ma(z)[|ul? + 0lu

2. (3-28)

Portanto, o problema (P.) é dado por —Au = g(z,u), onde g(x,u) < (1 + |ul)f(z)
N

para todo x € RY. Assim, afirmamos que a funcdo f € L (RY). Com efeito, usando

a desigualdade (3-28), segue que

N
N _N
2 2

N
Sa’l 2

/()] (V(@) + AMa(a)|[ul*™* + 0u

2*—2)
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N
2

Como V € L (RY) C L2 (RY), obtemos que V2 € LL (RY). Além disso, considere

B(zo, R) C RY a bola aberta com centro em z, € RY e raio R > 0. Dessa forma,

dado que 2 < w = 2%, mencionamos

Olul~2)2dr < 6% u|® e dy = 0% ul? do = 07 ||u/%.
(Oul* %) da < Jul | lullz
B(zo,R) RN R

Portanto, a imersdo continua X < L*(RY) para cada s € [2,2*], assegura que

(Olu[>~2)% € L (RY). Nesta ocasido, considere uma funcio d : RN — R dada por

d(x) = Aa(a)|[ul~>.

E facil ver utilizando a desigualdade de Holder com expoentes

que

_ </RN|a(a:) dx) (/RN“‘

N B a=2)
= Az|al|? [Ju 23

N4

Consequentemente, a imersdo continua X < L*(RY) para cada s € [2,2*] nos
N
fornece que |d(z)|z € LL_(RY). Como produto, obtemos que 0 < f € L2 (RY).

Dessa maneira, a estimativa de Brezis-Kato |73, Lema B.3| prova que u € L{ .(RY),

para todo s € (1,+00). Tendo em vista a estimativa (3-26), temos

V(z)u — Aa(x)|u|t%u + 0lu* “2u

oy + CYQHVUH%U
V(z)u — Aa(z)|u|"*u + 0|u
831
=: g1(z,u) em B(xo, R).

Au =

2 72u

Afirmamos que ¢g; € LI (RY), para todo r € (1,+0c). Com efeito, dado que

loc

Via € L (RY) e u € Li (RY) para todo s € (1, +00), obtemos que

loc loc

/ |V (z)u|"dx < +o0, |Aa(z)|u|??u|"dz < +oo,
B(zo,R) B(zo,R)
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/ BlufZ~2ul"dz < +o0,
B(zo,R)

onde tomamos s =r, s = (¢ — 1)r e s = (2* — 1)r, respetivamente. Adicionalmente,
considere w = u o potencial newtoniano da fungao
V(z)u — Aa(x)|u|t%u + Olul* "%u

U= ~ g.t.p. em RV,
a1 + as||Vul|3

Note que Aw = . Concluimos que u € L} (RY), para todo r € (1, +00). A tltima
afirmacao, em conjunto com o Teorema de Calderon-Zygmund [39, Teorema 9.9|,
garante que

w=u € W2 RY), para todos € (1, +00).

loc

Logo, aplicando a imersao continua de Sobolev, obtemos que u € C’ﬁ)’g(RN ), para
algum 7 € (0, 1). Isso completa a demonstragao do teorema. Il

Uma implicagao direta do Teorema 3.26 é que as solugoes fracas do problema
(P.) pertencem a C%*¢(B(zg, R)), para algum £ € (0,1) e para todo R > 0 com

xo € RV . Este resultado ¢ obtido ao assumir que V e a sao funcoes Holder continuas.

Teorema 3.27 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) eV,a € C*(B(xq, R)), para algum
w € (0,1). Entdo a solugdo u pertence a C**(B(x¢, R)) onde £ := min{n,w} € (0, 1).

Prova. Assuma que (3-26) ¢ satisfeita em B(xg, R). Definimos uma fun¢ao auxiliar

g2 : B(zo, R) x R — R dada por

2% -2

—V(x)u+ Aa(z)|u]T?u — Olu* ~2u

(0%} +O./2HVUH%U

go(w,u) = , T € B(zo, R).

Desse modo, temos que —Au = g em B(xg, R). Agora, usando o Teorema 3.26,
tem-se que u € C'"(B(zg, R)), para algum n € (0,1) e para todo R > 0. Sob essa
condigao, mencionamos que u e |Vu| sdo limitados em B(zg, R). Aqui, considere a
funcio M(z) = u*> ~'(x), para todo x € B(zy, R). E importante enfatizar que u é

nao-negativo. Como resultado, aplicando a Desigualdade do Valor Médio, obtemos

(M(z) = M(y)]

IN

2" = Dfults + 1 =t)y)[* > sup  [Vu(z)||z —y]
z€B(z0,R)

< G osup [Vu(z)||z —y|
z€B(zo,R)

IN

Colw — y[*|lz — y|" ¢

IN

C3|l’ - y|£7

onde ¢ = min{n,w} € (0,1). A tdltima condi¢do mostra que u*> ~* € C%(B(xg, R)).

Logo, como o produto de fungdes Holder continuas ¢ Hélder continua (veja, por
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exemplo, p.53 em [39]), e V, a e u sdo Holder continuos, segue-se que gy €
C%"(B(xg, R)), para algum & = min{n,v} € (0,1). Portanto, as estimativas de

Schauder para o operador Laplaciano 39, Teorema 6.13] implicam que
u € C?(B(xy, R)) com & = min{n, v} € (0,1).

Isso completa a demonstracao do teorema. O

E importante destacar que, para demonstrar o Teorema 3.27, assumimos a
condigao de que a é uma fungao Holder continua. No entanto, no inicio do capitulo,
introduzimos hipétese adicional para essa funcao. Dessa forma, apresentamos um

exemplo de uma funcao a que atende a todas essas condigoes.

Exemplo 3.28 Seja
1

@)= T

Um cilculo simples garante que a funcio a(x) € LT(RYN) N C%(B(xy, R)) com
_2r
2*—q

formula da Co-drea [27, Apéndice C, Teorema 5/, inferimos que

r = e > %, para algum w € (0,1) e para todo R > 0. Com efeito, usando a

- . z T'N_l
/RN |CL(ZL‘)| der = COzEIJPoo ; mdr

1 T’N_l z T’N_l
= C —d Co 1 —d
0/0 (14 r2)pr r Oz—l>r+noo 1 (14 r2)sr "

z

1
1 : N—-1-2p7
C()/O' de+CO lim r dr

Z—r+00 1

IA

c c ZNfQBF 1
< I - .
S ot N 257 N-257

Portanto, como 3 > %, tem-se que |a(z)|" € LY(RY) com 7 22—_q Por consequinte,

é facil verificar pela Desigualdade do Valor Médio que |a(x) — a(y)| < Ci|lz—y|, onde

Ci:= sup |ld(z)|. Observe que
z€B(z0,R)
26{x, ¢)
' = - ’ , p €RN,
N A R
Como consequéncia, encontramos que
la'(z) = sup a'(x)e| < 28]z < 26R < +o0.

PERN p|=1

Logo, obtemos

la(z) — a(y)] < Cilz — y|*]z —y|' ™ < Colz — y]“,
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para todo x,y € B(xy, R). Concluimos que a fungdio a € C°“(B(x¢, R)), para algum

w € (0,1) e para todo R > 0. Além disso, como a fung¢ao a(x) = 5 € continua

N S
(1+z[?

i 00 N
em seu dominio, seque-se que a € LS (R™Y).

Proposicao 3.29 Suponha (M), (A1), (A2), (Vi) e X € (\*,+00). Assuma que
V,a € C°(B(x¢, R)), para algum w € (0,1) e para todo R > 0. Entio u e v obtidos

na Proposicdo 3.25 sdo estritamente positivos em RY.

Prova. Sabemos que a Proposicao 3.25 fornece a existéncia de duas solugoes fracas
u,v € X para o problema (P.), onde u,v > 0 em RY. Aqui, enfatizamos que o
Teorema 3.27 garante que u,v € C?4(B(zg, R)), para algum £ € (0,1) e R > 0. Sob
estas condicoes, afirmamos que u é estritamente positivo em R”Y. De fato, suponha
por contradicao que existe o € RY de tal forma que u(xy) = 0. Nesse caso, uma

simples manipulagao algébrica em (3-26) nos fornece que

V(z)u - —0lul* ~2u

—Au + >
ar + ag||Vul|3 = oy + aof|[ Vul3°

em B(xg, R),

onde u € C%%(B(xg, R)) para algum £ € (0,1). Considere S : B(zp, R) — R como

uma funcado a ser determinada, tal que S(z)u > 0 em B(xg, R) e

V(z)u + 0|u)* 2u
—Au+S(z)u > S(x)u—
( ) ( ) 041+042||VUH§"
I 2% -2
§ [8< V@)t ]u
aq aq
252
> S - IVIlzBaory  ONullieipi, ry "
jl o a ’

onde usamos o fato de que V' € L>*(B(x¢, R)) e

1 1
- Z 20"
a; — aq + asl|Vul|3

Dessa maneira, podemos assegurar que —Au + S(x)u > 0 em B(zy, R) ao escolher-

mos uma funcdo S(x) que satisfaga

20V lw(Beo.ry) + 2000l 7200 )

S(z) e L®(B(z0, R)).

631
Consequentemente, aplicando o Principio do Méaximo Forte [27, Teorema 4|, dedu-
zimos que u > 0 em B(zg, R) ou u = 0 em B(zp, R). Assumindo que u = 0 em
B(xg, R) e utilizando o fato de que R > 0 é arbitrario, mencionamos que u = 0 em

RY. Entretanto, para todo u € Ny, o Lema 3.16 assegura que 0 < ¢, < ||ul| = 0,
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o que ¢ uma contradicao. Portanto, a funcao u ¢ estritamente positiva em RY. Da
mesma forma, aplicando os conceitos discutidos anteriormente, concluimos que a

funcao v é estritamente positiva em RV, Il

3.5 A prova dos teoremas principais

Nesta sec¢ao, nosso objetivo é apresentar a demonstracao de todos os resultados

principais.

Teorema 3.30 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) e Ny < N, Entao para cada
A € (N, 4+00), eziste O > 0 pequeno tal que o problema (P.) admite pelo menos uma
solucao fraca u € X satisfazendo u € N/\Te, onde 0 € (0,0,). Além disso, temos que
a solucdo u € estritamente positiva em RY desde que V e a sejam funcoes Hélder

continuas.

Prova. E sabido pela Proposicdo 3.24 que existe #; > 0 suficientemente pequeno
de modo que u € N, T Como consequéncia, a Proposi¢ao 3.25 assegura que u € X
¢ um ponto critico para o funcional Jy g, satisfazendo Jy o(u)(u,u) < 0, para cada
A€ (A, 400) e 0 € (0,05) com O > 0 suficientemente pequeno. Logo, tem-se que
u € X é uma solugao fraca para o problema (P,). Portanto, aplicando a Proposigao
3.29, obtemos que u € X é uma solugao positiva para o problema (P,). O

Um corolario imediato do Teorema 3.30 é o seguinte.

Corolario 3.31 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) e A € (A\*,4+00). Assuma que
existe ¢; > 0 de tal forma que 2 < ¢ < q < 2(c + 1) < 2*. Entdo os niveis de
energia Cn, < CND s Sempre que 0 € (0,0,).

Prova. A demonstragao deste resultado esta apresentada na Proposigao 3.24. [

Teorema 3.32 Suponha (M), (A1), (Az), (V1) e Cat, < NS, Entao para cada
A € (N, +00), existe 8y > 0 pequeno tal que o problema (P.) admite pelo menos
uma solugao ground state v € X satisfazendo v € ;f(,, onde 0 € (0,6y). Além
disso, temos que a solugdo v € estritamente positiva em RN desde que V' e a sejam

fungoes Hoélder continuas.

Prowva. E sabido pela Proposicao 3.23 que existe 6, > 0 suficientemente pequeno tal
que v € ./\/';fe. Tendo em vista a Proposicao 3.25, inferimos que v € X é um ponto
critico para o funcional Jy g, satisfazendo JY 4(v)(v,v) > 0, para cada A € (A*, +00)
e 6 € (0,6y) com 6, > 0 suficientemente pequeno. Logo, encontramos que v € X
é uma solugao fraca para o problema (P.). Portanto, aplicando a Proposi¢ao 3.29,
segue que v € X é uma soluc¢ao ground state positiva para o problema (P..). [

Um coroléario imediato do Teorema 3.32 é o seguinte.
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Corolario 3.33 Suponha (M), (A1), (A2) e (V1). Assuma que existe g1 > 0 de tal
forma que 2 < ¢ < q < 2(oc + 1) < 2*. Entao os niveis de energia i, < ONY,
desde que:

(a) A€ [, +00) e >0;
(b) A€ (A, \) e € (0,00 com by > 0 suficientemente pequeno;
(c) € (A —e, ) e >0 come >0 suficientemente pequeno.

Prova. A demonstracao dos itens (a) e (b) decorre imediatamente da Proposi¢ao
3.23. Quanto ao item (c), segue exatamente o mesmo raciocinio do Corolario 2.45,
para o qual omitimos os detalhes. O

Ao combinar o Teorema 3.30, o Corolario 3.31, o Teorema 3.32 e o Corolario

3.33, deduzimos o seguinte resultado.

Corolario 3.34 Suponha (M), (A1), (A2), V1), 2 < q1 < ¢ <2(c+1) <2 e
A € (N, 400). Assuma que V' e a sao fungoes Holder continuas. Entdo para cada
0 € (0,min(fy,6s)), o problema (P.) admite pelo menos duas solugdes positivas
u,v € X\{0} de tal maneira que u € Ny, e v € Ny

Prova. Considere 6 € (0, min(fy, 63)). Note que o problema (P,) admite uma solu¢ao
fraca u € /\/'):6, tal que Ny, = Jro(u), veja o Teorema 3.30. Adicionalmente, é facil
ver que o problema (P.) admite outra solucao fraca v € Ny, tal que N, = Iro(v),
veja o Teorema 3.32. O

Finalmente, nosso ultimo resultado afirma que, para certos valores do parame-

tro A, o problema (P.) nao possui solugdo nao trivial.
Teorema 3.35 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) eV € CHRY;[0,+0)). Entao,

(a) O problema (P.) nao possui solu¢ao nao trivial, desde que A € (0, \*) e > 0;

(b) O problema (P.) nio possui solu¢ao nao trivial, desde que A = 0, § > 0 e
2V (z) + (x - VV(z)) > 0, para todo x € RY;

(c) O problema (P.) nao possui solu¢ao nao trivial, desde que A < 0, § > 0 e
2V (z) 4 (x - VV(x)) > 0, para todo x € RV,

Prova. A demonstragao do item (a) segue as mesmas ideias da parte final da prova

do Teorema 2.49. Considere v € X uma solucdo fraca do problema (P.). Entao u

o+1
al/ |Vul*dx + ay (/ \Vu\zd:z:) = _/ V(z)udxw
RN RN RN

A Julls,, — Ollu

satisfaz

2. (3-29)




3.5 A prova dos teoremas principais 158

Uma vez que A = 0 e 6 > 0, obtemos pela Identidade de Pohozaev (veja o Teorema
D.2) que

N _ 2 o+1 N
—_— / a1 |Vul*dr + ay / |Vul*dz + —/ V(z)u’dx
2 RN RN 2 RN

1 N6
+= / (z - VV(2))u’dr + —||u
2 RN 2*

2*
ox — 0

A ultima equagdo, juntamente com (3-29), implica que
/ (2V(2) + (¢ - VV(2))) uldz = 0.
RN

Logo, como 2V (x) + (z - VV (x)) > 0 encontramos que u = 0. Isso completa a prova
do item (b). Agora, assuma que # = 0. Sendo assim, temos que
A
H(u) = EG($)|U|">
onde H(u) = fou h(7)dr. Consequentemente, utilizando o Teorema D.2, a equagao

(3-29), A < 0 e o fato de que 2* > ¢, segue-se que

0> (QN_ q;N - 2>> Aullt,, = /RNW@ t(z- VV(@)uldr > 0.

Isso é uma contradicao. Adicionalmente, assumindo que # > 0, afirmamos que

Uma simples manipulac¢ao algébrica, usando o Teorema D.2, a equagao (3-29) e o

fato de que A < 0, assegura que

0> <2N - qq(N - 2>> Alullfa = /RN@V(w) + (2 VV(2)))u’dz > 0.

Isso é uma contradi¢ao. Portanto, o problema (P.) nao possui solu¢ao nao trivial.

Isso conclui a demonstragao do item (c). O

Exemplo 3.36 Um exemplo cldssico de potencial V' que satisfaz a hipdtese (V1) e
2V (x) + (- VV(z)) >0 é V(x) = |z]* + 1, para todo x € RY. Claramente, ¢ fdcil
verificar que V(x) >1=Vy>0e

2V () + (z-VV(x)) =2+ 4|z]*> >2 >0, z € RY.

Ademais, nao € dificil checar que V € C**(B(zq, R)) para algum w € (0,1).



APENDICE A

Exemplos relacionados ao potencial V

Neste apéndice, sao apresentados exemplos interessantes do potencial V| o
qual foi definido nos Capitulos 1, 2 e 3. Esses exemplos satisfazem cada uma das

condigoes indicadas na Figura A.1 abaixo.

e Exemplo A.4\

PC-Potenciais PCnNPIT PIT-Potenciais

Coercivos NPBW com inverso Integréavel
Exemplo A.1 Exemplo A.3 Exemplo A.2

\_ PBW -Potenciais com as condi¢des de Bartsch-Wang )

Figura A.1: Diagrama das Classes de Potenciais.

E fundamental observar que o Exemplo A.1 assegura que potenciais coercivos,
por si 80, ja satisfazem a classe de potenciais que atendem as condigoes de Bartsch-
Wang (veja [12]). Com efeito, uma vez que lim,—, 4o V(2) = 400, temos que para
todo R > 0, existe K € R tal que |z| > K, implicando que V(z) > R. Dessa forma,
fixa M > 0 e tome R > M, entdo existe R; > 0 de tal maneira que |z| > Ry,

implicando que z € RY\B(0, R;). Como consequéncia, deduzimos que

|{m€RN:V(m)§M}|:/ dxg/ dr < 400.
{zeRN:V (z)<M} B(0,R1)

Além disso, o Exemplo A.1 demonstra também que potenciais limitados inferior-
mente por constantes positivas satisfazem a hipotese (V) dos Capitulos 1 e 3. No
que segue, os autores J. M. do O e U. Severo, como mencionado em [58], consideram
potenciais V' que satisfazem a hipotese (V) ), juntamente com uma condigao adicio-

nal de inverso integravel. Enfatizamos que a condigao de Bartsch-Wang generaliza
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a condigao [V (z)]7! € LY(RY). De fato, dado M > 0, temos que

1 1
—{reRY:V(z) <M} = / —dx
M {werN: v (x)<m} M

< / ! dx
T JerVivm<my V()
1
< d
= / Vo)

< —o00.

No entanto, essas duas classes de potenciais, coercivos e inversos integraveis, nao

definem a mesma classe de potenciais. Esse fato se torna claro nos exemplos a seguir.

Exemplo A.1 Um exemplo de potencial V que atende as condi¢oes PC, mas nao
satisfaz a condigio PIT, ¢ V(z) =1+ |x]° com § € (0,N) e x € RY. Com efeito, é
facil ver que

lim V(z)= lim 1+ |z]° = +oo.

|z|—+o0 |z| =400
Logo, o potencial V' € coercivo. Como produto, obtemos que o potencial V' satisfaz

a condicao PBW . Entretanto, fazendo uso da formula da Co-drea [27, Teorema 5,

Apéndice C| e considerando que v° + 1 < 2r° para todo v > 1, observamos que

1 1 T’N_l z T’N_l
——dr = C dr +Cy li d
/IR;NV('I) ’ N/; 1+7’§ Tt Nz—lgl-noo 1 1—|—r5 "

z N-1
> Cy lim dr
= N z=+oo [ 14 7o

z .N—1
> Cy lim dr

zZ—-+00 1 27’5

) szzS 1
= COn <z5i“ooN—5_ N—5)

= +OO’

quando § € (0, N). Portanto, temos que o potencial V nao satisfaz a condi¢ao PIT.

Exemplo A.2 Um exemplo de potencial V que atende as condicoes PIT, mas nao

satisfaz a condicao PC, €

V(z) =1+ |z|*sen®(|x]),

para todo p > 2 e p € (0,1

cada k € N. Observe que |zy| = 2km — +00, quando k — +o00. Um simples cdlculo

). Com efeito, considere xp = (2km,0,...,0), para

mostra que lim V(xg) = 1. Portanto, o potencial V nao € coercivo. Por outro
| | —+o00
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lado, aplicando a formula da Co-drea, seque que

1 T—0 7,N—1
dr = C d
/RN 1+ |z|?#sen?r(|z]) v N/O 1+ r2tsen?r(r) "

+o0 TN_l
C d A-1
+ N/,H; 1+ r2usen?e(r) " (A-1)

para todo ¢ € (0,1). Nosso objetivo principal neste contexto € estabelecer a finitude

das integrais mencionadas acima. Assim, nao € dificil checar que

T—0 N-—1 T—0 N
r 4 Cn(m—9)
dr < N-L_ 2\ 7 .
CN/O 1+ r2tsen?e(r) "= CN/O " N < oo

Adicionalmente, afirmamos que a ultima integral dada em (A-1) € finita. De fato,
considere os intervalos: Sy = [km — 0,km + 6] e T, = (km + 0,(k + 1)m — &) onde

5 €(0,1) e k € N. Desse modo, deduzimos as sequintes integrais:

km TNfl
5 5 dr,
en_s 1+ r2tsen? (r)
k48 FN-1 ;
,
ww LA+ r2sen?e(r)

(k+1)m—48 rpN-1
dr.
/,WH 1+ r2tsen?r(r)

Uma vez que 1+ r*#sen®(r) > r*#sen®(r) e r > km — §, mencionamos

km ,,,,N—l 1 km TN_I
/ sserze S o — o) / PRyt
pn_s 1+ r2sen?(r) (km — 6)% Jyr_s sen?r(r)

Agora, note que
sen(r)

lim = lim cos(r) = +£1. (A-2)

r—krt r — k7 r—knt

Nesse caso, a definigao de limite nos permite concluir que existe 5, € (0,1) tal que

km T'N_l 1 km TN_I
/ 5 5 dr < T / 5 dr
) 1 + refsen P(r> (kT( - 5) M kr—§6 (sen_('r)) (k’ﬂ' — ’I")QP

km—r

1 km TNfl
< -
~ (km—0)*(1—01) /kﬂ-a (km — T)Q”dr

N—-1 km
¢y kT / .
(k=0 Jyms (k —1)20

o (((Em— NN (5t

<

= ‘”( (km — )2 )(—2p+1)
C4 C45N_1

= =0y N (hr —o)y

(A-3)
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Neste momento, aplicando as mesmas ideias discutidas anteriormente, juntamente

com a equagao (A-2), temos que existe 6o > 0 de tal forma que

km+0 T’N 1 1 kw46 N—-1
/ dr < ———— / ————dr
& 1+ r2tsen?r(r) = (km) Ji.  sen?r(r)

™

1 km+6 TN_l
< ——dr
— (k)1 = 62 //mr (r — km)>
_ C5 /kﬂ+5 (T . ]fﬂ')N_l + (k,n_)N—ldr
= (km)?#(1 = 69) (r — km)?e

Cég 5N—2p C(SQ (5—2p+1
(k) <N - 2p) T e (—2p+ 1)
Cs Cs

~ (km) - (K )2u—N+1 (A-4)

onde utilizamos o fato de que r > km, —2p+1 >0 e N —2p > 0. Por fim, uma

simples conta nos fornece que

inf sen®(r) = Cs > 0.
re[kn+9, (k+1)m—4]

Combinando a ultima afirmagao com o fato de que r > km + 6, deduzimos

(k+1)7—5 N-1 1 (k+1)7—8 ,.N—1
dr < ———M— d
/k7r+5 1+ r2tsen?e(r) T (km+9)% /IMJN; sen?(r) "

1 (k+1)7—9d N1
- r T dr
Cs(km +6)2 /ma

B 1 (((k+1)7r—5)N B (zm—a)N>
Cs(km + 6)2+ N N
C7 CS
(kr + 02N (hom + 020

Logo, associando as estimativas (A-3), (A-4) e (A-5), concluimos que

+o0 FN-1 -8 FN-1
dr < d
/0 1+ r2tsen?r(r) "= / 1+ r2tsen?r(r) "

N 1
d
/Uk s / L+ rosen??(r)

+0o0 C45N_1

Cy+ Z (km — (5)2u Ni1 T ; (km — 0)2+
+oo +oo CG
T Z k:7r 24 Z (ko) 2N+

Cr X G
* ; (km 1 0)2 N+ ; (ki + 0)2°

IN
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Note que Cy, Cs, Cg, C7 € Cg sao constantes positivas. Levando em conta que jn > %,
€ fdcil provar que todos os somatorios acima convergem. Portanto, temos que

(V(2)]7t € LYRY). Como resultado, obtemos que o potencial V satisfaz a condicdo

PBW.

Exemplo A.3 Um ezemplo de potencial V que satisfaz as condigcoes PC', PIT e

consequentemente PBW , é

2|
T e Sev € B(0,1),
Vi) =<
B(0,1
1+|x|¢7 5€$¢ (7)’
onde N >p3>& v>¢>0eN <v. Fvidentemente, como v > ¢ > 0, inferimos
El

lim V(z)= lim +o0.

a0 jeiorboo 20 41
Portanto, o potencial V € coercivo, satisfazendo a condicao PC. Além disso, usando
a formula da Co-drea, juntamente com o fato de que N > > &, v>¢>0eN < v,

Mencionamos que

1 1 1 1 1
de = T T e dr + AR pe—; dz
ry V(2) soy \|zl”  |z| rM\BOL \|Z[" [2]
N

1 r -1 1 rN—l
S CN/O 7’5 d?"‘{‘CN/O md’f’
z .N—1 z .N—1
+CN lim dT+CN lim dr
z=too 1 1Y z—r+o0 Jq rv—¢
2N Cn
= 2C Cy i —
Nt Nz—HPooN—V N —v
N+o¢—v CN
Cy li —
ey A NTé—v Nito—v
< +o0.

A dltima estimativa assequra que [V (z)]™' € LY(RY). Como consequéncia, tem-se

que a condicao PBW também € satisfeita.

Exemplo A.4 Um exemplo de potencial V que satisfaz a condigao PBW , mas nao
atende as condicoes PC' e PIT, ¢

1+ |z||Z)?, se|z| > 1,
vy {1l s
L+ |z, sefz] <1,
ondeT = (x9,...,2n), 83> N—-1e& € (0, N—1) com N > 3. Claramente, obtemos

que o potencial V(x) nao € coercivo. Além disso, € sequro presumir que

+00 1 +oo 1
dr, =2 dry > 2 lim In(l+|r]) = 4o0.
/—oo Lt o] /0 [ A+
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Uma vez que 1+ |x1||Z|S < 1+ |z1] com |[T| <1 e & > 0, encontramos que

/ L, / L / L,
——dr = ——dzx ——dzr
ry V() RVAz>1) V (T) rNAz<1) V()
1
> dx
/RNmHa:gl] V()
+oo 1
= ———dx, | dT
/[|x§1} </—oo 1+ [z1|[7]¢ 1)
+oo 1
(7<) \J—oo 1+ [71]

= —o0.

Portanto, o potencial V' nao satisfaz a condi¢cao PIT. Nesta etapa, afirmamos que,
para cada M > 0, o conjunto {x € RY : V(x) < M} possui medida de Lebesgue
finita. Na verdade, o que faremos € demonstrar que
M—1 M—1
_—ad$ < 400 e _—dl' < +00.
[z>1] |Z| [z<1] |Z|
Observe que a medida do conjunto de pontos onde V (x) estd abaizo de uma constante

M > 0 fizada é a medida da drea abaizo das curvas

M—-1 M —

1
O:1(7) = TR para [T >1 e Oy(T) = , para || < 1.

|z
Desse modo, utilizando a formula da Co-drea, temos que

M -1 oo M -1
=5 dr = / (/ _—Bd5'> dr
[[z>1] |Z| 1 dB(0,r) |Z|

TOM -1
= Cy 3 N2 dr
1 T
ZNiliﬁ CN(M — 1)
= Cy(M—-1) 1i — ) A-6
v )ZJTOON—1—5 N—-1-5 (A-6)
Analogamente, aplicando novamente a formula da Co-drea, obtemos
M -1 ! M—1
e dr = /(/ —: dS)dr
[[z<1] 7| 0 dB(0,r) 7|
"M -1
= CN/ N2 dr
0 ré
Cn(M —1)
_ A-7
Vg (A7)

Como > N —1¢& € (0, N —1), inferimos que as integrais dadas em (A-6) e
(A-7) sao finitas, o que demonstra que o potencial V' satisfaz a condi¢iao PBW .



APENDICE B

Regularidade do funcional energia J

Neste apéndice, abordamos a regularidade dos termos do funcional energia
J definido em cada um dos capitulos estudados anteriormente. Inicialmente, nosso
objetivo é estabelecer propriedades relacionadas ao Capitulo 1. Entre essas proprie-

dades, apresentamos uma prova de que o funcional energia J associado ao problema

(Py) & de classe C1(X;R).

Proposicao B.1 Suponha (my), (a1), (a2) e (Vi). Entao o funcional J : X — R

definido no Capitulo 1 satisfaz as sequintes condigoes:

(i) J estd bem definido em X;
(ii) J € de classe C*'(X;R).

Prova. Para demonstrar o item (i), dividimos o funcional J em novos funcionais,

os quais sao definidos por

1
Ji(u) = Sllull’, u e X,

2
Ja(u) := IVall3™, ue X,

(%)
2(0+1)
A
J3(u) == gHqu ue X,

q7a7

1
Jy(u) == ]—9Hu|]p ue X.

;b

Nao é dificil mostrar que os funcionais J; e Jo estao bem definidos em X. Agora,
aplicando a desigualdade de Hélder, a imersdo continua X «» L9 (RY) para cada

qri € [2,2*) e a hipotese (az), observamos que

/ a(x)|u|fdx < (/ |a|”dx) E (/ |u|qr/1dx)T
RN RN RN

,_.\‘b—‘

= llallr, [lllg,,
< Sgllalle [Jull
< +00.
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Dessa forma, o funcional J3 encontra-se bem definido em X. Analogamente, usando

a desigualdade de Holder, a imersdo continua X < LP2(RY) para cada pr}, € [2,2*)

([ ) (f o)
RN RN

10 el
< S 10l [lull”

+00.

e a hipotese (ay), concluimos que

/RN b(x)|ulPdx

wﬁ\‘ =

IN

A

Portanto, o funcional J; esta bem definido em X. Isso finaliza prova do item (7).
Nesta ocasiao, torna-se evidente que o funcional J é Gateaux diferencidvel em

relacao a u. Essa caracteristica pode ser facilmente percebida por
i)y = (u,0) e Jy(u)p = ax(Vu, V)| Vul37, ¢ € X.

Além disso, temos que o funcional J] é continuo. Com efeito, dada uma sequéncia

(ur) € X de tal forma que urp — u em X, temos

[ Ji(un)p = (Wl = [{uk, ) = (u, ¢)|
= [ux —u, )]
= ux —ullllell =0,

quando k — +o00. A tltima condicao assegura a continuidade do funcional Jj. Note
que a continuidade do funcional J} segue ideias semelhantes as do funcional .J;. Neste
momento, afirmamos que o funcional .J; é continuo. De fato, observe que a derivada

de Géateaux de J3 é dada por

J5(u)p = lim

h—0 h h—0 h

= [ @+ et = alryds

Neste momento, defina uma funcdo auxiliar wy, : (—=1,1) — R estabelecida por
wy, (h) = Ju+hep|?. Nao é dificil verificar que wy, € C*(R) de modo que wy, (0) = |u|?.
Nesse caso, aplicando a Desigualdade do Valor Médio, deduzimos que existem valores
0 < |p| < |h] <1 tais que

w, (h) —w, (0)

Um céalculo simples garante que
Jut bl — Julf - ut bl — Julf
A h =wh(0) e lim h =« (0);
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onde

(u+ pyp)

¢ = qlu+ pp|"(u+ pp)y (B-1)
lu + py

Wi, (p) = alu+ pp|™™
e w), (0) = qlu|?"*ugp. Desse modo, a equacao (B-1), juntamente com a desigualdade

triangular, nos fornece que

|u+ hep|” — Jul?

- = qlu + ho|" | < q(Jul + |p|e))T el

Uma vez que h é pequeno, obtemos também que p é pequeno. Consequentemente,

assumimos, sem perda de generalidade, que p < 1. Como resultado, mencionamos

|u+ he|? — [ul
h

< q(lul +leD)" el

< q(ul + o)™ (Jul + |¢l)
< Co(jul + o) € L'(RY).

Portanto, o Teorema da Convergéncia Dominada garante que
Jy(u)p = )\/ a(z)ul! updr, ¢ € X.
RN

Aqui, resta provar que J; é sequencialmente continuo, ou seja, dada uma sequéncia

(ug) € X tal que up — u em X, tem-se que

kgrfoo)\/ﬂw a(x)|ug|T Puppdr = )\/RN a(z)|u|" 2updz.
A comprovacao deste fato é feita utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada,
em conjunto com a hipdtese (ay ). Os detalhes foram omitidos. Analogamente, temos
que o funcional J; possui derivada de Gateaux continua. Portanto, reunindo todas
as informagoes acima, concluimos que o funcional J é de classe C'(X;R) para todo
A > 0. O

Gostariamos de salientar que a regularidade dos termos do funcional energia
J, definidos nos Capitulos 2 e 3, segue exatamente as mesmas ideias discutidas na
Proposicdo B.1, das quais optamos por omitir detalhes. E sabido que, em ambos os
capitulos, o funcional energia J associado aos problemas (Py) ou (P.) é de classe
C?*(X;R) para todo A, 6 > 0. Vale ressaltar que, no Capitulo 2, o potencial V' pode

alterar seu sinal, e isso deve ser considerado neste contexto.

Proposicao B.2 Suponha (M), (A1), (A2) e (Vi). Seja o funcional J5 : X — R
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definido por
A
J5(u) = —/ a(x)|u|?dz.
RN

q
Entdo, o funcional Js € de classe C1(X;R), onde A >0, q € (2,2*) ea € L"(RY).

Prova. Primeiramente, afirmamos que o funcional J5 esta bem definido em X. De

23* >1ez>1,a
—q q

hipétese (As) e a imersao continua X < L*(RY) para cada s € [2,2*], encontramos

fato, utilizando a desigualdade de Holder com os expoentes 7 =

que

q
q 2
g < S

|all#llul]* < +oo.

| a@)lultds < a1
RN

Isso significa que o funcional J5 esta bem definido em X. No que segue, sabemos

que a derivada de Gateaux de J5 é dada por

! = = ~ | = q_ |yl?

Ji(u)p = lim 4 tim |2 [ ate)(u-+ helr = fupe|.
Aqui, defina uma funcio auxiliar wy, : (—1,1) — R dada por wy, (k) = |u + he|?. E
facil perceber que wy, € C'(R) tal que wy, (0) = |u|?. Como consequéncia, aplicando

a Desigualdade do Valor Médio, temos que existem valores 0 < |p| < |h| < 1 tais

que
wh, (h) —wx, (0)
- h : = wg\l (p) ‘
Dessa maneira, usando os mesmos argumentos discutidos na Proposicao B.1, segue-
se que
- uthel? — ful
hm h = i (0);
com
wy, (p) = qlu+ pw!q’lwso = qlu+ pol™*(u+ pp)yp
1 |u+ pel
e wh, (0) = qlu|"up. Além disso, ndo é dificil provar utilizando a desigualdade
triangular que
|u+ hep|? — Jul? -
h = qlu+ppl™ gl

< q(Jul + |plle))* el
< Cs([ul" | + |e]D),

onde C3 é uma constante positiva. Assim, aplicando a desigualdade de Hélder com

q
0s expoentes g e Py temos que
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g—1
q

(/. |so|qda:);

Como o espago X esta continuamente imerso em L*(RY) para cada s € [2,2%],

[ elas < ( / |u|%zx)
RN ]RN

=l llells.

inferimos que |u|?"tp| € LY(RY) e |¢|9 € LYRY). Como produto, o Teorema da

Convergéncia Dominada implica que
Ji(u)p = )\/ a(x)|u|"*updr, ¢ € X.
RN

Neste estagio, dada uma sequéncia (u) € X de tal maneira que u; — u em X,

afirmamos que

lim /\/ a(x)|ug|" Puppdr = )\/ a(x)|u|? *updz. (B-2)
k—+o00 RN RN
Com efeito, a desigualdade de Holder com expoentes 7 = =2—, 2— e 2*, a hipotese

2*—q’ q—1
(As), a imersdo continua X < L*(RY) para cada s € [2,2*] e o fato de que uy — u

em X, asseguram que

/ a(x)|ugp — u|T % (uy, — u)pdr
RN
| el = i elas

RN

(et (L =)™ (L.

= lallellux — ull3-"(le

2*
g1 _ 27
< 857 857 lallelluk — ull* el = 0,

IA

Rl

IN

1
2 z
dx

2*

quando k — 4o00. A ultima desigualdade, em conjunto com o Teorema da Conver-
géncia Dominada, garante na veracidade da equagao (B-2). Portanto, demonstramos

que Ji é sequencialmente continuo, concluindo assim a prova da proposicao. Il



APENDICE C

Resultados auxiliares empregados nos
Capitulos 1, 2 e 3

Neste apéndice, apresentam-se resultados auxiliares que foram utilizados nos
Capitulos 1, 2 e 3. O primeiro desses resultados desempenha um papel fundamental

na demonstracao da Proposicao C.2 a seguir.

Proposigao C.1 Suponha (mi), (a1), (az), (b1), (b2), (vi)-(vs), N € (\*,+00) e

0 > 0. Entao, temos as sequintes identidades:

2€Un | 4e[0,tn(2)]

(i) Cyo, = inf [ sup J,\,g(tz)] ;

2€Un | t€[tn(2),+00)

(ii) CN, = inf { inf J)\Vg(tZ)} .
Prova. E facil verificar pela Proposicao 2.17 que existem tnicos pontos
0 <t™ (2) <tp(z) <t™t(z) < 400

tais que t™7(2)z € Ny e t"(2)z € Ny, onde 2 € U, := {z € X\{0} : A > S,.(2)}

é uma funcgao fixa. Esse fato implica que

cy- = inf Jyg(u) < Jhg(t™ (2)2) = sup  Jyg(tz), z € U,.
Mo ueNy, te[0,tn ()]

Dessa forma, obtemos que
e, = inf Jyg(u) < inf [ sup J,\,g(tz)].
’ te|

Por outro lado, para cada ¢ > 0, existe uma funcao z. € N, tal que

inf Jyp(u) < Jrp(ze) < inf Jyg(u) +e.
ueN/\jG ueJ\f/\j(9

Além disso, sabemos que

Iao(ze) = sup  Jrg(tz:).
te[0,tn (2¢)]
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A ultima equagao assegura que
inf sup  Jrg(tz)| < sup  Jap(tze) < inf Jye(u) +e.
2€Un | 4€[0,tn (2)] tE[0,tn (22)] ueNy,
Logo, como € > 0 é arbitrario, temos
cy- = inf Jyg(u) > inf | sup Jye(tz)] .
Mo ey, #EUn | tef0,tn(2)]

Isso completa a prova do item (i). A demonstragdo do item (ii) segue exatamente
as mesmas ideias discutidas anteriormente. 0

A proxima proposicao apresenta algumas estimativas precisas sobre os niveis
de energia N, © ONF,: Essas estimativas sao cruciais para podermos aplicar

diretamente o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.

Proposicao C.2 Suponha (my), (a1), (as), (b1), (b2) e (v1)-(vs). Entdo as fungoes
CN o N (A", +00) x (0,+00) — R satisfazem as sequintes propriedades:

(i) As fungoes (A, 0) — Cny, © (A, 0) — CAt, s@o continuas;
(i) As fungoes Cno, €Oy, sao decrescentes em A > 0, isto €,

Chn— 2 Ch— € Cpartk 2 Cpart
Nieo = Nio Niso = Nig?

para cada X > A, >0 e 0 > 0;
(iti) As fungoes Oy, € v, 500 crescentes em 6 > 0, isto €,
- > - >
CNA,OG - CN)\,e ¢ CN;;,A - CN)te’

para cada X € (A\*,4+00) e 0 € (0,0.);

(iv) Ezistem constantes C,C; > 0 que nao dependem de A de modo que
0< N, <C e N, <,
para cada A > A >0 e 0 > 0.

Prova. Inicialmente, afirmamos que a fungao (\,0) — N, é sequencialmente
continua. Com efeito, considere sequéncias (\;) € R e (6;) € R de tal modo que
A — Ae 0 — 0, onde A € [A\*,400) e 6 > 0. E sabido pelo Lema 2.34 que ¢,

AkoOk
é atingido por uma fungao (uy) € N, W, N, fk,ek. Em particular, obtemos que

CN;k»% = J)\kﬁk(uk> < Jkkﬁk(sp)a (S J\[);,@,C U )E)k,ekﬁ (C'l)

co1m

TreorWe)ue =0 e JY g (ur)(ur, up) < 0. (C-2)
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. : . . 0
Dessa forma, como o funcional energia Jy, 4, é coercivo sobre Ny , UNY , , segue

que a sequéncia (ug) é limitada em X. Isso significa que existe u € X tal que
ur — u em X. Note que u # 0, veja a Observagao 2.26. Consequentemente, usando
os mesmos calculos discutidos no Lema 2.34, tem-se que u; — u fortemente em X.

A tltima condigao, juntamente com a estimativa (C-2), garante que
lim Jy g, (up)ur = J3 g(w)u =0

k——+o0

T3, () (uns we) = T3 g(u) (u, 1) < 0.

Esse fato mostra que u € Ny y UNY,. Devido a estimativa (C-1), inferimos que
Iao(w) < Jap(), v € Ny U/\/’fﬁ.
Portanto, como u; — v em X, temos que

o = Hole) = I o) = I ca, -

Isso conclui a prova do item (i). Sabemos pela Proposi¢ao C.1 que

Cp- = inf sup  Jrg(tz)| < sup  Jye(t2)
2,0 2eUp, tE[0,tn (2)] te[0,tn (2)]

= Jalthy (2)2)
Doty (2)2), (C-3)

IN

para todo z € U,, onde U, := {z € X\{0} : A > S,(2)}. Observe que, para cada

A > A¢ > 0, mencionamos que Uy, 9 C U, e
0< tze_(z) < tl_@(z) <tn(2) < ti:‘a(z) < t;;(z) < +o00.
Nao é dificil checar que z + t,(z) é independente de A > 0. Dessa maneira, tomando

t =ty (2) e utilizando a desigualdade (C-3), encontramos

cy- < osup Jy(tz), 2 € U,.
M 0,0 (2)]

A qultima desigualdade assegura que

ey < inf | sup  Jy etz
Nio z€Un [te[o,tn(z)] 7( )

2€UNe,0 | t€[0,tn(2)] Aerf

< inf [ sup J>\e79(t2)] = Cpr-
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Logo, obtemos que N, < Cn , Para cada A > A, e 0 > 0. Isso finaliza a prova do
item (ii). Agora, assuma que 6 € (0, 6,) é satisfeito. Uma consequéncia imediata da

equagao (2-7) é:

2(0+1
[tn0(2)2]1% + aal|V(tno(2)2) 157 + 0tno(2)2|I%,

[tno(2)z ]|
2(c+1
[tno(2)2]1% + aal|V(tno(2)2) 137 + Ot ()22,

tn.6(2)z2[|4.0

Sn,g (Z) =

= Snﬂe (2)

Como produto, tem-se que Sy, 9(2) < Spe.(2) < A, para todo z € X\{0}. Uma vez
que o ponto critico ¢, 9(z) do funcional R, (tz) ¢ determinado de forma implicita,

inferimos que t¢,,¢,(2) < t,(z). Consequentemente, a Proposigdo C.1 afirma que

Cnp, S sup Ino(tz) = Iao(tyy (2)2) < Jap.(tyy (2)2), 2 € Ung,.
O e 0,tn.0(2)]

E importante analisar que Uxp. C Uy, para cada 0 € (0,6.) e A € (A\*, +00). Como

resultado, inferimos que 0 < t, (2) <ty (2) < tnp,(2) < tnp(2) < +00. Para uma

melhor compreensao, consulte a Figura C.1. Aqui, estamos usando o fato de que

6 — Spe(z) ¢ uma fungao crescente e 0 — t,(2) ¢ uma fungao decrescente, para

cada z € X\{0}. No que segue, tomando t = t}'y (2) < t,,(2), temos

cy- < osup Jag (tz), 2 € Ung,.
M 1[0, 6, (2)]

Consequentemente, inferimos que

e < inf sup g, (t2)
Nyo 2€U} 9, _te[O,tn,ee(z)} 7
< inf sup  Jyg, (£2)| = ey
z€U, 9, | t€[0,tn,0(2)] 7 Mo

Portanto, c\— < cy— para cada A € (A, +00) e 8 € (0,0,), e a prova do item
(iii) esta completa. Para concluir, a demonstra¢do do item (iv) é feita utilizando

precisamente o item (i), onde

- <y~ = inf Jyp(z) =C <40
Nio Nioo 2N, ’

para cada A > A\, > 0. Enfatizamos que a demonstracao dos itens (i), (ii), (iii) e

(iv) para a fungao c N, SEgUe 0 mesmos principios discutidos acima. |
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E relevante destacar que as Figuras C.1 e C.2 exemplificam algumas proprie-

dades estabelecidas na demonstracao da Proposicao C.2.

9, tn.o(2) oyt 0 e 0 tn(2) ot

Figura C.1: R, ¢(tz) < Ry, (t2). Figura C.2: O caso \. < A.

Observe que, na Proposicao C.2, foram adotadas as hipoteses estabelecidas no
Capitulo 2. No entanto, substituindo essas hipoteses pelas apresentadas no Capitulo

3, obtemos os mesmos resultados mencionados anteriormente.

Exemplo C.3 Apresentamos aqui um exemplo padrao de uma funcao a que €
Hoélder continua e que satisfaz a hipdtese (ay), conforme definido no Capitulo 1.

Nesse caso, considere uma fun¢dao bump a : RY — R dada por

o
e -l se x| <1
a(x) ==
0, se |z| > 1.

E facilmente demonstrdvel que essa funcio € suave, pertencendo a classe CP(RYN),
contudo nao ¢ analitica. Além disso, a funcio a € de classe C1(RY), Hélder continua

e pertence ao espaco L"(RN) para todo r > 1.

1
a(z) =e 1—|z|?

com |z| < 1

Figura C.3: Geometria da funcdo a.



APENDICE D

Identidade de Pohozaev

Neste apéndice, apresentamos um resultado classico: a renomada Identidade
de Pohozaev. Essa identidade, derivada do trabalho [65]|, foi fundamental para
alcancarmos resultados que estabelecem a nao existéncia de solugoes nao triviais

para o problema (P.), conforme afirmado no Teorema 3.35 do Capitulo 3.
Lema D.1 Suponha (M), (A1), (As), (Vi) e G € C(RY) N LY (RYN). Entdo existe
uma sequéncia (Rg) C R com Ry — 400 de tal maneira que

Rk/ |G(7)|dT — 0, quando k — +o0. (D-1)
0Bg, (0)

Prova. Suponha por contradi¢ao que (D-1) nao ocorre. Nesse caso, existem valores

0o, g > 0 tais que
R/ ’g(T)|dT > (50, R > Ry. (D—2)
0BRr(0)

Dessa forma, a estimativa (D-2) e as coordenadas polares asseguram que

400
[ owlas = [TR ([ o) ran
RN 0 dBR(0)
+oo
z/ RN‘Q(R/ |Q(T)|dr)dR
Ro OBR(0)

oo

> / RN=25,dR
Ro

= —4o0.

Portanto, a funcio G ¢ LY(RY), o que é uma contradicao. Isso completa a prova do

lema. O

Teorema D.2 (Identidade de Pohozaev) Suponha (M), (A1), (Az) e (V4).
Assuma que u € HY(RY) é uma solugdo fraca para o problema (P.) com o potencial
V € CYHRY;R) satisfazendo
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/ |z - VV (2)|u*dx < +oo,
RN

onde h € C(R) e H(s) := / h(7)dr. Entao u satisfaz a sequinte identidade:
0

o+1 N
/ a1 |[Vul*dz + ay </ \Vu\Qd:U) + —/ V(z)udz
RN RN 2 Jpn

+1 /RN (z-VV(x))u’der = N H(u)dx.

2 RN

N -2

2

Prova. Uma vez que u € H'(RY) ¢ uma solugao fraca para o problema (P.), temos
que u satisfaz a seguinte equagao: —m(||Vul3)Au + V(z)u = h(u) em R, onde

h(u) := Aa(x)|u|??u — O|u|* ~2u. Desse modo, deduzimos que
—(x - Vu) (m(||Vul|?)Au + V(z)u) = (z - Vu)h(u) em RV,

Nao é dificil ver que

Vul?\  1g~ 0
V( 2 _2;&@- ,

Calculando o divergente, obtemos

div(Vu(z - Vu)) = Z <axzz jg_;)

= Au(z - Vu)+ |Vul? + (m-V (|V2“|2>) .

Isso significa que

Au(z - V) = div(Vu(z - Vu)) — [Vul? — (:c v (@)) . (D-3)

Além disso, note que

, |V u|? I 0 (& ou \
dw(x' > ) = a2 \ 2o
N Vul|?
= §|Vu|2+ xV<| u )) (D-4)
Assim, ao associarmos as equagoes (D-3) e (D-4), chegamos a conclusao de que

2 _
Au(z - Vu) = div <Vu(:[: -Vu) — (x [Vl )) + ¥|VU|2.

2
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Aplicando o Teorema da Divergéncia, inferimos que

/ Au(z - Vu)dr = / (Vu(a: -Vu) — (:C : w)) ¢dS,
Br(0) 0B (0) 2

N -2
—I——/ |Vul*dz,
2 Br(0)

tal que ¢(z) é o vetor normal de Bg(0) com ¢(v) = ¥, e dS, ¢ a medida (N — 1)-
dimensional de dBg(0). Nesta etapa, calculando novamente o divergente, obtemos

que

l(x -V (2))u? + (z - Vu)V(z)u.

div (m : %V(:p)uQ) — Ny + 5

2

Assim, usando o Teorema da Divergéncia, mencionamos que

—% / (z - VV(z))u’de.
Br(0)

Adicionalmente, por meio de um célculo simples, podemos verificar que

=

div(z - H(u

= NH(u) + (2 - Vu)h(u),

u
onde H(u) = / h(7)dr. Consequentemente, segue-se pelo Teorema da Divergéncia
0

que

/ (x - Vu)h(u)dx = / (x - H(u))pdS, — N H(u)dzx.
Br(0)

0BR(0) Bgr(0)

Sob estas condigoes, concluimos que

[, miwul (Vute- 70— (o 51 ) s,
1

+ 3 /BBR(O) V(z)u“(x - ¢)dS, — /<93R(0) H(u)(x - ¢)dS,

N _ 2 0'+1
= —= / a1 |Vul*dz + a ( / |Vu\2dx)
2 Br(0) Br(0)

L /B (0)(NV(x)+(x-VV(x)))u2dx—N H(u)de.  (D-5)

2 BRr(0)

Nesse caso, o Lema D.1 assegura a existéncia de uma sequéncia (Ry) C R tal que
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Rk — +00 e
Rk/ (|Vul® + V(z)u* + [H(uw)]) dS, — 0, (D-6)
0Bg,(0)
quando k — +o00. A tltima estimativa nos fornece que
/ |Vul?dS, — 0, k — +oo,
0Bg, (0)
/ V(z)u?dS, — 0, k — +oo,
0Bg,, (0)

/ |H(u)|dS, — 0, k — +o0.
0Bg, (0)

Essas afirmacoes, juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, mostram que

/ <Vu(m -Vu) — (x : w)) $dS,
0Bg,, (0) 2

/ V(z)u*(x - ¢)dS,
0Bg,,(0)

< 2/ |Vul?dS, — 0,
0Bg,, (0)

< / V(z)u*dS, — 0,
0Bg,, (0)

/ H(u)(x - 6)dS,
O0Bg, (0)

< / |H (u)|dS, — 0,
0Bg, (0)
quando k — +o00. Por outro lado, é facil provar usando a equagao (D-5) que

lim a1|Vu|2dx:/ oy |Vul*dr,
Br,,(0) RN

k—+4o00
o+1
lim o / |Vul*dz =a—2 (/ |Vu|2dx) ,
k=00 Br, (0) RN

lim (NV(2) + (2 - VV (@) jilde = / (NV(2) + (2 - VV(2)))uldz,

o+1

lim H(u)dx = H(u)dx.

Portanto, tomando R = Ry na equagao (D-5) e fazendo k — +o00, obtemos

N —2 ot
—_— [/ a1 |[Vul*dz + ay </ |Vu|2dx>
2 RN RN

= /R S Ve = N [ (e

N
+ = V(z)u*dx
2 RN

Isso finaliza a demonstracao do teorema. O
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