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Resumo

Lima, Eduardo Dias. Existência e multiplicidade de soluções para
uma classe de problemas elípticos não locais envolvendo equações
do tipo Kirchhoff em domínios ilimitados. Goiânia, 2024. p185. Tese
de Doutorado do Programa de Pós–Graduação em Matemática do Instituto
de Matemática e Estatística da Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, investigamos a existência, inexistência (em alguns casos) e multipli-
cidade de soluções não triviais para três problemas elípticos não locais envolvendo
as equações do tipo Kirchhoff em RN . O primeiro problema abordado diz respeito a
uma classe de equações do tipo Kirchhoff com uma não linearidade côncavo-convexa.
No segundo problema, exploramos a mesma classe de equações de Kirchhoff, introdu-
zindo um parâmetro −θ na parte superlinear da não linearidade. Essa modificação
resulta em uma nova não linearidade que não satisfaz a condição de Ambrosetti-
Rabinowitz. Além disso, o terceiro problema trata-se de uma equação de Kirchhoff
com crescimento crítico. Nossa abordagem para esses problemas baseia-se no mé-
todo do quociente de Rayleigh não linear, em conjunto com o método de minimização
sobre a variedade de Nehari. Estes métodos nos permitiram restabelecer, sob con-
dições específicas, resultados de compacidade e convergência forte, garantindo que
cada problema estudado possua pelo menos duas soluções não triviais. É importante
ressaltar que para encontrar tais soluções, foi necessário introduzir hipóteses mais
abrangentes sobre os potenciais e pesos envolvidos.

Palavras-chave
Problemas do tipo Kirchhoff, Métodos topológicos, Técnicas de minimização,

Métodos variacionais, Método do quociente de Rayleigh não linear.



Abstract

Lima, Eduardo Dias. Existence and multiplicity of solutions for
a class of nonlocal elliptic problems involving Kirchhoff-type
equations in unbounded domains. Goiânia, 2024. p185. PhD. Thesis
from the Graduate Program in Mathematics at the Institute of Mathematics
and Statistics of the Federal University of Goiás.

In this work, we investigate the existence, nonexistence (in some cases) and multipli-
city of nontrivial solutions for three nonlocal elliptic problems involving Kirchhoff-
type equations in RN . The first problem addressed concerns a class of Kirchhoff-type
equations with a concave-convex nonlinearity. In the second problem, we explore the
same class of Kirchhoff equations, introducing a parameter −θ in the superlinear part
of the nonlinearity. This modification results in a new nonlinearity that does not sa-
tisfy the Ambrosetti-Rabinowitz condition. Furthermore, the third problem involves
a Kirchhoff equation with critical growth. Our approach to these problems is based
on the nonlinear Rayleigh quotient method, together with the minimization method
on the Nehari manifold. These methods allowed us to reestablish, under specific con-
ditions, results of compactness and strong convergence, ensuring that each problem
studied has at least two nontrivial solutions. It is important to emphasize that to
find such solutions, it was necessary to introduce more comprehensive assumptions
about the potentials and weights involved.

Keywords
Kirchhoff-type problems, Topological methods, Minimization techniques, Va-

riational methods, Nonlinear Rayleigh quotient method.
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BR(0) ou B(0, R) Bola aberta centrada na origem e raio R > 0.
Bc

R(0) ou RN\B(0, R) Complementar da bola aberta centrada na
origem e raio R > 0.

∂BR(0) ou ∂B(0, R) Fronteira da bola aberta BR(0) ou B(0, R).
∆u = div(∇u) =

∑
1≤i≤N

∂2u
∂x2

i
Laplaciano da função u.

|A| Medida de Lebesgue do conjunto A.

∇u =
(

∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, . . . , ∂u
∂xN

)
Gradiente da função u.

→ Convergência forte.
⇀ Convergência fraca.
↪→ Imersão contínua ou compacta de Sobolev.
q.t.p. Quase todo ponto.
J Funcional energia.
ϕu, ωu e γu Fibering maps do funcional energia J .
m(t) Função de Kirchhoff em t ∈ R+.
2∗ := 2N

N−2
Expoente crítico de Sobolev para N ≥ 3.

ok(1) Sequência que converge para zero, quando k

converge para o infinito.
X Função Característica.
Sqr′1 , Spr′2 , Sq, Sp e S2∗ Constantes da imersão contínua de Sobolev.

Espaços e Normas:

C∞
c (RN) Espaço das funções infinitamente diferenciá-

veis e de suporte compacto em RN .
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F−1({0}) Imagem inversa de {0} pela função F .
N Conjunto de Nehari.
N Fecho do conjunto de Nehari N .
E Conjunto no qual o funcional J é zero.
Lr(RN) Classe de funções mensuráveis u : RN → R

tais que
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RN |u|rdx < +∞ com 1 ≤ r < +∞.

L∞(RN) Classe de funções mensuráveis u : RN → R
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L∞
loc(RN) Classe de funções mensuráveis u : RN → R

tais que u ∈ L∞(Ω), para cada Ω ⊂⊂ RN .
Wm,r(RN) Classe de funções mensuráveis u : RN → R

tais que u ∈ Lr(RN) e [u]m,r < +∞.
W 2,η

loc (RN) Classe de funções mensuráveis u : RN → R
tais que u ∈ W 2,η(Ω), para cada Ω ⊂⊂ RN e
para todo η > 1.

H1(RN) Espaço de Sobolev W 1,2(RN).
X Espaço de todas as funções u ∈ H1(RN) tais

que
∫
RN V (x)|u|2dx < +∞.

C1(X;R) Espaço das funções u : X → R que possuem
derivadas contínuas em X.

C0,β(Ω) Classe de funções mensuráveis u ∈ C(Ω) tais
que supx,y∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x−y|β < +∞ com β ∈ (0, 1).

⟨u, φ⟩ Denota o produto interno usual do espaço X.
⟨u, φ⟩2 Denota o produto interno do espaço L2(RN).
∥ · ∥ Norma no espaço X.
∥ · ∥r Norma no espaço Lr(RN).
∥ · ∥∞ Norma no espaço L∞(RN).
Rn Quociente de Rayleigh não linear associado

ao conjunto N .
Re Quociente de Rayleigh não linear associado

ao conjunto E .
Qn Função Fibra de Rn.
Qe Função Fibra de Re.
Sn supt>0Rn(tu) ou inft>0Rn(tu).
λ∗ Valor extremal definido por infu∈X\{0} Sn(u).
Se supt>0Re(tu) ou inft>0Re(tu).
λ∗ Valor extremal definido por infu∈X\{0} Se(u).



Introdução

Neste trabalho, investigamos a existência, não existência e multiplicidade de
soluções para uma determinada classe de problemas elípticos não locais do tipo
Kirchhoff em domínios ilimitados. É importante destacar que, ao lidarmos com
essa categoria de problemas, nos deparamos com diversas dificuldades, incluindo a
natureza do operador, o comportamento da não linearidade, a falta de compacidade
das imersões de Sobolev, entre outras. Inicialmente, no primeiro capítulo, dedicamo-
nos à análise minuciosa do seguinte problema:−m (∥∇u∥22)∆u+ V (x)u = λa(x)|u|q−2u+ b(x)|u|p−2u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pλ)

onde N ≥ 3, λ > 0, 1 < q < 2 < 2(σ + 1) < p < 2∗ := 2N
N−2

e o potencial
V : RN → R é contínuo e limitado inferiormente por uma constante positiva. As
funções peso a ∈ Lr1(RN) e b ∈ Lr2(RN) com r1, r2 > 1 expoentes adequados.

Observe que o problema (Pλ) contém a presença da função bem conhecida
m : R+ → R+, chamada de função de Kirchhoff, definida por m(t) = α1 + α2t

σ

para todo t ∈ R+ e α1, α2 > 0. Devido à forma como m(∥∇u∥22) está formulada no
problema (Pλ), podemos classificá-lo como um problema não local. Isso significa que
esse problema não pode ser tratado como uma identidade pontual em RN .

Soluções de problemas elípticos com operadores não locais têm sido objeto
de considerável atenção em diversas áreas da pesquisa matemática. Por exemplo, o
trabalho de referência [63] destaca essa tendência. Historicamente, vale notar que
esses problemas foram inicialmente motivados pela versão estacionária da equação
de Kirchhoff. A sua estrutura é estabelecida por

utt −m

(∫
Ω

|∇u|2dx
)
∆u = B(x, u) em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),

(0-1)

onde m(t) = a + bt com a, b > 0. É sabido que a equação (0-1) representa a versão
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mais geral do modelo proposto por Kirchhoff em 1883. Sua estrutura é dada por

ρhutt −
{
α0 +

Eh

2L

∫ L

0

|ux|2dx
}
uxx + εux + B(x, u) = 0. (0-2)

Ao considerar o efeito da mudança no comprimento de uma corda durante uma
vibração, a equação (0-2) estende a clássica equação da onda de D’Alembert. Para
uma compreensão mais detalhada de (0-1) e (0-2), recomendamos ao leitor consultar
o célebre trabalho [44].

Em termos físicos, a equação (0-2) pode ser interpretada da seguinte maneira:
ux = u(t, x) representa o deslocamento lateral no tempo t e na coordenada espacial
x, ρ é a densidade de massa, α0 é a tensão inicial, h é a área da seção transversal,
E é o módulo de Young do material, L é o comprimento da corda, ε é o módulo
de resistência, e B = B(x, u) denota a força externa aplicada. Aqui é importante
salientar que problemas elípticos não locais também são encontrados em outras
áreas do conhecimento, como em sistemas biológicos. Nessas situações, u descreve um
processo intrinsecamente ligado à sua própria média, como a densidade populacional.
Para uma compreensão mais detalhada dessas aplicações, sugerimos consultar os
trabalhos [4, 26,48,49,76] e suas respectivas referências.

Antes de nos aprofundarmos nas condições variacionais impostas para o
problema (Pλ), vamos apresentar de forma sucinta as principais motivações que
orientaram este trabalho.

As equações elípticas semilineares com uma não linearidade do tipo côncavo-
convexa em domínios limitados têm sido objeto de amplo estudo nos últimos anos.
Em 1993, Ambrosetti, Brezis e Cerami [8] trataram o problema elíptico semilinear:

−∆u = λuq−1 + up−1 em Ω,

u > 0 em Ω,

u ∈ H1
0 (Ω),

(0-3)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com bordo regular, N ≥ 1, λ > 0 é um
parâmetro e 1 < q < 2 < p < 2∗. Esse trabalho garante, sob condições apropriadas,
a existência de um valor λ0 > 0 de tal modo que o problema (0-3) tenha pelo menos
duas soluções positivas para todo λ ∈ (0, λ0), uma solução positiva para λ = λ0, e
nenhuma solução positiva para λ > λ0. Para encontrar a primeira solução, aplicaram
o método da sub e super solução, enquanto para a segunda solução utilizaram o
Teorema do Passo da Montanha.

Posteriormente, Adimurthy, Pacella e Yadava [2] e Tang [75] demonstraram que
existem exatamente duas soluções positivas para o problema (0-3) na bola unitária
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BN(0, 1) para λ ∈ (0, λ0), uma solução positiva para λ = λ0, e nenhuma solução
positiva para λ > λ0.

Além disso, os trabalhos de Ambrosetti, Azorero e Peral [7], Brown e Wu
[14,15], e Wu [78,79] exploraram casos com não linearidades mais gerais associadas
ao problema (0-3). Em particular, estabeleceram a existência de pelo menos duas
soluções positivas com a não linearidade dada por λf(x)|u|q−2u+g(x)|u|p−2u. Outros
casos com esse tipo de não linearidade também podem ser encontrados nos trabalhos
de Azorero, Peral e Manfredi [10] e Il’yasov [43].

Em 2011, Chen, Kuo e Wu [23] estudaram o seguinte problema elíptico do tipo
Kirchhoff:−

(
a+ b

∫
Ω

|∇u|2dx
)
∆u = λf(x)|u|q−2u+ g(x)|u|p−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0-4)

onde Ω é um domínio limitado em RN (N = 1, 2, 3) com 1 < q < 2 < p < 2∗,
a, b, λ > 0 e f, g ∈ C(Ω) são funções peso que mudam de sinal. Para resolver o
problema (0-4), os autores adotaram a variedade de Nehari e o método de fibração.
Essa abordagem possibilitou a demonstração da existência de múltiplas soluções
positivas em três casos distintos: p > 4, p = 4, e p < 4, desde que os parâmetros b e
λ estejam dentro de intervalos específicos.

Anos depois, outros matemáticos avançaram nessa direção. Destaca-se o tra-
balho de Silva e Macedo [67], que estudaram um problema envolvendo o operador
p–Laplaciano e uma não linearidade côncavo-convexa com um peso que pode mudar
de sinal. Mais especificamente, os autores consideraram o seguinte problema:−∆pu = λ|u|q−2u+ f(x)|u|γ−2u em Ω,

u ∈ W 1,p
0 (Ω),

(0-5)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira C1, λ > 0, 1 < q < p < γ < p∗,
N ≥ 3 e f ∈ L∞(Ω). A principal contribuição desses autores foi demonstrar que, sob
condições apropriadas, o problema (0-5) possui duas soluções positivas em algum
intervalo (0, λ∗ + ε), onde λ∗ > 0 é caracterizado de forma variacional. As técnicas
aplicadas envolvem o método de minimização sobre a variedade de Nehari [55, 56],
o método de fibração [61] e o método do quociente de Rayleigh não linear.

Salientamos que os problemas (0-3), (0-4) e (0-5) estão formulados em domí-
nios limitados. Em contraste com esses trabalhos, o problema (Pλ) foi proposto em
domínios ilimitados. Reconhecendo as dificuldades intrínsecas desse tipo de ambi-
ente, foi necessário introduzir o potencial V : RN → R. Essa necessidade surgiu
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devido à falta de compacidade das imersões de Sobolev. Para superá-las, estabele-
cemos condições adequadas sobre o potencial V em todos os capítulos. No entanto,
visando tornar o trabalho mais instigante e desafiador, atribuímos responsabilida-
des às funções peso a e b em relação à compacidade. Isso pode ser observado, por
exemplo, nos Capítulos 1 e 3.

Baseado no contexto anterior, Carvalho, Silva e Goulart [18] abordaram o
seguinte problema elíptico envolvendo a famosa equação de Choquard:−∆u+ V (x)u = (Iα ∗ |u|p)|u|p−2u+ λ|u|q−2u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(0-6)

onde λ > 0, α ∈ (0, N), N ≥ 3, 1 < q < 2, N+α
N

= 2α < p < 2∗α = N+α
N−2

, o potencial
V : RN → R é continuo e limitado inferiormente por alguma constante potiviva, e
Iα é o potencial de Riesz. Assumindo condições específicas sobre o parâmetro λ > 0,
os autores provaram que o problema (0-6) possui pelo menos duas soluções positivas
para cada λ ∈ (0, λ∗], onde λ∗ > 0 é um valor extremal caracterizado de forma
variacional. Para obter esses resultados, os autores realizaram uma análise minuciosa
do quociente de Rayleigh não linear, em conjunto com o método de minimização
sobre a variedade de Nehari [55,56] e o método de fibração [61].

Além dos trabalhos mencionados anteriormente, também incluímos outros
trabalhos renomados [4–6,12,21,31,32,34,40,45,49,52,60,63,64,66,74] que investigam
diversas classes de funções do tipo Kirchhoff. Salientamos que essas referências
representam apenas uma pequena parcela dos estudos disponíveis na literatura.

No Capítulo 1, usamos as seguintes hipóteses para resolver o problema (Pλ):

(m1) A função m : R+ → R+ satisfaz m(t) = α1 + α2t
σ, para todo t ∈ R+ e

α1, α2 > 0 com 0 < σ < 2
N−2

;
(a1) 1 < q < 2 < 2(σ + 1) < p < 2∗;
(a2) As funções a, b : RN → R satisfazem a ∈ Lr1(RN) e b ∈ Lr2(RN), onde(

2∗

q

)′
< r1 ≤

(
2

q

)′
e
(
2∗

p

)′
< r2 ≤

(
2

p

)′
,

com a(x), b(x) > 0 q.t.p. em RN ;
(V1) O potencial V pertence a L∞

loc(RN), e existe uma constante V0 > 0 de tal forma
que V (x) ≥ V0, para todo x ∈ RN .

Aqui, consideramos X ⊂ H1(RN) como nosso espaço de trabalho, definido por

X =

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

V (x)u2dx < +∞
}
,
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cuja norma usual é dada por

∥u∥ =

(∫
RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx

) 1
2

, u ∈ X.

Dado que V ∈ L∞
loc(RN), temos que o espaço X não é vazio. Além disso, é fácil ver

que (X, ∥ · ∥) constitui um espaço de Hilbert.
O problema (Pλ) está relacionado ao funcional energia J : X → R dado por

J(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q

∫
RN

a(x)|u|qdx− 1

p

∫
RN

b(x)|u|pdx.

Vale a pena observar que o funcional energia J é de classe C1(X;R), para todo
λ > 0. Entretanto, o funcional J não é de classe C2(X;R) devido à restrição q < 2.
Ademais, sabemos que uma função u ∈ X é um ponto crítico do funcional energia
J se, e somente se, u é uma solução fraca para o problema (Pλ).

Note que as hipóteses assumidas sobre o potencial V são suficientes para ga-
rantir as imersões contínuas de Sobolev. De fato, usando a desigualdade de Interpo-
lação e a desigualdade Gagliardo-Nirenberg, obtemos que o espaço de trabalho X

está continuamente imerso em Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗]. Para uma análise mais
aprofundada, recomendamos [11,39,77].

Um cálculo simples assegura que o ínfimo do funcional J em H1(RN) não é
atingido. Isso significa que a minimização global não resulta em pontos críticos.
Dessa forma, é crucial restringir nosso estudo à variedade de Nehari, dada por

N =
{
u ∈ X\{0} : λ∥u∥qq,a = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − ∥u∥pp,b
}
,

onde
∥u∥qq,a =

∫
RN

a(x)|u|qdx e ∥u∥pp,b =
∫
RN

b(x)|u|pdx, u ∈ X.

Com base em algumas ideias discutidas em [55,56], podemos subdividir a variedade
de Nehari N em três subconjuntos disjuntos, a saber, N = N+ ∪N− ∪N 0, onde

N+ = {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) > 0},
N− = {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) < 0},
N 0 = {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) = 0}.

Essa divisão é fundamental para obter a multiplicidade de soluções para o problema
(Pλ). Além disso, construímos um conjunto não vazio que descreve o comportamento
do funcional J quando este atinge energia zero, isto é,

E =

{
u ∈ X\{0} :

λ

q
∥u∥qq,a =

1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − 1

p
∥u∥pp,b

}
.
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Agora, estamos prontos para estruturar o método do quociente de Rayleigh
não linear, o qual será explicado adiante. Primeiramente, temos a seguinte relação:

u ∈ N se, e somente se, Rn(u) = λ,
u ∈ E se, e somente se, Re(u) = λ,

onde Rn, Re : X\{0} → R representam os quocientes de Rayleigh não lineares
associados ao parâmetro λ > 0 dados por

Rn(u) =
∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − ∥u∥pp,b
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}

e

Re(u) =

1
2
∥u∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − 1
p
∥u∥pp,b

1
q
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}.

A partir desses conceitos, sentimos a necessidade de estudar as fibras de Rn e
Re. Definimos então as funções fibras Qn, Qe : (0,∞) → R dadas por Qn(t) = Rn(tu)

e Qe(t) = Re(tu). Uma implicação direta dessas funções é que existe um único ponto
crítico, identificado como o ponto crítico de máximo global.

É relevante enfatizar que os estudos [18, 20, 67, 70] demonstram a existência
de um único ponto crítico para os quocientes de Rayleigh não lineares, o qual
é determinado de forma explícita por uma identidade simples. Contudo, para o
problema (Pλ), essa identidade não é aplicável devido à presença da função de
Kirchhoff m. Esse fato é de extrema importância na busca pelos pontos críticos
do funcional energia J . Para contornar essa dificuldade, recorremos a algumas
estimativas precisas, aliadas ao Teorema da Função Implícita [25, Teorema 2.4.1].
Essa abordagem representa uma das principais contribuições do Capítulo 1, que se
estende aos Capítulos 2 e 3.

Considerando o conjunto N , definimos os seguintes níveis de energia:

cN+ = inf
u∈N+

J(u) e cN− = inf
u∈N−

J(u).

Nosso principal objetivo é mostrar que os níveis cN+ e cN− são atingidos. A ideia
central é analisar cuidadosamente as funções Sn, Se : X\{0} → R definidas por

Sn(u) = sup
t>0

Rn(tu) = Rn(tn(u)u) e Se(u) = sup
t>0

Re(tu) = Re(te(u)u),

e os valores extremais

λ∗ = inf
u∈X\{0}

Sn(u) e λ∗ = inf
u∈X\{0}

Se(u).

Para encontrar as soluções fracas do problema (Pλ), aplicamos exatamente
as mesmas técnicas utilizadas nos problemas (0-5) e (0-6). Um destaque especial
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é dado ao método do quociente de Rayleigh não linear, que tem sido objeto de
extenso estudo e exploração nos últimos anos. Um marco importante nesse campo é
o trabalho de Il’yasov [42] de 2017, no qual o autor desenvolveu uma teoria completa
do quociente de Rayleigh, demonstrando a existência de soluções para equações
elípticas não lineares dependentes de um parâmetro real λ.

Seguindo essa linha de pesquisa, Silva [66] utilizou o mesmo método em 2019
para assegurar a multiplicidade de soluções para um problema elíptico do tipo
Kirchhoff, que é superlinear e subcrítico, e que também depende de um parâmetro
real λ∗. Teoricamente, o valor desse parâmetro λ∗ é conhecido como valor extremal.
É importante ressaltar que esses valores extremais não são uma novidade e podem
ser encontrados, por exemplo, no trabalho de Ouyang [59] de 1991. Outros notáveis
trabalhos, nos quais os autores aplicaram esse método para resolver várias classes
de equações, podem ser encontrados em [18–20,67–69].

A contribuição principal do Capítulo 1 é estabelecer condições suficientes para
garantir que o problema (Pλ) tenha pelo menos duas soluções positivas não triviais
sempre que λ ∈ (0, λ∗). Para isso, é fundamental assegurar a existência de um valor
extremal λ∗ > 0, de modo que o método de Nehari possa ser aplicado. Em resumo,
a essência do nosso estudo reside na aplicação do método do quociente de Rayleigh
não linear e do método de Nehari, com o objetivo de encontrar uma solução ground
state u para a qual J(u) < 0 para todo λ ∈ (0, λ∗), além de outra solução bound
state v. Para esta segunda solução, exploramos outro quociente de Rayleigh para
obter informações adicionais sobre o sinal do funcional energia J .

No Capítulo 1, foram desenvolvidas ferramentas para demonstrar o seguinte
resultado:

Teorema 0.1 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e V, a, b ∈ C0,γ(B(0, R)), para algum
γ ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Então para cada λ ∈ (0, λ∗), o problema (Pλ) admite
pelo menos duas soluções positivas u, v ∈ X de modo que u ∈ N+ e v ∈ N−. Além
disso, u é uma solução ground state e v é uma solução bound state satisfazendo:

(a) Para cada λ ∈ (0, λ∗), inferimos que cN− = J(v) > 0;
(b) Para λ = λ∗, segue-se que cN− = J(v) = 0;
(c) Para cada λ ∈ (λ∗, λ∗), obtemos que cN− = J(v) < 0.

Uma questão intrigante surge quando consideramos o caso λ ∈ [λ∗,+∞). Nessa
situação, as coisas se tornam mais complexas, uma vez que N não é uma variedade.
Além disso, quando λ = λ∗, por exemplo, podemos deduzir que os pontos críticos
tn,+λ (u) e tn,−λ (u) associados a fibering maps coincidem com tn(u), onde sabemos que
existe um ponto de inflexão. Esse fato dificulta bastante a obtenção de soluções
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fracas para o problema inicial. Portanto, torna-se necessário realizar uma análise
mais detalhada desse caso. Para uma melhor compreensão, consulte a figura abaixo.

t

Energia

tn,+(u)
0

λ ∈ (λ∗,+∞)

λ = λ∗

λ ∈ (λ∗, λ∗)

Ponto de
Inflexão

tn,−(u)

Máximo

tn(u)

Mı́nimo
local

local

Uma observação importante é que todos os resultados apresentados acima
podem ser encontrados no trabalho [33], publicado em 2023.

O Capítulo 2 é dedicado à análise da existência, não existência e multiplicidade
de soluções não triviais para um problema elíptico não local do tipo Kirchhoff.
Este problema envolve uma não linearidade cujo sinal é indefinido, tornando-o de
grande interesse em diversas áreas da matemática. Mais precisamente, investigamos
o seguinte problema:−m (∥∇u∥22)∆u+ V (x)u = λa(x)|u|q−2u− θb(x)|u|p−2u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pθ)

onde λ e θ são parâmetros positivos, N ≥ 3, 2 < 2(σ + 1) < q < p < 2∗, o potencial
V : RN → R pode mudar de sinal e satisfaz as condições de Bartsch-Wang. As
funções a e b são contínuas e satisfazem algumas hipóteses adicionais.

Além dos trabalhos descritos no Capítulo 1, utilizamos fortemente neste
capítulo o trabalho de Silva, Carvalho, Goulart e Silva [70] como principal motivação
para estabelecer soluções fracas não triviais para o problema (Pθ). É relevante notar
que os autores exploraram o seguinte problema elíptico não local, que contém o
operador Laplaciano fracionário e uma não linearidade com sinal indefinido:(−∆)su+ V (x)u = µa(x)|u|q−2u− λ|u|p−2u em RN ,

u ∈ Hs(RN),
(0-7)

onde µ, λ > 0, s ∈ (0, 1) e s < N
2

com N ≥ 1. Em resumo, assumindo condições
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adequadas sobre V , a, µ e λ, e empregando o método de Nehari e o método do
quociente de Rayleigh não linear, os autores mostraram que o problema (0-7) possui
pelo menos duas soluções não triviais, dependendo do valor dos parâmetros µ e λ.

Observe que o problema (Pθ) apresenta uma não linearidade

B(x, t) := λa(x)|t|q−2t− θb(x)|t|p−2t,

válida para todo t ∈ R e x ∈ RN . Essa função é caracterizada pela mudança de
sinal, como ilustrado na Observação 2.6. Além disso, é importante enfatizar que
a função B(x, t) não satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Lembre-se que
esta condição estabelece a existência de constantes M > 0 e µ > 2 tais que

0 < µb(x, t) ≤ tB(x, t),

para todo t ∈ R e x ∈ RN , onde b(x, t) =
∫ t

0
B(x, s)ds. Essas características tornam

o problema (Pθ) extremamente desafiador, pois é complicado obter a limitação das
sequências minimizantes/Palais-Smale usando argumentos convencionais.

A principal contribuição do Capítulo 2 é fornecer uma descrição completa
sobre o intervalo de valores dos parâmetros λ e θ, ambos positivos, que garantem
a existência de pelo menos duas soluções não triviais para o problema (Pθ). Assim
como nos problemas (Pλ) e (0-7), empregamos os métodos de Nehari [55, 56], de
fibração [61] e do quociente de Rayleigh não linear [42, 43].

Em outras palavras, impomos condições específicas sobre os parâmetros λ e θ

para assegurar os resultados de existência e multiplicidade de soluções não triviais
para o problema (Pθ). Uma vez que N+

λ,θ = N+
λ,θ∪N 0

λ,θ e N−
λ,θ = N−

λ,θ∪N 0
λ,θ (conforme

a Proposição 2.24), os minimizadores encontrados podem pertencer a N 0
λ,θ. Isso

implica que o conjunto de Nehari Nλ,θ apresenta pontos degenerados, o que dificulta
a aplicação direta do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange [25, Teorema
7.8.2]. Para superar essa dificuldade, utilizamos algumas estimativas refinadas e
controlamos os níveis de energia das sequências minimizantes. Em particular,
assumimos que as desigualdades cN+

λ,θ
< cN 0

λ,θ
e cN−λ,θ < cN 0

λ,θ
são satisfeitas, e

demonstramos que qualquer minimizador na variedade de Nehari produz pontos não
degenerados, ou seja, os minimizadores estão restritos a N+

λ,θ ou N−
λ,θ. É importante

destacar que algumas ideias foram adaptadas de [70, Proposições 2.23 e 2.21].
Por conseguinte, mostramos que o problema (Pθ) não possui nenhuma solução

fraca não trivial para λ ∈ (−∞, λ∗) e nenhuma solução positiva ou negativa para
λ = λ∗, desde que

inf
x∈RN

a(x)

b(x)
≥ C > 0 ou lim

|x|→+∞

a(x)

b(x)
= C > 0.

Para obter esse resultado, usamos algumas ideias discutidas em [18, Proposição 16].
Agora, apresentamos as hipóteses utilizadas para resolver o problema (Pθ):
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(m1) A função m : R+ → R+ satisfaz m(t) = α1 + α2t
σ, para todo t ∈ R+ e

α1, α2 > 0 com 0 < σ < 2
N−2

;
(a1) 2 < 2(σ + 1) < q < p < 2∗;
(a2) As funções a, b : RN → R satisfazem a ∈ L∞(RN) e b ∈ L∞(RN), onde

a(x), b(x) > 0 q.t.p. em RN ;
(v1) O potencial V pertence a L∞

loc(RN), e existe uma constante V0 > 0 tal que
V (x) ≥ −V0, para todo x ∈ RN ;

(v2) Considere

δ := inf
u∈H1(RN ), ∥u∥

L2(RN )
=1

∫
RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx > 0;

(v3) Para cada M > 0, segue que |{x ∈ RN : V (x) ≤ M}| < +∞.

Note que o potencial V satisfaz propriedades diferentes das apresentadas
no Capítulo 1, podendo mudar ou não de sinal. Esse fato traz consigo algumas
dificuldades adicionais, sendo a principal delas a falta de uma norma definida para
o espaço de trabalho. Nesse contexto, a hipótese (v2), proposta por Sirakov [71],
desempenha um papel crucial para resolver essa situação.

No decorrer do capítulo, percebemos que as hipóteses estabelecidas para as
funções peso a e b não foram suficientes para sustentar nossos principais resultados.
Portanto, fomos levados a introduzir novas hipóteses, que são as seguintes:

(b1)
a(x)

p
p−q

b(x)
q

p−q

∈ L1(RN);

(b2) Existe uma constante positiva b0 tal que b(x) ≥ b0.

A principal motivação para considerarmos as hipóteses (b1) e (b2) decorre do fato
de não conseguirmos demonstrar que o funcional energia Jλ,θ é coercivo sobre a
variedade de Nehari N+

λ,θ. Essas novas hipóteses foram inspiradas em [47,70].
No Capítulo 2, consideramos X como o subespaço de H1(RN) definido por

X =

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

V (x)u2dx < +∞
}
,

equipado com a norma usual dada por

∥u∥ =

(∫
RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx

) 1
2

, u ∈ X.

É fácil verificar que (X, ∥ · ∥) constitui um espaço de Hilbert.
O problema (Pθ) está relacionado ao funcional energia Jλ,θ : X → R definido

por

Jλ,θ(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q

∫
RN

a(x)|u|qdx+
θ

p

∫
RN

b(x)|u|pdx.
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Observe que o funcional energia Jλ,θ é de classe C2(X;R), para todo λ, θ > 0.
Ademais, dizemos que uma função u ∈ X é um ponto crítico do funcional Jλ,θ se, e
somente se, u é uma solução fraca para o problema (Pλ).

Salientamos que as hipóteses impostas sobre o potencial V são suficientes
para garantir imersões contínuas e compactas de Sobolev. Essas propriedades são
justificadas pelos trabalhos de Sirakov [71] e Bartsch-Wang [12].

Para atingir os objetivos propostos, restringimos nosso estudo à variedade de
Nehari, definida como:

Nλ,θ =
{
u ∈ X\{0} : λ∥u∥qq,a = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ∥u∥pp,b
}
,

onde
∥u∥qq,a =

∫
RN

a(x)|u|qdx e ∥u∥pp,b =
∫
RN

b(x)|u|pdx, u ∈ X.

Com base em alguns conceitos discutidos nos trabalhos [55,56], dividimos a variedade
de Nehari em três subconjuntos disjuntos, de forma que Nλ,θ = N+

λ,θ ∪ N−
λ,θ ∪ N 0

λ,θ.
Adicionalmente, construímos um conjunto não vazio que descreve o comportamento
do funcional Jλ,θ quando este atinge energia zero, isto é,

Eλ,θ =
{
u ∈ X\{0} :

λ

q
∥u∥qq,a =

1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 +
θ

p
∥u∥pp,b

}
.

Uma consequência direta dos conjuntos Nλ,θ e Eλ,θ é a seguinte relação:

u ∈ Nλ,θ se, e somente se, Rn(u) = λ,
u ∈ Eλ,θ se, e somente se, Re(u) = λ,

onde Rn, Re : X\{0} → R representam os quocientes de Rayleigh não lineares
associados ao parâmetro λ > 0 dados por

Rn(u) =
∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ∥u∥pp,b
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}

e

Re(u) =

1
2
∥u∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ
p
∥u∥pp,b

1
q
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}.

Após a definição do conjunto Nλ,θ, podemos observar os seguintes níveis:

cN+
λ,θ

= inf
u∈N+

λ,θ

Jλ,θ(u), cN−λ,θ = inf
u∈N−λ,θ

Jλ,θ(u) e cN 0
λ,θ

= inf
u∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(u).

Nosso objetivo principal é provar que os níveis cN+
λ,θ

e cN−λ,θ são atingidos. A
abordagem central consiste em analisar as funções fibras Qn, Qe : (0,+∞) → R
definidas por Qn(t) = Rn(tu) e Qe(t) = Re(tu). Além disso, examinamos as funções
Sn, Se : X\{0} → R dadas por
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Sn(u) = inf
t>0

Rn(tu) = Rn(tn(u)u) e Se(u) = inf
t>0

Re(tu) = Re(te(u)u),

e os valores extremais

λ∗ = inf
u∈X\{0}

Sn(u) e λ∗ = inf
u∈X\{0}

Se(u).

No Capítulo 2, foram desenvolvidas ferramentas para demonstrar os seguintes
resultados:

Teorema 0.2 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e cN+
λ,θ

< cN 0
λ,θ

. Então
para cada λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ0 > 0 pequeno tal que o problema (Pθ) admite pelo
menos uma solução ground state v ∈ X satisfazendo v ∈ N+

λ,θ com θ ∈ (0, θ0).

Corolário 0.3 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Então os níveis de
energia cN+

λ,θ
< cN 0

λ,θ
desde que:

(a) λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0;
(b) λ ∈ (λ∗, λ∗) e θ ∈ (0, θ0) com θ0 > 0 suficientemente pequeno;
(c) λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗) e θ > 0 com ε > 0 suficientemente pequeno.

Teorema 0.4 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e cN−λ,θ < cN 0
λ,θ

. Então
para cada λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ2 > 0 pequeno tal que o problema (Pθ) admite pelo
menos uma solução fraca u ∈ X satisfazendo u ∈ N−

λ,θ com θ ∈ (0, θ2).

Corolário 0.5 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞).
Então os níveis de energia cN−λ,θ < cN 0

λ,θ
, sempre que θ ∈ (0, θ2).

Corolário 0.6 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞).
Então para cada θ ∈ (0,min(θ0, θ2)), o problema (Pθ) admite pelo menos duas
soluções não triviais u, v ∈ X\{0} de modo que u ∈ N−

λ,θ e v ∈ N+
λ,θ.

Teorema 0.7 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Sejam λ ∈ (−∞, λ∗)

e θ > 0 parâmetros fixos. Então o problema (Pθ) não admite nenhuma solução não
trivial.

Teorema 0.8 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Sejam λ = λ∗ e θ > 0

parâmetros fixos. Então não existe solução fraca positiva ou negativa u ∈ X para o
problema (Pθ) tal que u ∈ N 0

λ∗,θ desde que:

(a) inf
x∈RN

a(x)

b(x)
≥ C > 0;

(b) lim
|x|→+∞

a(x)

b(x)
= C > 0.
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No Capítulo 3, finalmente, tratamos de estabelecer as condições suficientes
para obter a existência, não existência e multiplicidade de soluções positivas para
um problema elíptico não local do tipo Kirchhoff, envolvendo um crescimento crítico
em RN com N ≥ 3. Mais especificamente, exploramos o seguinte problema:−m (∥∇u∥22)∆u+ V (x)u = λa(x)|u|q−2u− θ|u|2∗−2u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pc)

onde λ e θ são parâmetros positivos, 2 < q < 2(σ+1) < 2∗, o potencial V : RN → R
é contínuo e limitado inferiormente por uma constante positiva, e a função peso a

pertence a Lr̃(RN) ∩ L∞
loc(RN) com r̃ = 2∗

2∗−q
.

Nos últimos anos, as equações de Kirchhoff com não linearidade crítica têm
recebido considerável atenção nos estudos matemáticos. Isso se deve, em grande
parte, a uma das principais dificuldades ao lidar com este tipo de equações: a
falta de compacidade da imersão de Sobolev H1(RN) ↪→ L2∗(RN), o que é natural
devido à presença de dilatações e translações sobre RN . Assim, demonstrar a
existência e a multiplicidade de soluções não triviais para um problema com essa
estrutura não é uma tarefa fácil em geral. Na literatura, uma forma de superar
essas dificuldades é abordar o problema utilizando algumas técnicas, tais como:
Argumento de truncamento, Métodos variacionais, Método de Nehari, Teoria da
categoria de Ljusternik-Schnirelmann, entre outras. Abaixo, apresentamos alguns
trabalhos que nos motivaram a resolver o problema (Pc).

O trabalho pioneiro que nos serviu de orientação foi Figueiredo [32], publicado
em 2013. Este artigo, além de ser fundamental, é um clássico no estudo de problemas
elípticos do tipo Kirchhoff com não linearidade crítica. Resumidamente, Figueiredo
investigou o seguinte problema:−m

(∫
Ω

|∇u|2dx
)
∆u = λf(x, u) + |u|2∗−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0-8)

onde Ω é um domínio limitado em RN , N ≥ 3 e λ é um parâmetro positivo. Observe
que m : R+ → R+ e f : Ω × R → R são funções contínuas que atendem a algumas
hipóteses adicionais. A principal abordagem deste artigo é aplicar os conceitos de
métodos variacionais, especialmente do argumento de truncamento apropriado. Por
meio de estimativas a priori para λ > 0 suficientemente grande, o autor mostrou
que a solução encontrada para o problema truncado também é solução do problema
(0-8).

Em 2014, Naimen [52] analisou o seguinte problema elíptico do tipo Kirchhoff
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com uma não linearidade crítica:
−
(
a+ b

∫
Ω

|∇u|2dx
)
∆u = µg(x, u) + |u|5 em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0-9)

onde Ω ⊂ R3 é um domínio limitado com fronteira suave ∂Ω tal que a, b ≥ 0 e
a + b > 0. Assumindo determinadas condições sobre a função g ∈ C(Ω × R,R) e
o parâmetro µ ∈ R, o autor estabeleceu resultados de existência, não existência e
multiplicidade de soluções positivas para o problema (0-9).

Ao longo dos anos, surgiram várias outras pesquisas matemáticas sobre esse
tema. Em 2018, por exemplo, do Ó, He e Mishra [57] exploraram um problema
elíptico não local para uma família de funções de Kirchhoff envolvendo o operador
Laplaciano fracionário e um crescimento crítico. Mais precisamente, os autores
resolveram o seguinte problema:m

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s

dxdy

)
(−∆)su = λf |u|q−2u+ |u|2∗s−2u em Ω,

u = 0 sobre RN\Ω,
(0-10)

onde λ > 0, N > 2s, s ∈ (0, 1), 1 < q < 2, 2∗s := 2N
N−2s

e f ∈ L
2∗s

2∗s−q (Ω) é uma
função contínua com valor real que pode mudar de sinal. A função de Kirchhoff,
denotada por m, é expressa como m(t) = a + btθ−1 com a, b > 0 para todo t ≥ 0 e
θ ∈ [1, 2

∗
s

2
). Neste trabalho, os autores aplicaram o método de minimização sobre a

variedade de Nehari para garantir a existência de um valor Λ0 > 0 de tal modo que o
problema (0-10) tenha pelo menos uma solução positiva com energia negativa, para
cada λ ∈ (0,Λ0). Além disso, provaram que existe 0 < Λ00 ≤ Λ0, de tal maneira que
o problema (0-10) tenha pelo menos duas soluções positivas para cada λ ∈ (0,Λ00),
desde que os valores de b > 0 sejam suficientemente pequenos.

Recentemente, Faraci e Silva [30] estudaram um problema elíptico não local
parametrizado do tipo Kirchhoff, que inclui uma não linearidade crítica. Em parti-
cular, os autores exploraram o seguinte problema:−

(
a+ b

∫
Ω

|∇u|2dx
)
∆u = |u|2∗−2u+ λf(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

(0-11)

onde Ω ⊂ RN (N > 4) é um domínio limitado, λ é um parâmetro positivo e f é
uma função subcrítica de Caratheodory. Em vista do método de Nehari, do método
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de fibração e do método do quociente de Rayleigh não linear, os autores obtiveram
resultados sobre a existência, não existência e multiplicidade de soluções não triviais
para o problema (0-11), dependendo dos valores de λ > 0.

Além dos artigos mencionados anteriormente, destacamos outros trabalhos
célebres [22, 28, 29, 31, 32, 34–38, 46, 47, 50, 51, 53, 54, 80, 81], os quais investigam
uma variedade de problemas elípticos que envolvem a função de Kirchhoff e um
crescimento crítico, sob diferentes hipóteses nos termos não lineares.

A contribuição significativa do Capítulo 3 foi garantir um estudo abrangente
dos valores dos parâmetros λ e θ, de forma a assegurar a existência de pelo
menos duas soluções positivas não triviais para o problema (Pc). Para alcançar esse
resultado, realizamos uma análise detalhada da fibering map associada ao funcional
energia, aplicamos o método de minimização sobre a variedade de Nehari e o método
do quociente de Rayleigh não linear, e restauramos a compacidade.

Mais especificamente, como N+
λ,θ = N+

λ,θ ∪ N 0
λ,θ e N−

λ,θ = N−
λ,θ ∪ N 0

λ,θ, temos
que os minimizadores v ∈ N+

λ,θ ∪ N 0
λ,θ e u ∈ N−

λ,θ ∪ N 0
λ,θ podem estar em N 0

λ,θ. Esse
fato torna a busca por pontos críticos para o funcional Jλ,θ uma tarefa desafiadora,
uma vez que não podemos aplicar diretamente o Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange [25, Teorema 7.8.2]. Para superar essa dificuldade, assumimos a existência
de um valor q1 > 0, onde 2 < q1 < q < 2(σ+1) < 2∗, de modo que as desigualdades
cN+

λ,θ
< cN 0

λ,θ
e cN−λ,θ < cN 0

λ,θ
sejam satisfeitas. Essas condições implicam que os

minimizadores estão restritos exclusivamente a N+
λ,θ e N−

λ,θ.
A convergência forte das sequências minimizantes é facilitada pelo simples

fato de que o funcional energia Jλ,θ é fracamente semicontínuo inferiormente (veja
o Lema 3.5). Esse aspecto nos permite afirmar que qualquer sequência minimizante
(uk) ∈ N+

λ,θ ou (uk) ∈ N−
λ,θ possui uma subsequência convergente. Em outras

palavras, dada uma sequência minimizante (uk) ∈ N+
λ,θ ou (uk) ∈ N−

λ,θ, com

lim
k→+∞

J(uk) = cN+
λ,θ

ou lim
k→+∞

J(uk) = cN−λ,θ ,

podemos afirmar que existe u ∈ N+
λ,θ ou u ∈ N−

λ,θ, de modo que uk → u em X,
quando k → +∞.

No penúltimo parágrafo, afirmamos que o problema (Pc) possui pelo menos
duas soluções não triviais estritamente positivas. Para garantir essa positividade,
regularizamos as soluções fracas encontradas para o problema (Pc), sob a condição
de que V e a são funções Hölder contínuas. A ideia central aqui é fazer uso de
alguns resultados clássicos da Teoria de regularidade, tais como, a estimativa de
Brezis-Kato [73, Lema B.3], o Teorema de Calderón-Zygmund [39, Teorema 9.9],
as estimativas de Schauder [39, Teorema 6.13] e o Princípio do Máximo Forte [27,
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Teorema 4].
Além dos resultados previamente mencionados, também provamos que, de-

pendendo dos valores atribuídos aos parâmetros λ e θ, o problema (Pc) não admite
nenhuma solução não trivial. Para demonstrar isso, utilizamos a conhecida identi-
dade de Pohozaev, cuja prova está no Teorema D.2 do Apêndice D deste trabalho.

Agora, apresentamos as hipóteses utilizadas para resolver o problema (Pc):

(M1) A função m : R+ → R+ satisfaz m(t) = α1 + α2t
σ, para todo t ∈ R+ e

α1, α2 > 0 com 0 < σ < 2
N−2

;
(A1) 2 < q < 2(σ + 1) < 2∗;
(A2) A função a : RN → R satisfaz

a ∈ Lr̃(RN) ∩ L∞
loc(RN) com r̃ =

2∗

2∗ − q

e a(x) > 0 q.t.p. em RN ;
(V1) O potencial V pertence a V ∈ L∞

loc(RN), e existe uma constante V0 > 0 tal que
V (x) ≥ V0, para todo x ∈ RN .

Considere S2∗ como a melhor constante da imersão contínua de Sobolev
X ↪→ L2∗(RN), dada por

0 < S2∗ := inf
u∈X\{0}

∥u∥2
∥u∥22∗

.

O problema (Pc) está relacionado ao funcional energia Jλ,θ : X → R definido
por

Jλ,θ(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q

∫
RN

a(x)|u|qdx+
θ

2∗

∫
RN

|u|2∗dx.

É relevante ressaltar que a hipótese (V1), que considera V (x) > 0 para todo
x ∈ RN , é padrão e suficiente para estabelecer as imersões contínuas de Sobolev. No
entanto, não impomos nenhuma condição adicional sobre o potencial V em relação
à compacidade. Em vez disso, atribuímos essa responsabilidade à função peso a,
especificamente à hipótese (A2).

Note que muitos dos resultados apresentados no Capítulo 2 funcionam de
maneira semelhante no Capítulo 3, com a substituição da norma ∥u∥pp,b pela
norma ∥u∥2∗2∗ . Portanto, para evitar repetições e tornar a introdução mais concisa,
omitiremos esses resultados.

Os quocientes de Rayleigh não lineares Rn e Re associados ao parâmetro λ > 0,
são dados por

Rn(u) =
∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ∥u∥2∗2∗
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}
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e

Re(u) =

1
2
∥u∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ
2∗∥u∥2

∗
2∗

1
q
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}.

Até onde sabemos, o Capítulo 3 é o primeiro trabalho a fornecer uma descrição
completa do tamanho dos valores dos parâmetros λ e θ, ambos positivos, tal que o
problema (Pc) tenha pelo menos duas soluções positivas.

No Capítulo 3, foram desenvolvidas ferramentas para demonstrar os seguintes
resultados:

Teorema 0.9 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e cN+
λ,θ

< cN 0
λ,θ

. Então para cada
λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ0 > 0 pequeno tal que o problema (Pc) admite pelo menos
uma solução ground state v ∈ X satisfazendo v ∈ N+

λ,θ com θ ∈ (0, θ0). Além disso,
temos que a solução v é estritamente positiva em RN , desde que V e a sejam funções
Hölder contínuas.

Corolário 0.10 Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1). Assuma que existe q1 > 0 de tal
forma que 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗. Então os níveis de energia cN+

λ,θ
< cN 0

λ,θ

desde que:

(a) λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0;
(b) λ ∈ (λ∗, λ∗) e θ ∈ (0, θ0) com θ0 > 0 suficientemente pequeno;
(c) λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗) e θ > 0 com ε > 0 suficientemente pequeno.

Teorema 0.11 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e cN−λ,θ < cN 0
λ,θ

. Então para cada
λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ2 > 0 pequeno tal que o problema (Pc) admite pelo menos uma
solução fraca u ∈ X satisfazendo u ∈ N−

λ,θ com θ ∈ (0, θ2). Além disso, temos que
a solução u é estritamente positiva em RN , desde que V e a sejam funções Hölder
contínuas.

Corolário 0.12 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ ∈ (λ∗,+∞). Assuma que
existe q1 > 0 de tal forma que 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗. Então os níveis de
energia cN−λ,θ < cN 0

λ,θ
, sempre que θ ∈ (0, θ2).

Corolário 0.13 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗ e
λ ∈ (λ∗,+∞). Assuma que V e a são funções Hölder contínuas. Então para cada
θ ∈ (0,min(θ0, θ2)), o problema (Pc) admite pelo menos duas soluções positivas
u, v ∈ X\{0} tal que u ∈ N−

λ,θ e v ∈ N+
λ,θ.

Teorema 0.14 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e V ∈ C1(RN ; [0,+∞)). Então,

(a) O problema (Pc) não possui solução não trivial, desde que λ ∈ (0, λ∗) e θ > 0;
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(b) O problema (Pc) não possui solução não trivial, desde que λ = 0, θ > 0 e
2V (x) + (x · ∇V (x)) > 0, para todo x ∈ RN ;

(c) O problema (Pc) não possui solução não trivial, desde que λ < 0, θ ≥ 0 e
2V (x) + (x · ∇V (x)) ≥ 0, para todo x ∈ RN .

Em resumo, o Capítulo 3 se distingue do Capítulo 2 pelo surgimento do
expoente crítico na não linearidade, juntamente com a condição 2 < q < 2(σ + 1).
É importante ressaltar que, no Capítulo 3, o potencial V mantém-se inalterado em
seu sinal e não atende às condições de Bartsch-Wang. Apesar dessas diferenças, a
estrutura geométrica das fibras do funcional energia e das fibras dos quocientes de
Rayleigh não lineares é preservada nesse contexto.

Gostaríamos de salientar que a solução obtida no Teorema 0.9 é em grande
parte atribuída ao Corolário 0.10. Este corolário, em particular, desempenha um
papel fundamental neste capítulo, levando-nos a considerar a seguinte situação:
observe que quando λ está no intervalo (λ∗, λ∗), o problema (Pc) admite uma solução,
desde que estabeleçamos um valor θ0 > 0 suficientemente pequeno, de modo que
θ ∈ (0, θ0). Além disso, para λ ∈ [λ∗,+∞), o problema (Pc) sempre admite solução,
independentemente de θ ser geral. Ao aprofundarmos nossa análise, notamos que
quando λ está no intervalo (λ∗ − ε, λ), o problema (Pc) possui solução, desde que
θ > 0 seja geral e ε > 0 seja suficientemente pequeno. Entretanto, surge uma questão
crucial: o problema (Pc) tem solução quando λ ∈ (λ∗, λ∗ − ε) com θ > 0 geral?
A resposta é que não temos controle sobre essa situação. Pode ser que nem seja
necessário introduzir o parâmetro θ, mas este é um caso que ainda não conseguimos
resolver.

0 λ∗ λ∗

O problema (Pc) tem solução, quando
λ ∈ (λ∗, λ∗) com θ ∈ (0, θ0) e θ0 > 0 pequeno.

λ

0 λ∗ λ∗λ∗ − ε

λ ∈ (λ∗, λ∗ − ε)?

O problema (Pc) tem solução, quando

λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗) com θ > 0 e ε > 0 pequeno.

λ

Por último, este trabalho inclui quatro apêndices nos quais são apresentados
vários exemplos do potencial V sob diferentes hipóteses. Além disso, demonstramos
a regularidade dos termos do funcional energia J e deduzimos a conhecida identidade
de Pohozaev para as funções de Kirchhoff.



CAPÍTULO 1
Soluções positivas para um problema
elíptico do tipo Kirchhoff em RN

Neste capítulo, estudamos o problema−m (∥∇u∥22)∆u+ V (x)u = λa(x)|u|q−2u+ b(x)|u|p−2u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pλ)

onde N ≥ 3 e o parâmetro λ > 0. O potencial V : RN → R é contínuo e limitado
inferiormente por uma constante positiva. As funções a ∈ Lr1(RN) e b ∈ Lr2(RN),
onde r1, r2 > 1 são expoentes adequados.

O principal objetivo consiste em investigar a existência e a multiplicidade de
soluções positivas para problemas elípticos que envolvem equações de Kirchhoff, bem
como uma não linearidade côncavo-convexa. Para ser mais específico, dependendo do
tamanho do parâmetro λ, estamos em busca de garantir a presença de, pelo menos,
uma solução ground state e uma solução bound state para o problema (Pλ). Nossa
abordagem central é introduzir os conceitos do método do quociente de Rayleigh
não linear e do método de minimização sobre a variedade de Nehari.

No que segue, consideramos as seguintes condições para o problema (Pλ):

(m1) A função m : R+ → R+ satisfaz m(t) = α1 + α2t
σ, para todo t ∈ R+ e

α1, α2 > 0 com 0 < σ < 2
N−2

;
(a1) 1 < q < 2 < 2(σ + 1) < p < 2∗;
(a2) As funções a, b : RN → R satisfazem a ∈ Lr1(RN) e b ∈ Lr2(RN), onde(

2∗

q

)′
< r1 ≤

(
2

q

)′
e
(
2∗

p

)′
< r2 ≤

(
2

p

)′
,

com a(x), b(x) > 0 q.t.p. em RN ;
(V1) O potencial V pertence a L∞

loc(RN), e existe uma constante V0 > 0 tal que
V (x) ≥ V0, para todo x ∈ RN .
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Antes de apresentarmos a estrutura variacional do problema, iremos ilustrar
alguns exemplos de funções de Kirchhoff m, especificando os valores de σ ∈ R+

∗ .

Função de Kirchhoff m Valor de σ ∈ R+
∗ Valor de p Dimensão N

m(t) = α1 + α2
10
√
t σ = 1

10
p > 11

5
3 ≤ N < 22

m(t) = α1 + α2
4
√
t σ = 1

4
p > 5

2
3 ≤ N < 10

m(t) = α1 + α2

√
t σ = 1

2
p > 3 3 ≤ N < 6

m(t) = α1 + α2t σ = 1 p > 4 N = 3

m(t) = α1 + α2t
k σ = k p > 2(k + 1) N < 2(k+1)

k

Tabela 1.1: Exemplos de funções não locais m.

1.1 Estrutura variacional do problema

Inicialmente, definimos

X =

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

V (x)u2dx < +∞
}
.

Com base nessa definição, determinamos o produto interno associado ao espaço X

da seguinte maneira:

⟨u, φ⟩ =
∫
RN

[α1∇u∇φ+ V (x)uφ] dx, φ ∈ X,

sendo a norma associada expressa por

∥u∥ =
√
⟨u, u⟩ =

(∫
RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx

) 1
2

, u ∈ X.

Observe que α1 > 0, presente no produto interno mencionado acima, corresponde
ao mesmo valor presente na função de Kirchhoff na hipótese (m1).

Exemplo 1.1 Este exemplo ilustra que, sob condições apropriadas em relação ao
potencial V , o espaço X definido acima não é vazio. De fato, quando consideramos
o potencial V como limitado ou ilimitado, respectivamente, obtemos

u(x) =
1

(1 + |x|2)ξ ∈ X ou u(x) =
ρ(x)

(1 + |x|2)ξ ∈ X, (1-1)

para todo x ∈ RN e ξ > N
4

com ρ ∈ C∞
c (RN) tal que ρ(x) = 1 se x ∈ B1(0), ρ(x) = 0

se x ∈ RN\B2(0) e 0 ≤ ρ(x) ≤ 1. A prova da afirmação (1-1) segue usando a fórmula
da Co-área [27, Teorema 5, Apêndice C] e o Exemplo 2.15 apresentado a seguir.

O primeiro resultado importante nos possibilita estabelecer o cenário variaci-
onal. Uma vez que V pertence a L∞

loc(RN), demonstramos que o espaço X, munido
da norma usual ∥ · ∥, configura-se como um espaço de Hilbert.
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Lema 1.2 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Então o espaço X munido da norma
usual ∥ · ∥ é um espaço de Hilbert.

Prova. Primeiramente, afirmamos que X é um espaço vetorial completo. De fato,
considere (uk) uma sequência de Cauchy em X. Pela imersão contínua X ↪→ H1(RN),
obtemos

∥uk − um∥H1(RN ) ≤ C∥uk − um∥ < ε,

para todo k,m > k0, onde k0 = k0(ε) ∈ N e ε > 0. Isso prova que (uk) é uma
sequência de Cauchy em H1(RN). Como H1(RN) é completo, temos que existe uma
função u ∈ H1(RN) de modo que uk → u em H1(RN), quando k → +∞. Além
disso, fazendo uso do Lema de Fatou em conjunto com a limitação da sequência
(uk), mencionamos que∫

RN

V (x)|u|2dx ≤ lim inf
k→+∞

∫
RN

V (x)|uk|2dx ≤ lim inf
k→+∞

∥uk∥2 ≤ C1 < +∞.

Como produto, tem-se que u ∈ X. Além disso, como uk → u em H1(RN), concluímos∫
RN

V (x)|uk − um|2dx ≤ ∥uk − um∥2 < ε2.

Essa condição, juntamente com o Lema de Fatou, nos permite deduzir que∫
RN

V (x)|uk − u|2dx ≤ lim inf
m→+∞

∫
RN

V (x)|uk − um|2dx ≤ ε2,

para todo ε > 0 e k > k0. Uma vez que ε > 0 é arbitrário e a integral é não negativa,
temos que

lim
k→+∞

∥uk − u∥2 = 0.

Como consequência, obtemos que uk → u em X, e o lema está provado. □

Uma vez que estamos em busca de soluções fracas para o problema (Pλ),
definimos o funcional energia J : X → R por

J(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q

∫
RN

a(x)|u|qdx− 1

p

∫
RN

b(x)|u|pdx.

Vale ressaltar que uma função u ∈ X é considerada um ponto crítico do funcional
energia J se, e somente se, u é uma solução fraca para o problema (Pλ). Nesse
contexto, a formulação fraca é a seguinte:

Definição 1.3 Dizemos que u ∈ X é solução fraca para o problema (Pλ) se, e
somente se,

⟨u, φ⟩+ α2⟨∇u,∇φ⟩2∥∇u∥2σ2 = λ

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx+

∫
RN

b(x)|u|p−2uφdx,
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para todo φ ∈ H1(RN).

Sob as nossas suposições, torna-se evidente que o funcional energia J é de classe
C1(X;R), veja o Apêndice B. É importante observar que J não é um funcional de
classe C2(X;R). Entretanto, dispomos das seguintes expressões:J ′(u)u = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ∥u∥qq,a − ∥u∥pp,b,
J ′′(u)(u, u) = ∥u∥2 + (2σ + 1)α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ(q − 1)∥u∥qq,a − (p− 1)∥u∥pp,b,

onde definimos

∥u∥qq,a =
∫
RN

a(x)|u|qdx e ∥u∥pp,b =
∫
RN

b(x)|u|pdx, u ∈ X.

Observação 1.4 É fácil verificar que o funcional energia J é ilimitado inferior-
mente em H1(RN). Para isso, uma vez que a função b(x) assume valores positivos
e u ̸= 0, temos que ∥u∥pp,b > 0. É sabido para todo t > 0 que

J(tu) =
t2

2
∥u∥2 + t2(σ+1)

2(σ + 1)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − tq

q
λ∥u∥qq,a −

tp

p
∥u∥pp,b.

Portanto, a hipótese (a1) assegura que lim
t→+∞

J(tu) = −∞. Essa condição mostra

que o ínfimo do funcional energia J em H1(RN) não é atingido.

É importante enfatizar que a Observação 1.4 desempenha um papel funda-
mental, pois demonstra que a minimização global não gera pontos críticos. Neste
contexto, torna-se necessário definir um conjunto denominado variedade de Nehari
da seguinte maneira:

N := {u ∈ X\{0} : J ′(u)u = 0}
=

{
u ∈ X\{0} : λ∥u∥qq,a = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − ∥u∥pp,b
}
. (1-2)

É evidente que conjunto N engloba todos os pontos críticos não triviais do funcional
energia J . Vale ressaltar a importância de reconhecer, para o nosso trabalho, que
N é uma variedade de classe C1. Contudo, é crucial observar que, em geral, esse
conjunto nem sempre se configura como uma variedade.

Além disso, ao considerarmos as mesmas ideias discutidas em [55,56], podemos
dividir a variedade de Nehari N em três subconjuntos disjuntos, de modo que
N := N+ ∪N− ∪N 0, onde

N+ := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) > 0},
N− := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) < 0},
N 0 := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) = 0}.
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Em vista da definição (1-2), observamos que, dado u ∈ N , temos que

J ′′(u)(u, u) = (2− p)∥u∥2 + (2(σ + 1)− p)α2∥∇u∥2(σ+1)
2 + λ(p− q)∥u∥qq,a

= (2− q)∥u∥2 + (2(σ + 1)− q)α2∥∇u∥2(σ+1)
2 − (p− q)∥u∥pp,b. (1-3)

Agora, ao explorar o quociente de Rayleigh não linear, é crucial discutir algu-
mas ferramentas essenciais. A primeira delas envolve a análise do comportamento
do funcional J quando este atinge energia zero, ou seja,

E :=

{
u ∈ X\{0} :

λ

q
∥u∥qq,a =

1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − 1

p
∥u∥pp,b

}
. (1-4)

É fundamental destacar que o conjunto E mencionado anteriormente é não vazio
para qualquer valor de λ > 0, conforme demonstrado na Proposição 1.25. Desta
forma, a definição (1-4) juntamente com (1-2) implicam que

u ∈ N se, e somente se, Rn(u) = λ,
u ∈ E se, e somente se, Re(u) = λ,

onde Rn, Re : X\{0} → R representam os quocientes de Rayleigh não lineares
associados ao parâmetro λ > 0, sendo definidos como:

Rn(u) :=
∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − ∥u∥pp,b
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0} (1-5)

e

Re(u) :=

1
2
∥u∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − 1
p
∥u∥pp,b

1
q
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}. (1-6)

Um cálculo simples, usando imersão contínua de Sobolev e a hipótese (a1), demons-
tra que os funcionais Rn e Re estão bem definidos e pertencem a C1(X\{0};R).
Para uma compreensão mais detalhada deste tema, recomendamos a leitura dos
trabalhos [18, 20,42,43,70] .

Definição 1.5 Considerando o conjunto N , definimos os seguintes níveis:

cN+ = inf
u∈N+

J(u) e cN− = inf
u∈N−

J(u).

Definição 1.6 A partir de (1-5) e (1-6), definimos as funções Sn, Se : X\{0} → R
como:

Sn(u) = sup
t>0

Rn(tu) e Se(u) = sup
t>0

Re(tu).

Consequentemente, os valores extremais são determinados por

λ∗ = inf
u∈X\{0}

Sn(u) e λ∗ = inf
u∈X\{0}

Se(u).
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1.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do

quociente de Rayleigh e Nehari

Nesta seção, nosso objetivo principal é apresentar propriedades fundamentais
relacionadas ao Método do quociente de Rayleigh não linear e ao Método de Nehari.
Tais propriedades são cruciais para determinar a existência e a multiplicidade de
soluções para o problema (Pλ). Para começar, definiremos uma classe de funções
de suma importância para a nossa investigação, visto que a variedade de Nehari
está intrinsecamente ligada ao comportamento destas funções. Essas funções são
comumente conhecidas como fibering map e são definidas da seguinte maneira:

ϕu(t) := J(tu) =
t2

2
∥u∥2 + t2(σ+1)

2(σ + 1)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − tq

q
λ∥u∥qq,a −

tp

p
∥u∥pp,b,

para todo t > 0 e u ∈ X\{0}. Assim, calculando as derivadas de ϕu(t) em relação a
t, temos que

ϕ′
u(t) = t∥u∥2 + α2t

2σ+1∥∇u∥2(σ+1)
2 − tq−1λ∥u∥qq,a − tp−1∥u∥pp,b,

e

ϕ′′
u(t) = ∥u∥2 + α2(2σ + 1)t2σ∥∇u∥2(σ+1)

2 − (q − 1)tq−2λ∥u∥qq,a − (p− 1)tp−2∥u∥pp,b,

para todo t > 0. Uma implicação direta de ϕ′
u é que

ϕ′
u(t) =

1

t
J ′(tu)tu.

Isso nos permite observar que t > 0 é um ponto crítico de ϕu se, e somente se,
tu ∈ N . Em particular, u ∈ N se, e somente se, t = 1 é um ponto crítico de ϕu.
Agora, no que diz respeito a ϕ′′

u, é fácil verificar para todo t > 0 que

ϕ′′
u(t) =

1

t2
ϕ′′
tu(1).

Além disso, salientamos que a identidade ϕu nos permite explorar as seguintes
propriedades:

lim
t→0+

ϕu(t)

tq
< 0; lim

t→+∞
ϕu(t)

tp
< 0; lim

t→0+

ϕ′
u(t)

tq−1
< 0 e lim

t→+∞
ϕ′
u(t)

tp−1
< 0.

Dado que a variedade N está relacionado à fibering map ϕu, é natural subdividir a
variedade em três subconjuntos distintos tal que

N+ := {u ∈ N : ϕ′
u(1) = 0 e ϕ′′

u(1) > 0},
N− := {u ∈ N : ϕ′

u(1) = 0 e ϕ′′
u(1) < 0},

N 0 := {u ∈ N : ϕ′
u(1) = 0 e ϕ′′

u(1) = 0}.
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Uma teoria mais abrangente sobre a fibering map ϕu pode ser obtida em [61].
A observação subsequente afirma que, sob a hipótese (V1), a imersão de X

em Lr(RN) é contínua para cada r ∈ [2, 2∗]. Para uma compreensão mais detalhada
dessa propriedade, recomendamos a consulta aos trabalhos [11,39,77].

Observação 1.7 Assuma que a hipótese (V1) seja satisfeita. Nesse caso, a imersão
X ↪→ Lr(RN) é contínua para cada r ∈ [2, 2∗]. De fato, usando a hipótese (V1),
obtemos

∥u∥22 ≤
1

V0

∫
RN

V (x)u2dx ≤ 1

V0

∫
RN

[α1|∇u|2 + V (x)u2]dx =
1

V0

∥u∥2,

para todo u ∈ X\{0} e V0, α1 > 0. Isso implica que a imersão X ↪→ L2(RN) é
contínua. Além disso, a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg [27, Teorema 2] e a
hipótese (V1) garantem que

∥u∥22∗ ≤ C0
∫
RN

[|∇u|2 + u2]dx

≤ C0
α1

∫
RN

α1|∇u|2dx+
C0
V0

∫
RN

V (x)u2dx

≤ C0max

(
1

α1

,
1

V0

)
∥u∥2,

para todo u ∈ X\{0} e C0, V0, α1 > 0. Logo, a imersão X ↪→ L2∗(RN) é contínua.
Desta forma, pela desigualdade de Interpolação [27, Apêndice B], inferimos que

∥u∥r ≤ ∥u∥ν2∥u∥1−ν
2∗ ≤ C1∥u∥ com

1

r
=

ν

2
+

1− ν

2∗
,

com ν ∈ (0, 1) e r ∈ (2, 2∗). Portanto, temos que a imersão X ↪→ Lr(RN) é contínua
para cada r ∈ [2, 2∗]. Como consequência, analisando a hipótese (a2), dado que
qr′1 ∈ [2, 2∗) e pr′2 ∈ [2, 2∗), podemos concluir que X está continuamente imerso em
Lqr′1(RN) e Lpr′2(RN), respectivamente.

Neste momento, apresentamos a demonstração de que os pontos críticos dos
funcionais Rn(tn(u)u) e Re(te(u)u) são únicos, sendo determinados por tn(u) > 0 e
te(u) > 0, respectivamente. Essa constatação adquire grande relevância ao garantir
projeções na variedade de Nehari. Nesse caso, destacamos que os estudos [18, 70]
estabelecem a existência desses pontos críticos para o quociente de Rayleigh não
linear de forma explícita, por meio de uma identidade simples. Entretanto, para o
problema (Pc), essa identidade não é mais aplicável devido à presença da função m.

Proposição 1.8 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Assuma que (1-5) é satisfeita.
Defina uma função
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Ln(t) = t2−q∥u∥2 + α2t
2(σ+1)−q∥∇u∥2(σ+1)

2 − tp−q∥u∥pp,b,

para todo t > 0. Então a função Ln tem um único ponto crítico t = tn(u) > 0.

Prova. Um simples cálculo fornece que d
dt
Ln(t)

∣∣
t=tn(u)

= 0 se, e somente se,

α2 =
−(2− q)t−2σ∥u∥2 + (p− q)tp−2(σ+1)∥u∥pp,b

(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2

. (1-7)

Ao examinarmos o lado direito da equação (1-7), introduzimos uma função auxiliar
Λn : X\{0} → R definida por

Λn(tu) :=
−(2− q)t−2σ∥u∥2 + (p− q)tp−2(σ+1)∥u∥pp,b

(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2

, t > 0.

Nesse caso, ao calcular a derivada de Λn(tu) em relação a t, tem-se que

d

dt
Λn(tu) =

2σ(2− q)t−2σ−1∥u∥2 + (p− q)(p− 2(σ + 1))tp−2σ−3∥u∥pp,b
(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)

2

.

Dessa forma, usando a hipótese (a1), inferimos que d
dt
Λn(tu)

∣∣
t=tn(u)

> 0, para todo
t > 0. Isso implica que existe tn(u) > 0 de modo que

Λn(tn(u)u) = α2 ⇔
d

dt
Ln(t)

∣∣∣∣
t=tn(u)

= 0.

Portanto, a função Ln possui um único ponto crítico. □

Observação 1.9 Analisando a definição (1-6), não é difícil verificar que a função

Le(t) =
1

2
t2−q∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
t2(σ+1)−q∥∇u∥2(σ+1)

2 − 1

p
tp−q∥u∥pp,b

possui um único ponto crítico t = te(u) > 0. Essa afirmação é demonstrada
utilizando os mesmos cálculos discutidos na Proposição 1.8, em conjunto com

Λe(tu) :=
−(σ + 1)(2− q)t−2σ∥u∥2 + 2(σ+1)(p−q)

p
tp−2(σ+1)∥u∥pp,b

(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2

, t > 0.

Além disso, deduzimos que

lim
t→0+

Λn(tu) = lim
t→0+

Λe(tu) = −∞ e lim
t→+∞

Λn(tu) = lim
t→+∞

Λe(tu) = +∞.

Proposição 1.10 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Então Λn(tu) > Λe(tu) para
todo t > 0 e u ∈ X\{0}.
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Prova. Podemos provar facilmente que

Λn(tu)− Λe(tu) =
σ(2− q)t−2σ∥u∥2 + p−1(p− 2(σ + 1))(p− q)tp−2(σ+1)∥u∥pp,b

(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2

=
t

2(σ + 1)

(
d

dt
Λe(tu)

)
. (1-8)

Como decorrência da hipótese (a1), observamos que d
dt
Λe(tu) > 0, para todo t > 0.

Esse fato, juntamente com a equação (1-8), assegura que Λn(tu) > Λe(tu), para todo
t > 0 e u ∈ X\{0}. Isso conclui a prova. □

Antes de avançarmos com os próximos resultados, destacamos o comporta-
mento geométrico das funções Λn(tu) e Λe(tu), para todo t > 0, mencionadas na
Proposição 1.8, na Observação 1.9 e na Proposição 1.10.

t0

α2

tn(u) te(u)

Λe(tu)

Λn(tu)

Λn(tu),Λe(tu) → −∞
quando t → 0+

Λn(tu),Λe(tu) → +∞
quando t → +∞

Figura 1.1: Comportamento geométrico de Λn(tu) e Λe(tu).

A seguir, apresentamos propriedades fundamentais dos quocientes de Rayleigh
não lineares previamente definidos. A demonstração destas propriedades é simples
e direta.

Observação 1.11 Salientamos que a definição de N implica em

(a) Rn(tu) = λ se, e somente se, J ′(tu)tu = 0 para todo t > 0;
(b) Rn(tu) > λ se, e somente se, J ′(tu)tu > 0 para todo t > 0;
(c) Rn(tu) < λ se, e somente se, J ′(tu)tu < 0 para todo t > 0.

Observação 1.12 Salientamos que a definição de E implica em

(a) Re(tu) = λ se, e somente se, J(tu) = 0 para todo t > 0;
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(b) Re(tu) > λ se, e somente se, J(tu) > 0 para todo t > 0;
(c) Re(tu) < λ se, e somente se, J(tu) < 0 para todo t > 0.

Proposição 1.13 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Assuma que u ∈ X\{0} satisfaz
Re(tu) = λ. Defina uma função Qβ : X\{0} → R dada por Qβ(u) =

1
q
∥u∥qq,a, para

todo u ∈ X\{0}. Então,
d

dt
Re(tu) =

1

t

J ′(tu)tu

Qβ(tu)
,

para todo t > 0. Como produto, deduzimos as seguintes propriedades:

(a) d
dt
Re(tu) = 0 se, e somente se, J ′(tu)tu = 0 para todo t > 0;

(b) d
dt
Re(tu) > 0 se, e somente se, J ′(tu)tu > 0 para todo t > 0;

(c) d
dt
Re(tu) < 0 se, e somente se, J ′(tu)tu < 0 para todo t > 0.

Prova. Sabemos pela definição (1-6) que

Qβ(tu)Re(tu) =
1

2
∥tu∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 − 1

p
∥tu∥pp,b.

Após derivar a equação anterior em relação a t e multiplicar o resultado por t > 0,
obtemos que

tRe(tu)
d

dt
Qβ(tu) + tQβ(tu)

d

dt
Re(tu) = ∥tu∥2 + α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 − ∥tu∥pp,b.

Esse fato, juntamente com Re(tu) = λ, garante que

tQβ(tu)
d

dt
Re(tu) = ∥tu∥2 + α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 − λ∥tu∥qq,a − ∥tu∥pp,b.

Um simples cálculo mostra que

d

dt
Re(tu) =

1

t

∥tu∥2 + α2∥∇(tu)∥2(σ+1)
2 − λ∥tu∥qq,a − ∥tu∥pp,b
Qβ(tu)

=
1

t

J ′(tu)(tu)

Qβ(tu)
.

Logo, usando as mesmas ideais discutidas em [42], concluímos a demonstração. □

Seguindo a linha da Proposição 1.13, apresentamos agora o próximo resultado:

Proposição 1.14 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Assuma que u ∈ X\{0} satisfaz
Rn(tu) = λ. Defina uma função Qθ : X\{0} → R dada por Qθ(u) = ∥u∥qq,a, para
todo u ∈ X\{0}. Então,

d

dt
Rn(tu) =

1

t

J ′′(tu)(tu, tu)

Qθ(tu)
,

para todo t > 0. Consequentemente, temos as seguintes propriedades:
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(a) d
dt
Rn(tu) = 0 se, e somente se, J ′′(tu)(tu, tu) = 0 para todo t > 0;

(b) d
dt
Rn(tu) > 0 se, e somente se, J ′′(tu)(tu, tu) > 0 para todo t > 0;

(c) d
dt
Rn(tu) < 0 se, e somente se, J ′′(tu)(tu, tu) < 0 para todo t > 0.

Prova. Sabemos pela definição (1-5) que

Qθ(tu)Rn(tu) = t2∥u∥2 + α2t
2(σ+1)∥∇u∥2(σ+1)

2 − tp∥u∥pp,b.
Derivando a equação acima em relação a t e multiplicando o resultado por t > 0,
chegamos à

tRn(tu)
d

dt
Qθ(tu) + tQθ(tu)

d

dt
Rn(tu) = 2(σ + 1)α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2

+2∥tu∥2 − p∥tu∥pp,b. (1-9)

É fácil checar que t d
dt
Qθ(tu) = q∥tu∥qq,a, para todo t > 0. Essa condição, juntamente

com Rn(tu) = λ, assegura que

tQθ(tu)
d

dt
Rn(tu) = 2∥tu∥2 + 2(σ + 1)α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 − λq∥tu∥qq,a − p∥tu∥pp,b.
Como produto, mencionamos que

d

dt
Rn(tu) =

2∥tu∥2 + 2(σ + 1)α2∥∇(tu)∥2(σ+1)
2 − λq∥tu∥qq,a − p∥tu∥pp,b

tQθ(tu)

=
1

t

J ′′(tu)(tu, tu)

Qθ(tu)
.

Logo, utilizando as mesmas ideias discutidas em [42], concluímos a prova. □

O propósito aqui é demonstrar que a função Sn, conforme definida na Defi-
nição 1.6, pode ser simplificada. Essa simplificação será muito útil nos resultados
subsequentes. Claramente, é fácil perceber, a partir de (1-7), que

(2(σ + 1)− q)α2∥∇u∥2(σ+1)
2 + (2− q)t−2σ

n (u)∥u∥2 = (p− q)t
p−2(σ+1)
n (u)∥u∥pp,b.

Multiplicando a equação acima por t
2(σ+1)−q
n (u) > 0, encontramos

tp−q
n (u)∥u∥pp,b =

(
2(σ + 1)− q

p− q

)
α2t

2(σ+1)−q
n (u)∥∇u∥2(σ+1)

2

+

(
2− q

p− q

)
t2−q
n (u)∥u∥2.

Esse fato, em conjunto com a Definição 1.6 e a equação (1-5), resulta em

Sn(u) =

(
1− 2−q

p−q

)
t2−q
n (u)∥u∥2 +

(
1− 2(σ+1)−q

p−q

)
α2t

2(σ+1)−q
n (u)∥∇u∥2(σ+1)

2

∥u∥qq,a

=
(p− 2)∥tn(u)u∥2 + (p− 2(σ + 1))α2∥∇(tn(u)u)∥2(σ+1)

2

(p− q)∥tn(u)u∥qq,a
. (1-10)
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É importante enfatizar que as mesmas condições estabelecidas para a função Sn se
aplicam igualmente à função Se, embora tenhamos omitido os detalhes.

O seguinte resultado assegura que a função tn é de classe C1. Esta constatação
é fundamental para demonstrarmos a continuidade da função Sn.

Proposição 1.15 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Seja D : (0,+∞)×X\{0} → R
uma função de classe C1((0,+∞) × X\{0};R) dada por D(t, u) = α2 − Λn(tu).
Então a função tn é de classe C1(X\{0};R).

Prova. Não é difícil verificar que D ∈ C1((0,+∞)×X\{0};R). Note que D(t, u) = 0

se, e somente se, t = tn(u). Uma simples manipulação algébrica mostra que

∂

∂t
D(t, u) = −1

t

[
2σ(2− q)∥tu∥2 + (p− q)(p− 2(σ + 1))∥tu∥pp,b

(2(σ + 1)− q)∥∇(tu)∥2(σ+1)
2

]
.

Nesse caso, usando a hipótese (a1), mencionamos que ∂
∂t
D(t, u) ̸= 0, para cada

(t, u) ∈ (0,+∞) × X\{0} de tal forma que D(t, u) = 0. Portanto, o Teorema da
Função Implícita [25, Teorema 2.4.1] assegura que tn ∈ C1(X\{0};R). □

Observação 1.16 Assuma que (m1), (a1), (a2) e (V1) sejam satisfeitas. Defina
uma função D1 : (0,+∞)×X\{0} → R de classe C1((0,+∞)×X\{0};R) dada por
D1(t, u) = α2−Λe(tu). Então a função te é de classe C1(X\{0};R). A comprovação
desse fato segue os mesmos princípios discutidos na Proposição 1.15.

Neste momento, dedicaremos nossa atenção às fibras dos funcionais Rn e Re,
conforme definidos em (1-5) e (1-6), respectivamente. Para isso, consideramos as
funções de fibras definidas por Qn(t) := Rn(tu) e Qe(t) := Re(tu), onde

Qn(t) =
1

∥u∥qq,a
[
t2−q∥u∥2 + t2(σ+1)−qα2∥∇u∥2(σ+1)

2 − tp−q∥u∥pp,b
]
, (1-11)

e

Qe(t) =
q

∥u∥qq,a

[
t2−q

2
∥u∥2 + t2(σ+1)−q

2(σ + 1)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − tp−q

p
∥u∥pp,b

]
. (1-12)

Como consequência, deduzimos pela hipótese (a1) que

lim
t→0+

Qn(t)

t2−q
=

∥u∥2
∥u∥qq,a

> 0 e lim
t→+∞

Qn(t)

tp−q
= −

∥u∥pp,b
∥u∥qq,a

< 0.

Além disso, destacam-se as seguintes derivadas:

lim
t→0+

d
dt
Qn(t)

t1−q
=

(2− q)∥u∥2
∥u∥qq,a

> 0 e lim
t→+∞

d
dt
Qn(t)

tp−q−1
= −

(p− q)∥u∥pp,b
∥u∥qq,a

< 0. (1-13)
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As condições acima demonstram que as fibras Qn(t) e d
dt
Qn(t) são positivas para

todo t > 0 suficientemente pequeno e negativas para todo t > 0 suficientemente
grande. Assim, para cada u ∈ X\{0}, temos que existe pelo menos um ponto tn(u)

de máximo local para Qn(t). Ainda mais, ao examinarmos a equação (1-12), podemos
concluir que essas mesmas condições se aplicam as fibras Qe(t) e d

dt
Qe(t), nas quais

omitimos os detalhes.

Proposição 1.17 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Então,

Qn(t)−Qe(t) =
t

q

(
d

dt
Qe(t)

)
, t > 0. (1-14)

Como produto, temos que Qn(t) = Qe(t) se, e somente se, t = te(u). Em particular,
obtemos que Qn(t) > Qe(t), para cada t ∈ (0, te(u)) e Qn(t) < Qe(t), para cada
t ∈ (te(u),+∞). Além disso, encontramos que tn(u) < te(u), para cada u ∈ X\{0}.

Prova. Combinando as equações (1-11) e (1-12), inferimos que

Qn(t)−Qe(t)

=

(
2−q
2q

)
t2−q∥u∥2 + α2

(
2(σ+1)−q
2q(σ+1)

)
t2(σ+1)−q∥∇u∥2(σ+1)

2 −
(

p−q
pq

)
tp−q∥u∥pp,b

1
q
∥u∥qq,a

=
t

q

(
d

dt
Qe(t)

)
,

para todo t > 0. Note que o restante da prova segue utilizando a equação (1-14).
Optamos por omitir os detalhes. □

Proposição 1.18 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Então a função Sn

é 0–homogênea, isto é, Sn(Ku) = Sn(u) para todo K > 0 e u ∈ X\{0}. Além disso,
a função Sn é contínua.

Prova. Seja K > 0. Então

Sn(Ku) = sup
t>0

Rn(tKu) = sup
c̃>0

Rn(c̃u) = Sn(u),

onde c̃ = tK > 0. Agora, mostraremos que a função Sn é sequencialmente contínua.
Para isso, tomemos uma sequência (uk) ∈ X na qual uk converge fortemente para
u em X, para algum u ∈ X\{0} tal que |Sn(uk) − Sn(u)| → 0, quando k → +∞.
Com efeito, observe que uk → u fortemente em X se, e somente se, ∥uk − u∥ → 0.
Nesse caso, usando a hipótese (V1), deduzimos que

∇uk → ∇u em L2(RN)× . . .× L2(RN), quando k → +∞.
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Consequentemente, aplicando o Teorema da Convergência Dominada e o fato de que
tn é uma função contínua, obtemos

lim
k→+∞

t2−q
n (uk)∥uk∥2 = t2−q

n (u)∥u∥2,
e

lim
k→+∞

α2t
2(σ+1)−q
n (uk)∥∇uk∥2(σ+1)

2 = α2t
2(σ+1)−q
n (u)∥∇u∥2(σ+1)

2 .

Além disso, é simples constatar que uk → u em Lr(B(0, R)), para cada r ∈ [2, 2∗),
uk(x) → u(x) q.t.p. em B(0, R) e |uk| ≤ hr tal que hr ∈ Lr(B(0, R)), para cada
r ∈ [2, 2∗). Não é difícil ver que∫

RN

a(x)|uk − u|qdx =

∫
RN\B(0,R)

a(x)|uk − u|qdx+

∫
B(0,R)

a(x)|uk − u|qdx.

Desta forma, ao tomar zk = uk − u e escolher um valor arbitrário R > 0, existe
k0 ∈ N de tal maneira que∫

B(0,R)

|zk|qr
′
1dx < ε, k ≥ k0. (1-15)

Por outro lado, pela hipótese (a2), existe um valor arbitrário R > 0, tal que∫
RN\B(0,R)

|a(x)|r1dx < ε. (1-16)

Logo, utilizando a desigualdade de Hölder juntamente com a imersão contínua
X ↪→ Lqr′1(RN) para cada qr′1 ∈ [2, 2∗) e estimativa (1-16), mencionamos que

∫
RN\B(0,R)

a(x)|zk|qdx ≤ ∥zk∥qqr′1

(∫
RN\B(0,R)

|a(x)|r1dx
) 1

r1

≤ Sq
qr′1

∥zk∥q
(∫

RN\B(0,R)

|a(x)|r1dx
) 1

r1

≤ C3ε
1
r1 .

Agora, usando novamente a desigualdade de Hölder, em conjunto com a estimativa
(1-15) e a hipótese (a2), temos

∫
B(0,R)

a(x)|zk|qdx ≤ ∥a∥r1
(∫

B(0,R)

|zk|qr
′
1dx

) 1
r′1 ≤ C4ε

1
r′1 .

No que segue, visto que ε > 0 é arbitrário, a identidade de Brezis-Lieb garante que

lim
k→+∞

∫
RN

a(x)|uk|qdx =

∫
RN

a(x)|u|qdx. (1-17)
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De modo análogo, obtemos que

lim
k→+∞

∫
RN

b(x)|uk|pdx =

∫
RN

b(x)|u|pdx. (1-18)

Portanto, a função Sn é contínua. Isso finaliza a prova. □

Observação 1.19 Assuma que (m1), (a1), (a2) e (V1) sejam satisfeitas. Então,
utilizando a Proposição 1.18, afirmamos que a função tn é (−1)–homogênea. Com
efeito, veja que

Rn(tn(Ku)(Ku)) = sup
t>0

Rn(tKu) = Sn(Ku) = Sn(u)

= Rn(tn(u)u) = Rn

(
tn(u)

K
(Ku)

)
,

para todo K > 0 e u ∈ X\{0}. Consequentemente, considerando a unicidade
do ponto crítico do funcional Rn(tu), podemos concluir que tn(Ku) = K−1tn(u).
Similarmente, observamos também que a função te é (−1)–homogênea.

O resultado subsequente garante que o funcional energia é fracamente semicon-
tínuo inferiormente. Esse aspecto desempenha um papel fundamental ao demonstrar
que toda sequência minimizante possui uma subsequência convergente.

Lema 1.20 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ > 0. Assuma que existe uma
sequência (uk) ∈ X tal que uk ⇀ u em X. Então os funcionais u 7→ J(u),
u 7→ J ′(u)u e u 7→ J ′′(u)(u, u) são fracamente semicontínuos inferiormente.

Prova. Inicialmente, afirmamos que o funcional u 7→ J(u) é fracamente semicon-
tínuo inferiormente. Com efeito, seja (uk) ∈ X uma sequência tal que uk ⇀ u em
X, para algum u ∈ X\{0}. Não é difícil checar que ∥ · ∥ é fracamente semicontínua
inferiormente, isto é,

∥u∥2 ≤ lim inf
k→+∞

∥uk∥2.

Além disso, utilizando as mesmas ideias discutidas na Proposição 1.18, juntamente
com a hipótese (a2) e uk ⇀ u em X, tem-se que

∥u∥qq,a = lim
k→+∞

∥uk∥qq,a e ∥u∥pp,b = lim
k→+∞

∥uk∥pp,b.

Agora, afirmamos que a função G : X\{0} → R dada por G(u) = ∥∇u∥2 é convexa
e contínua. É fácil ver que a função G é convexa. Para provar que G é contínua,
suponha que existe uma sequência (uk) ∈ X tal que uk → u em X se, e somente se,
∥uk − u∥ → 0 em X, quando k → +∞. Nesse caso, a definição de produto interno
e a hipótese (V1) implicam que
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∇uk → ∇u em L2(RN)× . . .× L2(RN), quando k → +∞.

Assim, mencionamos que ∥∇uk∥ → ∥∇u∥ em R, demonstrando assim que G é
uma função contínua. Como consequência, obtemos que a função G é fracamente
semicontínua inferiormente (veja [16, Seção 3.3]). As últimas afirmações mostram
que

J(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q
∥u∥qq,a −

1

p
∥u∥pp,b

≤ lim inf
k→+∞

(
1

2
∥uk∥2 +

α2

2(σ + 1)
∥∇uk∥2(σ+1)

2 − λ

q
∥uk∥qq,a −

1

p
∥uk∥pp,b

)
= lim inf

k→+∞
J(uk).

Do mesmo modo, constatamos que u 7→ J ′(u)u e u 7→ J ′′(u)(u, u) são fracamente
semicontínuos inferiormente. Com essa observação, o lema está demonstrado. □

Observação 1.21 Assuma que (m1), (a1), (a2) e (V1) sejam satisfeitas. Dada uma
sequência (uk) ∈ X tal que uk ⇀ u em X, temos que

Sn(u) ≤ lim inf
k→+∞

Sn(uk).

A demonstração desta afirmação é simples e segue exatamente o mesmo raciocínio
do Lema 1.20. É importante ressaltar que estamos demonstrando a semicontinuidade
inferior fraca de Sn apenas para a sequência (uk) ∈ X.

Proposição 1.22 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ > 0. Então existe uma
constante positiva δb = δb(p, q, S

p
pr′2

, ∥b∥r2) de tal forma que ∥v∥ ≥ δb, para todo
v = tn(u)u. Além disso, a função Sn é limitada por baixo por uma constante positiva
C = C(δb, Sq

qr′1
, ∥a∥r1).

Prova. Uma vez que tn(u) > 0 é o único ponto de máximo local para o funcional
Rn(tu), temos que d

dt
Rn(tu)

∣∣
t=tn(u)

= 0 tal que

(2− q)t1−q∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− q)t2σ+1−q∥∇u∥2(σ+1)
2 = (p− q)tp−q−1∥u∥pp,b,

onde t = tn(u). Assim, por meio de uma simples manipulação algébrica utilizando a
hipótese (a1) e a imersão contínua X ↪→ Lpr

′
2(RN) para cada pr

′
2 ∈ [2, 2∗), obtemos

(2− q)∥v∥2 ≤ (2− q)∥v∥2 + α2(2(σ + 1)− q)∥∇v∥2(σ+1)
2

≤ (p− q)Sp
pr′2

∥b∥r2∥v∥p,

para todo v = tn(u)u. A última desigualdade mostra que

∥v∥ ≥
[

2− q

(p− q)Sp
pr′2

∥b∥r2

] 1
p−2

=: δb. (1-19)
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Adicionalmente, a partir da equação (1-10) e da hipótese (a1), temos que

Sn(v) ≥
(
p− 2

p− q

) ∥v∥2
∥v∥qq,a

. (1-20)

Como resultado, a imersão contínua X ↪→ Lqr′1(RN) para cada qr′1 ∈ [2, 2∗),
juntamente com a estimativa (1-19) e hipótese (a1), asseguram que

Sn(v) ≥
(
p− 2

p− q

) ∥v∥2−q

Sq
qr′1

∥a∥r1
≥
(
p− 2

p− q

)
δ2−q
b

Sq
qr′1

∥a∥r1
=: C.

Isso completa a prova. □

Proposição 1.23 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Então existe u ∈ X\{0} de
modo que λ∗ = inf

w∈X\{0}
Sn(w) = Sn(u).

Prova. Considere (uk) ∈ X\{0} uma sequência minimizante para λ∗. Desse modo,
defina uma sequência normalizada wk = tn(uk)uk

∥tn(uk)uk∥ = vk
∥vk∥ com ∥wk∥ = 1, para cada

k ∈ N. Combinando esse fato com a Proposição 1.18, deduzimos que

Sn(vk) = Sn(wk) → λ∗, quando k → +∞.

Assim, como a sequência (wk) é limitada em X, tem-se que existe w ∈ X de tal
forma que wk ⇀ w em X. Além disso, dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que

Sn(wk) =

(
p− 2

p− q

)
1

∥wk∥qq,a
+ α2

(
p− 2(σ + 1)

p− q

) ∥∇wk∥2(σ+1)
2

∥wk∥qq,a
≤ λ∗ + ε,

para todo k ≥ k0. Sob esta condição, afirmamos que w ̸= 0. De fato, suponha por
contradição que w = 0. Isso significa que wk ⇀ 0 em X, quando k → +∞. A última
afirmação, aliada à equação (1-17), implica que

lim
k→+∞

∥wk∥qq,a = 0.

Como resultado, encontramos

0 <

(
p− 2

p− q

)
≤

(
p− 2

p− q

)
+ α2

(
p− 2(σ + 1)

p− q

)
∥∇wk∥2(σ+1)

2

≤ (λ∗ + ε)∥wk∥qq,a → 0,

quando k → +∞. Isso implica em uma contradição. Logo, w é sempre diferente da
função nula. Assim, levando em conta (1-10), inferimos que

λ∗ = lim inf
k→+∞

Sn(wk) ≥ Sn(w) ≥ λ∗.
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Portanto, existe uma função w ∈ X\{0} de modo que λ∗ > 0 é atingido. Com isso,
a proposição está demonstrada. □

Neste momento, considere um conjunto aberto U := {u ∈ X\{0} : λ < Sn(u)}.
A próxima proposição garante, que para qualquer função u ∈ U , a identidade
ϕu(t) = J(tu) possui exatamente dois pontos críticos distintos.

Proposição 1.24 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Então para cada
u ∈ U , a identidade ϕu(t) = J(tu) possui exatamente dois pontos críticos distintos,
a saber, 0 < tn,+(u) < tn(u) < tn,−(u). Além disso, temos as seguintes propriedades:

(a) O número positivo tn,+(u) é um ponto de mínimo local para identidade ϕu com
tn,+(u)u ∈ N+;

(b) O número positivo tn,−(u) é um ponto de máximo local para identidade ϕu com
tn,−(u)u ∈ N−;

(c) Os conjuntos de Nehari N+ e N− são não vazios;
(d) J(tn,+(u)u) = min

0≤t≤tn,−(u)
J(tu) e J(tn,−(u)u) = max

t≥tn(u)
J(tu);

(e) As funções u 7→ tn,+(u) e u 7→ tn,−(u) são de classe C1(U ;R).

Prova. Observe que tu ∈ N se, e somente se, Qn(t) = λ. Em outras palavras, temos
que tu ∈ N se, e somente se, t é a raiz da equação Qn(t) = λ. Um cálculo simples
mostra que

lim
t→0+

Qn(t) = 0 e lim
t→+∞

Qn(t) = −∞.

Essas condições, aliadas à (1-13), asseguram que existe um único tn(u) > 0 tal que
Qn(t) é crescente em (0, tn(u)), decrescente em (tn(u),+∞) e d

dt
Qn(t)

∣∣
t=tn(u)

= 0.
Além disso, para cada λ ∈ (0, λ∗) e u ∈ U , tem-se que

0 < λ < λ∗ ≤ Sn(u) = Qn(tn(u)) = Rn(tn(u)u), u ∈ X\{0}.

Como produto, verificamos que a equação Qn(t) = λ possui precisamente duas
raízes, a saber, tn,+(u) < tn(u) e tn,−(u) > tn(u). Vale a pena ressaltar que as raízes
tn,+(u) e tn,−(u) são pontos críticos para identidade ϕu(t) = J(tu). Isso significa que

d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn,+(u)

> 0 e
d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn,−(u)

< 0. (1-21)

Desse modo, utilizando a desigualdade (1-21) e a Proposição 1.14, inferimos

0 <
d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn,+(u)

=
1

tn,+(u)

J ′′(tn,+(u)u)(tn,+(u)u, tn,+(u)u)

Qθ(tn,+(u)u)
.

Uma vez que Qθ(t
n,+(u)u) > 0, segue que J ′′(tn,+(u)u)(tn,+(u)u, tn,+(u)u) > 0.

Com isso, encerramos a demonstração do item (a). É relevante destacar que a
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prova do item (b) replica precisamente as ideias apresentadas na prova do item
(a). Ressaltamos que a comprovação do item (c) é derivada das conclusões obtidas
nos itens (a) e (b). Nestes últimos, asseguramos a existência de tn,+(u) < tn,−(u) de
modo que tn,+(u)u ∈ N+ e tn,−(u)u ∈ N−, para cada u ∈ U .

Neste momento, sabemos que para todo t > 0 e u ∈ U que

d

dt
ϕu(t) = tq−1∥u∥qq,a(Qn(t)− λ).

Assim, podemos deduzir que d
dt
ϕu(t) < 0 para todo t ∈ [0, tn,+(u)), d

dt
ϕu(t) > 0 para

todo t ∈ (tn,+(u), tn,−(u)) e d
dt
ϕu(t)

∣∣
t=tn,+(u)

= 0. Dessa maneira, obtemos

J(tn,+(u)u) = min
0≤t≤tn,−(u)

J(tu).

No que segue, temos que d
dt
ϕu(t) > 0 para todo t ∈ [tn,+(u), tn,−(u)), d

dt
ϕu(t) < 0

para todo t ∈ (tn,−(u),+∞) e d
dt
ϕu(t)

∣∣
t=tn,−(u) = 0. Esse fato implica que

J(tn,−(u)u) = max
t≥tn(u)

J(tu).

Isso encerra a demonstração do item (d).
Por fim, para provar o item (e), defina uma função Z± : (0,+∞)×X\{0} → R

dada por Z±(t, u) = J ′(tu)tu, para todo u ∈ X\{0} com λ ∈ (0, λ∗). Note que
tu ∈ N se, e somente se, Z±(t, u) = 0. Como resultado, mencionamos

∂

∂t
Z±(t, u) =

1

t
[J ′′(tu)(tu, tu) + J ′(tu)tu]

=
1

t
J ′′(tu)(tu, tu) ̸= 0,

para cada (t, u) ∈ (0,+∞)×X\{0} de tal forma que tu ∈ N±. Portanto, o Teorema
da Função Implícita [25, Teorema 2.4.1] nos fornece que as funções u 7→ tn,+(u) e
u 7→ tn,−(u) são de classe C1(U ;R). Isso completa a prova do item (e). □

É importante ressaltar que todos os resultados mencionados anteriormente
estão relacionados à função Sn. Nesse contexto, vale destacar que esses mesmos
resultados são aplicáveis à função Se, exigindo apenas algumas adaptações.

Proposição 1.25 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ > 0. Então,

(a) A função Se é 0–homogênea e contínua;
(b) Dada uma sequência (uk) ∈ X tal que uk ⇀ u em X, tem-se que

Se(u) ≤ lim inf
k→+∞

Se(uk);

(c) A função Se é limitada por baixo por uma constante positiva;
(d) Existe u ∈ X\{0} de modo que λ∗ = inf

w∈X\{0}
Se(w) = Se(u);
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(e) Existem dois pontos te,+(u) e te,−(u) com 0 < te,+(u) < te(u) < te,−(u) < +∞
tal que te,+(u)u ∈ E e te,−(u)u ∈ E. Adicionalmente, as funções u 7→ te,+(u) e
u 7→ te,−(u) pertencem a C1(U1;R) e

0 < tn,+(u) < te,+(u) < tn(u) < te(u) < tn,−(u) < te,−(u) < +∞,

para cada u ∈ U1 := {u ∈ X\{0} : λ < Se(u)}.

Prova. A comprovação desta proposição segue a mesma linha das Proposições 1.18,
1.22, 1.23 e 1.24. Optamos por omitir os detalhes. □

A figura abaixo estabelece uma relação geométrica entre as funções fibras Qn

e Qe, o funcional energia J e sua derivada, levando em consideração o tamanho do
parâmetro λ > 0. Sua construção fundamenta-se nas Observações 1.11, 1.12 e 1.17,
assim como nas Proposições 1.13, 1.14, 1.18, 1.22, 1.23, 1.24 e 1.25.

t

t

Mı́nimo local

Energia

tn,+(u)

cN− > 0

λ = λ∗ = Se(u)

λ = λ∗ = Sn(u)

cN− = 0

cN− < 0

cN+ < 0
cN+ < 0
cN+ < 0

t 7→ J(tu)
com λ ∈ (0, λ∗)

t 7→ J(tu)
com λ = λ∗

t 7→ J(tu)
com λ ∈ (λ∗,+∞)

t 7→ J(tu)
com λ = λ∗

t 7→ J(tu)
com λ ∈ (λ∗, λ∗)

Ponto de
Inflexão

Máximo local

Mı́nimo local

tn,−(u)

tn,−(u)tn,+(u) tn(u) te(u)

λ

λ

λ

0

t 7→ Rn(tu)

t 7→ Re(tu)

Figura 1.2: Relação geométrica entre os funcionais Rn(tu),
Re(tu) e J(tu).
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O próximo resultado estabelece uma relação de grande relevância entre os
extremais λ∗ e λ∗, cujo enunciado é dado da seguinte forma:

Proposição 1.26 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Então, obtemos que
Sn(u) > Se(u), para todo u ∈ X\{0}. Como produto, temos que 0 < λ∗ < λ∗ < +∞.

Prova. Sabemos que d
dt
Qe(t) = 0, sempre que t = te(u). Nesse caso, a equação

(1-14) fornece que Qn(te(u))−Qe(te(u)) = 0. É fácil checar que Qn(tn(u)) > Qn(t),
para todo t > 0 com t ̸= tn(u). Logo, tomando t = te(u), encontramos que

Sn(u)− Se(u) = Qn(tn(u))−Qe(te(u)) > Qn(te(u))−Qe(te(u)) = 0.

Isso mostra que Sn(u) > Se(u). Ademais, as Proposições 1.22 e 1.25 garantem que
existem constantes C, C1 > 0 de tal forma que Sn(u) ≥ C e Se(u) ≥ C1. Esse fato
implica que λ∗, λ∗ ∈ (0,+∞). Como produto, temos pela Proposição 1.23 que existe
uma função u∗ ∈ X\{0} tal que λ∗ = Sn(u∗) = Rn(tn(u∗)u∗). Dessa forma, para
cada u ∈ X\{0}, deduzimos que

λ∗ = Sn(u∗) > Se(u∗) ≥ Se(u) ≥ inf
u∈X\{0}

Se(u) = λ∗.

Portanto, temos que λ∗ > λ∗, e a proposição está provada. □

Avançando em nosso estudo, os próximos resultados caracterizam topologica-
mente os conjuntos de Nehari N 0, N+ e N−. Essa caracterização é crucial para
encontrarmos pontos críticos para funcional energia e, consequentemente, soluções
fracas não triviais para o problema (Pλ). Um resultado inicialmente notável é que
o conjunto N 0 é sempre vazio, para todo λ no intervalo (0, λ∗). Essa observação é
comum em problemas elípticos não locais com uma não linearidade do tipo concavo-
convexo. Nesse intervalo as projeções únicas só podem residir em N+ ou N−.

Proposição 1.27 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Então N 0 = ∅.

Prova. Suponha, por contradição que o conjunto de Nehari N 0 ̸= ∅. Nesse caso,
considere u ∈ N 0 uma função fixada. Isso significa que J ′(u)u = J ′′(u)(u, u) = 0.
Como consequência, inferimos que

Rn(u) = λ,

d

dt
Rn(tu)

∣∣∣∣
t=1

= 0, u ̸= 0.
(1-22)

É fácil ver que se u ∈ N 0, então tn(u) = 1 é o único ponto crítico para a fibra
t 7→ Rn(tu). Esse fato, juntamente com a estimativa (1-22) mostram que

0 < λ < λ∗ ≤ Sn(u) = Rn(tn(u)u) = Rn(u) = λ.
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Isso é uma contradição. Portanto, tem-se que N 0 = ∅. Isso completa a prova. □

As duas próximas proposições asseguram que, dependendo do tamanho do
parâmetro λ, o conjunto de Nehari N 0 é sempre não vazio. Essa constatação traz
consigo algumas dificuldades adicionais, sendo a principal delas a aplicação direta
do método de Nehari. No entanto, é relevante notar que, por questões de completude
e organização, não exploramos essas dificuldades neste capítulo.

Proposição 1.28 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ = λ∗. Então N 0 ̸= ∅.

Prova. Não é difícil verificar pela Proposição 1.23 que

λ = λ∗ = inf
w∈X\{0}

Sn(w) = Sn(u) = Rn(tn(u)u), u ∈ X\{0}.

É importante ressaltar que a Observação 1.11 nos fornece que Rn(tn(u)u) = λ se, e
somente se, tn(u)u ∈ N . Dessa forma, a Proposição 1.14 e o fato de que t = tn(u) > 0

é um ponto de máximo local para Qn(t) = Rn(tu) implicam que

0 =
d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn(u)

=
J ′′(tn(u)u)(tn(u)u, tn(u)u)

Qθ(tn(u)u)
.

Isso significa que J ′′(tn(u)u)(tn(u)u, tn(u)u) = 0 com tn(u)u ∈ N 0. □

Proposição 1.29 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (λ∗,+∞). Então N 0 ̸= ∅.

Prova. Inicialmente, afirmamos que a função Sn é ilimitada por cima. Com efeito,
seja (wk) ∈ X\{0} uma sequência tal que ∥wk∥ = 1 para cada k ∈ N, onde wk ⇀ 0

em X e (wk) não converge forte para a função zero em X. Dessa forma, utilizando
a hipótese (a2), o Teorema da Convergência Dominada e o fato de que wk ⇀ 0 em
X, obtemos que ∥uk∥qq,a → 0 em X, quando k → +∞. Esta afirmação, juntamente
com a desigualdade (1-20), implica que

Sn(wk) ≥
(
p− 2

p− q

) ∥wk∥2
∥wk∥qq,a

≥
(
p− 2

p− q

)
1

∥wk∥qq,a
→ +∞,

quando k → +∞. Consequentemente, para todo k ∈ N suficientemente grande,
temos que Sn(wk) > λ. Note que a Proposição 1.23 mostra que existe u ∈ X\{0}
de tal forma que Sn(u) = λ∗ < λ. Além disso, é fácil provar que u ̸= lwk, para todo
l > 0 e k ∈ N. De fato, assuma que u = lwj, para algum l > 0 e j ∈ N. Uma vez
que a função Sn é 0-homogênea, deduzimos

λ = Sn(u) = Sn(lwj) = Sn(wj) > λ,

o que é uma contradição. Esta condição garante que τu+ (1− τ)wk ̸= 0, para cada
τ ∈ [0, 1]. Agora, defina uma função auxiliar H : [0, 1] → R dada por
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H(τ) = Sn(τu+ (1− τ)wk).

Observe que a função H está bem definida e é contínua. A partir da definição da
função H, mencionamos que H(0) = Sn(wk) > λ, para k ∈ N suficientemente
grande e H(1) = Sn(u) < λ com u ∈ X\{0}. Portanto, aplicando o Teorema do
Valor Intermediário, tem-se que existe τ0 ∈ (0, 1) tal que

Sn(τ0u+ (1− τ0)wk) = λ.

Escolhendo dk = τ0u + (1 − τ0)wk, obtemos que Rn(tn(dk)dk) = Sn(dk) = λ. Isso
significa que tn(dk)dk ∈ N . Em particular, pelos mesmos argumentos discutidos na
Proposição 1.28, concluímos que tn(dk)dk ∈ N 0. Isso encerra a prova. □

Salientamos que alguns dos elementos mencionados na Proposição 1.29 foram
ilustrados na Figura 1.3 abaixo.

t

Sn(wk)

0

λ

λ∗ = Sn(u)

tn(u) tn(wk)

Rn(twk)

Rn(tu)

Figura 1.3: Sn(wk) > λ, para k ∈ N suficientemente grande.

Dado que o conjunto N 0 é sempre vazio, para cada λ ∈ (0, λ∗), o próximo
resultado garante que tanto N+ quanto N− são subvariedades de classe C1.

Lema 1.30 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1), λ ∈ (0, λ∗) e N 0 = ∅. Então o conjunto
de Nehari N := N+ ∪N− ∪N 0 é uma variedade de classe C1.

Prova. Considere N = F−1({0}) onde F : X\{0} → R é uma função definida por

F(u) = J ′(u)u = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)
2 − λ∥u∥qq,a − ∥u∥pp,b, u ∈ X\{0}.

Enfatizamos que a função F pertence a C1(X\{0};R) onde

F ′(u)φ = 2⟨u, φ⟩+ 2(σ + 1)α2⟨∇u,∇φ⟩2∥∇u∥2σ2
−λq

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx− p

∫
RN

b(x)|u|p−2uφdx

= J ′(u)φ+ J ′′(u)(u, φ), φ ∈ X\{0}. (1-23)
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A ideia principal é mostrar que N = F−1({0}) é uma variedade. Para isso, devemos
provar que 0 é um valor regular de F . De fato, tomando u = φ em (1-23), temos

F ′(u)u = J ′′(u)(u, u) = ϕ′′
u(1) ̸= 0, u ∈ N±.

Portanto, aplicando o Teorema da Função Implícita [25, Teorema 2.4.1], inferimos
que N é variedade de classe C1. Isso finaliza a prova. □

O próximo lema estabelece que a única razão topológica pela qual N+ não é
um subconjunto fechado de X é o fato de que a função nula é um dos seus pontos
de aderência.

Lema 1.31 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Então N+ = N+ ∪ {0}.
Consequentemente, o conjunto de Nehari N+ não é fechado em X.

Prova. Afirmamos que N+ ⊂ N+ ∪ {0}. Com efeito, considere u ∈ N+, onde
existe uma sequência (uk) ⊂ N+ tal que uk → u em X, quando k → +∞. Uma
consequência imediata é

lim
k→+∞

J ′(uk)uk = J ′(u)u = 0 e lim
k→+∞

J ′′(uk)(uk, uk) = J ′′(u)(u, u) ≥ 0.

Assuma que u ̸= 0 e J ′′(u)(u, u) > 0. Então, tem-se que u ∈ N+. Adicionalmente,
assuma que u ̸= 0 e J ′′(u)(u, u) = 0, obtemos que u ∈ N 0. Isso é uma contradição,
uma vez que o conjunto N 0 é vazio para cada λ ∈ (0, λ∗). As últimas afirmações
asseguram que u ∈ N+ ∪ {0}. Portanto, N+ ⊂ N+ ∪ {0}.

Por outro lado, afirmamos que N+ ∪ {0} ⊂ N+. Com efeito, sabemos que
N+ ⊂ N+. Logo, resta mostrar que existe uma sequência (uk) ∈ N+ tal que uk → 0

em X, quando k → +∞. Considere (uk) ∈ X\{0} de modo que ∥uk∥qq,a > 0, para
todo k ∈ N, satisfazendo uk ⇀ 0 em X e (uk) não converge forte para 0 em X,
quando k → +∞. Dessa forma, tem-se que

lim inf
k→+∞

∥uk∥2 = l > 0. (1-24)

Além disso, a Proposição 1.24 assegura a existência de um único tn,+(uk) > 0 tal
que tn,+(uk)uk ∈ N+, para cada λ ∈ (0, λ∗). Esse fato implica que

Rn(t
n,+(uk)uk) = λ e

d

dt
Rn(tuk)

∣∣∣∣
t=tn,+(uk)

> 0.

Isso permite provar a seguinte equação:

α2(2(σ + 1)− q)t2(σ+1)∥∇uk∥2(σ+1)
2 = −(2(σ + 1)− q)t2∥uk∥2

+λ(2(σ + 1)− q)tq∥uk∥qq,a
+(2(σ + 1)− q)tp∥uk∥pp,b, (1-25)
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Desse modo, visto que d
dt
Rn(tuk)

∣∣
t=tn,+(uk)

> 0, inferimos que

(2− q)t∥uk∥2 + α2(2(σ + 1)− q)t2σ+1∥∇uk∥2(σ+1)
2 − (p− q)tp−1∥uk∥pp,b > 0.

Ao multiplicarmos a desigualdade acima por t > 0 e utilizarmos (1-25), mencionamos

2σt2∥uk∥2 ≤ 2σt2∥uk∥2 + (p− 2(σ + 1))tp∥uk∥pp,b
< λ(2(σ + 1)− q)tq∥uk∥qq,a, (1-26)

para todo t = tn,+(uk) > 0. Uma vez que (1-24) é satisfeita, escolha ε > 0 de tal
forma que l − ε > 0. Como resultado, existe k0 ∈ N tal que ∥uk∥2 > l − ε, sempre
que k ≥ k0. Substituindo esta condição na desigualdade (1-26), observamos que

2σ(tn,+(uk))
2(l − ε) < λ(2(σ + 1)− q)(tn,+(uk))

q∥uk∥qq,a, k ≥ k0.

Uma simples manipulação algébrica demonstra que

tn,+(uk) <

[(
2(σ + 1)− q

2σ

)
λ

l − ε
∥uk∥qq,a

] 1
2−q

. (1-27)

Não é difícil ver, a partir das equações (1-17) e (1-18), e do fato de uk ⇀ 0 em X, que
a menos de subsequência, ∥uk∥qq,a → 0 em X e ∥uk∥pp,b → 0 em X, quando k → +∞.
Dessa maneira, a desigualdade (1-27) garante que tn,+(uk) → 0, quando k → +∞.
Neste momento, definimos uma nova sequência wk := tn,+(uk)uk, onde (wk) ∈ N+.
É fácil verificar que a sequência (wk) é limitada em X, pois, com base na estimativa
(1-26), na desigualdade de Hölder, nas hipóteses (a1) e (a2), e na imersão contínua
X ↪→ Lqr′1(RN) para cada qr′1 ∈ [2, 2∗), deduzimos

0 < 2σ∥wk∥2 < λ(2(σ + 1)− q)∥wk∥qq,a
≤ λ(2(σ + 1)− q)∥a∥r1∥wk∥qqr′1
≤ λ(2(σ + 1)− q)Sq

qr′1
∥a∥r1∥wk∥q.

Levando em conta que 2 > q e ∥wk∥ → +∞, segue-se que

0 < 2σ < λ(2(σ + 1)− q)Sq
qr′1

∥a∥r1∥wk∥q−2 → 0.

Isso leva a uma contradição. Logo, obtemos que (wk) é limitada em X. Como
resultado, dado que J ′(tn,+(uk)uk)(t

n,+(uk)uk) = 0, encontramos

∥wk∥2 ≤ ∥wk∥2 + α2∥∇wk∥2(σ+1)
2

= λ(tn,+(uk))
q∥uk∥qq,a + (tn,+(uk))

p∥uk∥pp,b → 0,
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quando k → +∞. Portanto, temos que wk → 0 em X, quando k → +∞. Isso prova
que N+ ∪ {0} ⊂ N+. Consequentemente, concluímos que o conjunto de Nehari N+

não é fechado em X. Isso completa a prova da proposição. □

Observação 1.32 É crucial destacar que há sempre uma sequência (uk) ∈ X\{0}
tal que ∥uk∥qq,a > 0, satisfazendo uk ⇀ 0 em X e (uk) não converge forte para 0 em
X. Um exemplo claro é apresentado em [72, Observação 1.18]. Além disso, como
o conjunto N 0 = ∅ e o zero é um ponto aderente a N+ para qualquer λ ∈ (0, λ∗),
podemos concluir que zero também é um ponto aderente ao conjunto N , indicando
que o conjunto N não é fechado em X.

Proposição 1.33 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ = λ∗. Assuma que u ∈ X\{0}
é um minimizador para λ∗. Então v∗ := te(u)u é um ponto crítico para o funcional
energia J .

Prova. Sabemos pela Proposição 1.25 que λ∗ = Se(u) = Re(te(u)u). Não é difícil
verificar também que u é um ponto crítico da função Se. Além disso, como te(u) > 0

é o único ponto de máximo local do funcional Qe(t) = Re(tu), mencionamos que

d

dt
Qe(t)

∣∣∣∣
t=te(u)

= (Re)
′(te(u)u)u = 0.

Isso implica que

0 = (Se)
′(u)w = [Re(te(u)u)]

′w = R′
e(te(u)u)te(u)w +R′

e(te(u)u)[t
′
e(u)w]u.

Logo, obtemos que R′
e(te(u)u)w = 0, para todo w ∈ X. Nesta etapa, defina uma

função auxiliar v∗ := te(u)u tal que

λ∗ = Re(v∗) =
1
2
∥v∗∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇v∗∥2(σ+1)

2 − 1
p
∥v∗∥pp,b

1
q
∥v∗∥qq,a

. (1-28)

Derivando (1-28), deduzimos que

0 = R′
e(v∗)w =

q

∥v∗∥qq,a
J ′(v∗)w, w ∈ X.

Uma vez que ∥v∗∥qq,a > 0, concluímos que J ′(v∗)w = 0, para todo w ∈ X. □

1.3 Resultados relativos à variedade de Nehari

Nesta seção, buscamos apresentar propriedades adicionais sobre a variedade
de Nehari. O primeiro resultado assegura que as variedades de Nehari N− e N 0

permanecem longe da origem sempre que λ > 0.
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Lema 1.34 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ > 0. Então existe uma constante
positiva Cb = Cb(p, q, Sp

pr′2
, ∥b∥r2) tal que ∥u∥ ≥ Cb para todo u ∈ N− ∪ N 0. Além

disso, temos que o conjunto N− é fechado em X, para todo λ ∈ (0, λ∗).

Prova. Seja u ∈ N− ∪ N 0 uma função fixada. Nesse caso, utilizando a estimativa
(1-3), obtemos que

(2− q)∥u∥2 + (2(σ + 1)− q)α2∥∇u∥2(σ+1)
2 − (p− q)∥u∥pp,b ≤ 0.

Uma simples manipulação algébrica, aplicando a imersão contínua X ↪→ Lpr′2(RN),
para cada pr′2 ∈ [2, 2∗) e a hipótese (a1), nos leva a concluir que

(2− q)∥u∥2 ≤ (2− q)∥u∥2 + (2(σ + 1)− q)α2∥∇u∥2(σ+1)
2

≤ (p− q)Sp
pr′2

∥b∥r2∥u∥p.

A última desigualdade fornece que

∥u∥ ≥
[

2− q

(p− q)Sp
pr′2

∥b∥r2

] 1
p−2

=: Cb, (1-29)

para todo u ∈ N− ∪N 0. Ressaltamos que Cb não depende do parâmetro λ > 0. Por
conseguinte, afirmamos que N− é um conjunto fechado em X. Com efeito, considere
(uk) uma sequência em N− tal que uk → u fortemente em X, quando k → +∞.
Sabemos pela desigualdade (1-29) que

lim
k→+∞

∥uk∥ = ∥u∥ ≥ Cb > 0.

Isso mostra que u ̸= 0. Uma vez que (uk) ∈ N− e J ∈ C1(X\{0};R), mencionamos

lim
k→+∞

J ′(uk)uk = J ′(u)u = 0 e lim
k→+∞

J ′′(uk)(uk, uk) = J ′′(u)(u, u) ≤ 0.

Isso implica que u ∈ N− ∪ N 0, para cada λ ∈ (0, λ∗). Entretanto, uma vez que
λ ∈ (0, λ∗), tem-se que u ̸∈ N 0, veja a Proposição 1.27. Segue-se que u ∈ N−, onde
o conjunto N− é fechado em X. Isso finaliza a prova. □

Observação 1.35 Assumindo que λ = λ∗ seja satisfeito, podemos inferir, com base
na Proposição 1.29, que N 0 ̸= ∅. Dessa maneira, dado u ∈ N 0, segue-se pelo o
Lema 1.34 que ∥u∥ ≥ Cb > 0. Isso significa que u ̸= 0. Dessa forma, afirmamos que
N 0 é um conjunto fechado em X. Para que isso ocorra, considere uma sequência
(uk) ⊂ N 0 tal que uk → u em X, quando k → +∞. Como J ∈ C1(X\{0};R),
encontramos que J ′′(u)(u, u) = J ′(u)u = 0. Concluímos que u ∈ N 0.
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Lema 1.36 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Então o funcional energia J é coercivo
sobre N , para cada λ > 0. Em particular, obtemos que J(u) > −Caλ

2
2−q , para todo

u ∈ N onde

Ca := (p− 2)−
q

2−q ((p− q)∥a∥r1)
2

2−q S
2q
2−q

qr′1

(
2− q

2pq

)
> 0.

Prova. Seja u ∈ N uma função fixada. Então J ′(u)u = 0. Esse fato, juntamente
com a hipótese (a1) e a imersão contínua X ↪→ Lqr′1(RN), asseguram que

J(u) = J(u)− 1

p
J ′(u)u

=

(
p− 2

2p

)
∥u∥2 +

(
p− 2(σ + 1)

2p(σ + 1)

)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

(
p− q

pq

)
∥u∥qq,a

≥
(
p− 2

2p

)
∥u∥2 − λ

(
p− q

pq

)
Sq
qr′1

∥a∥r1∥u∥q. (1-30)

Uma vez que 2 > q, concluímos que J(u) → +∞, quando ∥u∥ → +∞. Além disso,
analisando a desigualdade (1-30), definimos a seguinte função:

η(t) :=

(
p− 2

2p

)
t
2
q − λ

(
p− q

pq

)
Sq
qr′1

∥a∥r1t. (1-31)

Salientamos que fazendo t = ∥u∥q em (1-31), tem-se que J(u) ≥ η(∥u∥q), para todo
u ∈ N . Como consequência, ao derivarmos a função η(t) em relação a t, encontramos

d

dt
η(t) =

(
p− 2

pq

)
t
2−q
q − λ

(
p− q

pq

)
Sq
qr′1

∥a∥r1 = 0.

Um simples cálculo mostra que

t = tmin :=

[
λ(p− q)Sq

qr′1
∥a∥r1

p− 2

] q
2−q

> 0.

Note que a função η(t) atinge o seu mínimo em t = tmin. Nesse caso, deduzimos que

η(t) = −λ
2

2−q (p− 2)−
q

2−q (p− q)
2

2−q ∥a∥
2

2−q
r1 S

2q
2−q

qr′1

(
2− q

2pq

)
= −Caλ

2
2−q ,

onde

Ca = (p− 2)−
q

2−q [(p− q)∥a∥r1 ]
2

2−q S
2q
2−q

qr′1

(
2− q

2pq

)
> 0.

Portanto, temos que J(u) ≥ −Caλ
2

2−q , para todo u ∈ N . Isso completa a prova. □

Proposição 1.37 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Então, o funcional
J(u) < 0, para todo u ∈ N+. Consequentemente, existe uma constante Cu > 0 tal
que
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cN+ < −(p− 2)(2− q)

2pq
Cu.

Prova. Seja λ ∈ (0, λ∗) fixado. Isso mostra que λ < Sn(u). É importante analisar
que tn,+(u)u ∈ N+ se, e somente se,

Rn(t
n,+(u)u) = λ e

d

dt
Rn(tu)

∣∣∣∣
t=tn,+(u)

> 0.

Como consequência, mencionamos que

Qn(t
n,+(u)) = Rn(t

n,+(u)u) = λ. (1-32)

Por outro lado, não é difícil checar pela Figura 1.2 que

Qn(t
n,+(u)) > Qe(t

n,+(u)) = Re(t
n,+(u)u). (1-33)

Combinando (1-32) e (1-33), temos que Re(t
n,+(u)u) < λ, para todo tn,+(u)u ∈ N+.

Logo, a Observação 1.12 assegura que J(tn,+(u)u) < 0, para todo tn,+(u)u ∈ N+.
Além disso, levando em conta que tn,+(u)u ∈ N+, tem-se que

J ′(tn,+(u)u)(tn,+(u)u) = 0 e J ′′(tn,+(u)u)(tn,+(u)u, tn,+(u)u) > 0.

Como resultado, a equação (1-3) implica que

λ(p− q)∥tn,+(u)u∥qq,a > (p− 2(σ + 1))α2∥∇(tn,+(u)u)∥2(σ+1)
2 + (p− 2)∥tn,+(u)u∥2.

A última desigualdade, juntamente com (1-30) e a hipótese (a1), prova que

J(tu) =

(
p− 2

2p

)
∥tu∥2 +

(
p− 2(σ + 1)

2p(σ + 1)

)
α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 − λ

(
p− q

pq

)
∥tu∥qq,a

< −(p− 2)(2− q)

2pq
∥tu∥2 − (p− 2(σ + 1))(2(σ + 1)− q)

2pq(σ + 1)
α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2

≤ −(p− 2)(2− q)

2pq
Cu,

onde Cu = ∥tu∥2 > 0 e t = tn,+(u). Portanto, obtemos que cN+ ≤ J(tn,+(u)u), para
todo tn,+(u)u ∈ N+. Isso finaliza a demonstração da proposição. □

Observação 1.38 Analisando a Proposição 1.10, a Figura 1.1, a Proposição 1.17
e a Figura 1.2, afirmamos que tn(u) < te(u), para todo u ∈ X\{0}. Na verdade,
a prova dessa afirmação é feita supondo por contradição que tn(u) ≥ te(u) para
u ∈ X\{0}. Inicialmente, assuma que tn(u) > te(u) seja satisfeita. É fácil ver que

Qn(tn(u)) > Qn(t), para todo 0 < t ̸= tn(u).
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Tomando t = te(u), obtemos que

Qn(tn(u)) > Qn(te(u)) = Qe(te(u)) ≥ Qe(tn(u)) ≥ Qn(tn(u)).

Isso é uma contradição. Portanto, temos que tn(u) < te(u). Note que o caso em que
tn(u) = te(u) segue facilmente as mesmas ideias discutidas anteriormente.

Proposição 1.39 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Considere (uk) uma
sequência minimizante em N− ou N+. Então a sequência (uk) é limitada em X.

Prova. Seja (uk) uma sequência minimizante em N−. Em vista da equação (1-30)
e da imersão contínua X ↪→ Lqr′1(RN), para cada qr′1 ∈ [2, 2∗), tem-se que

J(uk) ≥
(
p− 2

2p

)
∥uk∥2 − λ

(
p− q

pq

)
Sq
qr′1

∥a∥r1∥uk∥q.

Observe que para k suficientemente grande, inferimos que J(uk) ≤ C1, onde C1 é
uma constante positiva. Consequentemente, existe k0 ∈ N tal que(

p− 2

2p

)
∥uk∥2 ≤ C1 + λ

(
p− q

pq

)
Sq
qr′1

∥a∥r1∥uk∥q, k ≥ k0.

A última desigualdade, juntamente com o fato de que ∥uk∥ → +∞, assegura que

0 <

(
p− 2

2p

)
≤ C1

∥uk∥2
+ λ

(
p− q

pq

) Sq
qr′1

∥a∥r1
∥uk∥2−q

→ 0.

Isso é uma contradição. Portanto, a sequência (uk) é limitada em X. Similarmente,
podemos aplicar o mesmo raciocínio acima para sequências em N+. □

O próximo resultado prova que N é uma restrição natural para o problema
(Pλ), para cada λ ∈ (0, λ∗).

Proposição 1.40 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Seja u ∈ N+ ∪ N− um
minimizador local para o funcional J em N . Então u é um ponto crítico para o
funcional J em X.

Prova. Empregando argumentos de minimização no conjunto de Nehari N , podemos
assumir, sem perda de generalidade, que u é um minimizador local para o funcional
J em N . Sabemos que o conjunto N 0 é sempre vazio, para cada λ ∈ (0, λ∗). Dessa
maneira, ao aplicar os mesmos conceitos da equação (1-23), inferimos que

F ′(u)u = J ′(u)u+ J ′′(u)(u, u) = ϕ′′
u(1) ̸= 0, para todo u ∈ N±

onde F : X\{0} → R é dado por F(u) = J ′(u)u. No que segue, obtemos que
0 = J ′(u)u = θF ′(u)u, onde θ ∈ R é dado pelo Teorema dos Multiplicadores de
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Lagrange [25, Teorema 7.8.2]. Como F ′(u)u ̸= 0, encontramos que θ = 0 de tal
modo que J ′(u)φ = 0, para cada φ ∈ X. Isso completa a demonstração. □

Agora, apresentamos dois resultados que afirmam que qualquer sequência
minimizante em N+ ou N− converge fortemente em X.

Lema 1.41 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Seja (uk) ⊂ N+ uma
sequência minimizante para J em N+. Então existe u ∈ X\{0} tal que, a menos
de uma subsequência, uk → u fortemente em X, quando k → +∞ com a função
u ∈ N+. Consequentemente, inferimos que cN+ = J(u).

Prova. Seja (uk) uma sequência minimizante em N+. Esse fato implica que
limk→+∞ J(uk) = cN+ . Uma vez que a sequência (uk) é limitada em X (veja a
Proposição 1.39), tem-se que existe u ∈ X de tal forma que uk ⇀ u em X. Aqui,
afirmamos que u ̸= 0. Com efeito, suponha por contradição que u = 0 tal que
uk ⇀ 0 em X, quando k → +∞. Uma simples manipulação algébrica utilizando
(1-30) fornece que

λ∥uk∥qq,a =

(
pq − 2q

2p− 2q

)
∥uk∥2 +

(
pq − 2qσ − 2q

2(σ + 1)(p− q)

)
α2∥∇uk∥2(σ+1)

2

−
(

pq

p− q

)
J(uk).

Considerando a equação (1-17), juntamente com a hipótese (a1), a Proposição 1.37
e o fato de que uk ⇀ 0 em X, conclui-se que

0 = λ lim
k→+∞

∥uk∥qq,a ≥ −
(

pq

p− q

)
cN+ > 0,

Isso configura uma contradição, demonstrando assim que u ̸= 0. Neste momento,
estabeleceremos a convergência forte de (uk) para u em X, quando k → +∞.
Assumindo que a sequência (uk) não converge forte para u em X, obtemos

∥u∥ < lim inf
k→+∞

∥uk∥.

Dessa forma, dado que λ ∈ (0, λ∗), temos que existe um único ponto tn,+(u) > 0

tal que tn,+(u)u ∈ N+, veja a Proposição 1.24. Além disso, aplicando o Lema 1.37,
tem-se que

ϕ′
u(t

n,+(u)) = J ′(tn,+(u)u)u = 0 e ϕu(t
n,+(u)) = J(tn,+(u)u) < 0,

para todo tn,+(u)u ∈ N+. Como u 7→ J ′(u)u é fracamente semicontínuo inferior-
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mente, deduzimos que

0 = tn,+(u)
d

dt
J(tn,+(u)u) = J ′(tn,+(u)u)(tn,+(u)u)

< lim inf
k→+∞

J ′(tn,+(u)uk)(t
n,+(u)uk).

Desse modo, inferimos que J ′(tn,+(u)uk)(t
n,+(u)uk) > 0, para todo k ∈ N suficien-

temente grande. Como produto, segue-se que tn,+(u) ∈ [tn,+(uk), t
n,−(uk)). Uma vez

que (uk) ∈ N+, encontramos que

1 = tn,+(uk) ≤ tn,+(u).

Como t 7→ J(tu) é decrescente para cada t ∈ (0, 1), mencionamos que

cN+ ≤ J(tn,+(u)u) ≤ J(u) < lim inf
k→+∞

J(uk) = cN+ .

Isso é uma contradição. Portanto, uk → u fortemente em X, quando k → +∞.
Consequentemente, tem-se que cN+ = J(u), e o lema está provado. □

Algumas afirmações feitas no final da demonstração do Lema 1.41 podem ser
visualizadas geometricamente na Figura 1.4.

t0 tn,−(uk)

t 7→ J(tu)

tn,−(u)

t 7→ J(tuk)

tn,+(uk) = 1

tn,+(u)

J(tn,+(u)u)

J(uk)

J(tn,−(u)u)

J(tn,−(uk)uk)

Figura 1.4: Relação geométrica entre J(tu) e J(tuk).

Lema 1.42 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Seja (vk) ⊂ N− uma
sequência minimizante para J em N−. Então existe v ∈ X\{0} tal que, a menos
de uma subsequência, vk → v fortemente em X, quando k → +∞ com a função
v ∈ N−. Como produto, obtemos que cN− = J(v).

Prova. Considere (vk) uma sequência minimizante em N−. Esse fato significa que

lim
k→+∞

J(vk) = cN− .
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Uma vez que (vk) é uma sequência limitada em X, segue-se que vk ⇀ v em X, para
algum v ∈ X. Aqui, afirmamos que v ̸= 0. Com efeito, suponha por contradição que
v = 0, de tal forma que vk ⇀ 0 em X, quando k → +∞. Defina uma sequência
normalizada wk = vk

∥vk∥ ∈ S1, onde S1 é a esfera unitária de X com ∥wk∥ = 1, para
cada k ∈ N. Nesse caso, um simples cálculo prova que vk = ∥vk∥wk = tn,−(wk)wk.

Por questão de simplicidade, denotamos tk = tn,−(wk). Em vista do Lema 1.34 e do
fato de que (vk) ⊂ N−, podemos afirmar que existe uma constante Cb > 0 tal que
∥vk∥ = tk ≥ Cb. Consequentemente, inferimos que tk → t0 > 0, quando k → +∞. É
crucial destacar que vk ⇀ 0 em X é equivalente a wk ⇀ 0 em X, quando k → +∞.
Esta condição, juntamente com a (tkwk) ∈ N−, garante que

0 = 1 +
α2t

2(σ+1)
k ∥∇wk∥2(σ+1)

2

t2k∥wk∥2
− λtqk∥wk∥qq,a

t2k∥wk∥2
−

tpk∥wk∥pp,b
t2k∥wk∥2

.

Em particular, encontramos que

λ

t2−q
k

=
1 + α2t

2σ
k ∥∇wk∥2(σ+1)

2 − tp−2
k ∥wk∥pp,b

∥wk∥qq,a
.

A última equação, combinada com tk → t0 > 0 quando k → +∞, implica que

ok(1) +

(
1 + α2t

2σ
k ∥∇wk∥2(σ+1)

2 − tp−2
k ∥wk∥pp,b

∥wk∥qq,a

)
=

λ

t2−q
k

=
λ

t2−q
0

+ ok(1).

Portanto, para cada ε > 0, existe k0 ∈ N de modo que

1− tp−2
k ∥wk∥pp,b ≤ 1 + α2t

2σ
k ∥∇wk∥2(σ+1)

2 − tp−2
k ∥wk∥pp,b

<

(
λ

t2−q
0

+ ε

)
∥wk∥qq,a,

para todo k > k0. Esse fato prova que

1− tp−2
k ∥wk∥pp,b <

(
λ

t2−q
0

+ ε

)
∥wk∥qq,a, k > k0. (1-34)

Dessa maneira, usando as equações (1-17) e (1-18), e o fato de que wk ⇀ 0 em X,
chegamos a uma contradição em (1-34). Isso mostra que v ̸= 0.

No que segue, afirmamos que vk → v fortemente em X, quando k → +∞.
Com efeito, suponha por contradição que a sequência (vk) não converge forte para
v em X. Isso implica que

∥v∥ < lim inf
k→+∞

∥vk∥.
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É importante notar pela Proposição 1.24 que a identidade ϕu admite um único ponto
tn,−(v) > 0 tal que tn,−(v)v ∈ N−. Desse modo, ao empregar os mesmos conceitos
abordados no item (d) da Proposição 1.24, concluímos que

J(tvk) ≤ max
t≥tn,+(vk)

J(tvk) = J(tn,−(vk)vk),

para cada λ ∈ (0, λ∗). Como tn,−(vk) = 1, mencionamos que J(tvk) ≤ J(vk), para
qualquer t ≥ tn,+(vk). Adicionalmente, uma vez que v 7→ J ′(v)v é fracamente
semicontínuo inferiormente, podemos deduzir que

0 = J ′(tn,−(v)v)v < lim inf
k→+∞

J ′(tn,−(v)vk)vk.

Uma consequência imediata é que J ′(tn,−(v)vk)vk > 0, para cada k ∈ N suficien-
temente grande. A última condição afirma que tn,−(v) ∈ [tn,+(vk), t

n,−(vk)), veja a
Figura 1.2. Portanto, obtemos

cN− ≤ J(tn,−(v)v) < lim inf
k→+∞

J(tn,−(v)vk) ≤ lim inf
k→+∞

J(vk) = cN− ,

o que é uma contradição. Portanto, vk → v fortemente em X, quando k → +∞.
Como resultado, temos que cN− = J(v). Isso completa a prova do lema. □

Proposição 1.43 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e λ ∈ (0, λ∗). Então o funcional
energia J admite pelo menos dois pontos críticos.

Prova. Afirmamos que v é um ponto crítico para o funcional energia J . De fato,
considere (vk) uma sequência minimizante para J em N−. Uma vez que a sequência
(vk) é limitada em X, tem-se que vk ⇀ v em X, para algum v ∈ X. Como resultado,
o Lema 1.42 fornece, a menos de uma subsequência, que vk → v fortemente em X.
Dessa forma, é fácil verificar que

cN− = lim
k→+∞

J(vk) = J(v) e 0 = lim
k→+∞

J ′(vk)vk = J ′(v)v. (1-35)

Logo, a Proposição 1.40 assegura que v é um ponto crítico para o funcional J em
X. Consequentemente, v é uma solução fraca para o problema (Pλ). Ademais, como
o funcional energia J é par, observamos que J(v) = J(|v|) e J ′(|v|)|v| = J ′(v)v = 0.
Esta afirmação prova que |v| ∈ N . Sabemos que v 7→ J ′′(v)(v, v) é um funcional
par, de modo que J ′′(|v|)(|v|, |v|) = J ′′(v)(v, v) < 0, para todo v ∈ N−. Nesse caso,
deduzimos que |v| ∈ N− de tal forma que |v| é um minimizador local em N−.
Como produto, temos que |v| é um novo ponto crítico para o funcional J . Portanto,
o funcional energia J admite pelo menos um ponto crítico v ∈ X, satisfazendo
v ≥ 0 em RN , para cada λ ∈ (0, λ∗). Similarmente, provaremos que existe um
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segundo ponto crítico para o funcional J . Com efeito, considere (uk) uma sequência
minimizante para J em N+. É sabido que (uk) é sequência limitada em X tal que
uk ⇀ u em X, para alguma u ∈ X. As últimas condições, juntamente com o Lema
1.41, implicam que uk → u fortemente em X. Assim, usando as mesmas ideias de
(1-35), mencionamos que cN+ = J(u). Desse modo, a Proposição 1.40 nos fornece
que u é um ponto crítico para o funcional J , para cada λ ∈ (0, λ∗). Ao substituir u

por |u| e aplicar os mesmos argumentos discutidos acima, obtemos um novo ponto
crítico u ∈ X para o funcional J satisfazendo u ≥ 0 em RN , para cada λ ∈ (0, λ∗).
Uma vez que N− ∩ N+ = ∅, concluímos que o problema (Pλ) admite pelo menos
duas soluções fracas distintas, para cada λ ∈ (0, λ∗). □

1.4 Regularidade das soluções do problema (Pλ)

A finalidade desta seção é apresentar resultados sobre a regularidade das
soluções relacionadas ao problema (Pλ). Sabemos que os Lemas 1.41 e 1.42, e a
Proposição 1.43 garantem a existência de, pelo menos, duas soluções fracas não
triviais para o problema (Pλ). Inicialmente, aplicaremos o método de regularização
conhecido como “bootstrap” para assegurar que as soluções fracas pertençam a
C0,β(B(0, R)), para algum β ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Eis o primeiro resultado.

Teorema 1.44 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e V, a, b ∈ C0,γ(B(0, R)), para algum
γ ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Assuma que u ∈ X é uma solução fraca para o problema
(Pλ). Então u ∈ C0,β(B(0, R)), para algum β ∈ (0, 1).

Prova. Seja u ∈ X é uma solução fraca para o problema (Pλ). Então u satisfaz

−∆u = − V (x)u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
+

λa(x)|u|q−2u+ b(x)|u|p−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
em B(0, R). (1-36)

Nesse caso, defina uma função g : B(0, R)× R → R da seguinte forma:

g(x, u) := − V (x)u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
+

λa(x)|u|q−2u+ b(x)|u|p−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
.

Note que a equação (1-36) é dada por −∆u = g(x, u) em B(0, R). É fácil checar
pela hipótese (m1) que 1

α1
≥ 1

α1+α2∥∇u∥2σ2
, para todo α1, α2 > 0. Essa condição, em

conjunto com a desigualdade triangular, garante que

|g(x, u)| ≤ α−1
1

(
V (x)|u|+ λ|a(x)||u|q−1 + |b(x)||u|p−1

)
, x ∈ B(0, R). (1-37)

Uma vez que a, b, V ∈ L∞(B(0, R)), afirmamos que g ∈ Lµ(B(0, R)), onde µ = 2∗
p−1

.
Com efeito, um cálculo simples utilizando (1-37), a desigualdade de Hölder e a
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imersão contínua X ↪→ Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗], mostra que

α−µ
1

∫
B(0,R)

|V (x)|u||µdx ≤ α−µ
1 ∥V ∥µ∞

( ∫
B(0,R)

1
p−1
p−2dx

) p−2
p−1
( ∫

B(0,R)

|u|2∗dx
) 1

p−1

≤ α−µ
1 ∥V ∥µ∞|B(0, R)|

p−2
p−1∥u∥

2∗
p−1

2∗

≤ α−µ
1 ∥V ∥µ∞S

2∗
p−1

2∗ |B(0, R)|
p−2
p−1∥u∥ 2∗

p−1

< +∞. (1-38)

Nesta etapa, como b ∈ L∞(B(0, R)), segue-se pela imersão contínua X ↪→ Lr(RN)

que

α−µ
1

∫
B(0,R)

|b(x)|u|p−1|µdx ≤ α−µ
1 ∥b∥µ∞∥u∥2∗2∗

≤ α−µ
1 S2∗

2∗∥b∥µ∞∥u∥2∗

< +∞. (1-39)

Agora, usando a desigualdade de Hölder, a imersão contínua X ↪→ Lr(RN), para
cada r ∈ [2, 2∗] e o fato de que a ∈ L∞(B(0, R)), obtemos

α−µ
1

∫
B(0,R)

|a(x)|u|q−1|µdx ≤ α−µ
1 ∥a∥µ∞

(∫
B(0,R)

1
p−1
p−q dx

) p−q
p−1
(∫

B(0,R)

|u|2∗dx
) q−1

p−1

≤ α−µ
1 ∥a∥µ∞|B(0, R)|

p−q
p−1∥u∥2

∗ q−1
p−1

2∗

≤ α−µ
1 ∥a∥µ∞S

2∗ q−1
p−1

2∗ ∥u∥2∗
q−1
p−1

< +∞. (1-40)

A partir da combinação das condições (1-37), (1-38), (1-39) e (1-40), chegamos à
conclusão de que a função g ∈ Lµ(B(0, R)) com µ = 2∗

p−1
. Dessa forma, o Teorema

de Agmon-Douglis-Nirenberg [3] nos fornece que u ∈ W 2,µ(B(0, R)) e existe uma
constante C5 = C5(R,N, µ) > 0 tal que

∥u∥W 2,µ(B(0,R)) ≤ C5∥g(·, u)∥µ.

Sob estas condições, tem-se que

(i) Suponha que 2µ > N é satisfeito. Então, pela imersão contínua de Sobolev,
temos que u ∈ C0,β(B(0, R)), para algum β ∈ (0, 1) e R > 0. Isso finaliza o
bootstrap.

(ii) Suponha que 2µ = N é satisfeito. Então W 2,µ(B(0, R)) está imerso continua-
mente em Lr(B(0, R)), para todo µ ≤ r < +∞. Sob esta condição, escolha um
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valor para r de modo que 2r
p−1

> N , onde u ∈ Lr(B(0, R)). Isso implica que
g ∈ L

r
p−1 (B(0, R)). Assim, aplicando o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg,

mencionamos que u ∈ W 2, r
p−1 (B(0, R)). No entanto, ao escolhermos r da ma-

neira descrita, retornamos ao caso (i). Portanto, tem-se que u ∈ C0,β(B(0, R)),
para algum β ∈ (0, 1). Isso completa o bootstrap.

(iii) Suponha que 2µ < N é satisfeito. Então W 2,µ(B(0, R)) está imerso continua-
mente em Lr(B(0, R)), para todo µ ≤ r ≤ Nµ

N−2µ
= 2∗∗.

É importante relembrar que as imersões mencionadas nos três casos podem ser
consultadas em [72, Teorema A.13] ou [1]. Nesta etapa, afirmamos que 2∗∗ > 2∗. De
fato, como p− 1 < 2∗ − 1 = N+2

N−2
, é fácil verificar que

1

(p− 1)− 4
N−2

> 1, (1-41)

onde (p− 1)− 4
N−2

> 0 e 2µ < N . Um simples cálculo em (1-41) assegura que

N

N(p− 1)− 22∗
> 1 ⇔ 2∗∗ =

Nµ

N − 2µ
> 2∗.

Logo, existe δ > 0 de tal modo que

2∗∗

2∗
= 1 + δ. (1-42)

Uma vez que u ∈ L2∗∗(B(0, R)), segue que g ∈ Lµ1(B(0, R)) com µ1 =
2∗∗
p−1

. Ao apli-
carmos o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg, inferimos que u ∈ W 2,µ1(B(0, R)).
Desse modo, é necessário reavaliar três casos distintos:

(iv) Assuma que 2µ1 > N é satisfeito. Então, pelos mesmos argumentos apresenta-
dos acima, tem-se que u ∈ C0,β(B(0, R)), para algum β ∈ (0, 1). Isso finaliza
o bootstrap.

(v) Assuma que 2µ1 = N é satisfeito. Nesse caso, seguindo uma abordagem
análoga à prova do item (ii), deduzimos que u ∈ C0,β(B(0, R)), para algum
β ∈ (0, 1), concluindo assim o bootstrap.

(vi) Assuma que 2µ1 < N é satisfeito. Então W 2,µ1(B(0, R)) está imerso continu-
amente em Lr(B(0, R)), para todo µ1 ≤ r ≤ Nµ1

N−2µ1
= 2∗∗∗.

Dessa maneira, continuando com o bootstrap, podemos afirmar que 2∗∗∗ > 2∗∗. Com
efeito, pela estimativa (1-41), encontramos que N > N(p − 1) − 22∗. A última
desigualdade fornece que

N > N(p− 1)− 2(p− 1)
2∗

(p− 1)
= (p− 1)(N − 2µ).
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Logo, como 2µ < N , obtemos

1 > (p− 1)− 2µ

N − 2µ
.

Aqui, ressaltamos que

(p− 1)− 2µ

N − 2µ
> 0 ⇔ N >

22∗∗

p− 1
= 2µ1,

que é o caso em estudo. Como resultado, uma operação simples assegura que

N
p−1

N − 2Nµ
(p−1)(N−2µ)

> 1 ⇔ 2∗∗∗ =
Nµ1

N − 2µ1

> 2∗∗.

Adicionalmente, note que
2∗∗∗

2∗
=

2∗∗∗

2∗∗
2∗∗

2∗
. (1-43)

Como µ1 > µ, é fácil mostrar que 2∗∗∗
2∗∗ > 2∗∗

2∗ . Esse fato, aliado às estimativas (1-42)
e (1-43), implica que 2∗∗∗

2∗ > (1 + δ)2. Sendo assim, ao repetir este processo j-vezes,
obtemos uma sequência estritamente crescente µ < µ1 < µ2 < µ3 < . . . < µj, onde
µj =

2∗
j

p−1
. Consequentemente, a desigualdade de Bernoulli garante que

µj+1

µ
=

2∗
j+1

2∗
= (1 + δ)j ≥ 1 + jδ.

Isso significa que 2µj > N para j ∈ N suficientemente grande. Nesse caso,
temos que g ∈ Lµj(B(0, R)), com µj = 2∗

j

p−1
. Esta condição, juntamente com o

Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg e o Teorema A.13 em [72], nos fornece que
u ∈ W 2,µj(B(0, R)) ↪→ C0,β(B(0, R)), para algum β ∈ (0, 1). □

Uma implicação direta do Teorema 1.44 é que as soluções fracas do problema
(Pλ) pertencem ao espaço C2,ξ(B(0, R)), para algum ξ ∈ (0, 1) e R > 0. Essa
conclusão é obtida mediante a aplicação das estimativas de Schauder. Com base
nesse raciocínio, estamos aptos a enunciar e demonstrar o próximo resultado.

Teorema 1.45 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e V, a, b ∈ C0,γ(B(0, R)), para algum
γ ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Então a solução fraca u para o problema (Pλ) pertence
a C2,ξ(B(0, R)), onde ξ = min{β, γ} ∈ (0, 1).

Prova. Sabemos por (1-36) que −∆u = g(x, u) em B(0, R). Uma vez que u é não-
negativa, afirmamos que J (x) = up−1(x) ∈ C0,β(B(0, R)), para algum β ∈ (0, 1) e
p > 1. Com efeito, defina uma função auxiliar

h̃(t) := |tu(x) + (1− t)u(y)|p−1, t ∈ [0, 1].
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Note que a função h̃ é de classe C1. Dessa forma, como 0 ≤ u ∈ C0,β(B(0, R)) (veja
o Teorema 1.44), temos pela Desigualdade do Valor Médio que existe t ∈ (0, 1) de
modo que |h̃(1)− h̃(0)| = |h̃′(t)|, isto é,

|h̃(1)− h̃(0)| ≤ (p− 1)|u(x)− u(y)|t|u(x)− u(y)|p−2 + (p− 1)|u(x)− u(y)||u(y)|p−2

≤ (p− 1)|u(x)− u(y)|

|u(x)− u(y)|p−2 +

(
sup

B(0,R)
u

)p−2


≤ (p− 1)Cβ

( sup
x,y∈B(0,R)

|u(x)− u(y)|
)p−2

+

(
sup

B(0,R)
u

)p−2
 |x− y|β

= (p− 1)CβC0|x− y|β,

onde Cβ, C0 > 0 e x, y ∈ B(0, R). Observe que os outros casos da função g

seguem o mesmo raciocínio discutido acima. Dessa maneira, considerando que o
produto de funções Hölder contínuas é Hölder contínua (conforme explicado em [39,
página 53]), concluímos que g ∈ C0,ξ(B(0, R)), onde ξ = min{β, γ} ∈ (0, 1).
Como consequência, as estimativas de Schauder [39, Teorema 6.13] implicam que
u ∈ C2,ξ(B(0, R)) e existe uma constante positiva C6 = C6(R,N, ξ) de tal modo que
∥u∥C2,ξ(B(0,R)) ≤ C6∥g(·, u)∥C0,ξ(B(0,R)), para algum ξ ∈ (0, 1) e para todo R > 0. □

Proposição 1.46 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e V, a, b ∈ C0,γ(B(0, R)), para
algum γ ∈ (0, 1). Então as soluções u e v são estritamente positivas em RN .

Prova. Note que a Proposição 1.43 garante a existência de duas soluções fracas
u e v para o problema (Pλ), satisfazendo u, v ≥ 0 em RN , para cada λ ∈ (0, λ∗).
É importante enfatizar pelo Teorema 1.45 que as soluções u, v ∈ C2,ξ(B(0, R)),
para algum ξ ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Sob estas condições, afirmamos que u é
estritamente positiva em RN . De fato, suponha por contradição que existe x0 ∈ RN

de modo que u(x0) = 0. Nesse caso, uma simples manipulação algébrica em (1-36)
mostra que

−∆u ≥ − V (x)u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
em B(x0, R),

com u ∈ C2,ξ(B(x0, R)), para algum ξ ∈ (0, 1). Seja R : B(x0, R) → R uma função
ainda por determinar tal que R(x)u ≥ 0 em B(x0, R) e

−∆u+R(x)u ≥
[
R(x)− V (x)

α1

]
u ≥

[
R(x)− ∥V ∥∞

α1

]
u em B(x0, R),

onde usamos o fato de que

1

α1

≥ 1

α1 + α2∥∇u∥2σ2
.
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Assim, temos que −∆u + R(x)u ≥ 0 em B(x0, R) e u ≥ 0 em ∂B(x0, R), se
escolhermos

R(x) =
2∥V ∥∞

α1

∈ L∞(B(x0, R)).

Como produto, ao empregar o Princípio do Máximo Forte em operadores elípticos
[27, Teorema 4], mencionamos que u > 0 em B(x0, R) ou u ≡ 0 em B(x0, R).
Assumindo que u ≡ 0 em B(x0, R) e utilizando a arbitrariedade de R > 0, deduzimos
que u = 0 em RN . Entretanto, o Lema 1.41 e a Proposição 1.37 asseguram que

0 = J(u) = cN+ < 0, u ∈ N+.

Isso resulta em uma contradição. Portanto, a solução fraca u é estritamente positiva
em RN , para cada λ ∈ (0, λ∗). Agora, usando os mesmos princípios discutidos
anteriormente, podemos afirmar que v > 0 em B(x0, R) ou v ≡ 0 em B(x0, R).
Desse modo, se v ≡ 0 em B(x0, R) e R > 0 é arbitrário, obtemos que v = 0 em RN .
No entanto, o Lema 1.34 prova que

0 = ∥v∥ ≥ Cb > 0, v ∈ N−.

Isso é uma contradição. Portanto, a solução fraca v é estritamente positiva em RN ,
para cada λ ∈ (0, λ∗). □

1.5 A prova do teorema principal

Nesta seção, fornecemos uma análise completa da demonstração do teorema
principal. Em termos gerais, para desenvolver essa demonstração, conectamos todos
os resultados discutidos nas seções anteriores. Eis o teorema principal.

Teorema 1.47 Suponha (m1), (a1), (a2), (V1) e V, a, b ∈ C0,γ(B(0, R)), para algum
γ ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Então para cada λ ∈ (0, λ∗), o problema (Pλ) admite
pelo menos duas soluções positivas u, v ∈ X tal que u ∈ N+ e v ∈ N−. Além disso,
u é uma solução ground state e v é uma solução fraca satisfazendo:

(a) Para cada λ ∈ (0, λ∗), temos que cN− = J(v) > 0;
(b) Para λ = λ∗, segue-se que cN− = J(v) = 0;
(c) Para cada λ ∈ (λ∗, λ∗), obtemos que cN− = J(v) < 0.

Prova. Primeiramente, observe que a Proposição 1.46 assegura que o problema (Pλ)
admite pelo menos duas soluções positivas u, v ∈ X tal que u ∈ N+ e v ∈ N−, para
cada λ ∈ (0, λ∗). Além disso, mostraremos o item (a). Para isso, afirmamos que

tn,−(v) = 1 > te(v), (1-44)
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para cada λ ∈ (0, λ∗). Com efeito, suponha por contradição que te(v) > 1. Esse fato
significa que tn,+(v) < tn,−(v) < te(v). Como consequência, não é difícil checar que

Rn(te(v)v) = Re(te(v)v) > λ.

Uma vez que o funcional Rn(tv) é contínuo e decrescente, para todo t > tn(v),
segue-se que existe tλ > te(v) de tal forma que Rn(tλv) = λ, isto é, tλv ∈ N . Dessa
forma, como a projeção em N+ e N− é única (veja a Proposição 1.24), obtemos
uma contradição. Dessa forma, a estimativa (1-44) é verdadeira. Logo, tomando
t = tn,−(v) = 1 e usando a estimativa (1-44), encontramos que Rn(v) < Re(v), para
cada te(v) < 1. A última condição prova que

λ = Rn(t
n,−(v)v) = Rn(v) < Re(v), para cada λ ∈ (0, λ∗).

Portanto, a Observação 1.12 e o Lema 1.42 garantem que cN− = J(v) > 0.
Isso conclui a prova do item (a). Agora, provaremos o item (b). É evidente pela
Proposição 1.25 que existe z ∈ X\{0} de modo que λ∗ = Se(z), onde z é um
ponto crítico do funcional J . Observe que t = tn,−(z) = te(z) = 1 se, e somente se,
Rn(tz) = Re(tz) com

λ = λ∗ = Se(z) = Re(te(z)z) = Re(z) = Re(t
n,−(z)z).

Sendo assim, a Observação 1.12 nos fornece que J(z) = 0. Consequentemente,
deduzimos que

J(v) = inf
w∈N−

J(w) ≤ J(z) = 0.

Isso significa que Re(v) ≤ λ = λ∗. Por outro lado, não é difícil verificar que
λ = λ∗ ≤ Se(v) = Re(te(v)v), para algum te(v) > 0. Dado v ∈ N−, mencionamos que
tn(v) < te(v) ≤ tn,−(v) = 1. Como resultado, obtemos que λ = λ∗ = Rn(v) ≤ Re(v)

com 1 ∈ [te(v),+∞). Concluímos pela Observação 1.12 que J(v) ≥ 0. Isso completa
a prova do item (b).

Finalmente, mostraremos o item (c). Para isso, assuma que λ ∈ (λ∗, λ∗) seja
satisfeito. Considere v ∈ N− uma função fixada. É fácil verificar pela Proposição 1.25
que existe uma função z ∈ X\{0} tal que λ∗ = Se(z). Esse fato implica que λ∗ =

Se(z) = Re(te(z)z) < λ. Sob esta afirmação, observamos que tn,−(v) ∈ (0, te(v)).
Como resultado, encontramos que Re(tv) < Rn(tv), para cada t ∈ (0, te(v)). Em
particular, tomando t = tn,−(v), obtemos

Re(t
n,−(v)v) < Rn(t

n,−(v)v) = λ.

Segue da Observação 1.12 que J(tn,−(v)v) < 0. Portanto, temos que cN− < 0. Isso
finaliza a prova do item (c). □



CAPÍTULO 2
Existência, não existência e multiplicidade
de soluções para um problema elíptico do
tipo Kirchhoff em RN

Neste capítulo, abordamos a existência, não existência e multiplicidade de
soluções para o seguinte problema elíptico não local:−m (∥∇u∥22)∆u+ V (x)u = λa(x)|u|q−2u− θb(x)|u|p−2u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pθ)

onde N ≥ 3, os parâmetros λ, θ > 0 e o potencial V : RN → R muda de sinal.
Nos últimos anos, os problemas elípticos do tipo Kirchhoff têm sido ampla-

mente explorados em estudos matemáticos. Uma das dificuldades encontradas nesse
tipo de problema está relacionada à presença do termo não local m(∥∇u∥22). Essa
complexidade matemática acrescenta um elemento particularmente intrigante ao
nosso estudo, o qual se tornará evidente ao longo deste capítulo.

Em resumo, nosso principal objetivo é provar que o problema (Pθ) possui pelo
menos uma solução ground state e pelo menos uma solução bound state, variando
conforme os valores de λ e θ. A abordagem central consiste na aplicação do método
de minimização sobre a variedade de Nehari, aliado ao método do quociente de
Rayleigh não linear.

No que segue, consideramos as seguintes hipóteses para o problema (Pθ):

(m1) A função m : R+ → R+ satisfaz m(t) = α1 + α2t
σ, para todo t ∈ R+ e

α1, α2 > 0 com 0 < σ < 2
N−2

;
(a1) 2 < 2(σ + 1) < q < p < 2∗;
(a2) As funções a, b : RN → R satisfazem a ∈ L∞(RN) e b ∈ L∞(RN), onde

a(x), b(x) > 0 q.t.p. em RN ;
(v1) O potencial V pertence a L∞

loc(RN), e existe uma constante V0 > 0 tal que
V (x) ≥ −V0, para todo x ∈ RN ;
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(v2) Considere

δ := inf
u∈H1(RN ), ∥u∥

L2(RN )
=1

∫
RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx > 0; (2-1)

(v3) Para cada M > 0, segue-se que |{x ∈ RN : V (x) ≤ M}| < +∞.

Salientamos que as funções a e b, estabelecidas no problema (Pθ), desempe-
nham um papel fundamental para alcançarmos os objetivos propostos. Na maioria
dos resultados obtidos neste capítulo, utilizamos exclusivamente a hipótese (a2).
Entretanto, em outros resultados, adotamos as seguintes hipóteses adicionais:

(b1)
a(x)

p
p−q

b(x)
q

p−q

∈ L1(RN);

(b2) Existe uma constante positiva b0 tal que b(x) ≥ b0.

Ao longo do capítulo, tornar-se-á evidente a utilidade destas hipóteses adicionais.

2.1 Estrutura variacional do problema

Esta seção apresenta poucas diferenças em relação à seção do capítulo anterior,
na qual discutimos a estrutura variacional do problema (Pλ). Por uma questão de
completude e organização, optamos por repetir os argumentos aqui. Iniciamos re-
lembrando definições fundamentais sobre métodos variacionais. Assim, introduzimos
um subespaço próprio de H1(RN) definido por

X =

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

V (x)u2dx < +∞
}
,

equipado com o produto interno dado por

⟨u, φ⟩ =
∫
RN

[α1∇u∇φ+ V (x)uφ] dx, φ ∈ X. (2-2)

A sua norma usual é dada por

∥u∥ =
√

⟨u, u⟩ =
(∫

RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx

) 1
2

, u ∈ X.

Observação 2.1 Observa-se facilmente que, mesmo na presença de uma mudança
de sinal no potencial V , a expressão (2-2) realmente define um produto interno em
X. A principal dificuldade está em garantir que (2-2) satisfaça a positividade. Nesse
caso, temos que existe uma constante δ > 0 que satisfaz

0 = ⟨u, u⟩ =
∫
RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx ≥ δ

∫
RN

u2dx ≥ 0,
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veja a estimativa (2-1). Desse modo, tem-se que∫
RN

u2dx = 0 ⇔ u = 0 q.t.p. em RN .

Como consequência, o espaço X equipado com a norma usual ∥·∥ constitui um espaço
de Hilbert. A abordagem central consiste na construção de Ṽ (x) = V (x)+V0+1 > 0.

Agora, apresentamos um exemplo interessante que atende todas as hipóteses
sobre o potencial V mencionadas anteriormente. Ressaltamos que, no Apêndice
A, podem ser encontrados outros exemplos de potenciais V que satisfazem outras
condições.

Exemplo 2.2 Considere o potencial V : RN → R definido por

V (x) =

−V0, se x ∈ B1(0),

1 + |x|, se x ∈ RN\B1(0),

onde V0 > 0, V (x) := V +(x)− V −(x) com V ±(x) := max{±V (x), 0} e B1(0) ⊂ RN

a bola unitária centrada na origem. Consequentemente, inferimos que

V −(x) =

V0, se x ∈ B1(0),

0, se x ∈ RN\B1(0),
e V +(x) =

0, se x ∈ B1(0),

1 + |x|, se x ∈ RN\B1(0).

É fácil ver que V é não periódico, coercivo, [V (x)]−1 ̸∈ L1(RN) e satisfaz as hipóteses
(v1) e (v3). Além disso, para V0 > 0 pequeno, temos pelas desigualdades de Gagliardo-
Nirenberg [16, Teorema 9.9] e Hölder com expoentes 2∗

2
> 1 e 2∗

2∗−2
> 1, que∫

RN

[α1|∇u|2 + V (x)u2]dx =

∫
RN

[α1|∇u|2 + V +(x)u2]dx−
∫
RN

V −(x)u2dx

≥ −V0

(∫
B1(0)

1
N
2 dx

) 2
N
(∫

B1(0)

|u|2∗dx
) 2

2∗

+

∫
RN

α1|∇u|2dx

= −V0|B1(0)|
2
N ∥u∥22∗ +

∫
RN

α1|∇u|2dx

≥
(
1− V0

Cα1

|B1(0)|
2
N

)∫
RN

α1|∇u|2dx
≥ 0,

desde que V0 < Cα1

|B1(0)|
2
N
. A última condição garante que δ dado em (2-1) está bem

definido. Nesta etapa, provaremos que δ > 0. Para isso, suponha por contradição
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que δ = 0. Nesse caso, existe uma sequência minimizante (uk) ∈ X de tal forma que∫
RN

u2
kdx = 1 e

∫
RN

[α1|∇uk|2 + V (x)u2
k]dx = ok(1).

Um cálculo simples afirma que

ok(1) =

∫
RN

[α1|∇uk|2 + V +(x)u2
k − V −(x)u2

k]dx

≥ C0
∫
RN

[α1|∇uk|2 + V +(x)u2
k]dx,

onde C0 é uma constante positiva. Como resultado, pode-se provar que∫
RN

α1|∇uk|2dx = ok(1) e
∫
RN

V +(x)u2
kdx = ok(1). (2-3)

No entanto, deduzimos que

ok(1) =

∫
RN

V +(x)u2
kdx =

∫
RN\B1(0)

V +(x)u2
kdx ≥

∫
RN\B1(0)

u2
kdx.

Isso significa que ∫
B1(0)

u2
kdx+ ok(1) = 1.

Por outro lado, aplicando novamente as desigualdades de Hölder e Gagliardo-
Nirenberg, mencionamos que

∫
B1(0)

u2
kdx ≤

(∫
B1(0)

1
N
2 dx

) 2
N
(∫

B1(0)

|uk|2
∗
dx

) 2
2∗

≤ |B1(0)|
N
2

Cα1

∫
RN

α1|∇uk|2dx.

Observe que a última desigualdade, juntamente com a estimativa (2-3), implica que∫
B1(0)

u2
kdx = ok(1),

o que é uma contradição. Portanto, temos que δ > 0 de modo que o potencial V
satisfaz a hipótese (v2) com V0 > 0 suficientemente pequeno.

Uma vez que o conjunto X é não vazio (consulte o Exemplo 1.1), definimos o
funcional energia J : X → R associado ao problema (Pθ) por

J(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q

∫
RN

a(x)|u|qdx+
θ

p

∫
RN

b(x)|u|pdx.



2.1 Estrutura variacional do problema 82

Conforme nossas hipóteses, uma função u ∈ X é um ponto crítico para o funcional
J se, e somente se, u é uma solução fraca para o problema (Pθ). Nessa perspectiva,
a formulação fraca é estabelecida da seguinte maneira:

Definição 2.3 Dizemos que u ∈ X é solução fraca para o problema (Pθ) se, e
somente se,

⟨u, φ⟩+ α2⟨∇u,∇φ⟩2∥∇u∥2σ2 = λ

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx− θ

∫
RN

b(x)|u|p−2uφdx,

para todo φ ∈ H1(RN).

Observamos que o funcional energia J é de classe C2(X;R) (veja, por exemplo,
o Apêndice B). Esse fato nos permite assegurar queJ ′(u)u = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ∥u∥qq,a + θ∥u∥pp,b,
J ′′(u)(u, u) = ∥u∥2 + α2(2σ + 1)∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ(q − 1)∥u∥qq,a + θ(p− 1)∥u∥pp,b,
onde definimos

∥u∥qq,a =
∫
RN

a(x)|u|qdx e ∥u∥pp,b =
∫
RN

b(x)|u|pdx, u ∈ X.

Assim como no Capítulo 1, para atingir os objetivos propostos, é necessário
definir um conjunto denominado variedade de Nehari da seguinte forma:

N :=
{
u ∈ X\{0} : λ∥u∥qq,a = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ∥u∥pp,b
}
. (2-4)

Para uma análise mais aprofundada, inspiramo-nos em algumas ideias discutidas nos
trabalhos [55] e [56], nos quais a variedade de Nehari é dividida em três subconjuntos
disjuntos de tal forma que N := N+ ∪N− ∪N 0, onde

N+ := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) > 0},
N− := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) < 0},
N 0 := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) = 0}.

Pela construção do conjunto N , observamos que o mesmo não é vazio. Desse modo,
dado u ∈ N , tem-se que

J ′′(u)(u, u) = (2− q)∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2 + θ(p− q)∥u∥pp,b

= (2− p)∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− p)∥∇u∥2(σ+1)
2 + λ(p− q)∥u∥qq,a. (2-5)

Na etapa atual, definimos um conjunto não vazio que trata do comportamento
do funcional energia J quando atinge o valor zero, isto é,

E :=

{
u ∈ X\{0} :

λ

q
∥u∥qq,a =

1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 +
θ

p
∥u∥pp,b

}
. (2-6)
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Adaptando algumas ideias abordadas em [42,43], obtemos por (2-4) e (2-6), que

u ∈ N se, e somente se, Rn(u) = λ,
u ∈ E se, e somente se, Re(u) = λ,

onde Rn, Re : X\{0} → R representam os quocientes de Rayleigh não lineares
associados ao parâmetro λ > 0, sendo definidos como:

Rn(u) :=
∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ∥u∥pp,b
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0} (2-7)

e

Re(u) :=

1
2
∥u∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ
p
∥u∥pp,b

1
q
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}. (2-8)

Através de um cálculo simples, utilizando a imersão contínua de Sobolev e a
hipótese (a1), temos que os quocientes Rn e Re estão bem definidos e pertencem
a C2(X\{0};R). Este cálculo segue ideias semelhantes às do Apêndice B.

Ao analisarmos (2-4), (2-7) e (2-8), podemos estabelecer duas definições que
serão fundamentais para garantir a existência de pontos críticos para o funcional J .

Definição 2.4 Considerando o conjunto N , definimos os seguintes níveis:

cN+ = inf
u∈N+

J(u), cN− = inf
u∈N−

J(u) e cN 0 = inf
u∈N 0

J(u).

Definição 2.5 A partir de (2-7) e (2-8), definimos as funções Sn, Se : X\{0} → R
como:

Sn(u) = inf
t>0

Rn(tu) e Se(u) = inf
t>0

Re(tu).

Consequentemente, os valores extremais são determinados por

λ∗ = inf
u∈X\{0}

Sn(u) e λ∗ = inf
u∈X\{0}

Se(u).

Observação 2.6 Antes de explorarmos as fibras do funcional energia J , estudare-
mos a não linearidade presente no lado direito do problema (Pθ). Essa não lineari-
dade traz consigo algumas dificuldades adicionais, sendo a busca por soluções fracas
para o problema (Pθ) a primeira complicação a ser enfrentada. Isso ocorre devido
ao fato de que a função

B(x, t) := λa(x)|t|q−2t− θb(x)|t|p−2t, t ∈ R, (2-9)

não satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz e não possui sinal definido, para
todo x ∈ RN e a(x), b(x) > 0 q.t.p. em RN . Com efeito, segue pela hipótese (a1) que

lim
t→0+

B(x, t)
t

= 0 e lim
t→+∞

B(x, t)
t

= −∞.
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Isso evidencia que a função B muda de sinal. Além disso, um cálculo simples garante
que B(x, t) > 0, para cada t ∈ (0, ε) e ε > 0 suficientemente pequeno. Note também
que B é uma função ímpar. Agora, considere

B1(x, t) = λa(x)tq−1 − θb(x)tp−1,

para todo x ∈ RN e t > 0. Com base nessa definição, inferimos que

d

dt
B1(x, t) = 0 ⇔ t = t0 =

[(
q − 1

p− 1

)
λa(x)

θb(x)

] 1
p−q

> 0. (2-10)

Não é difícil checar pela hipótese (a1) que

lim
t→0+

d
dt
B1(x, t)

tq−2
= λa(x)(q − 1) > 0

e

lim
t→+∞

d
dt
B1(x, t)

tp−2
= −θb(x)(p− 1) < 0.

Logo, para t > 0 suficientemente pequeno, temos que B1 é estritamente crescente, e
para t > 0 suficientemente grande, verificamos que B1 é estritamente decrescente.
Consequentemente, ao derivar novamente a função B1(x, t) em relação a t e substi-
tuir a estimativa (2-10), encontramos que

d2

dt2
B1(x, t0) = ((q − 1)λa(x))

p−3
p−q

[
1

(p− 1)θb(x)

] q−3
p−q

(q − p) < 0.

De maneira análoga, podemos realizar o mesmo estudo para t < 0. Para uma melhor
compreensão geométrica, veja a Figura 2.1.

t0 t0

B(x, t)

B(x,t)
t

→ −∞
quando t → +∞

−t0

B(x, t0)

B(x,−t0)

Máximo local

Inflexão

Mı́nimo local

B(x,t)
t

→ 0
quando t → 0

B(x,t)
t

→ +∞
quando t → −∞

ε

Figura 2.1: Comportamento geométrico da função B(x, t).
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2.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do

quociente de Rayleigh e Nehari

A proposta central aqui é apresentar propriedades fundamentais relacionadas à
estrutura topológica do funcional energia J , juntamente com o método do quociente
de Rayleigh não linear e o método de minimização sobre a variedade de Nehari.
Inicialmente, introduzimos uma função denominada fibering map ωu : (0,+∞) → R,
definida por

ωu(t) := J(tu) =
t2

2
∥u∥2 + t2(σ+1)

2(σ + 1)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − tq

q
λ∥u∥qq,a +

tp

p
θ∥u∥pp,b, (2-11)

para todo t > 0. Desse modo, derivando a função ωu(t) em relação a t, obtemos

ω′
u(t) = t∥u∥2 + α2t

2σ+1∥∇u∥2(σ+1)
2 − λtq−1∥u∥qq,a + θtp−1∥u∥pp,b,

e

ω′′
u(t) = ∥u∥2 + α2(2σ + 1)t2σ∥∇u∥2(σ+1)

2 − (q − 1)tq−2λ∥u∥qq,a + (p− 1)tp−2θ∥u∥pp,b.

Uma consequência imediata é que ω′
u(t) = 0 se, e somente se, tu ∈ N . Vale destacar

que as mesmas propriedades estabelecidas no Capítulo 1 aplicam-se nesta seção.
Outro ponto relevante decorrente da equação (2-11) é a possibilidade de

analisar as funções ωu(t) e ω′
u(t) para valores de t próximos ao infinito e à origem.

Isso implica que

lim
t→0+

ωu(t)

t2
> 0; lim

t→+∞
ωu(t)

tp
> 0; lim

t→0+

ω′
u(t)

t
> 0 e lim

t→+∞
ω′
u(t)

tp−1
> 0.

O primeiro resultado desta seção, que considera inf V (x) > 0, é padrão e trata
de questões relacionadas à compacidade. Esse resultado é crucial para garantir a
imersão compacta em nosso ambiente de trabalho, mesmo quando o potencial V
satisfaz a hipótese (v1).

Lema 2.7 Suponha que V (x) ≥ V0 > 0 e |{x ∈ RN : V (x) ≤ M}| < +∞, para
cada M > 0. Então a imersão X ↪→ Lr(RN) é contínua, para cada r ∈ [2, 2∗]. Além
disso, a imersão X ↪→ Lr(RN) é compacta, para cada r ∈ [2, 2∗).

Prova. Note que a imersão X ↪→ Lr(RN) é contínua pelos mesmos argumentos
apresentados na Observação 1.7, na qual omitimos os detalhes da prova. Agora,
considere uma sequência (uk) ∈ X de modo que uk ⇀ u em X, quando k → +∞.
Nessas condições, temos que∫

RN

|uk − u|2dx =

∫
B(0,R)

|uk − u|2dx+

∫
RN\B(0,R)

|uk − u|2dx.
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Dessa forma, a imersão compacta H1(B(0, R)) ↪→ Lr(B(0, R)) garante, para cada
r ∈ [2, 2∗) e R > 0, que

lim
k→+∞

∫
B(0,R)

|uk − u|2dx = 0.

Em particular, fixando R > 0 e dado ε > 0, existe k0 = k0(ε, R) ∈ N de modo que∫
B(0,R)

|uk − u|2dx <
ε

2
, k ≥ k0. (2-12)

Desse modo, resta provar que∫
RN\B(0,R)

|uk − u|2dx =

∫
Y

|uk − u|2dx+

∫
W

|uk − u|2dx <
ε

2
,

onde

Y := (RN\B(0, R)) ∩ [V (x) ≥ M ] e W := (RN\B(0, R)) ∩ [V (x) < M ].

Com efeito, não é difícil checar que Y ∪W = RN\B(0, R) e∫
Y

|uk − u|2dx ≤ 1

M

∫
Y

V (x)|uk − u|2dx ≤ 1

M
∥uk − u∥2.

Como uk ⇀ u em X, tem-se que existe C0 > 0 tal que ∥uk∥ ≤ C0, para todo k ∈ N.
Esse fato, em conjunto com a desigualdade triangular, permite concluir que∫

Y

|uk − u|2dx ≤ 1

M
∥uk − u∥2 ≤ C1

M
<

ε

4
.

Além disso, utilizando a desigualdade de Hölder com os expoentes N
N−2

e N
2
, e a

imersão contínua X ↪→ Lr(RN) para cada r ∈ [2, 2∗], inferimos que

∫
W

|uk − u|2dx ≤
(∫

W

1
N
2 dx

) 2
N
(∫

W

|uk − u|2∗dx
)N−2

N

≤ C2|W | 2
N ∥uk − u∥2

≤ C3|W | 2
N ,

onde C2 e C3 = C3(N) são constantes positivas. Lembre-se que usando a hipótese
(v3), mencionamos que |W | ≤ |[V (x) < M ]| < +∞, para todo M > 0. A última
afirmação, juntamente com o Teorema da Convergência Dominada implicam que

|W | =

∫
(RN\B(0,R))∩[V (x)<M ]

dx

≤
∫
[V (x)<M ]

X[RN\B(0,R)](x)dx → 0,
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quando R → +∞. Nesse caso, para cada ε > 0, existe R = R(ε) > 0 tal que∫
W

|uk − u|2dx <
ε

4
.

Consequentemente, deduzimos que∫
RN\B(0,R)

|uk − u|2dx <
ε

2
. (2-13)

Combinando (2-12) e (2-13), concluímos que uk → u em L2(RN). Em vista da
desigualdade de Interpolação, encontramos que uk → u em Lr(RN), para cada
r ∈ (2, 2∗) quando k → +∞. Isso completa a prova. □

Apesar da variação de sinal no potencial V , o próximo resultado demonstra
que podemos obter condições análogas às do Lema 2.7.

Lema 2.8 Suponha (m1), (a1), (a2) e (v1)-(v3). Então a imersão X ↪→ Lr(RN) é
contínua, para cada r ∈ [2, 2∗]. Além disso, a imersão X ↪→ Lr(RN) é compacta,
para cada r ∈ [2, 2∗).

Prova. A imersão X ↪→ Lr(RN) é contínua pelos mesmos motivos apresentados no
Lema 2.7, em conjunto com a identidade

Ṽ (x) = V (x) + V0 + 1 ≥ 1, x ∈ RN .

Adicionalmente, nosso objetivo aqui é provar que a imersão X ↪→ Lr(RN) é
compacta, para cada r ∈ [2, 2∗). De fato, considerando a identidade Ṽ e assumindo
que M > V0 + 1, temos pela hipótese (v3) que

|{x ∈ RN : Ṽ (x) ≤ M}| = |{x ∈ RN : V (x) ≤ M − V0 − 1}| < +∞.

Agora, suponha que M ≤ V0+1 ≤ V0+2 seja satisfeito. Um cálculo simples assegura
que

{x ∈ RN : Ṽ (x) ≤ M} ⊂ {x ∈ RN : Ṽ (x) ≤ V0 + 2}.

Segue da primeira parte que

|{x ∈ RN : Ṽ (x) ≤ M}| ≤ |{x ∈ RN : Ṽ (x) ≤ V0 + 2}| < +∞.

Sendo assim, demonstramos que |{x ∈ RN : Ṽ (x) ≤ M}| < +∞, para todo M > 0.
Portanto, o Lema 2.7 afirma que o subespaço

X̃ :=

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

Ṽ (x)u2dx < +∞
}
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está imerso compactamente em Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗). Uma vez que X̃ = X,
o lema está provado. □

Observação 2.9 Assim como no Capítulo 1, notamos que os funcionais Rn(tu) e
Re(tu), definidos em (2-7) e (2-8), possuem um único ponto crítico, denotado por
tn(u) > 0 e te(u) > 0, respectivamente. Como a demonstração é análoga à prova
da Proposição 1.8 e a Observação 1.9, optamos por omitir os detalhes. Nesse caso,
introduza as seguintes funções relacionadas ao funcional Rn(tu):

Gn(t) := t2−q∥u∥2 + α2t
2(σ+1)−q∥∇u∥2(σ+1)

2 + θtp−q∥u∥pp,b,

e

Λn(tu) :=
−(q − 2)t−2σ∥u∥2 + θ(p− q)tp−2(σ+1)∥u∥pp,b

(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2

.

Para o funcional Re(tu), definimos as seguintes funções:

Ge(t) :=
1

2
t2−q∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
t2(σ+1)−q∥∇u∥2(σ+1)

2 +
θ

p
tp−q∥u∥pp,b,

e

Λe(tu) :=
−(σ + 1)(q − 2)t−2σ∥u∥2 + 2(σ+1)(p−q)

p
θtp−2(σ+1)∥u∥pp,b

(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2

.

Ademais, é fácil ver que as funções Λn(tu) e Λe(tu) verificam Λn(tu) > Λe(tu), para
todo t > 0 e u ∈ X\{0}. Para uma compreensão mais detalhada, é recomendável
consultar a Proposição 1.10.

A seguir, apresentamos uma abordagem interessante para a unicidade dos
pontos críticos dos funcionais Rn(tu) e Re(tu). Optamos por começar com o
funcional Rn(tu), pois a prova para o outro funcional é análoga, diferindo apenas
por constantes. Dessa forma, usando a hipótese (a1), temos que d

dt
Rn(tu)

∣∣
t=tn(u)

= 0

se, e somente se,

θ(p− q)∥u∥pp,b = (q − 2)t2−p∥u∥2 + α2(q − 2(σ + 1))t2(σ+1)−p∥∇u∥2(σ+1)
2 ,

para todo t = tn(u) > 0. Examinando a equação acima, introduzimos uma função
L1 : (0,+∞) → R da seguinte maneira:

L1(t) := (q − 2)t2−p∥u∥2 + α2(q − 2(σ + 1))t2(σ+1)−p∥∇u∥2(σ+1)
2 .

Esta definição, juntamente com a hipótese (a1), implica que

lim
t→0+

L1(t) = +∞ e lim
t→+∞

L1(t) = 0,
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tal que d
dt
L1(t) < 0, para todo t = tn(u) > 0. Logo, a função L1 é estritamente

decrescente. Por outro lado, é fácil ver que

L0(t) = θ(p− q)∥u∥pp,b > 0.

Portanto, há um único ponto crítico t = tn(u) > 0 para o funcional Rn(tu). Esse
ponto crítico corresponderá a um mínimo global. É fundamental destacar que a
geometria possível das funções L0(t) e L1(t) está representada na Figura 2.2.

t0 tn(u)

L1(t)

L0(t)

Figura 2.2: Existência e unicidade de tn(u) > 0.

Observação 2.10 Enfatizamos que as propriedades do quociente de Rayleigh apre-
sentadas nas Observações 1.11 e 1.12, assim como nas Proposições 1.13 e 1.14,
podem ser demonstradas para os funcionais Rn e Re estabelecidos neste capítulo.
Com o objetivo de estruturar esta seção, optamos por não provar esses resultados.
No entanto, fazemos uso desses resultados em diversos momentos do presente capí-
tulo. Além disso, analisando o mesmo cálculo dado em (1-10), segue-se que

Sn(u) =
1

∥tu∥qq,a

[(
p− 2

p− q

)
∥tu∥2 +

(
p− 2(σ + 1)

p− q

)
α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2

]
.

Proposição 2.11 Suponha (m1), (a1), (a2), (v1)-(v3), u ∈ X\{0} e t > 0. Então,

(a)
d

dt
Rn(tu) = (Λn(tu)− α2)O(t, u);

(b)
d

dt
Re(tu) =

q

2(σ + 1)
(Λe(tu)− α2)O(t, u);

onde a função O : (0,+∞)×X\{0} → R é dada por

O(t, u) =
(q − 2(σ + 1))t2σ+1−q∥∇u∥2(σ+1)

2

∥u∥qq,a
.
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Prova. Utilizando a Observação 2.9, obtemos

d

dt
Rn(tu) =

[
−α2 +

(2− q)t−2σ∥u∥2

(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2

+
θ(p− q)tp−2(σ+1)∥u∥pp,b

(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2

]

·
[
(q − 2(σ + 1))t2σ+1−q∥∇u∥2(σ+1)

2

∥u∥qq,a

]
= (Λn(tu)− α2)O(t, u).

Com isso, finalizamos a demonstração do item (a). De maneira análoga, podemos
demonstrar o item (b). Logo, a proposição está provada. □

Neste momento, apresentamos um estudo sobre o comportamento das fibras
dos funcionais Rn e Re definidos em (2-7) e (2-8). Semelhante ao Capítulo 1, este
estudo inclui as seguintes fibras: Qn(t) := Rn(tu) e Qe(t) := Re(tu), para todo t > 0

e u ∈ X\{0}. Como produto, deduzimos

lim
t→0+

Qn(t) = lim
t→0+

Qe(t) = +∞ e lim
t→+∞

Qn(t) = lim
t→+∞

Qe(t) = +∞.

Agora, ao analisar apenas a derivada da fibra Qn(t) em relação a t, inferimos que

lim
t→0+

d
dt
Qn(t)

t1−q
=

(2− q)∥u∥2
∥u∥qq,a

< 0 e lim
t→+∞

d
dt
Qn(t)

tp−q−1
=

θ(p− q)∥u∥pp,b
∥u∥qq,a

> 0.

Essa constatação assegura que d
dt
Qn(t) é negativa para valores de t > 0 suficiente-

mente pequenos e positiva para valores de t > 0 suficientemente grandes. Da mesma
forma, aplicam-se as mesmas condições mencionadas anteriormente para d

dt
Qe(t).

Observação 2.12 Um ponto notavelmente interessante é a possibilidade de uma
comparação algébrica entre as fibras Qn e Qe, conforme definido anteriormente.
Isso é feito por meio da seguinte identidade:

Qn(t)−Qe(t) =
t

q

(
d

dt
Qe(t)

)
, t > 0. (2-14)

Desse modo, para cada t ∈ (0, te(u)), obtemos que Qe(t) > Qn(t), e para cada
t ∈ (te(u),+∞), encontramos que Qe(t) < Qn(t). Além disso, quando t = te(u),
tem-se que Qe(t) = Qn(t). É relevante notar que, ao adaptarmos para o cenário deste
capítulo, a demonstração da identidade (2-14) segue o mesmo raciocínio apresentado
na Proposição 1.17.

Proposição 2.13 Suponha (m1), (a1), (a2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Então
a função tn é (−1)–homogênea. Além disso, a função Sn é 0–homogênea, contínua
e fracamente semicontínua inferiormente.
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Prova. A demonstração desta proposição segue precisamente as mesmas ideias
discutidas na Proposição 1.18, e nas Observações 1.19 e 1.21. □

Proposição 2.14 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0.
Então existe uma constante positiva C = C(p, q, Sp

p , θ, ∥b∥p∞) de modo que ∥v∥ ≥ C,
para todo v = tn(u)u. Além disso, a função Sn é limitada por baixo por uma constante
positiva Cβ.

Prova. Como tn(u) > 0 é o único ponto de mínimo local para Rn(tu), obtemos que
d
dt
Rn(tu)

∣∣
t=tn(u)

= 0 tal que

(q − 2)tn(u)∥u∥2 + α2(q − 2(σ + 1))t2σ+1
n (u)∥∇u∥2(σ+1)

2

∥tn(u)u∥qq,a
=

θ(p− q)tp−1
n (u)∥u∥pp,b

∥tn(u)u∥qq,a
.

Uma manipulação algébrica simples na equação acima, utilizando a hipótese (a2) e
a imersão contínua X ↪→ Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗], implica que

(q − 2)∥v∥2 ≤ (q − 2)∥v∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇v∥2(σ+1)
2

≤ θ(p− q)Sp
p∥b∥p∞∥v∥p,

onde v = tn(u)u é uma função auxiliar. A última desigualdade nos fornece que

∥v∥ ≥
[

q − 2

θ(p− q)Sp
p∥b∥p∞

] 1
p−2

=: C. (2-15)

Como resultado, temos que a função Sn é limitada por baixo por uma constante
positiva Cβ. Com efeito, assuma que a hipótese (a2) seja satisfeita. Nesse caso,
considere (uk) ∈ X\{0} uma sequência minimizante tal que Sn(uk) → λ∗, quando
k → +∞. Defina uma sequência normalizada wk = uk

∥uk∥q,a com ∥wk∥q,a = 1, para
cada k ∈ N. Uma vez que a função Sn é 0–homogênea (veja a Proposição 2.13),
inferimos que Sn(uk) = Sn(wk) → λ∗, quando k → +∞. Dessa forma, encontramos

Sn(wk) =
∥wk∥2 + α2∥∇wk∥2(σ+1)

2 + θ∥wk∥pp,b
∥wk∥qq,a

≥ ∥wk∥2.

Pela a imersão contínua X ↪→ Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗], e pela hipótese (a2),
mencionamos que ∥wk∥2 ≥ ∥wk∥2q,a

∥a∥2∞S2
q
. Uma consequência imediata é que

Sn(wk) ≥ ∥wk∥2 ≥
∥wk∥2q,a
∥a∥2∞S2

q

=
1

∥a∥2∞S2
q

=: Cβ.

Portanto, a função Sn é limitada por baixo por uma constante positiva. Além disso,
aplicando a hipótese (b1) e considerando que tn(u) > 0 é o único ponto de mínimo
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local para Rn(tu), deduzimos que

θ(p− q)∥v∥pp,b = (q − 2)∥v∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇v∥2(σ+1)
2

≥ (q − 2)∥v∥2,

para todo v := tn(u)u. A última estimativa, em conjunto com a estimativa (2-15),
mostra que

∥v∥pp,b ≥
(

q − 2

θ(p− q)

)
C2 =: Cθ.

Isso significa que ∥v∥p,b ≥ C
1
p

θ > 0. No que segue, a desigualdade de Hölder com os
expoentes p

q
e p

p−q
garante que

∥w∥qq,a =

∫
RN

a(x)

b(x)
q
p

b(x)
q
p |w|qdx

≤

∫
RN

∣∣∣∣∣ a(x)b(x)
q
p

∣∣∣∣∣
p

p−q

dx


p−q
p (∫

RN

b(x)|w|pdx
) q

p

=

∥∥∥∥ a

b
q
p

∥∥∥∥
p

p−q

∥w∥qp,b, w ∈ X\{0}. (2-16)

Logo, ao utilizar a desigualdade (2-16) na definição da função Sn, em conjunto com
a hipótese (b1), tem-se que

Sn(v) ≥
θ∥v∥pp,b
∥v∥qq,a

≥
θ∥v∥p−q

p,b∥∥∥ a

b
q
p

∥∥∥
p

p−q

≥ C
p−q
p

θ∥∥∥ a

b
q
p

∥∥∥
p

p−q

=: Cβ.

Isso completa a prova. □

Antes de apresentarmos a próxima proposição, exploramos alguns exemplos
relacionados à hipótese (b1). Em essência, estabelecemos condições precisas sobre as

funções a e b para que a nova função F (x) = a(x)
p

p−q

b(x)
q

p−q
∈ L1(RN). Nesse contexto, ao

assumir que a função a é uma constante positiva, concluímos que a função b precisa
crescer no infinito para que F seja integrável. Por outro lado, ao considerarmos
a função b como uma constante, observamos que a função a não pode crescer no
infinito para que F seja integrável. Assim, a parte mais intrigante da hipótese (b1) é
que, mesmo que as funções a e b não sejam integráveis, é suficiente que a função F

seja integrável para que todos os nossos resultados sejam válidos. Essa característica
abre um leque considerável de exemplos que atendem a essa condição.

Exemplo 2.15 Um exemplo clássico de F (x) ∈ L1(RN) é dado por b(x) = 1 e
a(x) = 1

(1+|x|2)l , onde l > N(p−q)
2p

> 0. De fato, aplicando a fórmula da Co-área [27,
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Teorema 5, Apêndice C], juntamente com l > N(p−q)
2p

e r2 + 1 ≥ r2, encontramos

∫
RN

1

(1 + |x|2)
lp

p−q

dx = CN
∫ 1

0

rN−1

(1 + r2)
lp

p−q

dr + CN lim
z→+∞

∫ z

1

rN−1

(1 + r2)
lp

p−q

dr

≤ CN
∫ 1

0

1

(1 + r2)
lp

p−q

dr + CN lim
z→+∞

∫ z

1

rN−1− 2lp
p−q dr

≤ CN + CN lim
z→+∞

(
zN− 2lp

p−q

N − 2lp
p−q

)
− CN

N − 2lp
p−q

< +∞.

Para uma melhor compreensão do comportamento geométrico, remetemos o leitor à
Figura 2.3 abaixo.

x0

F (x) = 1

(1+|x|2)lp/p−q1

Figura 2.3: Possível gráfico da função F (x).

Proposição 2.16 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1) e (v1)-(v3). Então existe uma
função u ∈ X\{0} tal que λ∗ = inf

w∈X\{0}
Sn(w) = Sn(u).

Prova. Esta proposição é demonstrada utilizando exatamente as mesmas ideias
discutidas na Proposição 1.23, em conjunto com a Observação 2.10, na qual optamos
por omitir os detalhes. □

Neste momento, considere o conjunto Un := {u ∈ X\{0} : λ > Sn(u)}. Essa
definição garante que, para qualquer função u ∈ Un, a identidade ωu(t) = J(tu)

possui exatamente dois pontos críticos distintos, a saber, tn,−(u) e tn,+(u). Isso fica
evidente na próxima proposição.

Proposição 2.17 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0.
Então para cada u ∈ Un, a identidade ωu(t) = J(tu) possui exatamente dois pontos
críticos distintos, de modo que 0 < tn,−(u) < tn(u) < tn,+(u) < +∞ onde
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(a) O número positivo tn,+(u) é um ponto de mínimo local para a identidade ωu

tal que tn,+(u)u ∈ N+;
(b) O número positivo tn,−(u) é um ponto de máximo local para a identidade ωu

tal que tn,−(u)u ∈ N−;
(c) Os conjuntos de Nehari N+ e N− são não vazios, para cada u ∈ Un;
(d) As funções u 7→ tn,+(u) e u 7→ tn,−(u) pertencem a C1(Un;R).

Prova. Considere uma função u ∈ X\{0}. Assuma que λ > Sn(u). Nesse caso, é
fácil ver que

λ > Sn(u) = inf
t>0

Qn(t) = Qn(tn(u)) = Rn(tn(u)u).

Como Qn(t) = Rn(tu) é uma função contínua para todo t > 0, concluímos que
Qn(t) é estritamente crescente quando t > tn(u) e estritamente decrescente quando
t < tn(u). Essas condições implicam que a equação Qn(t) = λ possui exatamente
duas raízes. Dessa forma, as raízes são dadas por tn,+(u) e tn,−(u) onde

0 < tn,−(u) < tn(u) < tn,+(u) < +∞.

Não é difícil verificar, pela Observação 1.11, que tn,+(u) e tn,−(u) são pontos críticos
de ωu(t) = J(tu). Isso significa que

d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn,+(u)

> 0 e
d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn,−(u)

< 0.

Desse modo, usando a Proposição 1.14, mencionamos

0 <
d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn,+(u)

=
1

tn,+(u)

J ′′(tn,+(u)u)(tn,+(u)u, tn,+(u)u)

Qθ(tn,+(u)u)
.

Segue que J ′′(tn,+(u)u)(tn,+(u)u, tn,+(u)u) > 0 tal que tn,+(u)u ∈ N+. Isso finaliza a
prova do item (a). Salientamos ainda que a prova do item (b) utiliza exatamente os
mesmos cálculos do item (a), substituindo tn,+(u) por tn,−(u). Além disso, a prova
do item (c) decorre imediatamente dos itens (a) e (b). Neste momento, defina uma
função auxiliar W : (0,+∞)×Un → R dada por W (t, u) = Λn(tu)−α2. Um cálculo
simples mostra que W (t, u) ∈ C1((0,+∞)×Un,R). Sob estas condições, temos que
W (t, u) = 0 se, e somente se, Λn(tu) = α2. Como resultado, inferimos que

∂

∂t
W (t, u) =

1

t

[
2σ(q − 2)∥tu∥2 + θ(p− q)(p− 2(σ + 1))∥tu∥pp,b

(q − 2(σ + 1))∥∇(tu)∥2(σ+1)
2

]
̸= 0,

para cada (t, u) ∈ (0,+∞) × Un de tal forma que W (t, u) = 0. Em particular,
escolhendo t = tn,+(u) ou t = tn,−(u), temos pelo Teorema da Função Implícita [25,
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Teorema 2.4.1] que u 7→ tn,+(u) e u 7→ tn,−(u) pertencem a C1(Un;R). Isso completa
a prova do item (d). □

Assim como na função Sn, podemos obter as mesmas propriedades para a
função Se. Essas propriedades são estabelecidas na seguinte proposição.

Proposição 2.18 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞). Então,

(a) A função te é (−1)–homogênea;
(b) A função Se é 0–homogênea e fracamente semicontínua inferiormente;
(c) A função Se é limitada por baixo por uma constante positiva CΦ;
(d) Existe uma função u ∈ X\{0} de modo que λ∗ = inf

w∈X\{0}
Se(w) = Se(u);

(e) Existem dois pontos te,+(u) e te,−(u) com 0 < te,−(u) < te(u) < te,+(u) < +∞
tais que te,+(u)u ∈ E e te,−(u)u ∈ E. Ademais, as funções u 7→ te,+(u) e
u 7→ te,−(u) pertencem a C1(Ue;R), onde Ue := {u ∈ X\{0} : λ > Se(u)}.

Prova. A demonstração desta proposição segue o mesmo raciocínio das Proposições
2.13, 2.14, 2.16 e 2.17. □

Observação 2.19 Afirmamos que o conjunto Un é um cone, isto é, Ku ∈ Un para
todo K > 0 e u ∈ Un. De fato, utilizando que a função Sn é 0-homogênea, temos
que λ > Sn(u) = Sn(Ku), para todo K > 0. Isso implica que Ku ∈ Un, para todo
K > 0 e u ∈ Un. Analogamente, o conjunto Ue é um cone.

O próximo resultado estabelece uma comparação entre os extremais λ∗ e λ∗,
cujo enunciado é:

Proposição 2.20 Suponha (m1), (a1), (a2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Então
Se(u) > Sn(u), para todo u ∈ X\{0}. Além disso, obtemos que 0 < λ∗ < λ∗ < +∞.

Prova. Note que d
dt
Qe(t) = 0, quando t = te(u). Assim, a equação (2-14) nos fornece

que Qn(te(u)) − Qe(te(u)) = 0. Sabemos que Qn(t) > Qn(tn(u)), para todo t > 0

com t ̸= tn(u). Logo, tomando t = te(u), tem-se que

Sn(u)− Se(u) = Qn(tn(u))−Qe(te(u)) < Qn(te(u))−Qe(te(u)) = 0.

A última desigualdade garante que Se(u) > Sn(u), para todo u ∈ X\{0}. Adicional-
mente, as Proposições 2.14 e 2.18 mostram que Sn(u) ≥ Cβ > 0 e Se(u) ≥ CΦ > 0.
Isso implica que λ∗, λ∗ ∈ (0,+∞). Nesse estágio, é fácil checar que existe alguma
função z ∈ X\{0} tal que λ∗ = Se(z), veja a Proposição 2.18. Esta afirmação prova
que

λ∗ = Se(z) > Sn(z) ≥ inf
t>0

Rn(tu) ≥ inf
u∈X\{0}

inf
t>0

Rn(tu) = λ∗,
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para cada u ∈ X\{0}. Isso conclui a demonstração. □

Sobre o funcional energia J , apresentamos agora uma descrição geométrica do
comportamento de suas fibras, considerando os valores de λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0.
Essa descrição foi derivada dos resultados discutidos até o momento.

ttn,−(u)

Energia

tn(u) tn,+(u)

cN+ < 0

Máximo local

Mı́nimo local

Inflexão

com λ ∈ (0, λ∗)

com λ = λ∗

com λ ∈ (λ∗, λ∗)

com λ = λ∗

com λ ∈ (λ∗,+∞)

t0

t 7→ J(tu)

cN+ = 0

cN+ > 0

cN− > 0

cN− > 0
cN− > 0

te(u)

t 7→ J(tu)

t 7→ J(tu)

t 7→ J(tu)

t 7→ J(tu)

t 7→ Re(tu)

tn(u) tn,+(u)te(u)

t 7→ Rn(tu)

tn,−(u)

λ = λ∗ = Sn(u)
λ

λ = λ∗ = Se(u)
λ

Mı́nimo local

λ

Figura 2.4: Relação geométrica entre os funcionais Rn(tu),
Re(tu) e J(tu).

Proposição 2.21 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞). Então,

(a) A identidade ω′
u(t) = 0 é satisfeita para um único ponto crítico t = tn(u) > 0

tal que tn(u)u ∈ N 0 quando λ = Sn(u);
(b) A identidade ω′

u(t) = 0 não admite nenhum ponto crítico quando λ < Sn(u).

Prova. Sabemos que

λ = Sn(u) = inf
t>0

Qn(t) = Qn(tn(u)) = Rn(tn(u)u)
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se, e somente se, J ′(tn(u)u)(tn(u)u) = 0. Adicionalmente, não é difícil verificar,
usando a hipótese (a1), que

lim
tn(u)→0+

Rn(tn(u)u) = +∞ e lim
tn(u)→+∞

Rn(tn(u)u) = +∞.

As últimas condições afirmam que d
dt
Qn(t)

∣∣
t=tn(u)

= 0 para cada u ∈ X\{0}, onde
tn(u) > 0 é o único ponto crítico do funcional Qn(t). Dessa forma, a Proposição 1.14
nos fornece que

0 =
d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn(u)

=
1

tn(u)

J ′′(tn(u)u)(tn(u)u, tn(u)u)

Qθ(tn(u)u)
, u ∈ X\{0}.

Logo, temos que J ′′(tn(u)u)(tn(u)u, tn(u)u) = 0. Consequentemente, inferimos que
tn(u)u ∈ N 0. Isso completa a prova do item (a). Agora, suponha que λ < Sn(u) de
tal maneira que

λ < Sn(u) = inf
t>0

Qn(t) = Qn(tn(u)) = Rn(tn(u)u).

Nesse caso, a Observação 1.11 implica que J ′(tn(u)u)(tn(u)u) > 0. Como produto,
encontramos

ω′
u(tn(u)) =

1

tn(u)
J ′(tn(u)u)(tn(u)u) ̸= 0,

para todo tn(u) > 0 e u ∈ X\{0}. Desse modo, obtemos que tn(u)u ̸∈ N , para todo
tn(u) > 0. Portanto, a identidade ω′

u(t) = 0 não admite nenhum ponto crítico. Isso
completa a prova do item (b). □

A seguir, apresentamos um lema que desempenha um papel fundamental na
prova da não existência de soluções não triviais para o problema (Pθ).

Lema 2.22 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1) e (v1)-(v3). Seja u ∈ X\{0} um
minimizador para a função Sn. Então, u é um ponto crítico para a função Sn. Além
disso, a função v = tn(u)u é uma solução fraca para o problema elíptico não local:−2α1∆w + 2V (x)w − 2(σ + 1)α2∥∇w∥2σ2 ∆w = Gλ,θ(x,w) em RN ,

w ∈ H1(RN),
(Hθ)

onde Gλ,θ(x,w) = λ∗qa(x)|w|q−2w − θpb(x)|w|p−2w com v ∈ N 0 e λ∗ = Sn(u).

Prova. Afirmamos que u é um ponto crítico de Sn. Com efeito, considere uma função
teste φ ∈ X\{0}. Dessa forma, defina uma função auxiliar β : (−ε, ε) → R dada por
β(t) = Sn(u + tφ). É fácil checar que u + tφ ̸= 0, para cada t ∈ (−ε, ε) com ε > 0

suficientemente pequeno. Como consequência, deduzimos que S ′
n(u)φ = β′(0) = 0,

para todo φ ∈ X\{0}. Concluímos que u é um ponto crítico para a função Sn.
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Além disso, como t = tn(u) > 0 é o único ponto de mínimo local para o funcional
Qn(t) = Rn(tu), segue-se que

d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn(u)

=
d

dt
Rn(tu)

∣∣∣∣
t=tn(u)

= R′
n(tn(u)u)u = 0.

Sob estas condições, podemos inferir, através da regra de derivação, que

0 = S ′
n(u)φ = (Rn(tn(u)u))

′φ = R′
n(tn(u)u)[t

′
n(u)φ]u+R′

n(tn(u)u)tn(u)φ,

para todo φ ∈ X. Isso implica que R′
n(tn(u)u)φ = 0, para todo φ ∈ X. Agora, defina

uma função auxiliar v := tn(u)u. Dessa forma, mencionamos que

0 = R′
n(v)φ =

1

∥v∥qq,a
[J ′(v)φ+ J ′′(v)(v, φ)]

=
1

∥v∥qq,a
[
2⟨v, φ⟩+ 2(σ + 1)α2∥∇v∥2σ2 ⟨∇v,∇φ⟩2

− λ∗q

∫
RN

a(x)|v|q−2vφdx+ θp

∫
RN

b(x)|v|p−2vφdx

]
,

com φ ∈ X e λ∗ = Rn(v). Portanto, v é uma solução fraca para o problema (Hθ). □

2.3 Resultados relativos à variedade de Nehari

O propósito desta seção é apresentar alguns resultados relacionados ao método
de minimização sobre a variedade de Nehari. Esses resultados serão empregados nas
demonstrações dos teoremas principais. Inicialmente, mostramos que, sob condições
adequadas, a variedade de Nehari N está sempre distante da origem.

Proposição 2.23 Suponha (m1), (a1), (a2), (v1)-(v3) e λ, θ > 0. Então existe uma
constante positiva sλ = sλ(q, λ, S

q
q , ∥a∥∞) tal que ∥u∥ ≥ sλ, para cada u ∈ N . Além

disso, temos que N e N 0 são conjuntos fechados em X.

Prova. Seja u ∈ N uma função fixa. Observe que a existência de sλ é dada por

0 = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)
2 − λ∥u∥qq,a + θ∥u∥pp,b

≥ ∥u∥2 − λ∥u∥qq,a
≥ ∥u∥2 − λSq

q∥a∥∞∥u∥q,

onde usamos a imersão contínua X ↪→ Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗] e a hipótese
(a2). Isso implica que

∥u∥ ≥
[

1

λSq
q∥a∥∞

] 1
q−2

=: sλ. (2-17)
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Portanto, a variedade N está longe da origem. Uma consequência direta da estima-
tiva (2-17) é que N e N 0 são conjuntos fechados em X. □

Proposição 2.24 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1) e (v1)-(v3). Então N+ = N+∪N 0

e N− = N− ∪N 0. Em particular, os conjuntos N+ e N− não são fechados em X.

Prova. Inicialmente, afirmamos que N+ = N+ ∪ N 0. De fato, considere uma
sequência (uk) ∈ N+ tal que uk → u em X, para algum u ∈ X. Em vista da
Proposição 2.23, segue que o conjunto de Nehari N é fechado em X. Essa afirmação
implica que u ∈ N . Desse modo, como (uk) ∈ N+, obtemos

lim
k→+∞

J ′(uk)uk = J ′(u)u = 0 e lim
k→+∞

J ′′(uk)(uk, uk) = J ′′(u)(u, u) ≥ 0.

Como resultado, tem-se que u ∈ N+ ∪ N 0 com N+ ⊂ N+ ∪ N 0. Por outro lado,
afirmamos que N+ ∪ N 0 ⊂ N+. Com efeito, sabemos que N+ ⊂ N+. Então, resta
provar que N 0 ⊂ N+. Aqui, é importante destacar que os conjuntos N+ = N+

λ,θ,
N− = N−

λ,θ e N 0 = N 0
λ,θ são conjuntos de Nehari que dependem de λ > 0. É fácil

ver que, dado tn(u)u ∈ N 0, temos
Rn(tn(u)u) = λ,

d

dt
Rn(tu)

∣∣∣∣
t=tn(u)

= 0, u ̸= 0.

Segundo a equação (2-7), notamos que

Rn(tn(u)u) =
t2−q
n (u)∥u∥2 + α2t

2(σ+1)−q
n (u)∥∇u∥2(σ+1)

2 + θtp−q
n (u)∥u∥pp,b

∥u∥qq,a
, (2-18)

para todo t = tn(u) > 0 e u ∈ X\{0}. Assim, calculando a derivada de (2-18) em
relação a t, inferimos que d

dt
Rn(tu) = 0 se, e somente se,

(2− q)t1−q∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− q)t2σ+1−q∥∇u∥2(σ+1)
2 + θ(p− q)tp−q−1∥u∥pp,b = 0,

onde t = tn(u). Além disso, calculando novamente a derivada de (2-18) em relação
a t e usando o fato de que d2

dt2
Rn(tu) é sempre positiva, deduzimos que

(2− q)(1− q)t−q∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− q)(2σ + 1− q)t2σ−q∥∇u∥2(σ+1)
2

+θ(p− q)(p− q − 1)tp−q−2∥u∥pp,b > 0,

sempre que t = tn(u) > 0. Assumindo que u ∈ N 0, mencionamos que tn(u) = 1.
Assim, com base nas últimas estimativas, podemos concluir que

(q − 2)∥u∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2 = θ(p− q)∥u∥pp,b, (2-19)
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e

(2− q)(1− q)∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− q)(2σ + 1− q)∥∇u∥2(σ+1)
2

+θ(p− q)(p− q − 1)∥u∥pp,b > 0. (2-20)

Agora, suponha que existe u ∈ N 0 de tal maneira que B(u,R) ∩ N ⊂ N 0, onde
B(u,R) ⊂ X é uma bola aberta centrada em u e raio R > 0. Considere também
(ck)k∈N uma sequência de números reais tal que ck → 0, quando k → +∞. Desse
modo, estudamos três casos:
(i) Suponha Sn(u+ ckφ) < λ, para todo φ ∈ X\{0} fixado, temos pela Proposição
2.17 que existem 0 < tn,−(u+ ckφ) < tn(u+ ckφ) < tn,+(u+ ckφ) < +∞ tais que

tn,±(u+ ckφ)(u+ ckφ) ∈ N± ⊂ N .

Logo, para k suficientemente grande, obtemos que u + ckφ ∈ B(u,R) ∩ N ⊂ N 0.
Essa condição mostra que Rn(u+ ckφ) = λ. No entanto, observe que

λ = Rn(u+ ckφ) = Rn(tn(u+ ckφ)(u+ ckφ)) = Sn(u+ ckφ) < λ,

o que é um absurdo. Isso prova que o caso (i) não ocorre.
(ii) Assuma Sn(u+ckφ) = λ, para todo φ ∈ X\{0} fixado, segue que tn(u+ckφ) = 1.
Como produto, inferimos que u+ ckφ ∈ N 0. Sob essa condição, deduzimos(q − 2)∥u∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)

2 = θ(p− q)∥u∥pp,b,
(q − 2)∥u+ ckφ∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇(u+ ckφ)∥2(σ+1)

2 = θ(p− q)∥u+ ckφ∥pp,b.

Uma simples manipulação algébrica nos leva a

(q − 2)

[∥u+ ckφ∥2 − ∥u∥2
ck

]
+ α2(q − 2(σ + 1))

[
∥∇(u+ ckφ)∥2(σ+1)

2 − ∥∇u∥2(σ+1)
2

ck

]

= θ(p− q)

[
∥u+ ckφ∥pp,b − ∥u∥pp,b

ck

]

onde ck está definida acima. Fazendo k → +∞ na última equação, encontramos

2(q − 2)⟨u, φ⟩+ α2(2σ + 2)(q − 2(σ + 1))⟨∇u,∇φ⟩2∥∇u∥2σ2
= θp(p− q)

∫
RN

b(x)|u|p−2uφdx,

para todo φ ∈ X. Nesse contexto, ao tomarmos φ = u, tem-se que

2(q − 2)∥u∥2 + α2(2σ + 2)(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2 = θp(p− q)∥u∥pp,b. (2-21)
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Ao associarmos (2-19), (2-20) e (2-21), chegamos ao seguinte sistema:
x+ y − z = 0

2x+ (2σ + 2)y − pz = 0

(q − 1)x+ (q − 2σ − 1)y + (p− q − 1)z > 0,

(2-22)

onde as variáveis

x = (q − 2)∥u∥2, y = α2(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2 e z = θ(p− q)∥u∥pp,b.

Em vista do sistema (2-22), definimos um número η por

η = (q − 1)x+ (q − 2σ − 1)y + (p− q − 1)z.

Não é difícil perceber que η > 0. Assim, com base em η, definimos o seguinte sistema:
x+ y − z = 0

2x+ (2σ + 2)y − pz = 0

(q − 1)x+ (q − 2σ − 1)y + (p− q − 1)z = η.

(2-23)

Dessa forma, o sistema (2-23) pode ser escrito como: 1 1 −1

2 2σ + 2 −p

q − 1 q − 2σ − 1 p− q − 1


︸ ︷︷ ︸

matriz A

·

 x

y

z

 =

 0

0

η

 .

Enfatizamos aqui que determinante da matriz A, denotado por detA é sempre zero.
Além disso, aplicando o método do escalonamento no sistema (2-23), encontramos

1 1 −1 0

2 2σ + 2 −p 0

q − 1 q − 2σ − 1 p− q − 1 η

L2 ← −2L1 + L2

L3 ← (1− q)L1 + L3

−→
L3 ← L2 + L3

1 1 −1 0

0 2σ 2− p 0

0 0 0 η

,

onde L1, L2 e L3 representam, respectivamente, a primeira, a segunda e a terceira
linha do sistema escalonado. Esse fato implica que η = 0, o que é claramente absurdo.
Portanto, o caso (ii) é impossível.
(iii) Suponha Sn(u+ ckφ) > λ, para todo φ ∈ X\{0} fixado. Defina uma sequência
λk := Sn(u+ckφ) > λ, para todo k ∈ N. Isso significa que λk → λ, quando k → +∞.
Como λk = Sn(u+ ckφ), tem-se que (u+ ckφ) ∈ N 0

λk,θ
. Em particular, obtemos que

tn(u+ ckφ) = 1. Como resultado, inferimos que

(q − 2)∥u∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2 = θ(p− q)∥u∥pp,b, (2-24)



2.3 Resultados relativos à variedade de Nehari 102

e

(2− q)(1− q)∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− q)(2σ + 1− q)∥∇u∥2(σ+1)
2

+θ(p− q)(p− q − 1)∥u∥pp,b > 0. (2-25)

Adicionalmente, como u+ ckφ ∈ N 0
λk,θ

, temos que(q − 2)∥u∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2 = θ(p− q)∥u∥pp,b,

(q − 2)∥u+ ckφ∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇(u+ ckφ)∥2(σ+1)
2 = θ(p− q)∥u+ ckφ∥pp,b.

Como no caso (ii), obtemos o mesmo resultado, no qual

2(q − 2)⟨u, φ⟩+ α2(2σ + 2)(q − 2(σ + 1))⟨∇u,∇φ⟩2∥∇u∥2σ2
= θp(p− q)

∫
RN

b(x)|u|p−2uφdx,

para todo φ ∈ X. Nesse caso, ao tomarmos φ = u, tem-se que

2(q − 2)∥u∥2 + α2(2σ + 2)(q − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)
2 = θp(p− q)∥u∥pp,b. (2-26)

Dessa maneira, ao analisarmos (2-24), (2-25) e (2-26), encontramos o mesmo sistema
estabelecido em (2-22). Isso significa que ao realizarmos o mesmo cálculo, chegamos
a um absurdo. Segue-se nos três casos discutidos acima que

B(u,R) ∩N ̸⊆ N 0, para nenhum R > 0.

Essa afirmação implica que existe v ∈ B(u,R) ∩ (N\N 0), para cada R > 0. Uma
vez que N := N+ ∪ N− ∪ N 0, temos que v ∈ N+ ou v ∈ N−. Isso demonstra que
v ∈ Un := {v ∈ X\{0} : Sn(v) < λ}. Como consequência, a Proposição 2.17 nos
fornece a existência de

0 < tn,−(v) < tn(v) < tn,+(v) < +∞

de modo que tn,+(v)v ∈ N+ e tn,−(v)v ∈ N−, para qualquer R > 0. Nesta etapa,
considere a sequência Rk = 1

k
, para cada k ∈ N. Como resultado, existe uma

sequência (vk)k∈N de tal modo que vk ∈ B(u,Rk) ∩ (N\N 0) com tn,+(vk)vk ∈ N+ e
tn,−(vk)vk ∈ N−. Assim, como Rk → 0, quando k → +∞, mencionamos que vk → u

em X, quando k → +∞. Devido à continuidade de tn,± e tn, é fácil verificar quetn,+(vk) → tn,+(u) = tn(u) = 1, quando k → +∞,

tn,−(vk) → tn,−(u) = tn(u) = 1, quando k → +∞.
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A última condição nos permite definir sequências (wk)k∈N e (gk)k∈N de tal forma
que wk := tn,+(vk)vk ∈ N+ e gk := tn,−(vk)vk ∈ N−. Portanto, para cada u ∈ N 0,
existem sequências tais quewk → u emX, quando k → +∞,

gk → u emX, quando k → +∞.

Concluímos que N+ ∪ N 0 ⊂ N+. Analogamente, no caso em que N− = N− ∪ N 0,
as ideias discutidas anteriormente são aplicadas, e a proposição está devidamente
demonstrada. □

É importante ressaltar que a Proposição 2.24 é um resultado fundamental para
alcançarmos os nossos objetivos propostos. Com o intuito de facilitar a compreensão
do leitor, a Figura 2.5 a seguir ilustra algumas das ideias discutidas nesta proposição.

N−

N+

N 0

R
u

não é um ponto
interior

Figura 2.5: B(u,R) ∩N ̸⊆ N 0, para nenhum R > 0.

Observação 2.25 Salientamos que N− e N+ são variedades de classe C1 em
X, para cada λ ∈ (λ∗,+∞). Esse fato pode ser demonstrado utilizando o mesmo
raciocínio discutido no Lema 1.30, em conjunto com o Teorema da Função Implícita.

É crucial destacar que uma implicação imediata da Proposição 2.24 é que os
níveis de energia cN+ , cN− e cN 0 , podem ser expressos por:

cN 0 = inf
u∈N 0

J(u) ≥ inf
u∈N+∪N 0

J(u) = inf
u∈N+

J(u) = inf
u∈N+

J(u) = cN+ , (2-27)

cN 0 = inf
u∈N 0

J(u) ≥ inf
u∈N−∪N 0

J(u) = inf
u∈N−

J(u) = inf
u∈N−

J(u) = cN− . (2-28)

Ao analisar (2-27) e (2-28), percebemos que os níveis de energia cN+ e cN 0 , assim
como cN− e cN 0 , podem ser iguais. No entanto, nosso objetivo é demonstrar que tal
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igualdade é impossível. Essa constatação é fundamental para obtermos soluções não
triviais para o problema (Pθ), conforme será explicado adiante.

Observação 2.26 Assuma que (m1), (a1), (a2), (b1) e (v1)-(v3) sejam satisfeitas.
É fácil verificar que qualquer sequência (uk) ∈ N tal que uk ⇀ u, para algum u ∈ X

satisfaz u ̸= 0. Com efeito, suponha por contradição que u = 0. Isso implica que
uk ⇀ 0 em X, quando k → +∞. Em vista de (uk) ∈ N , da imersão compacta
X ↪→ Lr(RN) para cada r ∈ [2, 2∗), tem-se que

∥uk∥2 = λ∥uk∥qq,a − α2∥∇uk∥2(σ+1)
2 − θ∥uk∥pp,b

≤ λ∥uk∥qq,a − θ∥uk∥pp,b → 0, (2-29)

quando k → +∞. Em vista da Proposição 2.23, encontramos que ∥uk∥ ≥ sλ > 0,
para todo k ∈ N. Entretanto, isso contradiz (2-29), provando que u ̸= 0.

A partir deste momento, exploramos algumas propriedades relevantes relacio-
nadas ao método do quociente de Rayleigh não linear. Essas propriedades são úteis
tanto no Capítulo 2 quanto no Capítulo 3. Especificamente nesta seção, emprega-
mos tais propriedades para demonstrar que o funcional energia é coercivo sobre a
variedade de Nehari. Desse modo, para todo t > 0, obtemos as seguintes estimativas:

Rn(tu) =
∥tu∥2 + α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 + θ∥tu∥pp,b
∥tu∥qq,a

≥
∥tu∥2 + θ∥tu∥pp,b

∥tu∥qq,a
,

e

Re(tu) =

1
2
∥tu∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 + θ
p
∥tu∥pp,b

1
q
∥tu∥qq,a

≥
1
2
∥tu∥2 + θ

p
∥tu∥pp,b

1
q
∥tu∥qq,a

.

Usando as últimas desigualdades, definimos funcionais R̃n, R̃e : X\{0} → R por

R̃n(tu) :=
∥tu∥2 + θ∥tu∥pp,b

∥tu∥qq,a
e R̃e(tu) :=

1
2
∥tu∥2 + θ

p
∥tu∥pp,b

1
q
∥tu∥qq,a

, t > 0. (2-30)

Uma simples manipulação algébrica em (2-30) nos fornece que

∥u∥qq,a
(

d

dt
R̃n(tu)

)
= (2− q)t1−q∥u∥2 + θ(p− q)tp−q−1∥u∥pp,b = 0,

∥u∥qq,a
(

d

dt
R̃e(tu)

)
=

(
2− q

2

)
t1−q∥u∥2 + θ

(
p− q

p

)
tp−q−1∥u∥pp,b = 0,

se, e somente se,

t̃n(u) :=

[
(q − 2)∥u∥2
θ(p− q)∥u∥pp,b

] 1
p−2

e t̃e(u) :=

[
p(q − 2)∥u∥2
2θ(p− q)∥u∥pp,b

] 1
p−2

, (2-31)
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onde t̃n e t̃e representam os únicos pontos críticos dos funcionais R̃n e R̃e, respec-
tivamente. Um simples cálculo em (2-31) implica que t̃e(u) =

(
p
2

) 1
p−2 t̃n(u). Dessa

maneira, ao substituirmos o ponto crítico t̃n no funcional R̃n, temos

S̃n(u) := R̃n(t̃n(u)u) =
1

∥u∥qq,a

[ (q − 2)∥u∥2
θ(p− q)∥u∥pp,b

] 2−q
p−2

∥u∥2

+θ

[
(q − 2)∥u∥2
θ(p− q)∥u∥pp,b

] p−q
p−2

∥u∥pp,b


= A1θ

q−2
p−2

∥u∥2
p−q
p−2∥u∥p

q−2
p−2

p,b

∥u∥qq,a
, (2-32)

onde A1 é uma constante positiva, previamente definida como:

A1 =

(
q − 2

p− q

) p−q
p−2
(
p− 2

q − 2

)
.

De forma análoga, ao substituirmos o ponto crítico t̃e no funcional R̃e, encontramos

S̃e(u) := R̃e(t̃e(u)u) = A2θ
q−2
p−2

∥u∥2
p−q
p−2∥u∥p

q−2
p−2

p,b

∥u∥qq,a
, (2-33)

onde A2 é uma constante positiva dada por

A2 =

(
p(q − 2)

2(p− q)

) p−q
p−2
(
q(p− 2)

p(q − 2)

)
.

Assim, é fácil ver que Sn(u) ≥ S̃n(u) e Se(u) ≥ S̃e(u) para cada u ∈ X\{0}, onde

S̃n(u) := inf
t>0

R̃n(tu) e S̃e(u) := inf
t>0

R̃e(tu).

Proposição 2.27 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Então,

(a) A função S̃n é 0–homogênea, contínua e fracamente semicontínua inferior;
(b) A função S̃n é limitada por baixo por uma constante positiva C0;
(c) Existe uma função u ∈ X\{0} de modo que λ̃c := inf

w∈X\{0}
S̃n(w) = S̃n(u) > 0.

Prova. A prova de que a função S̃n é 0-homogênea, contínua e fracamente semi-
contínua inferior é simples e utiliza as mesmas ideias discutidas na Proposição 1.18.
Agora, suponha que a hipótese (b1) seja satisfeita. Assim, usando a desigualdade
(2-16), mencionamos que

∥u∥qq,a ≤ Cp,q∥u∥qp,b.
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Por outro lado, a imersão contínua X ↪→ Lr(RN) para cada r ∈ [2, 2∗], juntamente
com a hipótese (a2), assegura que

∥u∥2
p−q
p−2

p,b ≤ S
− p−q

p−2
p ∥b∥2

p−q
p−2

∞ ∥u∥2
p−q
p−2 , u ∈ X\{0}. (2-34)

Substituindo a desigualdade (2-34) na definição (2-32), temos

S̃n(u) ≥ A1θ
q−2
p−2

S
− p−q

p−2
p Cp,q∥b∥

2 p−q
p−2

∞

∥u∥2
p−q
p−2

p,b ∥u∥p
q−2
p−2

p,b

∥u∥qp,b

=
A1θ

q−2
p−2

S
− p−q

p−2
p Cp,q∥b∥

2 p−q
p−2

∞

(2-35)

= C0.

Isso conclui a prova do item (b). Neste momento, afirmamos que existe u ∈ X\{0}
tal que λ̃c = S̃n(u). De fato, seja (uk) ∈ X uma sequência minimizante para λ̃c.
Defina uma sequência normalizada wk =

uk

∥uk∥q,a , onde ∥wk∥q,a = 1, para cada k ∈ N.
Uma vez que a função S̃n é 0–homogênea, inferimos que

S̃n(wk) = A1θ
q−2
p−2∥wk∥2

p−q
p−2∥wk∥

p q−2
p−2

p,b → λ̃c, (2-36)

quando k → +∞. Logo, utilizando (2-35) e (2-36), obtemos que existem constantes
C5, C6 > 0 tais que

0 < C5 ≤ ∥wk∥2
p−q
p−2∥wk∥

p q−2
p−2

p,b ≤ C6. (2-37)

Desse modo, a desigualdade de Young e a imersão contínua X ↪→ Lr(RN), para cada
r ∈ [2, 2∗], fornecem que

0 < C5 ≤ ∥wk∥2
p−q
p−2∥wk∥

p q−2
p−2

p,b

≤ ∥wk∥2 + ∥wk∥pp,b
≤ ∥wk∥2 + Sp

p∥b∥p∞∥wk∥p

≤ (1 + Sp
p∥b∥p∞)max(∥wk∥2, ∥wk∥p).

Consequentemente, encontramos que ∥wk∥ ≥ C7 > 0. Em vista da desigualdade
(2-16) e hipótese (b1), é fácil verificar que

1 = ∥wk∥qq,a ≤
∥∥∥∥∥a

p
p−q

b
q

p−q

∥∥∥∥∥
p−q
p

L1(RN )

∥wk∥qp,b.
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Um cálculo simples garante que

∥wk∥p,b ≥ C9 > 0, para cada k ∈ N.

Esse fato implica que

∥wk∥2
p−q
p−2 ≤ C6

∥wk∥
p q−2
p−2

p,b

≤ C6
Cp q−2

p−2

9

⇔ ∥wk∥ ≤

 C6
Cp q−2

p−2

9

2 p−q
p−2

=: C10,

onde C10 é uma constante positiva. Como produto, obtemos que a sequência (wk) é
limitada em X. Isso significa que existe w ∈ X tal que

wk ⇀ w em X,

wk → w em Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗),

wk(x) → w(x) q.t.p. em RN ,

|wk| ≤ hr ∈ Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗).

(2-38)

É importante destacar que ∥w∥q,a = 1, o que implica que w ̸= 0. Nessas condições, a
imersão compacta X ↪→ Lr(RN) para cada r ∈ [2, 2∗), juntamente com a estimativa
(2-38), garante que

∥w∥ ≤ lim inf
k→+∞

∥wk∥, 1 = ∥w∥q,a = lim
k→+∞

∥wk∥q,a e ∥w∥p,b = lim
k→+∞

∥wk∥p,b.

Logo, o item (a) implica que

λ̃c ≤ S̃n(w) ≤ lim inf
k→+∞

S̃n(wk) = λ̃c.

Portanto, o número positivo λ̃c é atingido, e o item (c) está demonstrado. □

Observação 2.28 Analisando as mesmas ideias da Proposição 2.27, concluímos
que a função S̃e é 0–homogênea, contínua, fracamente semicontínua inferior e
limitada por baixo por uma constante positiva. Adicionalmente, existe uma função
u ∈ X\{0} tal que λ̃d := inf

w∈X\{0}
S̃e(w) = S̃e(u).

Note que uma relação fundamental entre as constantes A1 e A2 é estabelecida
por A2 = qp−

q−2
p−22−

p−q
p−2A1. Dessa maneira, o próximo resultado estabelece uma

comparação entre as funções S̃n e S̃e.

Lema 2.29 Suponha (m1), (a1), (a2), (b2) e (v1)-(v3). Então qp−
q−2
p−22−

p−q
p−2 > 1.

Além disso, obtemos que

S̃e(u) = qp−
q−2
p−22−

p−q
p−2 S̃n(u) > S̃n(u), u ∈ X\{0}.
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Prova. Veja que qp−
q−2
p−22−

p−q
p−2 > 1 é equivalente a seguinte relação:

p
q−2
p−22

p−q
p−2 < q ⇔

(
p

q

)q−2

<
(q
2

)p−q

.

Sob esta condição, definimos uma função auxiliar Sβ : [2, p] → R dada por

Sβ(q) = (q − 2) ln

(
p

q

)
− (p− q) ln

(q
2

)
.

Não é difícil verificar que Sβ(q) < 0, para todo q ∈ (2, p). De fato, observe que
S ′
β(q) = ln

(p
2

)
+

(
2− p

q

)
,

S
′′
β(q) =

p− 2

q2
.

Como p > 2, tem-se que S
′′
β(q) > 0, para todo q ∈ (2, p). Além disso, a função Sβ

apresenta um único ponto de mínimo local

q0 =
p− 2

ln
(
p
2

) ∈ (2, p).

Assim, deduzimos que Sβ é estritamente decrescente, para todo q ∈ (2, q0) e
estritamente crescente, para todo q ∈ (q0, p). Como Sβ(2) = Sβ(p) = 0, segue
que Sβ(q) < 0, para todo q ∈ (2, p). Isso prova que qp−

q−2
p−22−

p−q
p−2 > 1. □

A Figura 2.6 abaixo ilustra uma aproximação da provável geometria da função
Sβ conforme estabelecido no Lema 2.29.

0

Sβ(q)

2 p

q0

S′
β(q) > 0

para q ∈ (q0, p)
S′
β(q) < 0

para q ∈ (2, q0)

Sβ(q0)

q

Figura 2.6: Geometria da função Sβ(q), para todo q ∈ (2, p).

Agora, apresentamos dois lemas que, essencialmente, mostram que o funcional
energia é coercivo sobre a variedade de Nehari.
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Lema 2.30 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (v1)-(v3), λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0. Então
o funcional energia J é coercivo em N− ∪N 0.

Prova. Considere u ∈ N− ∪N 0 uma função fixa. Nesse caso, temos que J ′(u)u = 0

e J ′′(u)(u, u) ≤ 0. A última estimativa, em conjunto com (2-5), implica que

λ

(
p− q

pq

)
∥u∥qq,a ≤

(
p− 2

pq

)
∥u∥2 +

(
p− 2(σ + 1)

pq

)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 . (2-39)

Sob estas condições, a desigualdade (2-39) e a hipótese (a1) mostram que

J(u) = J(u)− 1

p
J ′(u)u

=

(
p− 2

2p

)
∥u∥2 +

(
p− 2(σ + 1)

2p(σ + 1)

)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

(
p− q

pq

)
∥u∥qq,a

≥
[
(p− 2)(q − 2)

2pq

]
∥u∥2 +

[
(p− 2(σ + 1))(q − 2(σ + 1))

2pq(σ + 1)

]
α2∥∇u∥2(σ+1)

2

≥
[
(p− 2)(q − 2)

2pq

]
∥u∥2. (2-40)

Portanto, temos que J(u) → +∞, quando ∥u∥ → +∞. Isso completa a prova. □

Lema 2.31 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0.
Então o funcional energia J é coercivo em N+.

Prova. Inicialmente, assuma que a hipótese (b1) é verdadeira. Dessa forma, para
qualquer u ∈ N+, tem-se que

J(u) =

(
p− 2

2p

)
∥u∥2 +

(
p− 2(σ + 1)

2p(σ + 1)

)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

(
p− q

pq

)
∥u∥qq,a.

Agora, definimos J(u) = Jλ(u). Um simples cálculo mostra que

Jλ(u) =
1

2
JRe(u)(u) +

1

2
J(λ−Re(u))(u)− λ

(
p− q

2pq

)
∥u∥qq,a. (2-41)

Sabemos pela equação (2-8) que

Re(u)

q
∥u∥qq,a =

1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 +
θ

p
∥u∥pp,b. (2-42)

Substituindo a equação (2-42) na definição do funcional JRe(u)(u), concluímos que
JRe(u)(u) = 0. Esse fato, juntamente com a equação (2-41), nos fornece que

Jλ(u) =

(
p− 2

4p

)
∥u∥2 +

(
p− 2(σ + 1)

4p(σ + 1)

)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2

− (2λ−Re(u))

(
p− q

2pq

)
∥u∥qq,a. (2-43)
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Assim, assumindo que 2λ−Re(u) ≤ 0, deduzimos que

Jλ(u) ≥
(
p− 2

4p

)
∥u∥2.

Como resultado, segue-se que J(u) → +∞, quando ∥u∥ → +∞. Agora, quando
2λ−Re(u) > 0, consideramos uma sequência (uk) ∈ N+ tal que

θ(p− q)∥uk∥pp,b > (q − 2)∥uk∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇uk∥2(σ+1)
2 ≥ (q − 2)∥uk∥2.

Nesse caso, deduzimos que ∥uk∥pp,b → +∞, quando ∥uk∥ → +∞. Adicionalmente,
usando a desigualdade (2-16), mencionamos que ∥uk∥qq,a ≤ Cp,q∥uk∥qp,b, para todo
(uk) ∈ X\{0}. As últimas condições, em conjunto com a definição (2-8) e a hipótese
(a1), implicam que

λ >
1

2
Re(uk) ≥

θq

2p

∥uk∥pp,b
∥uk∥qq,a

≥ θq

2pCp,q
∥uk∥p−q

p,b → +∞,

quando ∥uk∥ → +∞. Logo, o caso em que 2λ−Re(u) > 0 é impossível.
Neste momento, suponha que a hipótese (b2) seja válida. Dessa maneira, se

2λ − Re(u) ≤ 0, decorre da equação (2-43) que o funcional Jλ é coercivo em N+.
Agora, se 2λ − Re(u) > 0, consideramos uma sequência (uk) ∈ X de modo que
∥uk∥ → +∞, quando k → +∞. Defina uma sequência normalizada wk =

uk

∥uk∥ , onde
∥wk∥ = 1. Como consequência, inferimos que wk ⇀ w em X. Isso significa que

λ >
1

2
Re(uk) ≥

θq

2p

∥uk∥pp,b
∥uk∥qq,a

=
θq

2p

∥wk∥pp,b
∥wk∥qq,a

∥uk∥p−q. (2-44)

É fundamental destacar que a imersão compacta X ↪→ Lr(RN), para cada r ∈ [2, 2∗),
o Teorema da Convergência Dominada e o fato de que wk ⇀ w em X, garantem que

lim
k→+∞

∥wk∥qq,a = ∥w∥qq,a e lim
k→+∞

∥wk∥pp,b = ∥w∥pp,b,

com w ̸= 0. Usando essas afirmações na equação (2-44), obtemos

2λ > lim
∥uk∥→+∞

Re(uk) = +∞.

Logo, o caso w ̸= 0 é impossível. Agora, assumindo que w = 0, tem-se que wk ⇀ 0

em X. Como a função S̃e é 0–homogênea e ∥wk∥ = 1, mencionamos por (2-33) que

S̃e(uk) = S̃e(wk) = A2θ
q−2
p−2

∥wk∥
p q−2
p−2

p,b

∥wk∥qq,a
.

Pela desigualdade de Interpolação e hipótese (a2), segue-se que
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∥wk∥qq,a ≤ ∥a∥∞∥wk∥qµ2 ∥wk∥q(1−µ)
p com qµ =

2(p− q)

p− 2
e q(1− µ) =

p(q − 2)

p− 2
,

onde µ ∈ (0, 1). Dessa maneira, a imersão compacta X ↪→ Lr(RN), o Teorema da
Convergência Dominada e o fato de que wk ⇀ 0 em X, mostram que ∥wk∥2 → 0,
quando k → +∞. Logo, encontramos que

S̃e(uk) = S̃e(wk)

≥ A2θ
q−2
p−2

∥wk∥
p q−2
p−2

p,b

∥a∥∞∥wk∥qµ2 ∥wk∥q(1−µ)
p

≥ A2θ
q−2
p−2 b

p q−2
p−2

0

∥a∥∞

(
1

∥wk∥2

)2 p−q
p−2

→ +∞. (2-45)

Consequentemente, temos que 2λ > Re(uk) ≥ R̃e(uk) → +∞, quando k → +∞.
Isso mostra que o caso w = 0 é impossível, confirmando o resultado desejado. □

A próxima proposição garante que, dependendo dos valores dos parâmetros λ e
θ, o conjunto N 0 é não vazio. Essa constatação traz algumas dificuldades adicionais,
que serão esclarecidas mais adiante.

Proposição 2.32 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ [λ∗,+∞) e
θ > 0. Então o conjunto de Nehari N 0 é não vazio.

Prova. É importante enfatizar que, quando λ = λ∗, os cálculos seguem exatamente
os mesmos discutidos na Proposição 1.28, na qual optamos por omitir os detalhes.
Nesta fase, assuma que λ ∈ (λ∗,+∞) é válido. Considere (wk) ∈ X\{0} uma
sequência, tal que ∥wk∥ = 1, onde wk ⇀ 0 em X e (wk) não converge fortemente
para a função nula em X. Um cálculo já realizado na desigualdade (2-16) prova que

∥wk∥qq,a ≤ Cp,q∥wk∥qp,b.

Logo, utilizando (2-32) e o fato de que lim
k→+∞

∥wk∥p,b = 0, tem-se que

Sn(wk) ≥ S̃n(wk) ≥
A1θ

q−2
p−2

Cp,q

(
1

∥wk∥p,b

)2 p−q
p−2

→ +∞,

quando k → +∞. Salientamos que o cálculo realizado anteriormente está associado
à hipótese (b1). Agora, assuma que hipótese (b2) seja válida. Sabemos pela desigual-
dade de Interpolação que

∥wk∥qq,a ≤ ∥a∥∞∥wk∥qµ2 ∥wk∥q(1−µ)
p com qµ =

2(p− q)

p− 2
e q(1− µ) =

p(q − 2)

p− 2
,
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com µ ∈ (0, 1). Realizando um cálculo semelhante ao da estimativa (2-45), obtemos

Sn(wk) ≥ S̃n(wk) ≥
A1θ

q−2
p−2 b

p q−2
p−2

0

∥a∥∞

(
1

∥wk∥2

)2 p−q
p−2

→ +∞,

quando k → +∞. Como consequência, para todo k ∈ N suficientemente grande,
temos que Sn(wk) > λ. Assim, empregando o mesmo raciocínio da parte final da
demonstração da Proposição 1.29, concluímos a prova desta proposição. □

Proposição 2.33 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e
θ > 0. Seja u ∈ N+ ∪ N− um minimizador para o funcional energia J . Então u é
um ponto crítico para o funcional J em X, ou seja, J ′(u)φ = 0 para cada φ ∈ X.

Prova. A prova desse resultado segue exatamente as mesmas ideias discutidas na
Proposição 1.40, na qual optamos por omitir detalhes. □

Lema 2.34 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0.
Seja (uk) ⊂ N− uma sequência minimizante para J em N−. Então existe u ∈ X\{0}
tal que, a menos de uma subsequência, uk → u fortemente em X, quando k → +∞
com a função u ∈ N− ∪N 0. Consequentemente, inferimos que cN− = J(u).

Prova. Primeiramente, considere uma sequência minimizante (uk) ⊂ N− tal que
limk→+∞ J(uk) = cN− . De acordo com o Lema 2.30, temos que a sequência (uk)

é limitada em X. Como produto, existe u ∈ X tal que uk ⇀ u em X. Em vista
das Proposições 2.23 e 2.24, tem-se que u ̸= 0 e N− = N− ∪ N 0. Aqui, o objetivo
central é provar a convergência forte de (uk) para u em X, quando k → +∞. Com
esse intuito, suponha por contradição que (uk) não converge forte para u em X,
quando k → +∞. Dessa forma, obtemos

∥u∥ < lim inf
k→+∞

∥uk∥.

Como resultado, é fácil checar que

J(tu) < lim inf
k→+∞

J(tuk) e J ′(tu)tu < lim inf
k→+∞

J ′(tuk)tuk = 0, (2-46)

para todo t > 0. Por conseguinte, inferimos que

Rn(u) < lim inf
k→+∞

Rn(uk) = λ, (2-47)

e
d

dt
Rn(tu)

∣∣∣∣
t=1

< lim inf
k→+∞

d

dt
Rn(tuk)

∣∣∣∣
t=1

≤ 0. (2-48)
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Observe que Sn(u) < lim inf Sn(uk) = λ∗ ≤ λ. Conforme estabelecido pela
Proposição 2.17, existe 0 < tn,−(u) < tn(u) < tn,+(u) tais que tn,−(u)u ∈ N−

e tn,+(u)u ∈ N+. Como consequência, a desigualdade (2-47) e a Proposição 1.14
garantem que 0 < tn,−(u) < 1 < tn,+(u). A última estimativa, juntamente com a
desigualdade (2-48), implica que

0 < tn,−(u) < 1 < tn(u) < tn,+(u) < +∞.

É importante analisar que a aplicação t 7→ J(tuk) é crescente no intervalo (0, 1),
para todo (uk) ∈ N−. Esse fato, em conjunto com a desigualdade (2-46), mostra
que

cN− ≤ J(tn,−(u)u) < lim inf
k→+∞

J(tn,−(u)uk) < lim inf
k→+∞

J(uk) = cN− .

Isso leva a uma contradição, o que prova que uk → u fortemente em X, quando
k → +∞. Uma consequência imediata estabelecida pela Proposição 2.24 é que
u ∈ N− ∪N 0. Isso completa a prova do lema. □

Proposição 2.35 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e
θ > 0. Então o nível de energia cN− > 0, para todo u ∈ N−.

Prova. Seja λ ∈ (λ∗,+∞) fixo. Sabemos que tn,−(u)u ∈ N− se, e somente se,

Rn(t
n,−(u)u) = λ e

d

dt
Rn(tu)

∣∣∣∣
t=tn,−(u)

< 0.

Em particular, obtemos que Qn(t
n,−(u)) = λ. Por outro lado, é fácil verificar que

Rn(tu) < Re(tu), para cada t ∈ (0, te(u)). Assim, tomando t = tn,−(u), tem-se que

λ = Qn(t
n,−(u)) = Rn(t

n,−(u)u) < Re(t
n,−(u)u) = Qe(t

n,−(u)).

Logo, encontramos que J(tn,−(u)u) > 0, para todo tn,−(u)u ∈ N−. Portanto, o Lema
2.34 assegura que cN− > 0. Com isso, concluímos a prova da proposição. □

Lema 2.36 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0.
Seja (vk) ⊂ N+ uma sequência minimizante para J em N+. Então existe v ∈ X\{0}
tal que, a menos de uma subsequência, vk → v fortemente em X, quando k → +∞
com a função v ∈ N+ ∪N 0. Consequentemente, obtemos que cN+ = J(v).

Prova. Primeiramente, considere uma sequência minimizante (vk) ⊂ N+ de modo
que limk→+∞ J(vk) = cN+ . Conforme estabelecido pelo Lema 2.31, a sequência (vk)

é limitada em X. Isso implica na existência de uma função v ∈ X tal que vk ⇀ v

em X. Sabemos pelas Proposições 2.23 e 2.24 que v ̸= 0 e N+ = N+ ∪ N 0. Aqui,
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nosso principal objetivo é mostrar que vk → v fortemente em X, quando k → +∞.
De fato, suponha por contradição que a sequência (vk) não converge forte para v em
X. Dessa forma, temos

∥v∥ < lim inf
k→+∞

∥vk∥.

Dado que v 7→ Sn(v) é fracamente semicontínua inferiormente, encontramos que

Sn(v) < lim inf
k→+∞

Sn(vk) = λ∗ ≤ λ.

Note que a Proposição 2.17 garante que existem 0 < tn,−(v) < tn(v) < tn,+(v) de tal
maneira que tn,−(v)v ∈ N− e tn,+(v)v ∈ N+. Além disso, não é difícil verificar que

ω′
v(t

n,+(v)) = J ′(tn,+(v)v)v = 0.

Por outro lado, é sabido que

Rn(v) < lim inf
k→+∞

Rn(vk) = λ. (2-49)

Como produto, a estimativa (2-49) afirma que

0 < tn,−(v) < 1 < tn,+(v).

Observe que a aplicação t 7→ J(tv) é decrescente em (tn,−(v), tn,+(v)). uma vez que
tn,+(v)v ∈ N+, segue-se que

cN+ ≤ J(tn,+(v)v) < J(v) < lim inf
k→+∞

J(vk) = cN+ ,

o que é uma contradição. Portanto, temos que vk → v fortemente em X, quando
k → +∞. Uma consequência imediata estabelecida pela Proposição 2.24 é que
v ∈ N+ ∪N 0. Isso finaliza a prova do lema. □

O próximo resultado é uma consequência direta do Lema 2.36. Em resumo, ele
afirma que, dependendo dos valores dos parâmetros λ e θ, podemos analisar o sinal
do nível de energia cN+ .

Proposição 2.37 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e
θ > 0. Assuma que v ∈ X\{0} é a solução obtida no Lema 2.36. Então,

(a) Para λ = λ∗, segue que cN+ = J(v) = 0;
(b) Para cada λ ∈ (λ∗,+∞), mencionamos que cN+ = J(v) < 0;
(c) Para cada λ ∈ (λ∗, λ∗), obtemos que cN+ = J(v) > 0.

Prova. Inicialmente, afirmamos que cN+ = J(v) = 0, quando λ = λ∗. Com efeito, a
Proposição 2.18 assegura que existe uma função w ∈ X\{0} de modo que

λ = λ∗ = Re(te(w)w) = Se(w) > Sn(w). (2-50)
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A estimativa (2-50) mostra que J(te(w)w) = 0 e w ∈ Un. Como consequência, temos
que a Proposição 2.17 garante a existência de 0 < tn,−(w) < tn(w) < tn,+(w) < +∞
tal que tn,−(w)w ∈ N− e tn,+(w)w ∈ N+. Uma vez que tn,+(w) = te(w) = 1,
inferimos que λ = Re(w). A última afirmação garante que

J(v) = cN+ ≤ J(w) = 0.

Por outro lado, é fácil ver que λ = λ∗ ≤ Re(v). Assim, um cálculo simples prova que

λ∗
q
∥v∥qq,a ≤

(
1

q
∥v∥qq,a

)
Re(v) =

1

2
∥v∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇v∥2(σ+1)

2 +
θ

p
∥v∥pp,b.

Esse fato significa que

J(v) =
1

2
∥v∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇v∥2(σ+1)

2 − λ

q
∥v∥qq,a +

θ

p
∥v∥pp,b

≥
(
λ∗ − λ

q

)
∥v∥qq,a = 0.

Segue que cN+ = J(v) = 0. Isso completa a prova do item (a). Nesse estágio,
afirmamos que cN+ = J(v) < 0, quando λ ∈ (λ∗,+∞). De fato, sabemos pela
Proposição 2.18 que existe w ∈ X\{0} tal que λ > λ∗ = Se(w) = Re(te(w)w). Não
é difícil checar que

J(w) = Jλ(w) < JRe(te(w)w)(w), w ∈ X\{0}.

Sabemos também que Se(Kw) = Se(w), para todo K > 0. Sem perda de genera-
lidade, podemos assumir que te(w) = 1. Isso implica que Jλ(w) < JRe(w)(w) = 0,
para cada w ∈ E . Em particular, como v ∈ N+, existe tn,+(v) ∈ (0,+∞) com
tn,+(v)v ∈ N+ tal que

cN+ ≤ Jλ(t
n,+(v)v) = Jλ(v) < JRe(v)(v) = 0.

Isso finaliza a demonstração do item (b). Agora, mostraremos que cN+ = J(v) > 0,
quando λ ∈ (λ∗, λ∗). Considere λ < λ∗ ≤ Re(v). Além disso, deduzimos que
∥v∥qq,a > 1

λ
∥v∥2, para todo v ∈ N . Estas condições, em conjunto com a Proposição

2.23, implicam que

Jλ(v) = JRe(v)(v) +
Re(u)− λ

q
∥v∥qq,a ≥ λ∗ − λ

q
∥v∥qq,a

≥ λ∗ − λ

λq
∥v∥2

≥ λ∗ − λ

λq
s2λ

> 0.
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Como λ ∈ (λ∗, λ∗), concluímos que cN+ = J(v) > 0, e o item (c) está provado. □

Observação 2.38 É importante enfatizar que o nível de energia cN 0 é positivo para
cada λ ∈ (λ∗,+∞). De fato, ao empregar o mesmo cálculo de (2-40) e considerar a
Proposição 2.23, obtemos

J(u) ≥ (p− 2)(q − 2)

2pq
s2λ > 0.

Neste momento, nos deparamos com uma fase do capítulo extremamente
desafiadora. À medida que u ∈ N− ∪ N 0, v ∈ N+ ∪ N 0 e o conjunto de Nehari
N 0 é não vazio para cada λ ∈ (λ∗,+∞), inferimos que os minimizadores podem
pertencer a N 0. Contudo, essa implicação inviabiliza a aplicação direta do Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange. Para superar esse obstáculo, consideramos algumas
condições precisas sobre os parâmetros λ, θ > 0 de modo que u, v ̸∈ N 0.

Com o objetivo de tornar mais acessível a compreensão do leitor em relação a
cada resultado a seguir, adotamos as seguintes notações: J(u) = Jλ,θ(u), J ′(u)u =

J ′
λ,θ(u)u, J ′′(u)(u, u) = J ′′

λ,θ(u)(u, u), N = Nλ,θ, E = Eλ,θ, cN+ = cN+
λ,θ

, cN− = cN−λ,θ
e cN 0 = cN 0

λ,θ
.

Proposição 2.39 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞).
Então existe θ0 > 0 suficientemente pequeno tal que o minimizador v ∈ N+

λ,θ ∪ N 0
λ,θ

obtido no Lema 2.36 pertence à variedade de Nehari N+
λ,θ desde que:

(a) λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0;
(b) λ ∈ (λ∗, λ∗) e θ ∈ (0, θ0).

Prova. É sabido que o Lema 2.36 garante que v ∈ N+
λ,θ ∪N 0

λ,θ, onde cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v).
Inicialmente, suponha que o item (a) seja verdadeiro. Segue da Proposição 2.37
que cN+

λ,θ
= Jλ,θ(v) ≤ 0, para cada λ ∈ [λ∗,+∞). Esse fato, juntamente com a

Observação 2.38, assegura que

cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v) = inf
w∈N+

λ,θ

Jλ,θ(w) ≤ 0 < inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w) = cN 0
λ,θ
,

para cada λ ∈ [λ∗,+∞). Portanto, tem-se que v pertence a N+
λ,θ. Nesta ocasião,

assuma que o item (b) seja satisfeito. Relembramos que cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v) > 0, para
cada λ ∈ (λ∗, λ∗), veja a Proposição 2.37. É sabido pela Proposição C.2 que a função
(λ, θ) 7→ cN+

λ,θ
é contínua, crescente em θ > 0 e decrescente em λ > 0. A principal

intenção aqui é garantir que cN+
λ,θ

< cN 0
λ,θ

. Para isso, suponha por contradição que

cN+
λ,θ

= cN 0
λ,θ
.
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Essa condição, juntamente com a desigualdade (2-27), nos fornece que

Jλ,θ(v) = inf
w∈N+

λ,θ

Jλ,θ(w) = inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w).

Além disso, dado v ∈ N 0
λ,θ, temos que J ′′

λ,θ(v)(v, v) = 0, ou seja,

−λ∥v∥qq,a = −
(
p− 2

p− q

)
∥v∥2 −

(
p− 2(σ + 1)

p− q

)
α2∥∇v∥2(σ+1)

2 . (2-51)

Uma manipulação algébrica usando a equação (2-51) assegura que

Jλ,θ(v) =

[
(p− 2)(q − 2)

2pq

]
∥v∥2 +

[
(p− 2(σ + 1))(q − 2(σ + 1))

2pq(σ + 1)

]
α2∥∇v∥2(σ+1)

2 .

Sejam θe > 0 e λe ∈ (λ∗, λ) parâmetros fixos. Sabemos pela Proposição C.2 que
cN+

λe,θe
≥ cN+

λ,θ
, para todo λ ≥ λe e θ ∈ (0, θe). As últimas afirmações, em conjunto

com o Lema 2.36 e a hipótese (a1), implicam que[
(p− 2)(q − 2)

2pq

]
∥v∥2 ≤

[
(p− 2)(q − 2)

2pq

]
∥v∥2

+

[
(p− 2(σ + 1))(q − 2(σ + 1))

2pq(σ + 1)

]
α2∥∇v∥2(σ+1)

2

= Jλ,θ(v) = cN+
λ,θ

≤ cN+
λe,θe

.

Consequentemente, inferimos que

∥v∥ ≤
√

2pq

(p− 2)(q − 2)
cN+

λe,θe
. (2-52)

Por outro lado, utilizando (2-5), a imersão contínua X ↪→ Lr(RN), para cada
r ∈ [2, 2∗], juntamente com o fato de que v ∈ N 0

λ,θ, obtemos

(q − 2)∥v∥2 ≤ (q − 2)∥v∥2 + α2(q − 2(σ + 1))∥∇v∥2(σ+1)
2 ≤ (p− q)θSp

p∥b∥∞∥v∥p.

Logo, encontramos que

∥v∥ ≥
[

q − 2

(p− q)θSp
p∥b∥∞

] 1
p−2

. (2-53)

Ao combinar as desigualdades (2-52) e (2-53), tem-se que

[
q − 2

(p− q)θSp
p∥b∥∞

] 1
p−2

≤ ∥v∥ ≤
√

2pq

(p− 2)(q − 2)
cN+

λe,θe
,
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é satisfeito para todo θ ∈ (0, θ0) com θ0 > 0. Note também que cN+
λ,θ

> 0, para cada
λ ∈ (λ∗, λ∗). Desse modo, tomando

θ0 = min

[(p− 2)(q − 2)

2cN+
λe,θe

pq

] p−2
2

(q − 2)

(p− q)Sp
p∥b∥∞

, θe

 > 0,

temos uma contradição. Concluímos que v está em N+
λ,θ. Isso finaliza a prova. □

O próximo resultado segue uma abordagem semelhante às ideias discutidas na
Proposição 2.39, mas agora considerando os minimizadores na variedade N−

λ,θ.

Proposição 2.40 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞).
Então existe θ2 > 0 suficientemente pequeno tal que o minimizador u ∈ N−

λ,θ ∪ N 0
λ,θ

obtido no Lema 2.34 pertence à variedade de Nehari N−
λ,θ, para cada θ ∈ (0, θ2).

Prova. Sabemos pelo Lema 2.34 que u ∈ N−
λ,θ ∪ N 0

λ,θ, onde cN−λ,θ = Jλ,θ(u). Aqui,
nosso objetivo principal é mostrar que u pertence exclusivamente à variedade N−

λ,θ.
Com efeito, suponha por contradição que u ∈ N 0

λ,θ. Em vista da estimativa (2-28),
mencionamos que

cN−λ,θ = Jλ,θ(u) = inf
w∈N−λ,θ

Jλ,θ(w) ≤ inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w) ≤ Jλ,θ(u), u ∈ N 0
λ,θ. (2-54)

Não é difícil checar que cN−λ,θ < cN 0
λ,θ

. Claramente, a partir da desigualdade (2-54),
inferimos

cN−λ,θ = inf
w∈N−λ,θ

Jλ,θ(w) = inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w) = cN 0
λ,θ
.

A partir deste ponto, empregamos algumas das ideias discutidas na demonstração
da Proposição 2.39. Sejam θe > 0 e λe ∈ (λ∗, λ) parâmetros fixos. Salientamos
pela Proposição C.2 que cN−λe,θe

≥ cN−λ,θ , para todo λ ≥ λe e θ ∈ (0, θe). Como
consequência, deduzimos pela Proposição 2.39 que[

(p− 2)(q − 2)

2pq

]
∥u∥2 ≤ cN−λ,θ ≤ cN−λe,θe

.

Isso significa que

∥u∥ ≤
√

2pq

(p− 2)(q − 2)
cN−λe,θe

.

Por outro lado, utilizando (2-5), em conjunto com a imersão contínua X ↪→ Lr(RN),

para cada r ∈ [2, 2∗] e o fato de que u ∈ N 0
λ,θ, temos

∥u∥ ≥
[

q − 2

(p− q)θSp
p∥b∥∞

] 1
p−2

.
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As últimas condições garantem que

[
q − 2

(p− q)θSp
p∥b∥∞

] 1
p−2

≤ ∥u∥ ≤
√

2pq

(p− 2)(q − 2)
cN−λe,θe

,

é satisfeito para todo θ ∈ (0, θ2) com θ2 > 0. Logo, tomando

θ2 = min

[(p− 2)(q − 2)

2cN−λe,θe
pq

] p−2
2

(q − 2)

(p− q)Sp
p∥b∥∞

, θe

 > 0,

temos uma contradição. Portanto, u está em N−
λ,θ. Isso completa a demonstração. □

Proposição 2.41 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞).
Então os minimizadores v ∈ N+

λ,θ e u ∈ N−
λ,θ obtidos nas Proposições 2.39 e 2.40

são dois pontos críticos para o funcional energia Jλ,θ.

Prova. Uma vez que os itens (a) e (b) da Proposição 2.39 são satisfeitos, concluímos
que o minimizador v pertence à variedade N+

λ,θ. Segue-se da Proposição 2.33 que v

é um ponto crítico para Jλ,θ em X. Além disso, a Proposição 2.40 garante que o
minimizador u pertence à variedade N−

λ,θ, para cada θ ∈ (0, θ2) com θ2 > 0 pequeno.
Portanto, usando novamente a Proposição 2.33, tem-se que u é um ponto crítico
para Jλ,θ em X, sempre que λ ∈ (λ∗,+∞) e θ ∈ (0, θ2). □

Nesta ocasião, apresentamos um resultado referente à regularidade de soluções
para o problema (Pθ). Assim como demonstrado no Teorema 1.44, assumimos que
V , a e b são funções Hölder contínuas. Implementamos o método de regularização
conhecido como “bootstrap” para assegurar que as soluções fracas estejam contidas
no espaço C0,β(B(0, R)) para algum β ∈ (0, 1) e para todo R > 0.

Teorema 2.42 Suponha (m1), (a1), (a2), (v1)-(v3) e V, a, b ∈ C0,γ(B(0, R)), para
algum γ ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Assuma que u ∈ X é uma solução fraca para o
problema (Pθ). Então u ∈ C0,β(B(0, R)) para algum β ∈ (0, 1).

Prova. Seja u ∈ X é uma solução fraca para o problema (Pθ). Então u satisfaz

−∆u = − V (x)u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
+

λa(x)|u|q−2u− θb(x)|u|p−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
em B(0, R).

Dessa maneira, defina uma função h : B(0, R)× R → R dada por

h(x, u) := − V (x)u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
+

λa(x)|u|q−2u− θb(x)|u|p−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
.

para todo x ∈ B(0, R).
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A última afirmação, juntamente com a desigualdade triangular e o fato de que
1
α1

≥ 1
α1+α2∥∇u∥2σ2

, implica que

|h(x, u)| ≤ α−1
1

(
|V (x)||u(x)|+ λa(x)|u(x)|q−1 + θb(x)|u(x)|p−1

)
, (2-55)

para todo x ∈ B(0, R). Uma vez que a, b, V ∈ L∞
loc(B(0, R)), afirmamos que a função

h ∈ Lν(B(0, R)), onde ν = 2∗
p−1

. Com efeito, integrando a desigualdade (2-55) na
bola B(0, R), temos∫

B(0,R)

|h(x, u)|νdx ≤ α−ν
1

(∫
B(0,R)

|V (x)|u||νdx+ λ

∫
B(0,R)

|a(x)|u|q−1|νdx

+ θ

∫
B(0,R)

|b(x)|u|p−1|νdx
)
.

Ressaltamos que o restante da prova deste teorema segue exatamente os mesmos
cálculos discutidos no Teorema 1.44, nos quais omitimos todos os detalhes. □

Destacamos que o lema subsequente desempenha um papel fundamental na
obtenção de um resultado de não existência de soluções para o problema (Pθ).

Lema 2.43 Suponha (m1), (a1), (a2), (v1)-(v3), λ = λ∗ e θ > 0. Assuma que
u ∈ X\{0} é uma solução fraca não trivial para os problemas (Pθ) e (Hθ). Então,
obtemos a seguinte identidade:

(p− 2)θb(x)|u|p−q = (q − 2)λa(x) +
2σα2∥∇u∥2σ2 ∆u

|u|q−2u
q.t.p. em RN . (2-56)

Prova. A partir da hipótese (a1) e do fato de que u é uma solução que satisfaz
pontualmente os problemas (Pθ) e (Hθ), segue que

λa(x)|u|q−2u− θb(x)|u|p−2u =
λq

2
a(x)|u|q−2u− θp

2
b(x)|u|p−2u+ σα2∥∇u∥2σ2 ∆u.

Uma vez que u ̸= 0, tem-se que(
p− 2

2

)
θb(x)|u|p−q −

(
q − 2

2

)
λa(x) =

σα2∥∇u∥2σ2 ∆u

|u|q−2u
.

Isso garante que a equação (2-56) é válida. Portanto, o resultado está provado. □

2.4 A prova dos teoremas principais

Esta seção tem como propósito apresentar a prova dos resultados principais
deste capítulo. O mais destacado entre eles é a demonstração de que o problema
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(Pθ) possui pelo menos duas soluções não triviais. A saber, uma solução é ground
state e outra a solução é uma bound state.

Teorema 2.44 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e cN+
λ,θ

< cN 0
λ,θ

. Então
para cada λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ0 > 0 pequeno tal que o problema (Pθ) admite pelo
menos uma solução ground state v ∈ X satisfazendo v ∈ N+

λ,θ, onde θ ∈ (0, θ0).

Prova. É sabido pela Proposição 2.39 que o minimizador v pertence à variedade de
Nehari N+

λ,θ. Vale lembrar que o Lema 2.36 nos fornece que

cN+
λ,θ

= inf
w∈N+

λ,θ

Jλ,θ(w) = Jλ,θ(v), v ∈ N+
λ,θ.

Em vista da Proposição 2.41, obtemos que v ∈ X é um ponto crítico para o funcional
energia Jλ,θ satisfazendo J ′′

λ,θ(v)(v, v) > 0, para cada λ ∈ (λ∗,+∞) e θ ∈ (0, θ0) com
θ0 > 0 suficientemente pequeno. Portanto, temos que v ∈ X é uma solução fraca
não trivial para o problema (Pθ). Como consequência, inferimos que v é uma solução
ground state para o problema (Pθ). □

Uma consequência imediata do Teorema 2.44 é o seguinte corolário.

Corolário 2.45 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Então os níveis de
energia cN+

λ,θ
< cN 0

λ,θ
desde que:

(a) λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0;
(b) λ ∈ (λ∗, λ∗) e θ ∈ (0, θ0) com θ0 > 0 suficientemente pequeno;
(c) λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗) e θ > 0 com ε > 0 suficientemente pequeno.

Prova. A prova dos itens (a) e (b) segue imediatamente da Proposição 2.39. Neste
momento, considere θ > 0 e λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗), para algum ε > 0 suficientemente
pequeno. Seja w ∈ N 0

λ,θ de tal forma que

Jλ,θ(w) = cN 0
λ,θ
.

Dessa maneira, um cálculo simples, utilizando as estimativas (2-17), (2-40) e a
hipótese (a1), implica que

Jλ,θ(w) = cN 0
λ,θ

≥
(
(p− 2)(q − 2)

2pq

)
∥w∥2

≥
(
(p− 2)(q − 2)

2pq

)(
1

λSq
q∥a∥∞

) 2
q−2

> 0. (2-57)

Uma vez que λ < λ∗, mencionamos pela desigualdade (2-57) que
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cN 0
λ,θ

>

(
(p− 2)(q − 2)

2pq

)(
1

λ∗S
q
q∥a∥∞

) 2
q−2

=: Cλ∗ .

Por outro lado, a Proposição 2.37 garante que cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v) = 0, para cada λ = λ∗

e v ∈ N+
λ,θ. Além disso, é fácil ver que cN+

λ,θ
= Jλ,θ(v) > 0. para cada λ ∈ (λ∗, λ∗).

Portanto, existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que

cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v) < Cλ∗ < cN 0
λ,θ
,

para cada λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗). Isso completa a prova do item (c). □

Aqui, vale ressaltar a importância de representarmos geometricamente as ideias
discutidas nos itens (a), (b) e (c) do Corolário 2.45.

0 λ∗ λ

θ

(λ, θ)

0 λ∗ λ

θ

λ∗

θ0

(λ, θ)

0 λ∗ − ε λ

θ

λ∗

(λ, θ)

Figura 2.7: Comportamento geométrico dos itens (a), (b) e
(c) do Corolário 2.45.

Teorema 2.46 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e cN−λ,θ < cN 0
λ,θ

. Então
para cada λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ2 > 0 pequeno tal que o problema (Pθ) admite pelo
menos uma solução fraca u ∈ X satisfazendo u ∈ N−

λ,θ, onde θ ∈ (0, θ2).

Prova. Aplicando a Proposição 2.40, inferimos que o minimizador u pertence à
variedade de Nehari N−

λ,θ. É fácil ver pelo Lema 2.34 que

cN−λ,θ = inf
w∈N−λ,θ

Jλ,θ(w) = Jλ,θ(u), u ∈ N−
λ,θ.

Em vista da Proposição 2.41, tem-se que u ∈ X\{0} é um ponto crítico para o
funcional Jλ,θ satisfazendo J ′′

λ,θ(u)(u, u) < 0, para cada λ ∈ (λ∗,+∞) e θ ∈ (0, θ2)

com θ2 > 0 suficientemente pequeno. Portanto, obtemos que u ∈ X é uma solução
fraca não trivial para o problema (Pθ). □

Uma consequência imediata do Teorema 2.46 é o seguinte corolário:

Corolário 2.47 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞).
Então os níveis de energia cN−λ,θ < cN 0

λ,θ
, sempre que θ ∈ (0, θ2).
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Prova. A demonstração segue utilizando as mesmas ideias da Proposição 2.40. □

Corolário 2.48 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3) e λ ∈ (λ∗,+∞).
Então para cada θ ∈ (0,min(θ0, θ2)), o problema (Pθ) admite pelo menos duas
soluções não triviais u, v ∈ X\{0} de modo que u ∈ N−

λ,θ e v ∈ N+
λ,θ.

Prova. Considere θ ∈ (0,min(θ0, θ2)). Note que o problema (Pc) admite uma solução
fraca u ∈ N−

λ,θ de modo que cN−λ,θ = Jλ,θ(u), para cada λ ∈ (λ∗,+∞), veja o Teorema
2.46. Adicionalmente, é sabido que o problema (Pc) admite outra solução fraca
v ∈ N+

λ,θ tal que cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v), para cada λ ∈ (λ∗,+∞), veja o Teorema 2.44. □

Nesse estágio, ressaltamos que os resultados finais deste capítulo buscam
assegurar a não existência de soluções fracas não triviais para o problema (Pθ),
variando conforme os valores dos parâmetros λ e θ.

Teorema 2.49 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ (−∞, λ∗) e
θ > 0. Então o problema (Pθ) não admite nenhuma solução não trivial.

Prova. A ideia principal é demonstrar que o conjunto de Nehari Nλ,θ é vazio, para
cada λ ∈ (−∞, λ∗). Com efeito, suponha por contradição que existe u ∈ Nλ,θ. Dessa
maneira, como λ ≤ 0 obtemos que

0 < ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)
2 + θ∥u∥pp,b = λ∥u∥qq,a ≤ 0,

o que é uma contradição. Além disso, para cada λ ∈ (0, λ∗), observamos que u ∈ Nλ,θ

se, e somente se, Rn(u) = λ. Isso significa que

0 < Rn(u) = λ < λ∗ = inf
w∈X\{0}

inf
t>0

Rn(tw) ≤ inf
t>0

Rn(tu) ≤ Rn(u) = λ,

o que é uma contradição. Esse fato prova que Nλ,θ = ∅, para cada λ ∈ (−∞, λ∗).
Portanto, o problema (Pθ) não admite nenhuma solução não trivial. □

Teorema 2.50 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Seja λ = λ∗ e θ > 0

parâmetros fixos. Então não existe solução fraca positiva ou negativa u ∈ X para o
problema (Pθ) tal que u ∈ N 0

λ∗,θ, onde uma das seguintes hipóteses ocorre:

(a) inf
x∈RN

a(x)

b(x)
≥ C > 0;

(b) lim
|x|→+∞

a(x)

b(x)
= C > 0.

Prova. A prova segue argumentando por contradição. Suponha que existe u ∈ N 0
λ∗,θ,

isto é, J ′
λ∗,θ(u)u = 0 e J ′′

λ∗,θ(u)(u, u) = 0, onde u é uma solução fraca não trivial para
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o problema (Pθ). Uma vez que −u também é uma solução fraca para o problema
(Pθ) com

J ′′
λ∗,θ(u)(u, u) = J ′′

λ∗,θ(−u)(−u,−u),

podemos assumir, sem perda de generalidade, que u > 0. Sabemos que J ′
λ∗,θ(u)φ = 0,

para todo φ ∈ X. É importante analisar pela Proposição 2.16 que u satisfaz
λ∗ = Sn(u) = Sn(−u). Como produto, ao Lema 2.22 assegura que u é uma solução
fraca não trivial para o problema (Hθ). Dessa forma, multiplicando a equação (Pθ)
por 2(σ + 1) e realizando manipulações algébricas em (Pθ) e (Hθ), encontramos

−2σα1∆u = (2(σ + 1)− q)λ∗a(x)|u|q−2u

+(p− 2(σ + 1))θb(x)|u|p−2u− 2σV (x)u em RN . (2-58)

Enfatizamos pelo Teorema 2.42 que a equação (2-58) é válida pontualmente. Nesse
caso, como u > 0, deduzimos pela equação (2-58) que

−2σα1∆u = (2(σ + 1)− q)λ∗a(x)|u|q−1

+(p− 2(σ + 1))θb(x)|u|p−1 − 2σV (x)u em RN .

Escolhendo R > 0 suficientemente grande e, em seguida, usando que inf
x∈RN

a(x)
b(x)

≥ C
se o item (a) for satisfeito ou a(x)

b(x)
≥ C

2
, para |x| suficientemente grande se o item

(b) for satisfeito (ambos implicam b(x) ≤ C̃a(x), para |x| suficientemente grande),
temos que

(2(σ + 1)− q)λ∗a(x)|u|q−1 + (p− 2(σ + 1))θb(x)|u|p−1

≤
(
(2(σ + 1)− q)λ∗|u|q−1 + (p− 2(σ + 1))θC̃|u|p−1

)
a(x)

≤ 0, (2-59)

para todo x ∈ Bc
R(0), onde Bc

R(0) := {x ∈ RN : |x| > R} com R > 0 suficientemente
grande. Note que o Teorema 2.42 garante que existe R > 0, pois u2 ∈ L1(RN), p > q

e u(x) → 0, quando |x| → +∞ de modo que

λ∗(q − 2(σ + 1))|u|q−1 > θ(p− 2(σ + 1))|u|p−1.

Uma observação relevante é que, ao realizar os mesmos cálculos apresentados nos
Teoremas 1.44, 1.45 e 2.42, concluímos que u ∈ C1,β(B(0, R)), para algum β ∈ (0, 1)

e para todo R > 0. Em particular, temos que u ∈ C0
loc(RN) ∩ L2(RN), mostrando

que u(x) → 0 quando |x| → +∞. As últimas condições provam que

|u|p−q <
(q − 2(σ + 1))λ∗

(p− 2(σ + 1))θ
em Bc

R(0),
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para qualquer R > 0 suficientemente grande. Sabemos pela hipótese (v3) que

|T1| := |{x ∈ RN : V (x) ≥ 1}| = +∞.

Isso implica que

−2σα1∆u = (2(σ + 1)− q)λ∗a(x)|u|q−1

+(p− 2(σ + 1))θb(x)|u|p−1 − 2σV (x)u ≤ 0,

em Bc
R(0) ∩ T1. Consequentemente, podemos deduzir que ∆u ≥ 0 in Bc

R(0) ∩ T1.
Nesse estágio, uma vez que T1 = [T1 ∩BR(0)] ∪ [T1 ∩Bc

R(0)] onde

|T1 ∩BR(0)|+ |T1 ∩Bc
R(0)| = |T1| = +∞,

segue que
|T1 ∩Bc

R(0)| = +∞.

Dessa forma, aplicando o Lema 2.43, inferimos que

(p− 2)θb(x)|u|p−1 = (q − 2)λ∗a(x)|u|q−1 + 2σα2∥∇u∥2σ2 ∆u em Bc
R(0) ∩ T1.

A última condição mostra que

|u|p−q ≥ (q − 2)λ∗

(p− 2)θ

a(x)

b(x)
. (2-60)

Se o item (a) for verdadeiro, mencionamos pela desigualdade (2-60) que

|u|p−q ≥ (q − 2)λ∗

(p− 2)θ
inf

x∈RN

a(x)

b(x)
≥ (q − 2)λ∗C

θ(p− 2)
=: C1 > 0, (2-61)

onde C e C1 são constantes positivas. Uma consequência imediata da desigualdade
(2-61) é que

|u|2 ≥ C1
2

p−q > 0 em Bc
R(0) ∩ T1.

A última estimativa, juntamente com |Bc
R(0) ∩ T1| = +∞, nos leva a uma con-

tradição, uma vez que u2 ∈ L1(RN). Agora, se o item (b) for verdadeiro, fazendo
|x| → +∞ em (2-60) e lembrando que u(x) → 0, obtemos

0 ≥ (q − 2)λ∗

(p− 2)θ
lim

|x|→+∞

a(x)

b(x)
=

(q − 2)λ∗

(p− 2)θ
C > 0,

o que é uma contradição. Portanto, qualquer solução fraca positiva ou negativa u

para o problema (Pθ) satisfaz u ̸∈ N 0
λ∗,θ. Isso finaliza a prova. □



CAPÍTULO 3
Soluções positivas para um problema
elíptico do tipo Kirchhoff com crescimento
crítico em RN

O principal objetivo deste capítulo é investigar a existência, não existência
e a multiplicidade de soluções positivas para o seguinte problema elíptico do tipo
Kirchhoff com uma não linearidade crítica em todo o espaço RN :−m (∥∇u∥22)∆u+ V (x)u = λa(x)|u|q−2u− θ|u|2∗−2u em RN ,

u ∈ H1(RN),
(Pc)

onde N ≥ 3, os parâmetros λ, θ > 0 e o potencial V : RN → R é limitado por baixo
por uma constante positiva e pertence a L∞

loc(RN). Além disso, assumimos que a
função a ∈ Lr̃(RN) ∩ L∞

loc(RN), onde r̃ = 2∗
2∗−q

e a(x) > 0 q.t.p. em RN .

Assim como abordado no Capítulo 2, nossa estratégia se fundamenta no
método de minimização sobre a variedade de Nehari e no método do quociente de
Rayleigh não linear. Ressaltamos que o problema (Pc) apresenta desafios notáveis,
incluindo a não compacidade da imersão de Sobolev H1(RN) ↪→ L2∗(RN), aspecto
natural dada a infinitude da dimensão do espaço H1(RN). Outra complexidade que
encontramos é relacionada ao método de fibração e à noção de valores extremos
[42, 43], os quais indicam que a variedade de Nehari associada ao problema (Pc)
possui pontos degenerados. Isso implica que o Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange não pode ser aplicado de maneira geral. Dessa forma, essas peculiaridades
tornam a determinação da existência, não existência e multiplicidade de soluções
para o problema (Pc) uma tarefa extraordinariamente desafiadora. Portanto, nossa
principal contribuição concentra-se na restauração dos resultados de convergência
forte e compacidade.

É importante enfatizar que, até onde sabemos, o presente capítulo é o primeiro
que fornece uma descrição completa do tamanho dos parâmetros λ, θ > 0 de tal
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forma que existem pelo menos duas soluções positivas para o problema (Pc), mesmo
com a presença do expoente crítico.

Aqui, adotamos as seguintes hipóteses para o problema (Pc):

(M1) A função m : R+ → R+ satisfaz m(t) = α1 + α2t
σ, para todo t ∈ R+ e

α1, α2 > 0 com 0 < σ < 2
N−2

;
(A1) 2 < q < 2(σ + 1) < 2∗;
(A2) A função a : RN → R satisfaz a ∈ Lr̃(RN)∩L∞

loc(RN), onde r̃ = 2∗
2∗−q

e a(x) > 0

q.t.p. em RN ;
(V1) O potencial V pertence a L∞

loc(RN), e existe uma constante V0 > 0 tal que
V (x) ≥ V0, para todo x ∈ RN .

Antes de delinearmos a estrutura variacional do problema (Pc), é essencial
destacar que vários resultados obtidos nos Capítulos 1 e 2 são igualmente aplicáveis
ao Capítulo 3. Para uma organização mais eficiente deste capítulo, optamos por não
apresentar nem demonstrar alguns desses resultados. Dessa maneira, as Observações
1.11, 1.12, 1.16, 2.9, 2.10, 2.12 e 2.19, assim como as Proposições 1.13, 1.14, 1.15,
1.17, 2.11, 2.20, 2.21, 2.27, 2.33 e 2.35, e os Lemas 1.30 e 2.29, permanecem válidos.

3.1 Estrutura variacional do problema

Seja X um subespaço próprio de H1(RN) definido por

X =

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

V (x)u2dx < +∞
}
,

equipado com o produto interno dado por

⟨u, φ⟩ =
∫
RN

[α1∇u∇φ+ V (x)uφ] dx, φ ∈ X.

A sua norma usual é dada por

∥u∥ =
√

⟨u, u⟩ =
(∫

RN

[
α1|∇u|2 + V (x)u2

]
dx

) 1
2

, u ∈ X.

Note que (X, ∥ · ∥) é um espaço de Hilbert (veja o Lema 1.2). Relembramos que S2∗

é a melhor constante da imersão contínua de Sobolev X ↪→ L2∗(RN) tal que

0 < S2∗ := inf
u∈X\{0}

∥u∥2
∥u∥22∗

. (3-1)

Uma consequência imediata da estimativa (3-1) é

∥u∥2∗ ≤ S
−1
2

2∗ ∥u∥, u ∈ X\{0}.
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Ao aplicarmos as mesmas ideias discutidas na Observação 1.7 e considerarmos
a hipótese (V1), observamos que a imersão X ↪→ Ls(RN) é contínua para cada
s ∈ [2, 2∗]. No entanto, ao contrário do Capítulo 2, onde a condição de Bartsch-Wang
(veja [12]) desempenhava um papel crucial, neste capítulo a hipótese (A2) assume
uma importância significativa, especialmente no que diz respeito à compacidade.

Observação 3.1 Com base na hipótese (V1), é fácil verificar que

∥u∥2H1(RN ) :=

∫
RN

(|∇u|2 + u2)dx ≤ 1

α1

∫
RN

α1|∇u|2dx+
1

V0

∫
RN

V (x)u2dx

≤ max

(
1

α1

,
1

V0

)
∥u∥2,

para todo u ∈ X\{0} e α1, V0 > 0.

Agora, considere o funcional energia J : X → R associado ao problema (Pc),
definido por

J(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q

∫
RN

a(x)|u|qdx+
θ

2∗

∫
RN

|u|2∗dx.

Com base em nossas suposições, qualquer solução fraca u ∈ X para o problema (Pc)
satisfaz a seguinte condição:

Definição 3.2 Dizemos que u ∈ X é solução fraca para o problema (Pc) se, e
somente se,

⟨u, φ⟩+ α2⟨∇u,∇φ⟩2∥∇u∥2σ2 = λ

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx− θ

∫
RN

|u|2∗−2uφdx,

para todo φ ∈ H1(RN).

Conforme detalhado no Apêndice B, temos que o funcional energia J é de
classe C2(X;R). Esse fato nos possibilita determinar as seguintes derivadas:J ′(u)u = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ∥u∥qq,a + θ∥u∥2∗2∗ ,
J ′′(u)(u, u) = ∥u∥2 + α2(2σ + 1)∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ(q − 1)∥u∥qq,a + θ(2∗ − 1)∥u∥2∗2∗ ,

onde definimos

∥u∥qq,a =
∫
RN

a(x)|u|qdx e ∥u∥2∗2∗ =
∫
RN

|u|2∗dx, u ∈ X.

Neste momento, seguindo as mesmas ideias discutidas nos trabalhos [55, 56],
introduzimos a variedade de Nehari associada ao problema (Pc) da seguinte maneira:

N :=
{
u ∈ X\{0} : λ∥u∥qq,a = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ∥u∥2∗2∗
}
. (3-2)
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Da mesma forma que no Capítulo 2, dividimos a variedade de Nehari em três
subconjuntos disjuntos, a saber, N := N+ ∪N− ∪N 0 onde

N+ := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) > 0},
N− := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) < 0},
N 0 := {u ∈ N : J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) = 0}.

De acordo com (3-2), para qualquer u ∈ N , temos que

J ′′(u)(u, u) = (2− 2∗)∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− 2∗)∥∇u∥2(σ+1)
2 + λ(2∗ − q)∥u∥qq,a

= (2− q)∥u∥2 + α2(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2 + θ(2∗ − q)∥u∥2∗2∗ . (3-3)

A seguir, apresentamos as principais propriedades que relacionam o método
do quociente de Rayleigh não linear e o método de Nehari. A primeira propriedade
descreve o comportamento do funcional J quando a sua energia é igual a zero, ou
seja,

E :=

{
u ∈ X\{0} :

λ

q
∥u∥qq,a =

1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 +
θ

2∗
∥u∥2∗2∗

}
. (3-4)

Desse modo, ao adotarmos algumas ideias previamente desenvolvidas nos estudos
[42,43], inferimos pelas definições (3-2) e (3-4) que

u ∈ N se, e somente se, Rn(u) = λ,
u ∈ E se, e somente se, Re(u) = λ,

onde Rn, Re : X\{0} → R representam os quocientes de Rayleigh não lineares
associados ao parâmetro λ > 0, sendo definidos como:

Rn(u) :=
∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ∥u∥2∗2∗
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0} (3-5)

e

Re(u) :=

1
2
∥u∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ
2∗∥u∥2

∗
2∗

1
q
∥u∥qq,a

, u ∈ X\{0}. (3-6)

Vale ressaltar que Rn e Re estão bem definidos e pertencem a C2(X\{0};R). A
demonstração desse fato segue ideias similares às do Apêndice B.

Observe que as Definições 2.4 e 2.5, apresentadas no Capítulo 2, também são
satisfeitas e amplamente utilizadas ao longo deste capítulo. Além disso, é fácil
verificar que a função B, definida na equação (2-9), não satisfaz a condição de
Ambrosetti-Rabinowitz e possui sinal indefinido ao substituirmos θb(x)|t|p−2t por
θ|t|2∗−2t.
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3.2 Resultados preliminares acerca dos métodos do

quociente de Rayleigh e Nehari

O objetivo desta seção é elucidar algumas propriedades fundamentais sobre
o método do quociente de Rayleigh não linear e o método de minimização sobre a
variedade de Nehari. É importante destacar que o conjunto N está associado ao com-
portamento de funções conhecidas como fibering map. Essas funções, representadas
por γu : (0,+∞) → R, são definidas por

γu(t) := J(tu) =
t2

2
∥u∥2 + t2(σ+1)

2(σ + 1)
α2∥∇u∥2(σ+1)

2 − tq

q
λ∥u∥qq,a +

t2
∗

2∗
θ∥u∥2∗2∗ .

Note que a identidade γu(t) possui propriedades interessantes, as quais podem ser
interpretadas de forma análoga à equação (2-11) no Capítulo 2, substituindo o
expoente p pelo expoente 2∗.

Para investigar o comportamento geométrico das fibras dos funcionais Rn(tu)

e Re(tu), dados em (3-5) e (3-6), introduzimos novas funções Qn(t) := Rn(tu) e
Qe(t) := Re(tu), para todo t > 0 e u ∈ X\{0}. Com essas funções, deduzimos pela
hipótese (A1) que

lim
t→0+

Qn(t) = +∞ e lim
t→+∞

Qn(t) = +∞.

Além disso, é fácil verificar que

lim
t→0+

d
dt
Qn(t)

t1−q
=

(2− q)∥u∥2
∥u∥qq,a

< 0 e lim
t→+∞

d
dt
Qn(t)

t2∗−q−1
=

θ(2∗ − q)∥u∥2∗2∗
∥u∥qq,a

> 0.

Como resultado, podemos afirmar que existe pelo menos um ponto crítico para
o funcional Rn. Esse ponto crítico corresponderá a um mínimo global. De forma
análoga, obtemos as mesmas condições acima para o funcional Re.

Observação 3.3 Uma vez que o funcional Rn possui pelo menos um ponto crítico,
afirmamos que esse ponto crítico é único. Com efeito, como d

dt
Rn(tu)

∣∣
t=tn(u)

= 0,
encontramos

(q − 2)∥u∥2 = α2(2(σ + 1)− q)t2σ∥∇u∥2(σ+1)
2 + θ(2∗ − q)t2

∗−2∥u∥2∗2∗ ,

para todo t = tn(u) > 0. Examinando a equação acima, introduzimos uma função
L2 : (0,+∞) → R da seguinte maneira:

L2(t) := α2(2(σ + 1)− q)t2σ∥∇u∥2(σ+1)
2 + θ(2∗ − q)t2

∗−2∥u∥2∗2∗ .

A última afirmação, em conjunto com a hipótese (A1), implica que
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lim
t→0+

L2(t) = 0 e lim
t→+∞

L2(t) = +∞,

com a função L2 estritamente crescente para todo t = tn(u) > 0. Por outro lado,
tem-se que

L3(t) = (q − 2)∥u∥2 > 0.

Portanto, há um único ponto crítico t = tn(u) > 0 para o funcional t 7→ Rn(tu).
Analogamente, temos que o funcional t 7→ Re(tu) possui um ponto crítico único
t = te(u) > 0, para cada u ∈ X\{0}.

Com o intuito de tornar mais acessível ao leitor, a Figura 3.1 ilustra a possível
geometria das funções L2 e L3.

t0 tn(u)

L2(t)

L3(t)

L2(t)

Figura 3.1: Existência e unicidade de tn(u) > 0.

Observe que nossas hipóteses não garantem que a imersão X ↪→ Ls(RN) seja
compacta, para cada s ∈ [2, 2∗). Esse fato introduz algumas dificuldades adicionais
em nosso trabalho, as quais ficarão evidentes a seguir. Dessa forma, o próximo
resultado desempenha um papel crucial, especialmente no que diz respeito à questão
da compacidade.

Proposição 3.4 Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1). Assuma que uk ⇀ u em X, para
algum u ∈ X. Então, obtemos que

lim
k→+∞

∥uk − u∥qq,a = lim
k→+∞

∫
RN

a(x)|uk − u|qdx = 0.

Prova. Seja a bola aberta B(x0, R) ⊂ RN com x0 ∈ RN e R > 0. É sabido que∫
RN

a(x)|uk − u|qdx =

∫
RN\B(x0,R)

a(x)|uk − u|qdx+

∫
B(x0,R)

a(x)|uk − u|qdx.
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Enfatizamos pela hipótese (A2) que existe R > 0 (fixo) de tal maneira que∫
RN\B(x0,R)

|a(x)|r̃dx < ε, com r̃ =
2∗

2∗ − q
.

A última estimativa, juntamente com a desigualdade de Hölder e a imersão contínua
X ↪→ Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗], nos permite concluir que

∫
RN\B(x0,R)

a(x)|uk − u|qdx ≤
(∫

RN

|uk − u|2∗dx
) q

2∗
(∫

RN\B(x0,R)

|a(x)|r̃dx
) 1

r̃

= ∥uk − u∥q2∗
(∫

RN\B(x0,R)

|a(x)|r̃dx
) 1

r̃

≤ S
− q

2
2∗ ε

1
r̃ ∥uk − u∥q

≤ C1S− q
2

2∗ ε
1
r̃ .

Além disso, como uk ⇀ u em X para algum u ∈ X, deduzimos que uk(x) → u(x)

q.t.p. em B(x0, R), uk → u em Ls(B(x0, R)) e |uk| ≤ hs, onde hs ∈ Ls(B(x0, R)),
para cada s ∈ [1, 2∗) e R > 0. Com isso, temos pela hipótese (A2) que a ∈ L∞

loc(RN)

e, portanto,
a(x)|uk − u|q ≤ CRhq

s ∈ L1(B(x0, R)).

Logo, aplicando o Teorema da Convergência Dominada, obtemos que∫
B(x0,R)

a(x)|uk − u|qdx < ε, k ≥ k0.

Como produto, inferimos que

lim
k→+∞

∫
RN

a(x)|uk − u|qdx = 0.

Em particular, a Identidade de Brezis-Lieb estabelece que

lim
k→+∞

∥uk∥qq,a = ∥u∥qq,a.

Isso completa a prova. □

Nesta etapa, apresentamos um dos resultados mais pertinentes deste capítulo: o
funcional energia demonstra ser fracamente semicontínuo inferior. Esta constatação
é fundamental para a prova de que toda sequência minimizante contém uma
subsequência convergente.

Lema 3.5 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ, θ > 0. Assuma que existe uma
sequência (uk) ∈ X tal que uk ⇀ u em X, para algum u ∈ X\{0}. Então o funcional
u 7→ J(u) é fracamente semicontínuo inferiormente.
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Prova. Seja (uk) ∈ X uma sequência tal que uk ⇀ u em X, para algum u ∈ X\{0}.
Nesse caso, é fácil ver que

∥u∥2 ≤ lim inf
k→+∞

∥uk∥2.

Adicionalmente, usando a Proposição 3.4 e o fato de que uk ⇀ u em X, encontramos

lim
k→+∞

∥uk∥qq,a = ∥u∥qq,a.

Em vista de que uk(x) → u(x) q.t.p. em RN , obtemos pelo Lema de Fatou que

∥u∥2∗2∗ ≤ lim inf
k→+∞

∥uk∥2
∗

2∗ .

Utilizando o mesmo raciocínio discutido no Lema 1.20, tem-se que

∥∇u∥2(σ+1)
2 ≤ lim inf

k→+∞
∥∇uk∥2(σ+1)

2 .

Sob tais condições, podemos concluir que

J(u) =
1

2
∥u∥2 + α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − λ

q
∥u∥qq,a +

θ

2∗
∥u∥2∗2∗

≤ lim inf
k→+∞

(
1

2
∥uk∥2 +

α2

2(σ + 1)
∥∇uk∥2(σ+1)

2 − λ

q
∥uk∥qq,a +

θ

2∗
∥uk∥2

∗
2∗

)
= lim inf

k→+∞
J(uk).

Isso completa a demonstração. □

Observação 3.6 Salientamos que os funcionais u 7→ Rn(tu) e u 7→ Re(tu) são
fracamente semicontínuos inferiormente para todo t > 0. A prova segue utilizando
as mesmas ideias discutidas no Lema 3.5, com ênfase na aplicação do Lema de
Fatou.

Proposição 3.7 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Então a
função tn é (−1)–homogênea. Além disso, a função Sn é 0–homogênea e é contínua.

Prova. A prova usa os mesmos argumentos discutidos na Proposição 2.13. □

Agora, vamos explorar algumas propriedades interessantes relacionadas ao
método do quociente de Rayleigh não linear. Salientamos que essas propriedades
possuem uma estrutura semelhante àquelas estabelecidas no Capítulo 2, as quais
utilizamos para demonstrar a coercividade sobre a variedade de Nehari N+. Em
contraste com o Capítulo 2, optamos por apresentar esses resultados logo no início
desse capítulo, uma vez que serão úteis, por exemplo, para demonstrar que a função
Sn é limitada inferiormente por uma constante positiva. Dessa forma, para todo
t > 0 e u ∈ X\{0}, obtemos as seguintes estimativas:
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Rn(tu) =
∥tu∥2 + α2∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 + θ∥tu∥2∗2∗
∥tu∥qq,a

≥ ∥tu∥2 + θ∥tu∥2∗2∗
∥tu∥qq,a

,

e

Re(tu) =

1
2
∥tu∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇(tu)∥2(σ+1)

2 + θ
2∗∥tu∥2

∗
2∗

1
q
∥tu∥qq,a

≥
1
2
∥tu∥2 + θ

2∗∥tu∥2
∗

2∗

1
q
∥tu∥qq,a

.

Essas desigualdades nos possibilitam definir novos funcionais R̂n, R̂e : X\{0} → R
dados por

R̂n(tu) :=
∥tu∥2 + θ∥tu∥2∗2∗

∥tu∥qq,a
e R̂e(tu) :=

1
2
∥tu∥2 + θ

2∗∥tu∥2
∗

2∗

1
q
∥tu∥qq,a

, t > 0. (3-7)

Uma simples manipulação algébrica em (3-7) garante que

∥u∥qq,a
(

d

dt
R̂n(tu)

)
= (2− q)t1−q∥u∥2 + θ(2∗ − q)t2

∗−q−1∥u∥2∗2∗ = 0,

∥u∥qq,a
(

d

dt
R̂e(tu)

)
=

(
2− q

2

)
t1−q∥u∥2 + θ

(
2∗ − q

2∗

)
t2
∗−q−1∥u∥2∗2∗ = 0.

se, e somente se,

t̂n(u) :=

[
(q − 2)

θ(2∗ − q)

∥u∥2
∥u∥2∗2∗

] 1
2∗−2

e t̂e(u) :=

[
2∗

2

] 1
2∗−2

t̂n(u),

onde t̂n e t̂e representam os únicos pontos críticos dos funcionais R̂n e R̂e, respecti-
vamente. Como produto, deduzimos que

Ŝn(u) := R̂n(t̂n(u)u) =
1

∥u∥qq,a

([
(q − 2)∥u∥2

θ(2∗ − q)∥u∥2∗2∗

] 2−q
2∗−2

∥u∥2

+θ

[
(q − 2)∥u∥2

θ(2∗ − q)∥u∥2∗2∗

] 2∗−q
2∗−2

∥u∥2∗2∗


= I1θ

q−2
2∗−2

∥u∥2 2∗−q
2∗−2∥u∥2

∗ q−2
2∗−2

2∗

∥u∥qq,a
, (3-8)

onde I1 é uma constante positiva definida por

I1 :=

(
q − 2

2∗ − q

) 2∗−q
2∗−2

(
2∗ − 2

q − 2

)
.

De maneira análoga, segue-se que

Ŝe(u) := R̂e(t̂e(u)u) = I2θ
q−2
2∗−2

∥u∥2 2∗−q
2∗−2∥u∥2

∗ q−2
2∗−2

2∗

∥u∥qq,a
,
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onde I2 é uma constante positiva dada por

I2 :=

(
2∗(q − 2)

2(2∗ − q)

) 2∗−q
2∗−2

(
q(2∗ − 2)

2∗(q − 2)

)
.

É fácil perceber que Sn(u) ≥ Ŝn(u) e Se(u) ≥ Ŝe(u) para cada u ∈ X\{0}, onde

Ŝn(u) = inf
t>0

R̂n(tu) e Ŝe(u) = inf
t>0

R̂e(tu).

Observação 3.8 É relevante destacar que as mesmas propriedades apresentadas na
Proposição 2.27 e na Observação 2.28 são válidas para as funções Ŝn e Ŝe. Optamos
por omitir os detalhes.

Proposição 3.9 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Então
existe uma constante positiva C2∗ = C2∗(q, α1, α2, θ, N, σ, S2∗) tal que ∥v∥ ≥ C2∗, para
todo v = tn(u)u. Além disso, a função Sn é limitada por baixo por uma constante
positiva C0.

Prova. Mais uma vez, lembramos que tn(u) > 0 é o único ponto de mínimo local
para Rn(tu). Essa afirmação implica que d

dt
Rn(tu)

∣∣
t=tn(u)

= 0 se, e somente se,

(q − 2)∥tn(u)u∥2 = α2(2(σ + 1)− q)∥∇(tn(u)u)∥2(σ+1)
2

+θ(2∗ − q)∥tn(u)u∥2
∗

2∗ . (3-9)

Um cálculo simples prova que

∥∇w∥2(σ+1)
2 ≤ 1

ασ+1
1

∥w∥2(σ+1), w ∈ X\{0}.

Dessa forma, fazendo v = tn(u)u na equação (3-9) e, em seguida, utilizando a imersão
contínua X ↪→ Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗] e a hipótese (A1), temos

(q − 2)∥v∥2 ≤ α2

ασ+1
1

(2(σ + 1)− q)∥v∥2(σ+1) + θ(2∗ − q)S
− 2∗

2
2∗ ∥v∥2∗ . (3-10)

Consequentemente, mencionamos que

1 ≤ C1∥v∥2σ + C2θ∥v∥2
∗−2,

onde C1, C2 são constantes positivas dadas por

C1 :=
[
α2(2(σ + 1)− q)

ασ+1
1 (q − 2)

]
e C2 :=

[
2∗ − q

S
2∗
2

2∗ (q − 2)

]
.
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Assim, fazendo uma manipulação algébrica na desigualdade (3-10), tem-se que

∥v∥ ≥
(

1

C1 + θC2

) 1
2σ

=: C3 > 0, se ∥v∥ ≤ 1,

e

∥v∥ ≥
(

1

C1 + θC2

) 1
2∗−2

=: C4 > 0, se ∥v∥ ≥ 1.

Portanto, existe uma constante C2∗ > 0 tal que ∥v∥ ≥ C2∗ , onde C2∗ := min{C3, C4}.
Por conseguinte, a desigualdade de Hölder com expoentes r̃ = 2∗

2∗−q
> 1 e 2∗

q
> 1 nos

fornece que

∥u∥qq,a ≤
(∫

RN

|a(x)|r̃dx
) 1

r̃
(∫

RN

|u|2∗dx
) q

2∗

= ∥a∥r̃∥u∥q2∗ , (3-11)

para todo u ∈ X\{0}. Agora, aplicando a imersão contínua X ↪→ Ls(RN) para cada
s ∈ [2, 2∗], obtemos

∥u∥2
2∗−q
2∗−2

2∗ ≤ S
− 2∗−q

2∗−2

2∗ ∥u∥2 2∗−q
2∗−2 , u ∈ X\{0}.

A última desigualdade, juntamente com as estimativas (3-8) e (3-11), garante que

Sn(u) ≥ Ŝn(u) ≥ I1θ
q−2
2∗−2

S
− 2∗−q

2∗−2

2∗ ∥a∥r̃

∥u∥2
2∗−q
2∗−2

2∗ ∥u∥2
∗ q−2
2∗−2

2∗

∥u∥q2∗

=
I1θ

q−2
2∗−2

S
− 2∗−q

2∗−2

2∗ ∥a∥r̃
=: C0.

Portanto, a função Sn é limitada por baixo por uma constante positiva. □

Observação 3.10 Assumindo que a ∈ L∞(RN), temos que a função Sn é limi-
tada por baixo por uma constante positiva Cq. De fato, usando a desigualdade de
Interpolação, deduzimos que

∥u∥qq,a ≤ ∥a∥∞∥u∥qµ2 ∥u∥q(1−µ)
2∗ , onde

qµ

2
+

q(1− µ)

2∗
= 1

com µ = 2(2∗−q)
q(2∗−2)

∈ (0, 1). Uma vez que V (x) ≥ V0, segue que

∥u∥2 ≤ V
− 1

2
0 ∥u∥, u ∈ X.
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Essas condições asseguram que

Sn(u) ≥ Ŝn(u)

= I1θ
q−2
2∗−2

∥u∥2 2∗−q
2∗−2∥u∥2

∗ q−2
2∗−2

2∗

∥u∥qq,a

≥ I1θ
q−2
2∗−2

∥u∥2 2∗−q
2∗−2∥u∥2

∗ q−2
2∗−2

2∗

∥a∥∞∥u∥2
2∗−q
2∗−2

2 ∥u∥2
∗ q−2
2∗−2

2∗

≥ I1θ
q−2
2∗−2V

2∗−q
2∗−2

0

∥a∥∞
=: Cq.

Define um conjunto aberto U∗ := {u ∈ X\{0} : λ > Sn(u)}. Essa definição
nos permite demonstrar que a função Sn é fracamente semicontínua inferiormente
para cada u ∈ U∗.

Proposição 3.11 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Então a
função Sn(u) é fracamente semicontínua inferiormente para cada u ∈ U∗.

Prova. Seja (uk) ∈ U∗ uma sequência tal que uk ⇀ u em X, quando k → +∞.
Primeiramente, assuma que

∥u∥ < lim inf
k→+∞

∥uk∥.

Um cálculo simples, utilizando o fato de que Rn é fracamente semicontínuo inferior-
mente para todo t > 0, mostra que

Rn(tu) < lim inf
k→+∞

Rn(tuk) ≤ λ.

Em particular, para k ∈ N suficientemente grande, tem-se que Rn(tu) < Rn(tuk),
para todo t > 0. As últimas condições asseguram que existem tn(u), tn(uk) > 0 tais
que tn(u) ≤ tn(uk) ou tn(uk) ≤ tn(u), para cada k ∈ N suficientemente grande.
Dessa maneira, inferimos que

Sn(u) = Rn(tn(u)u) ≤ Rn(tn(uk)u)

≤ lim inf
k→+∞

Rn(tn(uk)uk)

= lim inf
k→+∞

Sn(uk). (3-12)

Nesta etapa, assuma que
∥u∥ = lim inf

k→+∞
∥uk∥.

Como u 7→ Rn(u) e u 7→ tn(u) são funções contínuas, concluímos que (3-12) também
é satisfeita. Isso completa a prova. □
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A fim de facilitar a compreensão da Proposição 3.11, optamos por apresentar
uma ilustração geométrica dos passos que percorremos para chegar a esse resultado.

t0

Sn(u)

Sn(uk)

tn(uk)

Rn(tu)

tn(u) tn(uk)

Rn(tuk)Rn(tuk)

Figura 3.2: Rn(tu) < Rn(tuk), para cada k ∈ N suficiente-
mente grande e t > 0.

A próxima proposição prova que os números positivos λ∗ e λ∗, estabelecidos na
Definição 2.5, são atingidos por alguma função u ∈ X\{0}. Esse resultado é crucial
para garantir a existência de pontos críticos para o funcional energia J .

Proposição 3.12 Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1). Então existe u ∈ X\{0} de tal
modo que

λ∗ = inf
w∈X\{0}

Sn(w) = Sn(u) e λ∗ = inf
w∈X\{0}

Se(w) = Se(u).

Além disso, temos que 0 < λ∗ < λ∗ < +∞.

Prova. Inicialmente, afirmamos que λ∗ é atingido por alguma função u ∈ X\{0}.
Com efeito, seja (uk) ∈ X\{0} uma sequência minimizante para Sn. Sabemos pela
equação (3-5) que

Sn(vk) =
∥vk∥2 + α2∥∇vk∥2(σ+1)

2 + θ∥vk∥2∗2∗
∥vk∥qq,a

, (3-13)

onde vk = tn(uk)uk. Agora, defina uma sequência normalizada wk = vk
∥vk∥q,a com

∥wk∥q,a = 1. Dessa forma, usando a Proposição 3.7 e (3-13), mencionamos que

Sn(vk) = Sn(wk) = ∥wk∥2 + α2∥∇wk∥2(σ+1)
2 + θ∥wk∥2∗2∗ → λ∗,

quando k → +∞. Como consequência, dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que

∥wk∥2 ≤ ∥wk∥2 + α2∥∇wk∥2(σ+1)
2 + θ∥wk∥2

∗
2∗ ≤ λ∗ + ε, k ≥ k0.
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Isso significa que a sequência (wk) é limitada em X. Assim, existe w ∈ X de tal
maneira que wk ⇀ w em X. Aqui, afirmamos que w ̸= 0. De fato, suponha por
contradição que w = 0 com wk ⇀ 0 em X. A última condição, juntamente com a
Proposição 3.4, nos fornece que

1 = ∥wk∥qq,a = ∥w∥qq,a + ok(1) = 0,

o que é uma contradição. Logo, obtemos que a função w ̸= 0. Portanto, usando a
Proposição 3.11, inferimos

λ∗ ≤ Sn(w) ≤ lim inf
k→+∞

Sn(wk) = λ∗.

Concluímos que λ∗ = Sn(w), para alguma função w ∈ X\{0}. Similarmente, temos
que o número λ∗ também é atingido por alguma função u ∈ X\{0}. A prova de
0 < λ∗ < λ∗ < +∞ segue de maneira similar a demonstração da Proposição 2.20. □

Neste momento, apresentamos um resultado no qual, conforme varia o parâ-
metro λ, obtemos projeções únicas sobre a variedade de Nehari N .

Proposição 3.13 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Então
para cada u ∈ U∗, a identidade γu(t) = J(tu) possui exatamente dois pontos críticos
distintos de modo que 0 < tn,−(u) < tn(u) < tn,+(u) < +∞, onde

(a) O número positivo tn,+(u) é um ponto de mínimo local para a identidade γu

tal que tn,+(u)u ∈ N+;
(b) O número positivo tn,−(u) é um ponto de máximo local para a identidade γu

tal que tn,−(u)u ∈ N−;
(c) Os conjuntos de Nehari N+ e N− são não vazios, para cada u ∈ U∗;
(d) As funções u 7→ tn,+(u) e u 7→ tn,−(u) pertencem a C1(U∗;R).

Prova. Destacamos que a demonstração desta proposição segue exatamente os
mesmos princípios discutidos na Proposição 2.17. Por uma questão de organização,
optamos por omitir os detalhes. □

É importante ressaltar que os mesmos resultados obtidos anteriormente
aplicam-se também à função Se.

Proposição 3.14 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Então,

(a) A função te é (−1)–homogênea;
(b) A função Se é 0–homogênea, contínua e fracamente semicontínua inferior-

mente;
(c) Existe uma constante C5 > 0 de tal forma que ∥w∥ ≥ C5, para todo w = te(u)u;



3.3 Resultados relativos à variedade de Nehari 140

(d) A função Se é limitada por baixo por uma constante positiva C6;
(e) Existem dois pontos te,+(u) e te,−(u) com 0 < te,−(u) < te(u) < te,+(u) < +∞

tais que te,+(u)u ∈ E e te,−(u)u ∈ E. Além disso, as funções u 7→ te,+(u) e
u 7→ te,−(u) pertencem a C1(U∗;R), onde U∗ := {u ∈ X\{0} : λ > Se(u)}.

Prova. A prova segue precisamente o mesmo raciocínio discutido nas Proposições
3.7, 3.9, 3.11 e 3.13. □

Observação 3.15 Note que, para cada λ ∈ (λ∗,+∞), a identidade γ′
u(t) = 0 é

satisfeita para um único ponto crítico t = tn(u) > 0 tal que tn(u)u ∈ N 0 quando
λ = Sn(u). Além disso, a identidade γ′

u(t) = 0 não admite nenhum ponto crítico
quando λ < Sn(u). Para uma compreensão mais detalhada, veja a Proposição 2.21.

3.3 Resultados relativos à variedade de Nehari

Nesta seção, exploramos resultados relevantes relacionados ao método de
minimização sobre a variedade de Nehari. Os dois primeiros resultados garantem
de maneira simples que o funcional energia J é coercivo em relação a N .

Lema 3.16 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ, θ > 0. Então existe uma constante
positiva δq = δq(q, λ, S

− q
2

2∗ , ∥a∥r̃) tal que ∥u∥ ≥ δq, para cada u ∈ N . Além disso, o
funcional energia J é coercivo em N− ∪N 0 sempre que λ ∈ (λ∗,+∞).

Prova. Considere u ∈ N uma função fixa. Isso implica que

0 = ∥u∥2 + α2∥∇u∥2(σ+1)
2 − λ∥u∥qq,a + θ∥u∥2∗2∗ ≥ ∥u∥2 − λ∥u∥qq,a.

Como resultado, segue-se pela estimativa (3-11) e a imersão contínua X ↪→ Ls(RN),
para cada s ∈ [2, 2∗], que

∥u∥2 ≤ λ∥u∥qq,a ≤ λ∥a∥r̃∥u∥q2∗ ≤ λ∥a∥r̃S− q
2

2∗ ∥u∥q.

Dessa forma, mencionamos que

∥u∥ ≥
[

1

λ∥a∥r̃S− q
2

2∗

] 1
q−2

=: δq. (3-14)

Portanto, a variedade de Nehari N está longe da origem. Adicionalmente, afirmamos
que o funcional energia J é coercivo em N− ∪ N 0. Com efeito, seja u ∈ N− ∪ N 0.
Então

J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) ≤ 0.
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A última estimativa, juntamente com (3-3), assegura que

−α2

(
2(σ + 1)− q

2q(σ + 1)

)
∥∇u∥2(σ+1)

2 ≥ −
(

q − 2

2q(σ + 1)

)
∥u∥2

+θ

(
2∗ − q

2q(σ + 1)

)
∥u∥2∗2∗ . (3-15)

Note que, utilizando a desigualdade (3-15) e a hipótese (A1), encontramos

J(u) = J(u)− 1

q
J ′(u)u

=

(
q − 2

2q

)
∥u∥2 − α2

(
2(σ + 1)− q

2q(σ + 1)

)
∥∇u∥2(σ+1)

2 − θ

(
2∗ − q

2∗q

)
∥u∥2∗2∗

≥
(

qσ − 2σ

2qσ + 2q

)
∥u∥2 + θ

(
(2∗ − q)(2∗ − 2(σ + 1))

2∗2q(σ + 1)

)
∥u∥2∗2∗

≥
(

qσ − 2σ

2qσ + 2q

)
∥u∥2. (3-16)

Uma implicação direta da desigualdade (3-16) é

lim
∥u∥→+∞

J(u) = +∞.

Isso finaliza a prova. □

Lema 3.17 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0. Então o
funcional energia J é coercivo em N+.

Prova. Suponha que ∥u∥ → +∞, para toda função fixa u ∈ N+. Nesse caso, tem-se
que J ′(u)u = 0 e J ′′(u)(u, u) > 0. A última condição implica que

λ(2∗ − q)∥u∥qq,a > (2∗ − 2)∥u∥2 + α2(2
∗ − 2(σ + 1))∥∇u∥2(σ+1)

2

≥ (2∗ − 2)∥u∥2.

Como produto, obtemos

∥u∥qq,a >
1

λ

(
2∗ − 2

2∗ − q

)
∥u∥2. (3-17)

Analisando a desigualdade (3-17), é fácil perceber que

lim
∥u∥→+∞

∥u∥qq,a = +∞.

Além disso, utilizando a estimativa (3-11), tem-se que

∥u∥2∗q,a ≤ ∥a∥
2∗
q

r̃ ∥u∥2∗2∗ .
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Essa desigualdade, juntamente com ∥u∥q,a → +∞, garante que

Re(u) =

1
2
∥u∥2 + α2

2(σ+1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 + θ
2∗∥u∥2

∗
2∗

1
q
∥u∥qq,a

≥ θq

2∗
∥u∥2∗2∗
∥u∥qq,a

≥ θq

2∗∥a∥
2∗
q

r̃

∥u∥2∗−q
q,a

→ +∞.

Agora, para simplificar a notação, considere J(u) = Jλ(u) onde

Jλ(u) = JRe(u)(u) +

(
Re(u)− λ

q

)
∥u∥qq,a. (3-18)

Observe que JRe(u)(u) = 0, para cada u ∈ E . Dessa forma, como Re(u) → +∞,
quando ∥u∥ → +∞, segue para ∥u∥ suficientemente grande que Re(u) > λ. Nesse
caso, substituindo (3-17) em (3-18), tem-se que

Jλ(u) =

(
Re(u)− λ

q

)
∥u∥qq,a >

(
Re(u)

λ
− 1

)(
2∗ − 2

q(2∗ − q)

)
∥u∥2.

Portanto, pela hipótese (A1), temos que J(u) → +∞ quando ∥u∥ → +∞. □

Proposição 3.18 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0. Então o
conjunto de Nehari N 0 é não vazio.

Prova. Inicialmente, assuma que λ = λ∗ seja satisfeito. Assim, não é difícil ver pela
Proposição 3.12 que

λ = Sn(u) = Rn(tn(u)u), u ∈ X\{0}.

Como tn(u) > 0 é o único ponto de mínimo local para Qn(tn(u)) = Rn(tn(u)u),
temos

d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn(u)

= 0.

Um cálculo simples assegura que

0 =
d

dt
Qn(t)

∣∣∣∣
t=tn(u)

=
1

tn(u)

J ′′(tn(u)u)(tn(u)u, tn(u)u)

Qθ(tn(u)u)
, u ∈ X\{0}.

Isso implica que J ′′(tn(u)u)(tn(u)u, tn(u)u) = 0 tal que tn(u)u ∈ N 0. Portanto, o
conjunto N 0 é não vazio. Neste momento, assuma que λ ∈ (λ∗,+∞) seja satisfeito.
Considere (wk) ∈ X\{0} uma sequência, de tal modo que ∥wk∥ = 1 onde wk ⇀ 0
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em X e (wk) não converge fortemente para a função nula em X. Uma simples
manipulação algébrica em (3-11) prova que

∥wk∥
2∗ q−2

2∗−2

2∗ ≥ 1

∥a∥
2∗(q−2)
q(2∗−2)

r̃

∥wk∥
2∗ q−2

2∗−2
q,a .

Além disso, aplicando a Proposição 3.4 e o fato de que wk ⇀ 0 em X, mencionamos

lim
k→+∞

∥wk∥q,a = 0.

As últimas afirmações implicam que

Ŝn(wk) ≥ I1θ
q−2
2∗−2

∥wk∥
2∗ q−2

2∗−2

2∗

∥wk∥qq,a
=

θ
q−2
2∗−2

∥a∥
2∗(q−2)
q(2∗−2)

r̃

(
1

∥wk∥q,a

)2 2∗−q
2∗−2

→ +∞,

quando k → +∞. Logo, podemos deduzir que Sn(wk) ≥ Ŝn(wk) → +∞. Consequen-
temente, para todo k ∈ N suficientemente grande, tem-se que Sn(wk) > λ. Dessa
forma, empregando o mesmo raciocínio apresentado na Proposição 1.29, concluímos
a demonstração dessa proposição. □

Observação 3.19 É importante destacar que uma implicação imediata do Lema
3.16 é que N e N 0 são conjuntos fechados em X, para cada λ ∈ (λ∗,+∞). Além
disso, sabemos que as variedades N+ e N− obedecem à seguinte condição:

N+ = N+ ∪N 0 e N− = N− ∪N 0.

A demonstração desse fato segue exatamente as ideias discutidas na Proposição
2.24, onde chegamos a uma contradição nos casos (i), (ii) e (iii), uma vez que
para qualquer u ∈ N 0, temos que B(u,R) ∩ N ̸⊂ N 0. Ressaltamos que a principal
modificação aqui em relação à Proposição 2.24 foi o sistema obtido no item (ii).
Dessa forma, nos deparamos então com o seguinte sistema de equações:

x− y − z = 0

2x− (2σ + 2)y − 2∗z = 0

(q − 1)x+ (2σ + 1− q)y + (2∗ − q − 1)z > 0,

onde as variáveis

x = (q − 2)∥u∥2, y = α2(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2 e z = θ(2∗ − q)∥u∥2∗2∗ .

Em vista do sistema acima, definimos um número Λ dado por

Λ = (q − 1)x+ (2σ + 1− q)y + (2∗ − q − 1)z.
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Assim, baseado na construção de Λ, definimos o seguinte sistema:
x− y − z = 0

2x− (2σ + 2)y − 2∗z = 0

(q − 1)x+ (2σ + 1− q)y + (2∗ − q − 1)z = Λ.

(3-19)

Consequentemente, o sistema (3-19) pode ser escrito como: 1 −1 −1

2 −2σ − 2 −2∗

q − 1 2σ + 1− q 2∗ − q − 1


︸ ︷︷ ︸

matriz D

·

 x

y

z

 =

 0

0

Λ

 .

Note que detD = 0. Além disso, aplicando o método do escalonamento na matriz
D, mencionamos que

1 −1 −1 0

2 −2σ − 2 −2∗ 0

q − 1 2σ + 1− q 2∗ − q − 1 Λ

L2 ← −2L1 + L2

L3 ← (1− q)L1 + L3

−→
L3 ← L2 + L3

1 −1 −1 0

0 −2σ 2− 2∗ 0

0 0 0 Λ

,

onde L1, L2 e L3 representam, respectivamente, a primeira, a segunda e a terceira
linha da matriz escalonada. Portanto, temos que Λ = 0.

Destacamos que uma consequência imediata da Observação 3.19 é que os níveis
de energia cN+ , cN− e cN 0 , podem ser expressos por:

cN 0 = inf
u∈N 0

J(u) ≥ inf
u∈N+∪N 0

J(u) = inf
u∈N+

J(u) = inf
u∈N+

J(u) = cN+ , (3-20)

cN 0 = inf
u∈N 0

J(u) ≥ inf
u∈N−∪N 0

J(u) = inf
u∈N−

J(u) = inf
u∈N−

J(u) = cN− . (3-21)

Lema 3.20 Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1). Então qualquer sequência (uk) ∈ N
tal que uk ⇀ u em X, para algum u ∈ X satisfaz u ̸= 0.

Prova. Suponha por contradição que u = 0. Uma vez que uk ⇀ 0 em X, quando
k → +∞, deduzimos pela Proposição 3.4 que ∥uk∥qq,a → 0, quando k → +∞.
Consequentemente, dada uma sequência (uk) ∈ N , inferimos que

∥uk∥2 ≤ ∥uk∥2 + α2∥∇uk∥2(σ+1)
2 + θ∥uk∥2

∗
2∗ = λ∥uk∥qq,a → 0,

quando k → +∞. Isso significa que ∥uk∥ → 0, quando k → +∞. A última afirmação,
em conjunto com o Lema 3.16, garante que 0 < δq ≤ ∥uk∥ → 0, o que é uma
contradição. Portanto, u ̸= 0. Isso completa a prova do lema. □
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Neste momento, apresentamos dois resultados cruciais que afirmam que toda
sequência minimizante em N− e N+ converge fortemente para uma função não nula
em X. Esses resultados são similares aos do Capítulo 2 e, devido à sua relevância,
optamos por apenas enunciá-los.

Lema 3.21 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Seja (uk) ⊂ N−

uma sequência minimizante para J em N−. Então existe u ∈ X\{0} tal que, a
menos de uma subsequência, uk → u fortemente em X quando k → +∞ com a
função u ∈ N− ∪N 0. Consequentemente, inferimos que cN− = J(u) > 0.

Prova. A prova desse resultado segue as mesmas ideias discutidas no Lema 2.34. □

Lema 3.22 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), λ ∈ (λ∗,+∞) e θ > 0. Seja (vk) ⊂ N+

uma sequência minimizante para J em N+. Então existe v ∈ X\{0} tal que, a
menos de uma subsequência, vk → v fortemente em X quando k → +∞ com a
função v ∈ N+ ∪N 0. Consequentemente, obtemos que cN+ = J(v).

Prova. A prova desse resultado segue as mesmas ideias discutidas no Lema 2.36. □
É importante destacar que, ao analisarmos a Proposição 2.37 e o Lema 3.22,

concluímos que cN+ = J(v) = 0 para λ = λ∗; cN+ = J(v) < 0 para λ ∈ (λ∗,+∞)

e cN+ = J(v) > 0 para λ ∈ (λ∗, λ∗). A Figura 3.3 abaixo ilustra geometricamente
essas propriedades.

ttn,−(u)

Energia

tn,+(u)

cN+ < 0

com λ ∈ (λ∗, λ∗)

com λ = λ∗

com λ ∈ (λ∗,+∞)

cN+ = 0

cN+ > 0

cN− > 0

cN− > 0

cN− > 0

t 7→ J(tu)

t 7→ J(tu)

t 7→ J(tu)

Figura 3.3: Comportamento geométrico do funcional J(tu).

Note que a Proposição 3.18, juntamente com os Lemas 3.21 e 3.22, assegura
que os minimizadores u ∈ N− ∪ N 0 e v ∈ N+ ∪ N 0 podem pertencer à variedade
de Nehari N 0. Essa situação introduz desafios na busca por pontos críticos para o
funcional energia J , uma vez que não podemos aplicar diretamente o Teorema dos
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Multiplicadores de Lagrange [25, Teorema 7.8.2]. Para superar essa dificuldade, as
próximas proposições estabelecem condições precisas sobre os parâmetros λ, θ > 0

de modo a garantir que u, v ̸∈ N 0.
Com intuito de tornar mais acessível a compreensão do leitor, adotamos as

seguintes notações: J(u) = Jλ,θ(u), J ′(u)u = J ′
λ,θ(u)u, J ′′(u)(u, u) = J ′′

λ,θ(u)(u, u),
N = Nλ,θ, E = Eλ,θ, cN+ = cN+

λ,θ
, cN− = cN−λ,θ e cN 0 = cN 0

λ,θ
.

Proposição 3.23 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ ∈ (λ∗,+∞). Assuma que
existe q1 > 0 de modo que 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗. Então existe θ0 > 0

suficientemente pequeno tal que o minimizador v ∈ N+
λ,θ ∪N 0

λ,θ obtido no Lema 3.22
pertence à variedade de Nehari N+

λ,θ desde que:

(a) λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0;
(b) λ ∈ (λ∗, λ∗) e θ ∈ (0, θ0).

Prova. Sabemos pelo Lema 3.22 que v ∈ N+
λ,θ ∪N 0

λ,θ é o minimizador na variedade
de Nehari N+

λ,θ, onde cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v). Um cálculo simples prova que

cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v) ≤ 0,

para cada λ ∈ [λ∗,+∞). As últimas condições mostram que

cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v) = inf
w∈N+

λ,θ

Jλ,θ(w) ≤ 0 < inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w) = cN 0
λ,θ
,

para cada λ ∈ [λ∗,+∞). Portanto, v pertence unicamente a N+
λ,θ. Isso completa a

prova do item (a). Agora, assuma que o item (b) seja satisfeito. Não é dificil verificar
que

cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v) > 0,

para cada λ ∈ (λ∗, λ∗). Salientamos pela Proposição C.2 que a função (λ, θ) 7→ cN+
λ,θ

é contínua e crescente em θ > 0, e decrescente em λ > 0. Dessa forma, nosso principal
objetivo é provar que

cN+
λ,θ

= inf
w∈N+

λ,θ

Jλ,θ(w) < inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w) = cN 0
λ,θ
,

veja a estimativa (3-20). Com efeito, suponha por contradição que cN+
λ,θ

= cN 0
λ,θ

. Uma
vez que v ∈ N 0

λ,θ, tem-se que J ′
λ,θ(v)v = 0 e J ′′

λ,θ(v)(v, v) = 0. Sob essas afirmações,
deduzimos que

α2

(
2(σ + 1)− q

2q(σ + 1)

)
∥∇v∥2(σ+1)

2 =

(
q − 2

2q(σ + 1)

)
∥v∥2 − θ

(
2∗ − q

2q(σ + 1)

)
∥v∥2∗2∗ .
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Como resultado, utilizando os mesmos cálculos discutidos em (3-16), inferimos

Jλ,θ(v) =

(
qσ − 2σ

2qσ + 2q

)
∥v∥2 + θ

(
(2∗ − q)(2∗ − 2(σ + 1))

2∗2q(σ + 1)

)
∥v∥2∗2∗ . (3-22)

Sejam θe > 0 e λe ∈ (λ∗, λ) parâmetros fixos. Desse modo, a Proposição C.2 nos
fornece que cN+

λe,θe
≥ cN+

λ,θ
, para todo λ ≥ λe e θ ∈ (0, θe). A última estimativa, em

conjunto com a equação (3-22) e a hipótese (A1), implica que

cN+
λe,θe

≥ cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v)

=

(
qσ − 2σ

2qσ + 2q

)
∥v∥2 + θ

(
(2∗ − q)(2∗ − 2(σ + 1))

2∗2q(σ + 1)

)
∥v∥2∗2∗

≥
(

qσ − 2σ

2qσ + 2q

)
∥v∥2.

Fazendo um cálculo simples, mencionamos que

∥v∥ ≤
√

2qσ + 2q

qσ − 2σ
cN+

λe,θe
.

Por outro lado, usando a estimativa (3-3), concluímos que

(q − 2)∥v∥2 = α2(2(σ + 1)− q)∥∇v∥2(σ+1)
2 + θ(2∗ − q)∥v∥2∗2∗ ,

para todo v ∈ N 0
λ,θ. Aqui, observamos que

∥∇w∥2(σ+1)
2 ≤ 1

ασ+1
1

∥w∥2(σ+1), w ∈ X\{0}. (3-23)

Dessa forma, a imersão contínua X ↪→ Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗], juntamente
com a desigualdade (3-23) e a hipótese (A1), garantem que

1 ≤ α2

ασ+1
1

(
2(σ + 1)− q

q − 2

)
∥v∥2σ + θS

− 2∗
2

2∗

(
2∗ − q

q − 2

)
∥v∥2∗−2. (3-24)

Isso significa que

∥v∥ ≥

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

S
2∗
2

2∗ α2(2(σ + 1)− q) + θασ+1
1 (2∗ − q)

 1
2σ

se ∥v∥ ≤ 1,

e

∥v∥ ≥

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

S
2∗
2

2∗ α2(2(σ + 1)− q) + θασ+1
1 (2∗ − q)

 1
2∗−2

se ∥v∥ ≥ 1.
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Agora, assuma que existe q1 > 0 de tal maneira que 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗.
Nesse caso, segue-se que

∥v∥2σ ≥

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

S
2∗
2

2∗ α2(2(σ + 1)− q) + θασ+1
1 (2∗ − q)


>

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

S
2∗
2

2∗ α2(2(σ + 1)− q1) + θασ+1
1 (2∗ − 2)


≥

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

θ(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

 , (3-25)

onde tomamos 0 < q1 = 2(σ + 1) − θ < 2(σ + 1) com θ ∈ (0, θ0) suficientemente
pequeno e ∥v∥ ≤ 1. Logo, temos que

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

θ(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

 1
2σ

≤ ∥v∥ ≤
√

2qσ + 2q

qσ − 2σ
cN+

λe,θe
,

é satisfeito para todo θ ∈ (0, θ0) com ∥v∥ ≤ 1. Assim como no caso anterior, tem-se
que  ασ+1

1 S
2∗
2

2∗ (q − 2)

θ(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

 1
2∗−2

≤ ∥v∥ ≤
√

2qσ + 2q

qσ − 2σ
cN+

λe,θe
,

é satisfeito para todo 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗ de modo que q1 = 2(σ + 1) − θ,
com θ ∈ (0, θ0) suficientemente pequeno e ∥v∥ ≥ 1. Dessa maneira, tomando
θ0 = min(A1,A2, θe) onde

A1 :=

[
qσ − 2σ

(2qσ + 2q)cN+
λe,θe

]σ
ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

,

e

A2 :=

[
qσ − 2σ

(2qσ + 2q)cN+
λe,θe

] 2∗−2
2

ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

,

temos uma contradição. Portanto, segue-se que v está apenas em N+
λ,θ. Isso finaliza

a demonstração do item (b). □

Proposição 3.24 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ ∈ (λ∗,+∞). Assuma que
existe q1 > 0 de modo que 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗. Então existe θ2 > 0

suficientemente pequeno tal que o minimizador u ∈ N−
λ,θ ∪N 0

λ,θ obtido no Lema 3.21
pertence à variedade N−

λ,θ, para cada θ ∈ (0, θ2).
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Prova. Recordamos que o Lema 3.21 assegura que u ∈ N−
λ,θ∪N 0

λ,θ é um minimizador
na variedade de Nehari N−

λ,θ, onde cN−λ,θ = Jλ,θ(u). Aqui, nosso principal objetivo
é mostrar que u pertence exclusivamente à variedade N−

λ,θ. De fato, suponha por
contradição que u ∈ N 0

λ,θ seja satisfeito. Em vista do Lema 3.21 e da estimativa
(3-21), deduzimos

cN−λ,θ = Jλ,θ(u) = inf
w∈N−λ,θ

Jλ,θ(w) ≤ inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w) ≤ Jλ,θ(u).

Como resultado, mencionamos que

cN−λ,θ = inf
w∈N−λ,θ

Jλ,θ(w) = inf
w∈N 0

λ,θ

Jλ,θ(w) = cN 0
λ,θ
.

A partir deste momento, usaremos alguns resultados obtidos na prova da Proposição
3.23. Sejam θe > 0 e λe ∈ (λ∗, λ) parâmetros fixos. Assim, utilizando a Proposição
C.2, a estimativa (3-22), a hipótese (A1) e o fato de que u ∈ N 0

λ,θ, temos

cN−λe,θe
≥ cN−λ,θ
= Jλ,θ(u)

=

(
qσ − 2σ

2qσ + 2q

)
∥u∥2 + θ

(
(2∗ − q)(2∗ − 2(σ + 1))

2∗2q(σ + 1)

)
∥u∥2∗2∗

≥
(

qσ − 2σ

2qσ + 2q

)
∥u∥2,

para todo λ ≥ λe e θ ∈ (0, θe). Uma simples manipulação algébrica, com base na
estimativa acima, nos permite concluir que

∥u∥ ≤
√

2qσ + 2q

qσ − 2σ
cN−λe,θe

.

Por outro lado, a equação (3-3) prova que

(q − 2)∥u∥2 = α2(2(σ + 1)− q)∥∇u∥2(σ+1)
2 + θ(2∗ − q)∥u∥2∗2∗ ,

para todo u ∈ N 0
λ,θ. Em particular, aplicando a imersão contínua X ↪→ Ls(RN) e a

hipótese (A1), inferimos que

1 ≤ α2

ασ+1
1

(
2(σ + 1)− q

q − 2

)
∥u∥2σ + θS

− 2∗
2

2∗

(
2∗ − q

q − 2

)
∥u∥2∗−2.

Nesse caso, assuma que existe q1 > 0 de tal maneira que 2 < q1 < q < 2(σ+1) < 2∗.
Como u ∈ N 0

λ,θ, repetimos os mesmos cálculos da Proposição 3.23 e encontramos as
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seguintes condições:

∥u∥ ≥

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

θ(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

 1
2σ

se ∥u∥ ≤ 1,

e

∥u∥ ≥

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

θ(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

 1
2∗−2

se ∥u∥ ≥ 1,

tal que

q1 = 2(σ + 1)− θ < 2(σ + 1)

com θ > 0 suficientemente pequeno. Esse fato significa que

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

θ(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

 1
2σ

≤ ∥u∥ ≤
√

2qσ + 2q

qσ − 2σ
cN−λe,θe

,

é satisfeito para todo θ ∈ (0, θ2) com θ2 > 0 suficientemente pequeno e ∥u∥ ≤ 1.
Analogamente, tem-se que

 ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

θ(S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2))

 1
2∗−2

≤ ∥u∥ ≤
√

2qσ + 2q

qσ − 2σ
cN−λe,θe

,

é satisfeito para todo θ ∈ (0, θ2) com θ2 > 0 suficientemente pequeno e ∥v∥ ≥ 1.
Portanto, tomando θ2 = min(A3,A4, θe) onde

A3 :=

[
qσ − 2σ

(2qσ + 2q)cN−λe,θe

]σ
ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2)

,

e

A4 :=

[
qσ − 2σ

(2qσ + 2q)cN−λe,θe

] 2∗−2
2

ασ+1
1 S

2∗
2

2∗ (q − 2)

S
2∗
2

2∗ α2 + ασ+1
1 (2∗ − 2)

,

temos uma contradição. Concluímos que u está em N−
λ,θ. Isso finaliza a prova. □

Proposição 3.25 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ ∈ (λ∗,+∞). Então os
minimizadores u ∈ N−

λ,θ e v ∈ N+
λ,θ obtidos na Proposição 3.24 e na Proposição

3.23 são dois pontos críticos distintos para o funcional energia Jλ,θ.

Prova. Observe que a demonstração deste resultado segue precisamente o mesmo
raciocínio da Proposição 1.43, adaptando-o para o nosso cenário. □
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3.4 Regularidade das soluções do problema (Pc)

A finalidade desta seção é apresentar resultados de regularidade para as solu-
ções encontradas no problema elíptico (Pc). A abordagem central aqui é semelhante
à Seção 1.4 do Capítulo 1. O primeiro resultado demonstra que qualquer solução
fraca para o problema (Pc) pertence a W 2,s

loc (RN)∩C1,η
loc (RN), para todo s ∈ (1,+∞)

e para algum η ∈ (0, 1).

Teorema 3.26 Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1). Assuma que u ∈ X é uma solução
fraca para o problema (Pc). Então u ∈ W 2,s

loc (RN)∩C1,η
loc (RN), para todo s ∈ (1,+∞)

e para algum η ∈ (0, 1).

Prova. Seja u ∈ X é uma solução fraca para o problema (Pc). Então u satisfaz

−∆u =
−V (x)u+ λa(x)|u|q−2u− θ|u|2∗−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
em RN . (3-26)

Nesse caso, definimos uma função auxiliar g : RN × R → R da seguinte maneira:

g(x, u) :=
−V (x)u+ λa(x)|u|q−2u− θ|u|2∗−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
≤ (1 + |u|)f(x),

onde

f(x) :=

∣∣∣∣−V (x)u+ λa(x)|u|q−2u− θ|u|2∗−2u

(1 + |u|)(α1 + α2∥∇u∥2σ2 )

∣∣∣∣ , x ∈ RN . (3-27)

Uma vez que α1, α2 > 0, temos que

1

α1

≥ 1

α1 + α2∥∇u∥2σ2
.

Essa afirmação, aliada a desigualdade triangular, à hipótese (V1), a equação (3-27),
implica que

|f(x)| ≤ α−1
1

(
V (x)|u|+ λ|a(x)||u|q−1 + θ|u|2∗−1

1 + |u|

)
≤ α−1

1

(
V (x) + λ|a(x)||u|q−2 + θ|u|2∗−2

)
. (3-28)

Portanto, o problema (Pc) é dado por −∆u = g(x, u), onde g(x, u) ≤ (1 + |u|)f(x)
para todo x ∈ RN . Assim, afirmamos que a função f ∈ L

N
2
loc(RN). Com efeito, usando

a desigualdade (3-28), segue que

|f(x)|N2 ≤ α
−N

2
1

(
V (x) + λ|a(x)||u|q−2 + θ|u|2∗−2

)N
2 .
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Como V ∈ L∞
loc(RN) ⊂ L

N
2
loc(RN), obtemos que V

N
2 ∈ L1

loc(RN). Além disso, considere
B(x0, R) ⊂ RN a bola aberta com centro em x0 ∈ RN e raio R > 0. Dessa forma,
dado que 2 < N(2∗−2)

2
= 2∗, mencionamos∫

B(x0,R)

(θ|u|2∗−2)
N
2 dx ≤ θ

N
2

∫
RN

|u|(2∗−2)N
2 dx = θ

N
2

∫
RN

|u|2∗dx = θ
N
2 ∥u∥2∗2∗ .

Portanto, a imersão contínua X ↪→ Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗], assegura que
(θ|u|2∗−2)

N
2 ∈ L1

loc(RN). Nesta ocasião, considere uma função d : RN → R dada por

d(x) = λ|a(x)||u|q−2.

É fácil ver utilizando a desigualdade de Hölder com expoentes

s1 =
4

Nq − 2N − 2q + 4
> 1 e s2 =

4

2N + 2q −Nq
> 1

que ∫
B(x0,R)

|d(x)|N2 dx ≤
∫
RN

|λ|a(x)||u|q−2|N2 dx

≤ λ
N
2

(∫
RN

|a(x)|N2 s2dx

) 1
s2

(∫
RN

|u|(q−2)N
2
s1dx

) 1
s1

= λ
N
2

(∫
RN

|a(x)| 2∗
2∗−q dx

) 1
s2

(∫
RN

|u|2∗dx
) (q−2)N

2∗2

= λ
N
2 ∥a∥

N
2
r̃ ∥u∥(q−2)N

2
2∗ .

Consequentemente, a imersão contínua X ↪→ Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗] nos
fornece que |d(x)|N2 ∈ L1

loc(RN). Como produto, obtemos que 0 ≤ f ∈ L
N
2
loc(RN).

Dessa maneira, a estimativa de Brezis-Kato [73, Lema B.3] prova que u ∈ Ls
loc(RN),

para todo s ∈ (1,+∞). Tendo em vista a estimativa (3-26), temos

∆u =
V (x)u− λa(x)|u|q−2u+ θ|u|2∗−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
≤ V (x)u− λa(x)|u|q−2u+ θ|u|2∗−2u

α1

=: g1(x, u) em B(x0, R).

Afirmamos que g1 ∈ Lr
loc(RN), para todo r ∈ (1,+∞). Com efeito, dado que

V, a ∈ L∞
loc(RN) e u ∈ Ls

loc(RN) para todo s ∈ (1,+∞), obtemos que∫
B(x0,R)

|V (x)u|rdx < +∞,

∫
B(x0,R)

|λa(x)|u|q−2u|rdx < +∞,
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∫
B(x0,R)

|θ|u|2∗−2u|rdx < +∞,

onde tomamos s = r, s = (q − 1)r e s = (2∗ − 1)r, respetivamente. Adicionalmente,
considere w = u o potencial newtoniano da função

u :=
V (x)u− λa(x)|u|q−2u+ θ|u|2∗−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
q.t.p. em RN .

Note que ∆w = u. Concluímos que u ∈ Lr
loc(RN), para todo r ∈ (1,+∞). A última

afirmação, em conjunto com o Teorema de Calderón-Zygmund [39, Teorema 9.9],
garante que

w = u ∈ W 2,s
loc (R

N), para todo s ∈ (1,+∞).

Logo, aplicando a imersão contínua de Sobolev, obtemos que u ∈ C1,η
loc (RN), para

algum η ∈ (0, 1). Isso completa a demonstração do teorema. □

Uma implicação direta do Teorema 3.26 é que as soluções fracas do problema
(Pc) pertencem a C2,ξ(B(x0, R)), para algum ξ ∈ (0, 1) e para todo R > 0 com
x0 ∈ RN . Este resultado é obtido ao assumir que V e a são funções Hölder contínuas.

Teorema 3.27 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e V, a ∈ C0,ω(B(x0, R)), para algum
ω ∈ (0, 1). Então a solução u pertence a C2,ξ(B(x0, R)) onde ξ := min{η, ω} ∈ (0, 1).

Prova. Assuma que (3-26) é satisfeita em B(x0, R). Definimos uma função auxiliar
g2 : B(x0, R)× R → R dada por

g2(x, u) =
−V (x)u+ λa(x)|u|q−2u− θ|u|2∗−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
, x ∈ B(x0, R).

Desse modo, temos que −∆u = g2 em B(x0, R). Agora, usando o Teorema 3.26,
tem-se que u ∈ C1,η(B(x0, R)), para algum η ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Sob essa
condição, mencionamos que u e |∇u| são limitados em B(x0, R). Aqui, considere a
função M(x) = u2∗−1(x), para todo x ∈ B(x0, R). É importante enfatizar que u é
não-negativo. Como resultado, aplicando a Desigualdade do Valor Médio, obtemos

|M(x)−M(y)| ≤ (2∗ − 1)|u(tx+ (1− t)y)|2∗−2 sup
z∈B(x0,R)

|∇u(z)||x− y|

≤ C1 sup
z∈B(x0,R)

|∇u(z)||x− y|

≤ C2|x− y|ξ|x− y|1−ξ

≤ C3|x− y|ξ,

onde ξ = min{η, ω} ∈ (0, 1). A última condição mostra que u2∗−1 ∈ C0,ξ(B(x0, R)).
Logo, como o produto de funções Hölder contínuas é Hölder contínua (veja, por
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exemplo, p.53 em [39]), e V , a e u são Hölder contínuos, segue-se que g2 ∈
C0,ξ(B(x0, R)), para algum ξ = min{η, γ} ∈ (0, 1). Portanto, as estimativas de
Schauder para o operador Laplaciano [39, Teorema 6.13] implicam que

u ∈ C2,ξ(B(x0, R)) com ξ = min{η, γ} ∈ (0, 1).

Isso completa a demonstração do teorema. □

É importante destacar que, para demonstrar o Teorema 3.27, assumimos a
condição de que a é uma função Hölder contínua. No entanto, no início do capítulo,
introduzimos hipótese adicional para essa função. Dessa forma, apresentamos um
exemplo de uma função a que atende a todas essas condições.

Exemplo 3.28 Seja

a(x) :=
1

(1 + |x|2)β .

Um cálculo simples garante que a função a(x) ∈ Lr̃(RN) ∩ C0,ω(B(x0, R)) com
r̃ = 2∗

2∗−q
e β > N

2r̃
, para algum ω ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Com efeito, usando a

fórmula da Co-área [27, Apêndice C, Teorema 5], inferimos que∫
RN

|a(x)|r̃dx = C0 lim
z→+∞

∫ z

0

rN−1

(1 + r2)βr̃
dr

= C0
∫ 1

0

rN−1

(1 + r2)βr̃
dr + C0 lim

z→+∞

∫ z

1

rN−1

(1 + r2)βr̃
dr

≤ C0
∫ 1

0

1

(1 + r2)βr̃
dr + C0 lim

z→+∞

∫ z

1

rN−1−2βr̃dr

≤ C0 + C0 lim
z→+∞

zN−2βr̃

N − 2βr̃
− 1

N − 2βr̃
.

Portanto, como β > N
2r̃

, tem-se que |a(x)|r̃ ∈ L1(RN) com r̃ = 2∗
2∗−q

. Por conseguinte,
é fácil verificar pela Desigualdade do Valor Médio que |a(x)− a(y)| ≤ C1|x−y|, onde
C1 := sup

x∈B(x0,R)

∥a′(x)∥. Observe que

a′(x)φ = − 2β⟨x, φ⟩
(1 + |x|2)β+1

, φ ∈ RN .

Como consequência, encontramos que

∥a′(x)∥ = sup
φ∈RN , |φ|=1

|a′(x)φ| ≤ 2β|x| ≤ 2βR < +∞.

Logo, obtemos

|a(x)− a(y)| ≤ C1|x− y|ω|x− y|1−ω ≤ C2|x− y|ω,
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para todo x, y ∈ B(x0, R). Concluímos que a função a ∈ C0,ω(B(x0, R)), para algum
ω ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Além disso, como a função a(x) = 1

(1+|x|2)β é contínua
em seu domínio, segue-se que a ∈ L∞

loc(RN).

Proposição 3.29 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ ∈ (λ∗,+∞). Assuma que
V, a ∈ C0,ω(B(x0, R)), para algum ω ∈ (0, 1) e para todo R > 0. Então u e v obtidos
na Proposição 3.25 são estritamente positivos em RN .

Prova. Sabemos que a Proposição 3.25 fornece a existência de duas soluções fracas
u, v ∈ X para o problema (Pc), onde u, v ≥ 0 em RN . Aqui, enfatizamos que o
Teorema 3.27 garante que u, v ∈ C2,ξ(B(x0, R)), para algum ξ ∈ (0, 1) e R > 0. Sob
estas condições, afirmamos que u é estritamente positivo em RN . De fato, suponha
por contradição que existe x0 ∈ RN de tal forma que u(x0) = 0. Nesse caso, uma
simples manipulação algébrica em (3-26) nos fornece que

−∆u+
V (x)u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
≥ −θ|u|2∗−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
em B(x0, R),

onde u ∈ C2,ξ(B(x0, R)) para algum ξ ∈ (0, 1). Considere S : B(x0, R) → R como
uma função a ser determinada, tal que S(x)u ≥ 0 em B(x0, R) e

−∆u+ S(x)u ≥ S(x)u− V (x)u+ θ|u|2∗−2u

α1 + α2∥∇u∥2σ2
≥

[
S(x)− V (x)

α1

− θ|u|2∗−2

α1

]
u

≥
[
S(x)− ∥V ∥L∞(B(x0,R))

α1

−
θ∥u∥2∗−2

L∞(B(x0,R))

α1

]
u,

onde usamos o fato de que V ∈ L∞(B(x0, R)) e

1

α1

≥ 1

α1 + α2∥∇u∥2σ2
.

Dessa maneira, podemos assegurar que −∆u+ S(x)u ≥ 0 em B(x0, R) ao escolher-
mos uma função S(x) que satisfaça

S(x) =
2∥V ∥L∞(B(x0,R)) + 2θ∥u∥2∗−2

L∞(B(x0,R))

α1

∈ L∞(B(x0, R)).

Consequentemente, aplicando o Princípio do Máximo Forte [27, Teorema 4], dedu-
zimos que u > 0 em B(x0, R) ou u = 0 em B(x0, R). Assumindo que u = 0 em
B(x0, R) e utilizando o fato de que R > 0 é arbitrário, mencionamos que u = 0 em
RN . Entretanto, para todo u ∈ Nλ,θ, o Lema 3.16 assegura que 0 < δq ≤ ∥u∥ = 0,
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o que é uma contradição. Portanto, a função u é estritamente positiva em RN . Da
mesma forma, aplicando os conceitos discutidos anteriormente, concluímos que a
função v é estritamente positiva em RN . □

3.5 A prova dos teoremas principais

Nesta seção, nosso objetivo é apresentar a demonstração de todos os resultados
principais.

Teorema 3.30 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e cN−λ,θ < cN 0
λ,θ

. Então para cada
λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ2 > 0 pequeno tal que o problema (Pc) admite pelo menos uma
solução fraca u ∈ X satisfazendo u ∈ N−

λ,θ, onde θ ∈ (0, θ2). Além disso, temos que
a solução u é estritamente positiva em RN desde que V e a sejam funções Hölder
contínuas.

Prova. É sabido pela Proposição 3.24 que existe θ2 > 0 suficientemente pequeno
de modo que u ∈ N−

λ,θ. Como consequência, a Proposição 3.25 assegura que u ∈ X

é um ponto crítico para o funcional Jλ,θ, satisfazendo J ′′
λ,θ(u)(u, u) < 0, para cada

λ ∈ (λ∗,+∞) e θ ∈ (0, θ2) com θ2 > 0 suficientemente pequeno. Logo, tem-se que
u ∈ X é uma solução fraca para o problema (Pc). Portanto, aplicando a Proposição
3.29, obtemos que u ∈ X é uma solução positiva para o problema (Pc). □

Um corolário imediato do Teorema 3.30 é o seguinte.

Corolário 3.31 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e λ ∈ (λ∗,+∞). Assuma que
existe q1 > 0 de tal forma que 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗. Então os níveis de
energia cN−λ,θ < cN 0

λ,θ
, sempre que θ ∈ (0, θ2).

Prova. A demonstração deste resultado está apresentada na Proposição 3.24. □

Teorema 3.32 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e cN+
λ,θ

< cN 0
λ,θ

. Então para cada
λ ∈ (λ∗,+∞), existe θ0 > 0 pequeno tal que o problema (Pc) admite pelo menos
uma solução ground state v ∈ X satisfazendo v ∈ N+

λ,θ, onde θ ∈ (0, θ0). Além
disso, temos que a solução v é estritamente positiva em RN desde que V e a sejam
funções Hölder contínuas.

Prova. É sabido pela Proposição 3.23 que existe θ0 > 0 suficientemente pequeno tal
que v ∈ N+

λ,θ. Tendo em vista a Proposição 3.25, inferimos que v ∈ X é um ponto
crítico para o funcional Jλ,θ, satisfazendo J ′′

λ,θ(v)(v, v) > 0, para cada λ ∈ (λ∗,+∞)

e θ ∈ (0, θ0) com θ0 > 0 suficientemente pequeno. Logo, encontramos que v ∈ X

é uma solução fraca para o problema (Pc). Portanto, aplicando a Proposição 3.29,
segue que v ∈ X é uma solução ground state positiva para o problema (Pc). □

Um corolário imediato do Teorema 3.32 é o seguinte.



3.5 A prova dos teoremas principais 157

Corolário 3.33 Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1). Assuma que existe q1 > 0 de tal
forma que 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗. Então os níveis de energia cN+

λ,θ
< cN 0

λ,θ

desde que:

(a) λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0;
(b) λ ∈ (λ∗, λ∗) e θ ∈ (0, θ0) com θ0 > 0 suficientemente pequeno;
(c) λ ∈ (λ∗ − ε, λ∗) e θ > 0 com ε > 0 suficientemente pequeno.

Prova. A demonstração dos itens (a) e (b) decorre imediatamente da Proposição
3.23. Quanto ao item (c), segue exatamente o mesmo raciocínio do Corolário 2.45,
para o qual omitimos os detalhes. □

Ao combinar o Teorema 3.30, o Corolário 3.31, o Teorema 3.32 e o Corolário
3.33, deduzimos o seguinte resultado.

Corolário 3.34 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1), 2 < q1 < q < 2(σ + 1) < 2∗ e
λ ∈ (λ∗,+∞). Assuma que V e a são funções Hölder contínuas. Então para cada
θ ∈ (0,min(θ0, θ2)), o problema (Pc) admite pelo menos duas soluções positivas
u, v ∈ X\{0} de tal maneira que u ∈ N−

λ,θ e v ∈ N+
λ,θ.

Prova. Considere θ ∈ (0,min(θ0, θ2)). Note que o problema (Pc) admite uma solução
fraca u ∈ N−

λ,θ tal que cN−λ,θ = Jλ,θ(u), veja o Teorema 3.30. Adicionalmente, é fácil
ver que o problema (Pc) admite outra solução fraca v ∈ N+

λ,θ tal que cN+
λ,θ

= Jλ,θ(v),
veja o Teorema 3.32. □

Finalmente, nosso último resultado afirma que, para certos valores do parâme-
tro λ, o problema (Pc) não possui solução não trivial.

Teorema 3.35 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e V ∈ C1(RN ; [0,+∞)). Então,

(a) O problema (Pc) não possui solução não trivial, desde que λ ∈ (0, λ∗) e θ > 0;
(b) O problema (Pc) não possui solução não trivial, desde que λ = 0, θ > 0 e

2V (x) + (x · ∇V (x)) > 0, para todo x ∈ RN ;
(c) O problema (Pc) não possui solução não trivial, desde que λ < 0, θ ≥ 0 e

2V (x) + (x · ∇V (x)) ≥ 0, para todo x ∈ RN .

Prova. A demonstração do item (a) segue as mesmas ideias da parte final da prova
do Teorema 2.49. Considere u ∈ X uma solução fraca do problema (Pc). Então u

satisfaz

α1

∫
RN

|∇u|2dx+ α2

(∫
RN

|∇u|2dx
)σ+1

= −
∫
RN

V (x)u2dx

+λ∥u∥qq,a − θ∥u∥2∗2∗ . (3-29)
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Uma vez que λ = 0 e θ > 0, obtemos pela Identidade de Pohozaev (veja o Teorema
D.2) que

N − 2

2

[∫
RN

α1|∇u|2dx+ α2

(∫
RN

|∇u|2dx
)σ+1

]
+

N

2

∫
RN

V (x)u2dx

+
1

2

∫
RN

(x · ∇V (x))u2dx+
Nθ

2∗
∥u∥2∗2∗ = 0.

A última equação, juntamente com (3-29), implica que∫
RN

(2V (x) + (x · ∇V (x)))u2dx = 0.

Logo, como 2V (x) + (x · ∇V (x)) > 0 encontramos que u ≡ 0. Isso completa a prova
do item (b). Agora, assuma que θ = 0. Sendo assim, temos que

H(u) =
λ

q
a(x)|u|q,

onde H(u) =
∫ u

0
h(τ)dτ . Consequentemente, utilizando o Teorema D.2, a equação

(3-29), λ < 0 e o fato de que 2∗ > q, segue-se que

0 >

(
2N − q(N − 2)

q

)
λ∥u∥qq,a =

∫
RN

(2V (x) + (x · ∇V (x)))u2dx ≥ 0.

Isso é uma contradição. Adicionalmente, assumindo que θ > 0, afirmamos que

H(u) =
λ

q
a(x)|u|q − θ

2∗
|u|2∗ .

Uma simples manipulação algébrica, usando o Teorema D.2, a equação (3-29) e o
fato de que λ < 0, assegura que

0 >

(
2N − q(N − 2)

q

)
λ∥u∥qq,a =

∫
RN

(2V (x) + (x · ∇V (x)))u2dx ≥ 0.

Isso é uma contradição. Portanto, o problema (Pc) não possui solução não trivial.
Isso conclui a demonstração do item (c). □

Exemplo 3.36 Um exemplo clássico de potencial V que satisfaz a hipótese (V1) e
2V (x) + (x · ∇V (x)) > 0 é V (x) = |x|2 + 1, para todo x ∈ RN . Claramente, é fácil
verificar que V (x) ≥ 1 = V0 > 0 e

2V (x) + (x · ∇V (x)) = 2 + 4|x|2 ≥ 2 > 0, x ∈ RN .

Ademais, não é difícil checar que V ∈ C0,ω(B(x0, R)) para algum ω ∈ (0, 1).



APÊNDICE A
Exemplos relacionados ao potencial V

Neste apêndice, são apresentados exemplos interessantes do potencial V , o
qual foi definido nos Capítulos 1, 2 e 3. Esses exemplos satisfazem cada uma das
condições indicadas na Figura A.1 abaixo.

PBW -Potenciais com as condições de Bartsch-Wang

PC-Potenciais
Coercivos
Exemplo A.1

PIT -Potenciais
com inverso Integrável

Exemplo A.2

Exemplo A.4

PC ∩ PIT
∩PBW

Exemplo A.3

Figura A.1: Diagrama das Classes de Potenciais.

É fundamental observar que o Exemplo A.1 assegura que potenciais coercivos,
por si só, já satisfazem a classe de potenciais que atendem às condições de Bartsch-
Wang (veja [12]). Com efeito, uma vez que lim|x|→+∞ V (x) = +∞, temos que para
todo R > 0, existe K ∈ R tal que |x| ≥ K, implicando que V (x) > R. Dessa forma,
fixa M > 0 e tome R > M , então existe R1 > 0 de tal maneira que |x| > R1,
implicando que x ∈ RN\B(0, R1). Como consequência, deduzimos que

|{x ∈ RN : V (x) ≤ M}| =
∫
{x∈RN :V (x)≤M}

dx ≤
∫
B(0,R1)

dx < +∞.

Além disso, o Exemplo A.1 demonstra também que potenciais limitados inferior-
mente por constantes positivas satisfazem a hipótese (V1) dos Capítulos 1 e 3. No
que segue, os autores J. M. do Ò e U. Severo, como mencionado em [58], consideram
potenciais V que satisfazem a hipótese (V1), juntamente com uma condição adicio-
nal de inverso integrável. Enfatizamos que a condição de Bartsch-Wang generaliza
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a condição [V (x)]−1 ∈ L1(RN). De fato, dado M > 0, temos que

1

M
|{x ∈ RN : V (x) ≤ M}| =

∫
{x∈RN :V (x)≤M}

1

M
dx

≤
∫
{x∈RN :V (x)≤M}

1

V (x)
dx

≤
∫
RN

1

V (x)
dx

< +∞.

No entanto, essas duas classes de potenciais, coercivos e inversos integráveis, não
definem à mesma classe de potenciais. Esse fato se torna claro nos exemplos a seguir.

Exemplo A.1 Um exemplo de potencial V que atende às condições PC, mas não
satisfaz a condição PIT , é V (x) = 1+ |x|δ com δ ∈ (0, N) e x ∈ RN . Com efeito, é
fácil ver que

lim
|x|→+∞

V (x) = lim
|x|→+∞

1 + |x|δ = +∞.

Logo, o potencial V é coercivo. Como produto, obtemos que o potencial V satisfaz
a condição PBW . Entretanto, fazendo uso da fórmula da Co-área [27, Teorema 5,
Apêndice C] e considerando que rδ + 1 < 2rδ para todo r > 1, observamos que∫

RN

1

V (x)
dx = CN

∫ 1

0

rN−1

1 + rδ
dr + CN lim

z→+∞

∫ z

1

rN−1

1 + rδ
dr

≥ CN lim
z→+∞

∫ z

1

rN−1

1 + rδ
dr

> CN lim
z→+∞

∫ z

1

rN−1

2rδ
dr

= CN
(

lim
z→+∞

zN−δ

N − δ
− 1

N − δ

)
= +∞,

quando δ ∈ (0, N). Portanto, temos que o potencial V não satisfaz a condição PIT .

Exemplo A.2 Um exemplo de potencial V que atende às condições PIT , mas não
satisfaz a condição PC, é

V (x) = 1 + |x|2µsen2ρ(|x|),

para todo µ > N+2
2

e ρ ∈ (0, 1
2
). Com efeito, considere xk = (2kπ, 0, . . . , 0), para

cada k ∈ N. Observe que |xk| = 2kπ → +∞, quando k → +∞. Um simples cálculo
mostra que lim

|xk|→+∞
V (xk) = 1. Portanto, o potencial V não é coercivo. Por outro
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lado, aplicando a fórmula da Co-área, segue que∫
RN

1

1 + |x|2µsen2ρ(|x|)dx = CN
∫ π−δ

0

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr

+CN
∫ +∞

π−δ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr, (A-1)

para todo δ ∈ (0, 1). Nosso objetivo principal neste contexto é estabelecer a finitude
das integrais mencionadas acima. Assim, não é difícil checar que

CN
∫ π−δ

0

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr ≤ CN

∫ π−δ

0

rN−1 =
CN(π − δ)N

N
< +∞.

Adicionalmente, afirmamos que a última integral dada em (A-1) é finita. De fato,
considere os intervalos: Sk = [kπ − δ, kπ + δ] e Tk = (kπ + δ, (k + 1)π − δ) onde
δ ∈ (0, 1) e k ∈ N. Desse modo, deduzimos as seguintes integrais:∫ kπ

kπ−δ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr,∫ kπ+δ

kπ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr,∫ (k+1)π−δ

kπ+δ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr.

Uma vez que 1 + r2µsen2ρ(r) ≥ r2µsen2ρ(r) e r ≥ kπ − δ, mencionamos∫ kπ

kπ−δ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr ≤ 1

(kπ − δ)2µ

∫ kπ

kπ−δ

rN−1

sen2ρ(r)
dr.

Agora, note que

lim
r→kπ+

sen(r)
r − kπ

= lim
r→kπ+

cos(r) = ±1. (A-2)

Nesse caso, a definição de limite nos permite concluir que existe δ1 ∈ (0, 1) tal que∫ kπ

kπ−δ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr ≤ 1

(kπ − δ)2µ

∫ kπ

kπ−δ

rN−1(
sen(r)
kπ−r

)2ρ
(kπ − r)2ρ

dr

≤ 1

(kπ − δ)2µ(1− δ1)

∫ kπ

kπ−δ

rN−1

(kπ − r)2ρ
dr

≤ Cδ1
(kπ)N−1

(kπ − δ)2µ

∫ kπ

kπ−δ

1

(kπ − r)2ρ
dr

≤ Cδ1
(
(kπ − δ)N−1 + δN−1

(kπ − δ)2µ

)(
δ−2ρ+1

−2ρ+ 1

)
=

C4
(kπ − δ)2µ−N+1

+
C4δN−1

(kπ − δ)2µ
. (A-3)
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Neste momento, aplicando as mesmas ideias discutidas anteriormente, juntamente
com a equação (A-2), temos que existe δ2 > 0 de tal forma que∫ kπ+δ

kπ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr ≤ 1

(kπ)2µ

∫ kπ+δ

kπ

rN−1

sen2ρ(r)
dr

≤ 1

(kπ)2µ(1− δ2)

∫ kπ+δ

kπ

rN−1

(r − kπ)2ρ
dr

≤ C5
(kπ)2µ(1− δ2)

∫ kπ+δ

kπ

(r − kπ)N−1 + (kπ)N−1

(r − kπ)2ρ
dr

=
Cδ2

(kπ)2µ

(
δN−2ρ

N − 2ρ

)
+

Cδ2
(kπ)2µ−N+1

(
δ−2ρ+1

−2ρ+ 1

)
=

C6
(kπ)2µ

+
C6

(kπ)2µ−N+1
, (A-4)

onde utilizamos o fato de que r ≥ kπ, −2ρ + 1 > 0 e N − 2ρ > 0. Por fim, uma
simples conta nos fornece que

inf
r∈[kπ+δ, (k+1)π−δ]

sen2ρ(r) = Cδ > 0.

Combinando a última afirmação com o fato de que r ≥ kπ + δ, deduzimos∫ (k+1)π−δ

kπ+δ

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr ≤ 1

(kπ + δ)2µ

∫ (k+1)π−δ

kπ+δ

rN−1

sen2ρ(r)
dr

≤ 1

Cδ(kπ + δ)2µ

∫ (k+1)π−δ

kπ+δ

rN−1dr

=
1

Cδ(kπ + δ)2µ

(
((k + 1)π − δ)N

N
− (kπ − δ)N

N

)
≤ C7

(kπ + δ)2µ−N
+

C8
(kπ + δ)2µ

. (A-5)

Logo, associando as estimativas (A-3), (A-4) e (A-5), concluímos que∫ +∞

0

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr ≤

∫ π−δ

0

rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr

+

(∫
∪∞k=1Sk

+

∫
∪∞k=1Tk

)
rN−1

1 + r2µsen2ρ(r)
dr

≤ CN +
+∞∑
k=1

C4
(kπ − δ)2µ−N+1

+
+∞∑
k=1

C4δN−1

(kπ − δ)2µ

+
+∞∑
k=1

C6
(kπ)2µ

+
+∞∑
k=1

C6
(kπ)2µ−N+1

+
+∞∑
k=1

C7
(kπ + δ)2µ−N

+
+∞∑
k=1

C8
(kπ + δ)2µ

.
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Note que C4, C5, C6, C7 e C8 são constantes positivas. Levando em conta que µ > N+2
2

,
é fácil provar que todos os somatórios acima convergem. Portanto, temos que
[V (x)]−1 ∈ L1(RN). Como resultado, obtemos que o potencial V satisfaz a condição
PBW .

Exemplo A.3 Um exemplo de potencial V que satisfaz as condições PC, PIT e
consequentemente PBW , é

V (x) =


|x|β

1 + |x|ξ , se x ∈ B(0, 1),

|x|ν
1 + |x|ϕ , se x ̸∈ B(0, 1),

onde N > β > ξ, ν > ϕ > 0 e N < ν. Evidentemente, como ν > ϕ > 0, inferimos

lim
|x|→+∞

V (x) = lim
|x|→+∞

|x|ν−ϕ

|x|−ϕ + 1
= +∞.

Portanto, o potencial V é coercivo, satisfazendo a condição PC. Além disso, usando
a fórmula da Co-área, juntamente com o fato de que N > β > ξ, ν > ϕ > 0 e N < ν,
mencionamos que∫

RN

1

V (x)
dx =

∫
B(0,1)

(
1

|x|β +
1

|x|β−ξ

)
dx+

∫
RN\B(0,1)

(
1

|x|ν +
1

|x|ν−ϕ

)
dx

≤ CN
∫ 1

0

rN−1

rβ
dr + CN

∫ 1

0

rN−1

rβ−ξ
dr

+CN lim
z→+∞

∫ z

1

rN−1

rν
dr + CN lim

z→+∞

∫ z

1

rN−1

rν−ϕ
dr

= 2CN + CN lim
z→+∞

zN−ν

N − ν
− CN

N − ν

+CN lim
z→+∞

zN+ϕ−ν

N + ϕ− ν
− CN

N + ϕ− ν
< +∞.

A última estimativa assegura que [V (x)]−1 ∈ L1(RN). Como consequência, tem-se
que a condição PBW também é satisfeita.

Exemplo A.4 Um exemplo de potencial V que satisfaz a condição PBW , mas não
atende às condições PC e PIT , é

V (x) =

1 + |x1||x|β, se |x| ≥ 1,

1 + |x1||x|ξ, se |x| ≤ 1,

onde x = (x2, . . . , xN), β > N−1 e ξ ∈ (0, N−1) com N ≥ 3. Claramente, obtemos
que o potencial V (x) não é coercivo. Além disso, é seguro presumir que∫ +∞

−∞

1

1 + |x1|
dx1 = 2

∫ +∞

0

1

1 + |x1|
dx1 ≥ 2 lim

r→+∞
ln(1 + |r|) = +∞.
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Uma vez que 1 + |x1||x|ξ ≤ 1 + |x1| com |x| ≤ 1 e ξ > 0, encontramos que∫
RN

1

V (x)
dx =

∫
RN∩[|x≥1]

1

V (x)
dx+

∫
RN∩[|x≤1]

1

V (x)
dx

≥
∫
RN∩[|x≤1]

1

V (x)
dx

=

∫
[|x≤1]

(∫ +∞

−∞

1

1 + |x1||x|ξ
dx1

)
dx

≥
∫
[|x≤1]

(∫ +∞

−∞

1

1 + |x1|
dx1

)
dx

= +∞.

Portanto, o potencial V não satisfaz a condição PIT . Nesta etapa, afirmamos que,
para cada M > 0, o conjunto {x ∈ RN : V (x) ≤ M} possui medida de Lebesgue
finita. Na verdade, o que faremos é demonstrar que∫

[|x≥1]

M − 1

|x|a dx < +∞ e
∫
[|x≤1]

M − 1

|x|b dx < +∞.

Observe que a medida do conjunto de pontos onde V (x) está abaixo de uma constante
M > 0 fixada é a medida da área abaixo das curvas

O1(x) =
M − 1

|x|β , para |x| ≥ 1 e O2(x) =
M − 1

|x|ξ , para |x| ≤ 1.

Desse modo, utilizando a fórmula da Co-área, temos que∫
[|x≥1]

M − 1

|x|β dx =

∫ +∞

1

(∫
∂B(0,r)

M − 1

|x|β dS

)
dr

= CN
∫ +∞

1

M − 1

rβ
rN−2dr

= CN(M − 1) lim
z→+∞

zN−1−β

N − 1− β
− CN(M − 1)

N − 1− β
. (A-6)

Analogamente, aplicando novamente a fórmula da Co-área, obtemos∫
[|x≤1]

M − 1

|x|ξ dx =

∫ 1

0

(∫
∂B(0,r)

M − 1

|x|ξ dS

)
dr

= CN
∫ 1

0

M − 1

rξ
rN−2dr

=
CN(M − 1)

N − ξ
. (A-7)

Como β > N − 1 e ξ ∈ (0, N − 1), inferimos que as integrais dadas em (A-6) e
(A-7) são finitas, o que demonstra que o potencial V satisfaz a condição PBW .



APÊNDICE B
Regularidade do funcional energia J

Neste apêndice, abordamos a regularidade dos termos do funcional energia
J definido em cada um dos capítulos estudados anteriormente. Inicialmente, nosso
objetivo é estabelecer propriedades relacionadas ao Capítulo 1. Entre essas proprie-
dades, apresentamos uma prova de que o funcional energia J associado ao problema
(Pλ) é de classe C1(X;R).

Proposição B.1 Suponha (m1), (a1), (a2) e (V1). Então o funcional J : X → R
definido no Capítulo 1 satisfaz as seguintes condições:

(i) J está bem definido em X;
(ii) J é de classe C1(X;R).

Prova. Para demonstrar o item (i), dividimos o funcional J em novos funcionais,
os quais são definidos por

J1(u) :=
1

2
∥u∥2, u ∈ X,

J2(u) :=
α2

2(σ + 1)
∥∇u∥2(σ+1)

2 , u ∈ X,

J3(u) :=
λ

q
∥u∥qq,a, u ∈ X,

J4(u) :=
1

p
∥u∥pp,b, u ∈ X.

Não é difícil mostrar que os funcionais J1 e J2 estão bem definidos em X. Agora,
aplicando a desigualdade de Hölder, a imersão contínua X ↪→ Lqr′1(RN) para cada
qr′1 ∈ [2, 2∗) e a hipótese (a2), observamos que

∫
RN

a(x)|u|qdx ≤
(∫

RN

|a|r1dx
) 1

r1

(∫
RN

|u|qr′1dx
) 1

r′1

= ∥a∥r1∥u∥qqr′1
≤ Sq

qr′1
∥a∥r1∥u∥q

< +∞.
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Dessa forma, o funcional J3 encontra-se bem definido em X. Analogamente, usando
a desigualdade de Hölder, a imersão contínua X ↪→ Lpr′2(RN) para cada pr′2 ∈ [2, 2∗)

e a hipótese (a2), concluímos que

∫
RN

b(x)|u|pdx ≤
(∫

RN

|b|r2dx
) 1

r2

(∫
RN

|u|pr′2dx
) 1

r′2

= ∥b∥r2∥u∥ppr′2
≤ Sp

pr′2
∥b∥r2∥u∥p

< +∞.

Portanto, o funcional J4 está bem definido em X. Isso finaliza prova do item (i).
Nesta ocasião, torna-se evidente que o funcional J é Gâteaux diferenciável em

relação a u. Essa característica pode ser facilmente percebida por

J ′
1(u)φ = ⟨u, φ⟩ e J ′

2(u)φ = α2⟨∇u,∇φ⟩2∥∇u∥2σ2 , φ ∈ X.

Além disso, temos que o funcional J ′
1 é contínuo. Com efeito, dada uma sequência

(uk) ∈ X de tal forma que uk → u em X, temos

|J ′
1(uk)φ− J ′

1(u)φ| = |⟨uk, φ⟩ − ⟨u, φ⟩|
= |⟨uk − u, φ⟩|
= ∥uk − u∥∥φ∥ → 0,

quando k → +∞. A última condição assegura a continuidade do funcional J ′
1. Note

que a continuidade do funcional J ′
2 segue ideias semelhantes às do funcional J ′

1. Neste
momento, afirmamos que o funcional J ′

3 é continuo. De fato, observe que a derivada
de Gâteaux de J3 é dada por

J ′
3(u)φ = lim

h→0

J3(u+ hφ)− J3(u)

h
= lim

h→0

1

h

[
λ

q

∫
RN

a(x)(|u+ hφ|q − |u|q)dx
]
.

Neste momento, defina uma função auxiliar ωλ1 : (−1, 1) → R estabelecida por
ωλ1(h) = |u+hφ|q. Não é difícil verificar que ωλ1 ∈ C1(R) de modo que ωλ1(0) = |u|q.
Nesse caso, aplicando a Desigualdade do Valor Médio, deduzimos que existem valores
0 < |ρ| < |h| < 1 tais que

ωλ1(h)− ωλ1(0)

h
= ω′

λ1
(ρ).

Um cálculo simples garante que

lim
h→0−

|u+ hφ|q − |u|q
h

= ω′
λ1
(0) e lim

h→0+

|u+ hφ|q − |u|q
h

= ω′
λ1
(0),
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onde

ω′
λ1
(ρ) = q|u+ ρφ|q−1 (u+ ρφ)

|u+ ρφ| φ = q|u+ ρφ|q−2(u+ ρφ)φ (B-1)

e ω′
λ1
(0) = q|u|q−2uφ. Desse modo, a equação (B-1), juntamente com a desigualdade

triangular, nos fornece que∣∣∣∣ |u+ hφ|q − |u|q
h

∣∣∣∣ = q|u+ hφ|q−1|φ| ≤ q(|u|+ |ρ||φ|)q−1|φ|.

Uma vez que h é pequeno, obtemos também que ρ é pequeno. Consequentemente,
assumimos, sem perda de generalidade, que ρ < 1. Como resultado, mencionamos∣∣∣∣ |u+ hφ|q − |u|q

h

∣∣∣∣ < q(|u|+ |φ|)q−1|φ|

≤ q(|u|+ |φ|)q−1(|u|+ |φ|)
≤ C2(|u|+ |φ|)q ∈ L1(RN).

Portanto, o Teorema da Convergência Dominada garante que

J ′
3(u)φ = λ

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx, φ ∈ X.

Aqui, resta provar que J ′
3 é sequencialmente contínuo, ou seja, dada uma sequência

(uk) ∈ X tal que uk → u em X, tem-se que

lim
k→+∞

λ

∫
RN

a(x)|uk|q−2ukφdx = λ

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx.

A comprovação deste fato é feita utilizando o Teorema da Convergência Dominada,
em conjunto com a hipótese (a2). Os detalhes foram omitidos. Analogamente, temos
que o funcional J4 possui derivada de Gâteaux contínua. Portanto, reunindo todas
as informações acima, concluímos que o funcional J é de classe C1(X;R) para todo
λ > 0. □

Gostaríamos de salientar que a regularidade dos termos do funcional energia
J , definidos nos Capítulos 2 e 3, segue exatamente as mesmas ideias discutidas na
Proposição B.1, das quais optamos por omitir detalhes. É sabido que, em ambos os
capítulos, o funcional energia J associado aos problemas (Pθ) ou (Pc) é de classe
C2(X;R) para todo λ, θ > 0. Vale ressaltar que, no Capítulo 2, o potencial V pode
alterar seu sinal, e isso deve ser considerado neste contexto.

Proposição B.2 Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1). Seja o funcional J5 : X → R
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definido por

J5(u) =
λ

q

∫
RN

a(x)|u|qdx.

Então, o funcional J5 é de classe C1(X;R), onde λ > 0, q ∈ (2, 2∗) e a ∈ Lr̃(RN).

Prova. Primeiramente, afirmamos que o funcional J5 está bem definido em X. De
fato, utilizando a desigualdade de Hölder com os expoentes r̃ = 2∗

2∗−q
> 1 e 2∗

q
> 1, a

hipótese (A2) e a imersão contínua X ↪→ Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗], encontramos
que ∫

RN

a(x)|u|qdx ≤ ∥a∥r̃∥u∥q2∗ ≤ S
− q

2
2∗ ∥a∥r̃∥u∥q < +∞.

Isso significa que o funcional J5 está bem definido em X. No que segue, sabemos
que a derivada de Gâteaux de J5 é dada por

J ′
5(u)φ = lim

h→0

J5(u+ hφ)− J5(u)

h
= lim

h→0

1

h

[
λ

q

∫
RN

a(x)(|u+ hφ|q − |u|q)dx
]
.

Aqui, defina uma função auxiliar ωλ1 : (−1, 1) → R dada por ωλ1(h) = |u+ hφ|q. É
fácil perceber que ωλ1 ∈ C1(R) tal que ωλ1(0) = |u|q. Como consequência, aplicando
a Desigualdade do Valor Médio, temos que existem valores 0 < |ρ| < |h| < 1 tais
que

ωλ1(h)− ωλ1(0)

h
= ω′

λ1
(ρ).

Dessa maneira, usando os mesmos argumentos discutidos na Proposição B.1, segue-
se que

lim
h→0

|u+ hφ|q − |u|q
h

= ω′
λ1
(0),

com

ω′
λ1
(ρ) = q|u+ ρφ|q−1 (u+ ρφ)

|u+ ρφ| φ = q|u+ ρφ|q−2(u+ ρφ)φ

e ω′
λ1
(0) = q|u|q−2uφ. Além disso, não é difícil provar utilizando a desigualdade

triangular que ∣∣∣∣ |u+ hφ|q − |u|q
h

∣∣∣∣ = q|u+ ρφ|q−1|φ|

≤ q(|u|+ |ρ||φ|)q−1|φ|
< C3(|u|q−1|φ|+ |φ|q),

onde C3 é uma constante positiva. Assim, aplicando a desigualdade de Hölder com
os expoentes q e q

q−1
, temos que
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∫
RN

|u|q−1|φ|dx ≤
(∫

RN

|u|qdx
) q−1

q
(∫

RN

|φ|qdx
) 1

q

= ∥u∥q−1
q ∥φ∥q.

Como o espaço X está continuamente imerso em Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗],
inferimos que |u|q−1|φ| ∈ L1(RN) e |φ|q ∈ L1(RN). Como produto, o Teorema da
Convergência Dominada implica que

J ′
5(u)φ = λ

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx, φ ∈ X.

Neste estágio, dada uma sequência (uk) ∈ X de tal maneira que uk → u em X,
afirmamos que

lim
k→+∞

λ

∫
RN

a(x)|uk|q−2ukφdx = λ

∫
RN

a(x)|u|q−2uφdx. (B-2)

Com efeito, a desigualdade de Hölder com expoentes r̃ = 2∗
2∗−q

, 2∗
q−1

e 2∗, a hipótese
(A2), a imersão contínua X ↪→ Ls(RN) para cada s ∈ [2, 2∗] e o fato de que uk → u

em X, asseguram que∣∣∣∣∫
RN

a(x)|uk − u|q−2(uk − u)φdx

∣∣∣∣
≤

∫
RN

a(x)|uk − u|q−1|φ|dx

≤
(∫

RN

|a|r̃dx
) 1

r̃
(∫

RN

|uk − u|2∗dx
) q−1

2∗
(∫

RN

|φ|2∗dx
) 1

2∗

= ∥a∥r̃∥uk − u∥q−1
2∗ ∥φ∥2∗

≤ S
− q−1

2
2∗ S

− 2∗
2

2∗ ∥a∥r̃∥uk − u∥q−1∥φ∥ → 0,

quando k → +∞. A última desigualdade, em conjunto com o Teorema da Conver-
gência Dominada, garante na veracidade da equação (B-2). Portanto, demonstramos
que J ′

5 é sequencialmente contínuo, concluindo assim a prova da proposição. □



APÊNDICE C
Resultados auxiliares empregados nos
Capítulos 1, 2 e 3

Neste apêndice, apresentam-se resultados auxiliares que foram utilizados nos
Capítulos 1, 2 e 3. O primeiro desses resultados desempenha um papel fundamental
na demonstração da Proposição C.2 a seguir.

Proposição C.1 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2), (v1)-(v3), λ ∈ (λ∗,+∞) e
θ > 0. Então, temos as seguintes identidades:

(i) cN−λ,θ := inf
z∈Un

[
sup

t∈[0,tn(z)]
Jλ,θ(tz)

]
;

(ii) cN+
λ,θ

:= inf
z∈Un

[
inf

t∈[tn(z),+∞)
Jλ,θ(tz)

]
.

Prova. É fácil verificar pela Proposição 2.17 que existem únicos pontos

0 < tn,−(z) < tn(z) < tn,+(z) < +∞
tais que tn,−(z)z ∈ N−

λ,θ e tn,+(z)z ∈ N+
λ,θ, onde z ∈ Un := {z ∈ X\{0} : λ > Sn(z)}

é uma função fixa. Esse fato implica que

cN−λ,θ = inf
u∈N−λ,θ

Jλ,θ(u) ≤ Jλ,θ(t
n,−(z)z) = sup

t∈[0,tn(z)]
Jλ,θ(tz), z ∈ Un.

Dessa forma, obtemos que

cN−λ,θ = inf
u∈N−λ,θ

Jλ,θ(u) ≤ inf
z∈Un

[
sup

t∈[0,tn(z)]
Jλ,θ(tz)

]
.

Por outro lado, para cada ε > 0, existe uma função zε ∈ N−
λ,θ tal que

inf
u∈N−λ,θ

Jλ,θ(u) ≤ Jλ,θ(zε) ≤ inf
u∈N−λ,θ

Jλ,θ(u) + ε.

Além disso, sabemos que

Jλ,θ(zε) = sup
t∈[0,tn(zε)]

Jλ,θ(tzε).
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A última equação assegura que

inf
z∈Un

[
sup

t∈[0,tn(z)]
Jλ,θ(tz)

]
≤ sup

t∈[0,tn(zε)]
Jλ,θ(tzε) ≤ inf

u∈N−λ,θ
Jλ,θ(u) + ε.

Logo, como ε > 0 é arbitrário, temos

cN−λ,θ = inf
u∈N−λ,θ

Jλ,θ(u) ≥ inf
z∈Un

[
sup

t∈[0,tn(z)]
Jλ,θ(tz)

]
.

Isso completa a prova do item (i). A demonstração do item (ii) segue exatamente
as mesmas ideias discutidas anteriormente. □

A próxima proposição apresenta algumas estimativas precisas sobre os níveis
de energia cN−λ,θ e cN+

λ,θ
. Essas estimativas são cruciais para podermos aplicar

diretamente o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.

Proposição C.2 Suponha (m1), (a1), (a2), (b1), (b2) e (v1)-(v3). Então as funções
cN−λ,θ , cN

+
λ,θ

: (λ∗,+∞)× (0,+∞) → R satisfazem as seguintes propriedades:

(i) As funções (λ, θ) 7→ cN−λ,θ e (λ, θ) 7→ cN+
λ,θ

são contínuas;
(ii) As funções cN−λ,θ e cN+

λ,θ
são decrescentes em λ > 0, isto é,

cN−λe,θ
≥ cN−λ,θ e cN+

λe,θ
≥ cN+

λ,θ
,

para cada λ > λe > 0 e θ > 0;
(iii) As funções cN−λ,θ e cN+

λ,θ
são crescentes em θ > 0, isto é,

cN−λ,θe
≥ cN−λ,θ e cN+

θe,λ
≥ cN+

λ,θ
,

para cada λ ∈ (λ∗,+∞) e θ ∈ (0, θe);
(iv) Existem constantes C, C1 > 0 que não dependem de λ de modo que

0 < cN−λ,θ ≤ C e cN+
λ,θ

≤ C1,

para cada λ > λe > 0 e θ > 0.

Prova. Inicialmente, afirmamos que a função (λ, θ) 7→ cN−λ,θ é sequencialmente
contínua. Com efeito, considere sequências (λk) ∈ R e (θk) ∈ R de tal modo que
λk → λ e θk → θ, onde λ ∈ [λ∗,+∞) e θ > 0. É sabido pelo Lema 2.34 que cN−λk,θk

é atingido por uma função (uk) ∈ N−
λk,θk

∪N 0
λk,θk

. Em particular, obtemos que

cN−λk,θk

= Jλk,θk(uk) ≤ Jλk,θk(φ), φ ∈ N−
λk,θk

∪N 0
λk,θk

, (C-1)

com

J ′
λk,θk

(uk)uk = 0 e J ′′
λk,θk

(uk)(uk, uk) ≤ 0. (C-2)
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Dessa forma, como o funcional energia Jλk,θk é coercivo sobre N−
λk,θk

∪N 0
λk,θk

, segue
que a sequência (uk) é limitada em X. Isso significa que existe u ∈ X tal que
uk ⇀ u em X. Note que u ̸= 0, veja a Observação 2.26. Consequentemente, usando
os mesmos cálculos discutidos no Lema 2.34, tem-se que uk → u fortemente em X.
A última condição, juntamente com a estimativa (C-2), garante que

lim
k→+∞

J ′
λk,θk

(uk)uk = J ′
λ,θ(u)u = 0

e

lim
k→+∞

J ′′
λk,θk

(uk)(uk, uk) = J ′′
λ,θ(u)(u, u) ≤ 0.

Esse fato mostra que u ∈ N−
λ,θ ∪N 0

λ,θ. Devido a estimativa (C-1), inferimos que

Jλ,θ(u) ≤ Jλ,θ(φ), φ ∈ N−
λ,θ ∪N 0

λ,θ.

Portanto, como uk → u em X, temos que

cN−λ,θ = Jλ,θ(u) = lim
k→+∞

Jλk,θk(uk) = lim
k→+∞

cN−λk,θk

.

Isso conclui a prova do item (i). Sabemos pela Proposição C.1 que

cN−λ,θ = inf
z∈Un

[
sup

t∈[0,tn(z)]
Jλ,θ(tz)

]
≤ sup

t∈[0,tn(z)]
Jλ,θ(tz)

= Jλ,θ(t
n,−
λ,θ (z)z)

≤ Jλe,θ(t
n,−
λ,θ (z)z), (C-3)

para todo z ∈ Un, onde Un := {z ∈ X\{0} : λ > Sn(z)}. Observe que, para cada
λ > λe > 0, mencionamos que Uλe,θ ⊂ Un e

0 < tn,−λ,θ (z) < tn,−λe,θ
(z) < tn(z) < tn,+λe,θ

(z) < tn,+λ,θ (z) < +∞.

Não é difícil checar que z 7→ tn(z) é independente de λ > 0. Dessa maneira, tomando
t = tn,−λ,θ (z) e utilizando a desigualdade (C-3), encontramos

cN−λ,θ ≤ sup
t∈[0,tn(z)]

Jλe,θ(tz), z ∈ Un.

A última desigualdade assegura que

cN−λ,θ ≤ inf
z∈Un

[
sup

t∈[0,tn(z)]
Jλe,θ(tz)

]

≤ inf
z∈Uλe,θ

[
sup

t∈[0,tn(z)]
Jλe,θ(tz)

]
= cN−λe,θ

.
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Logo, obtemos que cN−λ,θ ≤ cN−λe,θ
para cada λ > λe e θ > 0. Isso finaliza a prova do

item (ii). Agora, assuma que θ ∈ (0, θe) é satisfeito. Uma consequência imediata da
equação (2-7) é:

Sn,θ(z) =
∥tn,θ(z)z∥2 + α2∥∇(tn,θ(z)z)∥2(σ+1)

2 + θ∥tn,θ(z)z∥pp,b
∥tn,θ(z)z∥qq,a

<
∥tn,θ(z)z∥2 + α2∥∇(tn,θ(z)z)∥2(σ+1)

2 + θe∥tn,θ(z)z∥pp,b
∥tn,θ(z)z∥qq,a

= Sn,θe(z).

Como produto, tem-se que Sn,θ(z) < Sn,θe(z) < λ, para todo z ∈ X\{0}. Uma vez
que o ponto crítico tn,θ(z) do funcional Rn,θ(tz) é determinado de forma implícita,
inferimos que tn,θe(z) < tn,θ(z). Consequentemente, a Proposição C.1 afirma que

cN−λ,θ ≤ sup
t∈[0,tn,θ(z)]

Jλ,θ(tz) = Jλ,θ(t
n,−
λ,θ (z)z) ≤ Jλ,θe(t

n,−
λ,θ (z)z), z ∈ Uλ,θe .

É importante analisar que Uλ,θe ⊂ Un, para cada θ ∈ (0, θe) e λ ∈ (λ∗,+∞). Como
resultado, inferimos que 0 < tn,−λ,θ (z) ≤ tn,−λ,θe

(z) ≤ tn,θe(z) < tn,θ(z) < +∞. Para uma
melhor compreensão, consulte a Figura C.1. Aqui, estamos usando o fato de que
θ 7→ Sn,θ(z) é uma função crescente e θ 7→ tn,θ(z) é uma função decrescente, para
cada z ∈ X\{0}. No que segue, tomando t = tn,−λ,θ (z) ≤ tn,θe(z), temos

cN−λ,θ ≤ sup
t∈[0,tn,θe (z)]

Jλ,θe(tz), z ∈ Uλ,θe .

Consequentemente, inferimos que

cN−λ,θ ≤ inf
z∈Uλ,θe

[
sup

t∈[0,tn,θe (z)]

Jλ,θe(tz)

]

≤ inf
z∈Uλ,θe

[
sup

t∈[0,tn,θ(z)]

Jλ,θe(tz)

]
= cN−λ,θe

.

Portanto, cN−λ,θ ≤ cN−λ,θe
para cada λ ∈ (λ∗,+∞) e θ ∈ (0, θe), e a prova do item

(iii) está completa. Para concluir, a demonstração do item (iv) é feita utilizando
precisamente o item (ii), onde

cN−λ,θ ≤ cN−λe,θ
= inf

z∈N−λe,θ
Jλ,θ(z) = C < +∞,

para cada λ > λe > 0. Enfatizamos que a demonstração dos itens (i), (ii), (iii) e
(iv) para a função cN+

λ,θ
segue os mesmos princípios discutidos acima. □
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É relevante destacar que as Figuras C.1 e C.2 exemplificam algumas proprie-
dades estabelecidas na demonstração da Proposição C.2.

t0 tn,−
λ,θ

Sn,θ(z)

Sn,θe(z)

λ

tn,−
λ,θe

tn,θe tn,θ(z)tn,+
λ,θe

tn,+
λ,θ

Rn,θ(tz)

Rn,θe(tz)

Figura C.1: Rn,θ(tz) < Rn,θe(tz).

t0 tn,−
λ,θ

λe

λ

tn,−
λe,θ tn(z) tn,+

λe,θ
tn,+
λ,θ

Rn(tz)

Sn(z)

Figura C.2: O caso λe < λ.

Observe que, na Proposição C.2, foram adotadas as hipóteses estabelecidas no
Capítulo 2. No entanto, substituindo essas hipóteses pelas apresentadas no Capítulo
3, obtemos os mesmos resultados mencionados anteriormente.

Exemplo C.3 Apresentamos aqui um exemplo padrão de uma função a que é
Hölder contínua e que satisfaz a hipótese (a2), conforme definido no Capítulo 1.
Nesse caso, considere uma função bump a : RN → R dada por

a(x) :=

e
− 1

1−|x|2 , se |x| < 1

0, se |x| ≥ 1.

É facilmente demonstrável que essa função é suave, pertencendo à classe C∞
0 (RN),

contudo não é analítica. Além disso, a função a é de classe C1(RN), Hölder contínua
e pertence ao espaço Lr(RN) para todo r ≥ 1.

x0

a(x) = e
− 1

1−|x|2

−1 +1

e−1

com |x| < 1

Figura C.3: Geometria da função a.



APÊNDICE D
Identidade de Pohozaev

Neste apêndice, apresentamos um resultado clássico: a renomada Identidade
de Pohozaev . Essa identidade, derivada do trabalho [65], foi fundamental para
alcançarmos resultados que estabelecem a não existência de soluções não triviais
para o problema (Pc), conforme afirmado no Teorema 3.35 do Capítulo 3.

Lema D.1 Suponha (M1), (A1), (A2), (V1) e G ∈ C(RN) ∩ L1(RN). Então existe
uma sequência (Rk) ⊂ R com Rk → +∞ de tal maneira que

Rk

∫
∂BRk

(0)

|G(τ)|dτ → 0, quando k → +∞. (D-1)

Prova. Suponha por contradição que (D-1) não ocorre. Nesse caso, existem valores
δ0, R0 > 0 tais que

R

∫
∂BR(0)

|G(τ)|dτ > δ0, R ≥ R0. (D-2)

Dessa forma, a estimativa (D-2) e as coordenadas polares asseguram que∫
RN

|G(x)|dx =

∫ +∞

0

RN−2

(∫
∂BR(0)

|G(τ)|dτ
)
RdR

≥
∫ +∞

R0

RN−2

(
R

∫
∂BR(0)

|G(τ)|dτ
)
dR

≥
∫ +∞

R0

RN−2δ0dR

= +∞.

Portanto, a função G ̸∈ L1(RN), o que é uma contradição. Isso completa a prova do
lema. □

Teorema D.2 (Identidade de Pohozaev) Suponha (M1), (A1), (A2) e (V1).
Assuma que u ∈ H1(RN) é uma solução fraca para o problema (Pc) com o potencial
V ∈ C1(RN ;R) satisfazendo
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∫
RN

|x · ∇V (x)|u2dx < +∞,

onde h ∈ C(R) e H(s) :=

∫ s

0

h(τ)dτ . Então u satisfaz a seguinte identidade:

N − 2

2

[∫
RN

α1|∇u|2dx+ α2

(∫
RN

|∇u|2dx
)σ+1

]
+

N

2

∫
RN

V (x)u2dx

+
1

2

∫
RN

(x · ∇V (x))u2dx = N

∫
RN

H(u)dx.

Prova. Uma vez que u ∈ H1(RN) é uma solução fraca para o problema (Pc), temos
que u satisfaz a seguinte equação: −m(∥∇u∥22)∆u + V (x)u = h(u) em RN , onde
h(u) := λa(x)|u|q−2u− θ|u|2∗−2u. Desse modo, deduzimos que

−(x · ∇u) (m(∥∇u∥22)∆u+ V (x)u) = (x · ∇u)h(u) em RN .

Não é difícil ver que

∇
( |∇u|2

2

)
=

1

2

N∑
i=1

∂

∂xi

(
N∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2
)

=
N∑

i,j=1

∂u

∂xi

∂2u

∂xi∂xj

.

Calculando o divergente, obtemos

div(∇u(x · ∇u)) =
N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

N∑
j=1

xj
∂u

∂xj

)

= ∆u(x · ∇u) + |∇u|2 +
(
x · ∇

( |∇u|2
2

))
.

Isso significa que

∆u(x · ∇u) = div(∇u(x · ∇u))− |∇u|2 −
(
x · ∇

( |∇u|2
2

))
. (D-3)

Além disso, note que

div
(
x · |∇u|2

2

)
=

1

2

N∑
i=1

∂

∂xi

(
N∑
j=1

xj

(
∂u

∂xj

)2
)

=
N

2
|∇u|2 +

(
x · ∇

( |∇u|2
2

))
. (D-4)

Assim, ao associarmos as equações (D-3) e (D-4), chegamos à conclusão de que

∆u(x · ∇u) = div
(
∇u(x · ∇u)−

(
x · |∇u|2

2

))
+

N − 2

2
|∇u|2.
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Aplicando o Teorema da Divergência, inferimos que∫
BR(0)

∆u(x · ∇u)dx =

∫
∂BR(0)

(
∇u(x · ∇u)−

(
x · |∇u|2

2

))
ϕdSx

+
N − 2

2

∫
BR(0)

|∇u|2dx,

tal que ϕ(x) é o vetor normal de ∂BR(0) com ϕ(x) = x
R
, e dSx é a medida (N − 1)-

dimensional de ∂BR(0). Nesta etapa, calculando novamente o divergente, obtemos
que

div
(
x · 1

2
V (x)u2

)
=

N

2
V (x)u2 +

1

2
(x · ∇V (x))u2 + (x · ∇u)V (x)u.

Assim, usando o Teorema da Divergência, mencionamos que∫
BR(0)

(x · ∇u)V (x)udx =

∫
∂BR(0)

(
x · 1

2
V (x)u2

)
ϕdSx −

N

2

∫
BR(0)

V (x)u2dx

−1

2

∫
BR(0)

(x · ∇V (x))u2dx.

Adicionalmente, por meio de um cálculo simples, podemos verificar que

div(x · H(u)) =
N∑
i=1

∂

∂xi

(xiH(u)) = NH(u) + (x · ∇u)h(u),

onde H(u) =

∫ u

0

h(τ)dτ . Consequentemente, segue-se pelo Teorema da Divergência
que ∫

BR(0)

(x · ∇u)h(u)dx =

∫
∂BR(0)

(x · H(u))ϕdSx −N

∫
BR(0)

H(u)dx.

Sob estas condições, concluímos que∫
∂BR(0)

m(∥∇u∥22)
(
∇u(x · ∇u)−

(
x · |∇u|2

2

))
ϕdSx

+
1

2

∫
∂BR(0)

V (x)u2(x · ϕ)dSx −
∫
∂BR(0)

H(u)(x · ϕ)dSx

=
N − 2

2

[∫
BR(0)

α1|∇u|2dx+ α2

( ∫
BR(0)

|∇u|2dx
)σ+1

]
+

1

2

∫
BR(0)

(NV (x) + (x · ∇V (x)))u2dx−N

∫
BR(0)

H(u)dx. (D-5)

Nesse caso, o Lema D.1 assegura a existência de uma sequência (Rk) ⊂ R tal que
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Rk → +∞ e

Rk

∫
∂BRk

(0)

(
|∇u|2 + V (x)u2 + |H(u)|

)
dSx → 0, (D-6)

quando k → +∞. A última estimativa nos fornece que∫
∂BRk

(0)

|∇u|2dSx → 0, k → +∞,∫
∂BRk

(0)

V (x)u2dSx → 0, k → +∞,∫
∂BRk

(0)

|H(u)|dSx → 0, k → +∞.

Essas afirmações, juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, mostram que∣∣∣∣∣
∫
∂BRk

(0)

(
∇u(x · ∇u)−

(
x · |∇u|2

2

))
ϕdSx

∣∣∣∣∣ ≤ 2

∫
∂BRk

(0)

|∇u|2dSx → 0,∣∣∣∣∣
∫
∂BRk

(0)

V (x)u2(x · ϕ)dSx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
∂BRk

(0)

V (x)u2dSx → 0,∣∣∣∣∣
∫
∂BRk

(0)

H(u)(x · ϕ)dSx

∣∣∣∣∣ ≤
∫
∂BRk

(0)

|H(u)|dSx → 0,

quando k → +∞. Por outro lado, é fácil provar usando a equação (D-5) que

lim
k→+∞

∫
BRk

(0)

α1|∇u|2dx =

∫
RN

α1|∇u|2dx,

lim
k→+∞

α2

(∫
BRk

(0)

|∇u|2dx
)σ+1

= α− 2

(∫
RN

|∇u|2dx
)σ+1

,

lim
k→+∞

∫
BRk

(0)

(NV (x) + (x · ∇V (x)))u2dx =

∫
RN

(NV (x) + (x · ∇V (x)))u2dx,

lim
k→+∞

∫
BRk

(0)

H(u)dx =

∫
RN

H(u)dx.

Portanto, tomando R = Rk na equação (D-5) e fazendo k → +∞, obtemos

N − 2

2

[∫
RN

α1|∇u|2dx+ α2

(∫
RN

|∇u|2dx
)σ+1

]
+

N

2

∫
RN

V (x)u2dx

+
1

2

∫
RN

(x · ∇V (x))u2dx = N

∫
RN

H(u)dx.

Isso finaliza a demonstração do teorema. □
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