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Resumo

Este trabalho visa, com a ajuda do Software GeoGebra, fazer uma anélise da Funcao
f(z) = a + bsen(cx + d) (e também das Fungoes f(z) = a + beos(cx + d) e f(x) =
a+ btg(cx + d) ) onde mostramos ao aluno o que acontece com o grafico da Funcao
(e através do grafico analisar as mudangas no dominio, imagem e periodo, e também
analisar a paridade destas Fungoes) quando variamos, separadamente, os valores de
a,b,ced.

No final esperamos que o aluno consiga fazer a anélise de uma Fungao completa
f(z) = a + bsen(cx + d) (e também das Fungoes f(z) = a + beos(cx + d) e f(x) =
a+btg(cr + d)).

Palavras-chave
Anaélise da Funcao, Graficos, GeoGebra
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Abstract

This work aims, with the help of GeoGebra Software, make an analysis of the
Function f(z) = a+ bsin(cz 4+ d) (and also the Functions f(z) = a + bcos(cx + d) and
f(z) = a + btan(cx + d)) where we show the student what happens to the graph of
the Function (And through of the graph analyze the changes in the domain, image and
period, and also analyze the parity of these Functions) When we vary, separately, the
values of a, b, c and d.

In the end we hope that the student can do the analysis of a complete Function
f(z) = a+ bsin(cx 4+ d) (and also the Functions f(xz) = a + bcos(cx + d) and f(z) =
a + btan(cz + d)).

Keywords
Function Analysis, Graphs, GeoGebra.
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Introducao

Histoéria

Vinte anos ministrando aulas de Matematica no ensino publico do Estado de Goiés,
me deram muita experiéncia para identificar alguns dos contetidos que os alunos mais
odeiam e/ou tem mais dificuldade na disciplina de Matematica no Ensino Médio.

Com certeza um dos contetidos que faz parte do topo desta lista é a trigonometria,
que no Ensino Médio é dividida em trigonometria no triangulo e trigonometria no ciclo
trigonométrico.

Trigonometria etimologicamente significa “medidas dos triangulos” a palavra é for-
mada pelos radicais gregos tri (trés), gonos (angulo) e Metron (medir), segundo [1].

A origem da trigonometria é nebulosa, mas com certeza sabemos que na antiga
Grécia ela teve grande desenvolvimento em decorréncia dos estudos das relagoes mé-
tricas entre os lados e os angulos de um triangulo, possivelmente sendo impulsionada
pela necessidade de resolucao de problemas praticos em Astronomia, Agrimensura e
Navegagao, conforme citado por [1].

O grego Hiparco (Astronomo e Matematico) de Niceia que viveu, aproximadamente,
entre os anos 190 a.c. e 120 a.c. ¢ chamado de “Pai” da trigonometria por, suposta-
mente, ter escrito a primeira tabela trigonométrica, conforme citado por [1].

Depois da criacao da geometria analitica, nas maos dos franceses Pierre de Fermat e
René Descartes (gigantes da Historia da Matematica que curiosamente eram formados
em Direito) as Fungdes adquiriram grande importancia e a trigonometria forneceu a
classe fundamental das Funcoes circulares e angulares que em geral sao chamadas de
Funcoes trigonométricas, bem lembrado por [1].

Contexto

A trigonometria ¢ um dos contetidos mais importantes da Matematica ( e, na minha
opiniao, o mais complicado de todo o Ensino Médio dentre todas as disciplinas) tendo
aplicacoes em intimeras areas como por exemplo: Astronomia, Engenharia, Computa-
¢ao, Medicina, Arquitetura, Quimica, Geografia, Biologia, Fisica, Cartografia, Nave-
gacao e em varias outras areas.

Mesmo sendo muito importante o ensino da trigonometria vem sendo negligenciado
pelo Estado Brasileiro, que pouco aborda o assunto no Ezame Nacional do Ensino
Médio (ENEM)(podemos comprovar isso nas provas dos ENEM’s, por exemplo, dos
altimos 5 anos), que é hoje talvez a principal porta de entrada para as universidades
publicas brasileiras, o que pode induzir os professores de Matemética do Ensino Médio
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a um “relaxamento” com o ensino da trigonometria, tratando o assunto de forma super-
ficial e até omitindo partes importantissimas do contetido, em detrimento de assuntos
mais “importantes” que sao mais abordados no ENEM.

A situacado é serissima para, principalmente, as universidades publicas (que sao
as melhores do pais e geralmente primam por um ensino de melhor qualidade e mais
aprofundado), nos cursos das areas de exatas onde o contetdo de trigonometria é basico
e essencial.

Justificativa

Este trabalho visa complementar o estudo de uma parte do contetido de trigono-
metria, que é a anélise dos graficos das Fungoes trigonométricas fundamentais Seno,
Cosseno e Tangente, com a ajuda do Software GeoGebra.

O uso de tecnologias no ensino da Matemaética é abordado (e amplamente incenti-
vado) nos PCN’s (Parametros Curriculares Nacionais) de Matematica:

As tecnologias, em suas diferentes formas e usos, constituem um dos princi-
pais agentes de transformacao da sociedade, pelas modificagoes que exercem
nos meios de producgao e por suas consequéncias no cotidiano das pessoas.
Estudiosos do tema mostram que escrita, leitura, visdao, audicao, criacao e
aprendizagem sao influenciados, cada vez mais, pelos recursos da informé-
tica. Nesse cenério, insere-se mais um desafio para a escola, ou seja, o de
como incorporar ao seu trabalho, tradicionalmente apoiado na oralidade e
na escrita, novas formas de comunicar e conhecer.

Por outro lado, também é fato que as calculadoras, computadores e outros
elementos tecnologicos estdo cada vez mais presentes nas diferentes ativida-
des da populagio [2].

No PCN de Matemética podemos ver também a parte onde se descreve (incenti-
vando) sobre o uso de Softwares no ensino da Matematica:

Por outro lado, o bom uso que se possa fazer do computador na sala de
aula também depende da escolha de softwares, em funcao dos objetivos que
se pretende atingir e da concepcao de conhecimento e de aprendizagem que
orienta 0 processo.

As experiéncias escolares com o computador também tém mostrado que seu
uso efetivo pode levar ao estabelecimento de uma nova relacdo professor-
aluno, marcada por uma maior proximidade, interacao e colaboracao. Isso
define uma nova visdo do professor, que longe de considerar-se um profis-
sional pronto, ao final de sua formacao académica, tem de continuar em
formagao permanente ao longo de sua vida profissional [2].

De acordo, com o professor Doutor Jos¢ Armando Valente (Nied-Unicamp) no capi-
tulo 4 do livro intitulado “O Computador na Sociedade do Conhecimento” ele ressalta
sobre a importancia dos Softwares na educacao, sendo o computador um instrumento
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importante no uso de recursos para facilitar no processo do conhecimento. Ao aden-
trar na analise dos Softwares é possivel entender que o processo de aprendizagem nao
esta restrito somente ao Software, mas esta relacionado ao processo de interagao do
aluno-software, que possibilita a construcao de conhecimento. Essa analise também foi
feita por outros profissionais da educacio em Matematica. E imprescindivel perceber
que a tentativa de andlise das diversas maneiras de usar o computador na educagao
é arriscada, para nao cair no senso comum sobre os usos dos Softwares alguns exer-
cicios nos auxilia na compreensao das relacoes do uso computador na construcao do
conhecimento.

Alguns software apresentam caracteristicas que favorecem a compreensao,
como no caso da programacao; outros, onde certas caracteristicas nao estao
presentes, requerem um maior envolvimento do professor, criando situagoes
complementares ao software de modo a favorecer a compreensao, como no
caso do tutorial. Assim, a anéalise dos software educacionais, em termos da
construcao do conhecimento e do papel que o professor deve desempenhar
para que esse processo ocorra, permite classifica-los em posi¢oes intermedia-
rias entre os tutoriais e a programacao. No entanto, cada um dos diferentes
software usados na educagao, como os tutoriais, a programagcao, 0 processa-
dor de texto, os software multimidia (mesmo a Internet), os software para
construcao de multimidia, as simulagoes e modelagens e os jogos, apresenta
caracteristicas que podem favorecer, de maneira mais ou menos explicita,
o processo de construcdo do conhecimento. E isso que deve ser analisado,
quando escolhemos um software para ser usado em situacoes educacionais
[12].

O objetivo deste trabalho é, usando o software GeoGebra, fazer uma anélise da
fungao f(x) = a + bsen(cx + d) ( e também das fungoes f(x) = a + beos(cx + d) e
f(z) = a+ btg(cx + d) ) onde mostramos ao aluno o que acontece com o grafico da
fungao (e através do grafico também analisar as mudancgas no dominio, imagem, periodo
e também falar sobre paridade destas fun¢oes) quando variamos, separadamente (e no
final uma analise completa), os valores de a,b, c e d.

Em todo este trabalho adotamos por conveniéncia que a # 0, b # 0, ¢ # 0 e d # 0,
pois se algum destes valores for zero (ou todos eles) descaracterizaria completamente
nossa anélise.

No Apéndice A apresentamos um pequeno tutorial mostrando os comandos que
aparecem na barra de ferramentas do GeoGebra:

A ideia para elaboracao deste trabalho veio de [5].
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1 Funcoes

Este trabalho faz abordagem sobre a construcao de graficos de Fungoes trigonomé-
tricas fundamentais (Seno, Cosseno e Tangente) com a ajuda do Software GeoGebra,
entao é conveniente mencionarmos algumas defini¢oes relacionadas com Fungoes.

A seguir, fazemos uma pequena dissertacao sobre o tema Funcoes e indicamos os
livros [4], [6], [8] e [10], para os leitores, pois esta dissertacao se baseia nesses livros.

1.1 Produto Cartesiano

A primeira definicao que devemos rever é a de Produto Cartesiano. Dados dois
conjuntos A e B, nao vazios, chama-se Produto Cartesiano de A por B, indicado por
A x B (lé-se : A cartesiano B), o conjunto formado por todos os Pares Ordenados
(x,y), onde x € A e y € B, usando simbologia Matemética temos:

AxB={(z,y);x€ Aey € B}.

Exemplo 1.1.0.1. Dados dois conjuntos A ={ 1,2} e B ={3, 4/} o Produto
Cartesiano é:

Ax B=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.

1.2 Relacoes

Revista a definicao de Produto Cartesiano podemos partir para a definicao de Re-
lacdao. Dados dois conjuntos A e B, nao vazios, chama-se relacao de A em B, qualquer
subconjunto do Produto Cartesiano de A por B.

1.3 Funcoes

Finalmente podemos definir Funcao como uma Relacdo com restrigoes especificas.
Dados dois conjuntos A e B, nao vazios, chama-se Func¢do de A em B, simbolicamente
f A — B, uma Relacdo onde todo elemento x € A estd associado a um tnico
elemento y € B, simbolicamente z — y = f(z).

x e y sao as variaveis, r ¢ chamado de varidvel independente e y de varidvel depen-
dente.
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1.3.1 Dominio, Imagem, Contradominio e Lei de Formacao

Dominio: O conjunto formado por todos os valores possiveis de x do conjunto
A é chamado de dominio da Relagdo (denominamos por D(R)), se a Relacao ¢ uma
Funcao o dominio da Funcao (denominamos por D(f)) ¢ o proprio conjunto A (pois
na defini¢do de Fun¢do vimos que “todo elemento = de A” (ou seja, o proprio conjunto
A) deve estar associado a um tnico elemento y de B).

Imagem: Vimos na definicao de Funcao que todo elemento x do dominio esta
associado a um tnico elemento y do contradominio, cada um desses valores de y sao
chamados de imagem de x pela Funcao f, e o conjunto formado por todos os valores de
y e chamado de conjunto imagem da Funcdo que denotamos neste trabalho por I'm(f)
8] ‘

Contradominio: E o conjunto onde fica a imagem da Fungao f (valores de y (ou
f(z)), indicamos o contradominio de uma Func¢ao por C'D(f). No nosso exemplo o
contradominio é B.

Lei de formacao: Geralmente as Fungoes em Matematica sao determinada por
formulas Matematicas (regras ou leis de formagao) [6].

Exemplo 1.3.1.1. f: R — R que a cada nimero real x associa o seu triplo: f(z) =
3x ouy = 3.

Exemplo 1.3.1.2. f : R — R que a cada nimero real x associa o seu quadrado:
f(x) =2® ouy = 2°.
Exemplo 1.3.1.3. f : R* — R que a cada nimero real © (xr # 0) associa o seu
inverso: f(r)=— ouy=—.
x x
Existem varias classificagoes e tipos especiais de Fungoes, vejamos agora algumas
defini¢coes, mas direcionamos nossos estudos para os casos que aparecem neste trabalho.
Como tratamos de Fungoes trigonométricas fundamentais (Seno, Cosseno e Tangente)

é conveniente definirmos Funcdo Seno, Funcao Cosseno, Funcao Tangente, Funcao Par
e Impar, Funcdo Periddica e Funcio Limitada.

1.3.2 Funcgao Seno

Funcdo f : R — R que associa cada numero real x ao senz, simbolicamente
f(z) = senz. Todas as caracteristicas e o grafico dessa Fungao serao estudados nesse
trabalho.
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1.3.3 Funcgao Cosseno

Funcdao f : R — R que associa cada nimero real x ao cosz, simbolicamente
f(z) = cosx. Todas as caracteristicas e o grafico dessa Fungao serao estudados nesse
trabalho.

1.3.4 Funcao Tangente

Funcao f: R — {E + km, k € Z} — R que associa cada nimero real z (do seu

dominio) a tgx, simbolicamente f(z) = tgxz. Todas as caracteristicas e o grafico dessa
Funcao serao estudados nesse trabalho.

1.3.5 Funcgao Par

Uma Fungdo é par se f(x) = f(—x) para todo valor de = pertencente ao dominio
da funcao f.

Exemplo 1.3.5.1. A Funcao f(x) = 2% € par, pois f(x) = 2% e f(—x) = (—x)* = 2%
Ou seja, f(x) = f(—x).

1.3.6 Funcao Impar

Uma Funcdo é Impar se f(x) = —f(—x) para todo valor de x pertencente ao
dominio da Funcao f.

Exemplo 1.3.6.1. A Funcdio f(x) = x é impar, pois f(z) = x e f(—x) = —x. Ou
seja, f(x) = —f(=x).

1.3.7 Funcao Periédica

Funcao é dita periddica quando f(z) = f(z + P) onde o menor valor positivo de P
(que denominamos por p) é chamado de periodo da Funcao (p € Ry).

As funcoes seno, cosseno e tangente sao periodicas.

Veremos agora como calcular o periodo de cada uma delas.

Exemplo 1.3.7.1. Como a Fungdo seno € periddica, temos f(x) = f(z + P).
sen(z) = sen(x + P)
sen(z) = sen(x) - cos(P) + sen(P) - cos(z)
Para que os dois lados desta iltima equacao sejam iguais, devemos ter cos(P) =1
e sen(P) =0, ou seja:
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P =K2m, com k € Z.

Fazendo k = 1, temos o menor valor positivo de P, que € o periodo (p) da fun¢ao.
Logo o periodo da funcdo f(x) =senx € p = 2m.

De uma forma genérica, poderemos dizer que o periodo p da fungio f(x) = a +

bsen(cx + d) é dado por:
2m

p= |? radianos, com ¢ # 0.
Exemplo 1.3.7.2. Como a Fun¢ao cosseno é periddica, temos f(x) = f(x + P).
cos(x) = cos(x + P)
cos(x) = cos(x) - cos(P) — sen(x) - sen(P)

Para que os dois lados desta ltima equagao sejam iguais, devemos ter cos(P) =1
e sen(P) =0, ou seja:
P =k2n, com k € Z.

Fazendo k =1, temos o menor valor positivo de P, que € o periodo (p) da funcao.
Logo o periodo da func¢do f(x) =cosz é p = 2.

De uma forma genérica, poderemos dizer que o periodo p da funcio f(x) = a +

beos(cx + d) € dado por:

27
p= |— radianos, com ¢ # 0.
c

Exemplo 1.3.7.3. Como a Func¢ao tangente é periddica, temos f(x) = f(x + P)
tg(z) = tg(z + P)

tg(x) + tg(P
o) = (z) + tg(P)

1 —tg(x) - tg(P)
Para que os dois lados desta dltima equagdo sejam iguais, devemos ter tg(P) = 0,

ou seja:
P =krm, com k € Z.

Fazendo k =1, temos o menor valor positivo de P, que € o periodo (p) da fun¢ao.
Logo o periodo da funcao f(x) =tgx ép=m.

De uma forma genérica, poderemos dizer que o periodo p da funcdo f(x) = a +
btg(cg +d) € dado por:

p= |— radianos, com ¢ # 0.
c

1.3.8 Funcgao Limitada

Uma Funcao f é dita limitada, em seu dominio, quando sua imagem esta toda
contida num intervalo (que nio seja um intervalo infinito), ou seja, Im(f) C [a,b],
onde a,b € R.

Duas das Fungoes deste trabalho sdo limitadas: a Funcdo seno (f(z) = senz) e a
Funcao cosseno (f(r) = cosx) , em ambas sua imagem é Im(f) = [—1,1]
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1.3.9 Determinagao do Dominio e da Imagem de uma Funcao a partir de
seu Gréfico

A partir do gréafico de uma Funcao podemos determinar seu dominio e sua imagem
(situagdo que acontecera varias vezes durante este trabalho, onde o aluno desenhara
o grafico da Fungdo no GeoGebra (através de sua lei de formagao) e depois terda que
analisar o que acontece com seu dominio e sua imagem).

Antes devemos entender o que é Projecao Ortogonal, segundo os autores Hoelscher,
Springer e Dobrovolny em seu livro Expressao Gréfica de Desenho Técnico, “a projecao
Ortogonal é a representacao de um objeto em um plano de projecao, quando as linhas
visuais sdo perpendiculares a este plano” [13].

O dominio serd a Projecao Ortogonal do gréafico sobre o eixo x (abscissas) e a
imagem serd a Projecdo Ortogonal do grafico no eixo y (ordenadas).

Um exemplo pode ser visto na Figura 1, onde temos o grafico de uma Funcao e
mostramos como encontrar seu dominio e sua imagem.

Projetando o grafico no eixo = (abscissas) temos um intervalo que é o dominio da
Fungao D(f) = [4,8].

Projetando o grafico no eixo y (ordenadas) temos um intervalo que é a imagem da
Fungao Im(f) = [2,6].

e}

Imagem Im(f) = [2 , 6] , projegao ortogonal
do grafico de y = f(x) no eixo y.

Grafico de uma Fungao y = f(x)

o O
2 - 0 1 2 3 kg 5 6 7 5 9 10 e 12 13 14

Dominio D(f) = [4, 8] , projegéo ortogonal
1 do grafico de y = f(x) no eixo x.

Figura 1: Encontrando Dominio e Imagem a partir do Grafico de uma Funcao
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2 Analise Grafica

Os graficos de Fungoes trigonométricas, na grande maioria dos livros texto, estao
exatamente no meio do contetido de trigonometria do Ensino Médio (como podemos ver,
por exemplo, em [5], [7], [9] e [11]), na primeira parte da trigonometria (trigonometria
no triangulo) o aluno ja foi apresentado ao seno, cosseno e tangente como relagoes entre
os lados de um triangulo retangulo e na segunda parte da trigonometria (trigonometria
no ciclo) o aluno ji aprendeu a ver seno, cosseno e tangente no ciclo trigonométrico
fundamental.

Mesmo o aluno estando no segundo ano do Ensino Médio e ja tendo visto todas
as Fungoes (e seus graficos) que aparecem no primeiro ano do Ensino Médio (Fungoes:
Polinomial do Primeiro Grau (ou Afim), Polinomial do Segundo Grau (ou Quadrética),
Modular, Exponencial e Logaritmica ) o que constatamos (em avaliacoes, em listas de
exercicios para casa, em trabalhos e em diversas outras formas de avaliagoes) é que os
alunos (estamos falando aqui da maioria, claro que ha excecoes!) nao tem afinidade
com graficos, além de considerar os graficos das Funcoes trigonométricas “estranhos”.

Juntando essas situagoes abordados no paragrafo anterior mais o fato desses gréficos
raramente serem abordados no ENEM (por exemplo, nos tltimos quatro anos, 2013,
2014, 2015 e 2016, nao houve nenhuma questao de graficos de Fungoes trigonométricas
na prova de Matematica do ENEM), tornam o seu ensino uma tarefa extremamente
complicada para os professores, o uso do Software GeoGebra visa aumentar a compre-
ensao e o interesse dos alunos pelo contetdo.

E importante lembrar que em todo nosso trabalho y é uma Funcdo de z (y = f(z)),
entdo, usaremos uma (f(z) = senx por exemplo) ou outra notagdo (y = senz por
exemplo) conforme a conveniéncia, alias esta abordagem é muito importante pois na
grande maioria dos livros de Ensino Médio (como podemos ver, por exemplo, em [4],
[6], [8] e [10]) em determinados momentos os autores usam f(x) e em outros momentos
usam y para representar a lei de formacao de uma Fungao (geralmente f(z) é usado
nas definicoes e no calculo de algum valor numérico da Funcao, e y geralmente é usado
nos graficos (provavelmente pelo motivo do eixo das ordenadas ser o eixo y)).

2.1 Analise do Grafico da Fungao f(z) = a + bsen(cz + d)

O grafico da Fungao Seno é geralmente o primeiro a ser estudado (como podemos
ver, por exemplo, em [5], [7], [9] e [11]), as dificuldades sdo imensas, e vao desde o aluno
nao saber plotar pontos no plano até o desconhecimento total do que seja seno de um
arco (angulo) qualquer, isso somado ao desinteresse total pelo assunto.

Geralmente precisamos de duas aulas (ou até trés, dependendo das condigbes da
turma) para construir o grafico usando uma tabela com valores devidamente escolhidos,
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esperamos que o uso do Software GeoGebra aumente a compreensao e o interesse do
aluno pelo contetudo.

Para fazer essa andlise, o grafico da Funcao f(x) = senz (ver figura 2) serd com-
parado com os graficos das Funcdes f(z) = a+senz , f(x) = bsenx , f(x) = sen(cx)
e f(z) = sen(x + d), onde variaremos os valores de a,b,c e d (de forma conveniente
e direcionada) e mostraremos as alteracoes que acontecem com o grafico para o aluno
usando o Software GeoGebra.

0.5

0 w2 m 3m/2 2m 5m/2

-0.5

Figura 2: f(z) =senz

E essencial lembrar ao aluno algumas caracteristicas importantes deste grafico:

A Fungao ¢ periodica (ver item 1.3.7 exemplo 1.3.7.1), no caso da Fungao f(z) =
senx o periodo é p = 27.

O dominio da Funcao f(z) = senxz ¢ D(f) = R, que é a projecao ortogonal do
grafico no eixo z (ver item 1.3.9 para uma melhor compreensao do assunto).

A imagem da funcao f(z) =senz é Im(f) = [—1, 1], neste momento é interessante
lembrar ao aluno (ou falar pela primeira vez) que a Func¢ao Seno é limitada (ver item
1.3.8).

2.1.1 Comparacgao de f(z) =senz com f(z) =a+senx

Agora vamos comparar a Fungao f(z) = senz com a fun¢ao f(z) = a + senz onde
variaremos os valores de a, os valores escolhidos foram:
a=2,a=3a=—-2ea=—3

Cujos graficos sao mostrados na figura 3.

E interessante deixar o aluno digitar os as Funcdes na linha de comando do Geo-
Gebra. Sao eles: f(x) =senz, f(r) =2+senz, f(x) =3 +senx, f(x) = -2+ senz,
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Yy =3+ senx

y=—3+ senz

Figura 3: f(z) = senz Comparada com f(z) =a+senx

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variacao de a,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Fungdo f(z) = a+senz é D(f) = R nao importando os valores de
a (ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Funcao através de
seu grafico), ou seja, o dominio da Fun¢ao f(z) = a + senz ndo mudou em relagdo ao
da Funcao f(z) = senu.

O “comprimento” do intervalo que representa a imagem em cada caso nao mudou
(continua sendo 2 unidades), houve sim uma translagdo do intervalo que representa a
imagem (em cada caso) no eixo y.

Se a é positivo o gréafico foi transladado no sentido positivo do eixo y e se a é
negativo houve uma translacao no sentido negativo do eixo y.

O periodo da Funcao f(z) = a + senz é p = 27, nao importando os valores de a,
ou seja, o periodo da Fungao f(x) = a 4+ senz ndo mudou em rela¢do ao da Funcao
f(z) =senz.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.1.2 Comparacao de f(z) =senz com f(x) =bsenx

Agora vamos comparar a funcao f(z) = senz com a Funcao f(x) = bsenx onde

variaremos os valores de b, os valores escolhidos foram:
1

1
b:27b:§,b:—2€b:—§
Estes valores ja foram escolhidos com mais cuidado pois sabemos que quando mul-
tiplicarmos a Funcao Seno por um ntumero real, se este numero tiver médulo maior
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que 1 (]b] > 1) o “comprimento” do intervalo que representa a imagem vai aumentar
e se o valor tiver modulo “entre” 0 e 1 ( 0 < || < 1) o “comprimento” do intervalo
que representa a imagem vai diminuir. Os graficos sao mostrados na Figura 4. E
interessante deixar o aluno digitar as Funcoes na linha de comando do GeoGebra:

f(z) =senz, f(z) =2senz, f(z) = 5 Senz, f(z) = =2senz, f(zx) = —5seny

T
\/
Y

y=2-senx

y=—2-senx

Figura 4: f(z) = senx Comparada com f(x) = bsenx

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variacao de b,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Funcao f(x) = bsenz ¢ D(f) = R nao importando os valores de
b (b # 0, ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Funcao
através de seu grafico), ou seja, o dominio da Fungao f(z) = bsenx nao mudou em
relagao ao da Funcao f(x) = senx.

O “comprimento” do intervalo que representa a imagem em cada caso mudou (foi

1 1
multiplicado por 2 quando b = 2 ou b = —2 e dividido por 2 quando b = 3 oub= —5),

esperamos também que o aluno note que o gréafico da Func¢ao f(z) = bsenx com b
negativo é simétrico ao grafico da Fungdo f(x) = bsenx com b positivo em rela¢ao ao
eixo z (rebatido em relagdo a x).

O periodo da Funcao f(z) = bsenz é p = 27, nao importando os valores de b
(b # 0), ou seja, o periodo da Fun¢do f(z) = bsenx ndo mudou em relagdo ao da
Funcao f(z) = senu.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.
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2.1.3 Comparacgao de f(z) =senz com f(z) = sen(cx)

Agora vamos comparar a fun¢do f(z) = senx com a funcio f(x) = sen(cx) onde
variaremos os valores de ¢, os valores escolhidos foram:

c=2,c=—-,c=—2ec=—=
Estes valores ja foram escolhidos com mais cuidado pois sabemos que o periodo da

2
fungao f(z) = sen(cx) é dado por p = ﬁ (ver item 1.3.7 exemplo 1.3.7.1), logo quando
c

lc| > 1 o periodo vai diminuir e quando 0 < |¢| < 1 o periodo vai aumentar.
Os graficos podem ser vistos na Figura 5.
E interessante deixar o aluno digitar as Funcoes na linha de comando do GeoGebra:

f(x) =senz, f(xr) =sen(2zx) , f(z) = sen(% x), f(x) =sen(—2z) e f(x) = Sen(—%x).

35
25

15 I -
Yy = senx y=sen(2-x) y = sen( B z)

N *//A\ N //

0571 / \

-1.5

-2.5

Figura 5: f(z) = senz Comparada com f(x) = sen(cz)

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variagao de c,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Fungao f(z) = sen(cz) é D(f) = R ndo importando os valores de ¢
(ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma fungio através de
seu grafico), ou seja, o dominio da Funcao f(x) = sen(cx) ndo mudou em relagao ao
da Funcdo f(z) = senu.

A imagem da funcao f(x) = sen(cx) é Im(f) = [—1, 1] nao importando o valor de
¢ (¢ # 0), ou seja, a imagem da Funcdo f(x) = sen(cz) ndo mudou em relagdo ao da
Funcao f(z) = senu.

O periodo da Fungao f(z) = sen(cz): se ¢ = 2 ou ¢ = —2 é p = 7 (comparado
com o periodo da Funcdo f(x) = senz (onde p = 27 ) o periodo caiu pela metade)
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1
ésec=—-ouc= —5 o periodo é p = 471 (comparado com o periodo da Fungao

f(z) = senz (onde p = 27 ) o periodo foi multiplicado por 2)(ver como se calcula o
periodo de Fungoes do tipo f(x) = sen(nz) no item 1.3.7 exemplo 1.3.7.1).

Neste momento ¢ interessante falar sobre a paridade da Funcao Seno ver item 1.3.5
e item 1.3.6.

O interessante sera fazermos mais dois graficos fazendo agora c =1e ¢ = —1 o que
resultard em y = senz e y = sen(—x) , ou seja teremos o grafico de f(z) e f(—x),
devemos explicar para o aluno que se os graficos coincidirem é porque f(z) = f(—x)
e a Funcao é par, e se os gréaficos forem simétricos em relacdo ao eixo x é porque
f(z) = —f(x) e a Fungao é impar, os graficos podem ser vistos na Figura 6.

y

Yy = senx

hu 3m/2 2 5m/2

-05 S

- ~ |
y = sen(—x)

Figura 6: Funcdo Seno, Par ou Impar?

Logo analisando os graficos da Figura 6, os alunos devem concluir que a Funcao
Seno é fmpar.
Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.1.4 Comparacgao de f(z) =senz com f(z) = sen(z + d)

Agora vamos comparar a fungio f(z) = senz com a fungao f(x) = sen(z+d) onde
variaremos os valores de d, os valores escolhidos foram:
b s
d:§,d:7r,d:—§ed:—7r
Cujos graficos podem ser vistos na Figura 7.
E interessante deixar o aluno digitar as Funcoes na linha de comando do GeoGebra:

f(z) = senz, f(z) = sen(z + g), f(z) = sen(z + 7), f(z) = sen(z — g), flz) =

sen(z — ).
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7. y=sen(z—m)
y = senx y=sen(x — =)

T
92/ y=sen(z+m) y=sen(z+ z

Figura 7: f(z) = senx Comparada com f(x) = sen(z + d)

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variacao de d,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Funcao f(z) =sen(z +d) ¢ D(f) = R nao importando os valores de
d (ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Fungao através de
seu grafico), ou seja, o dominio da Funcao f(x) = sen(x 4+ d) nao mudou em relagao
ao da Funcao f(z) = senz.

A imagem da Fungdo f(x) = sen(z + d) é Im(f) = [—1, 1] ndo importando o valor
de d, ou seja, a imagem da Funcao f(z) = sen(z + d) ndo mudou em relacdo ao da
Funcao f(z) = senux.

O periodo da Fungao f(x) = sen(z + d) é p = 27, ndo importando os valores de d,
ou seja, o periodo da Funcao f(z) = sen(x + d) ndo mudou em relagdo ao da Fungao
f(z) = senuz.

Na realidade esperamos que o aluno note que o grafico sofre uma translacao no eixo
X, logo, se d > 0 o grafico sofre um translagao para a esquerda e se d < 0 o grafico sofre
um translacao para a direita.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.1.5 Analise do Grafico da Fungao f(x) =3 + 4sen(2z + %)

Neste momento, depois de todas essas analises, esperamos que o aluno possa fazer

uma analise completa do grafico da Fung¢ao Seno f(z) = a+bsen(cx+d) onde aparecem
T

todos os parametros (a, b, ¢ e d) ao mesmo tempo, por exemplo f(z) = 3+4 sen(2x+z),

a analise esperada é:
Como a = 3 o grafico da Fun¢do f(z) vai sofrer uma translacao de 3 unidades (em
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relagao ao grafico de f(z) = senz) para cima no eixo y a imagem passa a ser o intervalo
Im(f) = [2,4]

Como b = 4 o “comprimento” do intervalo que representa a imagem da Func¢ao vai
ser multiplicado por 4 (em relagdo ao “comprimento” do intervalo da Funcao f(x) =
sen ), ou seja, vai passar a ser Im(f) =[—1,7].

Como ¢ = 2 o periodo da Fungao vai ficar dividido por 2 (em relacao ao periodo da
fungdo f(x) =senx que é p =27 ), ou seja, p = 7.

Como d = % o grafico sofre uma translacao no eixo x para a esquerda de % unidades
(em relagdo ao grafico de f(x) = senx).

Com a construgao do grafico no GeoGebra tudo isso seré confirmado, veja a Fligura

y

0 n/v w 3n)\2/ 2m 511\2/ 3m 711\2/ 4m gn\z/ :

5 11n\2/ 6t 13nX2/

(2]

N

(=]

Figura 8: Grafico de f(x) = 3 + 4sen(2z + %)

2.2 Analise do Grafico da Fungao f(x) = a + bcos(cx + d)

O grafico da Funcao cosseno é geralmente o segundo a ser estudado (como podemos
ver, por exemplo, em [5], [7], [9] e [11]), as dificuldades sdo menores que os da Fungao
seno, nao por ser mais facil, ¢ que o aluno ja trabalhou com a Funcao seno e ja esta
mais acostumado, mas, mesmo assim, o desinteresse ainda é grande pelo assunto.

Geralmente precisamos de uma aula (ou até duas) para construir o grafico usando
uma tabela, esperamos que o uso do Software GeoGebra aumente a compreensao e o
interesse do aluno pelo contetdo.

Para fazer essa analise o grafico da Funcao f(z) = cosx (ver figura 9) serd compa-
rado com os graficos das Fungoes f(x) = a + cosx , f(z) = beosz , f(x) = cos(cx)
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e f(z) = cos(x + d) onde variaremos os valores de a,b,c e d (de forma conveniente e
direcionada) e mostraremos as alteragoes que acontecem com o grafico para o aluno
usando o Software GeoGebra.

2
1.5

/

0.5

0 X

0 m m /2 o 5n/¥\
-05

Figura 9: f(z) = cosx

E essencial lembrar ao aluno algumas caracteristicas importantes deste grafico:

A Funcao ¢ periodica (ver item 1.3.7 exemplo 1.3.7.2), no caso da Funcao f(z) =
cosx o periodo é p = 2.

O dominio da Funcao f(z) = cosz é D(f) = R, que é a Projecao Ortogonal do
grafico no eixo x (ver item 1.3.9 para uma melhor compreensao do assunto).

A imagem da Funcdo f(z) = cosx é Im(f) = [—1, 1], neste momento é interessante
lembrar ao aluno (ou falar pela primeira vez) que a Funcao Cosseno ¢ limitada (ver
item 1.3.8).

2.2.1 Comparagao de f(z) =cosx com f(x) =a+ cosz

Agora vamos comparar a fungao f(z) = cosz com a funcao f(x) = a + cosz onde
variaremos os valores de a, os valores escolhidos foram:
a=2,a=3,a=—-2ea=-—3

Cujos graficos sao mostrados na figura 10.

E interessante deixar o aluno digitar as Funcoes na linha de comando do GeoGebra:
f(z) =cosx, f(xr) =2+coszx, f(xr) =3+coszx, f(x)=—24cosz, f(x) =—3+cosz

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variagao de a,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Funcao f(z) = a + cosx é D(f) = R ndo importando os valores de
a (ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Fungao através de
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Yy =3+ cosx

Figura 10: f(z) = cosx Comparada com f(z) =a + cosx

seu grafico), ou seja, o dominio da Funcao f(z) = a + cosx nao mudou em relagao ao
da fungao f(x) = cosz.

O “comprimento” do intervalo que representa a imagem em cada caso nao mudou
(continua sendo 2 unidades), houve sim uma translagdo do intervalo que representa a
imagem (em cada caso) no eixo y.

Se a é positivo o grafico foi transladado no sentido positivo do eixo y e se a é
negativo houve uma translacao no sentido negativo do eixo y.

O periodo da Fungao f(z) = a + cosz é p = 27, nao importando os valores de a,
ou seja, o periodo da Fungdo f(x) = a + cosx ndo mudou em relagdo ao da funcao
f(z) = cosx.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.2.2 Comparacgao de f(r) =cosz com f(z)=bcosz

Agora vamos comparar a Funcao f(x) = cosx com a Funcdo f(x) = bcosz onde

variaremos os valores de b, os valores escolhidos foram:

b=2 b=t b= —2ebh— o
2 2

Estes valores ja foram escolhidos com mais cuidado pois sabemos que quando mul-
tiplicarmos a Funcao Cosseno por um nimero real, se este numero tiver médulo maior
que 1 (|b] > 1) o “comprimento” do intervalo que representa a imagem vai aumentar e
se o valor tiver modulo “entre” 0 e 1 ( 0 < |b] < 1) o “comprimento” do intervalo que
representa a imagem vai diminuir.

Os graficos sao mostrados na Figura 11.

E interessante deixar o aluno digitar as Funcées na linha de comando do GeoGebra.
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f(z) =coszx, f(x) =2coszx, f(x) = =cosz, f(xr)=—2cosz, f(x) = —lcosx

y=—2-cosx

Figura 11: f(z) = cosx Comparada com f(z) = bcosx

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variacao de b,
as respostas esperadas sdo:

O dominio da Fungdo f(x) = bcosz é D(f) = R nao importando os valores de
b (b # 0, ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Func¢ao
através de seu grafico), ou seja, o dominio da Fun¢do f(x) = bcosx ndo mudou em
relagdo ao da Fungao f(z) = cosz.

O “comprimento” do intervalo que representa a imagem em cada caso mudou (foi

1
multiplicado por 2 quando b = 2 ou b = —2 e dividido por 2 quando b = 3 oub= —5)7

esperamos também que o aluno note que o grafico da Fun¢ao f(x) = bcosx com b
negativo é simétrico ao grafico da Funcao f(x) = bcosx com b positivo em rela¢ao ao
eixo z (rebatido em relagio a x).

O periodo da Fungdo f(x) = bcosx é p = 2w, ndo importando os valores de b
(b # 0), ou seja, o periodo da Func¢do f(z) = bcosz ndo mudou em relagdo ao da
Funcao f(z) = cosz.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.2.3 Comparacgao de f(z) = cosz com f(z) = cos(cz)

Agora vamos comparar a Funcao f(z) = cosx com a Funcao f(z) = cos(cz) onde
variaremos (is valores de ¢. Os_valores escolhidos foram:

c=2,c=—-,c=—-2ec=——
2 2
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Estes valores ja foram escolhidos com mais cuidado pois sabemos que o periodo da
27
Funcao f(z) = cos(cx) é dado por p = W, ver item 3.3.4 exemplo 2, logo quando
c

lc| > 1 o periodo vai diminuir e quando 0 < |¢| < 1 o periodo vai aumentar).
Os graficos podem ser vistos na Figura 12.
E interessante deixar o aluno digitar as Funcoes na linha de comando do GeoGebra.

f(z) =cosx, f(x) =cos(2z) , f(x) = COS(% x), f(z) = cos(—2zx), f(x) = COS(—%ZL‘)

y=cos(—2x)

y = cos(2-x)

Y = coST

1
Y= 608(5 - x)

1
y = cos(— 3 - )

Figura 12: f(z) = cosx Comparada com f(x) = cos(cx)

Perguntaremos aos alunos quais as mudangas que ocorreram com a variagao de c,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Fungao f(z) = cos(cx) é D(f) = R ndo importando os valores de ¢
(ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Fungao através de
seu grafico), ou seja, o dominio da Fungao f(x) = cos(cx) nao mudou em relagao ao
da Funcao f(z) = coszx.

A imagem da Fungao f(x) = cos(cx) é Im(f) = [—1, 1] ndo importando o valor de
¢ (¢ # 0), ou seja, a imagem da Fungao f(z) = cos(cz) ndo mudou em relagdo ao da
Funcao f(z) = cosz.

O periodo da Funcao f(z) = cos(cx): se ¢ = 2 ou ¢ = —2 é p = 7 (comparado
com o periodo da Fungléo f(z) = cosz (onde p = 27 ) o periodo caiu pela metade)

ésec=—-ouc= —3 o periodo é p = 471 (comparado com o periodo da Fungao

f(z) = cosx (onde p = 27 ) o periodo foi multiplicado por 2)(ver como se calcula o
periodo de Fungoes do tipo f(x) = cos(nz) no item 1.3.7 exemplo 1.3.7.2).

Neste momento é interessante falar sobre a paridade da Funcao cosseno ver item
1.3.5 e item 1.3.6.

O interessante sera fazermos mais dois graficos fazendo agora c =1e ¢ = —1 o que
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resultard em f(z) = cosx e f(x) = cos(—x) , ou seja teremos o grafico de f(z) e f(—x),
devemos explicar para o aluno que se os gréficos coincidirem é porque f(x) = f(—x)
e a Fungdo é Par, e se os graficos forem simétricos em relacdo ao eixo x é porque
f(z) = —f(z) e a Funcdo é Impar.

Os graficos podem ser vistos na Figura 13.

2y
1.5

y = cos(—x)
/ Y = coSx

0.5

0 iy i /2 om 511/\\
-05

Figura 13: Funcdo Cosseno, Par ou Impar?

Logo, analisando os graficos da Figura 13, os alunos devem concluir que a Funcao
Cosseno é Par.
Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.2.4 Comparagao de f(z) =cosx com f(z) = cos(z + d)

Agora vamos comparar a Funcdo f(z) = cosx com a Funcao f(z) = cos(z + d)
onde variaremos os valores de d, os valores escolhidos foram:
d:g,d:w,d:—fed:—w

Cujos graficos podem ser vistos na Figura 14.

E interessante deixar o aluno digitar as Funcées na linha de comando do GeoGebra:
f(z) = cosz, f(x) = cos(x + g), f(z) = cos(x + 7), f(x) = cos(z — g), flx) =
cos(x — 7))

Perguntaremos aos alunos quais as mudangas que ocorreram com a variagao de d,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Fungao f(x) = cos(z + d) é D(f) = R nao importando os valores de
d (ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Fungao através de
seu grafico), ou seja, o dominio da Fungao f(x) = cos(z + d) ndo mudou em rela¢ao ao
da Funcdo f(z) = cosx.
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y = cos(x — )

Y = cosT Y= 005(95 +)

Figura 14: f(z) = cosz Comparada com f(z) = cos(z + d)

A imagem da Funcao f(x) = cos(z +d) é Im(f) = [—1, 1] ndo importando o valor
de d (ver item 1.3.9 para entender como se encontra a imagem de uma Fun¢ao através
de seu grafico), ou seja, a imagem da Funcao f(z) = cos(x + d) ndo mudou em relagao
ao da Fungdo f(x) = cosz.

O periodo da Fungao f(z) = cos(x + d) é p = 27, ndo importando os valores de d,
ou seja, o periodo da Funcao f(z) = cos(x + d) nao mudou em relagdo ao da Fungao
f(z) = cosx.

Na realidade esperamos que o aluno note que o grafico sofre uma translacao no eixo
x, logo, se d > 0 o gréafico sofre uma translacao para a esquerda e se d < 0 o grafico
sofre uma translacao para a direita.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.2.5 Analise do Gréfico da Fungao f(z) =3 + 4 cos(2x — %)

Neste momento, depois de todas essas analises, esperamos que o aluno possa fazer
uma andlise completa do grafico da Fungdo Cosseno f(x) = a + bcos(cx + d) onde
aparecem todos os parametros (a,b,c e d) ao mesmo tempo, por exemplo f(z) =
3+ 4cos(2z — %) a andlise esperada é:

Como a = 3 o grafico da fungio f(x) vai sofrer uma translagdo de 3 unidades (em
relagao ao grafico de f(x) = cosz) para cima no eixo y a imagem passa para o intervalo,
Im(f) = [2,4].

Como b = 4 o “comprimento” do intervalo que representa a imagem da Func¢ao vai
ser multiplicado por 4 (em relagdo ao “comprimento” do intervalo da Funcao f(x) =
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cos ), ou seja, vai passar a ser, Im(f) =[—1,7].

Como ¢ = 2 o periodo da Fungao vai ficar dividido por 2 (em relacao ao periodo da
Funcao f(z) = cosx que é p =27 ), ou seja, p = 7.

Como d = —— o grafico sofre uma transla¢ao no eixo = para a direita de % unidades
(em relacao ao grafico de f(x) = cosz).

Com a construgao do grafico no GeoGebra tudo isso seré confirmado, veja a Fligura

0 nv T 3nv 2 5nv 3m 7n)(/ 4 9nv .

—nv 51 11rﬂ(/ 6 13n\2_/ 7
-1

Figura 15: Gréfico de f(z) = 3 + 4 cos(2z — %)

2.3 Analise do Grafico da Fungao f(x) = a + btg(cx + d)

No gréfico da Fungdo tangente que é geralmente o terceiro a ser estudado (como
podemos ver, por exemplo, em [5], [7], [9] e [L1]) as dificuldades retornam, pois a
Funcao tangente tem varias particularidades que as Funcoes seno e cosseno nao tem,
neste caso a situacao se torna mais complicada pois além do desinteresse o aluno pode
dispersar facilmente.

Geralmente precisamos de duas aulas (ou até trés) para construir o grafico usando
uma tabela, esperamos que o uso do Software GeoGebra aumente a compreensao e o
interesse do aluno pelo contetdo.

Para fazer essa analise o grafico da Fungao f(z) = tgx (ver figura 16) sera com-
parado com os graficos das Fungoes f(z) = a+ tgz , f(x) = btgz , f(x) = tg(cx) e
f(z) = tg(x + d) onde variamos os valores de a, b, c e d (de forma conveniente e dire-
cionada) e mostramos o que acontece com o grafico para o aluno usando o GeoGebra.

E essencial lembrar ao aluno algumas caracteristicas importantes deste grafico:
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3m/2 2m 5m/2 3m /2 4m om/2 5m

Figura 16: f(z) =tgz

A Funcao ¢ periodica (ver item 1.3.7 exemplo 1.3.7.3), no caso da Funcao f(z) =

tgx o periodo é p = .
O dominio da Funcao Tangente é um pouco mais complexo que os das Funcoes

Seno e Cosseno, como sabemos:
sen

tgx =
cos T
Logo a Funcao tangente nao fica definida para valores de x que tornam o cos x igual

a zero, o que nao pode acontecer, logo, devemos retirar do dominio da Funcao tangente

. . . .
os valores de x que tornam o cos x igual a zero, que sao 5 e - (na primeira volta) e

todos os angulos(arcos) congruentes a estes, logo o dominio da Fungao tangente sera:
{xER;x%g—i—kw,kEZ}

A imagem da Fungdo f(x) =tgxz é Im(f) =] — o0, +oo[ ou simplesmente Im(f) =
R (neste momento lembrar (ou falar pela primeira vez) que a Fun¢ao tangente (dife-
rentemente das Fungoes seno e cosseno ) nao é limitada (ver item 1.3.8 para saber o

que é uma Funcao limitada).

2.3.1 Comparagao de f(z) =tgz com f(x) =a+tgx

Agora vamos comparar a funcado f(z) = tgxz com a Func¢do f(z) = a + tgx onde
variaremos os valores de a, os valores escolhidos foram:
a=2,a=3a=—-2ea=—3

Cujos graficos sao mostrados na figura 17.

E interessante deixar o aluno digitar as Funcées na linha de comando do GeoGebra.

flx) =tga, f(z) =2+tgx, f(x) =3 +tga, flx) = -2+tgx, f(r) = -3 +tgx
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e ;

Figura 17: f(z) = tgz Comparada com f(z) =a +tgx

!
N
N

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variacao de a,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Fungao f(z) = a+tgzr é {x e R; x # g—klm, k € Z} nao importando
os valores de a (ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de uma Func¢ao
através de seu grafico), ou seja, o dominio da Fung¢ao f(x) = a + tgx nao mudou em
relagdo ao da fungao f(z) = tgx.

A imagem da fungdo f(x) = a + tgz é a mesma da fun¢ao f(z) = tgz, ou seja,
Im(f) =]—o00, +oo[ ou simplesmente Im(f) = R, houve sim uma translagao do gréafico
(em cada caso) no eixo y.

Se a é positivo o grafico é transladado no sentido positivo do eixo y, e se a é negativo
houve uma translacao no sentido negativo do eixo y.

O periodo da Funcao f(z) = a+tgx é p = m, nao importando os valores de a,
ou seja, o periodo da Fungao f(x) = a + tgx ndo mudou em relagdo ao da Fungao
f(z) =tgz.

Se o0 aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.3.2 Comparacgao de f(z) =tgzr com f(x) =btgx
Agora vamos comparar a Funcdo f(z) = tgx com a Fungao f(x) = btgx onde
variaremos os valores de b, os valores escolhidos foram:
1 1
b:2,b:§,b:—2eb:——
Estes valores ja foram escolhidos com mais cuidado pois sabemos que quando mul-

tiplicarmos a Funcao tangente por um ntimero real b (b # 0), se este numero tiver
modulo maior que 1 (|b] > 1) a inclina¢ao do grafico vai aumentar e se o valor tiver
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modulo “entre” 0 e 1 ( 0 < [b| < 1) a inclinagao do grafico vai diminuir).
Os graficos sao mostrados na Figura 18.
E interessante deixar o aluno digitar as Funcoes na linha de comando do GeoGebra.

f(e) = g, () = 2tga, f(x) = 5 taw, () = ~2tge, fx) = — taa

3m/2 5m/2 /2

Figura 18: f(z) = tgx Comparada com f(z) = btgz

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas que ocorreram com a variacao de b,
as respostas esperadas sao:

O dominio da Funcao f(z) =btgz é {xr e R; x # g+ km, k € Z} nado importando
os valores de b (b # 0) (ver item 1.3.9 para entender como se encontra o dominio de
uma Funcado através de seu grafico), ou seja, o dominio da Funcao f(z) = btgx nao
mudou em rela¢do ao da Fungao f(x) = tgx.

A imagem da funcao f(z) = btgx (b # 0) é a mesma da Fungao f(z) = tgz, ou
seja, Im(f) =] — 0o, +oo[ ou simplesmente Im(f) = R.

O periodo da Funcao f(r) = btgx é p = 7, nao importando os valores de b (b # 0),
ou seja, o perfodo da Func¢do f(z) = btgz ndo mudou em relagdo ao da Funcao
f(z) =tgz.

Na realidade as mudangas que ocorrem no grafico da tangente f(x) = btgx com
as variacoes dos valores de b (b # 0) s@o na inclina¢do do gréfico, ndo modificando
dominio, imagem e periodo em relagdo ao da Funcao f(x) = tgx.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

2.3.3 Comparacao de f(z) =tgz com f(z) = tg(cx)

Agora vamos comparar a Funcao f(z) = tgx com a Funcao f(z) = tg(cx) onde
variaremos os valores de ¢ (¢ # 0), os valores escolhidos foram:
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1 1
c=2,c=—-,c=—-2ec=—=

A primeira analise que deve ser feita é da mudanca no dominio da Funcdo f(z) =

tg(cz) para cada valor de ¢ escolhidO'

k;
Para ¢ = 2, temos: 2z 7é + km, portanto x 7£ +—, ke’

1 1
Para ¢ = Y temos: 5% 7& 5 + k7, portanto x 7é T+ 2/<;7T, ke Z.

k
Para ¢ = —2, temos: —2x # g + k7, portanto x # —% — ;, k € Z.
1 1
Para ¢ = —3 temos: —§a: =+ g + km portanto x # —7w — 2km, k € Z.

Além do céalculo do dominio para cada valor de ¢, devemos analisar também o
0

¢]

(ver item 1.3.7 exemplo 1.3.7.3), logo quando |¢| > 1 o periodo vai diminuir e quando

periodo, pois sabemos que o periodo da Funcao f(z) = tg(cx) é dado por p =

0 < |c| <1 o periodo vai aumentar.
Os graficos podem ser vistos na Figura 19.
E interessante deixar o aluno digitar as Funcées na linha de comando do GeoGebra.

(o) = tge, f(2) = ta(20) , () = te(50), f(z) = te(-20), f(z) = te(~5 2)

|

Figura 19: f(z) = tgx Comparada com f(x) = tg(cx)

Perguntaremos aos alunos quais as mudancas ocorreram com a variagao de c, as
respostas esperadas sao:

O dominio da Fungao f(z) = tg(cx) para cada valor de ¢ escolhido é:

k
Para ¢ = 2, temos: D(f) = {z € R; x% + 7TkeZ}

1
Parac:§, temos: D(f ):{xER;x#W—FZ/m,kEZ}.

k—ﬂ, keZ}.

Para ¢ = =2, temos: D(f) ={x € R; x # —% -3
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1
Para ¢ = —5 temos: D(f) ={x € R; v # —mw — 2km, k € Z}.
A imagem da Fungao f(z) = tg(czr) é a mesma da Funcao f(z) = tgz, ou seja,
Im(f) =] — 00, +00| ou simplesmente Im(f) = R.

O periodo da Fungao f(z) = tg(cx): sec=20ouc=—-2ép= g (comparado com
1
o periodo da Fungao f(z) = tgx (onde p = 7 ) o periodo caiu pela metade) é se ¢ = 5

ou ¢ = —= o periodo é p = 27 (comparado com o periodo da Funcao f(z) = tgx (onde
p =7 ) o periodo foi multiplicado por 2)(ver como se calcula o periodo de Fungoes do
tipo f(z) = tg(nx) no item 1.3.7 exemplo 1.3.7.3).

Neste momento é interessante falar sobre a paridade da Funcao tangente ver item
1.3.5 e item 1.3.6.

O interessante sera fazermos mais dois graficos fazendo agora c =1e ¢ = —1 o que
resultard em f(x) =tgx e f(x) =tg(—x) , ou seja teremos o grafico de f(z) e f(—x),
devemos explicar para o aluno que se os gréficos coincidirem é porque f(x) = f(—x)
e a Funcao é par, e se os gréaficos forem simétricos em relagdo ao eixo x é porque

\
f

Logo, analisando os graficos da Fligura 20, os alunos devem concluir que a Funcao

f(z) = —f(x) e a fungao é impar.
Os graficos podem ser vistos na Figura 20:

/ l

-/ 2 w2 i 3m/2 5m/2 7m/2

Figura 20: Funcdo Tangente, Par ou Impar?

tangente é impar.
Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.
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2.3.4 Comparacgao de f(z) =tgz com f(z) = tg(z + d)

Agora vamos comparar a Fungao f(z) = tga com a func¢ao f(x) = tg(xz + d) onde

variamos os valores de d, os valores escolhidos foram:
bis Vs

d:§,d:ﬂ',d:—§ed:—

Cujos graficos podem ser vistos na Figura 21:

A primeira analise que deve ser feita ¢ da mudanga no dominio da Fungao f(z) =
tg(x + d) para cada valor de d escolhido:

Para d = g, temos: r + g # g + km portanto x # km, k € Z.

Para d = 7, temos: x + 7w # g + k7 portanto x # —g + km, k € Z.
Para d = —g, temos: x — g + g + km portanto x # w + k7, k € Z.

3
Para d = —m, temos: x — 7 # g + k7 portanto x # g + km, k € Z.

E interessante deixar o aluno digitar as Funcoes na linha de comando do GeoGebra.

J(@) = tga, f(2) = tg(a + ), f(2) = tg(a+m), J() = te(x — 3). J(x) = tg(e — )

Perguntaremos aos alunos quais as mudangas ocorreram com a variacao de d, as

3T‘,’
A y=tg(x—m)
y =tz +m)
Ly =ftgx

Figura 21: f(z) = tgx Comparada com f(x) = tg(z + d)

respostas esperadas sao:
O dominio da Fun¢ao f(z) = tg(z + d) para cada valor de d escolhido é:

Para d = g, temos: D(f) ={z € R; z # kn, k € Z}.
Para d = 7, temos: D(f) ={x e R; z # —g +km, ke Z}.
Para d = —g, temos: D(f) ={z € R; v # 7+ knm, k € Z}.

Para d = —m, temos: D(f) = {z € R; z # 3; + km, k€ Z}.
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A imagem da Funcao f(x) = tg(z + d) é a mesma da funcao f(x) = tgz, ou seja,
Im(f) =] — 0o, +00[ ou simplesmente Im(f) = R.

O periodo da Funcdo f(x) = tg(x + d) é p = 7, ndo importando os valores de d,
ou seja, o periodo da Funcio f(z) = tg(x + d) ndo mudou em relagdo ao da Funcao
f(z) =tguz.

Na realidade esperamos que o aluno note que o grafico sofre uma translacao no eixo
x, logo, se d > 0 o grafico sofre uma translacao para a esquerda e se d < 0 o grafico
sofre uma translacao para a direita.

Se o aluno nao chegar a essas conclusoes devemos “ajuda-lo” a chegar.

1
2.3.5 Analise do Grafico da Fungao f(z) =4+ 3tg(§x + %)

Neste momento, depois de todas essas analises, esperamos que o aluno possa fazer
uma analise completa do grafico da Funcdo tangente f(z) = a + btg(cx + d) onde
aparecem todos os parametros (a,b,c e d) ao mesmo tempo, por exemplo f(z) =
4+ 3tg(%x + %)

A analise esperada é:

Como a = 4 o grafico da Fun¢ao f(z) vai sofrer uma translacao de 4 unidades (em
relagdo ao grafico de f(z) = tgz) para cima no eixo y.

Como b = 3 o grafico da Fun¢ao f(x) vai sofrer uma inclinagdo maior (em relacao
ao grafico de f(x) = tgx).

Como ¢ = 5 ® d = % o dominio da Fungao passa a ser D(f) = {z € R; = #

+2-km, ke Z}.

7r
2 1
Como ¢ = 3 o periodo da Fungao vai ficar multiplicado por 2 (em relac¢ao ao periodo

da Fungao f(x) = tgx que é p = m), ou seja, p = 27 e além disso como d = % o grafico

. ~ . m .
sofrerd uma translacao para a esquerda no eixo x de — unidades.

Com a construgao do grafico no GeoGebra tudo isso serd confirmado, veja a Figura
22.
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Figura 22: Gréfico de f(z) =4+ 3tg(§x + %)

Consideracoes Finais

Esperamos que com o método utilizado para a anélise dos graficos das Funcoes
seno, cosseno e tangente, e com o uso do Software GeoGebra (que com certeza torna
a analise menos tediosa) o aluno possa entender melhor sobre o dominio, imagem,
periodo, paridade e finalmente sobre a construcao dos graficos destas Fungoes que sao
importantissimos para a trigonometria e para as aplicagoes nas Ciéncias em geral.

Esperamos também que o aluno desenvolva um interesse pelo Software GeoGebra,
que certamente vai ajuda-lo em todas as areas da Matematica e das Ciéncias.
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A Apéndice - O Software GeoGebra

No site oficial do GeoGebra < www.geogebra.org > o programa é definido e tem

suas vantagens exaltadas da seguinte forma:

Software de matematica dinAmica para todos os niveis de ensino que retne
Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatis-
tica e Célculos Simbolicos em um tinico pacote facil de se usar. O GeoGebra
possui uma comunidade de milhoes de usuérios em praticamente todos os
paises. O GeoGebra se tornou um lider na area de softwares de matemé-
tica dindmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia,
Engenharia e Matematica.

Fatos répidos

Geometria, Algebra e Planilha de Céalculo estdo interconectadas e sao
totalmente dindmicas.

Interface facil de se usar e, ainda assim, com muitos recursos podero-
SOS.

Ferramentas de desenvolvimento para a criacao de materiais didaticos
como paginas web. interativas

Disponivel em vérios idiomas para nossos milhdes de usuérios ao redor
do mundo.

Software de Cédigo Aberto disponivel gratuitamente para usuérios
ndo comerciais [3] .

Nao vemos nenhuma desvantagem no GeoGebra, pois é um Software de altissimo

nivel e além disso ¢ gratuito.

Esperamos ver, num futuro bem préximo, a obrigatoriedade do uso de Softwares

(GeoGebra e varios outros) como ferramentas para ajuda no ensino da Matematica (e

nao s6 dela) no ensino piublico Brasileiro.
Quando abrimos o Software GeoGebra (versao 5.0.332.0-3D, que foi usada na ela-
boracao deste trabalho) a sua tela inicial é a mostrada na Figura 23.

Apresentamos agora um pequeno tutorial mostrando os comandos que aparecem na

barra de ferramentas do GeoGebra:

e No primeiro item da barra de ferramentas, Figura 24, temos:

— Mover: Pressionando o botao esquerdo do mouse sobre um objeto (seleci-

onar objetos) é possivel arrasta-lo por toda a area de desenho.

— Rotacao em Torno de Um Ponto: Pressionando o botao esquerdo do

mouse sobre um objeto é possivel girar esse objeto ao redor de um ponto

fixo.

— Funcao a Mao Livre: Desenha uma Funcao ou um objeto geométrico

arrastando-se o mouse.
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Figura 23: Tela Inicial do GeoGebra

Arquiva Editar Exibir Opgles Ferramentas

DEEBISE
% Mover =

‘35% Rotagcdo em Torno de um Ponto
v Funcio & Mo Livre
x\/ Caneta

Figura 24: Ferramentas Mover

— Caneta: Escreve na janela de visualizacao.

Um Exemplo de Aplicagao: Se clicarmos no item “Funcao a mao livre” pode-
mos fazer desenhos “4 mao livre” (na realidade é usando o mouse) como o visto
na Figura 25.
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Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
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5

a

Entrada:

Figura 25: Uso da Ferramenta “Funcao a Mao Livre”

e No segundo item da barra de ferramentas, Figura 26, temos:

— Ponto: Cria um ponto clicando-se sobre a janela de selecao ou sobre um
objeto.

— Ponto em Objeto: Cria um ponto clicando-se no interior de um objeto ou
sobre sua fronteira.

— Vincular /Desvincular Ponto: Clique em um ponto (e um objeto para
vincular).

— Intersecao de Dois Objetos: Selecione dois objetos ou clique diretamente
na intersecao.

— Ponto Médio ou Centro: Selecione dois pontos, um segmento, um circulo
ou uma conica.

— Ntmero Complexo: Clique na janela de visualizacao para criar um ni-
mero complexo.

— Otimizacao: Clique no grafico de uma Funcgdo para gerar pontos nos seus
pontos extremos.

— Raizes: Clique no gréafico de uma Funcao para gerar pontos nas suas raizes.

Um Exemplo de Aplicagao: Se clicarmos no item “Ponto” poderemos criar
pontos em toda a area de desenho como o visto na Figura 27.
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7 GeoGebra -
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
B 1N o) ) Pl NN
» Janela de Algebra 3 | » Janela de Visualizagio
5 Ponto 8
@ A=(258,444)
@ B=(6.58,3.18)
H C=(3.46,1.72) 5
1 A
*
i G=(10.42,1.68) * H
@ H=(14.82, 346) B ®
L@ 1=(11485,-278) F 5 L)
L@ J=(9,-3) °
2 C s}
L ] L ]
[ ]
. 2
* |
s 'J 3
Entrada:

Figura 27: Uso da Ferramenta “Ponto”

51



XL Uppaes  rerdinenids  Jdnegid  Ajuud

. S el e
H/"; It [ et | A 4 ‘ét
I L
' ,,/'/ Reta Ao
_/‘ Segmento

a_ e . .
. Segmento com Comprimento Fixo
/ Semirreta

- ®

A Caminho Poligonal
JEas g

,/ Vetor

5;;’ Vetor a Partir de um Ponto
[

Figura 28: Ferramentas Reta

e No terceiro item da barra de ferramentas, Figura 28, temos:

— Reta: Selecione dois pontos para criar uma reta que passa por eles.
— Segmento: Selecione dois pontos para criar um segmento unindo-os.

— Segmento com Comprimento Fixo: Selecione primeiro um ponto e de-
pois entre com o comprimento do segmento.

— Semirreta: Selecione primeiro um ponto para ser a origem e depois outro
ponto.

— Caminho Poligonal: Selecione todos os vértices e depois clique novamente
no vértice inicial.

— Vetor: Selecione primeiro a origem e depois a extremidade do vetor.

— Vetor a Partir de Um Ponto: Selecione primeiro a origem e depois um
vetor.

Um Exemplo de Aplicagao: Se clicarmos no item “Segmento” o programa
pede a vocé que clique em dois pontos da tela e fara o desenho de um segmento
de reta unindo estes dois pontos, como o visto na Figura 29.
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Figura 29: Uso da Ferramenta “Segmento”
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e No quarto item da barra de ferramentas, Figura 30, temos:

— Reta Perpendicular: Construimos uma reta e um ponto fora dela, clica-se
na ferramenta e temos uma perpendicular a reta passando por tal ponto.
Isso vale para segmento, semi-reta e vetor.

— Reta Paralela: Construimos uma reta e um ponto fora dela, clica-se na
ferramenta e temos uma paralela & reta passando por tal ponto. Isso vale
para segmento, semi-reta e vetor.

— Mediatriz: A partir de um segmento (ou de dois pontos), clica-se nele
(neles) e na ferramenta e ela vai criar uma reta mediatriz.

— Bissetriz: Marcando-se trés pontos A, B e C, constroi-se a bissetriz do
angulo ABC ou clicando-se sobre duas retas (precisam ser concorrentes e
previamente desenhadas) constroi-se as bissetrizes dos angulos determinados
pelas retas.

— Reta Tangente: Podemos construi-las selecionando uma conica, circulo ou
Funcao e um ponto.

— Reta Polar ou Diametral: Pode ser construida selecionando-se um ponto
ou reta e um circulo ou uma conica.

— Reta de Regressao Linear: Pode ser construida por selecao de pontos
usando o retangulo de selecao ou selecionando-se uma lista de pontos.

— Lugar Geométrico: Pode ser construida selecionando-se um ponto do
lugar geométrico e depois o ponto sobre um objeto ou controle deslizante.

Um exemplo de aplicacao: Se clicarmos no item “Mediatriz” o programa
pede a vocé que selecione dois pontos ou um segmento de reta, aproveitando o
segmento de reta desenhado no item anterior temos o desenho que pode ser visto
na Fligura 31.

e No quinto item da barra de ferramentas, Figura 32, temos:

— Poligono: Permite a construcao de um poligono clicando em todos os vér-
tices e depois novamente no vértice inicial.

— Poligono Regular: Permite a construcao de um poligono regular, pri-
meiro definimos um dos lados (clicando em dois pontos) e depois definindo
o ntmero de lados.

— Poligono Rigido: Permite a construgao de um poligono rigido (depois ndo
podemos mudar o tamanho dos lados do poligono) clicando em todos os
vértices e depois novamente no vértice inicial.
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Figura 31: Uso da Ferramenta “Mediatriz”
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Figura 32: Ferramentas Poligono

— Poligono Semideformavel: Permite a construgao de um poligono (um dos
vértices deste poligono ndo pode ser editado) clicando em todos os vértices
e depois novamente no vértice inicial.

Um exemplo de aplicagao: Se clicarmos no item “Poligono” o programa pede
para clicar na tela criando os vértices do poligono e depois clicar no primeiro
ponto criado para fechar o poligono. Um resultado possivel pode ser visto na
Figura 33.
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Figura 33: Uso da Ferramenta “Poligono”

e No sexto item da barra de ferramentas, Figura 34, temos:

— Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: Selecione um centro e
depois um ponto do circulo.

— Circulo dados Centro e Raio: Selecione um centro e depois digite o
comprimento do raio.

— Compasso: Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio do
circulo e depois clique em um ponto para ser o centro.

— Circulo Definido por Trés Pontos: Selecione trés pontos do circulo.

— Semicirculo Definido por Dois Pontos: Selecione dois pontos do semi-
circulo.

— Arco Circular: Selecione o centro, e depois dois pontos.
— Arco Circuncircular: Selecione trés pontos.
— Setor Circular: Selecione o centro, e depois dois pontos.

— Setor Circuncircular: Selecione trés pontos.

Um exemplo de aplicacao: Se clicarmos no item “Circulo dados Centro e Um
de seus Pontos” o programa pede para clicar na tela criando o centro do circulo
e depois clicar em outro ponto que se torna um ponto do circulo. Um resultado
possivel pode ser visto na Figura 35.

56



T T L e

Qo &N =2 @)

'\: | Circulo dados Centro & Um de seus Pontos

I . .
| 9‘! Circulo dados Centro e Raio

R
':—' Compasso
—
— f . )
'(_h./l Circulo definido por Trés Pontos
e . ) )
b Semicirculo Definido por Dois Pontos

.‘) Arco Circular

» ) )
'S | Arco Circuncircular

Setar Circular

|
| D .
I"l-!

» ) )
{—\ | Setor Circuncircular
1

Figura 34: Ferramentas Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

e No sétimo item da barra de ferramentas, Figura 36, temos:

— Elipse: Selecione dois pontos para serem os focos da elipse e depois selecione
um ponto sobre a elipse.

— Hipérbole: Selecione dois pontos para ser os focos da hipérbole e depois
selecione um ponto sobre a hipérbole.

— Parabola: Selecione um ponto para ser o foco da parabola e depois selecione
uma reta que se torna a diretriz da parabola.

— Cobnica por Cinco Pontos: Selecione cinco pontos da conica.

Um exemplo de aplicagao: Se clicarmos no item “Elipse” o programa pede
dois focos e um ponto da elipse. Basta clicar em dois lugares quaisquer na tela
criando dois pontos que sao os focos da elipse e depois clicar em outro lugar da
tela que se torna um ponto sobre a elipse. Um resultado possivel pode ser visto
na Fligura 37.
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Figura 35: Uso da Ferramenta “Circulo dados Centro e Um de seus Pontos”
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Figura 36: Ferramentas Elipse

e No oitavo item da barra de ferramentas, Figura 38, temos:

- Angulo: O programa pede para selecionar 3 pontos (o ponto que for clicado
em segundo lugar é o vértice do angulo) ou duas retas (as retas tem que ser
concorrentes).

- Angulo com Amplitude Fixa: O programa pede para selecionar um
ponto, um outro ponto (que é o vértice do angulo) e uma amplitude para o

angulo.
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Figura 37: Uso da Ferramenta “Elipse”
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Figura 38: Ferramentas Angulo
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Um

Distancia, Comprimento ou Perimetro: O programa pede para seleci-
onar dois pontos, um segmento, um poligono ou um circulo.

Area: O programa pede para selecionar um poligono, um circulo ou uma
elipse.

Inclinagao: O programa pede para selecionar uma reta (semi-reta ou seg-
mento).

Lista: O programa pede para, primeiro, selecionar células, e depois clicar
na ferramenta “lista”.

Relacao: O programa pede para selecionar dois objetos.

Inspetor de Fungoes: O programa pede para selecionar uma Funcao.

exemplo de aplicagao: Se clicarmos no item “Area” o programa pede

para selecionar um poligono, um circulo ou uma elipse, Aproveitando a elipse

desenhado no item anterior temos como resultado a Figura 39.
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Figura 39: Uso da Ferramenta “Area”

e No nono item da barra de ferramentas, Figura 40, temos:

Reflexao em Relacao a Uma Reta: O programa pede para selecionar

primeiro um objeto, e depois uma reta.

Reflexao em Relacao a Um Ponto: O programa pede para selecionar
primeiro um objeto, e depois um ponto (ponto este, que é chamado pelo

programa de centro de reflexdo).
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Figura 40: Ferramentas Reflexdao em Relacao a Uma Reta

— Inversao: O programa pede para selecionar primeiro um objeto, e depois

um circulo.

— Rotacao em Torno de Um Ponto: O programa pede para selecionar
primeiro um objeto, e depois um centro de rotacao, e depois o angulo de
rotacao.

— Translagao por Um Vetor: O programa pede para selecionar primeiro

um objeto para ser transladado, e depois um vetor.

— Homotetia: O programa pede para selecionar primeiro um objeto, depois
um centro, e depois a razao da homotetia.

Um exemplo de aplicagao: Se clicarmos no item “Reflexao em relagao a uma
reta” o programa pede para selecionar um objeto e depois uma reta de reflexao,
criamos uma reta (usando a ferramenta reta) e um poligono (usando a ferramenta
poligono), selecionamos o poligono e depois clicamos na reta. Um resultado
possivel pode ser visto na Figura 41.

e No décimo item da barra de ferramentas, Figura 42, temos:

— Controle Deslizante: O programa pede para clicar em algum lugar da
janela de visualizacao para criar um controle deslizante.

— Texto: O programa pede para clicar em algum lugar da janela de visuali-
zacao ou em um ponto para criar um texto.
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Figura 41: Uso da Ferramenta “Reflexao em Relagao a Uma Reta”
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Figura 42: Ferramentas Controle Deslizante

— Inserir Imagem: O programa abre uma janela para vocé localizar o arquivo

da figura, depois que o arquivo da figura é localizado o programa coloca a

figura na janela de visualizagao.

— Botao: O programa pede para clicar em algum lugar da janela de visuali-

zagao para inserir um botao.
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— Caixa para Exibir / Esconder Objetos: O programa pede para clicar
em algum lugar da janela de visualizacao para inserir uma caixa.

— Campo de Entrada: O programa pede para clicar em algum lugar da
janela de visualizagao para inserir um campo de texto.

Um exemplo de aplicagao: Se clicarmos no item “Texto” o programa pede
para clicar na area de trabalho ou em um ponto para digitar um texto. Um
resultado possivel pode ser visto na Figura 43.
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Figura 43: Uso da Ferramenta “Texto”

e No décimo primeiro item da barra de ferramentas, Figura 44, temos:

— Mover Janela de Visualizacao: O programa pede para arrastar a janela
de visualizagdo ou um eixo (shift4arrastar).

— Ampliar: O programa pede para clicar em algum lugar da janela de visu-
alizagao para amplid-la (roda do mouse).

— Reduzir: O programa pede para clicar em algum lugar da janela de visua-
lizagao para reduzi-la (roda do mouse).

— Exibir/Esconder Objeto: O programa pede para selecionar os objetos, e
depois clicar em outra ferramenta.

— Exibir/Esconder Rétulo: O programa pede para selecionar um objeto
para Exibir/Esconder seu Rotulo.
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Figura 44: Ferramentas Mover Janela de Visualizacao

— Copiar Estilo Visual: O programa pede para clicar no objeto modelo e,
em seguida, naquele(s) cujo estilo pretende alterar.

— Apagar: O programa pede para selecionar um objeto para apaga-lo.

Um exemplo de aplicacao: Se clicarmos no item “Apagar” o programa pede
para selecionar um objeto para apaga-lo, aproveitando o texto do exemplo an-
terior, clicamos no texto para apaga-lo, o resultado pode ser visto na Figura
45.

Este foi um pequeno tutorial de GeoGebra baseado em [3], mostrando como funcio-
nam todos os comandos das barras de ferramentas e com alguns exemplos de aplicacao.

Mas, neste trabalho, a tinica parte do Software GeoGebra que é usada é o Campo de
Entrada (ver Figura 46), onde entramos com as Fun¢oes para construcao dos gréficos
(como mostrado na Figura 46 onde digitamos a fun¢ao y = 2z — 3, sempre lembrando
que y ¢ uma funcao de x, logo, y = f(z)).

Esperamos que o trabalho desperte a curiosidade (e também o interesse) dos alunos
para explorar as quase infinitas possibilidades do Software GeoGebra na aprendizagem
da Matemética.
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Figura 45: Uso da Ferramenta “Apagar”
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Figura 46: Uso do Campo de Entrada no GeoGebra
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