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Resumo

Ramirez, Oscar. Ciclos Limite e Singularidades Tipicas de Sistemas de
Equacgdes Diferenciais Suaves por Partes. Goidnia, 2017.100p. Tese de Dou-
torado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, estudamos uma versao do 16° Problema de Hilbert para sistemas de
equacdes diferenciais lineares por partes, PWLS, em R2. Mais precisamente, determi-
namos o nimero maximo de certos tipos de ciclos limite quando o sistema esta defi-
nido em duas zonas separadas por uma linha reta. Alguns resultados sobre o nimero de
maximo de ciclos de um PWLs definido em dois setores sdo estabelecidos. Além disso,
estudamos e classificamos singularidades tipicas de um sistema suave por partes em
R? levando em consideracdo o comportamento do campo deslizante associado.

Palavras-chave
sistemas diferenciais lineares por partes, ciclos limite, singularidades tipicas,
campo deslizante,.



Abstract

Ramirez, Oscar. Limit Cycles and Typical Singularities of Piecewise Smooth
System of Differential Equations. Goiadnia, 2017.100p. PhD. Thesis. Instituto
de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we analyse the version of Hilbert’s 16th problem for a piecewise linear
differential system, PWLS, in R2. More precisely, we determinate the maximum number
of certain types of limit cycles when the system is define in two zones separated by a
straight line. Some results on the maximum number of cycles of a PWLS defined in two
sectors were established. In addition, we classify typical singularities of a piecewise
smooth system in R?, taking into account the behaviour of the associated sliding field.

Keywords
piecewise linear differential system, limit cycle, typical singularities, sliding.
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Introducao

Durante os Ultimos anos, a teoria geométrica e qualitativa dos sistemas sua-
ves por partes tem se desenvolvido rapidamente devido a sua estreita relagdo com os
outros ramos da ciéncia como a engenharia e a fisica.

Nesta tese, sao estudados dois problemas relacionados a tais tais sistemas. O
Primeiro referente a determinagdo do nimero maximo de ciclos limite, para um sis-
tema linear por partes no plano, e o segundo em relagdo ao estudo e classificacao
de singularidades tipicas de um campo suave por partes segundo a dinamica do seu
campo deslizante. A seguir descrevemos com mais detalhes cada um destes proble-
mas.

O Numero Maximo De Ciclos Limite em um Sistema Linear

Por Partes no Plano

Um dos principais problemas na teoria qualitativa de sistemas de equagoes
diferencias suaves em R? é a determinac&o de Ciclos Limite. Estes objetos foram defi-
nidos por Poincaré [15], em 1986. No final da década de 1920, Van der pol [33] e Lienard
[1] mostraram que uma 6rbita fechada de uma oscilagdo continua em um circuito
tubular a vacuo era um ciclo limite, como considerado por Poincaré. Apds esses tra-
balhos, a ndo-existéncia, existéncia, unicidade e outras propriedades de ciclos limite
foram estudadas extensivamente por matematicos e fisicos e, mais recentemente, por
quimicos, biélogos, economistas, etc, veja [4, 35].

Os sistemas de equac0es diferenciais suaves por partes emergem de forma
natural ao modelar diversos processos e fenomenos reais, por exemplo, recentemente
sistemas lineares por partes, (PWLS) , com duas zonas separadas por uma linha reta
tem sido usados para descrever modelos de atividades celular [5, 31, 32]. Em particular,
ateoria geométrica e qualitativa para a classes destes sistemas cujas descontinuidades
se concentram ao longo de uma variedade suave de codimensdao um tem se desen-
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volvido rapidamente durante os ultimos anos, principalmente segundo o trabalho de
Filippov [10], no qual o ponto chave encontra-se em dividir a variedade de desconti-
nuidade em conjuntos chamados: deslize, costura e escape. Neste contexto a "nog¢ao”
de ciclo limite se estende de forma natural e problemas da ndo-existéncia, existéncia,
unicidade e outras propriedades destes objetos tem se tornado um tdpico bastante
promissor de pesquisa.

Um caso interessante e aparentemente simples é o calculo de cotas superiores
para o nimero de ciclos limite num PWLS com duas zonas separadas por uma linha reta
no plano. Na literatura recente este problema tem sido nomeado de 16° Problema de
Hilbert para PLWS, e tem sido objeto de diversas pesquisas nas ultimas duas décadas
e mesmo assim continua em aberto. A fim de dar uma resposta a este problema,
consideremos o plano divido por uma linha reta ¥ = f~'(0) onde f(x,y) = =.
Assim, R? = ¥t UX U X7, onde ¥* = {(z,y) € R® : sgn(+x) > 0}. Seja
(,9) = X(x,y) = (X" (x,y), X (z,y)) um PWLS definido em duas zonas por

X*t(x,y), (v,y) €T,
X(z,y) = (0.1)

X (x,y), (z,y)€X~.

Os campos vetoriais X* s3o lineares e serdo chamados de Sistemas Laterais.

Sdo varios os pesquisadores que tém contribuido com respostas parciais ao
a 16° Problema de Hilbert para PWLS . Em 1991, Lum e Chua [23] conjecturaram que
um PWLS continuo tinha no maximo um ciclo limite. Em 1998, esta conjectura foi
provada por Freire, Ponce, Rodrigo e Torres em [11]. Posteriormente, em 2010 Han e
Xhang em [16] conjecturaram que um PWLS descontinuo tinha ao maximo dois ciclos
limite. Entretanto, em 2012, Huan e Yang em [17] deram uma resposta negativa a esta
conjetura, exibindo um exemplo concreto com 3 ciclos limite de costura, i.e. ciclos
limite que intersectam X em pontos do conjunto de costura. Em [14] foram estudadas
condicOes gerais para obter 3 ciclos limite de costura.

Recentemente, Libre e Euzébio, em [9], provaram que se cada um dos siste-
mas laterias tem uma singularidade isolada e uma delas estd em ¥, entdo o numero
maximo de ciclos limite de costura esta limitado superiormente por 4. Em [22] Llibre,
Novaes e Teixeira conseguiram que estabelecer o nimero maximo de ciclos de costura
é dois quando os sistemas laterais tem um ponto singular isolado e: (i) algum destes
pontos de equilibrio estd em X ou (ii) a divergéncia de X ™ ou X~ é nula. Ndo obstante,
nestes trabalhos ndao foram considerados o caso em que algum dos sistemas laterais
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nao tem singularidades ou tem infinitas singularidades, usando uma aproximagao
diferente provamos e estendemos estes resultados incluindo todos os possiveis casos,
0 que constitui o Teorema B.

016° problema de Hilbert para PWLS, pode ser divido em dois subproblemas
dependendo se o sinal do produto das divergéncias dos seus sistemas laterias é nega-
tivo ou nado.

Quando o produto das divergéncias é ndo negativo, Freire, Ponce e Torres
provaram, em [14], que se cada sistema lateral tem um ponto de equilibrio do tipo
foco ou centro entdo o nimero maximo de ciclos limite de costura é dois. Usando um
argumento similar, Huan e Yangh, em [18, 19], determinaram que o maximo é dois
desde que ambos os pontos de equilibrio sejam selas ou nds. Neste trabalho damos
uma resposta completa em relacdo ao maximo quando a divergéncia é ndo negativa e
isto constitui o Teorema C.

A pesquisa em relacao aos outros tipos de ciclos que pode exibir um PWLS ,
e que involucram intrinsecamente o carater ndo deterministico sugerido por Filippov,
esta em desenvolvimento e possui um nimero ainda pequeno de resultados. Neste
trabalho, o nimero maximo destes objetos é determinado e constitui o Teorema A.

Recentemente, alguns pesquisadores tem se interessado em determinar o
nimero maximo de ciclos para um PWLS em que a variedade de descontinuidade
tem curvatura diferente de zero ou, simplesmente ndo é regular. Nos Teoremas E e
F estudamos em conjunto com Professor Jaume Llibre o nimero de ciclos de um
PWLS com variedade de descontinuidade sob certas condicoes. Estes resultados estao
apresentados em [25].

Classificacao das Singularidades Tipicas Deslizantes de
um Sistema de Equacgdes Diferencias por Partes em R*

Para um dado sistemas de equacoes diferencias suaves por partes, da forma
g = Z(qg)ondeq € R"e Z = (X,Y) aplicagdo suave por partes cujas desconti-
nuidades estdo concentradas numa sub-variedade de codimensao um de R”, 3, as
trajetérias de Z = (X,Y) sobre ¥, quando é possivel, estdo definidas segundo a
convengdo de Filippov, para mais detalhes ver [10]. Em particular, genericamente
existem regides em X, chamadas de regides de escape e de deslize, onde ambos os



16

campos de vetores, X e Y, apontam para dentro ou fora de ¥. Neste caso a trajetoria
de Z = (X,Y) através de um ponto nestas regiGes segue a 6rbita do campo vetorial
deslizante F[Z]. Este campo vetorial é tangente a 3 e esta definido em ¢ € ¥ pelo
vetor F[Z](q) = m — ¢, onde m é o ponto em que o segmento que une ¢ + X(q) e
q+Y(q) étangentea ..

Atualmente, hd um crescente interesse no estudo da dindmica local deslizante
de um sistema de equacdes diferenciais suaves por partes, dada as suas mdltiplas
aplicacdes nas diversas areas da ciéncia. Existem alguns trabalhos que fornecem uma
analise da dindmica local deslizante de um sistemas de equacdes diferencias em R?,
ver por exemplo [13]. No entanto, em R"” com n > 2 a compreensao geral da dinamica
deslizante é dificultada pela presencga de 6rbitas de X e Y que sdo simultaneamente
tangentes a ¥ em um ponto.

Em [28, 30] foi feita uma classificagdo de algumas singularidades tipicas, de
codimensao 0,1 e 2, do campo deslizante de um sistema suave por partes em R3 restrito
exclusivamente a regido de deslize. Nos Teoremas (&, H e | estendemos e completamos
tal classificacdo, levando em consideragdo a possivel presenca da regido de escape,
este é um trabalho em conjunto com o Professor Marco Antonio Teixeira.

O trabalho esta dividido da seguinte maneira:

No Capitulo 3, primeiro assumimos que a variedade de descontinuidade coin-
cide com o eixo y. Posteriormente, estabelecemos a configuracao dos conjuntos de
Filippov em relagdo com os coeficientes do PWLS. Logo, definimos o que é um ciclo
limite de um PWLS e determinamos os tipos de ciclos limite de um PWLS. E concluimos
determinando condicGes para a existéncia de ciclos limite, com as quais provamos os
TeoremasA,BeCeD.

No Capitulo 4, primeiro estabelecemos a nota¢do basica, fornecemos alguns
definicoes e resultado elementares. Logo, os principais resultados sao apresentados

nos Teorema G, H e I. E Finalmente, alguns diagramas de bifurcacao sdo exibidos.

No Capitulo 5 damos algumas dire¢des para estudos futuros.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo vamos introduzir algumas defini¢Ges e resultados basicos que
nos serdo Uteis no decorrer do texto.

1.1 Campos de Vetores Definidos em Variedades com
Bordo

Consideremos N uma variedade compacta C*, orientavel de dimensao trés,
com fronteira X.. Denotemos por ="(n) o espaco de todos os germes de campos de
vetores de classe C” em (R™,0) com a topologia C”, onde r é grande suficiente para
nossos propositos. Para maiores detalhes com relacdo a estabilidade estrutural de
campos de vetores definidos em variedades com bordo remetemos ao leitos as tra-
balhos [6] e [26] . Por simplicidades consideramos que N é mergulhada em uma
variedade de dimensao n em R" sem fronteira.

Defini¢do 1.1.1. Dois campos Z e Z sdo ditos germe equivalentes se eles coincidem em
uma vizinhanga néo vazia de N.

As classes de equivaléncia para esta relacdao de equivaléncia sdo chamados de
germes de campos de vetores. Podemos definir analogamente germes de fungdes. Um
campo de vetores X em N é, por definicdo, um representante da classe de campos de
vetores tangentes a N, definidosem N = ON U N. Seja ¢ x o fluxo do representante X
dos campos de vetores definidos em um conjunto D(X) = {(z,t) € N xR : t € Iy},
onde Iy é o intervalo maximal aberto com extremos a(x) e 3(z) contendo 0, com
vx(0,2) = z, paraoqual px(t,p) € N, paratodot € Ix.Podemos ter a(z), 5(x)
infinitos. Além disso, o fluxo ¢ x ndo depende da particular escolha do representante
da classe de campos.

A 6rbita y(z) de X passando por x € N é por definicdo aimagem de Iy pela
curva integral px (., x) : t — (¢, ). Orbitas sdo orientadas pela orientacdo induzida
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por essa aplicagdo via orientagdo positiva de I.

O estudo qualitativo de uma equacgao diferencial consiste na descricao da
geometria do seu espaco de drbitas. E entdo natural perguntar-se quando é que dois
espacos de Orbitas tem a mesma descrigdo, ou seja, corresponde a estabelecermos
uma relacdo de equivaléncia entre equacdes diferenciais. Uma relagdo de equivaléncia
que exprime a estrutura geométrica das 6rbitas é a equivaléncia topologica.

Definicdo 1.1.2. Dois campos de vetores X, Y em N sdo ditos topologicamente equiva-
lentes se existe um homeomorfismo h : N — N levando érbitas de X em orbitas de Y,
preservando a orientagdo, isto €, dadosp € N ed > 0, existee > O talquese() <t < ¢
entdo h(px(t,p)) = @y (t', h(p)) para algum 0 < t' < e. Dizemos que h é uma equiva-
[éncia topoldgica entre X e Y. Desta forma definimos uma relagdo de equivaléncia em

=" (n).

Uma relagdo mais forte € a conjugacado entre os fluxos dos campos de vetores.
Dois campos X e Y sdo topologicamente conjugados se existir uma equivaléncia
topoldgica que preserva o parametro t, isto é, h(px(t,p)) = ¢y (t, h(p)), para todo
p€e NeteR.

Definicdo 1.1.3. Dizemos que X € Z"(n) € estruturalmente estdvel em =" (n) se existe
uma vizinhanga B C =" de X tal que todo Y € B é topologicamente equivalente a X.

Faremos a seguirum resumo dos resultados sobre estabilidade estrutural para
variedades com bordo de dimensdo dois e trés. Seguindo a linha do trabalho de Vishik,
em 1972, definimos os tipos de contato genérico para uma variedade de dimensao n.

Suponhamos que X contém a origem e é dada implicitamente pela imagem
inversa f~1(0), onde f : (R",0) — (R,0) é o germe de uma aplicagdo C* que tem a
origem como valor regular.

Neste contexto de germes de campos definidos em variedades de dimensao
n + 1,onden > 1, denotamos por Xy(n + 1) o conjunto dos elementos em =(n + 1)
satisfazendo as seguintes condicoes:

1. X.f(0) # 0,0 é dito de ponto regular de X.

2. X.f(0)=0e X2 f(0) # 0,0 é dito de ponto dobra de X.

3. X.f(0) = X2.f(0) = 0e X?.f(0) # 0eoconjunto {df(0),d(X.f)(0),d(X?.f)(0)}
é linearmente independente, 0 é dito de ponto clspide de X.

4. X.f(0) = X2f(0) = ... = X77L.f(0) = 0e X7.f(0) # 0 e o conjunto
{df (0),d(X.£)(0),d(X2f)(0),...,d(X7)(0)} é linearmente independente e 0
um ponto regular da aplicagdo X. f|y;,comj € {1,...n+ 1},



1.1 Campos de Vetores Definidos em Variedades com Bordo 19

onde X7.f = X.VX/=!1 fcom X° f = fed(.) denotado o operador diferencial.
Vishik em seu trabalho, [34], prova que os elementos de ¥y (n + 1) sdo estruturalmente
estaveis em Z(n + 1) e exibe as suas respectivas formas normais. Na sequéncia, cen-
tramos nossa atencdo nos casos em que a dimensao da variedade N é baixa, i.e,2 ou 3.

Paran = 2, em [15] sdo provados os seguintes teoremas, em que é caracteri-
zado o conjunto de elementos estruturalmente estaveis em ="(2).

Teorema 1.1.4. Seja X o conjunto de elementos estruturalmente estdveis em Z(2). As
seguintes afirmagdes sdo validas

1. X € Z'(2) estd em ¥4(2) se e somente se

(a) X(0) #0
(b) para toda definigdo local, f, de M em 0, uma das seguintes condicdes é
satisfeita:
i X.£(0) #0;
ii. Dobra, X.f(0)e X?.£(0) # 0;
(c) Fixando h(zx,y) = y, as formas normais genéricas de X em %,(2) sdo dadas
por:
i. Regular X (z,y,z) = (0,1);
ii. Dobra X(z,y,z) = (1,z);

(d) Yo(2) € um conjunto aberto e denso em Z7(2).

Teorema1.1. Seja X, (2) o conjunto dos elementos estruturalmente estdveisem =7 (2) =
Z7(2) \ X0(2), com a topologia induzida. As sequintes afirmagdes valem:

Y =3(a) UX(b);
¥, é uma subvariedade de codimensdo 1de Z7(2);
Y1 é aberto e denso em =4, na topologia induzida de =" (2);

N Wb o~

Qualquer familia a um parémetro X,,, i € (—c¢,c) em =7, transversal a ¥, em X,
tem uma das sequintes C°- formas normais:

(a) Cuspide: X,,(u,v) = (1, u + u?);

(b) N6: X, (u,v) = (au,u + bvp) coma =1,b=20ua = —1,b = —2;
(c) Sela: X, = (u,u — v+ \);

(d) Foco: X, = (u+ v, —u+vl).

Teorema 1.2. Seja ¥5(2) o conjunto dos elemento estruturalmente estaveis em Z5(2) =
E7(2)/%1(2), com a topologia induzida. As sequintes afirmagdes valem:

1. ¥5(2) é uma subvariedade de codimensdo 2 em =;
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2. 35(2) é aberto e denso em =5, na topologia induzida de =;
3. Qualquer familia a dois pardmetro X, s, (o, 3) € (—¢,€) x (=d,0) em Z', trans-
versal a 5 em X, o, tem uma das seguintes C°- formas normais:

(a) Dove’s Tail: X, 5(u,v) = (1, bu® + au+ ) comb = +;

(b) Sela-né: X, s(u,v) = (a(u —v) + B(u +v),a + (u+v)?) coma = +1;
(c) Sela-nd: X, s(u,v) = (u—v+ Bu+v),a+a(u+v)*) coma = +1;
(d) Hop bifurcation: X, 5 = (—v + u(a, u* + v?),u — v(a + u? + v?) + 3);
(e) No-degenerado: X, 53 = (u+ av,u+ v+ 3);

(f) Sela-Tangente: X, 5 = (u,au — v + au® + 3) coma = +1;

(g) No-Tangente: X, 5 = (au.cu — v + au® + 3) coma = +1.

Teorema 1.3. As seguintes afirmagées valem:

1. ¥, é uma subvariedade de codimensdo 1de =/;
2. X, éaberto e denso em =Y, na topologia induzida de =";

Paran = 3, Sotomayor e Teixeira, caracterizaram o conjunto dos elementos
estruturalmente estaveis: (i)20(3) em Z(3) e (i) 21(3) em =7 (3) = Z,(3) \ Xo(3) coma
topologia induzida.

Teorema 1.4. As seguintes afirmagdes sdo vdlidas

1. X € =7(3) estd em Xy (3) se, e somente se,

(a) X(0) #0.
(b) Para toda defini¢do local, f, de 2 em 0, uma das sequintes condiges € satis-
feita
i. X.f(0)#0;
ii. Dobra, X.f(0)e X?.f(0) # 0;
iii. Cuspide,, X.f(0)e X2.f(0) # 0;
(c) Fixando h(z,y,z) = z, as formas normais genéricas de X em ,(3) sdo
dadas por:
i. Regular X (z,y,z) = (0,0,1);
ii. Dobra X(z,y,z) = (1,0,z);
iii. Cuspide X (z,y,2) = (1,0, 2% + ).

(d) Xo(3) é um conjunto aberto e denso em Z(3).

Afim de caracterizar os elementos que sdo estruturalmente estiveis em

=r

E1(3) = Z"(3) \ Xo(3), introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.1.5. Dizemos que X estd em X1 (a) se as seguintes condigbes valem:
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1. 0 € um ponto critico hiperbdlico de X.

2. os autovalores de D X (0) sdo distintos aos pares e os autoespagos corresponden-
tes sdo transversais a > em 0.

3. cada par de autovalores complexos néo conjugados de DF(0) tem partes reais
distintas.

Defini¢do 1.1.6. Dizemos que X estd em X1 (b) se X(0) # 0, X.f(0) = 0X2.f(0) =0e
vale uma das sequintes condi¢bes:

1. X3.f(0) # 0, rank{df(0),d(X.f)(0),d(X2.f)(0)} = 2e0éum ponto critico ndo
degenerado, Morse, da aplicagdo X. f|;
2. X3.£(0) =0, X% f(0) # 0e0éum ponto regular de X .hly.

A préxima definigdo caracteriza com detalhes os campos vetoriais os elemen-
tos de £, (3). Denotemos por H o Hessiano de uma aplicagdo f.

Definicdo 1.1.7. 1. Oselementos de ¥, (a) sdo classificados por:

(a) N6: X(0) = 0, os autovalores de DX (0), \; com j = 1,2,3, sdo reais,
distintos, \1\; > 0 para j = 2,3, e os autoespagos sdo transversais a %
emO;

(b) Sela: X(0) = 0, os autovalores de DX (0), \; com j = 1,2,3, sdo reais,
distintos, \1A\; < 0 para j = 2,3, e os autoespagos sdo transversais d %
emO;

(c) N6: X(0) = 0, os autovalores de DX (0), \jcomj = 1,2,3, A\; = Ay = a+ib
e A3 = ¢, como a, b, c ndo nulos, ¢ # a, e 0s autoespagos sGo transversais a
MemQO.

2. Os elementos de %1 (b) sdo classificados por:

(a) Lips: X3.f(0) # 0, rank{df(0),d(X.f)(0),d(X>.f)(0)} = 2e0éum ponto
critico ndo degenerado, Morse, da aplicagdo X. f|s; e Hx, fls > 0;

(b) BectoBec: X3.f(0) # 0, rank{df(0),d(X.f)(0),d(X>.f)(0)} =2e0éum
ponto critico ndo degenerado, Morse, da aplicagdo X. f|s; e Hx ., < 0;

(c) X3.f(0) =0,X".f(0) # 0e0éumponto regular de X .h|s.

No préoximo Teorema sdo classificados todos os tipos topoldgicos de ¥ (3).

Teorema 1.5. Qualquer familia a um parédmetro X, i € (—c, ¢), em =Z"(3), transversal
a ¥1(3) em X, tem uma das seguintes C°- formas normais:

1. L11-N6: X, (u, v, w) = (au, bv, au + cw + p) com (a,b,c¢) = 6(3,2,1)ed = +1.
2. L12-N6: X, (u, v, w) = (au, bv,au + cw + u) com (a,b,c) = §(1,3,2) e d = £1;
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L13-N6: X, (u, v,w) = (au, bv,au + cw + p) com (a,b,c) = §(1,2,3),ed = +1;
Sela: X, (u,v,w) = (u,2v,u + 2v — w + p);

Foco: X,,(u,v, w) = (—v +u, —u — v, =3u — v+ w + p);

Lips: X,,(u,v,w) = (1,0, —=3u® + v* + p);

Bec to Bec: X, (u, v, w) = (1,0, —3u® — v* + p);

Dove’s Tail X ,(u,v,w) = (1,0, 40u® + v + pu) comé = 1.

Medrado e Teixeira, em [6], classificaram os elementos estruturalmente esta-

veisem Z5(3) = =7(3) \ X1(3), com a topologia induzida de =7 (3).

Definigdo 1.1.8. Denotamos por 3;(a) o conjunto de elementos, X, em Z5(3), os quais

tem um tnico ponto, 0, em X tal que X (0) = 0 e vale uma das seguintes condicdes:

1.

Sela-Né: 0 é uma sela-né de X e os autoespagos de DX (0) séo transversais a %
em 0.

Hopf: 0 e um ponto de equilibrio de codimenséo um de Hopfde X e os auto-espagos
de DX (0) sdo transversais a X2 em 0.

Hiperbdlico Tangente: Os autovalores A1, A2, A3 € R de DX(0) sdo distintos e
existe uma variedade invariante de dimensdo 1 com contato quadrdtico a M em
0. Mas ainda, os outros auto-espagos sdo transversais a > em 0.

N6-Degenerado: Os autovalores A\, Xy, A3 € R de DX(0) satisfazendo \; =
Xy # A3, rank{DX(0) — \;Id} = 2. Mas ainda, os auto-espagos associados
aos autovalores sdo transversais a > em 0.

Foco- Tangente: Os autovalores \; € Re A\, A\ € C. Mais ainda, os auto-espacos
associados aos autovalores complexos tem contato quadrdtico com X em 0, Morse,
e o auto-espago associado ao autovalor real € transversal a 3> em 0.

Definicdo 1.1.9. Denotamos por ¥,(b) o conjunto de elementos X € Z%*(3), o qual
X (0) # 0, X2.f(0) = 0 e vale uma das sequintes condigdes:

1.

2.
3.

Goose: X3.f(0) # 0, rank{df (0),d(X.f)(0),d(X?.f)(0)} = 2ea fungdo X.h|x
é equivalente, em 0, a um germe simples de codimensdo 1;

Gull: X3.f(0) = 0, X*.f(0) # 0 e 0 € um ponto critico ndo degenerado de X. f|s.
Butterfly: X3.f(0) = X*.f(0), X°.f(0) # 0e 0é um ponto regular de X. f|s.

Teorema 1.6. As sequintes afirmagdes valem:

1.
2.
3.

22(3) = Eg(a) U Zg(b),
X é estruturalmente estdvel relativo a =5(3) se, e somente se, X € Y5(3);
¥5(3) é uma subvariedade de codimensdo 2 de =" (3).
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1.2 Campos de Vetores Suaves por partes

Nesta secao introduziremos algumas defini¢des e resultados preliminares
acerca de sistemas suaves por partes, que nos serdo Uteis. Seja f : (R",0) — (R,0)
uma aplicagao de classe C",r > 1 que possui a origem como valor regular. Considere-
mos = o espaco de todos os germes de campos de vetores Z em (R™, 0) tais que

Y(g), se f(q) <0,

onde f é uma representagdo implicita local de 3 no 0. Quando escrevemos Z = (X,Y)

2@ { X(o). se fla) <0,

estamos assumindo que o campo X estd definido e é suave em f~1((0,00)) e Y esta
definido e é suave em f~!((—o00,0)). As drbitas de Z sobre os pontos 3, quando é
possivel, sdo consideradas através da convencao de Filippov estabelecidas em [10], as
quais serao discutidas a seguir.

Definicdo 1.2.1. Distinguiremos as seguintes conjuntos em %;

Conjunto de Costura: X, = {p e X: (X.f(p))(Y.f(p)) > 0};
ConjuntodeEscape: . ={peX: (X.f(p) >0 e (Y.f(p) <0}
Conjuntode Deslize: ¥, = {pe X : (X.f(p)) <0 e (Y.f(p)) >0}
Conjunto Critico: ¥, = {p € X : (X.f(p))(Y.f(p)) = 0};

Consideremos p = X, U X, U X, temos que, genericamente, o é aberto e
densoem ..

Na regido de deslize e escape definiremos o campo deslizante Z, associado a
Z = (X,Y) daseguinte maneira:se p € ¥, U X, entdo Z, denota o cone gerado por
X(p)eY(p) tangentea ¥, i.e., Z, = m — p,onde m é ponto onde o segmento ligando
p+ X(p)ep+Y(p) étangentea X.

1.3 Funcao W de Lambert

05t

050

Figura 1.1: Funcdo W de Lambert definida univocamente no inter-
valo (—1/e, 00).
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A Fungdo W de Lambert, devida ao matematico suico Johann Heinrich Lam-
bert, é definida como a inversa, como vérios valores da funcdo real y — yev. Ou seja,
se W (y) satisfaz a equacio W (y)e" ™ =y,

Observe que se a fungao real f(y) = ye?, é decrescente para y < —1 e cres-
cente paray > —1. 0 minimo global de f é dado por f(—1) = —1/e . Por esta razdo
W (y) éumafuncdo multivariada, mas pode ser definida univocamente como uma fun-
gdoreal nointervalo (—1/e, 00).



CAPITULO 2

Cotas Maximas de Ciclos Limite de um
Sistema Linear de Equacoes Diferencias Por

Partes em Duas Zonas Separadas Por Uma
Linha Reta

Neste Capitulo 2, primeiro assumimos que a variedade de descontinuidade
coincide com o eixo y. Posteriormente, estabelecemos a configuragdo dos conjuntos
de Filippov em relagao com os coeficientes do PWLS. Logo, definimos e determinamos
o que é um ciclo limite de um PWLS. Finalizamos o capitulo determinando condi¢Ges
para a existéncia de ciclos limite, com as quais provamos os Teoremas A, B C, e D.

2.1 Sistemas Lineares de Equacoes Diferencias por Par-
tes em Duas Zonas

Sem perda de generalidade podemos assumir que PWLS (3.2) é dado por

X+(l‘a Z/) = (a11$ + @12y, A1 + a22y) + (bla bz)» (9579) € ?,
X(x,y) = (2.1)

X+(£E, y) = (6111’ + €12y, enT + 6223/) =+ (glz 92)7 (l’, y) € Z_v

onde a;j, b;, ¢;; € g; sdo nimeros reais para i,j = 1,2. Como antes, mencionado o
campo vetorial X e definido sobre 3 segundo a convencdo de Filippov, para mais
detalhes ver [10]. Segundo esta convencao, distinguimos os seguintes conjuntos em X:
(i) conjunto de Costura X; (ii) O conjunto de deslize X; (ii) O conjunto de escape X.; e
(ii) O conjunto singular 7. Observemos que ¥ = L. U X, U X, U Y.

Na sequéncia determinamos as possiveis configuragdes dos conjuntos de Fi-
lippov para um PWLS na forma (2.1).
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Proposicdo 2.1. Seja X = (X, X ) um PWLS na forma (2.1).

S1: Caso ajze1o < 0entdo existempt,p~ € R, tais que:

1. Se —ays,e12 < 0, temos que:
(a) . ={(0,y) : y € (max{p*,p~ };
(b) X5 ={(0,y) : y € (—oo, min{p™,p~ H};
(C) ZT = {(07p+)7 (07p_)}

2. Se —ayq,e10 > 0, temos que:
(@) 5 =1{(0,y) : y € (max{p*,p~},00)};
(b) Ze ={(0,y) : y € (—oo, min{p*,p~H};
(C) ZT = {(07p+)7 (pr_)}

Em particular, se p* # p~ seque que

Y ={(0,y) : y € (min{p™, p~}, max{p*,p~})}.

$2: Seajsep > 0entdo existempt, p~ € R, tais que:

1 . ={(0,9) : y € (—oo, min{p*, p~}) U (max{p*, p~},00)};
2. Sy ={(0,p"),(0,p7)}.

Em particular, se p™ # p~, temos que X, ou X, €

{(0,y) : y € (min{p*,p~ }, max{p™, p~}}.

$3: Seapg; # 0eey = 0ouenb; # 0eay = 0, temos que s6 um dos sistemas laterais
possui um ponto de tangéncia, (0, p), e

1. 3. ={(0,y):y € (—o0,p)teXs ={(0,y) : y € (p,o0)} ou;
2. 8.={(0,y) :y € (—oo,p)} e X = {(0,y) : y € (p,00)} ou;
3 3. ={(0,y):y € (~o0,p)teX. ={(0,y) : y € (p,00)} ou;
4. %, ={(0,y) 1y € (—oo,p)teX. = {(0,y) : y € (p,0)}.

S4: Seajn = e =0eg1by # 0, entdo
1. 3. ={(0,y) :y € (—o0,00)} ou;
2. ¥, ={(0,y) : y € (—o0,00)} ou;
3. % ={(0,y) 1y € (—o0,00)}.
S5: Sea;s = en = 0e giby = 0, temos que um dos sistemas laterais possui infinitas
tangéncias. Em particular ¥ = {(0,y) : y € (—o0,00)}.

Demonstracdo. Este resultado segue diretamente das defini¢des dos conjuntos de Fi-
lippov. (]
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2.1.1 Classificacao de Sistemas Laterais de Um PWLS

Um PWLS, X = (X, X7), naforma (2.1) pode ser classificado segundo o
comportamento qualitativo dos seus sistemas laterais, que por sua vez sao sistemas
de equacdes diferenciais lineares no plano. Com esse propésito, consideremos, £, o
conjunto de todos os sistemas lineares no plano. Diremos que W € L é degenerado
se o determinante da sua matriz associada é zero, caso contrario W sera dito ndo
degenerado. Se W for ndo degenerado ¢é facil estabelecer que o sistema possui um
Gnico ponto de equilibrio em R? que pode ser: sela, nd, centro ou foco. Levando em
consideragdo esta classificacdo, distinguimos as seguintes classes em L:

1. S = {W € L: W tem uma singularidade do tipo sela com raio de hiperbolici-
dade diferentede 1},

2. 8% = {W € £ : W tem uma singularidade do tipo sela com raio de hiperbolici-
dadeiguala —1},

3. N = {WeL:W tem uma singularidade do tipo né com autovalores
diferentes },

4. N* ={W € £ : W tem uma singularidade do tipo né diagonalizavel com auto-
valores iguais },

5. NO ={W € L : W temuma singularidade do tipo né néo diagonalizavel }.

6. F={W € L: W temuma singularidade do tipo foco }.

7. C ={W € L£: W temuma singularidade do tipo centro }.

Caso W seja degenerado, o sistema possui infinitos pontos de equilibrio ou simples-
mente ndo tem . Para este tipo de sistemas distinguimos os seguintes classes em £

. D®={W € L : W ndo tem pontos de equilibrio nem linhas retas invariantes}.
. D' ={W € L : W tem uma reta invariante e ndo possui pontos de equilibrio}.
. D? ={W € L : W tem sé uma linha reta singularidades}.

. D¥ ={W € L : W tem duas linhas de singularidades }.

A W N 4

Observemos que familia de classes {5, S°, N, Nx, N°, D' D? D3} formam uma par-
ticdo de L.

Para um dado sistema linear W definida no subespaco Xt (ou ¥7). Dize-
mos que W tem um ponto de tangéncia quadratica:(i) invisivel, se existe p € ¥ com
XT.f(p) = 0e (X2 f(p) > 0(ou (X)2f(p) < 0); (ii) visivel, se existe p € X com
Xt f(p)=0e(XT)%f(p) <0(uX.f(p) =0e(X)*f(p) > 0).

Agora, definiremos subclasses para os sistemas laterais de X dependo da
posicdo do seu ponto de equilibrio caso o sistema for ndo degenerado ou do tipo de
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contato com X, caso contrario.

SejaW € {S,S° N,N* N° F C} um sistema lateral de (2.3) definido em
v e (ST, %7 }eq e R2comW(q) = 0. seradito dotipo: (i) r, ou real, se g € £¥; (ii)
v,ouvirtual,se ¢ € R?\ ¥, ou (iii) b, ou de fronteira,se ¢ € ¥.. Caso W € {D', D?, D?}
diremos, que TV é do tipo (i) V, se W tem uma tangéncia quadratica visivel; (ii) I, se W
tem tangéncia quadratica invisivel; ou (iii) C, caso contrario.

Diremos que W € .J;,com J € {S, Sy, N,N*, N} ej € {r,v,b},se W € Je
dotipotipo j.OuW € J;,comJ € {D*, D* D*}ej € {I,V,0},se W € Jeédotipo
7.

2.1.2 Campo Deslizante e Ciclos Limite de um PWLS

Em particular,em ¥, U ¥, 0 PWLS X = (X, X ) tem associado um campo
vetorial, X*, que é uma combinacdo linear convexa de X e X~ tangentea X e é
definido formalmente por

X+f(07y)X_(O>y) — X_f(07y)X+(07y))
X+f(0>y) - X_f(0>y)

X*(0,y) = | . (2.2)
Paraw € {+, —, s}, denotamos por ¢, (¢, p) a solugdo de X* passando porp € R? no
tempo .

Diremos que uma curva fechada orientada T homeomorfa a S é uma érbita
periédicadoum PLWS X = (X, X~),se T = |J;_, 7, onde cada +; é uma curva, é
tal que:

1. Sey, C T NX* entdoexistep € R%2ety,t, € Rde modo que yx = {p+(t,p) :
t € (t1,t2)}.Eqr — w € X, casoz NE £ 0

2.Sey C YNXentdoexistep € R% ty,t, € Rew € {+,—,s} tal que
T ={du(t,p) 1 t € (tr,t2) }5

3. Sey, € E;comj € {s,e,T}entdovi1,vi-1 € Xj5

4. 7, N1 = {p}, paraalgump € X.

Distinguimos quatro tipos de drbita periddicas para um PLW S. Formalmente, uma
oOrbita periddica de um PWLS, T, é dita:

1. Standard,se Y C ©F;
2. Costura,se T NX C X
3. Deslizante,se YN (X, UY,) # 0;
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4. Critica, caso contrario.

Se para uma dada érbita periddica de um PWLS, Y, existe uma vizinhancga, U
de Y emR?, tal que Y é a Ginica érbita periddica que intersecta U, diremos que T é um
ciclo limite. Logo, é possivel distinguir quatro tipos de ciclo limite segundo o seu tipo
como drbita periddica.

Se X = (X, X~)umPWLS naforma (2.1) denotaramos por: (X ),0 nimero
de ciclos limites standard; 7.(X ), o nimero de ciclos de costura; n,(X), o nimero de
ciclos deslizantes; n.,(X), o nimero de ciclos de criticos; 7(X'), o nimero de ciclos de
X.

2.2 Ciclos Limite

Neste secdo, apresentamos condi¢Ges para a existéncia de ciclos limite para
um PWLS.

2.2.1 Ciclos Deslizantes

Por definicdo o campo deslizante é um campo vetorial definidoem X, UX,, no
resultado seguinte provaremos que é possivel estender este campo vetorial aos pontos
de acumulacdo do seu dominio de definicdo, isto sera fundamental para estabelecer
se existem Orbitas de X* que se aproximam, em tempo finito, a algum destes pontos.

Proposicdo 2.2. Seja X = (X, X)) um PWLS na forma (2.1). Se (0,p) € 93, U 9%,
entdo lim,_,, X*(0,y) existe.

Demonstragdo. Sem perda de geralidade podemos assumir que ¥, C (0,00), (0,0) €
0%Ys e X1.£(0,0) = 0.Logo,b; = 0,a12 < 0e(i)g1 > Oou (i) g1 = 0eejn > 0.Por
definigdo, X*® para X = (X, X ) pode ser escrito explicitamente como,

X5(0,y) = (0, (a12y) (a0y + ba) — (e12y + g1) (€22y + 92)>
a12y — €12y — g1

portanto, se by = 0,a;5 < 0e(i)gr > Oou(ii)gs = 0eep > 0,resulta que
lim,_,o X*(0, y) existe e logo o resultado estd provado. O

Para estudar a existéncia de orbitas periddicas deslizantes, introduzimos a
seguinte defini¢cdo auxiliar:
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Definicdo 2.2.1. Sejam W um campo vetorial definido num conjunto ¥* de R? e
éw (t, po) a orbita de W passando por p no tempo t. Diremos que v(p, q, W) é um seg-
mento de orbita se: (i) W (q) # 0; (ii) existemr € ~(p,q, W)/{p,q}, t1 eta € R com
t1 < 0 < to. Tal que, pw (t,p) € v(p,q, W) parat € (ti,t2), im, s, pw(t,r) = pe

limy 1, O (t7 7’) =q.

Logo,se T éum ciclo limite de um PWLS entdo Y é a unido finita de segmentos
de orbita.

No resultado a seguir fornecemos uma condigdo necessaria para a existéncia
de ciclos limite deslizantes.

Proposicao 2.3. Seja X = (X, X)) um PWLS na forma (2.1), se T é uma drbita
periddica deslizante de X, entdo existe ¢ € (0%, U 9%,.) C Y talqueq € Y. Em
particular,

1. Seq € 0%, N 0%, entdo Y ndo é um ciclo limite.
2. Seq € (0X,NI%,)U(0X.NIX.)entdo Y éum ciclo limite deslizante. Além disso,
seXT.f(q) =0(ouX".f(q) =0)entdo Xt € F, (ou X~ € F}).

Demonstragdo. Sejam X = (X, X*)aPWLS naforma (2.1) e T uma 6rbita periddica
deslizante de X. E claro que 3, U ¥, # () e a derivada de Lie de cada um dos seus
sistemas laterais tem sinal constante em cada um destes conjuntos, entao deve existir
q € Yrtalque g € T, caso contrario qualquer unido de segmentos finitos de érbita
saindo de um ponto em X* estara contido em X, o que impede a existéncia de 6rbitas
periddicas de deslize. Segue, dos itens (i) e (ii) da Proposigdo 2.1 que ¢ € 9%, U 9%, ou
q € (08, N0%,) U (0%, NOX.).

1. Seq € 0%, N 0%, segue da Proposicdo 2.1 que ¥ = ¥, N X, U {¢q}. Sem perda
de generalidade podemos assumir que ¢ = (0,0), ¥, = {(0,y)|ly € (—o0,0)},
Y. = {(0,y)|y € (0,00)} e que existe y(p, 7, XT) C TUX, # Bcomp € 3
er € Y..Segue da continuidade do fluxo de X* que existem vizinhancas, V,
e V., em X de p e r respectivamente, de modo que para cada p; € V, existe
r(p1) € V, talque v(p1,r(p1), XT) C ¥F.Casor € X, e levando em consi-
deragdo que T é uma drbita periddica obtemos que existem v(q, p, X*) C X,
v(r,q, X*) C X.e~(¢,p,X*),v(r,q,X*) C 7, ver Figura 2.1-(a), da conti-
nuidade de X*, e abusando da notagdo, obtemos que as curvas orientadas
Y(p1,7(p1), XT) U v(g, p1, X°) U y(rilpr), ¢, X*) U {p1,7(p1), ¢} sdo orbitas
periddicas passando por ¢, portanto Y ndo é um ciclo limite. Parar € 9%, o
resultado segue de forma similar, ver Figura 2.1-(b).
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7’X+
B—_(p, 7, X7) g2 X

(a) (b)

Figura 2.1: Imagens pela aplicagdo de Poincaré do ponto p.

2. Seq € (0%,NIX,)U(I%X.NIY.), podemos considerar sem perda da generalidade
queg = (0,0) e X, C {(0,y) : y € (—00,0)}.

Caso1 Se X, ndo é um conjunto limitado, i.e., ¥, = {(0,y) : y € (—0,0)},
segue da Proposicao 2.1 que X, C {(0,y) : y € (0,00)}. Usando um argu-
mento similar ao caso anterior, podemos assumir que existe vy(p1, ¢, X*) C
YsNYTevy(q,p,XT) CEZTNTcomp; € &,0queimplicaque Xt € F,
ep; € Xy, ie, T = ~v(p1,q, X®) U~(q,p1, X)) U{q,p1}. Decorre da con-
tinuidade dos fluxos dos sistemas laterais e do deslizante que existe uma
vizinhanca de T em R? de modo que, se ha uma 6rbita periddica, 15, pas-
sando poralgumr € V entdo T, deve intersectar 3, e portanto g € 1. E
consequentemente T C T, 0 que é uma contradigdo, entdo Y, ndo é uma
orbita periddica. Portanto, T é um ciclo limite.

Caso2 Se X, é um conjunto limitado, i.e., s = {(0,y) : v € (=1,0)}.0
resultado segue com um argumento similar ao caso anterior.

O

Agora ilustramos alguns exemplos de PWLS’s exibindo um ciclo limite desli-
zante.

Exemplo 2.2.2. SejamosPWLS, X = (XT, X "), Y = (Y ", X )eZ = (Z*,X ) com

XH(z,y) = 2re—y+b,(r* + )z — 1),
X (z,y) = 2rz —y, (r* + D)z + 1),
Y*(z,y) = (=2rz —y+0b,(r*+ 1)z — 1),
ZH(x,y) = (-y+bx—1)

e consideremos ©4(t) e ©4(t) duas curvas orientadas fechadas simples dadas por,
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o0~ n(t) te {0,3;}, o v(t) te {0,3;},

Y2(t) t€[0,t]. a(t) tel0,t].

7 (t) = (ert(T Sin(g:—CFS(t)) ki 1, or? + b+ e ((r* - :2) ji_nl(t) — 2rcos(t)) + 27”) ;
72(t) = (0% (b — (b — 2by) e—%:)) 7

73(t) = <6H(COS(t)r;islm(t>) —1 e (P (=sin(t)) +r22rfols(t) +sin(t) — 27") |
a(t) = (0% (b — (b— 2by) e—i‘)) ,

1
ondeb = —12n« <W <3§>> , 7 = 2W (%) Bm)™L by = 7V (%) o t, =

4 6 « . ~
n <§> Wﬂ?;w) eb = — V%), sendo W (z) a parte principal da fun¢do de Lambert o
2
qual esta definida implicitamente pela equagdo z = we™=.
Determinando o fluxo de cada um dos sistemas laterais e do campo deslizante
estabelecemos facilmente que: ©1(t) é um ciclo limite deslizante de X,Y e Z, e ©, é um

ciclo limite de X, ver Figura 5.1.

Observemos que no Exemplo 2.2.2 temos que para X o produto das divergén-
cias dos seus sistemas laterais é positivo, para Y é negativo e para Z é zero. No resul-
tado subsequente relacionamos o sinal do produto dos sistemas laterais com o nimero
de ciclos deslizantes que um PWLS pode exibir.

Proposicdo 2.4. Seja X = (X, X ™) um PWLS na forma (2.1) com o conjunto ¥, U X,
limitado e ndo vazio. Se a divergéncia dos seus sistemas laterais ndo muda de sinal entdo
ns(X) < 2, caso contrdrio ny(X) < 1.

Demonstragdo. Seja X = (X, X~)um PWLS naforma (2.1) tal que conjunto ¥, U 3,
é limitado e ndo vazio, segue da Proposi¢do 2.1 que existem p™, p~ € Yrcomp™ # p~,
X*t.f(pT) = 0e X .f(p) = 0. Sem perda da generalidade podemos assumir que
pt > p eX, = 0 logoX, = {(0,y) : p~ > y > p'}. Da Proposicdo 2.3 temos
que uma condicdo necessaria para a existéncia de dois ciclos limite de deslize é que
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Figura 2.2: Dois ciclos limites deslizantes.

X* € F,.Sob estas condicdes é possivel inferir que o0 movimento de ambos os focos
tem o mesmo sentido, por esse motivo assumiremos que é anti-horario.

1. Caso div(X T)div(X~) < 0temos que o foco associado a X ~ é estdvel e o do
X+ éinstavel, Isto implica que ndo existe ¢ € ¥ de modoquey(p~, ¢, X ) C ¥~
ouvy(p~,q, X)) C X*,0queimplica que ndo hd uma érbita periddica deslizante
passando por p~. Logo n,(X) < 2.

2. Casodiv(X)div(Y) = 0,temos X tem no maximo um foco real, logo 7, (X) < 2.

Segue do exemplo2.2.2 que as cotas maximas sdo atingidas, com isto fica provado o
resultado. O

Para um PWLS na forma (2.1) é facil estabelecer que existem s6 dois tipos de
ciclos deslizantes, que nao sdao equivalentes por homeomorfismos que preservem a
variedade de descontinuidade, ver Figura 2.3. E, as possiveis configura¢des com dois
ciclos limite sdo ilustradas na Figura 2.4.

2.2.2 Ciclos Limite Criticos

Condi¢des para a existéncia de ciclos limite criticos sdo estabelecidas a seguir,
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Figura 2.3: Tipos de Ciclos Deslizantes.

caRe
D U D

Figura 2.4: Configuragdo de dois ciclos limite deslizantes.

Proposicdo 2.5. Seja X = (X*, X)) um PWLS na forma (2.1). Se T é um ciclo limite
critico de X, entdo X7 C Y eexistep € 0¥X. C X7 tal que ¢ € Y. Em particular, se

€ (0% NI U (0%, NIX.)e XT.f(q) = 0(ou X~.f(q) = 0) entdo, Xt € F, (ou
X el,)

Demonstragdo. A demonstragdo é analoga a prova da Proposicao 2.3. O

Proposi¢do 2.6. Seja X = (X, X ™) um PWLS na forma (2.1) com o conjunto ¥, U %2,
limitado e ndo vazio. Se a divergéncia dos seus sistemas laterais ndo muda de sinal entdo
ner(X) < 3, caso contrdrio n.,.(X) < 2.

Demonstragdo. A demonstracdo é analoga a prova da Proposicado 2.4. O

Os tipos de ciclos limite criticos possiveis sdo ilustrados na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Tipos de Ciclos Limite Critico.

E importante observar que a existéncia e configuracdo de um ciclo limite cri-
tico depende basicamente da 6rbita da tangencia visivel associada com o sistema la-
teral que possui um foco real.

2.2.3 Ciclos Limite de Costura

Agora, focamos nossa atenc¢do nas condi¢des para a existéncia de ciclos limite
de costura. A seguir apresentamos um resultado classico, que nos fornece uma pri-
meira condicdo.

Proposicao 2.7. Seja X = (X', X ™) um PWLS na forma (2.1). Se existe uma orbita
periddica de costura de X entdo X, U X, U Y € um conjunto limitado ndo vazio.

Demonstragdo. Ver Proposicao 3.1 em [12]. O

Se um PWLS esta na forma (2.1), segue da Proposi¢do 2.1 que X, U X, U Xp é
um conjunto limitado ndo vazio se, é s6 se, a;ze15 > 0. Assim, segue da Proposicdo 1
em [12] o seguinte resultado;

Proposicao 2.8. Seja X = (X', X~) um PWLS na forma (2.1) tal que o conjunto
Y, U X, U Xy é limitado e ndo vazio. Entdo existe um Y-homeomorfismo, que restrito
a ¥* é um difeomorfismo, que transforma X em X = (X+, X~) onde,

7+($,y) = (QA/RZE - Y, (712?, - m%)x) - (_b7 aR)v (x,y) € Fz
X(z,y) = (2.3)

7_(x,y) = (QA/LQ" - Y (fy% - m%)x) - (O>G’L)> (x7y) ex,

commpg,my, € {0,1,4}, Yr, V5, ar,ar, b € Reiaunidade imagindria. Em particular,
29 = diV(X+) ey, = diV(Xi)
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Diremos que 0 PWLS X = (X*, X~) é a forma candnica de Lienard de X =
(X*, X7).Eimportante observar que o fato do homeomorfismo ser um difeomorfismo
por partes, implica que a transversalidade do fluxo e as tangéncias com X dos sistemas
laterais sdo preservadas. Em particular, orbitas periddicas de costura sdo enviadas em
oOrbitas periddicas de costura, por esse motivo para estudar o nimero deste tipos de
orbitas vamos assumir que o PWLS esta na forma (2.3). Entretanto o mesmo ndo acon-
tece com as 6rbitas deslizantes pois mesmo que as regioes de deslize e escape sejam
preservadas as dinamicas dos seus campos deslizantes ndo sdo necessariamente pre-
servadas, por exemplo:

Exemplo 2.2.3. Sejam X = (X*,X~), X = (X, X ) PWLS na forma (2.1) com

X+(l',y) = (227 - y—|—9,2x - 1)7 (l’,y) € 2+7
X(z,y) =
X (z,y)=Q2z—y,2x+y—1), (z,y) e,

X (z,y)= Qe —y+9,20—1), (z,y) €S,

X (z,y)=@Br—yde-1),  (zr,y) €T,
e h : R? — R% um homeomorfismo definido por

{z,y} (z,y) € X7,
h(z,y) =
{z,z+vy}, (x,y) e .

Usando h é possivel determinar que X = (X, X ) é a forma candnica de
Lienard de X = (X, X ™). A regido deslizante é a mesma para os dois PWLS, 3, =
{(0,) : 0 <y < 9}. Eos campos deslizantes de X e X sdo (respectivamente):

X0y =1 X(0.) =50~ )y-1) 1)

E claro, que X tem dois pontos de equilibrio em 3, enquanto X, é um campo constante.

Aplicacées de Poincaré

Se para um dado PWLS X = (X, X~) naforma (2.3), a diregdo do fluxo de
X~ assegura que a sua orbita positiva no ponto (0,y) (comy > 0), esta contida em
Y.~ até encontrar X num ponto (0, y;) com y; < 0 depois de um tempo ¢; > 0. Entdo,
podemos definir a Aplicacdo de Poincaré a esquerda como y; = Pr(y,). De forma
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similar é definida a aplicagdo de Poincaré a direita, Pg, em relagdoa X+ e X7,

Em [12, 14] foram caracterizadas as aplica¢cGes de Poincaré a esquerda e a di-
reitade um PWLS naforma (2.3) quando os seus sistemas laterais sdo nao degenerados.
Nas duas proposi¢des a seguir, adaptamos os resultados mencionados e incluimos os
casos restantes,

Proposicao 2.9 (Aplicacdo de Poincaré a esquerda). Seja X = (X, X~) um PWLS na
forma (2.3). As sequintes proposigbes sdo verdadeiras,

1. SeX~ el :=C,UC,UC,US’U DYentdo Pr(y) = —y. Além disso,

(CJ) dOIIl(PL) = [0, CLL/(’YL + mL)) seX™ € Sg
(b) dom(Py) = [0, 00), caso contrdrio.

2. Se X~ €Ty := F,entdo Pr(y) = —e"™™y edom(PL) = [0, 00).

3 SeX  e€Tl3:=F,UN,UN’US,, uUD! entdo

(a) dom(Pr) =[0,00),se X~ € F,ou X~ € N,UN?U D} com~;, < 0.
(b) dom(Pr) = [0,ar/(yr +mp)),se X~ € S,ou X~ € N, UN?U D} com
vr > 0.

Além disso, P(0) = 0, lim, ,o+ P;(y) = —1,P;(y) < 0 e sgn(P/(y) =
—sgn(vr) paray € dom(F)/{0}.

4. Se X~ € T'y := F, entdodom(Py) = [h,o0). Sey, > 0temos que h = 0,
esevy, < 0entdoh = agsin(ty)e ', onde t; € (0,27) é a raiz de
1 — e "t (cos(t) + 7 sin(t)). Além disso, P} (y) < 0esgn(P/(y)) = —sgn(71)
paray € dom(Py)/{h}.

5. Para os outros casos a aplicagdo de Poincaré a esquerda ndo estd definida.

Demonstragdo. Quando X~ € C, U C, U C, ouse X~ € S entdo a prova segue da
Proposicdo 7 de [12] ou Proposicdo 5 (d) de [14], respectivamente. O dominio de Py,
é [0, 00) no primeiro caso e no segundo é [0, k) onde h é a segunda componente do
ponto de intersec¢do da variedade estdvel associada aselae ¥. Se X~ € D} em (2.3)
segue que a;, < 0,v, = my = 0 e asua integral primeira no ponto (0, yy) é dada por
z(y) = i(yﬁ —y?).Istoimplica que a aplicagdo de Poincaré a esquerda é P (y) = —y
e dom(Pr) = [0, 00). Entdo, concluimos a prova do item (1).

A prova do item 2 segue da Proposicao 7.1 de [12]. Para provar o item 3 usamos
a Proposicdo 5 (b e ¢) de [14] e a Proposigdo 7.1 de [12]. Neste caso, se X~ € Df
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P, (y)

Prl(y)

\ ]

Figura 2.6: Aplicagdes de Poincaré: Pr(y) ePy ' (y).

obtemos que dom(PL) = [0, 00) quando vy, < 0 e para~y, > 0resultaque dom(Py) =
[0,ar/(v +my)). Além disso, a origem coincide com um ponto de dobra invisivel
para X, logo P, é uma involugdo portanto:(i) P,(0) = 0 e (i) P,(0) = —1.Da
Proposi¢do 6(b) temos a prova do item (4).

Agora,caso X~ € SPUSYUS,US,UN,UN,UN?UN?U D, existe umalinha
reta invariantes que proibem a definicdo da aplicagado de Poincaré a esquerda. Assim,
concluimos a prova do item (5) e, consequentemente, a prova da Proposicdo. O

Analogamente, conseguimos um resultado similar para a aplicagao de Poin-
caré a direita.

Proposicao 2.10 (Inversa da aplicacdo de Poincaré a direita). Seja X = (X+, X~)um
PWLS na forma (2.3). Os seguintes itens sdo verdadeiros:
. SeX*t el :=C,UC,UC,US°U D} entdo Py*(y) = —y + 2b. Além disso,

(a) dom(P;') = [b,b+ ar/(yr —mg))se X+ € S°.
(b) dom(Py") = [b, 00), caso contrdrio.

2. SeX+t €Ty := Fyentdo Py (y) = —e ®"y+(1+e """ )bedom(Py") = [b, o0).

3 SeXtelsy:=F,UN,UN’US,, uD!entdo:

(a) dom(Py') = [b,o0),se X+ € F,ou X" € N, UN?U DI com~p > 0.
(b) dom(Pz') = [b,b+ ar/(yg —mg))se XT € S,ou XT € N,UN°U DI
comyr < 0.

Além disso, Py satisfaz (P;")(b) = b, lim, 4+ (Pr') (y) = —1,(Pg")(y) <
Oesgn((Pg')"(y)) = sgn(yr) paray € dom(Py")/{b}.
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4. Se X* € F, entdo dom(Py') = [b+ h, o0).

(a) h=0,se~vr < 0.
(b) h = —agsin(tg)e'r':, Se vp > 0. Onde tp € (0,27) é a raizde 1 —
€'’ (cos(t) — yr sin(t)).
Além disso, (P5")'(y) < 0esgn((Pz")"(y)) = —sgn(vyr) paray € dom(Py) \
{b+h}.

5. Para os outros casos a aplicagdo de Poincaré a direita ndo esta definida.

Demonstrag¢do. Aprovasegue como daProposicao 2.9, usando a Proposi¢ao 3.2de [14]
e a Proposicao 7.1de [12]. O

Devemos notar que se alguma das aplicagOes de Poincaré n&o esta definida
ou int(dom(Pr)) N int(dom(P"')) = 0 entdo o PWLS X = (X*, X~) naforma (2.3)
no admite Orbitas periddicas de costura, e consequentemente, ciclos limite de costura.
Assim, temos o seguinte resultado

Proposi¢do 2.11. Se X = (X, X ™) um PWLS na forma (2.3) tem uma rbita periédica
de costura entdo X+ € U;—; 5 3,41; € int(dom(Py)) Nint(dom(Py')) # 0.

Demonstragdo. Segue diretamente das Proposi¢des 2.9 e 2.10. O

2.3 Condicoes para a Coexisténcia de Diferentes Tipos
de Ciclos

Segue da Proposi¢do 2.5 e da Proposi¢do 2.3, que se o PWLS X = (X, X ")
étalque X* € F.e XT.f(q) = 0paraalgumg € X entdo existe um Unico ciclo
limite passando por ¢, portanto o nimero de ciclos deslizantes é igual ao nimero de
focos reais de um PWLS, que é no maximo dois. No resultado seguinte relacionamos a
possivel existéncia desses ciclos com a divergéncia dos sistemas laterais,

Proposicdo 2.12. Seja X = (X, X ) um PWLS da forma (2.1) com o conjunto ¥, U X,
limitado e ndo vazio. Se o produto das divergéncia dos seus sistemas laterais € positivo
entdo n., (X) + ns(X) <2, caso contrdrio n..(X) + ns(X) < 1.

Demonstragdo. Das ProposicBes 2.4 e 2.6 obtemos que 7..(X) + 7,(X) < 5e X* €
F.. Se n..(X) 4+ ns(X) > 2 das Proposi¢cdes 2.3 e 2.5 obtemos que ao menos um
dos sistemas laterais de X tem mais de um ponto de tangéncia com X e isto é uma
contradigdo, consequentemente .. (X) + ns(X) < 3. Em particular
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1. Sediv(XT)div(X~) > 0,usando o exemplo 2.2.2, resulta que 7., (X)+ns(X) <
2.

2. Sediv(X™)div(X ) < 0, usando um argumento similar ao da demonstragao
da Proposicdo 2.4 e junto com Exemplo 2.2.2, obtemos que 7., (X) + ns(X) < 1.

O

Na sequéncia, determinaremos condicGes necessarias para coexisténcia al-
gum ciclo de costura com dois ciclos que ndo sdo de costura. A Proposicao 2.7 nos for-
nece duas condicoes: (i) o conjunto X, U X, U X7 deve ser limitado; e (ii) ambos os
sistemas laterais devem ter focos reais. Sabemos que as possiveis configuracdes dos
ciclos que ndo sao de costura dependem basicamente das imagens, pelas aplicagoes
de Poincaré, dos pontos de tangéncia de cada um dos sistemas laterais, por esse mo-
tivo é possivel inferir condi¢Ges para a existéncia usando a forma candnica de Lienard
um PWLS.

Proposicdo 2.13. Seja X = (X, X ) um PWLS tal que: (i) ¥, U X, U X é um conjunto
limitado e néo vazio; (i) X* € F,. Se X tem dois ciclos limite que ndo sdo de costura,
entdo na sua forma candénica o PWLS verifica alguma das seguintes condicdes:

—b,’)/L,’)/R >O PL(O > bE’PR(b) < 0,'

1 )

2. —b,yp,vr > 0, PL(0) < b, Pr(b) < 0e Pr(P(0)) <0;

3. —b,vr,7r >0, PL(0) > b, Pr(b) > 0e PL(PL(b)) > b;

4. —b, v, vr <0, P;1(0) < b, Py'(b) > 0;

5 =b,yL,vr <0, P, H0) < b,Pgl(b) <0eP; (PRl(b)) <\
6. —b,vr,7r <0, PL1(0) > b,Py'(b) > 0e P, (P, *(0) > 0.

Demonstragdo. Seja X = (X', X~) um PWLS tal que 3, U X, é um conjunto limitado
endovazioe X* € F,, logo X possui uma forma canénica, por esse motivo podemos
assumirque X = (X, X ) estd naforma (2.3). Da Proposigdo 2.1, temos que se b > 0
Yr = {(0,0),(0,0)}, 8. = {(0,y) : y > by < 0}eXe = {(z,y) : 0 <y < b},
X*.f(0,b) = 0e X~.f(0,0) = 0. Usando a Proposicdo 2.12 obtemos que v, vz > 0.
Caso vg, vz > 0, a configuracdo pelas aplicagdes de Poincaré dos pontos de tangencia
sao ilustradas na Figura 2.7.

Usando os fluxos dos campos laterais um argumento similar ao prova da Pro-
posicao 2.4, resulta que sob estas condigdes o sistema nao exibe ciclos limites desli-
zantes nem criticos. Para v, vr < 0, as possiveis configuracdes pelas aplicagoes de
Poincaré dos pontos de tangencia sdo ilustradas na Figura 2.8.

Usando os fluxos dos campos laterais, é possivel concluir que s6 nos casos
(a), (c),(d), (g) e (h) é possivel ter mais de um ciclo limite que n&o é de costura. Assim,
segue o resultado caso —b, yx, v, < 0. (]
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Figura 2.7: Imagens dos pontos 0 e b pelas aplicagbes de Poincaré
caso yr,vr > 0.

Exemplo 2.3.1 (PWLS com dois ciclos deslizantes e um de costura). Seja X =
(X, X7) um PWLS na forma (2.1) com

2
AW (32”> x AW (%T)
X(x,y) = T—y—lo, T+1 r—1]1,
2
w(E)e (e (2)
X~ = —— —— 41 1
(2,9) a0 Y, e K
Assim,
LS. ={(0,y);e" (%) —10 >y > 0};
2. %, = {(0, y) e (37")—10<y<0};
3. Zr = {(0."(%) —10),0,0)};
1
4. X5(0,y) = (0 10(2y+10)>
5 Xt eF,;
6. X*temum equilibrio repulsorem (0, —5).
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b b b
g ~ )
o 0 [ —~
X I\ .
-
(a) (©] (c) (d)
b P b

O] o) (9) (h)

(2) () (k) )

Figura 2.8: /magens dos pontos 0 e b pelas aplicagdes de Poincaré
casovyg, v < 0.

Das Proposigdes 2.9 e 2.10 obtemos que as aplicagbes de Poincaré estdo defini-
das. Em particular
dom(Py') = [eW(TW) — 10, oo)

e a express@o paramétrica de Py, ' é
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comt € (m,37/2) e Py (yo(t)) = y1(t). Mas ainda, P; *(y) estd definida, dom(Py(y)) =
[0, 00) e sua expressdo paramétrica é

2tw ( 3F 26w ( 3F 37 gin
On2e~—mr - csc(t) (1 —e 3777) <Cos(t) L 2372 (t)>>
Z()(t) - )
AW (32)" + 9
2w (3% 20w ( 3f 37 gin
972e 3(772 ) csc(t) <1 —e” 3(7r2 ) (2W( 232 © Cos(t)>)
Y1 (t) - )

comt € (m.37/2) e Pr(z(t)) = z(t). Assim, Q(y) estd definida e o seu dominio é
dom(Q) = [0,00). Além disso, Q(y) é concava, Q(0) > 0 e lim, ,,, Q(y) > 0,0
que implica que @ tem um unico zero. Portanto Nn.(X) = 1. Como no Exemplo 2.2.2
estabelecemos que n,(X) = 2. A configuragdo destes ciclos é ilustrado na Figura 2.9.

by

C

N
/)

Figura 2.9: Configuragdo de trés ciclos limite de um PWLS: dois
ciclos limite deslizantes e um de costura.
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Exemplo 2.3.2 (PWLS com dois ciclos de costura e um deslizante). Seja X = (X+, X )
um PWLS na forma (2.1) definido por

( 4W (37%) x 4W (37#)2
Xt (z,y) = T—y—%, T+l x—10 |,
w (Yo (ar(Z)
X (x,y) = — s, Y T+1 r+1
\
De forma andloga ao exemplo anterior é possivel provar que ns(X) = 1le

n.(X) = 2. A configuragdo destes ciclos € ilustrada a seguir.
%

Figura 2.10: Configuragdo de trés ciclos limite de um PWLS: dois
ciclos limite de costura e um de deslize.

2.4 Principais Resultados

Na sequéncia apresentamos nossos principais resultados:
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TeoremaA. Seja X = (X, X~ ) um PWLS na forma (2.1) entdo sdo vdlidas as seguintes

afirmagoes:
2. n5(X) <2

4. ns(X) + e (X) < 2.

Demonstragdo. Seja X = (X, X ) éum PWLS na forma (2.1). Assuma que X possui
um ciclo limite standard Y, por definicdo, T ndo intersecta ¥. Sem perda de generali-
dade podemos considerar que T C X+, logo X € C,, 0 que implicaque T ndo é um
ciclo limite, o que é um contradicdo, e isto prova o Item 1.

Segue da Proposicdo 2.3 que uma condicdo necessaria para a existéncia de
ciclos limite deslizantes é que X, U 9%, (ou 02, U 9X.) é um conjunto ndo vazio,
logo da Proposicdo 2.1 obtemos que este é um conjunto discreto, com no maximo
dois elementos, e levando em consideragao que por cada um destes pontos passa no
maximo um ciclo limite deslizante e do Exemplo 2.2.2, obtemos que esta cota maxima
é realizavel, i.e., n,(X) < 2, e isto prova o Item 2. Usando a Proposi¢do 2.5 e um
argumento similar ao usado acima a prova do Item 3.

Segue dos Itens 1,2 e 3que nu(X) = 0,7:(X) < 2en.,(X) < 3,i.e,n(X) —

n.(X) < 5. Assuma que X tem mais que dois ciclos limite que ndo sdo de costura,

da Proposicao 2.3 e 2.5 temos que ¥ C 3 e que ha menos trés pontos de tangencia.

Entretanto, decorre da Proposi¢do 2.7 que isto ndo é possivel, portanto n(X) —7.(X) é

limitado superiormente por dois e esta cota é atingida, ver Exemplo 2.2.2, e isto prova
o Item 4.

O

Teorema B. Seja X = (X, X ™) um PWLS na forma (2.1). Entdo n.(X) < 2 se alguma
das seguintes afirmagdes se verifica para um dos sistemas laterais de X,

1. Tem um ponto de equilibrio em X..
2. Tem um ponto de equilibrio e a sua divergéncia é zero.
3. Ndo tem pontos de equilibrio nem linhas retas invariantes.

Demonstragdo. Seja X = (X', X ) um PWLS tal que o conjunto 33, U 3, U X7 é limi-
tado e ndo vazio, segue da Proposicdo 2.7 que esta é uma condicdo necessaria para a
existéncia de ciclos limite de costura. Da Proposicao 2.8, podemos assumir sem perda
de generalidade que X esta naforma (2.3). Pela Proposicdo 2.11 é suficiente considerar
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que X ou X~ pertenceaT’; Ul e int(dom(Pr)) Nint(dom(Pg")) # 0. Observemos
que n.(X) coincide com o nimero de zeros isolados da fungdo Q(y) = Pr(y) — Py ' (y)
emy € int(dom(P)) Nint(dom(P')). Para caracterizar (Q, consideramos os seguin-
tes dois casos: (1) X* € ' UTy e (2) Se X ou X~ pertenceal'; UT,.

Para Caso (1) distinguimos 4 sub-casos:

1. Se X* € I'; entdo do item 1 da Proposicdo 2.9 e da Proposicdo 2.10 segue que
Qy) = —2b;

2. Se X~ €Ty,e X' e I'y,dositens (2) e (1) da Proposicdo 2.9 e Proposicao 2.10,
respectivamente, temos que Q(y) = (1 — e "2™)y — 2b;

3. Se X~ € I'1 e X € I'y,dos itens (1) e (2) da Proposi¢ao 2.9 e Proposigao 2.10,
respectivamente, resulta que Q(y) = (e 2™ — 1)y — (1 + e57)b;

4. Se X* € Ty, entdo dos itens (2) Q(y) = (e "™ — 1)y — (1 + €7™)b da
Proposicdo 2.9 e Proposigdo 2.10, obtemos que Q(y) = (e """ — e )y — (1 +

e TR,

Assim, se X* € I'; U Ty implica que Q(y) = my + k, onde k e m dependem
dos parametros de X. Consequentemente, Q(y) tem no maximo um zero isolado, logo
ne(X) < 1.

Agora, para o caso (2), consideremos dois sub-casos: (i) Se X~ € Ty UTs e
X+t eT'3 Ul segue que v # 0. Entdo, dos itens (1) e (2) da Proposicdo 2.9 e os itens
(3) e (4) da Proposi¢do 2.10 temos que P} (y) = 0 esgn((P;")"(v)) = sgn(yr). Assim,
sgn(Q"(y)) = —sgn(Pr')" = —sgn(vr) # 0,0 qualimplica que Q'(y) tem no méximo
um zero e, consequentemente, Q(y) tem no maximo dois zeros, i.e., 7.(X) < 2. (i) A
analisepara Xt € I'yUl'ye X € I'3UIy, é anadloga ao sub-caso anterior, e isto prova
o Teorema B. g

TeoremaC. Seja X = (X, X~) umPWLS na forma (2.1). Se o produto das divergéncias
de X e X~ é ndo negativa, entdo n.(X) < 2. Em particular, se ambos os sistemas
laterais ndo tem um ponto de equilibrio do tipo foco entdo n.(X) < 1, caso contrdrio
ne(X) < 2.

Demonstragdo. Como na prova da Teorema B, consideremos que X = (Xt ,X7)é
um PWLS na forma (2.3) e que X* € I eint(dom(Py)) N int(dom(Py')) # 0. J& que
div(XT)div(X~) > 0segue que v,vg > 0. Separemos a prova em trés casos: (i) Se
v.Yr = 0, entdo X ou X~ pertence a I'; do Teorema B temos que 7.(X) < 2; (i7) Se
vrYL > 0eagrar, = 0entdo algum dos sistemas laterais tem um ponto de equilibrio em
Y. Assim, do Teorema B resulta que 7.(X) < 2; e (iii) Se ygyr > 0 e agar # 0segue
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que X* € I'; U Ty, doitens (3) e (4) da Proposicdo 2.9 e Proposigdo 2.10 temos que
sgn(P7(y)) = —sgn(yz) esgn((Pg')"(y)) = sgn(vr), assim sgn(Q"(y)) = —sgn(7r)-
Logo @' (y) tem no maximo um zero, o que implica que Q(y) tem no maximo dois
zeros, i.e., n.(X) < 2.

Na sequéncia, vamos provar que se o produto das divergéncias dos siste-
mas laterais é ndo negativo e nenhum deles tem pontos de equilibrio do tipo foco,
entdo 7.(X) < 1. Da Proposi¢do 2.11 é suficiente assumir que X* € T, UT3 \ F, e
int(dom(Py)) N int(dom(Py")) # 0. Distinguimos dois casos: (i) X* € T'y;e (id) X
ou X~ pertenceal;\ F,.

Quando X* € I'},seguedoitem (1) da Proposi¢do 2.9 e da Proposicdo 2.10 que
Q(y) = 2b,assimn.(X) < 0.Se X ou X~ pertenceaI';, podemos assumir sem perda
de geralidade que X T3\ F, e XT € ' UT3 \ F,,logov, # 0.Se by, < 0segueda
Proposigdo 3.7 de [12] que 7.(X) = 0. Agora, assumamos que by, < 0,seb > 0doitem
(3) da Proposicdo 2.9 resulta que se Q(y) esta definida entdo dom(Q)) é um intervalo
da forma [b,b + h) com h > 0ou [b,00), Q(b) < 0esgn(Q"(y)) = —yL > 0 para
y € int(dom(Q)), isto implica que Q(y) tem no maximo um zero, assim 7.(X) < 1. De
forma similar para b < 0. e isto prova o Teorema C. O

TeoremaD. Seja X = (X, X ™) umPWLS na forma (2.1). Se o produto das divergéncias
de Xt e X~ éndo negativa, entdo n(X) < 3.

Demonstragdo. SejaX = (X, X~)umPWLS naforma (2.1) com div(X *)div(X ™) <
0. Do Teorema A segue que 7)(X) — n.(X) < 2edo Teorema C,n.(X) < 2.Assumaque
n(X) = 4, portanto da Proposi¢des 2.7 2.12 e do Teorema 2.1 obtemos que X UX, U,
é um conjunto limitado ndo vazio e X* € F,. E claro que o PWLS tem dois ciclos
que ndo sao de costura o que implica que sua forma candnica deve verificar algum
dos itens da Proposicao 2.13. Sem perda de generalidade podemos considerar que
—b,vr,vr > 0, logo:

1. Se PL(0) > be Pr(b) < 0, entdo dom(P) N dom(Py') = [0,00). Assim,
do item (4) da Proposicdo 2.9 e da Proposi¢do 2.10, obtemos que Q(0) > O e
sgn(Q"(y)) < 0 paray € int(dom(Q(y))), logo @ tem no maximo um zero, i.e.,
n.(X) < 1oqueimplicaque n(X) < 3 o que é uma contradicdo.

2. Se P(0) < b, Pr(b) < 0e Pr(P.(0)) < 0,de forma similar ao caso anterior
obtemos que dom(P;) N dom(Py') = [0,00), Q(0) > 0 esgn(Q"(y)) < 0 para
y € (0,00),assimn.(X) < 1,i.e,n(X) < 3,0 que é uma contradicao.
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3. Se PL(()) > b, PR(b) > (Oe PL(PR(b)) < b, entao dOD’l(PL) N dOHl(Plgl)
[Pr(b),0), Q(Pr(b)) > 0esgn(Q"(y)) < 0paray € (0,00),assimn.(X) < 1,
i.e,n(X) < 3,0 que é uma contradigdo.

Em consequéncia obtemos que se —b,y.,7r > 0, entdo n(X) < 3. Para
—b, v, v7r < 0aresultado segue de forma analoga. e isto prova o Teorema D. O



CAPITULO 3

Cotas Maximas de Ciclos Limite de um

Sistema Linear Por Partes em Dois Setores

Neste Capitulo 3, primeiro algumas consideracdes sobre a variedade de des-
continuidade de um PWLS sdo feitas. Posteriormente, estabelecemos alguns resulta-
dos técnicos. E finalmente, provamos os TeoremasE e F.

3.1 Sistemas Lineares Por Partes em Dois Setores

Neste capitulo estudamos o caso em que a variedade é ndo regular. De fato,
consideramos dois setores fechados X1 e ¥~ onde a variedade de descontinuidade
Y consiste em dois raios com a mesma origem, a origem do sistema de coordenadas,
que formam um angulo 0 diferente de 0 e .

Um PWLS X em dois setores, X" e X7, é definido por,

X*(x,y), se(x,y)eXt,
X(z,y) = (3.1)
X~ (z,y), se(z,y)e X .

Os campos vetoriais X+ e X~ sdo lineares e serdo chamados de sistemas
laterais. Seja X* = 3\ {(0,0)}. 0 PWLS X é definido em X* segundo a convengao de
Filippov, ver [10]. Os pontos em X* onde ambos os campos de vetores apontam simul-
taneamente para fora ou para dentro de ¥* define o conjunto de escape ou deslize, e o
complemento destes em X excluindo os pontos de tangéncia de X* define o conjunto
de costura.

Lembremos que uma curva suave por partes homeomorfa a S* formada por
segmentos de 6rbita dos sistemas laterais que intersecta X* s6 em pontos de costura é
chamada de drbita periédica de costura. Quando esta drbita é isolada no conjunto de
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todas as orbitas periddicas de PWLS, é dita de ciclo limite de costura.

Para provar os Teoremas E e F precisaremos de alguns resultados técnicos, os
quais serao enunciados e provados no seguinte secao.

3.2 Sistemas de Chebyshev e Resultados Técnicos

Sejam fungBes f; : I — Rparaj =0,1,...,nonde ] C Réumintervalo. As
fungdes f; formam um Sistema Estendio de Chebyshev em I se, é somente se, qualquer
combinacao linear ndo trivial destas fung¢des cq fo+c1 f1+. .. +c, fncomeg, ..., c, € R
tem no maximo n zeros contando as suas multiplicidades e este niimero é atingido. As
fungdes { fo, ..., fn} formamum Sistema Completo Estendido de Chevychev em I se, e
s6sé, paratodo k € {0,1,...,n},0conjunto {fo,..., fx} € um Sistema Estendido de
Chebyshev. O proximo resultado é provado em [20].

Teorema 3.2.1. As fung¢bes analiticas fy, . . ., f, definidas em um intervalo aberto I C R
formam um Sistema Completo Estendido de Chevychev em I se, e sé se, para cada k €
{0,1,...,n}ey € I os Wronskianos

foly)  Fily) Je(y)
W () = foty)  fi :(y) f,;@
1w 100 - 1P
parak =0,1,...,nndotem zeros em I.

Consideremos as fung¢des

onde a,3 € R. Agora, definamos os conjuntos ordenados de fungbes §; =
{wo(v),wi(v)}, F2 = {wo(v),wi(v),w2(v)}, 83 = {wo(v),wa(v),ws(v)}, Fu =
{wa(v), w3 (v),wa(v)} € Fs = {wa(v), ws(v)}.

Os seguintes lemas técnicos, serdo usados para estabelecer o nimero maximo
ciclos limite de costura do PWLS na forma (3.1) no Teorema F.
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Lema 3.2.2. Consideremos os conjuntos de fun¢bes §, e §2 com v # 3, e Fzcoma = f3.
Entdo sdo vdlidas as seguintes afirmagdes;

(a) Se aff # 0 o conjunto de fungdes §; é um Sistema Completo Estendido de
Chebyshev no intervalo (0, o).

(b) Seaf # 0ea+ [ # 0, entdo o conjunto de fungdes §» € um Sistema Estendido
Completo de Chebyshev no intervalo (0, co).

(c) Seaw = [ # 0o conjunto de fungdes §5 e um Sistema Estendido Completo de
Chebyshev no intervalo (0, co).

Demonstragdo. Para provar este lema, calculamos os Wronskianos Wy(v) =
W(wo(v)), Wi(v) = W(wo(v),wi(v)) e Wa(v) = W(wg(v),wr(v),ws(v)) e obtemos
que

Wo(v) = e (e®” — 1),
W (U) — ev(1x+/‘1) (Oé (1 _ e/‘h;) =+ }()J (e(y?,v _ 1)) ’
Wa(v) = —aBe’ @ (o (e® + 1) (P — 1) — B (e — 1) (e? +1)).

Se 3 # 0 entdo Wy (v) ndo se anula para v € (0, 00). Os Wronskianos W (v) e
Ws(v) podem ser reescritos como e8¢, (v) e —afe?* (@5 ¢y (v) respectivamente,
onde

G1(0) = @ (1— )+ Be — 1),
oo(v) = e~v(ath) (a (e* +1) (65” — 1) — B (e* —1) (eﬂv + 1)) )

Na sequéncia provamos quese a3 # 0 e «a # [ entdo W, e W, ndo se anulano
intervalo (0, 00). Observe que ¢, (0) = ¢2(0) = 0 e ¢} (v) = af (e — e’") tem sinal
constante em (0, ), i.e., ¢1(v) # 0 parav € (0,00). Consequentemente, W; # 0.
Entdo, a prova do item (a) segue do Teorema 3.2.1.

Agora, para a + 3 # 0, resulta que ¢h(v) = (a + B)e” @AW, (v) assim
obtemos que ¢, (v) também tem sinal constante em (0, c0). Logo, W>(v) ndo se anula
para nenhum ponto no dominio (0, c0). Portanto, usando, uma vez, o item (b) do
Teorema 3.2.1 é provado.

O item (c) é provado de forma similar. Neste caso, obtemos que Wy(v) =
e (=1 + e™), Wi(v) = ae™(—1 + e™)? e Wy(v) = 2a2?e3*(av — sinh(av)), e é

claro que estes Wronskianos ndo tem zeros em (0, 00). O

Lema 3.2.3. Os conjuntos de fun¢bes §, com o # 0, e §5, sdo Sistemas Estendidos
Completos de Chebyshev no intervalo (0, c0).



3.2 Sistemas de Chebyshev e Resultados Técnicos 52

Demonstragdo. A prova deste lema é feira de forma similar a provado Lema3.2.2 [

Lema 3.2.4. A fungdo k(v) = cofo(v) + c1fi(v) + cafa(v) onde ¢y = Kq, ¢y = —p,
¢ = = (B°Kp — (K(a —m) + n)(mp +nq — ap)) /Bn, fo(v) = e*** — e cos(Sv),
fi(v) = 1 — e*cos(fBv) e fo(v) = e* sin(fv) com B # 0 tem no mdximo 3 zeros no
intervalo (0,27 //3).

Demonstragdo. Para provar este lema, calculamos «’(v) e obtemos que
K (v) = e (2acoe™ + sin(Bt)(B(co + ¢1) + ac) — cos(Bt)(alco + 1) — Bea))
esta Ultima expressdo pode ser reescrita como e***p(v) onde
p(v) = e (2accoe™ + sin(Bt)(B(co + ¢1) + acs) — cos(Bt)(a(co + 1) — Bea)) -

Observe que p'(v) = (o + B%) e ((cy + c1)cos(ft) — cysin(Bt)) tem
no maximo dois zeros no intervalo (0,27/f), i.e., pelo Teorema de Rolle segue que
p(v) tem no maximo 3 zeros em (0,27 /3). Portanto, /(v) tem no maximo 3 zeros
em (0,27/3), aplicando uma vez o Teorema de Rolle e levando em consideragdo que
x(0) = 0 concluimos que x(v) tem no maximo trés zeros em (0, 27/ 3). O

O préximo lema prova que, sem perda de generalidade, podemos assumir que
0 =m/2.

Lema 3.2.5. Sef # 0, 7 no PWLS (3.1) podemos assumir que o dngulo 6 do sector ©* é
/2.

Demonstragdo. Se # = w/2 o lema segue. Assim, consideraremos o caso em que
0 # /2. Através da mudanca linear de variaveis

(-0 (s)

0 PWLS (3.1) com angulo 6 se transforma em outro PWLS (3.1) com angulo 7 /2. O

Consideramos ¥ = ¥y U Xy = {(z,0)|z > 0} U {(0,y)|y > 0}, e os setores
o plano como

Yt ={(z,y) 7,y >0} and X~ =R2\XF.
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e o PWLS (3.1) dado por

(ax +by+e,cx+dy+ f), se(zx,y)eX,
(mx +ny+p,re+sy—+q), se(xr,y) €Xt,

ondem,n,p,q,a,b,c d, e, f € Rsdonimeros reais constantes.

Lema 3.2.6. Sejami € {+,—}, X' um sistema planar homogéneo linear de equagdes
diferenciais em ' e o= (t, (20, 0)) a sua respectiva solugdo passando através do ponto
(z0,70) € R? quandot = 0. Se existem ro,ty € R tal que ©'(t, (ry,0)) C X' para
t € (0,t) e ¥'(to, (r0,0)) = (0,Ry) € Xy \ {(0,0)}, entdo para todo r > 0
existe uma constante real K > 0 de modo que ¢'(t,(r,0)) C X% parat € (0,t)) e
' (to, (r,0)) = (0, K7r) € By \ {(0,0)}.

Demonstragdo. O problema de valor inicial

(xvy) :Xi(x7y)7 (x(O),y(O)) = (17073/0)7
tem uma unica solucdo dada por

Ait(

(pi(t7 (I‘(), yO)) =e€ Zo, yO)Ta

onde A* é amatriz Jacobiana de X *. Assim, fixandot = s, aimagem do raio L através
daorigem é o raio e*° L. Por hipétese, existe um ponto (rg,0) € X\ (0,0) ety € Rtal
que p*(t, (r9,0)) C X4 parat € (0,t0) e p=(to, (r9,0)) = (0, Ro) € By \ {(0,0)},i.e.,
eA*10 (14, 0) = (0, Ry). Isto implica que para r > 0, A" (1, 0) = (0, q), e que a matriz

I
K L

satisfaz [ = 0e Ry = K ro com K # 0. Portanto, segue que ¢ = K. O

3.3 Principais Resultados

Nossos principais resultados sdo os seguintes:

Teorema E. Se um PWLS na forma (3.1) é continuo entdo ndo existem ciclos limite de
costura.

Demonstragdo. Agora,assumimos que o PWLS (3.1) é continuaem X, entdo X (x,0) =
X (2,0)e XT(0,y) = X (0,y) parax,y > 0.Assim, obtemos que m = a,n = b,
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p=er=cs=deq= f,ie. X (z,y) = X (x,y) para (z,y) € R2 Isto conclui a
prova do Teorema E. O

Teorema F. Seja um PWLS na forma (3.1) tal que um dos seus sistemas laterais tem um
ponto singular na origem do sistema de coordenas. Sdo validas as sequintes afirmagdes:

(a) O nimero maximo de ciclos limite de costura € limitado superiormente por 3.

(b) Se o outro sistema lateral ndo tem um ponto singular do tipo foco entdo o nimero
maximo de ciclos limite de costura é 2.

Demonstrag¢do. Distinguimos nesta prova quando X~ ou X é homogéneo . Inicia-
mos considerando que X~ é homogéneo, assim se existe uma linha reta invariante
de X~ contida em X~ entdo ndo existem Orbitas periddicas de costura e, portanto,
nao existem ciclos limite de costura. Isto nos garantem que podemos assumir que X~
tem um ponto de equilibrio do tipo foco ou centro, ver Figura 3.1. Se X ™ é homogéneo
segue que a origem é um ponto singular deste sistema lateral.

Agora, a existéncia de um ciclo limite forca X a ter um ponto de equilibrio
do tipo foco ou centro, ou, que qualquer dos raios das suas linhas invariantes ndo esta
contida em YT, ver Figura 3.2. Dividimos a prova em dois casos: Caso 1: quando X T é
homogéneo e Caso 2: quando X~ é homogéneo

3T ¥t

(PT(),0)

. XH
Y .-
. ¥ (Kv.0)
~_\
= (py9)
¥.

Figura 3.1: Caso 1: Defini¢cdo da aplicacéo de Poincaré P™ quando
a origem é um ponto singular de X —. Nesta Figura a
origem é um centro ou um foco de X~ e (p,q) é um
ponto singular virtual de X .
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Figura 3.2: Caso 2: Defini¢dio da aplica¢do de Poincaré P~ quando
a origem é um ponto singular de X . Neste figura a
origem é um ponto de sela e (p, q) € um ponto singular
de X~.

Caso 1: Consideremos a drbita de X~ no sentido anti-horario ¢~ (¢, p) contida em X~
com ¢ (0, (0,7)) = (0,v) € Ey. Notemos que, neste caso, b < 0. Sejat~(y) o tempo
de voo de (0,7) até (Kv,0),i.e., o~ (t(v),(0,7)) = (K~,0) € Xy pelo Lema 3.2.6.
Assim, a aplicagdo de Poincaré P~ : Xy — Xy édada por P~ () = K.

Sejam Aq, A € C os autovalores da matriz do sistema linear X ™. Separamos
a prova do Caso 1 em cinco sub-casos:

(@) A1, A2 € R\ {0} com Ay # A,

(b) Mt = A2 € R\ {0},

() A1, A2 € C\ R,

(d) A, A € R, A =0e X + X #£0,e
() A1, A2 € R, Mg = 0e A + Ay = 0.

Se A1 \y # 0 sem perda de generalidade pode reescrever X+ no PWLS (3.1) na
forma

X*(z,y) = (m(z —p) +nly — q),r(x —p) + sy — q)), (3.3)

caso contrario,

Xt (x,y) = (mx + ny + p,rmz + rny + q).
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Subcaso (a): Seja o1 (t,7) = (o] (t), 5 (t)) a solugdo de X com condicdo inicial
(K~,0). E sejam A\; e A\, os autovalores associados com X de modo que A\; # ..
Entdo,

1
+ o -t 2Mt( _ _ _ _
801 (t) - 2()\1 - AQ)e (e ( (p ryK)()\l AQ +m 8) ZnQ)
+e' M) (2ng — (p — YK) (M — Ao —m + 5)) + 2p(\ — Ag)e’)
e —1) (g — Ay +m —3s) —2r(p — vK))
i) = | ) (=, ,

2N — A1) 3.4

com\; = (m+s+\/(m—s)2+4m’> /2e)X = (m+5—\/(m—5)2+4nr> /2.

Sejat*(y) > 0 otempo devoo, caso exista, desde (K, 0) até (y;,0) com~; >
0,i.e., " (t*(7), (Kv,0)) = (0,m) € By ep*(t, (Kv,0)) € ¥* parat € (0,t*(7)).

Observemos que o PWLS tem uma drbita periddica de costura se, e so se, existe
v > 0 que é solucdo de equagao

Pt (7), Kv) = (0,7) (3.5)

Portanto, o niumero maximo de solugdes isoladas desta equacado corresponde
ao nimero maximo de ciclos limite de costura. Para estudar esta quantidade de solu-
¢Oes isoladas de (3.5) consideraremos o seguinte sistema de equacdes

(61 (U7 ’7)7 62(07 7)) = @(Uv KA/) - (07 ’7) = (07 O) (36)
com

e1(v,y) = c11(v)y + c12(v) e ea(v,7) = ca1(v)y + c22(v),

onde ¢11(v), c12(v), c21(v) € ea2(v) sdo fungdes suaves de v € R e sdo dadas por

KeM? (A — Xy +m —s)+ Ke* (A — Ay —m + )

)= 20— X2) |
(v) = (Ao = M) p (eM? + e —2) — (eM? — e*?) (mp + 2ng — ps)
CIQU - 2()\1_>\2) I
A+ A+ Kr (1 -t
en(v) = : 2/\1 — )\2( ) 7
(1 =€) (=2pr +q(\ — Ao+ m — s)
CQQ(U) = .

2(A — Ag)
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E importante notar que o nimero de solucdes isoladas de (3.6) corresponde ao
numero maximo da equacao (3.5). Para determinar as solucGes de (3.6), consideremos
este sistema restrito aos subconjuntos:

Ji={y >0} x {v>0]c;1(v) =0} eJy ={y >0} x {v > 0|c11(v) # 0}.

Primeiro, seja (v, Y0) € J1 uma solugdo de (3.6). Se ¢12(vg) = 0. Entdo, existe
no maximo uma solugdo isolada de (3.6) em (v, 7o) € J;. Caso contrario, ndo existem
solugBes ou ha um continuo delas. Portanto, o sistema (3.6) tem no maximo uma
solugdo isolada em J;.

O numero de solucdes isoladas de (3.6) em J, é equivalente ao nimero de
zeros isolados da funcdo ((v) = co1(v)c12(v) — caa(v)err(v) em {v > 0|cii(v) # 0}.
Podemos reescrever,

_ cofo(v) +enfi(v) +eafo(v)

C(/U) - 4()\1 o )\2) 2 ’ (37)

onde
Cy — —4p(/\1 — /\2)(—K7" + /\1 — )\2),

c1 = 2()\1 — )\2)(—2716_] +p(2()\1 — m) - QKT)
o= Kq((A —Xa+m—s)*+4nr),

e fo(v) =1 —eM?, fi(v) = e — eMVe fo(v) = eMiFA2)v _ phiv,
Observemos que ¢y, ¢; e ¢, sdo linearmente independentes ja que p, g e r sdo
numeros reais arbitrarios.

Se )\ + Ay = 0, é facil ver que fo(v) = f2(v). Assim, aplicando o Lema 3.2.2
obtemos que { fo(v), f1(v)} é um sistema Estendido Completo de Chebyshev e ja que
os coeficientes ¢y, ¢; e ¢, sdo linearmente independentes, resulta que o nimero ma-
ximo de zeros de ((v) € um em (0, c0), e consequentemente, o nimero maximo de
solugBes de (3.6) em .J, é um.

Se A\; + Ay # 0 segue do Lema 3.2.2 que {fo(v), f1(v), f2(v)} é um Sistema
Estendido Completo de Chebyshev, e como os coeficientes ¢y, ¢; e ¢; sdo linearmente
independentes, resulta que o nimero maximo de zeros de ((v) é dois em (0, c0).
Assim, o nimero maximo de solucdes isoladas de (3.6) em .J, é dois.

E claro que se o sistema tem uma soluc¢do isolada (v, v9) em J;, entdo
c11(vg) = c2(vo) = 0 e, consequentemente, vy € uma zero de (3.7) em (0, 00). Isto
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implica que o nimero maximo de solu¢des isoladas de (3.7) é igual ao nimero maximo
de solugBes de (3.6) em {y > 0} x {v > 0} = J; U J,. Logo, o niumero de ciclos limite
do PWLS (2.1) limite é dois.

Subcaso (b): Agora, assumamos que \; = Ay = A € R\ {0}. Parar # 0em (3.3) a
solugdo de X com condicdo inicial (v, 0) é

eM (2yKr(mt — st +2) — 2pr(mt — st + 2) + qt(m — 5)?) + dpr

+t:
(101() Ar )

pi(t)= 5eM(almt — st —2) ~ 2rt(p — 1K) + .

Podemos reescrever (3.7) como

2Kr 4+ m — s)(—mq + 2pr + gs)
4r

() = —pfolv) + Kafi(v) + fo(w).

onde fo(v) =1 — e, fi(v) = 2 — M, e fo(v) = ve.

Do Lema 3.2.2 obtemos que {fy(v), fi(v), fa(v)} é um sistema Estendido
Completo de Chebyshev. Os coeficientes de fj, f1 e f> sdo linearmente independentes
pois K, p e ¢ sdo numeros reais arbitrarios. Logo, o numero maximo de zeros de {(v) é
dois em (0, c0). Em consequéncia, o nimero maximo de ciclos limite é dois.

Parar = 0 asolugdo é p*(t) = (p — e™(—vK +nqt +p),q — qe™) e (3.7)
é¢(v) = —pfo(v) + Kqfi(v) + ngfs(v) onde fo(v) = 1 — e, fi(v) = P — e, e
f2(v) = ve*. Do Lema 3.2.2 obtemos que { fo(v), f1(v), f2(v)} é um Sistema Esten-
dido Completo de Chebyshev e ja que os coeficientes defy, f1 e f, sdo linearmente
independentes, entdo o niumero maximo de zeros de ((v) é dois em (0, ). O que
implica que, o nimero maximo de ciclos limite é dois.

Sub-caso (¢) : Neste caso, os autovalores A\;, A € C \ R. Assim, consideramos
A2 = « % i3 e usando a solugdo (3.4) obtemos que os coeficientes ¢y, ¢1, ¢, de (3.7)

sao
Co = KQ7
= —-p,
o 3*Kp — (K(a —m) 4 n)(mp + ng — ap)
y = —

Bn ’
e fi(v) =1 — e cos(Bv), fo(v) = e*sin(Sv) e fo(v) = e — ™ cos(Bv) com 3 # 0
ev € (0,27/f3). Segue do Lema 3.2.4 obtemos que o sistema (3.6) tem no maximo trés
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zeros em (0, 27//3).

Sub-caso (d): Agora, temos que A, Ay € R, \j Ay =0e A+ Ay = 0.Assumindo A\; # 0
e \y = 0, entdo a solugdo de X com condigdo inicial (K, 0) é

1
of(t) = 2 (A1 (eM (YK — yKnr + p) +yKnr + nprt — ngt — p)
1

+n (eM —1) (¢ —pr)),

1
oy (1) = ¥ (Air (eM(p — vKnr) + yKnr + nprt — ngt — p)
1

+nr (Mt —1) (¢ —pr) + A2 (¢t —r (vK — yKeM' +pt))),

onde A\; = m + rn. Podemos reescrever (3.7) como

C(v) = cofo(v) + c1 fi(v) + cafa(v)

A2 ’
onde
co= —Knpr? + Knqgr + \ Kpr — npr +ng + \p,
c1= —MKnpr? + M Knqr + X2 Kpr — N2 Kq,

co = A\ng— A\npr,

e fo(v) =1—eM?, fi(v) = veMV e fo(v) = v.

Do Lema 3.2.3 obtemos que {fo(v), fi(v), f2(v)} é um Sistema Estendido
Completo de Chebyshev e ja que os coeficientes ¢y, ¢q e ¢z sdo linearmente indepen-
dentes em relagdo aos parametros entdo, o nimero maximo de zeros de ((v) é dois
em (0, o). Assim, o nimero maximo de ciclos é dois.

Subcaso (¢): Agora temos que A, Ay € R, A1 Ay = 0e \; + A2 = 0. Entdo a solugdo de
X* na condigdo inicial t (K, 0) é

ol (t) = K + t(=2vKnr — nprt + ngt + 2p),
o3 (t) = 35t (g(nrt +2) —nr?(2vK + pt)).

Podemos reescrever (3.7) como

(ng — npr — Kngr + Knpr?)
2

C(v) =—=(p+ Kq)fo(v) - fi(v),



3.3 Principais Resultados 60

onde fo(v) =ve fi(v) = v2

Do Lema 3.2.3 obtemos que { fy(v), f1(v)} é um Sistema Estendido Completo
de Chebyshev, e ja que os coeficientes de fy,f; e f» sdo linearmente independentes.
Entdo, o numero maximo de zerosde ((v) éumem (0, c0). Portanto, o nimero maximo
de ciclos é um.

Caso 2: Quando Xt é homogénea e a origem é um centro ou um foco ou qualquer
raio das suas linhas invariantes esta contido em o, isto implica que a solugdo em X
conecta (v, 0) € ¥y com (0, Kv) € Xy . Assim, como acima, podemos trabalhar com
a aplicacdo de Poincaré P : Xy — Xy como P*(vy) = kv e usando um argumento
similar ao prova do Caso 1, concluimos a prova do Teorema F. O



CAPITULO 4

Singularidades Tipicas de um Sistema de

Equacoes Diferenciais Suave por Partes em
R?)

Neste Capitulo 4, primeiro estabelecemos a notagdo basica, fornecemos al-
guns definicdes e resultado elementares. Logo, os principais resultados sdo apresenta-
dos nos Teorema G, H e |. E finalmente, alguns diagramas de bifurcacao sao exibidos.

4.1 Conjuntos de Filippov e Equivaléncia Topologica

A seguir estabelecemos a linguagem e os fatos basicos e necessarios para a
compreensao dos resultados subsequentes.

SejaX = f7'(0),onde f : (R30) — (R, 0) é uma fungdo suave tendo 0 € R
como valor regular. Assumimos que 0 € ¥ e denotamos por €2"(0) o espago de todos
os germes de campos de vetores C" de (R?,0) com 0 € 3, munido com a topologia C",
onde r > 1 é suficientemente grande para nossos propdsitos Seja Z"(0) o espago de
todos os campos de vetores Z em (R?, 0) definidos da forma

Z(p) = ) (a1

onde X,Y € Q"(0). 0 campo vetorial acima serd denotado por Z = (X, Y’) e munimos
Z7(0) com a topologia produto.

E claro que existe uma dependéncia entre um campo Z = (X, Y)) e a configu-
racdo dos conjuntos de Filippov sobre X, por este motivo neste capitulo denotaremos
por:

Conjunto de Costura: ¥Z = {p € X|(X.f)(Y.f)(p) > 0};
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Conjunto de Escape: ¥7 = {p € X|(X.f)(p)
Conjunto de Deslize: ©Z = {p € I|(X.f)(p)
Conjunto de Critico: X7 = {p € 3|(X.f)(p)(Y-.f)(p) = 0};
Conjunto de tangénciade X: Sx = {p € X|(X.f)(p) =0};
Conjunto de tangénciade Y: Sy = {p € X|(Y.f)(p) = 0}.

>0 e (Y.f)(p) <0}
<0 e (Y.f)(p) >0}
Y.f
X.

Sabemos que, segundo a convencgdo de Filippov, se p € ¥Z U X%, entdo Z
admite uma trajetéria através de 0 em X que satisfaz o problema de valor inicial sobre
avariedade de descontinuidade, s = F#(s) com s(0) = pondes € Y e

Este campo é chamado de campo deslizante e seu dominio de defini¢do é dom(F#) =
Y2 U $Z. Através de um reescalonamento de tempo é possivel estabelecer que
FZ é orbitalmente equivalente, em dom(F%), ao campo deslizante normalizado,
FEZ = (Y.f)X — (X.f)Y, este campo é de classe C"~! e pode ser suavemente esten-
dido a fronteira de dom(F?%).

Levando em consideracao o comportamento qualitativo do campo deslizante
normalizado, introduzimos uma noc¢do de equivaléncia topologica para elementos de
Z7(0). No que segue, assumiremos que se Z € ="(0) entdo 0 € dom(F%).

Defini¢do 4.1 (Equivaléncia Topolégica). Sejom Z = (X,Y),Z, = (Xo, V) €
=Z(0), 0 € dom(F%) N dom(F%). Dizemos que Z, é C°— equivalente a Z, em 0,

se existem vizinhangas U e Uy de 0 em dom(F?%0) e dom(F?#), respectivamente, e um
homeomorfismo h : Uy — U que envia érbitas de FE?° em drbitas de FEZ.

Decorre diretamente da definicao anterior que se h fornece uma equivaléncia
topolégica de Z, Z, € =" entdo, localmente, h envia 9(dom(F#)) em 9(dom(F#)).

4.2 Singularidades

Neste contexto consideraremos que, p € ¥ é uma singularidade de FZ para
Z € ="(0)se

1. p € dom(F#) sendo ele um ponto singular de FZ ou;
2. 0 é um ponto de tangéncia entre 9(dom(F%)) e FZ, ou;
3. 0éum ponto ndo regular de d(dom(F%)).
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Figura 4.1: Algumas singularidades do campo deslizante.

Distinguimos os seguintes tipos de singularidades tipicas baseados, principal-
mente, na posicao relativa dos seguintes objetos: 3, X eY.Para Z = (X,Y) € Z7(0)
e 0 € X definimos:

Definicdo 4.2. Dizemos que 0 é uma wy(a)—singularidade de Z se: (i) 0 é X— regular
paraY e (ii) é uma cuspide para X (ou vice-versa).

Definicao 4.3. Dizemos que 0 é uma wy(b)—singularidade de Z, se: (i) 0 é uma dobra
de X edeY e, (ii) os conjuntos de tangéncia, Sx e Sy, intersectam-se transversalmente
em 0. Além disso, uma das seguintes condigdes é vdlida:

Condicdo 1: (i) 0 é um ponto de equilibrio hiperbélico de FEZ; (ii) os autovalores de
dFE?(0) sdo reais e diferentes; (iii) e os autoespacos associados ndo estéo con-
tidos em dom(F?).

Condicdo 2: (i) 0 é um ponto de equilibrio hiperbélico de FEZ; (ii) os autovalores de
dFE?(0) sdo reais e iguais; (iii) matriz dFE#(0) é ndo diagonalizdvel; (iv) o au-
toespaco de dFEZ(0) ndo estd contido em dom(F%).

Condigdo 3: (i) 0 é um ponto de equilibrio semi-hiperbélico de FEZ; (ii) os autoespacos
de dFE? (p) ndo estdo contidos em dom(F%).

Condigdo 4: Aparte linear de dFEZ (p) ndo possui autovalores reais.

Definicdo 4.4. Dizemos que 0 é uma wy(c)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto de
dobra de X e deY’; (ii) os conjuntos de tangéncia, Sx e Sy, sdo transversais em 0; (iii) 0
é um ponto de equilibrio hiperbélico de FEZ; (iv) os autovalores de dFEZ (0) sdo reais e
diferentes; (v) pelo menos um dos seus autoespacos de dFEZ (0) estd contida dom(F7%).

Defini¢do 4.5. Dizemos que 0 é uma wy(d)—singularidade de Z se: (i) 0 € dom(F%); (ii)
0 é um ponto de equilibrio hiperbélico de FEZ.

Defini¢do 4.6. Dizemos que 0 é uma w, (a)—singularidade se 0 € dom(F%) é um ponto
de equilibrio de codimensdo um de FEZ.

Definicdo 4.7. Dizemos que 0 é umaw; (b)—singularidade de Z se: (i) 0 é ©—regular para
Y e (ii) 0 € um ponto do tipo Lips, bec to bec ou Dove’s Tail para X, ou vice-versa.
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Definicdo 4.8. Dizemos que 0 é uma w (c)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto dobra
de X edeY’; (ii) as linhas de dobra, Sx e Sy, intersectam-se transversalmente em 0; (iii)
0 é um ponto de equilibrio do tipo sela-né de FEZ; (iv) o autoespaco associado com o
autovalor nulo de dFE?(0) estd contido em dom (F7).

Definicdao 4.9. Dizemos que 0 é uma w, (d)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto dobra
de X e de Y; (ii) o contato entre as linhas de dobra, Sx e Sy, em 0 é quadratico; (iii)
X.f2(0) = Y.f2(0) # 0¢€ diferente de zero; (iv) 0 é um ponto de equilibrio do tipo sela-né
de FEZ.

Definicdo 4.10. Dizemos que 0 é w, (e)—singularidade se: (i) 0 é um ponto de dobra de
X e de cuspide de Y; (ii) as linhas de tangéncia, Sx e Sy, sdo transversais em 0; (iii)
XY.f()Y.X.f(p) #0; (iv) (Y.X.f — X.Y.F)(0) # 0; (v) (X.Y.f + 2Y.X.£)(0) # 0.

Definicao 4.11. Dizemos que 0 é uma w(f) singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto dobra
de X e deY; (ii) as linhas de dobra, Sx e Sy, intersectam-se transversalmente em 0;
(iii) 0 é um ponto de equilibrio hiperbélico de FEZ. (iv) os autovalores de dFEZ(0) sGo
iguais;(v) dFEZ(0) ndo é diagonalizdvel e o seu autoespaco estd contido dom(F#).

Defini¢do 4.12. Dizemos que 0 é uma w;(g)— singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto
regular de X e um ponto de equilibrio de Y; (ii) os autoespagos de DY (p) sdo transver-
sais a X em 0; (iii) 0 é um ponto de equilibrio hiperbélico de FEZ; (iv) os autovalores de
dFE?Z(0) sdo diferentes e os seus autoespacos associados séo transversais a Sy em 0.

Defini¢do 4.13. Dizemos que 0 é uma w,(a)—singularidade de Z se: (i) 0 € dom(F?%);
(i) 0 é um ponto de equilibrio de codimenséo dois de FEZ.

Definicao 4.14. Dizemos que 0 é uma wy(b)—singularidade de Z se Y.f(0) # 0 e uma
das seguintes condigdes € satisfeita:

(b1) (Goose) X3.f(0) # 0, rank{df(0),d(X.h)(0),d(X>%f)(0)} = 2 e X.h|x € equiva-
lente, em 0, a um germe simples de codimensdo um.

(b2) (Gull) X3.f(p) = 0, X*.h(p) # 0e0éuma ponto critico ndo degenerado de X. f|s..

(b3) (Butterfly) X3.f(p) = X*.f(p) =0, X5.f(p) # 0e0€éum ponto regular de X. f|s.

Definicao 4.15. Dizemos que 0 é uma w»(c)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto
dobra de X e de Y’; (ii) O contato entre as linhas de dobra, Sx e Sy, em 0 é ctbico; (iii)
X.f2(p) = Y.f2(p) # 0; (iii) 0 é um ponto de equilibrio semi-hiperbdlico de FEZ de
codimensdo dois.

Definicao 4.16. Dizemos que 0 é uma ws(d)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto
dobra de X e cuspide de Y; (ii) O contato entre as linhas de dobra, Sx e Sy, em 0 é
quadrdtico.
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Definicdo 4.17. Dizemos que 0 é uma ws(e)—singularidade de Z se as seguintes con-
digbes se tem: (i) 0 é um ponto cuspide de X e de Y (ii) as linhas de tangéncia, Sx e
Sy, sdo transversais em 0; (iii) X.Y.f(0)Y.X.f(0) # 0; (iv) (Y.X.f — X.Y.f)(0) # 0;
WY X.f+2X.Y.F)0)(X.Yf+2Y X f)(0) 0.

Definicdo 4.18. Dizemos que 0 é uma ws(f)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto
dobra de X e cuspide de Y’ (ii) as linhas de tangéncia, Sx e Sy, sdo transversais em 0;
(iii) X.Y. f(0)Y.X.f(0) # 0; (iv) (Y.X.f = X.Y.f)(0) # 0; (v) (X.Y.ff+2Y.X.f)(0) = 0.

Defini¢do 4.19. Dizemos que 0 é uma ws(g)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto de
dobra de X e de Y’ (ii) as linhas de tangéncia, Sx e Sy, sdo transversais em 0; (iii) 0 é
um ponto de equilibrio semi-hiperbélico de FEZ de codimensdo dois; (iv) o autoespago
associado com o autovalor nulo de dFE? estd contido em dom(F?).

Definicao 4.20. Dizemos que 0 é uma wo(h)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto de
dobra de X e cuspide de Y’ (ii) as linhas de tangéncia, Sx e Sy, sdo transversais em 0;
(i) (X.Y.f + Y.X.)(0) = 0 (iv) (X.Y.f)(Y.X.f)(0) 0.

Definicdo 4.21. Dizemos que 0 é uma ws(i)—singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto
dobra de X e Dove’s Tail de Y; (ii) as linhas de tangéncia, Sx e Sy, sdo transversais em 0;
(iii) (X.Y.f+Y.X.f)(p) # 0; (V) (X.Y.F)(X.Y.f)(p) # 0;(v) BY X. f+X.Y./)2Y.X.f+
X.Y.f)(p) #0.

Definicao 4.22. Dizemos que 0 é uma w(j)-singularidade de Z se: (i) 0 é um ponto
dobra de X e um ponto de equilibrio de Y; (ii) os autoespagos de DY (0) sdo trans-
versais a Y. em 0; (iii) as linhas de tangéncia, Sx e Sy, s@o transversais em 0; (iv)

(XY ) (Hyxp Y- f)(Hy2 .Y f)(p) # 0; (V) (Hyx.p)(X.Y.f) = (Hy24)(X2.))(p) #
0.

Definigao 4.23. Dizemos que 0 é uma w,y(k)—singularidade de Z se as sequintes condi-
¢Ges se tem: (i) 0 € um ponto de dobra de X e um ponto critico de Y’; (ii) Os autoespagos
de DY (0) sdo transversais a ¥ em 0; (iii) 0 é uma singularidade de codimensdo dois de
FEZ.

4.3 Principais Resultados

Em [28, 30] foi feita uma classificagdo de algumas singularidades tipicas do
campo deslizante restrito exclusivamente a regido de deslize. O nosso principal ob-
jetivo é estender e completar tal classificacdo, levando em consideracdo a possivel
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presenca da regido de escape. Os principais resultados sao listados abaixo:

Seja Q§(0) o conjunto dos campos Z € Z="(0) tais que 0 é uma wy(A)-
singularidade para A € {a, b, ¢, d}.
Teorema G (Codimensdo zero). Sdo vdlidas as sequintes afirmagdes:

1. Q(0) = Q%(0) UQ2(0) UQ°(0) UQY0).
2. Q0(0) é aberto e denso em =" (0).
3. Se f(z,y, z) = zas formas normais de Z € Q(0) sdo:

(a) wo(a) : X =(0,az,y), Y = (0,0,b) comab # 0.

(b) wo(b) : X =(0,¢,y),Y = (c,0,2) come # 0.

(c) wo(c) : X = (bye,y +x),Y = (ab,—c,ay — x) com0 < |a|] < 1/2e
be(b—¢) # 0.

(d) wo(d) : X = (ax+ey,cx+dy,b),Y = (0,0,—b) comb(a+d)(ad — ce) # 0.

Demonstragdo. As prova do Teorema G é analoga a prova do Teorema 1 em [28], por
esse motivo serd omitida. O

Sejam Q}(0) o conjunto de campos Z € Z7(0) tais que 0 é uma w;(\)—
singularidade para A € {a,b,c.d,e, f,g} e =7(0) = Z7(0) \ 20(0).

Teorema H (Codimensdo um). Sdo vdlidas as sequintes afirmagées :

(0) = Ujen 2 (0) com A = {a,b,c,d,e, f,g}.

O
,(0) é uma subvariedade de codimensdo um em =" (0).

21(0) é aberto e denso em Z'(0) com a topologia induzida.

N W h o~

Se f(x,y,z) = =z as formas normais de qualquer familia a um pardmetro F,
transversal a €2,(0) no Zy = (X, Yy) sdo:
(a) wi(a):Y,=1(0,0,a),ab <0
i. Sela-né, X, = (o + 22, 9,b).
ii. Hopf X, = (ax —y — z(2* + y?),x + ay — y(a® + y?),b).
(b) wi(b):Y, =1(0,0,a),ab <0
i. Lips, Xo = (1,0,b(—2% + y* + a)).
ii. BectoBec, X, = (1,0,b(z% + 32 + a)).
ii. Dove’s Tail, X, = (1,0,b(y — z?)).
(c) wi(e): X = (a,ac,v+y)eY = (dx,c,x/a+ by) coma > 0dc(1 — ab) # 0.
(d) wi(d): X = (a,b,y)eY = (c,d,y — 2% + ) combd(b — d)(ad — bc) # 0.
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Demonstragdo. A prova do Teorema H é analoga a prova do Teorema 2 em [28], por
esse motivo serd omitida. O

Seja Q3 (p) o conjunto de campos Z € ="(0) tais que 0 é uma singularidade do
tipowy(\) para X € {a,b,c.d, e, f,g,h,i,7,k}. Eseja="(0)y = =7 (p)/(p)

Teorema I (Codimensao dois). Sdo vdlidas as sequintes afirmagdes,

Q5(p) = Uyea M (p)com A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,7,k}.

Qs (p) é uma subvariedade de codimensdo dois de =" (0).

Q25(0) é aberto em Z5(0) com a topologia induzida de =,.(0).

Se Z € Q5(0) entdo Z é localmente estdvel, em 0, relativo a Z5(0).

a N W N o~

Se f(x,y, z) = z, as formas normais de qualquer familia a dois pardmetros, Z, g,
transversal a 25(0) em Z; o sdo:

(a) wy(b.1): X =(1,0,-32*> —y* +ax+ B)eY = (0,0,a) coma # 0.

(b) we(b.2): X =(1,0,42% + 22y + y* + ay + e Y = (0,0,a) coma # 0.

(c) wy(b.3): X = (1,0,52" 4+ 3ex’y +y +ay + B)eY = (0,0,a) coma # Oe
€= =£1.

(d) wy(c): X = (a,b,y)eY = (¢, d,y— x>+ azx+3) combd(b—d)(ad —bc) # 0.

(e) wo(d): X = (0,a,y +ax+ B)eY = (b, cx,y — x?) com ab(—2b + ¢) # 0.

(f) wo(f): X = (a,—2b+ 3,x)eY = (b,dz,y — ad) com abd # 0.

(g) wa(g9): X = (yac,x +y)eY = (Bz + da?,c,x/a + by) coma > 0

de(1 —ab) # 0.

(h) wo(h): X = (a,b+ B,z)eY = (=b,cx + a,y) comac # 0.

(i) wa(i): X = (¢, d,z—pB)eY = (a,bx* —ba,y) comadbc(a+d)(2a+d)(3a+
d) # 0,

(j) wa(9): X = (e, f,2)Y = (o, cx + 3, 2) comefc # 0.

Demonstragdo. Primeiro, provamos que 0,(0) = [J,c, 23(0) com A =
{a,b,c,d,e, f,q,h,i,j,k} é uma variedade de codimensao dois em =Z"(0). Com esse
propdsito, consideremos que Z € Q}(O), pelo Lema 4.25, temos que, existem vizinhan-
cas B,de Z, em =7(0), e U, de 0 em R3, e uma aplicagdo C"3 ¢ : (B, Z,) — (R?,0),
tais que:

1. Se Z € Btemumawy(f)-singularidade em U se, e sé se, e(Z) = 0.
2. De(Zy) é sobrejetiva.

i.e., que £ é um submersao diferenciavel. Além disso, pelo Lema 4.39, obtemos que
see(Z) # 0 entdo Z possui exclusivamente singularidades de codimensdo 0 e 1 em
U N dom(F%). Portanto, 2%(0) N B = £~1(0) N B é uma variedade de codimensao 2
em Z7(0) e que Q2(0) é um aberto com a topologia induzida de =!(0).
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De forma analoga se procede para Z € 22(0) com A €
{a,b,c,d,e,,g,h,i,j,k}. Em particular: Se A = a, como Lema 4.4.1. Para A\ = b,
como nos Lemas 4.4.1 4.34, 4.32 ,4.33 e o Teorema D em [6]. Para A € {c¢,d, e}, com
Teorema A em [30]. Para A = h, com os Lemas 4.27 e 4.41. Para A\ = i, com os Lemas
4,28 € 4.39. Para A = j, com os Lemas 4.29 e 4.42. Para A = k, com Teorema 5.4 em
[30]. Com isto provamos os Itens (2) e (3).

Agora, provaremos que se Z, = (X,,Yy) € Q2(0) entdo Z, é localmente
estavel em Z,(0). De fato, se 7, € Q?(O) consideremos as vizinhancas, B e U, e
aplicacdo, ¢ = (e1, &3), estabelecidos na demonstracdo do Lema 4.25 obtemos que, se
7 € Btalquee(Z) # 0,entdo Z possui exclusivamente singularidades de codimensao
0e1lem U Udom(F?). Portanto, decorre dos Lemas 4.25 e 4.35 que: (i) B U Q3(0) é
uma vizinhanga de Z;, em Q,(0), com a topologia induzida de =7 (0); (ii) Se Z, Z, €
BU Q?(O) segue que Z, Z, sao topologicamente equivalentes. Consequentemente, 7,
é estruturalmente estavel em Z(0).

De forma analoga se procede para Z € Q22(0) com A €
{a,b,c,d,e,,g,h,i,j,k}. Em particular: Se A\ = a, como Lema 4.4.1. Para A\ = b,
com o Lema 4.4.14.34,4.32,4.33 e o Teorema D em [6]. Para \ € {c,d, e}, com Teo-
rema A em [30]. Para A = h,com os Lemas 4.27, 4.41 e 4.31. Para A = 7, com 0s Lemas
4.28,4.39¢e4.36.Para A = j,comos Lemas 4.29,4.42 e 4.38. Para A = k,com Teorema
5.4 em [30]. Com isto provamos os itens (4). O

A seguir provamos os resultados técnicos mencionados na provado Teoremal.

4.4 Resultados Técnicos

Explicamos brevemente a organizacdo deste capitulo, Na Subsecdo 4.4.1, se
encontram os resultados referentes as submersoes. Posteriormente, na Subsecdo 4.4.2
os referentes as equivalentes topoldgicas. Logo, na Subsecdo 4.4.3 os relacionados
com as curvas de bifurcacao.

4.4.1 Submersoes

Lema 4.24. Seja 0 uma ws(N)-singularidade de Z, = (Xo,Y)) =7(0) com X €
{a, b, c,d, e}. Entdo, existem vizinhangas B, de Z, em =Z7(0), e U, de 0 € R?, e uma
aplicagdo, C" comr > 2, ¢ : B — R? tais que:

1. Z € Btemumaws(\)-singularidade em U se, e s6 se, (Z) = 0.
2. De(Z,) é sobrejetiva.
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Demonstrag¢do. Para a demonstracao distinguimos os seguintes casos: (i) Se A = a o
resultado segue da teoria classica de sistemas suaves de sistemas de equacdes dife-
renciais; (ii) Se A = b é uma consequéncia imediata da teoria de singularidades de
aplicagdes; (i) Para A € {c,d, e} a prova é analoga a prova das Proposi¢Ges 3.1,3.2 e
51em[?]. O

Lema 4.25. Seja 0 umaws(f)—singularidade de Zy, = (X, Yy) € =7(0). Entdo, existem
vizinhangas B, de Z, em ="(0), e U, de 0 em R, e uma aplicagdo C"3 ¢ : (B, Zy) —
(R%,0), tais que:

1. Se Z € Btemuma w(f)-singularidade em U se, e sé se, (Z) = 0.
2. De(Z,) é sobrejetiva.

Demonstragdo. Seja 0 uma wy(f)—singularidade de Z, = (Xo,Y;) € Z=7(0), de-
corre de (iii) da Definigdo 4.18, que as curvas de tangéncia, Sx, e Sy,, sdo transver-
sais em 0, portanto escolhemos coordenadas (x,y, z) ao redor de 0 de modo que
Xo.f(x,y,0) = = eYy.f(z,y,0) = y. Deste modo, obtemos da Definicao 4.18, que
Xo(z,y,0) = (a, —2b,x) + h.oteYy(z,y,z) = (b,cy + dx,y) + h.o.t com abd # 0.

Pela transversalidade das linhas de dobra de Z,, segue que existem vi-
zinhangas B, de Z, in =7(0), e U, de 0 em R3, e uma aplicagdo de classe C"!
P : (B,Z;) — (U,0)queacada Z = (X,Y) associa o ponto de interseccdo de
Sy e Sy.

Agora, definimos a aplicagdo C" %, ¢ : (B, Z;) — (R? 0) dada pore(Z) =
(e1(Z),e5(Z)) onde e, (Z) = Y2f(P(Z)) eea(Z) = X.Y.f(P(Z)) +2Y. X f(P(Z)). E
claroque Z € Bee(Z) = 0se, eso se, Z possui uma ws(f)-singularidade em U, com
isto fica provado o Item (1).

O Item (2) é facilmente provado considerando a seguinte familiaem B, Z,, 5 =
(Xap,Yap) com Zyy = Zy, Xop = Xo +(0,3,0)eY, 5 = Yy + (0,0, —ad). Logo,
P(Zap) =(0,0),61(Zap) = —daeey(Zy ) = 5. O

Lema 4.26. Seja 0 uma wsy(g)-singularidade de Z, = (Xo, Yy) € =7(0). Entdo, existem
vizinhangas B, de Zy em =7(0), e U, de 0 in R3, e uma aplicagdo C"3 ¢ : (B, Zy) —
(R?,0), tais que:

1. Z € Btemuma wsy(g)-singularidade em U se, e s6 se, e(Z) = 0.
2. De(Z,) é sobrejetiva.
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Demonstragdo. Seja 0 uma w;(g)-singularidade de Z, = (Xo, Yy) € =7(0), de (ii) na
Definicdo 4.12 segue que as curvas de tangéncia se intersectam transversalmente, logo
é possivel escolher coordenadas (z, y, z), em torno de 0,de modo que X. f(z,4,0) = x
eY.f(x,y,0) = y.De(i)-(iv) obtemos que X (z,y,0) = (bc/d, b, x)+h.oteY (x,y,z) =
(¢, dy,y) + h.o.t com bed(b — ¢) # 0. Para garantir a condigdo (ii), i.e, que a origem é
um ponto de equilibrio semi-hiperbélico de codimenséo dois de FEZ, introduzimos a
mudanca de coordenadas

bx bcy bcy cx
b—c bd—cd bd—cd b—c
obtendo assim que X (z,y,0) = (0,uw,z + y) + h.oteY(z,y,0) = (0,w,x/u +

vy) + h.otondeu = b/d,v = d/cew = c. Em particular, dom(F#) = {(x,y) :
(x + y)(x/u + vy) < 0}. Agora, considerando os termos de ordem dois em cada um

dos campos,
22 pao + xp1o + TYyp11 + Y2 po2 + ypor + h.ot
Xo(z,y,0) = | 22920 + 2010 + Y711 + ¥*1002 + YMo1 + vw + h.o.t
T4y
22 oo + zpiyo + 2y 1o + zypay + Yoz + ypor + heo.t
Yo(l’, Y, 0) = :L'QKQ() + rK10 + TYK11 + yzlf()g + yKkor +w + h.o.t
r+y
Resulta que,
A
FE?(z,y) = (@.9) (4.2)
w(uv — 1)y + B(z,y)
com
A(z,y) = v* (vpo2 — po2) + y* (vpo1 — poa) + 2° ( 2#20)4‘

22 (—pap +p10+y( 2#1,1—2M2,0+p7+v,02,0))+

@ (y* (=po2 = 2p1 + 22 +vpra) +y (—pos — o + 2 +vprg)) + hoot
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12,0

B(z,y) = v (vno1 — ko) +4° (vmo2 — Ko2) + 2° (7 — f‘é2,0) +
x? (—HLO + "170 +y (—fim — Kgpo t+ mTl + UWZO))
2 (v (—ros = Fuy + "2 Fuma) +y (—rox = rio + B + o)) + hood.

Eu < 0el— uv # 0, esta ultima condigdo nos garante que o autoespago associado
com o autovalor nulo esté contido em dom(F#).

A solucdo da equagdo F5°(z,y) = 0, i.e, wluv — 1)y + B(z,y) = 0, é
localmente dada por

(nmo—ukio) (Mo1+u(—Ko1—K10+vmo0))  7m20
. 222 (u:“il() — 7]10) 6 </€20 + u2w(uv—1) ) 3
y(e) = + 2% + h.o.t.
vw(uv — 1) w(uv — 1)
logo a fungdo g(x) = A(z, y(x)) possui a seguinte expressao
2 (ukio — — Upo1 — Uf1p + U
e g0 + ( 10 7710) (P(2)1 Ho1 H10 plO) i P20 +x2 <@ _ /1'10> Lhot.
w?w(uv — 1) u u

Assim, para que a origem seja um ponto de equilibrio semi-hiperbélico de
. ~ .. . 10
codimensao dois € preciso que y19 = 1o o
u

2 (mo — ukio) (—po1 + upor + (1 — uv)pio)
w(uv — 1)

upzo + — pioou® # 0.

Ja estabelecido um sistema de coordenadas apropriado, temos que
FE“(0,0) = 0e VFEZ(0,0) # 0. Pela continuidade, existem vizinhancas B,
de Z, em Z7(0), e U, de 0 em X, de modo que VFEZ(p) # 0 para (Z,p) € B, x U,.
Sejay = y(x, Z) asolucdode FEZ (x,y) = 0 e B(Z, ) = FEZ (v, y(x, Z)).

Pela transversalidade das linhas de tangéncia de Z, segue que existem vi-
zinhangas B,, de Z, em ="(0), e U, de 0 em X, e uma aplicagdo de classe C"!
P : (By,Zy) — (U, 0)que,acada Z = (X,Y), associa o ponto de interseccdo de
Sx e Sy, daforma P(Z) = (pi(Z),p2(Z),0). Decorre, diretamente da definicdo do
campo deslizante normalizado que (p;(Z), p2(Z)) é um dos seus pontos singulares,
ie, 3(Z,p(Z)) =0.

Seja a aplicagdo C"2, ¢ : (By U By, Zy) — (R?,0) dada por e(Z) =
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(€1(Z2),e2(Z)) onde

o}

~ 0a?

c(2)=L(z2p(2) e =2)

- (Z.m(2))

E claro que Z € By N B, tem uma wy(g)-singularidade e U; N U, se, e s6 se, £(Z) = 0,
com isto fica provado o Item (1).

O Item (2) é facilmente provado considerando a seguinte familia em B =
BlmBQ Zaﬁ = (Xa,ﬁz Ya,,b’) com Z()70 = ZO>Xa.ﬂ = X0+(C)é, 0, O) eYa,g = (,3.1‘, O, 0)+Y0.
O que implica que p(Z,5) = (0,0),

_4OZ"U (7]10 — UI{lo)
vw(uv — 1)

(6]
El(Za,g) = a e SQ(ZO(,Q) = — 26

O

Lema 4.27. Seja 0 uma ws(h)—singularidade de Zy = (X, Yy) € Z7(0). Entdo, existem
vizinhangas B, de Z,em="(0), U, de 0em ¥, euma aplicagdo C" 3¢ : (B, Zy) — (R?,0)
tais que:

1. Z € Btemumawy(h)—singularidade em U se, e so se, (Z) = 0.
2. De(Z,) é sobrejetiva.

Demonstragdo. Seja 0 uma w; (h)-singularidade de Z, = (X, Yo) € Z"(0), decorre da
Defini¢do 4.20 segue que podemos escolher coordenadas (z, y, z), em torno de 0, de
modo que X (z,v,0) = (a,b,x) + h.oteY(z,y,2) = (=b,cx + dy,y) + h.o.t com
ac # 0. Usando a aplicagdo P estabelecida no Lema 4.25, definimos a aplicagdo C" 2,
e:(V,Zy) — (R?* 0)dadapore(Z) = (e1(Z),e2(Z)) onde

S(Z) = Y2F(P(Z) e e(Z) = (XY.f + Y.XP)(P(Z)).

E claro que Z € B tem wy(h)—singularidade em U se, e s6 se, e(Z) = 0, com isto fica
provado o Item (1).

O Item (2) é facilmente provado considerando a seguinte familiaem B, Z,, s =
(Xap,Yap) com Zoo = Zo, Xop = (a,b+ B,x) eYyp = (=b,a + cx + dy,y) com
abc # 0. Logo, p(Z, 5) = (0,0),

El(Za,ﬂ) = € 62(Za’5) = ﬁ
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Lema 4.28. Seja 0 uma w(i)— singularidade de Z, = (X, Yo) € Z7(0). Entdo existem
vizinhangas B, de Z, em =7(0), U, de 0 € X, e uma aplicagdo C™3,¢ : (B, Zy) —
(R%,0), tais que:

1. Z € Btemwsy(i)—singularidade em U se, e so se, (Z) = 0.
2. De(Z,) é sobrejetiva.

Demonstragdo. Seja 0 uma wq(h)-singularidade de Z, = (X,,Yy) € =7(0), decorre
da Definicdo 4.20 segue que podemos escolher coordenadas (x,y, z) em torno de 0
de modo que Xy(z,y,0) = (¢, d,x) + h.ote Yy(zr,y,z) = (a,bz* y) + h.o.t com
cdab # 0,(a + d)(2a + d)(3a + d) # 0. Portanto, FE? = (cy — ax, dy — ba®).

Existem uma vizinhanca B, de Z, em Z7(0), um intervalo aberto J contendo
o zero e uma fungdo C", k : U x J — R, taisque y = x(Z, z) é solucdo da equagdo
Y.f(x,y,0) = Opara Z = (X,Y) € B,onde k(Z,0) = 0. Agora, consideremos a
aplicacao 7 : B x J — R dada por

7(Z,z) = FEZ.(Y.h|g)(z, k(Z, 2),0),

é facil verificar que 7(Zp, z) = —ba® + h.o.t. Sejam, z = ¢(Z) a solugdo de

2
%(Z, x) = 0, P comono Lema 4.25 e x = h(Z) asolugdo localde —(x, k(Z,z)) —

T
P(Z) = 0. Agora, definamos a aplicagdo C""2, ¢ : (B,Z,) — (R?0) dada por
e(Z) = (e1(Z),e2(Z)) onde
or
f(2) = 5o (Z,0(2)) e =(Z) = h(Z) - el2),
E claro que Z € B tem uma wy(i)—singularidade em U se, e somente se, e(Z) = 0,
com isto fica provado o Item (1).

O Item (2) é facilmente provado considerando a seguinte familiaem V: Z,, 5 =
(Xap: Yap) com Zyy = Zy, Xap = Xo + (0,0,30) e Y5 = Yy + (0,53,0). Logo
@(Za,ﬁ) = 30[2b - /3 € h(Za,B) = —3&,

51(20“5) = 3a2b — B e 62(Za75) = —4a.

com isto concluimos a demonstracdo do lema. O

Lema 4.29. Seja 0 uma ws(j)—singularidade de Z, = (X,,Y,) € =". Entdo, existem
vizinhangas, B, de Z, em =7(0), U, de 0 em R3, e uma aplicagdo C"3, ¢ : (B, Zy) —
(R2,0), tais que:
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1. Z € Btemuma ws(j)—singularidade se, e somente se, £(Z) = 0.
2. De(Zy) é sobrejetiva.

Demonstragdo. Seja 0 uma wsy(j)-singularidade de Z, = (X,,Y,) € =7(0), decorre
z), em torno de 0, que

da Definigdo 4.22 que podemos escolher coordenadas (z, y,
(e, f,x) + h.o.tcomefc # 0,

Y(z,y,0) = (ax + by, cx + dy,y) + h.ote X(x,y,2) =
(ce —af) #0.

Considerando P, k, h como no Lema 4.28, definimos a aplicacdo C"72, ¢ :
(V, Zy) — (R?,0) dada pore(Z) = (£1(Z),e2(Z)) onde

S(Z) = Y2F(R(ZW(Z)) e ex(Z) = YV.Xf(k(Z,h(Z)).

Observemos que o conjunto {Vf, V(X.f),V(Y.f)} em P(Z) é linearmente
independente. Portanto, Z € B tem uma w,(j)—singularidade em U se, e somente se,
e(Z) = 0, comisto fica provado o Item (1).

O Item (2) é facilmente provado considerando a seguinte familiaem B: Z,, 5 =
(Xap: Yap)com Zyg = Zy, Xop = Xoe Y, =Yy + (o, 5.0). Logo p(Z, 3) = (0,0),

Sl(Zaﬁ) = ﬁ e EQ(Zaﬁ) = .
com isto fica provado o lema. O

Lema 4.30. Seja 0 uma wy(k)—singularidade de Zy = (X, Yy) € =7(0). Entdo, existem
vizinhangas B, de Z, em =7(0), U, de 0 in R3, e uma aplicagdo C"3, ¢ : (B, Zy) —
(R%0), tais que:

1. Z € Btemuma wsy(k)-singularidade se, e s6 se, e(Z) = 0.

2. De(Zy) é sobrejetiva.

Demonstrag¢do. Segue do Teorema B em [29]. O

4.4.2 Equivaléncia Topolégica

Paracada A € Aonde A = {a,b,c,d,e, f,g,1, 7], k}, existem diferentes clas-
ses de wy(A)— singularidades. A seguir caracterizamos cada uma destas classes para
A€ {b, f,g,h,i,j,k},asrestantes tem sido amplamente estudadas em [30] e [29].

Caso A = b, segue do Teorema D, em [6], que existe um sistema de coorde-
nadas (z,y, z), em torno da singularidade, de modo que f(z,y,z) = 2,Y(0,0,0) =
(a,b,c)comc#0e
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1. (Goose) X (x,y,2) = (1,0, —3z* — y3),
2. (Gull) X (z,y,2) = (1,0,423 + exy + y?),
3. (Butterfly) X = (z,y,2) = (1,0,52* + 32%y + y),com ¢ = +1.

Levando em consideracao o sistema de coordenadas introduzido acima, dire-
mos que

1. 0 é uma wy(b),1-singularidade de Z se 0 é uma wy(b)-singularidade, =

2
sgn(Y?.f(p)
2.0 é uma w

e0éum Goosede X.

2
sgn(Y3.f(p)) e0éumGullde X.

3. 0 é uma wy(b), ,3-singularidade de Z se 0 é uma wy(b.3)—singularidade, =
sgn(Y3.f(p)), o = c e 0 éum "butterfly"de X,

)
(b),, 2-singularidade de Z se 0 é uma wy(b)-singularidade, n =
b

Para A € {f,g,h,i,7} assumimos que a singularidade estad no sistema de
coordenadas estabelecido nos Lemas 4.25, 4.26, 4.27, 4.28 e 4.29, respectivamente.
SejaZ = (X,Y) € Z7(0)

1. 0 éumaws(f)yec-singularidade de Z se 0 é uma wy( f)—singularidade e
(m,0,5) = (sgn(X*.f),sgn(Y-X.[),sgn(Y".f))(p)-
2. 0éumawsy(g)yqc.-singularidade de Z se 0 é uma ws(g)—singularidade e
(n,0,5,v) = (sgn(Y2.f),sgn(Y.X.f),sgn(X.Y.f — Y.X.f),sgn(B(X,Y))),

com B(X,Y') dada por (4.2).
3. 0éumaws(h), . - singularidade de Z se 0 é uma wy(h)—singularidade e

(n.0,) = (sgn(X?.f),sgn(Y™.f), sgn(X.Y.[)).
4. 0éuma wsy(i)yec.u-singularidade de Z se 0 € uma w, (i) —singularidade e
(n,0,5,v,1) = (sgn(Y.X.f),sgn(X%f),sgn(X.Y.f+Y.X.f),sgn(3Y.X.f—X.Y.f)).
5. 0éumawsy(j)y.0.cvu-singularidade de Z se 0 é uma wy (i) —singularidade e

(mo.6,v,p) = (sgn(X.Y.f),sgn(X>.f),sgn(Hy=;.Y.f),
sgn((Hy.x ;. Y-f)(X.Y.f) = (Hy2 Y. F)(X2.f).

Para estabelecer a equivaléncia topoldgica entre dois elementos de Z"(0), Z
e Zy, que exibem uma wy(A)-singularidade em 0, primeiro determinamos o compor-
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tamento qualitativo das 6rbitas do campo deslizante de Z, em torno de 0, posterior-
mente escolhemos uma vizinhanga apropriada U, de 0 em X. Finalmente identificamos
uma estratificacao associada com Z; e a usamos para construir os homeomorfismos.

Na sequéncia, ilustramos a constru¢do do homeomorfismo para uma wsy(h)-
singularidade, o procedimento é analogo para cada umas das outras singularidades.
Logo, de formailustrativa, determinamos uma estratificagdo para w,(\)-singularidade

comA € {f,g,,7}.

Lema 4.31. Sejom Z = (X,Y),Zy = (Xo,Yo) € Z7(0). Se 0 é uma wa(h)y o
singularidade de 7 e Z, respectivamente, com n,0,¢ € {1,—1} fixos. Entdo, Z é to-
pologicamente equivalente, em 0, a Z,.

Demonstragdo. Seja 0 uma wq(h)-singularidade de Z, = (X, Yp). Usando as coorde-
nadas locais estabelecidas no Lema 4.27, temos que

FE?(z,y) = (ay + bz, y(b — dx) — cz?)

e dom(F%) = {(x,y)|zy < 0}. Portanto, 0 é uma singularidade do tipo né para
FE“ com as seguintes propriedades: (i) b é Gnico autovalor de dFEZO(O,O); (i) A
matriz JFE“° é n3o diagonalizavel; (iii) O auto-espaco associado é tangente a Sy,
{(x,0) : x € R}, naorigem; (iv) X2.f(0) = a, Y. X.f(0) = —be Y3.f(0) = —bc. Estes
parametros, vao determinar o tipo de singularidade e a posigao relativa das variedades
distinguiveis em relagdo as linhas de dobra.

Caso 0 seja uma wy(h); 1 1-singularidade, i.e., a, —b,c > 0, segue que 0 é um
né instavel de FEZ°. Para determinar o comportamento qualitativo das suas érbitas,
em torno de 0, em dom(F%) usamos o blowing up polar (z,y) = (pcos(8), psin(6)).
Nestas coordenadas temos que

FEZ(p, 0) p(sin(0) cos(0)(a — p(ccos(0) + dsin(h))) + b) + h.o.t) (4.3)
& —asin®(0) — cpcos®(0) — dpsin() cos?(0) + h.o.t -

Em S* x {0} o campo normalizado (4.3) exibe dois pontos de equilibrio, (0, 0)
e (m,0), que sdo semi-hiperbdlicos do tipo sela-né. O comportamento local em torno
de 0 em (dom(F#)) éilustrado na Figura 4.2.

Ja que 0 é um nd instavel, localmente existe uma vizinhanca U, de 0 em R?,
de modo que 9U é transversal ao fluxo de FE?° e as linhas de dobra. Seja U’ =
dom(F#) N U, logo U’ é um aberto de dom(F#) com a topologia induzida.
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Figura 4.2: () Blowing-up Polar em torno de wy(h)1,—11-
singularidade. (b) Configuragdo das érbitas de FEZ
em torno de uma wy(h)1,—1 1-singularidade,

Figura 4.3: Vizinhanca U’ para uma wy(h)1,—1,1-singularidade
em dom(F?%).

Agora, distinguimos os seguintes elementos em OU’ para Z:

{p1,p2,p3,ps} = (OU U Sx); U(QU N Sy );
YE(p) NU parai = 1,...,4;

Sx N Sy;

1nU,

v NoU’;

ou’.

S e oA

onde v a drbita que corresponde a variedade instavel do ponto (0, 0) no blowing up
polar, ver Figura 4.3.

Seja Z comumawsy(h);11—singularidade em 0, é possivel determinar uma vi-
zinhanga U], de 0 em dom(F#), com os mesmos elementos distinguidos sobre dU].
Assim, definimos o homeomorfismo de 0U’ em 0U; impondo que os elementos distin-
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guidos Z, sejam levados nos correspondentes de 7, e entao estendemos para U’ apli-
cando, por exemplo, a técnica de comprimento de arco que preservam determinada
proporgao. O

Lema 4.32. Sejam0 € e Z = (X,Y), Zy = (Xo,Ys) € =7(0). Se 0 é uma wy(b),,1-
singularidade de Z e Z,, comn € {1, —1} fixos. Entdo, Z é topologicamente equivalente
aZyem.

Demonstragdo. Seja 0 € X uma wy(b)-singularidade de Z, = (Xy,Y)), é possivel
escolher coordenadas (z, y, z), ao redor de 0, de modo que Xy(z,y, 2) = (1,0, =322 —
y*) e Y,(0,0,0) = (a, b, c) com ¢ # 0. Assim, temos que

FE?(z,y) = (c —a (—32" —¢*), —b(-32" — y*))

e dom(F%) = {(z,y)|c(—32* — y*) < 0}. Portanto, FE?°(0) # 0e Sx = g;'(0) U
g5 '(0) onde

Iy3/2 Iy3/2
z,Yy) =2+ e T,Y) = — ———,
gl( y) \/g 92( y) \/g

para (z,y) € D = R x (—o0,0], onde I é a unidade imaginaria. Para determinar o
comportamento de FEZ, em torno do 0, em (dom(F#)) é preciso estabelecer o tipo de
“contato” de FEZ e Sy na origem. Observe que

v.gl(x7y) = ng(l’,y) = (170)

lim = lim
(z,y)€D,(x,y)—(0,0) (z,y)€D,(z,y)—(0,0)

e que FE?(0) = (c,0). Usando estes dois fatos e o Teorema do Fluxo Tubular, segue
que localmente toda érbita de FEZ com condico inicial em g;'(0) intersecta uma
Unicavez g, '(0). Se 0 é uma wy(b), 1-singularidade, temos que o comportamento local
de FEZ, em torno de 0, em dom(F%0) é ilustrado na Figura 4.5.

Como 0 é um ponto regular de dFE“, localmente existe uma caixa de fluxo
em torno deste ponto U. Logo U’ = dom(F#) N U é um aberto de dom(F%) com a
topologia induzida, agora definimos uma estratificacao de U’ para 7,

1. {p1,p2} = (OU U Sx);
2. 0,0 ponto ndo regular de Sx;
3. 90U

Levando em consideracao estes elementos distinguidos e usando um argu-
mento ao da prova da demonstragdo da Proposicao 4.31, segue o resultado. O
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>

Figura 4.4: Comportamento qualitativo das 6rbitas em torno de
uma ws(b)1 1-singularidade.

Lema 4.33. Sejam(0 € Y e Z = (X,Y), Zy = (Xo,Yy) € Z7(0). Se 0 é uma ws(b),o-
singularidade de Z e Z,, comn € {1, —1}. Entdo, Z é topologicamente equivalente a Z,
em Q.

Demonstragdo. Seja 0 uma ws(b), o-singularidade de Z, é possivel escolher um sis-
tema de coordenadas (z, y, z) ao redorde 0 de modo que X (x,y, 2) = (1,0, —3z* —y?)
eY(0,0,0) = (a, b, c) com ¢ # 0. Assim, temos que

FE?(z,y) = (c — a (=32% —¢*) , =b (=32% — ¢*))
e dom(F%) = {(z,y)|c(—32% — y*) < 0}. Portanto, FE?(0) # 0 e
Sx =g (0)Ug; ' (0)
onde g; sao dada por
gi(z,y) =y — 5 (—V92? — 1623 — 3z)
g2(2,y) =y — 5 (V922 —162° — 3z) ,

é imediato que G; = ¢;'(0) NR*, Gy = ¢;'(0)NR™,G3 = ¢, '(0) N Rt e
G, = g, '(0) N R~ sdo variedades suavese 0 € 9G; parai = 1,...,4.

De forma similar a Proposicao 4.32, para determinar o comportamento de
FE?Z, em torno do 0 em (dom(F%)), é preciso entender o tipo de “contato” de FEZ e
Sx naorigem. Com esse propdsito, estudamos os limites das derivadas de Lie de gy, >
ao longo de FE?° em 0 restritos a cada variedade G; parai = 1,... ., 4. Logo,

I VFE®. _3
(m,y)eGLl(rfy)_)(Qm 91(z,y) c,
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li VFE?. _0
(may)GGQ,l(rzr,ly)_)(o,O) g1 (J"a y) s
8c?

li V(FE?)%.g(7,y) = —-,
(x,y)er,l(g,ly)ﬁ(o,o) ( ) g1 (x y) 3

li VFE? g,(z,y) = 3c,
(0:9)€GA(2.5)+(0.0) 92(1,y) = 3¢

li VFE? . gy(z, 1) = 0,
(0:9)€G3(15)—(00) g2(:y)
8c?
li V(FE%)?.gy(z, ) = —
(0:9)€G2(2.5)+(0.0) (FE)g2(.y) 3

e FE?(0) = (c, 0). Se 0 seja uma wy(b), »-singularidade, temos que o comportamento
local de FEZ em torno da origem em dom(F%0) é ilustrado na Figura 4.5

\ -

L \

Figura 4.5: Comportamento qualitativo das orbitas em torno de
uma wa(b)1,2-singularidade.

Como0éum ponto regularde FE?° e este é um campo suave numavizinhanca
deste ponto, entdo existe uma caixa de fluxo, em torno de 0, em X, U. Seja, U’ =
dom(F#°) N U, assim U’ é um aberto de dom(F#) com a topologia induzida, agora
distinguimos os seguintes elementos em U’ para Z:

1. {p1,p2,p3,pa} = (OU U Sx),
2. 0, é o ponto ndo regular de Sy,

3. 90U,

Levando em consideragao estes elementos distinguidos e usando um argu-
mento ao da prova da demonstragdo da Proposicao 4.31, segue o resultado. O
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Lema 4.34. Sejam0 € Y e Z = (X,Y),Zy = (Xo,Ys) € Z7(0). Se 0 € wy(b),.03-
singularidade de Z e Z,, comn, o € {1, —1}. Entdo, Z é topologicamente equivalente a
Zyem Q.

Demonstracdo. Seja 0 uma w,(b), »3-singularidade de Z;, entdo existe um sistema de
coordenadas (z, y, z), ao redor de 0, de modo que X (z,y, z) = (1,0, 5z 4+ 322y + y)
eY(0,0,0) = (a, b, c) comc # 0. Assim, temos que

FE% (,y)=(c—a (5364 + 322y + y) ,—b (5:164 + 3%y + y)),

dom(F%) = {(z,y)|e(=32* — y3) < 0} e Sx = {(x,y)|5z* + 32%y + y = 0}. Deter-
minamos o comportamento de FEZ, em torno do 0, em (dom(FZ)), estabelecendo o
“contato” de FEZ e Sy na origem, se g = 5z* 4 32y + y obtemos que:

FE? g(0) = (FE%)?.g(0) = (FE%)?.4(0) = 0, (FE%)%.g(0) = 120c¢* # 0

e FE?(0) = (c,0), i.e., que o campo deslizante tem uma tangéncia de ordem 4 com
Sx.

Caso 0 seja uma singularidade do tipo ws(b); —13, temos que o comporta-
mento de FEZ, em torno de 0, em dom(F%) ¢ ilustrado Figura 4.6.

™N
Y
L~

Figura 4.6: Comportamento qualitativo das érbitas em torno de
uma wo(b)1,—1 3-singularidade.

Como 0 é um ponto regular de FE?°, existe uma caixa de fluxo, em torno de
0,U.Seja U’ = dom(F%) N U, entdo U’ é um aberto de dom(F#) com a topologia
induzida, agora distinguimos os seguintes elementos em 0U’ para Z :

1. {p17p2} - (8U U SX);
2. 0, é o ponto de tangencia de ordem 4 de FEZ com Sy,

3. 0U".
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Levando em consideragao estes elementos distinguidos e usando um argu-
mento ao da prova da demonstra¢ao da Proposicao 4.31, segue o resultado. O

Lema4.35. Sejam0 e X eZ = (X,Y), Zy = (Xo, o) € Z7(0). Se 0 é uma wa(f)yy.0c.0
singularidade de Z e Z,, comn, o,s,v € {1,—1}. Entdo, Z é topologicamente equiva-
lente a Zy, em 0.

Demonstragdo. Seja0 € ¥ é uma wy( f)-singularidade de Z, = (Xj, Yp). Nas coorde-
nadas locais estabelecidas na Proposicao 4.25 temos que:

FE” (z,9) = (ay — bz, —2by — z(cy + dz))

e dom(F%) = {(z,y)|ry < 0}. Entdo, 0 é um ponto de equilibrio do tipo né de FE?,
com as seguintes propriedades: (i) Os autovalores de dFE“ (0) sdo diferentes; (ii)
0 autoespaco associado com autovalor de menor médulo é tangente a linha Sy na
origem; (iii) o outro auto-espaco é transversal a Sx e Sy e tangenteay = —a/bx em
0; (iv) X2.f(0) = a, Y.X.f(0) = be Y3 f(0) = bd. Portanto, estes trés valores vdo
determinar o tipo de nd e a posigao relativas das suas variedades distinguiveis com as
linhas de dobra.

Caso 0 seja wa(f)1,—1,1-singularidade, i.e.,a > 0,b < 0ed > 0. Para deter-
minar o comportamento qualitativo das 6rbitas do campo, em torno da singularidade,
em dom(F#°), usamos o blowing up polar (z,y) = (pcos(f), psin(d)). Nestas coorde-
nadas temos que:

p (sin(f) cos(0)(a — cpsin(f)) + cos*(0)(—(b + dpsin(h)))
FEZ (. 0) = —2bsin®*(0)) + h.o.t
—asin®(0) — sin(0) cos(0) (b + cpcos()) — dpcos®(0) + h.o.t
(4.4)

Logo, em S' x {0} o campo regularizado exibe quatro pontos de equilibrio,
(0,0), (m,0), (arctan(—b/a),0) e (arctan(—b/a) + m,0), que sdo hiperbdlicos, sendo
os dois primeiras do tipo nd, com autovalores iguais e matriz ndo diagonalizavel, e
os outros dois do tipo sela. O comportamento de FEZ, em torno de 0, em dom F%
é ilustrado na Figura 4.7.

Como0éumnéde FE?, eja que este campo é suave numa vizinhanca da ori-
gem em Y, existe, localmente, uma vizinhanca U de 0 em X, tal que OU é transversal ao
fluxo de FE“ e as linhas de dobra. Seja U" = dom(F#0) N U, assim este conjunto é um
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//

e

Figura 4.7: (a) Blowing-up polar em torno de wy(h)1 —11-
singularidade. (b) Configuracdo das drbitas de FEZ
em torno de uma ws(h)1,—1,1-singularidade,

aberto de dom(F#) com a topologia induzida. Identificamos elementos distinguiveis
em oU’ para Z,:

1. {p1,p2,p3,p4} = (OU' N Sx) U (AU’ N Sy);
2. yH(p)NU'parai =1,...,4,;

3. Sx N Sy;

4, oU'.

onde " (q) é a trajetéria positiva de FEZ contida em dom(F%0) passando por ¢.
Levando em consideragao estes elementos distinguidos e usando um argu-
mento ao da prova da demonstragao da Proposicao 4.31, segue o resultado. (]

Lema4.36. Sejom0 € Y e Z = (X,Y), Zy = (Xo, Yo) € Z7(0). Se 0 uma w(1),,.5.c.0-
singularidade de Z e Z,, comn, o,s,v € {1,—1}. Entdo, Z é topologicamente equiva-
lente a Zy, em 0.

Demonstragdo. Seja 0 € ¥ uma ws(i)-singularidade de Z, = (X, Y;). Nas coordena-
das locais da Proposicao 4.28 temos que:

FE?(2,y) = (—ax + cy, —bz® + dy)

edom(F#) = {(z,y)|zy < 0}. Entdo, 0 é um ponto de equilibrio hiperbdlico de FE?,
com as seguintes propriedades: (i) os autovalores de dFE# (0, 0) sdo reais, diferentes
e ndo nulos; (ii) um dos auto-espacos é tangente a y = 0, 0 outro é transversal a Sx e
Sy e tangente a curva (¢/(a + d)t, t) em 0; (iv) existe uma variedade tangente a Sy no
zero dada por

3b

= 34+ hot;
3a+dx + h.o.t;

y(z)
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(V) Y.X.f(0) = a, X%2.f(0) = ¢, X.Y.f(0) = d. Portanto, os parametros c, a,
a+d e 3a+dvao determinarotipode singularidade e a posicao relativa das variedades
distinguiveis em relagdo as linhas de dobra. Caso 0 seja uma ws(i); 1 1 ;-singularidade,
i.e.,a,b,c,d > 0, temos que 0 é um ponto de equilibro do tipo sela de FE?° e as suas
variedades distinguiveis ndo estdo contidas em dom(F#°). Em particular, o comporta-
mento qualitativo das érbitas em torno da singularidade é ilustrado na Figura 4.8.

(e

////

Figura 4.8: Configuracdo das drbitas de FE? em torno de uma
wa(1)1,1,1,1-Singularidade.

Como 0 é um ponto de equilibrio do tipo sela de FE#°, ent3o existe uma vizi-
nhancade0em X, de modo que OU é transversal ao fluxo de FEZ e aslinhasdedobra,
exceto em 4 pontos que ndo estdo contidos em dom(F#). Seja U’ = dom(F#) N U e
identificamos elementos distinguiveis em U’ para Z:

1. {p1,p2, 03, P4} = (OU U Sx) U (OU N Sy);
2. v"(p;) Ndom(F#) parai =1,...,4,;

3. Sx N Sy;

4, oU’;

onde v*(q) é a trajetdria positiva de FEZ contida em dom(F%») passando por q.
Levando em consideragao estes elementos distinguidos e usando um argu-
mento ao da prova da demonstra¢do da Proposicao 4.31, segue o resultado. O

Lema4.37. Seja0 € Y e Z = (X,Y), Zy = (Xo,Ys) € Z7(0). Se 06 uma wz(9)y.0.c.0-
singularidade de Z e Z, respectivamente, comn, o,< € {1, —1}. Entdo, Z é topologica-
mente equivalente a Zy em Q.

Demonstra¢do. Nas coordenas da Proposicdo 4.26, temos que o campo deslizante é
dado por (4.2) e dom(F?) = {(z,y) : (z + y)(x/u + vy) < 0}. 0 que implica que, 0 é
uma singularidade semi-hiperbélica, com as seguintes propriedades: (i) os autovalores
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de dFE#(0) sdo 0 e w(uv — 1) # 0; (iii) os auto-espacos associados a 0 e w(uv — 1) s&o
transversais as linhas de dobra em 0 e sdo gerados por (1, 0) e (0, 1), respectivamente;
(iv) adinamica do fluxo sobre a variedade central é determinada pela seguinte equacao
diferencial & = Bz? + h.o.t com

2 (mo — ukio) (—po1 + upior + (1 — ww)p1o)
w(uv — 1)

B = upy + — paou® # 0;

(V) Y2.£(0) = vw, Y.X.f(0) = we X.Y.f(0) = wvw. Portanto, os pardmetros
vw, w, —w + uvw, B vao determinar o tipo de singularidade e a posicao relativa das
variedades distinguiveis em relagdo as linhas de dobra. Caso 0 seja uma singularidade
do tipo wa(g)_1,—1,-11 para Zy, segue que 0 é uma sela topoldgica para FE? e asua
variedade estavel ndo estd contida em dom(F#°) e a central estd contida em dom (F#°).
Como no caso anterior, o comportamento qualitativo das 6rbitas em torno da singula-
ridade é simples de determinar, pois ele é completamente determinado pelas varieda-
des central e estavel (ou instavel), e é ilustrado na Figura 4.9.

-

N

Figura 4.9: Configuracdo das drbitas de FEZ em torno de uma
w2(9)-1,-1,-1,1-

Como 0 é uma sela topolégica de FEZ, localmente existe uma vizinhanca de
0 em X, tal que QU é transversal ao fluxo de FE? e as linhas de dobra, exceto em 4
pontos que n&o estdo contidos em dom(F#°). Seja U’ = dom(F#)NU eidentificamos

{p1,p2, p3, P4} = (OU U Sx) U (AU N Sy);
v (p;) Ndom(F#) parai =1,...,4,;

Sx N Sy;

Ue(0);

ou' nU<(0);

ou'.

o vk w2

onde " (q) é a trajetéria positiva de FEZ contida em dom(F%0) passando por g.
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Levando em consideragao estes elementos distinguidos e usando um argu-
mento ao da prova da demonstra¢ao da Proposicao 4.31, segue o resultado.
O

Lema4.38. Sejam0 € Y e Z = (X,Y), Zy = (X0, Ys) € Z7(0). Se 0 é uma wa(j)n.o.c-
singularidade de Z e Z,, comn, o, € {1, —1}. Entdo, Z é topologicamente equivalente
a Zy, emQ.

Demonstrac¢do. Nas coordenadas da Proposicao 4.29 temos que:
FE? (z,y) = (ey — w(az + by), fy — x(cx + dy))

e dom(F#) = {(z,y)|zy < 0}.Logo, 0 é um ponto de equilibrio semi-hiperbdlico de
FE?, com as seguintes propriedades: (i) 0 é uma sela-né de FE“; (ii) os autovalores
de dFE“(0) sdo 0 e f # 0; (iii) O auto-espaco de dFE?°(0) associado com autovalor
nulo é tangente a Sy na origem; (iv) o auto-espaco de dFEZO(O) associado com f é
transversala Sx e Sy etangenteay = (e/f)xz em 0; (v) a variedade central localmente
é dada por

y(z) = %xQ + h.o.t;

(vi) A dinamica do fluxo sobre esta variedade é determinada por

i = (—a + f) 22 + hot;
f

(vii) X2.f(0) = e,X.Y.f(0) = f,Hyx;Y.f(0) = ae Hy2,;Y.f(0) = c. Portanto,

os parametros e, f,ce | —a + C—Jf vao determinar a posigao relativa das variedades

distinguiveis em relacdo as linhas de dobra.

Caso 0 seja wa(j)1,1,1,1-singularidade para Zy, i.e..e,c, f,(—af + ce) > 0o
comportamento das 6rbitas é ilustrado na Figura 4.10.

OSCAR

Como 0 é uma sela-né de FEZ, localmente existe uma vizinhanca de 0 em ¥
tal que OU étransversal ao fluxo de FE? e as linhas de dobra, excepto em 2 pontos que
ndo estdo contidos em dom(F#). Seja U’ = dom(F#) N U e identificamos elementos
distinguiveis, em U’, para Z,

1. {p1,p2,p3,p4} = (OU U Sx) U (U N Sy);
2. v (p;) Ndom(F#) parai =1,...,4;
3. Sx N Sy;
4. U(0);
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N

7

Figura 4.10: Configuracdo das drbitas de FEZ em torno de uma
wa(4)1,1,1,1-singularidade.

5. 00'NU0);
6. OU'.

onde v*(q) é a trajetdria positiva de FEZ contida em dom(F%0) passando por q.
Levando em consideragao estes elementos distinguidos e usando um argu-
mento ao da prova da demonstra¢do da Proposicao 4.31, segue o resultado.
O

4.4.3 Curvas de Bifurcagao

As variedades de bifurcagdo de uma familia a dois parametros, Z, 5 € ="(0)
transversala ,(0) em Z; o, se derivam facilmente da teoria classica, do Teorema D em
[6] e 0 Lema 5.4 em [29], caso Zyo € Qo(N) com X\ € {a,b,k}. Se X € {c,d,e,j} as
curvas podem ser descrita como na Proposi¢ao 3.1, 4.1 e 5.1 em [30]. Por esse motivo,
centramos nossa atengao em caracterizar as curvas de bifurcagdo dos casos restantes.

Lema 4.39. Sejan : A — ="(0) com h(«, B) = Z, s tal que: (i) A é um aberto de (0, 0)
emR?; (ii) Zy = (Xo, Yo) € Q2(0) & (iii) h(A) transversal a 27(0) em Zy o. Entdo, existem
vizinhangas, U de 0 de X e E'em A de (0,0), e duas curvas, v; comi = 1,2, que divide E
em dois abertos, V; e Vs, ver o grdfico 4.11.

1. Se(w, B) € (11 Uye)Nentdo Z, 3 possui uma tnica singularidade em U e é do tipo
wi(e);

2. Se («, ) € Vi o sistema exibe duas singularidades em U, uma do tipo wy(a) e
outra do tipo w(b) (ou wo(c));

3. Se (o, 3) € V5 o sistema exibe duas singularidades em U, uma do tipo wy(a) e
outra do tipo wo(c) (ou wy(b)).
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71

72

Figura 4.11: Curvas de bifurcagdo em torno de Y com v(0,0) €
Q2(0).
/

Demonstragdo. Sejah : A — =, h(a, ) = Zap € =7(0) uma familia de campos a
dois pardmetros com (a, 3) € A C R tal que: (i) (0,0) € D; (ii) Zop € Q3(0) e (iii)
Z, s transversala="(0) em Z . Considerando as aplicagdes ¢ = (£, £2) eavizinhanga
U como na demonstracdo do Lema 4.25. Segue que:

1. D(e o h)(0,0) é um difeomorfismo;

2. oconjuntol’ = {Z € Ule;(Z) = 0} éuma variedade, de codimensdo umde Z; g
em Z"(0), e é transversala h(A) em Z 0.

3. oconjuntoI’ = {Z € Ules(Z) = 0} é uma variedade, de codimensdo um de Z; g
em Z7(0), e é transversal a h(A) em Z .

Portanto, existe uma vizinhanga, £ de 0 em A, duas curvas, v, = h ' (T'NA(A))NEN
W' (Z eV :e(Z)>0eyn=r " TNhA))NENLKYZ eV :e(Z) <0),que
divide £ em dois conjuntos abertos conexos de interior ndo vazios: V; = h ' ({Z € V :
e1(Z) > 0} Nh(A)NEeVy, =h'({Z €V :e(Z) < 0})N E, como no grafico.
Decorre, das defini¢oes de ¢, e &5 que:

1. Se (o, 8) € (11 U72)Nentdo Z, 5 possui uma Unica singularidade em U e é do
tipo w; (e);

2. Se (a, f) € V; osistema exibe duas singularidades em U, uma do tipo wy(a) e
outra do tipo wy(b) (ou wy(c));

3. Se (a, B) € V; o sistema exibe duas singularidades em U, uma do tipo wy(a) e
outra do tipo wy(c) (ou wy(b)).

Admitimos que 0 é uma wy(f)1,—1.1-singularidade de Zyy = (Xo,, Yoo), de-
corre do Lema 4.25 que 9U é transversal as linhas de dobra, de Sy, e Sy,, e ao fluxo
de FE?°. Da continuidade de h, podemos assumir que estas duas propriedades se
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verificam para quaisquer Z, 5 com (a, 3) € E.

A seguir, determinaremos uma série de elementos distinguiveis na fronteira de
UnNndom(F(Z,ps)) para Z, s comSea, 3 € 7, entdo

{p1.p2, p3,pa} = (OU' N Sx) U (AU’ N Sy),
Y (p;) NU parai=1,...,4.

Sxota, B} N Sy, ;-

ou’

qo, q1 as singularidades.

ok N

onde v (¢) é atrajetéria positiva de FEZ contida em dom(F%) passando por ¢. Obser-
vemos, que estes elementos foram determinados para um Z,, 5 arbitrario com («, j3),
assim como no prova do lema 4.25 garante-se a existéncia de um homeomorfismo que
da uma equivaléncia entre topologia de dois campos em V.

De forma andloga se procede para Vs, v, € 7s. O

Lema 4.40. Sejan : A — Z7(0) com h(w, B) = Zap tal que: (i) A é uma vizinhanga,
de (0,0) em R?; (i) Zg = (Xo,Yo) € Q2(0); (i) h(A) transversal a €2;(0) em Z,.
Entdo, existem vizinhangas, U, de 0 de ¥, e E, em A de (0,0), e quatro curvas, ; com
1 =1,2,3,4, que divide E em quatro abertos, V1, Vs, V3 e Vy, ver a Figura 4.12.

73
Vs

Vi &

V2 Vi 96!

Figura 4.12: Curvas de bifurcagdo em torno de T com v(0,0) €
Q2(0).
g9

1. Se(a, 3) € v1 Uy, entdo Z, g possui duas singularidades em U N dom(F%), uma
do tipo wy (a) e outra do tipo wy(c).

2. Se (a, B) € V1 U V3 U Vy, entdo Z, g possui trés singularidades em U N dom(F%),
sendo uma delas do tipo wy(c) e as outras duas wy(a).
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3. Se(a, 3) € y2Uns, entdo Z, g possui duas singularidades em U Ndom(F#), sendo
uma delas do tipo wy(a) e a outra do tipo wy (c).

4. Se («, ) € V4, entdo Z, 5 tem uma unica singularidade em U N dom(F#), que é
do tipo wy(c).

E se (045)7(0/75/) € GcomG € ‘/17‘/27‘/;37’717’72773774; entdo Za,ﬁ em U N
dom(F[Z, s]) é topologicamente equivalente a Z., 5 em U N dom(F[Z, 4]).

Lema4.41. Seja T : A — Z(0) com Y («, B) = Z, 4 tal que: (i) A é um vizinhanga, de
(0,0) em R?; (ii) Zy = (X0, Yo) € Q2(0) e; (iii) Y (A) transversal a Q23 (0) em Zy . Entdo,
existem vizinhangas, U, de 0 de %, e E, em A (0,0), e 4 curvas, v, com X = 1,2, 3, que
dividem E em trés abertos, V,, com A = 1,2, 3, ver o Figura 4.13.

4!

Vi

Vs

V3 Y2

Figura 4.13: Curvas de bifurca¢do em torno de Y com v(0,0) €
07(0).

1. Se(a, ) € ViUV, UVj, entdo Z, 5 possui duas singularidades em U N dom(F7%),
sendo uma delas do tipo wy(a) e a outra wy (b) ou w(c).

2. Se (o, ) € 11 U2 Uns, entdo Z, g possui uma singularidade em U N dom (F#)
que € do tipo w; (e).

Ese(w, B), (o, 3") € Gentdo Z, semUNdom(F|[Z, s]) é topologicamente equivalente
a Zo/,ﬁ’ emUnN dom(F[Za,ﬁ]).

Lema 4.42. Sejan : A — =7(0) com h(a, B) = Z, s tal que: (i) A é um aberto de (0, 0)
em R?; (ii) Zy = (Xo, Yo) € Q2(0); (iii) h(A) transversal a 07 (0) em Z . Entdo, existem
vizinhangas, U, de 0 de 3}, e E,em A (0,0), e 5curvas, vy com A = 1,2, 3,4, 5, que divide
E em 5 conjuntos abertos, V\, com A = 1,2,3,4,5, ver o Figura 4.14.

1. Se(a, ) € ViUV, UV;, entdo Z, 5 possui duas singularidades em U N dom(F7%),
sendo uma delas do tipo wy(c) e a outra w; (g).
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Vi

Y4

Vs
n Wi 5

Figura 4.14: Curvas de bifurcagcéo em torno de Y com v(0,0) €
Q2(0).
J

2. Se (a, ) € m, entdo Z, s possui duas singularidades em U N dom(F#), uma do
tipo wy (c) e outra do tipo wy(a).

3. Se (a, 3) € 7o, entdo Z, 5 possui duas singularidades em U N dom(F#), uma do
tipo w1 (c) e outra do tipo wy(d).

4. Se («a, 3) € v3U~s, entbo Z, s possui duas singularidades em U N dom(F#), uma
do tipo wy (g) e outra do tipo wy(b) ou wy(c).

5. Se (o, B) € Vi, entdo Z, 5 possui duas singularidades em U N dom(F#), uma do
tipo wy (a) e outra do tipo wy(b) ou wy(c).

6. Se (a, B) € 4, entdo Z, s possui uma singularidades em U N dom(F#) que é do
tipo w (e).

7. Se (a, B) € Vs, entdo Z, 5 possui duas singularidades em U N dom(F#), uma do
tipo wo(c) e outra do tipo wy(a).

E se (()[7 /j)u (alu ﬁl) € GeomG ¢ Y15 V25 V35 V4, V5 ‘/17 ‘/27 ‘/:3‘/;17 ‘/:r) entdo Za,B em
U N dom(F[Z, g]) é topologicamente equivalente a Z., s em U N dom(F[Z, 5]).

4.5 Diagramas de Bifurcacao
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Figura 4.17: Diagrama de bifurcagdo de Z € 2 (0)
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CAPiTULO 5

Direcoes Futuras

Neste trabalho, utilizamos diversas ferramentas associadas a campos vetoriais
suaves por partes, incluindo varias técnicas novas e/ou adaptadas advindas da Teoria
Qualitativa das Equagdes Diferenciais. A seguir descrevemos uma dire¢do para investi-
gacoes futuras.

5.1 Método do Pinching e Sistemas de Equagdes Dife-
rencias Suaves por Partes

Mudancas abruptas na dinamica de certos fendmenos podem ser modelados
por um conjunto de sistemas de equacdes diferenciais, X, cujas solugdes variam brus-
camente proximas de certos objetos. Se estas sdo consideradas descontinuidades ou
ndo de X, a abordagem matematica do problema pode ser completamente diferente
uma da outra. Entretanto, é natural assumir que existe um limite em que a variagao do
X sobre algum destes objetos, digamos ¥, é suave porém é bastante rapida, e assim,
o sistema pode ser considerado como ndo suave em torno de X.. Contudo, caracterizar
e formalizar matematicamente esse limite ndo é trivial. Por exemplo, analiticamente a
dificuldade esta no fato que em muitos casos o limite pode ser um objeto degenerado,
o que implica que as solucoes do sistema suave podem nao ser limite das solu¢des do
sistema ndo suave no sentido usual. Computacionalmente, a dificuldade de estudar
o limite ndo suave de sistemas suaves esta no fato que que eles se tornam bastante
rigidos e os métodos numéricos, em geral, falham no limite de interesse.

Em [2] desenvolve-se um método chamado “Pinching”, que deriva um sistema
nao suave como uma aproximacao de um sistema suave em torno de uma variedade
de codimensdo um, ¥, colapsando uma e-vizinhanga de Y. Esta técnica foi usada no
estudo da generacidade de sistemas dinamicos suaves por partes segundo as conven-
¢Ges de Filippov. Em [7, 8] este método é desenvolvido e é usado em conjunto com a
teoria de perturbacao singular, [3, 21, 27], e analise ndo standard, para mostrar que o
método do Pinching caracteriza a dinamica do sistema nao suave limite, pelo menos
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Figura 5.1: Método do Pinching em torno de 3 para & > 0.

qualitativamente, preservando certas singularidades e propriedades geométricas. Tal
método é aplicado em conhecidos sistemas rapidos e lentos, por exemplo o sistema
Van der Pol, cuja variedade lenta é normalmente hiperbélica e estabelece-se uma
relacao do denominado fendmeno de Canard entre o sistema suave e o sistema nao
suave derivado, para mas detalhes ver [7]. Recentemente, em [24] é feita uma caracte-
rizagdo matematica formal do Pinching, usando uma convencgao de Filippov nao linear,
conseguindo estabelecer uma equivaléncia entre as dinamicas do sistema limite e do
sistema suave.

5.1.1 Principais Problemas a Serem Abordados

A seguir descrevemos os problemas que devem ser abordados neste projeto.

Considere Y uma variedade de codimensdo um, orientavel conexa e mergu-
lhada no R™, F' um sistema de equacdes diferencias suaves em R™ e F. o sistema nao
suave derivado de um pinchig de F' em relagao a X.

Problema1 Caracterizar a dindmica de F. em torno de ¥, caso esta variedade seja
invariante e normalmente hiperbdlica em relacdo a F.

Problema 2 Determinar condi¢Ges para que: Se F. é estruturalmente estavel entdo F’
também o é.

Problema 3 Estudar conjuntos e propriedades qualitativas de F. que persistem e que
possuem um equivalente para F', em torno de X..

Problema 4 Analisar que efeito tem na dinamica de F’ algumas singularidades de F.
que sao aparentemente simples como, por exemplo, a singularidade Teixeira.
Esta singularidade caracteriza-se por um ponto singular na variedade de descon-
tinuidade a qual se constitui de tangéncias quadraticas invisiveis em ambos os
lados da superficie de descontinuidade que divide o espaco
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