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Resumo

Muioz Gonzélez, Alejandra. Classificacdo de Superficies de Translacao,
Homotéticas e Separaveis com curvaturas constantes no espaco Euclidiano.
Goiania, 2024. 83p. Dissertacdo de Mestrado. Programa de P6s-Graduacdo em
Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal
de Goias (UFG).

Neste trabalho, estudamos algumas classes de superficies com curvatura Gaussiana (K)
ou média (H) constante no espaco Euclidiano R3. Na primeira parte, vamos estudar as
superficies que sdo obtidas como a soma de duas curvas ou que sao graficos do produto de
duas funcdes. Vamos considerar o problema de encontrar todas as superficies destes tipos
com curvatura Gaussiana constante (CGC). Estendemos os resultados para superficies
nao degeneradas no espaco de Lorentz-Minkowski. Na segunda parte, consideramos
superficies com curvatura Gaussiana constante que sao dadas por uma equagdo implicita
do tipo f(x)+g(y) + h(z) = 0, onde f, g e h sdo fun¢des reais de uma varidvel. Se K = 0,
mostramos que a superficie € de revolug¢ao, ou uma superficie cilindrica ou uma superficie
conica, obtendo parametrizagdes explicitas dessas superficies. Se K 0, a superficie é de

revolucgdo.

Palavras—chave
Superficies de translacdo, superficies homotéticas, superficies separaveis, super-

ficies homotéticas minimas, curvatura Gaussiana constante, curvatura média constante



Abstract

Muiioz Gonzdlez, Alejandra. Classification of Translation, Homothetic, and
Separable Surfaces with Constant Curvatures in Euclidean Space. Goiania,
2024. 83p. MSc. Dissertation. Programa de Pds-Graduacdo em Matemadtica,
Instituto de Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias
(UFG).

In this work, we study some classes of surfaces with constant Gaussian (K) or mean
curvature (H) in Euclidean space R3. In the first part, we investigate surfaces obtained
as the sum of two curves or as graphs of the product of two functions. We consider the
problem of finding all surfaces of these types with constant Gaussian curvature (CGC). We
extend the results to non-degenerate surfaces in Lorentz-Minkowski space. In the second
part, we consider surfaces with constant Gaussian curvature given by an implicit equation
of the form f(x) + g(y) + h(z) = 0, where f, g, and h are real functions of one variable.
If K =0, we show that the surface is a surface of revolution, a cylindrical surface, or a
conical surface, obtaining explicit parametrizations of these surfaces. If K 0, the surface

is a surface of revolution.

Keywords
Translation surfaces, homothetic surfaces, separable surfaces, minimal homoth-

etic surfaces, constant Gaussian curvature, constant mean curvature.
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Introducao

No estudo das superficies (mergulhadas ou imersas), € natural questionar se estas
satisfazem uma condicao especifica relacionada a curvatura. Ao longo deste trabalho,
investigaremos quais superficies no espaco Euclidiano tridimensional do tipo translacéo,
homotética ou separdvel possuem curvatura média ou curvatura Gaussiana constante.

Na primeira parte do trabalho, exploramos dois tipos de superficies no espago
Euclidiano R3. O primeiro tipo sio as superficies de translacdo, inicialmente introduzidas
por S. Lie [15]. Uma superficie de translacdo, S, pode ser expressa como a soma de duas
curvas «: I C R —> R3 e :JCR— R3, onde S é descrita parametricamente como
X(s,t) = o(s) + [3(1).

As superficies de translagdo possuem a propriedade de que as translacdes de
uma curva paramétrica s = constante por {3(t) permanecem em S (0 mesmo vale para as
curvas paramétricas t = constante). Um problema aberto até recentemente [12, 2021] foi
classificar todas as superficies de translacdo com curvatura média constante (CMC) ou
curvatura de Gauss constante (CGC).

Apresentamos exemplos de superficies de translacio com CMC, como a super-
ficie de Scherk. No texto, abordamos o progresso na classificagdo destas superficies, con-
siderando a disposi¢do das curvas « e [3. Também discutimos sobre as superficies ho-
motéticas, onde a adi¢do na defini¢do de uma superficie de translacdo z = f(x) + g(y) €
substituida pela operagdo de multiplicacdo.

Destacam-se resultados importantes, incluindo a classificacdo completa de su-
perficies de translacdo com curvatura de Gauss constante zero, que se revelam ser super-
ficies cilindricas. Além disso, sdo apresentados resultados sobre superficies homotéticas,
com foco especial em superficies minimas, comprovando que planos e helicoides sdo as
tinicas superficies minimas homotéticas em R3. O presente trabalho fornece uma classi-
ficagdo completa de superficies homotéticas com curvatura de Gauss constante. No final
do Capitulo 2, os resultados sdo estendidos para o espaco de Lorentz-Minkowski.

A segunda parte desta dissertagdo tem como objetivo a classificacio de todas as
superficies com curvatura Gaussiana constante no espaco tridimensional Euclidiano R3
que podem ser expressas por uma equacao implicita da forma f(x) + g(y) + h(z) = 0, onde

f, g e h sdo fungdes reais de uma varidvel. A motivacao para essa investigagdo emerge da
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teoria cldssica das superficies minimas, que teve seus primérdios com notdveis exemplos
como o catendide de Euler em 1744 e o helicéide de Meusnier em 1776.

A busca por compreender as caracteristicas das superficies minimas evoluiu com
as descobertas de Scherk em 1835, que identificou todas as superficies minimas da forma
z = d(x) +P(y), e de Weingarten, que, mais tarde, abordou o problema de classificar as
superficies minimas do tipo f(x) + g(y) + h(z) = 0. Esse ultimo estudo revelou uma familia
vasta e rica de superficies minimas, incluindo exemplos expressos em termos de integrais
elipticas e superficies periddicas como as conhecidas superficies de Schwarz.

Neste contexto, introduzimos a terminologia de superficies separdveis,

definindo-as como aquelas que podem ser expressas como
S={(xy,2) eR®: f(x)+g(y) + h(z) =0},

onde f, g e h sdo funcdes suaves definidas em intervalos especificos de R.

Este trabalho aprofunda na seguinte questao: quais sdo as caracteristicas das su-
perficies separdveis em R® com curvatura Gaussiana constante? Exploramos trés exemp-
los particulares de tais superficies: cilindros retos, superficies de transla¢do e superficies
de rotacdo, e, discutimos abordagens anteriores para o estudo destas, incluindo uma clas-
sificagdo inicial conduzida pelos autores Lopez e Hasanis em trabalhos anteriores [16, 17].

O cerne desta parte do trabalho consiste em fornecer uma classificacdo
abrangente de todas as superficies separdveis com curvatura Gaussiana constante. O re-
sultado final € uma compreensao detalhada dessas superficies, incluindo parametrizacdes
explicitas. A classificagdo € elaborada considerando os casos em que a curvatura Gaus-
siana € nula e ndo nula.

No caso K = 0, salvo por um movimento rigido, as tinicas superficies separaveis
com curvatura Gaussiana nula sdo: um cilindro reto sobre uma curva plana contida num
dos planos coordenados; uma superficie de translagdo z = ax +g(y), onde a0 e g é
qualquer func¢ido diferencidvel; uma superficie de rotacdo com curvatura Gaussiana nula;
uma superficie cilindrica ou uma superficie conica.

Finalmente, no caso em que K € uma constante ndo nula, a classificacdo é a
seguinte: as Unicas superficies separdveis com curvatura Gaussiana constante nao nula
sdo as superficies de rotag@o de curvatura constante cujo eixo de rotacio € paralelo a um
dos eixos coordenados.

A dissertagao estd organizada como segue: No primeiro capitulo, introduziremos
algumas definicdes bdsicas da geometria diferencial, como a teoria local das curvas
e superficies em R3. Apresentamos também as férmulas de curvatura para superficies
implicitas, objeto de estudo deste trabalho.

No segundo capitulo, estudamos as superficies de translacdo e homotéticas
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com curvaturas constantes. Entre outras coisas, provamos que as Unicas superficies
de translacdo com curvatura Gaussiana nula sdo as superficies cilindricas. Abordamos
também a questao das superficies homotéticas minimas no espago Euclidiano e também
no espacgo de Lorentz-Minkowski.

No terceiro capitulo, apresentamos o estudo sobre as superficies separdveis, onde
fornecemos uma classificagdo completa de todas as superficies separdveis com curvatura

Gaussiana constante, obtendo parametrizacdes explicitas para tais superficies.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os conceitos, ferramentas, defini¢des e notagdes
fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. Maiores detalhes poderdo ser en-

contrados nas referéncias citadas ao longo deste texto.

1.1 Superficies no espaco Euclidiano.

Denota-se por R® o espago Euclidano e por (x,y,z) suas coordenadas. Seja

X : U — R3, onde U C R? uma aplicagdo diferencidvel de classe C°°. Denotamos as
oX oX

derivadas parciais em relagdo a u e a v da aplicacdo X por Em (u,v)=Xye EM (u,v)=X,.

A seguir, estabelecemos o conceito de superficie regular.

Definicdo 1.1 Uma aplicacdo X : U — R3 de um conjunto aberto U C R? ¢é dita regular
quando X, A\ X, #0 para todo ponto em U. Chamamos de parametrizacdo uma aplica¢do

regular X : U — R3 de um conjunto aberto U C R? em R3 que é injetiva.

Definicdo 1.2 Uma superficie regular em R® é um subconjunto ndo vazio S C R® tal
que para cada ponto p € S existe uma vizinhanca V C S contida na imagem de alguma

parametriza¢io X : U C R? — RS,

N

4 VNS

(o« .
P v
T A

X
(0] w,v

Y
»

Figure 1.1: Superficie regular

Nos resultados a seguir obtemos uma ampla classe de superficies regulares.
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Proposicio 1.3 Se f: U — R é uma funcdo diferencidvel em um conjunto aberto U C R?,

entdo o grafico de f, isto é, o subconjunto de R® dado por (x,y,f(x,y)) para (x,y) € U, é

uma superficie regular.

Definicao 1.4 Dada uma aplicacdo diferencidvel F : U C R" — R™ definida em um
conjunto aberto U de R", dizemos que p € U é um ponto critico de F se a diferencial
dFy : R" — R™ ndo é uma aplicagdo sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto
critico é chamado um valor critico de F. Um ponto de R™ que ndo é um valor critico é

chamada um valor regular de F.

Se f: U C R® — R é uma fungdo diferenciével, entdo df, aplicada ao vetor (1,0, 0)
¢ obtida calculando-se o vetor tangente em f(p) a curva

x — f(X, Yo, 20)-

Decorre dai que

of
dfp(1so’o) = &(XoayO!ZO) = fy

e, analogamente,
dfp(0,1,0) = fy, dfp(0,0,1) = .

Concluimos que a matriz de df, na base (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) € dada por
dfy = (fx. £y, ;)

Note que, nesse caso, dizer que df, ndo € sobrejetiva € equivalente a dizer que fy = f, =
f, =0 em p. Portanto, a € f(U) é um valorde f: U C R3 — R se, e somente se, fy, fyef,

ndo se anulam simultaneamente em qualquer ponto da imagem inversa
f@)={(x,y,2) € U: f(x,y,2) = a}.

Proposicio 1.5 Se f: U C R3 — R é uma funcdo diferencidvel e a € f(U) é um valor

regular de f, entdo f~'(a) é uma superficie regular em R3.

Definicao 1.6 Um vetor tangente a um ponto p € S é um vetor tangente a uma curva
parametrizada diferencidvel x : (—e,€) C R — S com «(0) = p. O conjunto de todos os
vetores tangentes a S em p, denotado por TS é chamada de plano tangente a S em p. Se

X é uma parametrizagdo de S em p, entdo TpS coincide com o subespago vetorial gerado

oX 0X
por {%, EM } onde p = X(q). Diz-se que S é orientadvel se for possivel determinar um
campo vetorial diferencidvel unitdrio N normal a T,S para cada p € S. Neste caso, diz-se
que N ¢ a aplicacd@o normal de Gauss de S e que tal campo determina uma orientacdo

em S.
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Figure 1.2: Vetor tangente

No que segue, denote-se V um espaco vetorial de dimensdo 2 munido de um

produto interno (-, ).

Definicio 1.7 Diz-se que uma aplicacdo linear A:V — V é auto-adjunta se (Av,w) =
(v,Aw) para todo v,w € V. Se {e1,e2} é uma base ortonormal de V, e (oc,-j), ij=1,2
é uma matriz de A relativa a esta base, entdo diz-se que a matriz (oc,-/-) ¢é simétrica se

(etij) = (ovjj) para todo i,j=1,2.

Observacao 1.8 Dada uma aplicacdo linear A :V — V em um espaco vetorial de
dimensdo 2, e dada uma base {vi,vo} de V, tem-se que o determinante de A = ay1ap —
ai2az1, € o trago de A = ay1 + agp, onde (a,-j) é a matriz de A associada na base {vy,v»}.
Sabe-se que esses niimero ndo depedem da base escolhida, e sdo, portanto, associados a

aplicagao linear A.

Teorema 1.9 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Se A é uma apliacdo linear

simétrica em V entdo A é auto-adjunta (ver [5]).

Teorema 1.10 Seja A:V — V uma aplicagdo linear auto-adjunta. Entdo existe uma base
ortonormal {ey,ex} de V tais que A(er) = Aey, A(€z) = Az (isto é, e1 e e sdo auto-
vetores, e Ny, A sdo auto-valores de A). Na base {e1,e2}, a matriz de A é diagonal e os
elementos A e Ao, Ay > Ap, da diagonal sdo o mdximo e o minimo, respectivamente, da

forma quadratica Q(v) = (Av,v) sobre o circulo unitdrio de V (ver [5]).

O produto interno usual de R®
() :R¥xR® — R,

induz, de forma natural, um produto interno da seguinte forma,

) T SXT,S— R
p- P P

(Wi, wa) — (w1, w2)
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ondepe Se (-,-) b ¢ uma forma bilinear, simétrica e definida positiva. A forma bilinear,

podemos associar uma forma quadratica que se define da seguinte manera.

Definicao 1.11 A primera forma fundamental I de S é a restricdo do produto interno

canénico de R3 aos plano tangente TpS. Logo, para cada p € S

Io (w1, wa) = (wy, wa),
com Wi, Wp € TpS.

A expressdo da primeira forma fundamental (/,) em coordenadas locais pode ser
obtida do seguinte modo: Seja X : U C R? — S uma parametrizac¢io local numa vizinhanga
de p € S. Temos «(t) = (u(t), v(t)), entdo

of (1) = Xy u' (£) + X,V ().
portanto,

w = o(0) = Xu(q)u/(0) + X, (g)V'(0)
= aXy(q) + bX,(q),

onde a=u/(0) e b= v'(0). Assim,

) = (e(0),(0))
<axu )+bX,(q), aXu(a) + bX,(q))

= & (Xu(9), Xu(q)) +2ab (Xu(q), X,(9)) + b* (X,(q), X,(q))
= aE(q )+2abF(q)+b2 G(q),

onde E, F,G: U C R? — R sdo diferenciaveis, chamados coeficientes da primeira forma
fundamental com respeito a parametrizacao X.

Definicao 1.12 A Segunda forma fundamental 11 é definida da sigunte forma:

lp (wy, w2) = (—dNp(wy), wa),

com wy,Wo € TS, onde p € S, dN,, é a diferencial da aplica¢do normal de Gauss

emp.

A expressdo da segunda forma fundamental (/,) em coordenadas locais pode ser

escrita da seguinte forma: seja X(u, v) uma parametrizacdo em um ponto p € S de uma
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superficie S, e seja «(t) = X (u(t), v(t)) uma curva parametrizada em S, como «(0) = p.
Para simplificar a notacdo, covencionaremos que todas as fungdes que aparecem abaixo
indicam seus valores no ponto p.

O vetor tangente a o(t) em p € of = XU/ + X,V e
dN(o) = N'(u(t), v(t)) = Nyu' + N, V.
A expressdo da segunda forma fundamental na base { X, X, } é dada por

Ip() = — (dN(e), o' )= —( Nyt + Ny v/, Xyt + X, V')
()2 +2mu' V' + n(V)?,
onde, ja que (N, X,) = (N, X,) =0,
/= - <NU1XU> = <N1XUU>5

- <Nv,Xu> = <N, Xuv> = <N5 Xvu> = <NU1XV>1
- <NV5XV> = <N, va> 3

onde /,m,n: R? — R sdo diferencidveis, chamados coeficientes da segunda forma

fundamental com respeito a parametrizagao X.

Observacao 1.13 Para cada p € S, dN,, é auto-adjunta com respeito a primeira forma
fundamental I. Consequentemente, a segunda forma fundamental Il é uma forma bilinear

simétrica sobre T,S, para todo p € S.

Definicao 1.14 As curvaturas principais ki, ko de S em um ponto p, sdo os autovalores

de dNp. Dessa forma, definimos a curvatura média H e a curvatura de Gauss K por:

y ki+ko tra(—dNp) 11G—2mF +nE
2 2 2 EG-F2

(1-1)

In— m?
EG-F2'

onde tra e det denotam, respectivamente, o traco e o determinante de dNp, e,

K = kiks = det(—dNp) = (1-2)

{E,F,G}, {I,m,n} os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais.

Nas proximas se¢des, deduziremos as férmulas de curvatura, curvatura Gaus-
siana e curvatura média para curvas e superficies implicitas, respectivamente, com base

nos estudos realizados por Ron Goldman em [9].
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1.2 Foérmulas de Curvatura para Curvas e Superficies
Implicitas

As férmulas de curvatura para curvas e superficies implicitas sio um pouco mais
complexas do que as férmulas para curvas e superficies parametrizadas. Aqui fazemos um
resumo de algumas das férmulas gerais para curvatura em curvas e superficies implicitas.

Para curvas planares, a curvatura possui vérias definicdes equivalentes:

(1) Quantidade de desvio da curva da reta tangente;

(i1) Taxa de variagdo da direcdo tangente;

(ii1) Reciproco do raio do circulo osculador;

(iv) Razdo entre o elemento de drea da imagem circular pelo elemento de
comprimento de arco.

Para superficies, a curvatura € mais complexa. Em analogia com as curvas,
a curvatura das superficies deve capturar o desvio da superficie em relagdo ao plano
tangente. No entanto, ao contrdrio das curvas planares, existem vdrias maneiras de medir
esse desvio. A forma do paraboldide osculante fornece uma medida aproximada de
como a superficie se desvia localmente do plano tangente. Informacdes mais precisas
sdo fornecidas pelas curvaturas média e Gaussiana. Abaixo algumas caracteristicas destas
curvaturas.

Curvatura Gaussiana

(1) Produto das curvaturas principais;

(i1) Razdo entre o elemento de drea da imagem esférica e o elemento de area
superficial.

Curvatura Média

(111) Média aritmética das curvaturas principais;

(iv) Taxa de variacdo da drea superficial sob pequenas deformacdes na direcao
normal.

A partir desses principios, podem ser derivadas formulas explicitas de curvatura
para curvas e superficies parametrizadas. Vamos revisar essas féormulas nas duas sub-
secdes seguintes.

Foéormulas de Curvatura para Curvas Parametrizadas

Considere uma curva parametrizada X(s) em 3-dimensOes parametrizada pelo
comprimento de arco. Seja X(t) qualquer outra parametrizagio de X, e seja X', X" e X"’
a primeira, segunda e terceira derivadas de X em relacdo a f. O vetor tangente unitario de

X € dado por

ax X

Tds (X
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Portanto, em dimensdes 3, a curvatura

ax
ds

X' x X"|

X'

|

Em dimensoes 2, esta formula de curvatura se reduz a

X
k—d

_|det (X', X")|
“|ds

X

A tor¢do mede o desvio do plano osculador. Sua férmula é dada por

det dT d?T
e ds’ ds? det(X’, X//, X///)
T= k2 - ‘X’ > X//|2

As equacgdes de Frenet (veja abaixo) expressam as derivadas do vetor tangente
(T), vetor normal (N) e vetor binormal (7T x N) em termos da tangente, normal, binormal,
curvatura e tor¢ao. Podemos usar as equacdes de Frenet para gerar féormulas explicitas
para a curvatura e tor¢do em termos dos vetores tangente e normal e suas derivadas (veja
Tabela 1.1). Vamos utilizar essas férmulas explicitas para desenvolver férmulas fechadas

para a curvatura e torcao de curvas implicitas.

Table 1.1: Formulas explicitas para a curvatura e tor¢ao em termos dos vetores tangente e
normal e suas derivadas. Essas formulas sdo facilmente deduzidas das equagdes de Frenet.

Equacdes de Frenet (Stoker,1969) Férmulas da curvatura Férmulas da tor¢do

T T N
d—=kN k=d_N T:d—'(TXN)
ds ds ds
aN dN d(TxN
O KT+U(TxN) k=—2"01 1o dTXN
ds ds as
d(T x N) aT dN
———=—1N k=|-——xT =det( T, N, ——
ds * ds>< ‘ * e( ds)
dT  d’T
det| T, —, —=
dN e( ds ds?)
k=|—XxN|set=0 T=
ds k2

Foérmulas de curvatura para superficies parametrizadas

Seja X(s,t) uma superficie parametrizada e seja Xs e X; as derivadas parciais de
X em relacdo a s e t. (As derivadas de ordem superior serdo denotadas da maneira usual
repetindo s e t o nimero apropriado de vezes). O vetor normal a superficie € perpendicular

aos vetores tangentes Xs e X;. Portanto, o vetor normal unitédrio € dado por



1.2 Férmulas de Curvatura para Curvas e Superficies Implicitas 22

N=Ns, ) = 52Xt
T Xs x X

A curvatura média e Gaussiana geralmente sdo definidas em termos das primeiras
e segundas formas fundamentais da superficie. Essas formas sdo representadas pelas
seguintes matrizes [21]:

Primeira forma fundamental:
I XS M Xs Xs * Xt .
AXXs XX )

Segunda forma fundamental:

- (xss-N Xsf-N> - (XS-NS xs-Nt> |
Xis* N Xit-N Xi-Ns Xt Ny
Observe que em nossas duas matrizes para a segunda forma fundamental, Xgs -
N = —Xs - Ns pelo fato de Xs- N = 0. Derivando X - N = 0 em relacdo a s, obtemos Xgs -
N+ Xs- Ns = 0. As outras igualdades nessas matrizes para a segunda forma fundamental
podem ser estabelecidas de maneira semelhante.
Em termos das primeira e segunda formas fundamentais, as curvaturas média

e Gaussiana sdo calculadas pelas expressdes dadas abaixo. Na féormula para a curvatura

média, /I* denota a adjunta de //, isto é,

geo [ Xe N =Xis NY (=X N X Ns
_Xst * N Xss ° N XS * Nt _XS ° Ns

Curvatura Gaussiana:
_ det(l)

K = .
det(/)

Curvatura Média:
_ tra(l- 1I*)

2det(l) ’
onde det e tra denotam, respectivamente, o determinate e o traco das matrizes.
Embora essas férmulas de curvatura sejam as féormulas cldssicas encontradas na
maioria dos livros de Geometria Diferencial [21], precisamos ajustar um pouco essas
féormulas para usd-las efetivamente quando estudamos superficies implicitas. Com as

notacdes acima, obtemos as seguintes férmulas.

Lema 1.15

1. det(l) = | Xs x X;|2.
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2. det(ll) = (Xs X X;) - (Ns x Ny).

Prova. ver em [9]. Il

Corolario 1.16

(Xs x Xt) - (Ns X Nt)
IXe x X2

Lema 1.17
tra(l- II*) = (Xs X Xi) - (X X Ng) — (Xs X Xp) - (Xs X Np).

Prova. ver em [9]. ]

Corolario 1.18

(Xs X Xp) - (Xt X Ns) — (Xs X Np))
2| Xs x Xi|?

H = .
Foérmulas da curvatura para curvas planas implicitas.
A curvatura € um efeito de segunda ordem, onde apenas as derivadas primeira
e segunda aparecem na férmula de curvatura para curvas parametrizadas. Portanto, para
curvas planares implicitas F(x,y) =0, a curvatura deve depender apenas do gradiente V F

e da Hessiana H(F). Vamos adotar a seguinte notacao:

VF = (Fx, Fy),
Fex F
H(F) = ( XX Xy) =V (VF),
F}’X FY.V

aqui, V aplicado ao vetor VF que € um vetor linha significa calcular o gradiente de cada
componente e escrever esses gradientes de componentes em uma matriz como vetores

coluna consecutivos.

Como o gradiente de F(x,y) € perpendicular as curvas de nivel F(x,y) =rc, o
gradiente V F € paralelo a normal de F(x,y) = 0. Portanto, temos as seguintes formulas:

Curvas implicitas planares:

1. Curva implicita: F(x,y) =0.
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2. Normal: VF = (FX, Fy).
F Fy, F,
3. Normal unitdrio: N(F) = v = ( X y> .
IVEL  JFr2+F2
y
4. Tangente: Tan(F) =k x VF = (—Fy, Fy).

Tan(F —Fy, F;
5. Tangente unitdrio: T(F) = ) —( 4 X)

| Tan(F)] [F2+ F2

Proposicao 1.19 (Formula de curvatura para curvas planares implicitas).

Fo Fy) (—F
remm-rer e Ry e
o TF)-HF)-T(F)” yx_ Fyy X (13)

VA (F2+F2)?

Prova. Das equagdes de Frenet temos,

aN
ds

Logo, pela regra da cadeia,

k=—<aNdX aNﬂ) T=—T-VN-TT.

Ox ds " Dy ds

Mas pela regra do quociente,

VF ) _IVFIV(VA) -V (IVF]) - VF

N = =
v V(\VF! VFR

Além disso,

V(VF)=H(F),
VF-TT=VF-T=0.

Portanto, concluimos que
T(F)-H(F)- T(F)T

k=—
[VF|

OJ

Uma observacdo sobre a invariancia € apropriada aqui. A curva F(x,y) =0 €
idéntica a curva cF(x,y) = 0 para qualquer constante ¢ # 0. Portanto, esperamos que
a curvatura de F(x,y) =0 seja a mesma que a curvatura de cF(x,y) =0. Se ¢ > 0,
substituir F por ¢F no lado direito da Equagdo (1-3) introduz um fator de ¢® tanto no

numerador quanto no denominador, portanto, a curvatura k permanece inalterada. No
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entanto, substituir F por —F no lado direito da Eq.(1-3) altera o sinal do numerador, mas

ndo o sinal do denominador, mudando assim o sinal de k. Substituir F por —F também

. o VF
altera a direcdo do vetor normal unitario N(F) = W Portanto, o vetor de curvatura,

VF
K
[VF

€ invariante, mas o sinal da curvatura escalar k depende da escolha da direcdo da normal

k=kN(F) =

unitaria, que, por sua vez, depende do sinal de F. Essa dependéncia de sinal também se
manifesta no contexto paramétrico. Pelas equacdes de Frenet, gs = kN. A derivada ar é
uma invariante; os sinais de k € N ndo sdo invariantes, mas sao niutuamente dependentes.
No entanto, continuaremos a focar em expressdes para a curvatura escalar kK em vez
do vetor de curvatura k, j4 que sdo expressdes para a curvatura escalar que planejamos
estender para férmulas de curvatura de curvas espaciais implicitas e superficies implicitas.

Para encontrar novas expressoes para a curvatura, podemos proceder da seguinte
maneira. Na tabela 1.1 , apresentamos quatro férmulas para a curvatura em termos do ve-
tor tangente unitario, do normal unitdrio e de suas derivadas em rela¢cdo ao comprimento
de arco. Usando essas férmulas e procedendo como na Proposicdo 1.19, aplicando a regra

da cadeia e a regra do quociente, chegamos aos seguintes resultados.
Formulas alternativas de curvatura.

dN
Para k = _s - T, temos

(—FF)- Fxx Fx _ _Fy
_ Tan(F)- H(F)- Tan(F)’ T \Fx Ry \ A

NGE T NGE

aT
Para k dada por k = gs N, temos

_ny Fxx Fx
Tan(F)- V(Tan(F))- VFT (-5 7): ~F, Fy) \F
k= an( ) ( an( )) ) - Yy Xy Y ] (1_4)

IVF3 (F2+F2)3/2

dT
Para k = |£ x N| (T =0), temos

Fex Fx
_|(Tan(F)-(H(F))><VF|=<_F y FX)'(,:yX ij)X(Fx Fy).

k=
IVF|? (F2+F2)%/2

(1-5)
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) aT
Finalmente, para k = E x T, temos

_ny Fxx
—F, Fx)- X |—F, Fx
_|(Tan(F)- V(Tan(F))) x VF _ ( g ) —Fyy Fxy ( g )

k=
[Tan(F)? (F2+ F2)°/2

(1-6)
Observe que no plano, os produtos cruzados que aparecem nas Egs. (1-5) e (1-6)
sdao realmente escalares, os determinantes dos dois fatores. Portanto, se desejarmos a

curvatura com sinal, devemos calcular esses determinantes e ignorar o valor absoluto.

Podemos verificar facilmente a validade das Eqs.(1-4) e (1-6) expandindo os
lados direitos e observando que essas expressdes sdo cada uma iguais ao lado dire-
ito da Eq.(1-4). A Eq. (1-6) é particularmente interessante porque o lado direito de-
pende apenas de Tan(F). Para curvas espaciais implicitas, a direcdo tangente é con-
hecida, ja que se a curva espacial é dada pela intersecdo de duas superficies implicitas
Fi(x,y,z) =0N Fa(x,y,z) =0, entdo a tangente é paralela a VF; x VF,. Portanto, esper-
amos que a Eq. (1-6) para a curvatura de curvas planares implicitas se estenda facilmente
para curvas espaciais implicitas. Em relacdo as férmulas de curvatura para superficies
implicitas, € nosso interesse contemplar tanto a curvatura média quanto a curvatura Gaus-
siana. Portanto, precisamos de duas expressoes diferentes para a curvatura de uma curva
planar implicita que se estendam facilmente, mas de maneiras diferentes, para superficies
implicitas. Nenhuma das expressdes em Egs. (1-4)-(1-6) serviram, ja que todas essas ex-
pressdes dependem de Tan(F), e para superficies implicitas ndo ha um analogo de Tan(F).
Para superficies implicitas, precisamos de férmulas que dependam apenas do gradiente e
da Hessiana. Portanto, devemos adotar uma abordagem diferente. Um método para de-
senvolver novas expressoes para a curvatura é explorar o operador adjunto (veja Tabela

1.2). Adotando a notacdo da Tabela 1.2, é facil verificar as seguintes identidades:

Table 1.2: O operador adjunto * para constantes, vetores linha e coluna bidimensionais, e
matrizes 2 X 2

Constante k K" =k
Vetores linha  r=(ry,r) r‘=(—r,n )T
Vetores coluna ¢ = (cy,c0)" c'=—(—0co,0)

. myy m m. —m
Matrizes M= (" 12 M* = 22 21
Mm21 M2 —M2 My
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ct-ri=r-c,
(M-¢)" =c" - M*,
(r-M*=M*-r*,

Portanto, para quaisquer vetores linha e coluna bidimensionais r, ¢ e qualquer matriz 2 x 2
M,
r-M-c=(r-M-¢)*=c*-M"-r".

O adjunto H*(F) da matriz hessiana é dado por

- Fyy  —Fyx L
H*(F) = (_ny . ) = —V (Tan(F)).

Além disso, por construg¢do, o adjunto do gradiente € o vetor tangente, € o adjunto do

vetor tangente € o negativo do gradiente, ou seja,

V*(F) = Tan(F)T,
Tan*(F)= -V (F)T.
Portanto, aplicando o operador adjunto a férmula de curvatura

_ Tan(F) - H(F) - Tan(F)"
[VF[? ’

k=

gera a seguinte formula adjunta da hessiana para a curvatura de uma curva planar
implicita:

Formula adjunta da Hessiana

(e 5) [ ).
VF-H*(F)~VFT _ g —Fxy  Fxx Fy

AL
[VF (F2+F2)%?

k= (1-7)

Novamente, € facil verificar diretamente que o lado direito da Eq.(1-7) concorda
com o lado direito da Eq.(1-4), portanto, a Eq.(1-7) é de fato mais uma expressao vélida
para a curvatura de uma curva planar implicita. Além disso, esta expressdo em termos do
gradiente e da adjunta da hessiana se estende facilmente a superficies implicitas, entdo
podemos esperar que esta formula adjunta da hessiana represente a curvatura de uma

superficie implicita. Voltaremos a este topico adiante.
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A férmula adjunta da hessiana pode se estender a uma das duas curvaturas
(média ou Gaussiana) para uma superficie implicita, mas precisamos de outra expressao
de curvatura equivalente se esperamos representar a outra curvatura para superficies
implicitas. Além disso, podemos preferir trabalhar diretamente com a hessiana em vez do
adjunto da hessiana. Afortunadamente, ha outra férmula equivalente para a curvatura de

uma curva planar implicita que usa apenas o gradiente e a matriz Hessiana.
Para eliminar H*(F) da Eq.(1-7), observe que

H(F)+H*(F) = Tra(H(F)) 1,

onde / é a matriz identidade. Agora, substituindo H*(F) na Eq.(1-7), obtemos a seguinte

expresséo para a curvatura:

Formula da hessiana

_ VF-H(F)-VFT —|VF[tra(H(F))

K
IVF?

(1-8)

Encerramos esta se¢cdo com mais duas expressoes alternativas adicionais para a
curvatura de uma curva planar implicita, que aparecerdo novamente quando estudarmos a
curvatura para superficies implicitas. Como de costume, a validade dessas férmulas pode

ser verificada por meio do célculo direto dos lados direitos.

Cdlculo de determinante

H(F) VFT
Det (F) v
p VF 0 19
- NGE ' (1-9)
Formula da divergéncia
VF
=—V:NF)=—V:| == | . 1-10
(F) (|VF|> (1-10)

A divergéncia do normal unitdrio € frequentemente adotada como a defini¢ao
da curvatura para uma curva planar implicita. Nao utilizamos essa defini¢ao aqui porque
queriamos desenvolver férmulas de curvatura para curvas implicitas diretamente a partir
de férmulas de curvatura conhecidas para curvas paramétricas. Além disso, embora

de interesse tedrico, essa formula de divergéncia € menos priatica como ferramenta



1.2 Férmulas de Curvatura para Curvas e Superficies Implicitas 29

computacional do que muitas das outras expressdes para a curvatura desenvolvidas nesta
secao.

Formulas da Curvatura para Superficies Implicitas.

Queremos obter férmulas de curvatura para superficies implicitas F(x, y,z) = 0,
assim como férmulas de curvatura para curvas implicitas F(x,y) = 0, dependendo apenas
do gradiente VF, da matriz hessiana H(F) e do adjunto da matriz hessiana H*(F).

Adotaremos a seguinte notacdo para as superficies:

VF=(F« F, Fz),
Fxx ny sz
sz Fzy Fzz

Cofactor(Fyyx) Cofactor (ny Cofactor (Fyz)
H*(F) = | Cofactor (F,x) Cofactor(F,,) Cofactor (Fy;)
(Fzx) (

Cofactor(F,y) Cofactor Fzy) Cofactor (F;z)

Fnyzz_Fyzey Fyzex_Fyx zz Fnyzy_Fnyzx
= szFzy_nyFzz FxxFzz — FxzFzx nysz_Fxszy
nyFyz_szFyy Fnyxz_FxxFyz FxxFyy_nyFyx

Se aplicamos V a um vetor linha significa calcular o gradiente de cada compo-
nente e escrever esses gradientes de componentes em uma matriz como vetores coluna
consecutivos. Como acontece com as curvas, o gradiente V F € paralelo a normal da su-

perficie F(x, y,z) = 0. Portanto, a normal unitaria é dada por:

VF (Fx Fy F)

IVFL JF2+F2+F2

Com esta notacdo em maos, estamos agora prontos para desenvolver férmulas de

N(F)

curvatura para superficies implicitas. As seguintes férmulas de curvatura para superficies

implicitas aparecem em [20, p.204]; consulte também [14, pp.89-94].

Curvatura Gaussiana

H(F) VFT

_VF-H'F)-VFT |VF 0
) [VF[* ) [VF[*

(1-11)
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Curvatura Média

_|H(F)=A1 VFT
—coeff(A)in
H_VF-H(F)-VFT—|VF|2tra(H)_ VF 0 (112)
- 2|VF|3 - 2|VF|3

Observe que a Eq. (1-11) para a curvatura Gaussiana € uma extensdo para
superficies da férmula do adjunto da hessiana Eq. (1-7) para a curvatura de curvas
implicitas planas. O fator de normalizacdo |V F|* que aparece no denominador garante
que cF(x,y,z) = 0 tenha a mesma curvatura que F(x,y,z) = 0. Além disso, a Eq. (1-12)
para a curvatura média é uma extensao para superficies implicitas da férmula da hessiana
Eq. (1-8) para a curvatura de curvas implicitas planas. O fator dois no denominador ocorre
porque a curvatura média é a média das duas curvaturas principais.

As curvaturas principais ki € ko podem ser calculadas a partir das curvaturas média e

Gaussiana H e K usando a féormula padrao

ki ko = H4+\/H2 — K. (1-13)

Também & possivel verificar que

H(F)—Al VFT
—roots
VF 0
ki, ko = VF (1-14)

Usando as equacdes (1-11) e (1-12) para demonstrar que a Eq. (1-14) € equivalente a Eq.
(1-13). Agora, vamos derivar as equagdes (1-11) e (1-12) para as curvaturas Gaussiana e
média de superficies implicitas a partir das formulas de curvatura correspondentes para

superficies paramétricas.

Teorema 1.20

_VF-H*(F)-VFT
) [VF[*

Prova. Vamos considerar apenas pontos regulares na superficie implicita, ou seja, pontos
onde VF #0, ja que a curvatura Gaussiana ndo é definida em pontos na superficie que
nao sdo regulares. Pelo teorema da funcdo implicita, se VF #0, entdo a superficie possui

uma parametrizacao local X(s,t).Vamos considerar

szxt

N=N(st)=—.
(80 = x|
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Entdo, N € a normal unitdria a superficie. Portanto, segundo o Corolério 1.16.

(Xs X Xp) - (Ns < Np)

K =

Agora, mostraremos como transformar o lado direito desta equacdo no lado direito da

Eq.(1-11). J4 que a normal unitaria a superficie também € dada pela férmula

VF
N= oo
[VF]

segue-se pela regra da cadeia que se u = s, t, entdo

Xy - H(F)
N,=————+ termo paralelo a VF.
u |VF’ + p
Portanto,
Xs-H(F)) x (X, - H(F
Nstt=( s HF) X (Xy - H( ))+ termos perpendiculares a VF.

[VF]

Mas para todos os vetores tridimensionais a,b e todas as matrizes M que pertencem ao
espaco R3*3 |
(@-M)x (b-M)=(axb)-M*

onde M* denota o adjunto de M. Entio,

(Xs X Xi) - H*(F)
[VF?

Ng X N = + termos perpendiculares a VF.

Agora, como VF e X5 X X; sdo ambos paralelos a normal da superficie, existe

uma constante A tal que Xs x X; = AVF. Assim,

N2V F-H*(F)-VFT
[VF[? ’

(Xs x Xp) - (Ns X Ny) =

| Xs x X;|? = N3V F|2.
Portanto,

o XX X0)-(Ns x Ni) _ VF-H'(F)-VF'
| Xs x Xi|2 [VF|*

Corolario 1.21
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H(F) VFT
VF 0
|VF|*

K=-—

Teorema 1.22

_VF- H(F)-VFT —|VF|2tra(H)

H
2|VF|3

Prova. Novamente, consideraremos apenas pontos regulares na superficie implicita, pon-
tos onde VF #0, pois a curvatura média nao € definida em pontos na superficie que nio
sdo regulares. Pelo teorema da fungdo implicita, se VF #0, entdo a superficie possui uma
parametrizacdo local X(s, f). Seja

Xs X Xt

N=N(s,t)=—‘x X, ;
S

entdo N € o normal unitario a superficie. Portanto, pelo Corolario 1.18,

(Xs X Xp) - (Xt X Ns) — (Xs < Ny))

H =

Vamos agora mostrar como transformar o lado direito desta equac@o no lado direito da

Eq.(1-12). Ja que a normal unitéria a superficie também € dada pela férmula:

VF
N= T~
[VF|

segue-se pela regra da cadeia, exatamente como na prova do Teorema 1.20, que se u = s, t,

entao X, - H(F)
N,=22"2"" . termo paralelo a VF.
u |VF| + p
Portanto,
Xi X (Xs- H(F
Xt X Ng = ! (|VSF| ( ))+ termos perpendiculares a VF,
Xs X (X¢- H(F
Xs X Ny = S |(VtF| ( ))+ termos perpendiculares a VF.
Entao,

(Xs X Xt) - H(F) — tra(H(F)) (Xs X X)
[VF]

Xt X Ng— Xg X N = + termos perpendiculares a VF,

Mas para todos os vetores tridimensionais a,b e todas as matrizes simétricas M que
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pertecem ao espago R3*3,
bx(aM)—ax(b-M)=(axb)-M—tra(M)(axb).

Logo,

(Xs X Xt) - H(F) — tra(H(F)) (Xs X X)
[VF]

Xi X Ng— Xg X Ny = + termos perpendiculares a VF.
Agora, como VF e X5 X X; sdo ambos paralelos a normal da superficie, existe

uma constante A tal que Xs X X; = AVF. Assim

A2V F-H(F)-VFT —N2tra(H(F))|VF|?

(Xs X Xi) - ((Xe X Ns) = (Xs X Ny)) = VF] :

|Xs x X;|? = N3|VF 2.

Assim,

b Xe X Xi) (X X N) — (X, x Ne) _ VF-H(F)-VFT — [VF[tra(H)

2| Xs X Xq|2 - 2|VF|3
O
Corolario 1.23
H(F)—Al VFT
—coeff(A)in (F) v
u VF 0
- 2|VF|3

Prova. Este corolario € obtido expandindo o lado direito e verificando que o resultado
fornece a mesma expressao que a expansao do lado direito na férmula de curvatura no
Teorema 1.22. 0

Corolario 1.24

VF
=—V-N(F)=—V- (W)

Prova. Novamente, este coroldrio € obtido expandindo o lado direito e verificando que
o resultado fornece a mesma expressdo que a expansao do lado direito na férmula de

curvatura no Teorema 1.22. Ul
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A divergéncia da normal unitdria € frequentemente considerada como a defini¢ao
da curvatura média para superficies implicitas. Essa férmula de divergéncia imita a for-
mula de divergé€ncia correspondente para a curvatura de uma curva implicita. Nao usamos
essa definicdo aqui porque, assim como no caso de curvas, queriamos desenvolver a
férmula da curvatura média para superficies implicitas diretamente a partir da conhecida
formula para a curvatura média de superficies paramétricas. Além disso, embora de
interesse tedrico, essa formula de divergéncia € menos pritica como uma ferramenta

computacional do que a Eq.(1-12).

Sobre a invariancia dessas férmulas de curvatura. A superficie F(x,y,z) =0
¢ idéntica a superficie cF(x,y,z) = 0 para qualquer constante ¢ # 0. Portanto, ingenu-
amente, esperariamos que a curvatura de F(x,y,z) = 0 fosse a mesma que a curvatura
de cF(x,y,z) = 0. Para curvas implicitas, vimos que essa invaridncia nao se mantém
completamente se ¢ < 0. Agora com relacdo as superficies implicitas, temos que: para a
curvatura Gaussiana, essa invariancia € de fato mantida. Se ¢ # 0, entdo substituir F por
¢F no lado direito da Eq.(1-11) introduz um fator de ¢* tanto no numerador quanto no

denominador, assim a curvatura Gaussiana K nao € alterada.

No entanto, a curvatura média se comporta mais como a curvatura de curvas
planas implicitas. Se ¢ > 0, substituir F por cF no lado direito da Eq.(1-12) introduz um
fator de ¢® tanto no numerador quanto no denominador, entdo a curvatura média H nao
¢ alterada. No entanto, substituir F por —F no lado direito da Eq.(1-12) muda o sinal do

numerador, mas nao o sinal do denominador, assim muda o sinal de H. Naturalmente,

\Y
substituir F por —F também muda a dire¢do da normal unitaria N(F) = W Portanto, o
vetor da curvatura média,
H=HNF)=H VF
) VA

¢ invariante, mas o sinal da curvatura média H depende da escolha da dire¢do da normal
unitdria, que, por sua vez, depende do sinal de F. Essa dependéncia de sinal é exatamente
a mesma dependéncia de sinal que observamos na férmula de curvatura para curvas
planas implicitas. Dessa forma, a curvatura média, mais do que a curvatura Gaussiana,
assemelha-se a curvatura de curvas planas implicitas. A férmula de divergéncia ¢ mais
uma maneira pela qual a curvatura média imita mais de perto o comportamento da

curvatura de curvas planas implicitas.

Exemplo 1.1 (Esfera).Podemos verificar nossas formulas de curvatura na esfera.

F(x,y,2)=x?+y?+2z° — R? = 0.



1.2 Férmulas de Curvatura para Curvas e Superficies Implicitas 35

Para calcular as curvaturas média e Gaussiana, precisamos de

VF=(F« F, F;)=(2x 2y 22),

Fxx ny Fxz 2 00
H(F)= Fyx Fyy Fyz =10 2 0]},
Fzx Fzy Fzz 0 0 2
Cofactor (Fxx) Cofactor (Fy,) Cofactor (Fyy) 4 0 0
H*(F) = | Cofactor (F,x) Cofactor(F,,) Cofactor(F,;)|=|0 4 0],
Cofactor (F,x) Cofactor (F,,) Cofactor(F;;) 00 4
tra(H(F)) = 6.
Curvatura Gaussiana:
w_ VF- H*(F)-VFT
) [VF* ’
4 00 2x
(2x 2y 2z)-10 4 0 2y
K 00 4 2z 16(X2+y2+22) 1
(4x2+4y2 +422)* 16 (x2+y2+22)® AP
Curvatura Média:
g VF: H(F)-VFT —|VF|?tra(H(F))
- 2|VF|3 ’
2 00 2x
2x 2y 22)- |0 2 0| |2y | —6(4x?+4y?+42?)
0 0 2 2z 8R2—24R2 1
2 (4x2 +4y2 + 422) 2(8R°)

Observe que a curvatura média aqui é negativa, mas observe também que

VF =(2x,2y,22) é a normal apontando para fora. Assim, como era de se esperar, o vetor

- 1
de curvatura média H = Hﬁ aponta para dentro da esfera e tem magnitude |H| = —.



CAPITULO 2

Superficies de Translacao e Homotéticas com

Curvatura Constante

Uma pergunta natural na geometria diferencial € saber quais sdo as superficies
regulares (mergulhadas ou imersas) que verificam uma determinada condicdo sobre
a curvatura. Neste capitulo, abordaremos o problema de classificar as superficies de
translacao e homotéticas com curvatura média constante (CMC) ou curvatura Gaussiana
constante (CGC) no espaco Euclidiano R3, baseado nos resultados obtidos no artigo
[17]. O primeiro resultado refere-se ao caso em que a curvatura Gaussiana K € constante.
Vamos provar que, sem nenhuma hipétese sobre as curvas geradoras, as tnicas superficies
de translacdo com curvatura nula sdo as superficies cilindricas. O segundo resultado trata
das superficies homotéticas minimas (H = 0), abordamos um resultado ja conhecidos
para o espaco Lorentz-Minkowski, e ofertaremos uma prova diferente para a versao
Euclidiana. O terceiro resultado considera superficies homotéticas no espaco Euclidiano

com curvatura Gaussiana K constante, obtendo uma classificagcdo completa.

O primeiro tipo de superficies que estudaremos sao as chamadas superficies de
translacdo que sdo obtidas ao transladar (mover sem girar) uma curva plana ao longo de

uma direcao no espago.

2.1 Superficie de Translacao

A motivacdo historica do nosso problema provém do texto cladssico de G.
Darboux [2, livre I], onde sdao consideradas as chamadas "surface définies par des
propriétés cinématiques", posteriormente conhecidas como superficies de Darboux na
literatura. Uma superficie de Darboux € definida cinematicamente como o movimento
de uma curva por uma familia uniparamétrica de movimentos rigidos de R2. Entdo, uma
parametrizacdo para essa superficie X(s,t) = A(t)o(s) + [3(t), onde « e 3 sdo duas curvas
espaciais e A(f) € uma matriz ortogonal. No caso que estamos considerando neste trabalho,

A(t) € a identidade. Mais precisamente, apresentamos a seguinte defini¢cao:
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Definicdo 2.1 Uma superficie S C R® é chamada de superficie de translacdo se esta
pode ser descrita localmente como a soma Y(s,t) = «(S) + B(t) de duas curvas espaciais
x:ICR—R3epB:JCR—RS.

Observacao 2.2
Sobre a Definicdo 2.2 temos as seguintes observagoes.

1. Ascurvas « e 3 sdo chamadas de curvas geratrizes de S.

2. No caso onde x e [3 s@o curvas planas contidas em planos ortogonais, a superficie
de translacdo € dita do tipo planar.

3. O nome de superficie de translacdao se deve ao fato de que a superficie € obtida
pela translacdo de « ao longo de 3 (ou vice-versa, pois os papéis de o e 3 podem
ser trocados) e, portanto, todas as curvas coordenadas com s = constante sdo
congruentes por translacdo (de maneira similar para as curvas coordenadas com

t = constante).

Podemos considerar um primeiro exemplo para superficies minimas (H = 0),
Scherk demonstrou em 1835 que as unicas superficies minimas com curvatura Gaussiana

nao nula do tipo z = f(x) + g(y) para duas fungdes suaves f e g é

1

2(x,y) = < log costay)

cos(ax)

onde a é uma constante distinta de zero. Uma superficie z = f(x) + g(y) pode ser vista
como a soma das curvas planas x — (x,0,f(x)) e y — (0,y,9(y)). Portanto, a superficie
de Scherk € a tnica superficie de translacdo minima com curvatura Gaussina diferente de

zero (K #0) do tipo planar, ver fig. 2.1.

1 1
Figure 2.1: P(x, y) = (x,0, - log | cos (ax)|) + (0, y, 2 log |cos (ay)|), a>0

Outros exemplos de superficies de translacdo que satisfazem a condigdo de ter a

curvatura Gaussiana constante (CGC) ou curvatura media constante (CMC) sao:
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Exemplo 2.1 (cilindro reto) O cilindro reto é uma superficie de translacdo com cur-

vatura Gaussiana e (K = 0) e curvatura média constante diferente de zero (H #0).

Figure 2.2: {(u, v) = (cosu,sinu,0) +(0,0,v), 0 < u < 27

Exemplo 2.2 (Superficie cilindrica) O plano é um tipo de superficie cilindrica que tem
curvatura Gaussiana e curvatura média constante (K = H=0). E em geral, as superficies

cilindricas tém curvatura Gaussiana Constante (K = 0).

Figure 2.4: Superficie Cilindrica Geral
Figure 2.3: V(u,v) = Po+ uWq + viN,

Observacao 2.3 Por superficie cilindrica queremos dizer uma superficie regrada cuja
diretriz estd contida em um plano e as geratrizes (retas) sdo paralelas a uma direcdo fixa

em RS,

O problema de classificacdo de superficies de translacdo com curvatura Gaus-
siana constante K é menos conhecido, no entanto, podemos encontrar na literatura o pro-

gresso desse problema.

1. Se « e 3 estdo em planos ortogonais, as Unicas superficies minimas de translagdo
s@o os planos e a superficie de Scherk [19].

2. Se o e [3 estdo em plano ortogonais, a Unicas superficies de translagdo com
curvatura média constante sdo os planos, a superficie de Scherk e os cilindros

circulares [15].
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3. Se « e [3 estdo em planos ortogonais, as Unicas superficies de translacdo com
curvatura Gaussiana constante (K = 0), s@o as superficies cilindricas [15].

4. Se as duas curvas « e 3 sdo planas, as unicas superficies minimas de translacio s@o
os planos ou as superficies que pertencem a familia de superficies de Scherk [4].

5. Se somente uma das curvas o« ou 3 € plana, ndo existem superficies minimas de

translacao [4].

Observacao 2.4 Recentemente, Lopez e Hazanis [12] provaram que, As superficies
cilindricas sdo as unicas superficies de translacdo em R® com curvatura Gaussiana
constante . Respondendo ao problema inicial de classificar todas as superficies de

translagdo com curvatura Gaussiana constante.

O resultado a seguir, sem qualquer hipdtese sobre as curvas « e 3, classifica as

superficies de translacdo com curvatura Gaussiana K constante.

Teorema 2.5

1. As tnicas superficies de transla¢do com curvatura Gaussiana nula (K = 0), sdo as
superficies cilindricas.
2. Ndo existem superficies de transla¢do com curvatura Gaussiana constante ndo nula

(K #0), se uma das curvas geradoras é planar.

Prova.
Suponha que a superficie S seja a soma de duas curvas «(s) e (3(f). Localmente,

oc e B sdo gréficos sobre os eixos coordenados de R3. Pelo que podemos supor,

o(s) = (s, (), f2(s)), sEICR, e B(f) =(g1(t),1,g2(1)), teJCR

para certas fungdes fi, 2, g1 € go. Observe que, se substituimos as fungdes f; ou g; por uma
constante aditiva, a superficie muda por uma translacio do espaco Euclidiano. E portanto,
no que se segue, consideramos essas fungdes a menos de constantes aditivas. A curvatura

Gaussina em coordenadas locais X = X(s, t) se escreve como

_In—n?
~ EG-F?

onde {E, F, G} e {/,m,n} sdo os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais

2-1)

em relacdo a X, respectivamente. No nosso caso, a parametrizacdo de S € X(s,f) =

o(s) + (), assim

XS = OC/(S) = (1 s f‘I/: f2/)! Xt = B/(t) = (gga‘lagé)’ XSS = (Os f//! f2//)’ XH = (g4/1ovgg)s XSt =0.



2.1 Superficie de Transla¢do 40

Calculando a normal obtemos

N= =
H Xs/\Xt || || Xs/\Xt ||

(f1g2—f2, g1f2_92= 1—f1g1),

onde

| Xs A X ll= 1/ (gh — )2 +(91 — 92+ (1 — fig})2.

Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E=1+(f)2+(£)2 F=dg,+f +Hgs, G=1+(g})?+(gh)?,
e da segunda forma fundamental
) (916 — 9o) + B/ (1 —f{d})
Vg — 52+ (915 — 9ol + (1 — f{g})?’
m=0,
) 91(figs — )+ 95 (1 — f1g)
V(H gy — B2 +(dif— gh)2+(1 —f{gf)?

e como, || Xs A X; ||?= EG— F?, o célculo de K nos leva a

_ g — Ko+ gy — HVigs — gl + F1(g 0 — 01 gp))
[T+ (H)2+ (U1 + (9P + (@3)°1 — (0 + 1] + B3P

(2-2)

2.1.1 CasoK=0

Como k =0, de (2-1) temos que / = 0 ou n= 0. Suponha sem perda de generalidade
que /=0 (se n=0 o argumento € similar). Deste modo temos,

I=f —fg+gi(fi b —ff)=0. (2-3)

Entao, temos varios casos a considerar.

1. Assuma f1” = 0. Entdo, f1/ =ae fi = as, para a € R, entdo substituindo em (2-3)
teremos, f?:/(1 — ag;) =0.

(a) Se f2” = 0, entdo fé =be fh=bs, para b € R. O que implica que a curva
(S) = (s, as, bs) € uma reta e portanto, a superficie € uma superficie cilindrica

cuja diretriz € a curva 3.
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1 / 1 t
(b) Sef, #0,entdo a¥0e g, = 2 o que implica g1 = e Entao, x(s) = (s,as, i(s)) e
t
B(t) = (;, t, 9o(t)). Observe que o e 3 satisfazem a equacao do plano ax —y =0,

. t . . .
portanto a superficie X(s, t) = (s+ p as+t, f>(s)+go(t)) também esta contida no

mesmo plano.

2. Assuma f1H #0e g;/ = 0. Entdo, g; =ae gy = at, para ac R e de (2-3) temos

"

fop —gofy +a(fi b —fif)=0

ou seja,
9o = 7 .
f1

(2-4)

O lado esquerdo da equagdo depende de s enquanto que o lado direito depende de
t, entdo concluimos que as duas funcdes em (2-4) devem ser iguais a uma mesma
constante b € R. Em particular, g = bt. Agora, a curva 3(t) = (at, t, bt) € uma reta e
a superficie € cilindrica com a curva o« como diretriz.

Note que sob estas condicdes, a equagdo (2-4) nao oferece mais informagdo sobre
acurva «.

3. Assuma f1H g;/ # 0. Derivando (2-3) com relagdo a t temos,

n-n / s

—f g+ 91l —1fi1)=0.
Entao,

" /s 7
9 _fh—fih
= 7 :
94 fi
Com o mesmo argumento utilizado acima, concluimos que existe uma constante

a € R de modo que

/ 1

agy = 9e-

Neste caso temos que,
gy 9 94
det([ﬁ’ B 5”’}): 1 0 0
9> agy ag

!

=g:-0—g;(agy )+9g; (ag;) =0,

o que implica que a torsdo de 3 € identicamente nula, isto prova que 3 € uma curva
plana.

Agora, voltando para o inicio da demostragdo, suponhamos que 3 estd contida no
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plano yz (ou equivalente, gi = 0), entdo a curvatura Gaussiana fica

1 "7 1
K - (b, =1 9,)9,
- /

7 7 7 77 =0.
((1+(F)2+ (R (1 +(9)2) — (f; + 1,90)?)?

Isto é,

/! I/ 1
(f, =11 92)9, = 0.
(a) Se gg = 0, entao g; =ae gp = at para a € R. Portanto g» € linear, e conse-
quentemente [3(t) = (0, t, at) € uma reta, provando assim que S é uma superficie
cilindrica com a curva « como diretriz.

(b) Se g/2/ #0, entdo fZH — f1”g/2 =0 e como f1” #0 entdo existe um a € R tal que,

f//
2 /
7 = a=g2,
1

. 7 © o~
e assim, g, = 0, 0 que leva a uma contradigdo.

Caso K #0

Seguindo as mesmas idéias que em [4] distinguiremos dois casos: no primeiro,

assumiremos que as duas curvas sdo planas, e no segundo, que sé uma das curvas € plana.

1. Caso no qual « e 3 sdo curvas planas. Pelo resultado de Liu [15], consideraremos
apenas o caso em que as curvas « e 3 ndo estdo em planos mutuamente ortogonais.
Note que, se as curvas estdo em planos paralelos, a superficie de translacao € um

plano ou uma regiao do plano.

Sem perda de generalidade, podemos supor que « se encontra no plano xz e 3 no
plano de equagdo xcos 6 — ysin® =0 com cos 0, sin® #0. entdao, x e 3 se escrevem
como

(s) = (s, 0, f(s)), [B(t) = (tsin®, tcos B, g(t)),

com f e g sendo fungdes suaves em s e t, respectivamente. Calculando K temos

C032 ef//g//

(f2+ g2 +cos?0 —2sin0f'g')2
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Observe que o denominador sempre é diferente de zero, pois

2+ g% +cos?0 —2sinBf g’ = (f')2 — 2 g'sin0 + (¢')?sin® 0 + (¢)% — (¢)?sin® O + cos? O
= (f' — ¢'sin0)? + (g")?(1 — sin®0) + cos® O
= (f' — g'sin0)? + (g’)? cos? O + cos? O
40,

ja que cos® # 0. Continuando com a demonstragdo, observe que K # 0 implica

", g" #0. Derivando em relacio a s e a t obtemos respectivamente,

cos?0f"g" = 4K(f"? + g’ + cos® 0 — 2sinOf g)(f' " —sin0f"g)
cos?0f"g" = 4K(f? + g" +cos? 0 — 2sin0f'¢')(g'g”" —sinBF g").

Usando o fato de f gN 0, temos

nen o

cos’0f g = cos’Of g
(f/f//_Sinef//g/) - (g/g//_sinef/g//)'
Entdo
111 . g/// , . ,
f/—lz(g’—smef’)= ﬁ(f —sin0g’). (2-5)

Derivando com relacdo a s, obtemos

! / 1! g///
(f,—,z) (g’ —sin0f')+ (W) (—sin0f") = (ﬁ) ().
Agora derivando com relagdo a t temos
11! / Y g/// / .
() (&)

Portanto, dividindo por /g”, temos

1 / 1 g/// / 1

) \7)=\g2) \&7)
Assim, temos uma identidade de duas funcdes onde uma depende de s e a outra

depende de t. Logo, ambas funcdes sdo iguais a mesma constante a € R,

! ! g/// /
(=) =o' (5a) -

Logo, exitem constantes b, ¢ € R tais que

f/// 11
<f/—,2> = af’ +b, (%) =ag +c.
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Substituindo em (2-5), obtemos
(af' +b)(g' —sinOf') = (ag + c)(f —sin0),

ou ainda

asin0f2 + bsinOf +cf = asin0g’? + csin0g’ + bg'.

Novamente, temos uma identidade de duas funcdes, uma depende de s e a outra

depende de t. Entdo existe uma constante A € R, tal que
asin®f? + bsinOf +cf = A, asin0g’?+csindg’ +bg’ = A.

Isto implica que fe g/ sdo constantes, o que contradiz nossa hipétese de f gN #0.
2. Suponha que & é uma curva plana e 3 nao estd contida num plano. Fazendo uma

mudanca de coordenadas, podemos supor

(X(S) = (S,O,f(S)), B(t) = (g1(t),t,g2(t)),

para funcgdes f , g; e go suaves. A contradicdo ocorrera demostrando que 3 é uma
curva plana. Por esta razdo, observe que {3 € uma curva plana se e sé se sua tor¢ao
¢ nula para todo t, isto é det([p’(t), " (t), " (t)]) = 0, para todo t, ou de modo

equivalente,
nn 7l

g1 9> —919. =0. (2-6)
Calculando K obtemos,

(g4 — 9}

K= :
(1+ 9% + 12+ 292 — 2f g} g})?

2-7)

Como K #0, temos que £ # 0. Deste modo, movendo f” ao primeiro membro na
equacdo acima obtemos uma fun¢do que depende somente da varidvel s. Portanto a

derivada com respeito a t do lado direito € zero, o que nos da

! I " ! ]

AF gy — ) gi — b)) — (F g — g8 (1 + F2(1+ gfF) — 2f g g + g¥) = 0.

Para cada t fixo, podemos ver esta expressdo como uma equagdo polinomial sobre
/ . ~ . .
f (s) e, portanto, todos os coeficientes se anulam. A equagdo anterior pode ser escrita

de maneira precisa como

3
Y An()f'(s)" = 0.
n=0
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O calculo dos A, nos da:

! 12

Ao =(1+92)95 —4dhah

! 112 /2) /" v/

A1 =8910505 +49192° — (1+05)91 — 2919535

! "2 1 v/ /) /1

Ax=—891019> —491°9>+2919,97 — (1 +942)92

! 112

As = —(1+dP)g! +49,g]?.

De Ap =0e Az =0 obtemos para /= 1,2,

(1+g2)g]" —4g/g/” = 0. (2-8)
Entao,
9" _499/
g’ 1+g?

Intengrando esta expressao temos,

% 4glq!
9pdt= [ 299 ar,
1+g

i i

fazendo h(t) = g/, a integral fica

h”dt 2 / 2hi dt
W 1+h27 "7
entao

InA =In(1+H?)2+InA, A >0,

assim
g’ =N(1+gP2 Ni>0,i=1,2 (2-9)

Em particular de ( 2-8),
g/" =47 gi(1+g°)°.

Antes de continuar com a informacdo obtida até o momento, reescrevemos a
condi¢do (2-6) que deve satisfazer (3 para ser uma curva plana. Em termos de g

e g, e usando (2-9), a equagdo (2-6) é equivalente a

AMgi(1+9P) —Aagh(1+9%) = 0. (2-10)

/! /1

A partir dos dados obtidos para g;' e g;’, subtituimos nos coeficientes Ay e Ay.

Depois de algumas manipulagdes, a identidade Ajgh(1 + gi?) + Asgi(1 + g#) = 0
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simplifica em

A1 gh(1+92) + Aagh (1 + A1, (1 + gi3) — Aagh(1+92)] = 0.

Se o colchete direito é zero, entdo [3 € plana por (2-10) e obtemos uma contradi¢ao.
Se o primeiro colchete € zero, entdao
}\ /
2 _ N9

Tegy = =5 g 1+ a0

Colocamos esta informacdo junto com (2-9) no coeficiente Ay, € obtemos que

A1 =0, é equivalente a identidade
g+ 05 +9¢ + 95 +29{g5 =0.

Entdo, gi = g2 = 0.0u seja, a curva € planar, obtendo novamente uma contradi¢ao.

isso finaliza a prova do Teorema 2.5.

O

Observe que quando K = 0, fornecemos uma classificacdo completa C.G.C. de
superficies de translagdo e, para K #0, estendemos o resultado dado [15] para superficies
de translacdo C.M.C.

2.2 Superficie Homotéticas

Um segundo tipo de superficie de nosso interesse s@o as superficies homotéticas,
onde substituimos o sinal + na definicdo de uma superficie de translacdo z = f(x) + g(y)

pela operacdo de multiplicacdo. Em seguida, definimos esta classe de superficies.

Definiciio 2.6 Uma superficie S C R3 é chamada homotética, se esta é o grdfico de uma

fungdo z = f(x)g(y), onde f: ICR — R e g:J CR — R sdo fungéoes diferencidveis.

Até onde sabemos, a primeira abordagem desse tipo de superficie surgiu em
1992, quando Van de Woestyne estudo o problema de encontrar superficies minimas ho-
motéticas ndo degeneradas no espago de Lorentz-Minkowski L2 em [22]. Posteriormente,
alguns autores tém considerado superficies minimas homotéticas em espacos Euclidianos

e espacos semi-Euclidianos [13, 23].

Nosso primeiro resultado estd relacionado com as superficies minimas. Van

Woestyne em [22] provou que no espaco L3, as tinicas superficies minimas homotéticas
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sdo planos e helicéides. No final de [22], o autor afirma que, com pequenos ajustes na
demonstragio, é factivel obter um resultado andlogo no espaco Euclidiano R3. Neste

estudo, introduzimos uma abordagem distinta para comprovar esse resultado.

Teorema 2.7 Os planos e os helicoides sdo as unicas superficies minimas homotéticas

no espaco Euclidiano.

Prova. Assuma que S é uma superficie homotética que € o grifico de z = f(x)g(y) e seja
X(x,y) = (x,y,f(x)g(y)) a parametrizacdo de S. Temos que

Xy =(1,0,7'g), X, = (0,1,7g), Xux = (0,0,7"g), X,y = (0,0,7g"), Xxy = (0,0,7'd).

Calculando a normal obtemos

Xy AN X 1 / /
N= = (~fa.-1g.1). 2-11)
X AXy | [ XA Xy |
onde
I XA Xy =/ (F'9)2 +(fg')? +1.
Logo, os coeficientes da primeira {E,F,G} e segunda formas fundamentais
{I,m,n} sdo:
E=1+(fg? F=ffgdg G=1+(fd) (2-12)
f//g
" V(FgP (g +1
f/ /
m= J , (2-13)
V(TGP +(fg? +1
f !
n= g .
V(9P +(fg')? +1

Assim, calculando H obtemos:

1En—2Fm+ Gl
"2 EG-F?
1(1+(f'9)?)fg" —2ffg'gf' g’ + (1 +(fg)?)f"g
2 (Fg)2+(fg)2+1
= 0.
Isto implica que,
(1+(fg)®)fg" —2ff2gg? + (1 +(fg")?)f"g = 0. (2-14)

Como os papéis de / e n em (2-14) sdo simétricos, entdo vamos discutir apenas

os casos de acordo com a fung¢do /. Distinguimos varios casos.
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1. Caso f' = 0. Entdo f(x) = A, A € R, e de (2-14) teriamos que fg” = 0. Deste modo
(a) Se f=0, S ¢é um plano horizontal de equacdo z = 0.
(b) Se g’ =0, entdo g'(y)=ae g(y) = ay + b para a, b € R. Logo, nossa parametriza¢io
X(x,y) = (x,y,A(ay + b)) é do plano de equacdo Aay — z = Ab.
2. Caso f" =0 com f #0, e pela simetria g’ #0. Entdo f(x) = ax+ b para a,b € R, a#0.
Agora (2-14) se reduz a,

(ax +b)g"(1+a°g?) — 2(ax + b)a’gg™® = 0,

ou
—24%g9?+4d"(1+a°9%) = 0.
Entao, ., .
9 299
9 1+a?g?

Integrando temos,

g’ / > gd
—dy= | 28"———ady,
/g’ Y 4 1+a?g? Y

d . [d 2
/d—y(lng)dy—/dy(|n(1+329 )dy.

ou seja

Assim

Ing’ =In(1+a°g°)+c, ceR.

Logo, temos que existe k € R* tal que In(k) = ¢, donde
Ing’ =In(1 +a?g?) +In(k).

E portanto,
g = k(1+a°d?).

Resolvendo a EDO, temos:

gw)
/1+a292(y)dy=/kdy’

fazendo u = ag(y) e du = ag’(y)dy temos
1/ 1 du—k/d
al 1+u2 v

arctan(ag(y)) = aky +d,

assim
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onde d € R. Portanto, 1
9y) = ~tan(aky +d),
para k > 0 e y num dominio apropriado.

Resta apenas concluir que a superficie obtida é um helicéide. Neste caso, a

parametrizacdo de S é,

X(x,y) = (x,y,f(x)g(y)) = (0,y,bg(y)) + x(1,0, ag(y))

O que indica que a superficie é regrada. Mas € bem conhecido na literatura que as
tinicas superficies minimas regradas em R® sdio planos e helicéides [1] e como g
ndo € uma funcdo constante, S deve ser um helicoide.

3. Caso " #0. Vamos provar que este caso ndo é possivel. Por simetria na discussao

do caso, também supomos g” #0. Se dividirmos (2-14) por ff>gg’? temos,

f// f//f g// gg//
g2t m T2t ggr T g2

f/l .1 f//f 1 /! /!
(7)) (3)-= () (22)-(5)-
ff g f f foo] g

Derivando com respeito a x e depois com respeito a y, obtemos

f// / 1 / 1 / g// /
(F) (g—) (T) (a) =0 1)

Como f’g" #0, entdo podemos dividir (2-15) por

) (%)

/ /
f// 1 g// 1

2 ;= /

ZAORACAY
f/2 /2

g

=0,

isto €

e concluimos que

Logo, como o lado direito depende sé de y e o lado esquerdo de x, entdo, existe

uma constante a € R tal que

(%) - (Z)
— ) ——=a=— _—
/ !/
ffIZ (1_> gg/2 (L)
f12 2

g/

Portanto, integrando as equagdes acima, temos que existem constantes b, ¢ € R tais
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que,

! a g// —a

w2 th g T e to

ou
" = fla+bf?), g"=—gla+cg?). (2-16)
Levando em consideracdo (2-16), substituimos ’ e g’ em (2-14) donde obtemos

(a+bf?)(1+2g"%) —2(f2g?) — (a+cg®)(1+f%g%) = 0.

f/2 12

Dividindo esta dltima por , obtemos

g

a 1 5 a 1 >
<ﬁ+b> (F-’-f > —2— (?+C) <f/—2+g ) =0.

Ou seja,
a af b a ag® c 5
—flzg/z +f/—2+?+bf =2+ 7242 +?+f72+cg .
Assim,
b—ag? , Cc—af?

bf? +2.

g2 —cg 2
Usando novamente o fato de que um lado da equagdo depende de x e o outro de y

respectivamente, temos que existe A € R tal que

2

b— ag _c—af

2 2
72 —cg - =A= 72 — bf* +2,
isto €,
_ af? _ an2
2 _ i, g% = bi_ (2-17)
A+bf2 -2 A+cg?
Derivando a equacdo acima com respeito a x temos
ofl 1 _ —2aff'(A + bf?> — 2) — (c — af?)2bff’
(A+bf2 —2)2 ’
o f(a(A —2)+cb)
aA—2)+c
/= — . 2-18
A+ bf2 —2)2 (2-18)
Analogamente, derivando (2-17) com relacdo a y obtemos
A
"_ _g(a +cb) (2-19)

(A+cg?)?”
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Vamos comparar estas expressdes de f/ e g’ com as obtidas em (2-16) e substituir

f"2 e g’? pelas obtidas em (2-17) e assim obtemos,
_ af2 _
t( asb c—af =_f(a()\ 2)+cb)’
A+bf2—2 A+ bf2 —2)2

(@A —2)+ch)(A+ bf? —1) = 0. (2-20)

ou

Do mesmo modo,

b— ag? g(ah +cb)
o(are(3eip) ) = Boeor

(a\+cb)(A+cg® —1) =0. (2-21)

ou

Vamos agora discutir todas as possibilidades de (2-20) e (2-21).

(a) Se a(A—2)+cb)=aA+cb=0,entdo a=0e cb=0. Entdo de (2-18) e (2-19)
temos que f/ = 0 ou g” = 0, uma contradig@o.

(b) SeaA—2)+cb=0ec=A—1=0, obtemos que a=0. E de (2-19) nés temos
que g” = 0, uma contradigio.

(c) SeaA+cb=0eb=A—1=0, entdo a=0 e de (2-18) temos que f’ = 0, uma
contradicao.

(d) Se b=c=0c¢e A =1, da expressio de f2 e g’ em (2-17), temos 2 = af® e
9"? = —ag?, que implica a = 0. Entido em (2-18) e (2-19) temos f’ = g" = 0,

uma contradi¢do novamente.

Observacao 2.8 O Helicoide homotético ao qual fazemos referéncia neste resultado é o

dado pelo grdfico da fungao,
z(x,y) = (x+b)tan(cy + d)

comb, c,deRec+#0.
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Figure 2.5: z(x,y) = xtan(y), x e Re =3 <y < 7.

O préximo resultado considera superficies homotéticas no espago Euclidiano

com curvatura Gaussiana constante, obtendo uma classificacdo completa.

Teorema 2.9 Se S é uma superficie homotética no espago Euclidiano R® com curvatura
Gaussiana constante K, entdo K = 0. Além disso, a superficie é um plano, ou uma

superficie cilindrica ou uma superficie cuja a parametrizagdo é dada por:

1. z(x,y) = ae®™*%  com a, b, ¢ > 0.
2. z(x,y)=(b—n’;+d)m( <Y +e)1_mc0mb, c,d,ecReb#c#0, m#0,1

m—1

Prova. Usando os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental calculados em
(2-12) e (2-13), a expressdo de K para a superficie X(x,y) = (x,y, f(x)g(y)) € dada por,
f g ! g// o f/2 g/2

K= (1+12g2 4+ f2gl2)2° (2-22)

(1) Se K = 0, entdo
" g g// _ f/2 g/2. (2_23)

Dado que o papel das funcdes f e g sdo simétricos em (2-23), entdo discutiremos

os diferentes casos de acordo com a fungdo f.

1. Caso f' = 0. Entdo f é uma func¢do constante (f(x)=xp) € a parametriza¢do da
superficie é escrita como X(x,y) = (0,y,x09(¥)) + x(1,0,0). Isto significa que S é
uma superficie cilindrica cuja diretriz estd no plano xy e a geratriz (reta) € paralela

ao eixo X.
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2. Caso " =0e ' #0. Agora f(x) = ax+b, com a, b € R, a0, Além disso, (2-23)
implica que ¢’ = 0 € g(y) = yo é uma fung¢do constante. E, neste caso, S € um plano
de equagdo z = yp(ax +b).

3. Caso f” #0. Pela simetria nos argumentos, temos g’ #0. A equacdo (2-23) escreve-
se,

ff// gl2
Como em cada lado da equacdo as fun¢des dependem de uma varidvel, ao esquerdo
de x e a direita de y, entdo existe a € R tal que,
ff// g/2
=% gg"
Uma integracdo direita implica que existem b, ¢ € R tal que,

fl/ f/
foof
integrando esta equagdo, obtemos

d d
/a(lnf)dx=a/a(|n(f))dX,

ou seja
Inf = In(bf?),

onde b € constante. De modo similar, da equagdo

)

Q |Q

/"
a% -

obtemos
/

1
In(g’) = In(cga),
onde c ¢é constante. Portanto,

f=bf? e ¢ =cga.

(a) Caso a=1. Entao,
f/ g/
7dx= bdx e Edy: cdy,

In(f)=bx+cy, e In(g)=cy+cy, 1, o €R.

onde
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Logo,
f(x)=pe™ e gly)=qe”, p, g>0.

Portanto,
z(x,y) = xe™*¥  «, b, c>0.

(b) Caso a#1.

Fazendo u = f, entdo du = f'dx e v = g entdo dv = g’dy, donde obtemos:

f=bf2 g = cg%,

1 1
/—du:/bdx, / 5 dv=/cdu,
Ua V(g)

0o que encontramos

ou

u=[(1—a)bx+c)]E e v= [(a:) (cy+02)] o
Portanto
A a—1 a1
f(x)=((1—abx+p)’-a e gy)= KT> cy+a]

para p, g € R. Agora, ao fazer m= (11Ta)’ obtemos

bx m cy 1—m
Zx.y) =\ +P ——1td

. Com isto concluimos o caso em que K = 0.

(ii) No caso K #0, faremos a prova por contradi¢do. Assumimos a existéncia de
uma superficie homotética S com curvatura Gaussiana constante K = 0. Observemos a
simetria da equagdo (2-22) sobre f e g. Se f =0 ou f' = 0, entdo (2-22) implica que K =0,
0 que ndo € nosso caso. Se /=0, entdo ' =ae f(x) = ax+b, com a, b € R, a+0. Entdo,
(2-22) se escreve,
KI(1+a°g% +(ax + b)*g’*F = —ag?

ou

K[1+2a°g% + a*g* +2(1 + &2 g%)(ax + b)?g"? + (ax + b)* g1+ 8°¢/? = 0.
Esta é uma equacdo polinomial sobre x de grau 4 porque K # 0. Entdo o coeficiente lider,
ou seja, Ka*g’*, deve se anular. Isso significa que g’ = 0 e (2-22) d4 agora K = 0, uma

contradicao.
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Assim f” 0. Pela simetria usaremos 0 mesmo argumento com g, entdo também

supomos g” #0. Em particular, fgf'g’ #0. Entdo, escrevemos (2-22) como
K(1+f2g% +2g’%)? — fgf"g" + 24 = 0. (2-24)

Isto €, 1 1

|n((1 + f/2g2 + fzg/2)2 + _f/2g/2) — In(_fgf” //).

K K
Derivando primeiramente com relacio a x,
9 22 222 1 7+

aln((1+f g +f g ) +Rf g )=T

E derivando agora com relagdo a y, obtemos

2

oxQy

’
In((1+ 2%+ f°g%)? + Kf’2g’2) =0.
Isto implica,

(f/29/2 + KDZ)(f//g// +2K(D(f//g+ fg//) + (fg/2 + f//QZ)(f/2g+ fzg//)))

(2-25)
_( //g/2+2KD(fg/2 + f//g))(f/zg//+2KD(f/2g+ f2g//)) — O,

onde D = a+f"? g2 +f2 g 2. Por outro lado, derivando (2-24) com respeito a x, temos:
2K(1 + f/292 + f2g/2)(2f/f//g2 + 2ff/g/2) _ gg//(f/f// + ff///) +2f/f//g/2 — 0’

ou seja,
4K D(fg” + g%+ 2f 19> — (" + ") gg" = 0. (2-26)

Logo, da relagdo (2-24) obtemos g’ como

. KD? + 292
fgf'

Substituindo esta dltima, primeiro na equagdo (2-25) e depois na equacio (2-
26), obtemos duas equagdes Pi(f,f, ", f",9,9") =0 e Po(f,f',",f",g,9') = 0. Vemos
ambas expressdes como dois polindmios em g’. Como eles tém uma solugdo comum
g’, entdo sua resultante se anulard. O célculo para sua resultante fornece um polindmio
em g com coeficientes dependendo de f e suas primeira, segunda e terceira derivadas.
Tomando os coeficientes identicamente nulos, obtemos um sistema de equacgdes para f e

suas derivadas. Estamos interessados apenas no coeficientes lider, ou seja, aquele para g2
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que deve ser nulo. Isso é equivalente a

Isso implica f’2 — ff = 0, entdio f? = ff e integrando, obtemos

f/ f//
7dX=/7dX

ou
In(f) +In(&) = In(f), & > 0,
portanto
f/
&= r

Integrando novamente, obtemos
f/
/ 7dX = / adX s

In(f) = Ex+m, n € R.

ou seja

Logo,
f(x) = ce™.

Finalmente, provaremos que isso dd uma contradi¢do. Substituindo este valor de
f em (2-24), obtemos

K+C2(2£2ng+(£,2+2K)g/2 - E'2gg//)ezax+C4K(£2g2+gl2)2)e4éx =0.

Esta é uma expressdo é uma equagdo polinomial sobre e%*. E assim, os coefi-
cientes se anulam. Isto implica K = 0, uma contradic¢ao.
OJ

Concluiremos esta secao apresentando duas superficies homotéticas com cur-

vatura Gaussiana nula dadas pelo Teorema 2.9.

Exemplo 2.3 Para o item 1, escolhemos a=2 e b=c=1. A superficie é z(x,y) = 2",
ver Fig. 2.6.

Exemplo 2.4 Para o item 2, escolhemos b=c=1, d=e=0e m=2. A superficie é
2

zZ(x,y) = :—y para 'y #0, ver Fig. 2.7.
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Figure 2.6: z(x,y) = 2e**

X2
Figure 2.7: z(x,y) = E

2.3 O Caso Lorentz-Minkowski 1.3.

Considerando o espaco de Lorentz-Minkowski I3, ou seja, R® equipado com a
métrica (dx)? +(dy)? — (dz)2. Uma superficie imersa em L3 é chamada de ndo degenerada
se a métrica induzida em S ndo for degenerada. A métrica induzida pode ser de apenas
dois tipos: definida positiva, e a superficie ¢ chamada de spacelike, ou uma métrica
Lorentziana, e a superficie € chamada de timelike. Para ambos tipos de superficies, a
curvatura média H e a curvatura de Gauss K estdo definidas e t€m as seguintes expressoes

em coordenadas locais X = X(s, t):

b 1 1G—2mF+nE K e/n—m2
2 EG-F2 - EG-F¥
onde € = —1 se S & spacelike, € =1 se S é timelike. Aqui consideraremos {E,F,G} e

{I,m,n} os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental em relagdo a X, re-
spectivamente. Para mais detalhes, o leitor pode consultar a referéncia [16]. Novamente,
questionaremos sobre superficies de transla¢io e homotéticas em L3 com curvatura mé-

dia constante e curvatura Gaussiana constante. Lembre-se de que a propriedade de uma
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superficie ser uma superficie de translacdo ou uma superficie homotética ndo se origina
da métrica, mas sim da estrutura afim de R3 e pela multiplicag¢do de fun¢des reais de R.
Generalizamos os resultados obtidos nas secdes anteriores para superficies ndo degener-

adas em IL3. As demonstragdes sdo similares e omitiremos os detalhes.

2.3.1 Extensao do Teorema 2.5

Assuma que S é uma superficie de translagcdo. O calculo de K é

_ (f, =1 9o+ 94(fy b — [6,))(9 — 691 +£,(91 9o — 9192))
(1+ (f1)2 - (fz)z)(1 +(9; )2 — (92)2) —(fi+9; — 292)2)2

Se K =0, entdo o numerador coincide com o de (2-2), porém a demostracdo é
similar e a conclusdo é a mesma: que S é uma superficie cilindrica. No caso de K #0,
o resultado afirma que, sob a mesma hipdtese, ndo ha mais exemplos. Assim, discutimos
0s casos em que « e [3 estdo em dois planos ndo ortogonais e quando uma das curvas é

plana. No primeiro caso, a expressdo de K é

0032 of" g//

(—f2 — g2 +cos20 +2sin0f'g')2’

A prova funciona da mesma maneira que no caso Euclidiano. No segundo caso,

f//(gg_ f/g‘II/)
(1 _gé2 o f/2 _ flzng +2f’949§)2'

K=—

Novamente, a prova é semelhante porque podemos mover f” para o lado esquerdo, derivar

em relagd@o a t e observar que aparece uma expressao que é um polindmio na fungéo .

Observacao 2.10 A extensdo do Teorema 2.7, como jd mencionamos na secdo anterior,

este resultado foi provado em [22].

2.3.2 Extensao do Teorema 2.9

Suponhamos agora que S € uma superficie homotética e estudamos aquelas
superficies com curvatura Gaussiana constante. Se S € spacelike, entdo a superficie é

localmente um grafico no plano xy e S é escrita como z = f(x) + g(y). A expressdo de K é.

" f’2 2

faf'g g
- (1— f/zgz _ fzg/z)z’

com 1—12g>—fg?>o0.
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Se S € timelike, entdo a superficie € localmente um gréifico no plano xz ou
no plano yz. Sem perda de generalidade, supomos que a superficie € escrita como
x = f(y)g(z). Agora, a curvatura de Gauss K é

f gf// g// . f/2 g/2

2
=T {1 Pg?_2g) com 1+f°g

12 o f/292 < 0

Devido a que ambas expressdes sdo as mesmas que em (2-22) e os argumentos
s30 0s mesmos que no espaco euclidiano, apenas fornecemos as afirmagdes. Se K #
0, entdo ndo existem superficies homotéticas (spacelike ou timelike) com curvatura
Gaussiana constante K. Se K = 0, entdio fgf’g"” — f?g’? = 0, que é o mesmo que (2-23).

Portanto, a conclusio é:

(a) A superficie € um plano ou uma superficie cilindrica cuja diretriz esta contida em
um dos trés planos de coordenadas, e as retas sdo ortogonais a este plano.

(b) A func¢do z = f(x)g(y) estd em conformidade com o Teorema 2.5, nos itens 1) e 2).



CAPITULO 3

Superficies Separaveis Com Curvatura

Gaussiana Constante.

Neste capitulo, estudaremos as superficies separdveis, ou seja, aquelas que
podem ser expressas por meio de uma equacdo implicita do tipo f(x) +g(y) + h(z) = 0, onde
f, g e hsdo funcdes reais de uma varidvel. Nosso objetivo serd fornecer uma classificacao
completa de todas as superficies separdveis com curvatura Gaussiana constante, obtendo
parametrizacdes explicitas dessas superficies. A classificacdo dependerd do valor da
curvatura Gaussiana ser zero ou nao.

A motivacdo para estudar este tipo de superficie surge da teoria cldssica das
superficies minimas. Historicamente, podemos identificar duas superficies minimas sep-

araveis:

1. O Catenéide (cosh(z))? = x® + y?, é a rotacdo da catendria em torno de um eixo
apropriado, este gera a esta superficie de drea minima. Essa forma € assumida por
uma pelicula de dgua e sabdo limitada por dois circulos, como demonstrou Euler
em 1744, ver Fig. 3.1.

Figure 3.1: cosh?(z) = x? + y?

2. O Helicoide tan(z) = ;, que foi descoberto em 1776 por Meusnier, ver Fig. 3.2.

Durante muito tempo, esses foram os unicos exemplos conhecidos (além do

plano) de superficies minimas. S6 em 1835, Scherk encontrou novos exemplos e estas
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Figure 3.2: tan(z) = E

novas superficies eram do tipo z = ¢(x) +(y) onde ¢ e 1 sdo duas funcdes reais [19].
Mais tarde, Weingarten abordou o problema de classificar todas as superficies minimas do
tipo f(x) +g(y) + h(z) = 0 e encontrou uma ampla familia de superficies [24]. No meio do
século passado, Fréchet aprofundou o estudo dessas superficies obtendo exemplos com
parametrizagdes explicitas [7, 8]. Em [18, II-5.2], o leitor pode encontrar uma descricao
dessas superficies.

Introduzimos a seguinte terminologia. Seja R® o espaco Euclidiano tridimen-
sional, isto €, o espaco vetorial tridimensional real R3 dotado da métrica Euclidiana
(,) = dx? + dy? + dz2, onde (x,y,z) representa as coordenadas candnicas de R3. Local-
mente, qualquer superficie em R3 é o conjunto de nivel zero F(x,y,z) = 0 de uma fungio
F definida em um conjunto aberto Q C IR3. Nosso interesse sdo aquelas superficies onde

a funcdo F é uma funcdo cujas varidveis x, y e z sdo separaveis.

Definicao 3.1 Uma superficie regular S C R3 é dita de separdvel se esta pode ser escrita
como
S={(x.y,2) € R® : f(x) + g(y) + h(z) = 0}, (3-1)

ondef:h CR—R, g:hCR—=Reh:kCR— R sdo funcoes suaves.
Pela regularidade de S temos
f'(x)?+9'(y)?+ H (2)? #0,

Vxe h,VyehbeVzelk.
Para alcancar o objetivo que propusemos de classificar todas as superficies
separaveis, faremos a seguinte pergunta: quais sdo as superficies separdveis no espago

Euclidiano R® com curvatura Gaussiana constante?.
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Para responder a esta pregunta, podemos comecar com trés exemplos particu-
lares, estas superficies separdveis merecem ser destacadas, pois sao obtidos por escolhas

simples das funcdes f, g e hna Equacao (3-1).

Exemplo 3.1 (Cilindro Reto.) O cilindro reto esta formado por todas as retas que sdo
ortogonais a uma curva C. Se C é contida num plano coordenado entdo a superficie é

separdvel onde uma das funcoes f, g ou h é constante. Por exemplo,
C={(x,y) ER®:x*+y* -2 =0}
corresponde ao cilindro circular reto.

Exemplo 3.2 (Superficies de Translacdo.) Uma superficie de translagdo é uma super-
ficie que, apos renomearmos as coordenadas, pode-se escrever como z = @(x) +\(y),
onde @, ) sdo fungées suaves. Esta superficie é a soma das curvas x — (x,0, @(x)) e
y — (0,y,W(y)), entdo a superficie é gerada quando movemos uma dessas curvas por
meio das translacoes ao longo da outra. Uma superficie separdvel é uma superficie de

translag¢do se apenas uma das trés funcoes em
S={(x.y,2) € R®: f(x) +g(y) + h(z) = 0}

é linear, digamos, h(z) = az+b com a, b, ¢ € R3¢ a #0 (a=0 corresponde ao exemplo

do cilindro reto).

Exemplo 3.3 (Superficies de Rotacido.) Uma superficie de revolugcdo cujo eixo de ro-
tacdo é paralelo a um dos eixos de coordenadas é uma superficie separdvel. Renome-
ando as coordenadas, uma superficie de rotagdo em torno do eixo 0z pode ser escrita
como h(z) = x? + y2, portanto, uma superficie separdvel. Em geral, se o eixo de rotagdo
é paralelo a Oz, a equacdo implicita da superficie é h(z) = x> + y? + ax + by + ¢, com
a, b, cchR

Um exemplo particular de superficie de rotagdo com curvatura Gaussiana constate e

positiva (K > 0) é a esfera unitdria, S= {(x,y,z) € R3: x?+y?+ 22 —1 =0} (ver Fig.3.7).
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Figure 3.3: S={(x,y,2) € R®: x2+y2 4+ 22 —1 =0}

Entre os trés tipos de superficies anteriores, nossa pergunta tem resposta con-
hecida, pois, qualquer cilindro reto tem curvatura Gaussiana constante zero. Além disso,
as superficies de translagdo z = ¢(x) +(y) com curvatura Gaussiana constante foram
classificadas por Liu, demonstrando que K = 0 e uma das fungdes ¢ ou 1\ € linear [15].
Nesse caso, se ¢(x) = ax+b, onde a,b € R e a0, a equacao implicita da superficie é
z = ax+b+d(y), tornando-a uma superficie cilindrica ndo-reta.

Finalmente, as superficies rotacionais com curvatura Gaussiana constante sao
bem conhecidas na literatura; (veja, por exemplo, [10]).

Uma primeira aproximacgdo ao estudo de superficies separdveis com curvatura
Gaussiana constante foi realizada no por Lépez e Moruz [17] e descritos no capitulo
anterior (2.9), onde se classificam todas as superficies do tipo z = G(x)(y) (superficies
homotéticas) com curvatura Gaussiana constante. Observe que tomando logaritmos, esta

equacdo se tranforma em,

In(2) = In($(x)) + In(Wh(y)),

o que nos indica que as superficies Homotéticas sdo superficies separdveis com curvatura
Gaussiana nula (K = 0) e estas aparecem como um caso particular do primeiro resultado

deste capitulo.

Teorema 3.2 As uinicas superficies separdveis com curvatura Gaussiana constante nula

sdo congruentes a:

1. Um cilindro reto sobre uma curva plana contida num dos planos coordenados.
II. Uma superficie de translacdo z = ax + g(y), com a#0 e g qualquer funcdo suave.
IlI. A superficie de revolucdo com curvatura Gaussiana constante zero.

1V. Uma superficie cilindrica e uma superficie conica com parametrizagoes dadas por:

a. myz+n3=(mMx+m)P(may+n2)? comp+q=1. Ver(3-11).
b. n1e™M*+ne™mY +n3e™% =0, n; #0,i=1,2,3. Ver (3-13).
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1

c. Eq(mix+n)T=Fk +Ex(moy + n2)117k +&3(maz + n3)117k =0,comk#1, & =+1¢
m; #0 para i=1,2,3. Ver (3-14).

No caso em que K #0, a classificagdo € a seguinte.

Teorema 3.3 As unicas superficies separdveis com curvatura Gaussiana constante dis-
tinta de zero sdo as superficies de rotacdo de curvatura constante cujo eixo de rotacdo é

paralelo a um dos eixos coordenados.

3.1 Expressao da curvatura Gaussiana para superficies

separaveis.

Para realizar o estudo, necessitamos da expressao da curvatura Gaussiana K para
uma superficie definida pela equacdo implicita F(x,y,z) = 0 para uma funcao suave F
definida num dominio de R3. Até onde sabemos, a primeira referéncia onde aparece
tal calculo € [6]. De fato, Dombrowski obtem a expressdo da curvatura K de Gauss-
Kronecker para hipersuperficies F(xq, X, ..., Xn+1) = 0 no espago Euclidiano R™1, ver [20].

De [6], se deriva a seguinte férmula para K:

.1

= WVFT - co(Hess)(F)- VF,

K

onde VF e VFT representam o gradiente e o gradiente transposto de F respectivamente.
Além disso, co(Hess)(F) denota a matriz formada pelos cofatores da Hessiana de F. No

espaco Euclidiano R3 temos
K|VF[* = (co(Hess)(F)-VF,VF).

Esta formula se reduz a,

K|VF‘4 _ FE Fyy Fyz +F§ FZZ sz +F22 FXX ny
yz Fzz Fxz Fxx ny Fyy
Fy F F. F Fez F
—2FF, | Y Y —2F,F, | T T —2RF, | 2 Y.
Xz zz Xy Fyx vz Fyy

Se a superficie € definida pela equacao implicita f(x) + g(y) + h(z) = 0, entdo pela

férmula acima, a expressao de K fica

f/2g//h// +g/2f//h// + W2 = K(f/z +g/2 + h/2)2. (3-2)
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Um primeiro caso a considerar é quando uma das fungdes f, g ou h € constante.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que h € constante, entdo h(z) = a, z € I,
para algum a € R. Entdo a equacdo da superficie é f(x) +g(y) + a= 0, ou seja, a superficie
é um cilindro reto sobre a curva plana C = {(x,y) € R?: f(x)+g(y)+a=0} e sua curvatura
Gaussiana € K = 0. Este caso é o item 1 do Teorema 3.2

Agora, suponha que S ndo € um cilindro reto sobre uma curva plana contida
em uns dos trés planos coordenados. Isto € equivalente a f'(x)g'(y)H (z) # 0 para todo,

(x,y,2) € I X b x I3. Deste modo, podemos introduzir as seguinte varidveis

u = f(x), v=g(), w = h(z). (3-3)

Observe que as equacgdes em (3-3) estao relacionadas pela equacdo u+v+w =0

em razao de (3-1). Vamos definir as fungdes

Entao,
X'(u) =2f"(x), Y(v)=29"(y), Z'(u) = 2H"(2).

Com esta mudanca de varidvel, a Equacdo (3-2) torna-se
XY'Z +YX'Z +ZX'Y' = 4K(X+Y + 2)?, (3-4)

para todos os valores de u, v e w que satisfazem a condi¢do u+v+w = 0.
Ao longo deste trabalho, precisamos derivar equacdes similares a (3-26) envol-
vendo fungdes dependentes de u, v e w. Como essas varidveis ndo sdo independentes,

devido a u+v+w =0, o resultado a seguir serd ttil em nossos célculos.

Lema 3.4 Seja Q = Q(u,v,w) uma funcdo suave definida num dominio QO C R3. Se
Q(u,v,w) =0 na secdo TTNQ, onde T1 é o plano de equacdo u+v+w =0, entdo na
se¢do temos

C?u = Qv = Qw,
onde Qu, Q, e Qy sdo as derivadas parciais de Q.

Prova. Sejaw = —u—v e seja x(u,v) = (u,v,—u—v). Entdo, (Qo x)(u, v) = Q(u,v,—u—v).

Logo, derivando com respeito a u temos
vQ-(1,0,—-1)=Q,— Qy =0,

Qu = Qw- (3_5)

Mudando os papéis de u, v e w obtemos
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Qu=Qy. (3-6)

Portanto, de (3-5) e (3-6) temos que Q, = Q, = Qy . O

Precisamos distinguir os trés casos especiais de superficies separdveis: os cilin-
dro reto, as superficie de translacdo e as superficies de rotacdo em termos das fungdes X,
YeZ.

Proposicao 3.5 Com a notagcdo acima, temos:

1. Se uma das funcoes X, Y ou Z é nula, entdo a superficie é um cilindro reto sobre
uma curva plana contida em um dos trés planos coordenados.

2. Se uma das funcoes X', Y' ou Z' é nula, entdo a superficie é um cilindro reto sobre
uma curva plana contida em um dos trés planos coordenados ou é uma superficie
de translagdo.

3. Seuma das fungées X' —Y', X' —Z' ou Y' — Z' se anula, entdo a superficie é do tipo
estudado no item anterior, ou é uma superficie de revolucdo cujo eixo de rotacdo é

paralelo a um dos trés eixos coordenados.
Prova. Discutiremos caso a caso.

1. Quando introduzimos as varidveis u, v e w em (3-3), mostramos que se uma das
fungdes ', g’ ou H' € nula, entdo a superficie € um cilindro reto sobre uma curva
plana contida em um dos trés planos coordenados.

2. Sem perda de generalidade, supomos que Z’ =0 e como Z = H'? , entdo h(z) = az+b,
com a,b € R. Isso prova que a superficie € um cilindro reto se a =0 ou uma
superficie de translacdo se a # 0. (Ver exemplo 3.2).

3. Sem perda de generalidade, supomos que X’ — Y’ = 0. Entdo existe um a € R tal que
X' =Y'=a. O caso a=0 foi estudado no item anterior. Assumos agora que a 0.
Resolvendo as equagdes X' (u) = a, Y'(v) = a, obtemos,

f(x)?=af(x)+b1, e g(y)?=agly)+bs,

ou ainda,

fi(x)=£vafx)+bi,  d'(y)=£\/ag(y) + bz,

para algumas constantes by, by € R. Para resolver estas EDOs, faremos a seguinte

separacao de varidveis
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Observe que fazendo a seguinte substituicdo u = /af(x)+by entdo du =
af’(x)

————dXx, ou seja,
2+/af(x) + b

/gdu=j:/1dx.
a

2
—u=*x+c,
a

Logo,

para ¢ € R, constante. Assim,

/af(x) + by = g(ix+ o).

Aplicando a mesma técnica para g e g, temos que as solucdes dessas EDOs sdo

dadas por

(ax+c)® by (ay+c2)® b2
P [ EES e e
43 a 43 a

f(x) =

onde ¢, ¢ € R. Assim, a superficie € de revolucdo cujo eixo de rotagdo € paralelo

ao eixo Oz.
O
3.2 Prova do Teorema 3.2.
Prova. Caso K = 0. Da equagdo (3-4), temos que
XY'Z +YX'Z +zX'Y' =0, paratodo u+v+w=0. (3-7)

Pela Proposicdo 3.5, os casos em que uma das fungdes, X, Y ou Z é constante, ou X', Y’
ouZ é zero,ou X' —Y', Y —Z ou X' — Z' é zero correspondem aos itens 1, 2 ¢ 3 do
Teorema 3.2, respectivamente.

O passo seguinte € assumir que a superficie ndo pertence aos trés casos anteri-

ores. Em particular que X', Y/, Z' #0, assim, a equagdo (3-7) pode ser escrita como
o X Y Z
XYZ|—-+-5+=)=0,
Xy z

ou

X Y Z
?+7+?=0. (3-8)
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Utilizando o Lema 3.4, derivamos com relacdo a u, v e w, respectivamente.

Obtendo . . )
X Y Z
(%) - (%) -(5):

Como temos trés fungdes dependendo das varidveis u, v e w, entdo existe k € R

() )-(2)

Vamos analisar os dois casos.

tal que

1. Caso k =0. Como XYZ #0, deduzimos que existem constantes a, b, ¢ € R com
a, b, ¢ #0, tais que
X a Y c
X"2 y 2 772
com u+Vv+w =0 devido a (3-8). Vamos proceder a integracao destas equagdes. Veja
que,
f'(x)2 = af” (x).

Introduzindo uma nova variavel t = f'(x), entdo

dt
°=a—.
dx
Assim
/dt ~ dx
t2 a’
onde
1 1
——=-x+C,

onde C € R. Integrando novamente obtemos

y
f(x)=/tdx=—/ ax.
2+C

f(x) = —aln (g , c) +D,

Portanto

onde D € R. Observe que pela sobrejetividade do logaritmo temos que existe & € R
tal que log(x) = D, entdo,
f(x) = —aln(myx+nq).

De modo anélogo, obtemos

g(y) = —=bin(may +n),

h(z) = —clIn(mzz + n3),
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onde mj, nf€ Re m #0, 1 </ < 3. Assim a equagdo implicita da superficie
f(x)+9g(y)+h(z) =0 torna-se
(myx+ 1) (May +np)° (Maz +n5)° = 1, (3-10)

e pela Eq.(3-8) temos a+b+c =0, entdo —c = a+ b, logo (3-10) é equivalente a

ny a n b n a+b
2 — — 3
X+— y+— | =m3myPmit ( z+ = :
m mo ms

Esta superficie € o cone generalizado com vértice <—”—‘, — D2 —&> e a diretriz é
m m mg

a curva plana

n a np b —a8p,—b at+b n3 a+b
<x+ ﬁ) (y+ m—2> = my“m, mg <d+ m_s)
z = d¥-.
Este caso conclui o item (4) do Teorema 3.2. Podemos escrever a equagdo (3-10)
como
(Maz+ng) = (myx+m)P (may +n2)?, p+q=1, (3-11)
onde p= 2 eq= ﬁ. Esta superficie € o grafico do produto de duas funcdes de

varidveis x, y respectivamente. (ver Teorema 2.9).
2. Caso k #0. Substituindo k por 21—k em (3-9),

X\ _(Y\ _[(z\ 1
x') \y) \z) 2k
e integrando, deduzimos que existem a, b, ¢ € R tais que

X u+a Y v+b Z w+cC

X~ 2k’ Y 2k’ Z 2k’

Substituindo em (3-8),
u+v+w+a+b+c=a+b+c=0,

posto que u+v+w=0. Assim a+b+c=0¢e

X' 2k Y 2k zZ 2k

X u+a Y v+b Z w+c

(3-12)

Integrando a primeira equacio em (3-12), obtemos

d 1
/E (InX(u)) du = 2k/ du,

u+a
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(a)

(b)

ou seja,
InX(u) =2kIn|u+a|+D,

onde D é uma constante real. Entdo, existe « € R* tal que Inoc = D

In X(u) = In(ocu + o),

ou seja,
f'(x) = my (F(x) +a)",

k

onde my = &, uma constente real. De modo similar, obtemos

d'(y) = ma(g(y) +b)¥,

K (z) = m3 (h(z) +0)*,

onde mo, mz € R. As solugdes dessas equagdes dependem de k =1 ou k #1.

No casok = 1. Existem constantes n; € R\ {0}, com 1 </ < 3 tal que tais que

f(x)=ne™* —a,
g(}’) = n26m2y - b!

h(z) = n;e™* —c.
E assim, a equagdo da superficie é

ne™* + ne™ 4+ nge™? = 0. (3-13)

7z

Esta superficie € um cilindro generalizado cujas geratrizes sdo paralelas a

1 1 1 1 17 &
<m—1, ™ m—3> e a curva diretriz é

x Y .z _
my mo m3 - O
ne™* +noe™Y y ne™? = 0.

Caso k # 1. temos que,

o
/de—/n’HdX,

dt
/Tf/”’“dx’

t1 —k

1—k

fazendo t = f(x) + a, temos

ou seja,

=mx+n, nmeR
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Portanto, (f(x) +a)' =% = (1 — k)(myx + ny).

Procedendo de modo similar com g'(y) e H'(z), obtemos

F(x) = €1 (1 — K) (myx +ny)) 7% —a,

g(y) =e2((1 — k) (moy + n2)) =% — b,

‘_.
=

h(z) = e3 (1 — k) (M3z + ng)) T=F —c,

onde ¢; =+1,1 </ <3. ¢ é o sinal da raiz 1171( Portanto, a equacgdo implicita da

superficie é:

e1(myx+ n1)117k +E2(Moy + nz)ﬂfk +e3(mzz + n3)117k =0. (3-14)

Esta superficie é conica cujo vértice é o ponto <—ﬂ, — D2 —ﬁ) e a curva diretriz
m mo m3

(&

N
Il

s
1 1 d#_ms 1
E1(MX + )Tk + ea(may + np) 1=k =k

—e3(msd+n3)1—k.

Vale ressaltar que em alguns casos, a equagdo (3-14) representa apenas um ponto. Por

2n—1
2n

Os casos anteriores k = 1 e k # 1 correspondem ao item (4) do Teorema 3.2 e

exemplo, se k = ,neN,ece¢q, €, €3 tEm 0 mesmo sinal.

isso completa a prova. 0

Concluiremos esta se¢cdo mostrando alguns exemplos de superficies separdveis

com curvatura Gaussiana constante zero para o item(4) do Teorema 3.2.

Exemplo 3.4 Caso k =0 na Eq. (3-11). Escolhemos p=2, g=—1, mi=1en=0. A

superficie é x° = yz, ver Fig. 3.4.

Exemplo 3.5 Caso k =1 na Eq. (3-13). Escolhemos ny = —1, np=nz3=1e mi=1. A
equagdo implicita da superficie é —e* +&¥ + €* = 0, ver Fig. 3.5.

Exemplo 3.6 Caso k =2 na Eq. (3-14). Escolhemos nj =0 e m; =1, obtendo % + } + 1} =0,
—xy
X+y

ou equivalente a, z = com x+y #0, ver Fig.3.6 .
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Figure 3.4: x> = yz

Figure 3.5: —e*+ & +e? = 0.

Figure 3.6: z =

Xy COM X+y #0.
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3.3 Demostraciao do Teorema 2: Caso K #0.

Nesta secdo, provamos o Teorema 3.3. Considere uma superficie separdvel
definida por (3-1) e suponhamos que a curvatura Gaussiana K é uma constante ndo nula.
Com estas hipoteses, os casos particulares em que uma das fungdes X, Y ou Z € constante,
ou que X', Y ou Z’' é zero, e que descrevemos na Proposi¢do 3.5, ndo podem ocorrer.
Porque, neste caso, a curvatura Gaussiana devera ser zero. Por outro lado, o caso em que
uma das fun¢des X' — Y/, X' — Z' ou Y/ — Z’ se anula prova que a superficie é de revolugio,
cujo eixo de rotagdo € paralelo a um dos eixos coordenados, provando precisamente o
enunciado do Teorema 3.3.

Portanto, além das superficie de revolugdo, resta provar que ndo existem mais
superficies do tipo separdvel com curvatura Gaussiana constante diferente de zero. A
prova do Teorema 3.3 sera feita por contradicdo. Assuma, que a superficie ndo € uma
superficie de revolucdo em torno de uma reta paralela a um dos eixos coordenados.
Em particular, nenhuma das fun¢des X' — Y’, X' — Z' ou Y/ — Z’ é identicamente nula.

Escrevemos novamente a Equacgdo (3-4),
XY'Z +YX'Z +ZX'Y =4K(X+Y + 2)%. (3-15)

Dado que K #0, a superficie ndo € cilindrica nem do tipo translacdo. Isso implica que
XYZ#0e X'Y'Z' #0. Entdo a Eq.(3-15) é

(X'Y+XY')Z'+ (XY —8K(X+Y)) Z—4KZ? — 4K (X +Y)? = 0. (3-16)
Afim de simplificar a notacao desta equagdo, escrevemos

PZ'+QZ + R =4KZ?, (3-17)

onde
P(u,v)=X'Y+XY', Qu,v)=X"Y —8K(X+Y)e R(u,v)=—4K(X +Y)>.

Antes de prosseguir com a prova do Teorema 3.3, precisamos de um lema que

nos garanta que o coeficiente de Z’ em (3-16), ou seja, a fungio P, seja diferente de zero.

Lema 3.6 A funcdo P(u,v) = X'Y + XY’ em (3-16) ndo se anula em nenhum conjunto

aberto.

Prova. Esta prova seri feita por contradi¢do. Se X’Y + XY’ = 0 em um conjunto aberto,
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entao X v/

Z _g=——, 3-18

X =2 v (3-18)
onde a € R é uma constante. Substituindo (3-18) na Eq. (3-15) e multiplicando por %,
temos

XY(—aZ +aZ —PZ)=4K(X+Y +2)%.
Assim, a Eq.(3-15) se torna
—@PXYZ =4K(X+Y +2)2. (3-19)

Em particular, a # 0. Logo, Derivando Eq.(3-19) com relacdo a u obtemos
—a?YZX' =8K(X+Y+2)X,
agora derivamos a Eq. (3-19) com relac@o a v donde obtemos

—a?XZY' =8K(X+Y+2)Y'
Aplicando o Lema 3.4 em Eq.(3-19) temos que as derivadas parciais da Eq.(3-19) sdo
iguais, isto €
BK(X+Y+2)X' +8YZX =8K(X+Y+2)Y +aXZY'.

Multiplicando por ﬁ ambos os lados da igualdade acima e simplificando, obtemos

3 X+Y
—2a°Z=8aK(X+Y+2) .
XY

Ou seja

—28°XYZ =8aK(X+Y+2)(X+Y). (3-20)

Substituindo a Eq.(3-19) em Eq.(3-20) temos

8aK(X+Y+2Z)2=8aK(X+Y+Z)(X+Y).

Logo,
8aK(X+Y+2Z)—8aK(X+Y)=0.

Portanto
8aKZ =0

o qual é uma contradi¢do, pois a#0, K #0e Z #0. OJ
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Depois deste resultado, voltamos para e Eq.(3-17). Aplicando o Lema 3.4 a
Eq.(3-17) e derivando em relagdo a u e v, temos
P,Z' +Q,Z+R,=P,Z +Q,Z+Ry, parau+v+w=0.

Assim,
(PU_PV)Z/+(QU_OV)Z+RU_RV=O'

Ou equivalentemente,
(XY =XY") Z'+ (X"Y' = X'Y'—8K (X' = Y')) Z—8K(X+Y) (X' —Y') =0. (3-21)
Escrevendo

Au,v)=P,—P,=X"Y - XY"
Bu,v)=Q,—Q =X"Y - X'Y"-8K (X' -Y') (3-22)
C(u,v)=R,—R,=—8K(X+Y)(X =Y,

a Eq.(3-21) se torna
AZ' +BZ+C=0, parau+v+w=0. (3-23)

Agora apresentamos 0s passos a seguir para a prova do Teorema 3.3. Provaremos
dois lemas, que sao resultados técnicos. Primeiro, mostraremos que as funcdes A, B
e C nado se anulam (Lema 3.7) e em seguida provaremos que % e % sdao fungdes de
varidvel u+ v (Lema 3.8). Depois disso, a prova volta para a Eq. (3-17) e, apds sucessivas

aplicacdes do Lema 3.4, chegaremos a contradi¢do desejada.
Lema 3.7 Os coeficientes A, B ou C em (3-22) ndo podem ser identicamente nulos.

Prova. Observe que se C =0 entdo
—8K(X+Y)(X —Y)=0,

€ assim
X+Y=00uX —Y =0,

0 que nos leva a uma contradicdo, pois se X+ Y =0entdo X =a=—Y com a € R. O que
implica que X’ = Y/ =0. Se X' — Y’ = 0 entdo pelo item 3 da Proposicdo 3.5, a superficie

serd revolug@o. Suponhamos que A=0ou B=0.

1! 1!
1. Caso A=0. Entdo XY = XY”, assim XT = YT = a, onde a € R é uma constante.
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Entdo, a Eq.(3-21) torna-se em:
F:=(a(XY' =X'Y)-8K(X'=Y'))Z—8K(X+Y)(X—Y)=0. (3-24)
Aplicando o Lema 3.4 a F, temos a expressdo F, — F, =0, isto &,
G = (2aX'V' —22XY —8aK (X + ¥)) Z—8K ((X' = ¥')* +a(X+ Y)?) =0.
Usando novamente o Lema 3.4 para a fun¢do G, a equacdo G, — G, = 0 torna-se
(428 (XY' = X'Y) —8aK (X' —Y')) Z—32aK(X+Y) (X' = Y') =0.  (3-25)
Multiplicando (3-24) por 4a. E subtraindo (3-25) de (3-24), deduzimos
24aK (X' = Y') =0,

0 que € uma contradicao.
2. Caso B =0. Entao,

Entdo, deduzimos que existe uma constante a € R tal que

X"+8K Y'+8K

X" Y/ a.

Logo,
X"=aX' —8KeY'=aY —8K. (3-26)

Subtituindo as expressdes de (3-26) na Eq. (3-21), temos
F:=(a(X'Y—=XY')+8K(X—Y))Z —8K(X+Y) (X' = Y') =0. (3-27)

Agora, aplicando o Lema 3.4 sobre F, obtemos a expressdo F, — F, = 0, para todo

u+v+w=0. Logo, usando (3-26), obtemos

G:=( (X'Y+XY')—8aK(X+Y)—2aX'Y' +8K (X' +Y')) Z'
—8K (X' = Y')*—8aK (X+Y) (X'+Y') +128K% (X + Y) = 0.

Novamente aplicamos o Lema 3.4 a G e obtemos G, — G, =0, paratodo u+v+w =0,



3.3 Demostragdo do Teorema 2: Caso K #0. 77

usando (3-26) temos

(&% (X'Y=XY')—16aK (X' —Y') +88K(X—Y)) Z
—24aK (X' = Y') (X' +Y') —8aK(X+Y) (X — Y') +384K? (X' — Y') = 0.

Se a= 0 entdo 384K? (X' — Y’) = 0, implica que X' — Y’ = 0, 0 que ndo ¢ possivel.

Logo, a#0. Fatorando esta equagdo obtemos

Z[(a(X'Y—XY)+8K(X—Y))Z —8K(X+Y) (X' —Y')]
—8K (X' = Y') (2aZ' +3a(X'+Y') —48K) =0.

Substituindo (3-27) nesta equacdo e simplificado, deduzimos

H:=2aZ +3a(X +Y') —48K =0.

Finalmente, usando o Lema 3.4 para a fungcdo H e logo (3-26) sobre a equacao
H,— H, =0, temos

3a (X"~ V") =38 (X'~ ¥') =0,
0 que é uma contradicao.

O

Ap6s o Lema 3.7, derivamos (3-23) em relacdo a u e v e usamos o Lema 3.4,

obtendo

(Ay—Ay)Z'+(By—By) Z+(Cy— Cy) = 0.

Lema 3.8 Com a notacdo acima, temos

AU_AV Bu_Bv_CU_CV

A B _ Cc

ou, de forma equivalente
B\ (B c\y [(C cy (¢C
(4),-(3), (2),-(2), (&)~ (5),

O Lema 3.6 nos permite escrever (3-16) como

Prova.

4K s BK(X+Y)—=X'Y _ 4K(X+Y)? ”
+ + =7
X'Y+XY X'Y+XY X'Y+XY
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Por outro lado, pelo Lema 3.7 podemos escrever (3-23) como

B_ C
——zZ—-—-=Z.
AT A

Entdo, igualando estas duas equacdes e fatorando temos

AKAZZ+{(8BK(X+Y)=X'Y) A+ (X'Y+XY') B} Z (3-28)
+4K(X+Y)? A+ (X'Y+XY')C=0.

Vamos escrever esta equagao como
LZ2+MZ+N =0, (3-29)
onde

L=4KA
M=(8K(X+Y)=X'Y)A+(X'Y+XY')B
N=4K(X+Y7?A+(X'Y+XY')C.

Aplicando o Lema 3.4 a (3-29), derivando em relagdo a u e v, obtemos
LyZ2+2ZZ (— 1)L+ M, Z + MZ' (—1)+ Ny = L, Z? +2ZZ (— 1)L+ M, Z + MZ'(—1) + N,
ou seja,
(Ly— L) Z%+(My—M,)Z+N,— N, =0. (3-30)
Os cdlculos destas derivadas dao
L,—Ly= 4K(Au - Av)

My —M, = (8K(X+Y)=X'Y') (A, —A)+ (X'Y+XY')(B,—B,) (3-31)
Ny— N, =4K (X +Y)2(Ay—A) + (XY +XY') (Cy— C\).

Distinguimos dois casos na prova do Lema 3.8.

1. Caso L, — L, #0. Visto que as equacdes quadraticas (3-29) e (3-30) tém as mesmas
solucdes, entdao
Mu - MV M Nu - NV N

Zi+Zp=——nt = 22, =
1+ 42 L—L, [ 142

L,—L, L
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onde Z; e Z» sdo as raizes de (3-29) e (3-30). Assim

Ly,—L, My,—M, Ny;,—N,
L. M N

ou ainda

M(Lu - Lv) = L(Mu - Mv)
N(Lu - Lv) = L(Nu - Nv)- (3‘32)

Substituindo as expressoes de L, — L,, M, — M, e N, — N, em (3-31), as duas

equagoes de (3-32) ficam, respectivamente

B(X'Y+XY')(Ay—A)=A(X'Y+XY')(B,—B,) (3-33)
C(X'Y+XY')(Au—A)=A(X'Y+XY')(C,—C)).

Pelo Lema 3.6, temos que XY + XY’ #0, logo

B(A,—Av)=A(B,—By) (3-34)
C(Au - Av) = A(Cu - Cv):

portanto

como queriamos provar.

2. CasoL,—L,=0.
(a) Subcaso M, — M, = 0. Entdo de (3-30) temos que N, — N, = 0. Como K =0 entdo
de (3-31) deduzimos que A, — A, = 0. Logo, como M, — M, =0 e pelo Lema 3.6,
temos que X'Y + XY’ #0, entdo de (3-31) novamente, temos que B, — B, = 0 € por

ultimo que C, — C, = 0. Isto &,
AU_AV=BU_BV= CU_CV=O,

provando o resultado.
(b) Subcaso M, — M, #0. De (3-30), temos

NU_NV

Z=——t7
Mu_Mv

Logo, deduzimos que (3-29) tem solucao unica dada por
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Entao

(0), (%),

Isso implica (M, — M,)L =0, ou M, — M, = 0, uma contradi¢do. A prova do Lema

estd completa e entdo existem duas funcoes de @ e 1 de uma varidvel tais que

B(u,v) C(u,v)

Auy) W=

0J

Uma vez provados os Lemas 3.7 e 3.8, estamos em condicdes de completar prova

do Teorema 3.3.

3.3.1 Demostracio do Teorema 3.3.

Prova. O Lema 3.7 garante que A #0 e como supomos que K 0 entdo L = 4KA #0, assim
podemos escrever (3-29) como
M N
ZP+—Z+—=0. 3-35
*T4+T (3-35)
Esta é uma equacdo polinomial quadréitica de Z. Entdo, as duas raizes Zy (w) e Z>(w)

satisfazem

Zi(w)+ 2L (w) = — Zy(w) 22 (w) =
Como u+v+w =0, as fungdes T e T dependem apenas da varidvel u+ v.
Denotemos

M(u,v) N(u,v)

Loy =700

Yi(u+v) =

Assim (3-35) é agora

22+ Y, Z+ D4 =0.

Aplicando o Lema 3.4 a esta equacdo com respeito a w e u, levando em conta

que u+V = —w, entdo a derivada com relacdo a v € nula e a derivada com relagdo a w é

227 + Wi (—1)Z+¥1Z + @) (—1) =0,
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entao
(2Z+¥)Z -V¥\z—- D) =0.

Pelo Lema 3.6 temos que P #0 e pelo Lema 3.7 temos que A, B #0, isto implica
que M #0 e portanto ¥4 0. Entdo da equagéo anterior e de (3-17) podemos eliminar Z’,

isto €,
K Q, R_ bt Z+ @
P P P (ZZ+W1) (ZZ+W1),
entao
(2Z+W¥1) QZ +(2Z + V1) R+ PY, Z + PO, = 4KZ? (2Z + V),
logo

(@Z+V¥1)Q+PY)) Z+(2Z+V¥1) R+ PO, =8KZ% + 4KV, 22,

ou de modo equivalente,

=0. (3-36)

2 4K 8K 8K

Z3+(W Q)Zz_(P‘P’1+2R+Q‘P1)Z_P(DQ+FN’1
2 4K

Esta € uma equacao polinomial ctibica em Z. Se Zy(w), Zx(w) e Z3(w) denotam

as trés raizes desta equacdo, entdo a fungdo
T(u+v) = Z1(w) + Zo(w) + Z3(w),

é o oposto do coeficiente de Z2 em (3-36), assim

Qu+v) Yi(u+v)
4K 2 '

Aplicando a esta equagdo o Lema 3.4 derivando em relacao as varidveis u e v, obtemos

T(u+v) = (3-37)

Q Q
m - R’
entao
Q Q 1
B 4K 4K B 4K

por (3-22). Isto é uma contradi¢do do Lema 3.7, e isso completa a prova do Teorema 3.3.
0J
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