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Resumo

Nesta dissertacao deduzimos uma equacao de evolucao nao-linear que modela a pro-
pagacao vertical de frentes de reacao em quimica. Também resolvemos o problema de
valor inicial

Ou— 2u— L(0u)? —p(1 = 02)"Vu=0, z € [-m 7], t >0 (1)
u(-,0) = ¢, 27 — periddica.

Demonstrando a boa-postura do Problema de Cauchy, localmente no tempo.



Abstract

In this dissertacao we deducted a nonlinear evolution equations which model vertical

propagation of chemical reaction fronts. We establish which the initial value problem

du — 02u— 1(0,u)? — p(1 — 92)Pu=0, x € [-m, 7, t >0
u(+,0) = ¢, 27 — periodic

it is a the Cauchy problem locally well-posed.



Capitulo 1

Modelagem de uma Equacao de
Evolucao de Frentes de Onda em
Reacoes Quimicas

1.1 Introducao

Em reacoes quimicas tais como a mistura de acidos iodato-arsénico, encontra-se frentes
exotérmicas de reacoes auto-cataliticas convertendo o fluido nao reagido de densidade um,
em um fluido reagido de menor densidade. Trabalhos experimentais tém demonstrado a
existéncia de frentes com curvatura constante, movendo-se a velocidade constante. A
curvatura destas frentes é devido a presenca de um estado convectivo do fluido, préximo
a frente de reagao. O movimento convectivo é devido a instabilidade hidrodinamica do

sistema.

A instabilidade pode aparecer pela diferenca de densidades entre os fluidos reagidos e
nao reagidos, (modelo de Rayleigh-Taylor) ou por efeitos térmicos, (modelo de Rayleigh-
Bernard). Como j4 foi mostrado em Wilder, et al [30], efeitos térmicos sdo de uma menor
importancia que a diferenca de densidade entre o fluido reagido e nao reagido, como
resultado disto, devemos somente considerar os casos limites de difusitividade térmica

infinita e zero.

Recentes experimentos mostram estados de convecgao assimétrico, proximos a frente

de reacao do acido iodato-arsénico em tubos verticais longos.



1.2 As Equacoes do Movimento

As equagoes governando estes sistemas autocatalisticos envolvendo propagacao reacao-

difusdo tém sido derivadas previamente em Edwards, et al [13].

Como estamos considerando a frente como uma fonte de calor (devido a natureza
exotérmica da reagao), a conservagao da energia causa variagoes descontinuas do gradiente
de temperatura na frente de onda, enquanto a temperatura tem variagao continua. Outra
consideragao é quantificar como a densidade dos fluidos mudam com a temperatura. Dado
que a variacao da densidade nos fluido é pequena causada pela expansao térmica, podemos

considerar uma variagao de primeira ordem entre as densidades. Escreveremos como
p(T) = pi[l = (T = Th)] (1.1)

onde p(T) é a densidade na temperatura 7', p; é a densidade na temperatura referéncia
T e a é o classico coeficiente de dilata¢ao térmica, sobre pressao constante. (Existe uma

equagao correspondente para cada fluido).

A diferenca relativa entre a densidade destes dois fluidos na frente é um dos parametros

chaves neste estudo e é definido por:

A (1.2)

onde p? é a densidade do fluido acima da frente (ndo reagido) e p® é a densidade do
fluido abaixo da frente (reagido) também chamaremos &y o valor de ¢ onde a difusibilidade

térmica assumida é zero e d; o valor de ¢ onde a difusibilidade térmica assumida é infinita.

Se na adicao destas hipoteses assumirmos infinita a difusibilidade térmica, o sistema

de equagoes é segundo Wilder, et al [30]

1
v +(V-V)V =—=VP, +vV*V (1.3)

875 P1
V- V=0 (1.4)

0 ~
c=n-z— —n-Vl],—g (1.5)

Com condicoes de salto através da regiao entre o fluido reagido e nao reagido dado
por:
m-ViZ=0



A xV]T=0
[Pt — [nin; Ty = 61p1gH
[Gijkn]’an]x}i =0

e tensor de stress viscoso

7;‘]/ =—Vm (aVi (?V]) .

ai[}j * 8:@
onde:

P, é a pressao reduzida dada por P, = P + p1gz;

v € a viscosidade cinemaética;

¢ a velocidade da frente normal com respeito ao fluido nao reagido;

H é a posigao vertical da frente como fungao de (z,v, 2);

n é um vetor unitdrio normal na frente, apontado no fluido nao reagido, €, é o tensor
totalmente anti-simétrico definido tal que €193 = €931 = €310 = 1, €307 = €213 = €130 = —1
e €;;5 = 0 fora isso. A notagao [¢]T indica a diferenca de valores entre a quantidade £ nos

lados reagidos e nao reagidos da frente.

A seguir definimos as coordenadas adimensionais z* e t* tal que z = vcy'2* e t =
vey 2t* onde ¢, é a velocidade da frente na auséncia de conducio de calor (obtida experi-

mentalmente) e varidveis dependentes adimensionais por

p(a, ) = (prcg) " Pr(x, 1)
k(x*,t*) = veg 'K (1, 1)
v(a* t*) = ¢y 'V (z, 1)

h(z*,t*) = v eoH (z,t)

onde K é a curvatura dimensionada da frente. Podemos escrever as equagoes (1.3), (1.4)

e (1.5) em forma adimensional, com equagoes movimento

% + (v -V)v=-Vp+ V% (1.6)
V-v=0 (1.7)
ﬁ-’z\@:ﬁ-v_le—i-Dck (1.8)

ot



Com condigoes de salto

m-v]F=0
A o]t = 0

[p|t = 6,Gh — [nin, T},

J’_
zj]—
v+

lesenin; ]~ =0

e tensor de stress viscoso
v (%Z- _ c%j
Y )
J (%j 83:1

onde temos usado a velocidade eikonal ¢ = ¢y + DK e temos abandonado o asterisco

para as variaveis adimensionais. A velocidade eikonal relata a velocidade da frente normal
para a velocidade de uma frente plana, na auséncia de conducao de calor (¢p), a curvatura

da frente (k) e a difusibilidade quimica da espécie reagente (D).

Os parametros adimensionais que aparecem nestas equagoes sao

G = gvey®

‘ D
DC: _C7

v

onde D¢ é a difusibilidade quimica. O vetor unitario normal na frente apontando no

fluido nao reagido é dado por
z—Vh

(L+|VAP)E

onde o sinal “+ “ é usado no fluido nao reagido, que esta acima da frente (propagacao

n==4

ascendente).

No caso de difusibilidade térmica zero, é facilmente visto que a tnica diferenca nas

equacgoes é que 01 é substituido por
(50 = (51 + OéAT,

onde a é o coeficiente de expansao térmica de fluido, e AT é o salto de temperatura
através da interface [13]. Como esta é a tnica mudanga necessiria para considerar os
dois casos, no restante deste trabalho nés devemos usar o simbolo d sem o subscrito para

significar que ele pode ser d; ou 9y, dependendo de qual caso estd sendo considerado



1.3 Resultados para a estabilidade linear de frentes
horizontais planas

Neste trabalho devemos restringir ao caso de sistema lateralmente ilimitado, isso ira per-
mitir o estudo da instabilidade da frente sem a influéncia das bordas. A andlise da es-
tabilidade linear deste sistema tem sido considerada previamente, e pode ser encontrada
em detalhes em [13].

As equagdes (1.6), (1.7) e (1.8) foram derivadas para uma coordenada fixa cons-
truida em uma propagacao ascendente de frente horizontal. A localizacao da frente nao-
pertubada é fixada em z = h = 0. O fluido nao reagido estd no dominio z > 0 (para
propagagcao ascendente da frente), enquanto o fluido reagido esté descrito por z < 0. Nesta
construgao, as equagoes (1.6), (1.7) e (1.8) produzem velocidade do fluido adimensional

constante e perfil de temperatura para a frente plana nao distribuida (com k=0)

0@ = 2. (1.9)

Executando o modelo da andlise da estabilidade linear, introduzimos uma pequena

pertubacao dependente do tempo para o estado constante na forma

h=hW (1.10)
v =00 4 oM (1.11)
p=p©@+pW (1.12)

Com expressoes similares para n e k. Substituindo estas expressoes nas equagoes (1.6),
(1.7), (1.8) e retendo os termos lineares nas pertubagoes, produzimos um sistema linear
de equacoes diferenciais parciais e condicoes de salto. Como estas equacoes representam
um conjunto de equagoes diferenciais homogéneas e lineares podemos introduzir uma per-
tubacao niimero onda ¢ e taxa de crescimento o, e favorecer as pertubacoes (Y, v e p™)
com dependéncia exponencial "4*T7*. Como detalhado na referéncia [13], o problema pode
ser reescrito somente em termos da componente vertical da velocidade perturbada w™).
Isto leva para uma equacao diferencial ordinaria linear a qual esta resolvida para dar a
solucao mostrada abaixo

—qz k_z
w(l):eiq:ﬁ-&-at>< { Ae % 4+ Be ,22>0

Ce¥* 4+ DeF+* 2 <0 (1.13)



com

1 1
ki =——44/- 2, 1.14
+ 5 V4+a+q (1.14)

Se assumirmos a forma para a posicao da frente ser
M) = pelavtot (1.15)

e usar isto adiante nas condic¢oes de salto na componente vertical da pertubacao de veloci-
dade, o problema reduz a um sistema algébrico linear descrevendo o inicio da conducao de
calor. A solugao deste sistema leva a uma condicao de auto-valor na taxa de crescimento

o e numero onda ¢ da pertubagao na forma abaixo, veja [13]

0qGlg +20(q — )] — 4s(0 + Deq®)(¢* — %) =0 (1.16)

1/2
Sy —
S= |- .
1 q

Se examinarmos a regido perto do inicio da condugao de calor (¢ = ¢.) encontramos

onde

que
5G O\ Y3
%—(E%) (1.17)
oG
o= 4_q — Do, (g~ qc). (1.18)

Se examinarmos o comportamento de ¢ quando (¢ — 0) temos que, veja em [13].
1 1/2
o= (§5Gq> : (g —0) (1.19)

Notemos que (1.17), (1.18) e (1.19) implicam que para qualquer valor de § maior que
zero a frente plana é estavel se as pertubagcoes sao adotadas com comprimento de ondas

maior que um dado
2m

e

Ac
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1.4 Determinacao das escalas a serem usadas nas ex-
pansoes assintéticas

Como tem sido visto em trabalhos prévios a instabilidade da frente é devido a diferenca
da densidade relativa entre o fluido reagido e o nao reagido, d;(dp), ser diferente de zero.
Devido a importancia deste parametro e sua insignificancia, iremos olhar para solucoes

do problema que podem ser escritas como expansoes de termos deste pequeno parametro.

Também precisaremos determinar as escalas necessdrias para variaveis de espago e
tempo. Para isso, consideremos o seguinte: devemos de novo assumir que as solugoes sao
da forma dada pelas equagoes (1.10), e as pertubagoes estamos na tentativa de encontrar.
Assim, a analise linear descrita acima pode ser usada para encontrar as escalas apropriadas

em termos do parametro §.

Se examinarmos as equagoes (1.17), (1.18) e notar que devido a insignificancia de D¢

podemos escrever D = O(6), é claro que ¢ = O(1) e o = O(J).

Usando os resultados da analise linear, resolvendo para os coeficientes, e usando as

escalas acima para ¢ e o é encontrado que

As escalas para ¢ e o sugerem t = O(§) e x = O(1). Se examinarmos as equagoes
(1.13), vemos que as escalas de ¢, k; e k_ sao todas O(1) assim, a escala apropriada para
z deve ser z = O(1). Devemos notar que esta coordenada z nao é o z da construcao em
laboratério, mas o z definido por z = z+H (z, t). Para uma anélise nao-linear, nao devemos
restringir a pequena pertubacio h(V)(z,t), e sim devemos usar Z = z + F(x,t) (onde
Z é a posigao vertical construida em laboratério) para fazer esta diferenga mais ébvia.
Notemos que nesta notacao, z = 0 corresponde a localizacao da frente verticalmente.
Entao vemos que as escalas sao encontradas para a andlise linear na variavel z, a qual

mede o deslocamento vertical para a frente de propagacao. Assim, pela analise linear nés
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chegamos nas seguintes varidveis caracteristicas de espaco e tempo.

n=ux (1.20)
§==z (1.21)
T =0t (1.22)

Nao ¢é possivel obter a escala de F' pela andlise linear. Porém, se usarmos as escalas
acima na equagao (1.8) é 6bvio que todos os termos devem estar na mesma ordem de §,

entao devemos ter F' = O(9).

1.5 Derivacao da equacao de evolucao

Fazendo a analise assintética, devemos usar as escalas descritas acima para espaco e
tempo, bem como aquelas para outras variaveis e parametros envolvidos, e assumir ex-

pansoes assintoticas para variaveis na forma
Ve = 0?[ug(n, &, 7) + Sur(n, &, 7) + ..
v, = —1 4+ 8[wo(n, &,7) + dwi(n, &, 7) + ..]
p =0+ 8[po(n,&,7) + 0pi(n,€,7) + ...

F=0[fo(n,7)+0f1(n,7) + ..

onde p( é a solucio para a frente plana encontrada pela andlise da estabilidade linear,
a qual era exatamente uma constante. Se estas formas forem usadas na equagoes (1.6),

(1.7), (1.8) e os termos de baixa ordem s@o examinados, o sistema reduz a

8U0 . ap() 82U0 82u0
8_§ = a—n + 8_772 + 8_52 (123)

dwy  Opy  Pwy | OPwy

_8_5__8_§+8—772+8—5 (1.24)
6u0 6w0 o
T (1.25)

ofe  , *fo 1 (0f 2
E = AC 3772 + 5 8_77 +UJO(7},0,7’), (126)



12

com condigoes de salto
[uo) T =0

[wo] = =0

P oy
[po]ir =—-G/fo

|:8'LLO 8w0}+ —0

onde temos usado Do = dA¢.

0 ~
Verifiquemos a equacao (1.26), pela equacao (1.8) temos que Nz = nv- + 1+ Dck

_OF . 2 —Vh
que sera tomada por nz—— = nv_ + 1+ D¢gk. Lembrando que n = jzz—vl, temos
ot (1+ |Vh|?)2
R 1 OF ~
n= 1.(——,O,l); z=(0,0,1)
o\ 2] 2 ox
1 il
(%)

U= ((52’&0 + 53U1+, ...,0, -1+ 5211}0 + 53w1 + )
F - (Sfo + (52f1 +

com
n = x; &=z er = ot.
Dai
OF _OF o1 _ 0F
ot or ot ot
ou seja,

OF _ s(s0h 00
8t_5< (97'+5 87’+m ’

que é equivalente a

8_F:52%+530f1 +

ot or or

Por outro lado,
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logo,
nv = L T- <—2—F,0, 1) (52u0+53u1+,...,0,—1+52w0+53w1 +)
- OF 2|2 Zz
Ox
1 OF
— - {——(52u0+(53u1—|—...)+(—1)+52w0+(53w1+... :
o\ 2] 2 Ox
1 bl
+(5)
Assim
! or - _ ! , —a—F(52u0+53u1—|—--~)+(—1)+52w0+53w1+
8F 2|2 @t 6F 21 2 8x
[1+ (%) 1+ (a—x)
+---] (1 + D.k),
entao
OF [ OF\ . ) , oF\*|*
5 (—ax) (0%ug + 0°uy + ...) = 1+ 6%wg + 0wy + ... + (1 + D.k) |1+ o
Dali,
52%—1—63%—1—--- = —5<%—{70—52%—{71+-~-)(52uo+53u1+---)—1—|—52wo—|—53w1—|—...
9N\ 2 >
o4 (14D 1 bl
+ (1 + Dck) +<8x)
Pela referéncia [13] temos que
oF
k = ox?

3
2

L4 (O
ox
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entao
9fo df dfy . Of
2279 S S A A L T ) =1 2 3
537+5 5+ 5( o 5877+ (up + 0uy + -+ ) — 1+ 6 wo + 6wy +
272 D, 2F 273
4 1+(g—i> 9 . 1+<g—i>
1+ (%))
Agora
27 2 2
1+ or —1+1 or +
ox 2 \ Ox
OF \* 0fy  HOf 2 0fo\* | 50f0 Ofs
— ) =(0=—+P=+..) == Po=
<5ﬂf) (377+ " > (0n)+ o oy
OF\?*(? 1/0f\> 10fy0fi
1 — =1+6= (= [ L IR
+(8x) * 2(37}) i 2 0n On
1 <8F>2
—2:1_ - —+
- oF Ox
ox
0*F ) ,
(8F>2_ AL (ax o = Doy = Doy | [ o) 4]
1+ (=
or
Assim,
OPF _ Ofy  oPh |
Ox? on? on:
D82F
‘02 9fo B P fo
# — Dc58_772 +...=8A, e + ..
H(—)
ox
Ccom D
A== ¢ D.=0().

Portanto,
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dfo 3 d fo df1
B — _0 s ) =1
T—l— ) ( . ) 77—|— (ug + 0ug +--+) +

2 2
+52w0+53w1+...+1+521 % _|_..._|_§2A66f0_|_...
2\ On on?

afo 1 (0f\ iz
ﬁ — _ ﬁ + AC_J;O + W.
or 2\ 0n an

A equacdo (1.26) representa uma equagao nao-linear para a propagagao da frente a
qual esta incluida o fluxo do fluido somente através do ultimo termo no lado direito o
qual ¢ a velocidade vertical do fluido na frente. As equagdes (1.23), (1.24) e (1.25) podem

agora ser resolvidas para encontrar wy(n, 0, 7) para ser usada em (1.26).

Fazendo assim, pensamos que no final das contas deve ser explorado a dinamica da
frente pelo método de diferenga finita para analisar a equacao (1.26). Como ele é im-
possivel para resolver um problema o qual tem uma extensao regional infinita, devemos
travar a dimensao do espaco lateral em algum valor finito de 7. Devemos impor condi¢oes

de borda periddica no fim do dominio, ou seja

fO(_ﬂ-? T) = f0<7T7 T)

%(—77 )= Ofo(m,T)
on ’ on

Com isto em mente devemos agora considerar o problema posto na equagoes (1.23),
(1.24) e (1.25) com condigbes de salto.

Para se obter as equagoes ((1.23) a (1.26)) foram necessérias escalas de variaveis apro-
priadas, poderiamos continuar o trabalho nestas varidveis, porém a forma das equacoes

sao simplificadas se retornar-mos as variaveis originais, isto é, substituiremos 7 por z, £

Wo Uy 0 C
or z, T por 0t, wy por —, Uy Por —, or — e Ag = —.
P p 0 POT =7, Uy POT — fp 5 ¢ =5

Entao voltando (1.26) em termos originais temos
2 1
NG (afo

2
8_77) + wo(n, 0, 7),

or — "¢ o
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9 (R _Dc @ (0F)\ 1(0 (0F\\* Wol,0,5)
at\ 6 ) 6§ 02\ 6 2\ 0z \ 8 52
10F, 1 °F, 1 (@)2+Wo(x,o,5t)

1
2ot Cyax Tats\ o 2
OF, OF, 1 [(0F)\?
9% _p 1 (%% . 12
=Dt (G2 W00 (120

Se ap6s transformarmos as equagoes ((1.23) - (1.25)) uma vez escrita a velocidade do

fluido em termos da funcao corrente

99 0

e 0= —
0z ’

U:
0 ox

e tomarmos a transformada de Fourier (com respeito a coordenada lateral x) da equagao
para a fungao corrente resultando pela consideragao ((1.23) - (1.25)), é visivel que a fungao

corrente cumpre

0? 9 (0 ~
(@ - kz) Ok + 9 (@ - k2) ¢r =0, (1.28)

com condicoes de salto
[ng]ir = O?
Oz | S
6]
0z% | =0,

Doy,
0z3

+
] = —ikdGF,,

onde ngSk e .ﬁk sao as transformadas de Fourier de ¢ e Iy com respeito a x respectivamente.
w
Verifiquemos a equagao (1.28), substituiremos 1 por x, £ por z, T por 0t, wy por 5—;, Ug
Uo o9 99

Fy
— — : Funca te, tal Uy=——7 eWy=—.
por 52 e fo por 5 e ¢ : Funcao corrente, tal que U 5, e Wy o
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Verificando (1.25) temos

ow _ 0 () _ 10Uy
on  Ox \62) 62 0z

8w0 _ 1 oW,
T 52 0z
Portanto 0 0 1 90U, 1 oW, oUy oW,
Juo Wo 0 . Olo 0 _
am e Ve tea: YT Tar 0
e
oy o OW, %9
oxr  O0xdz = 0z  0z0x
Agora verificando (1.23) temos
0 (U __aw (W, P (T
02\ 6 )  0x  Ox \ 62 022 \ 0?2
10Uy w13, 10U,
62 0z Ox 62 0x2 62 022
oU, Opy  0*Uy 02U,
— === .
0z ox + 0x? + 022 ()
Analogamente de (1.24), temos
8w0 B apg 82w0 0%wy owy 28p0 Pwy 0wy
Tt T o T T - = et )

Agora de (*) substituindo Uy = —%, temos

9 <_@_¢) L (_6_¢>+82 (_@) A Y0 A A

0z \ 0z Or  Ox? 8z) 022\ 0z 022 Or 0x%0z 023
. O
e substituindo Wy = 5 0 (**) temos
0 (0¢ 2Opy 0% (09 0* [0¢ D*¢ ,Opy Pop D¢
a_<a_> . Toe (a_ toi\or) peor = 0 0. o T oo Y

Derivando (1*) em relagdo a z

PO 9 09 0w 99 0

P il w vy il e Sl il o v S O
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Derivando (2*) em relagao a = temos

Po L0 D¢ &
02012 - 920z 9t | 92022 (®)
Fazendo (a) - (b) temos
P N P 0'¢ d'¢ 0J¢ 0
023 02022 0x202>  0z4  Oxt 022022
o (P9 9P\ ¢ o' 0 o0
92 (a_ * 37) - (ax2az2 9 T o T a0

o (0% 0% P 0% B
a—(a—+a—)+(a—+a—) =0

Isso verifica (1.28), depois de resolver este problema e tomando a inversa da transfor-

mada de Fourier uma vez achamos

+o0 +o0
Wo(,0,t) / / gikta—e) _Fol@,t) d:v’dk. (1.29)
VE +1/4

Analogamente no caso periédico, encontramos

+oo —+7
n Fola! t
Wo(z,0,1) Z / eifla=al) _— 222/ °<x ) g (1.30)

24+1/4
Verifiquemos a equacao (1.30)

0G X e[ 1 [T g Fo(2t
Wo(z,0,t) = e ek <%/ ek k(:)2<—+1)/4dm/)

k=—o00

_ S T @)
B 4\/% Z (x/ﬁ/ \/k2+1/4d >

B i i Fokt)
B 4\/% VR +1/4

_ 3G Rk
a7 \Eaa)

onde F~1 é a transformada de Fourier inversa. Logo
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0G 1 —

Wolk,t) = ————Fy(k, t)dk.
0( ) 4 \/m 0( )
Dizemos que
00 = L~
Wop=—= Wo(k’,t) = zk:gzﬁk(O,t).
ox
Logo -
~ O0G  Fy(k,t
(0, 1) = ol 1) (1.31)

_Z_—
4 k\Ek2+1/4
N
Seja a equagao (1.28), chamamos y(z) = ¢x(z,t) e denotamos D’ = ot logo, (1.28)
2
é equivalente a

(D* — k*)?y + D(D* — k*)y = 0. (1.32)

Logo obtemos
yiv _ k2y” o k2y” + k4y 4 y/// o k2y' —0.

E entao teremos

y“’ + y/// . 2k2y” . k2y’ + k4y —0. (1.33)

Supondo solucoes da forma
y = Ce)xz; y/ _ )\C«e)\z; y// _ )\QOeAz; y/// _ )\306)@; y(w) _ )\4C€>\Z.
Substituindo em (1.33) obtemos,

(A N2 = 2K2N2 — B2\ + kY CeM = 0,

e temos a equagao algébrica
M4 =22\ — PN+ K =0 (1.34)

Observamos que k e —k sdo raizes de (1.34), logo fatorando (1.34) temos

A=K A+ k)N +A—F)=0.
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E teremos como raizes de (1.34)

1 1 1 1
M=k A=—-k Ag=—-+ k24> MN=—=—1/k2+-=
1 ) 2 ) 3 2+ +47 4 9 +4

Entao (1.28) tem solugoes gerais da forma

(1«“21) (1Jk2 1)
=+ +— |z _— +—
y1(2) = A" + Age ™ 4 Age 2 4 + Age 2 4

para z <0 e

Y

-=+ +—- |z -
2 4
yQ(Z) = Blekz + BQe*kZ + Bge + B46

| —
|
-
>
N
+
e
N——

para z > 0.

Suponhamos as solugoes limitadas y; e yo de (1.28), assim obtemos que Ay = Ay =0
e By = By, = 0 entao,

y(z) = 1 Jl)
| K24 —
2 4
\ z2>0

Da condicio [¢]* = 0 se, e somente se, lim+(y(z)) — lim (y(z)), logo
z—0 z—0~

lim (y(2)) = lim (12(2)) = By + By

2—0+ Pyt
e
lim (y(2)) = lm (y(2)) = Ar + 43,
o que resulta em
By + By = Ay + As. (1.35)
~q+
De %] = 0 se, e somente se, Zliré{r(y’(t)) — Zli%l_ (v'(2)) = 0, logo

N | —

1
1 1 ( JMZ)Z
: / 1 / / - —kz - 2 -
lim (y'(2)) = lim (y5(2)), y2(2) = —kDBse +< 5~ \/F +4> Bye ,
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também

1 <_
im () = Jim ((2) m@>=—““*”*<_z Y 4>Aw
Portanto
1 1
. / _ _ 2
gg@@%—k&+<2 ¢ 4)&
(§]

z—0~

lim (y/(2)) = kA; + (—% — 1/ k2 + i) As,

logo, obtemos a equacao

1 1 1 1
— _- _ 24 - _ _ 24 -
kB2+< 5 \/k +4>B4+kA1+< 5 k+4>A3.

~+
62
De 8:;’1 = 0 se, e somente se, Zlir£1+(y”(z)) — zli%q_(y”(z)) =0, logo
Jim ((2)) = lim (54(2))

e S

(30
—-= = +—= |z

1 1 2
Yy (2) = k*Boe ™ + (—5 — [k + Z) Bue ,
assim

1 1
: 1" _ 1.2 - 2 -
Z£%1+(y (2)) =k*By + ( 5 k? + 4> By.

Por outro lado,
lim (y"(2)) = lim (y{(2)),

z—0~ z—0~

1 1
1 1 (‘5*\%2*1 ?
yﬁ@:kmwM+<—§_ww+Z>Aw )

(1.36)

(1.37)
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1 1
lim (7 (2)) = kA1 + (—5 — k2 + Z) As. (1.38)

De (1.37) e (1.38) obtemos
k* By + L ,/k2+1 By + E*A; + = k;2+1 A (1.39)
? 2 1) ' 2 4) ‘

= —ik0GF}, se, e somente se, lim (y”(z)) — lim (y"(z)) =

z—0t z—0~

—i/{:éGﬁk, logo
lim (y"(z)) = lim (5'(2))

z—0t z—0*t
(§
SR
———\| K+ |2
1 1 2\ "1
Yy (2) = —k3Boe ™ 4 (—5 — /K2 + 1) Bye
lim (y”(2)) = KBy + | —= — /2 + = | B (1.40)
gV 2 2 1) * '

Por outro lado,
lim (y"(z)) = lim (y1"(z)),

z—0~ z—0~

1 1
3 — =+ k24— | 2
1 1 ( J )
yiu(z) _ k3A1€kZ + <_§ 4/ k2 + 1_1) Ase 2 4
AL
li%i(yi”(z)) = KA + (—5 +1/k2+ Z) . (1.41)

de (1.40) e (1.41) obtemos

3 3
1 1 1 1 —
{k:3132 + <—§ — k2 + Z) 34} - {k3A1 + (—5 — K2+ Z) Ag} — —ikéGF.

(1.42)
De (1.35), (1.36), (1.39) e (1.42) obtemos o seguinte sistema
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(Ay + A3+ (—=Bs) + (—By) =0

kA, + (—% + 4/ k2 + i) As+ (=Fk)(—By) + —% + /K2 — i) (—By) =0

2 2
1 1 1 1
K2A, + (—5 + [k + Z) As + (=k)*(=B>) + (—5 + [k~ Z) (=Bs) =0
1Ty 1 I\’
K3A; + <—§ + /K2 + Z) Az + (_k>3(_B2) + (_5 +4 /K — Z) (—=B1) = Zk(SGF\k
) (1.43)
Observamos que o sistema (1.43) tem a forma
11 1 1 A 0
Mo A3 M A5 | 0
PYED DY IV — DBy 0
PY DYDY S V1 —By ikdGFy,

1 / 1 1 / 1
onde Ay = k; )\2:—5—1- kQ—I—Z; A3 = —k; e)\4:—§+ k2—1.

Temos assim que

1 1 1 1
Mo A A
ALAS A A
MDA A3
1 1 1 1
Mo A A
AN A A
ATASA A

det ¢ o conhecido determinante de Vandermond que ¢ dado por

det = ()\2 — )\1)()\3 — )\1)()\4 — )\1)()\3 — )\2)()\4 — )\2)()\4 — )\3)

Observamos que

1 1 1
)\2—)\1:\/k32+1—(k‘+§>; As—A = =2k AN—XA=— k‘2+—+(k‘+§)
1 1 / 1

’

i

)\3—)\2 - —

1
—oy K2 4 -
+4,

além disso,

N —
N~

()\2 - /\1)()\4 - )\1) = k
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()\3 - )\2)()\4 - )\3) == k,

logo, usando a regra de Crammer, obtemos

0 11 1
0 A A M
0 A2 A2 N

ik6GE, A3 23 A3
1 1 1 1 ’
At A A3 N
ALAS AT A
AOAd AN

1

ou seja,
1 1 1
A2 Az Mg
o ox
Ay = —(1kdGF,
1= —RGR) =
Ao A2 A3 N\

NI I
>\1 )‘2 )\3 >\4

Assim,
N ikdG F _ ikdGE,  ikéGF;
T =) s = A= A1) k26 2k
Por outro lado,
1 0 1 1
M0 A M 1 1 1
A0 A A A M
e A ikOGE, AN _ (kéGE) PYEDYEDY
s 1 1 1 1 T 1
Mo A3 M Mo A3 M
A2 A2 A2 A2 A2OAZ A2 A2
NNEPVEPY DY NNEPCEPV DY
Logo, R
N ik6GF),
3:

(A2 = A (A3 = A2) (A = A)
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De (A2 — A1)(Az — Ag) = 4 /K2 + 411 - %, temos que
1 1 1
(A2 = M)Az — A) (s — A2) = —2\/k‘2 +7 (\/k2 +q- 5)

logo,
k6GF,
A3 _ 2 5G k 7
1 1 1
24 = 24 - _ =
()
portanto,
Al + A3 _ _Z]C(SGFk 1 1 7
2 k? ;1 , . 1 1
\/k‘ + 1 \/k‘ + 1 3
que é equivalente a
ik6GF), 1 ik6GF,

A+ Ay = — - =

’ 2k2\/k32+1 _4k\/k2+1‘
4 4

Da condicao [¢g]"

entao

= 0, temos que y(z) é continua em z =0 e

limy(z) = lir(l)qi y1(z) = Ay + As,

z—0

. ik6GF,
Or(0,8) = A + Ay = — i

o que prova (1.31).

Assim, (1.27), no caso continuo, torna-se

aFo - 62F0 8PWO oo e z (z—a')
gt = Pege Ta (8x / /

17
a2 + -
"1

F()(ZL‘ t)
VR +1/4

————dx'dk

(1.44)
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e no caso periodico

OF, O?F, 1 (0F, = /” N NE))
“l_p 4o (22 E: ih(e—a) _Z0Z gy 1.45
315 81’2 +2<ax a /k‘2—|—1/ z ( )

Agora faremos uma dilatagao nas variaveis dependentes e independente na forma x =
Oéy,t = ﬁza U’(ya Z) = F()(.’L', t) = F()(Oéy, /62)7 assim
ou 8F0 ox L 9% OFy ot ﬁ%
9z Oz 0z Ot 0z ot

(9y Or 8y ot 8y 8x

Pu  L0°F
ay? Y o
Pu L0 Fy
o~ ous

+oo +oo , t +00 ikx 1 +oo o,
/ / IR LG R < S <— / etk Fo(x',t)dx’> dk
VE +1/4 4 Jooo VE241/4 \21 J_ o

analogamente no caso periédico

0G X[ o Fo(at) 1t
_— ik(z—x )0—’ ! —zkz / /
{7 Z /ﬂ_ € L2 T / Z /kz <2ﬂ./ Fo(l’ ’t)dx>

substituindo as varidveis expandidas, temos

1 du 10% 1 [/10u\> 606G [T ¢ioky too

L =D+ | == — E— —eky oy’ 2)dy' ) dk.
3oz Cazay 2 (aay) TS ). Jeiia (‘“/oo el 2) y)

Fazendo k' = ak, obtemos

10 10% 11 (0u)’ ST A Kl

__u — DC_Q_Z+__2 ( U) / 6 <a/ e—zky U(y,,Z)dy/) dk'.
B0z a2 dy? 2« 4 27 (%)+1/4 e

Fazendo uma dilatacao na funcao Fp, da forma u(y, z) = vFy(x,t) com o = 2 temos

’Yau D¢ 0%u ’721 ou 2 0G 1 Foo 2€ikly /Jroo —ik'y’ / / /
50z 4 "oy 24\ 0y o ' dy' | dk
5o: - 4o zi\ay) T2 e L. Jarrai\L ¢ e ) dk
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du De &?u 3 (8u)2 1 /+°° ek < 1 /+°° ik ,) ,
Ou_ P d%u A0 (OuN" gem 1 Ky ) 2 dy ) di.
0z 4 0y? 8 \ 0Oy g V2T J oo ()2 +1 \V21 J ‘ uly's2)dy

Agora tomemos

5D¢ 4
= 5o

4
W=4 =775-=4 =7=Dc
D¢
e fazendo p = B0G = % a equagao (1.44) torna-se
du %u 1 [ou)’
_ 1(ou 1— 9212
0z  0y? N 2 (8y) ol W)



Capitulo 2

Teoria Basica

2.1 Problema de Cauchy para Equacoes de Evolucao

Sejam X, Y espacos de Banach e Ty > 0 um problema da forma

Fec(0,Ty] x Y, X)
Ou = F(t,u), t >0 (2.1)
u(0) =¢ €Y,

¢ chamado um problema de Cauchy, ou de valor inicial, para uma equagao de evolugao,
quando estuda-se as seguintes questoes:
a) Ezisténcia local de solugoes: Seja Ty > 0, existe T' € (0,Tp] e u € C([0,7];Y) tal

que (2.1) é satisfeito.

b) Unicidade: Existe T} € (0,Tp], com Ty > 0, tal que (2.1) possui no maximo uma

solugao em [0, 71].
c) Persisténcia: Se u(0) € Y, entao u(t) € Y,Vt € (0,Tp).
d) Dependéncia dos dados iniciais: A fungao ¢ — u é continua em relagao as normas

de Y e C([0,T];Y).

Se as hipéteses a), b) e ¢) anteriores forem verificadas, o problema (2.1) serd dito local-
mente bem colocado. Se alguma das hipoteses anteriores nao for verificada o

problema (2.1) serd dito mal colocado. Finalmente, se F(t,-) estiver definida em [0, c0)

28
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e a), b) e ¢) forem verificadas em [0,7],VT > 0, o problema (2.1) sera dito globalmente

bem colocado.

Para maiores informagoes veja o capitulo I de Iério & Nunes [20].

2.2 Operadores Lineares

Sejam X e Y espagos de Banach. Uma aplicacdo T' com dominio D(T") é um
operador linear de X em Y, se D(T) é um subespago de X e
T(ou+ pv) = aT(u) + T (v), Vo, € Cyu,v e D(T).

O operador T é dito limitado se
sup{[|Tully : flullx <1} < oo
Teorema 2.1. Seja um operador linear T : D(T) C X — Y, entao T € limitado, se e

somente se, T' € continuo.

Se X e Y tém dimensao finita, entao todo operador linear de X em Y é limitado.
O mesmo nao é valido em dimensao infinita, o operador H,, definido na secao 2.4 deste
capitulo, é um exemplo de operador linear nao limitado. A demonstracao disto pode ser

vista em Iério [21], onde podem ser encontradas maiores informagoes sobre o assunto.

Um operador linear 7' : D(T) C X — Y é densamente definido se D(T) = X.

Lema 2.1. Se X € um espaco de Banach, entio C([0,T]; X) € um espaco de Banach
munido da norma || f|| = max {||f(t)||x: t € [0, T|}.

Lema 2.2. Sejam T, M >0, ¢ € X, onde X € um espaco de Banach. Entao
x(T) =A{f€C(0,T]); X) : [Sugllf(t) —¢llx < M}
07

¢ um espago métrico completo. Onde a distancia em x(T) € induzida pela norma de
C([0,T]; X).

Demonstracao A distancia em x(7") é dada por

d(f,g) =sup || f(t) — g(t)|x.

[0,7]
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E facil ver que esta funcao define uma distancia. Seja {f,} € x(7), {fa} de Cauchy em
relagao a d. Entao {f,} é uma sequéncia de Cauchy em C([0,7]; X). Pelo lema anterior,
existe f € C([0,7]; X) tal que d(f,,f) — 0. Temos ||f.(t) — ¢||lx < M, para todo
t € [0, T}, portanto [su[; |f(t) — ¢||lx < M, entao f € x(T).

0,7

Proposicao 2.1. (Teorema do Ponto Fizo de Banach). Sejam M um espago métrico

completo e f: M — M, uma contracao. Entdo f possui um tunico ponto fizo em M.

Para a demonstracao, veja Lima [25].

Os resultados a seguir podem ser encontrados em Thayer [29].

No restante desta secao H sera um espaco de Hilbert.

Teorema 2.2. (Teorema de Representa¢io de Riesz) Seja n € H, defina
A, (&) = (&,m), entao A, € H* e a aplicagao

H — H*

n — A,

¢ isométrica, antilinear e sobrejetiva.

Seja B(H) o espaco dos operadores lineares limitados, tomemos T € B(H), entao

pelo teorema de representagao de Riesz existe um tnico operador T* € B(H) tal que
(T&m) = (& T™n),&n € H.

Definicao 2.1. O operador T* acima é chamado o adjunto de T. Se T = T*, T é

chamado Auto-Adjunto(ou hermitiano, ou simétrico).

T € B(H) é dito normal se
TTr* =1T7T.
Podemos notar que os operadores Auto-Adjuntos e os operadores unitarios

(i.e. operadores lineares sobrejetivos em que | T¢|| = ||€||) sdo também normais.

Os operadores lineares T : D(T) C H — H e Ty : D(T}) € Hy — H; sao ditos

unitariamente equivalentes se, existe um operador unitario V' : ' H — H; tal que

V(D(T)) = D(T1)
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TWn=VTn, ne D(T).

O operador V é chamado entrelacante, dizemos que T' e T} sao entrelacados por V.

Definicao 2.2. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e 1 < p < oo. L1(X) € o espago

das funcgoes mensurdveis ¢ : X — C tais que

It = [ [ WPdute)] " < oo,

onde identificamos as funcoes que sao equivalentes (.t.p..

Sejam (X, A, ) um espago de medida e g : X — C uma funcao mensuravel. O

operador maximal de multiplicacao por g M, ¢ definido por
D(My) ={v € Lj(X) : g- v € Ly(X)}

Mgp =g -9, € D(M,).

No préximo teorema precisaremos da seguinte definigao, M°(X) é o conjunto das funcoes

mensuraveis g : X — C tais que

||lo = sup{|p(z)| : z € X} < 0.

Teorema 2.3. (Teorema Espectral para Operadores Normais). Seja T € B(H), onde H €
separdvel, entao T é normal se, e so se, existem um espago de medida (X, A, ) (separdvel
e o-finito) e uma fungio g € M*(X) tais que T € unitariamente equivalente a M,, em
L2(X).

Definicao 2.3. Seja T : D(T') — H um operador linear densamente definido. O operador
T, chamado o adjunto de T € definido por

D(T")={neH: I¢ec H[(TEn) =),V e DT)}

T"n=¢, ne D(T").

Diremos que T € Auto-Adjunto se T* =T.
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Se n € D(T*), T*n é o tinico vetor em H tal que

Isto segue da densidade de D(T).
Um operador T': D(T') — H ¢é dito simétrico se
(T&n) = (& Tny, ¥&,n € D(T).

A seguir, a imagem do operador T + i serd denotada por ran(T +1i). Se T' é um operador
simétrico densamente definido, entao a sua transformada de Cayley W = W(T') é definida
por

D(W(T)) = ran(T + 1)

W{T +i)n) = (T —i)n.

Seja W : D(W) C 'H — H. Se [|[W¢|| = ||£][, V€ € D(W), W é dito uma isometria

parcial.
Proposicao 2.2. T' é Auto-Adjunto se,e sé se, W(T') € unitdrio.

Lema 2.3. Seja g : X — R uma fungdao mensurdvel. Entdao

i) W(M,) =M., onde z: X — C € dada por

ii) M, € Auto-Adjunto.

Lema 2.4. Se W(T) e W(T3) sdo unitariamente equivalentes, entao T em H e Ty em

H1, sao unitariamente equivalentes.

Teorema 2.4. (Teorema Espectral para  Operadores — Auto-Adjuntos).
T :D(T) CH — H é Auto-Adjunto se, e sé se, T é unitariamente equivalente a um

operador M, onde g € uma funcao mensurdvel real.



33

Demonstracao Pelo lema 2.3 M, ¢ Auto-Adjunto. Um operador unitariamente
equivalente a um operador Auto-Adjunto é Auto-Adjunto. Logo a condigao é suficiente.
Se T é Auto-Adjunto, entao pela proposigao 2.2 W(T) ¢é unitario, dai pelo teorema
espectral para operadores unitarios, W(T') é unitariamente equivalente ao operador M,
em LZ(X), onde z : X — C é uma funcao mensuravel. z # 1,q.t.p.. De fato, suponha
que existe E, u(E) > 0, tal que E C z~'{1}. Entao Xp € L’(X), Xp #0e

Como 1 — W(T) é injetivo e W(T') é unitariamente equivalente a M, temos que 1 — M,

é injetivo, isto contradiz a igualdade acima.
Seja g : X — R tal que
g(w) = i(1+ 2(w))(1 - z(w)) ™,

g ¢ definida q.t.p. em X.

Tem-se,
2(w) = (g(w) — ) (g(w) +1)7", q.t.p.

Pela proposigao 2.2 M, = W(M,). Entao W(T') é unitariamente equivalente a W (M,),

dai pelo lema 2.4 T' é unitariamente equivalente a M,.

Definicao 2.4. Seja T' um operador Auto-Adjunto em H, entdo T € dito nao-negativo se

(T€,€) =0,
para todo & € D(T).

Proposicao 2.3. Seja T um operador Auto-Adjunto em H, entao T € nao-negativo se, e
sd se, Sp(T) C (—0o0,0).

Veja o significado de Sp(T) na definigao 2.14.

2.3 Resultados de Teoria da Medida

A teoria desta segao pode ser encontrada em, Fernandez [14].
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Teorema 2.5. (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (X, A, ) um espago de
medida. Seja { f,} uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis definidas em X tal que f, — f

q.t.p. em X. Suponha que |f,| < g, onde g € integrdvel. Entio f € integrdvel e

/fdu: lim /fndu.
b's n—too Jx

Teorema 2.6. Suponha que para algum ty € [a,b], a fungio x — f(x,ty) € integravel em

X, 97 existe em X X [a,b] e existe g integrdvel tal que

ot

af

@b < g(a).

Entao a fungao
F) = [ fat)dn,

¢ derivdvel em [a,b] e
d d of
—F(t) = — t)du = —(x,t)dpu.

Seja L = L(X, A, i), o conjunto das fungoes reais integraveis com respeito a medida

. A relacao
fr~g, sep{reX: f(x)#g(x)} =0,

¢ uma relacao de equivaléncia em L.

Defini¢ao 2.5. Se 1 < p < o0, 0 espago LP = LP(X, A, 1) consiste de todas as classes de
equivaléncia de fungoes reais mensurdveis f tais que |f|P tem integral finita com respeito

a medida p sobre X. A norma em LP serd definida por

I ={ [ 1rau}”

Os espagos usados no capitulo trés serao os LP(R, B(R), u), com p = 1 ou 2, onde

B(R) é a o-élgebra de Borel em R e p é a medida de Lebesgue.
Teorema 2.7. O espaco LP € um espaco de Banach, com a norma acima.

Definigao 2.6. O espaco L™ = L*(X, A, ) consiste de todas a classes de equivaléncia

de fungoes reais mensurdveis que sao limitadas q.t. p..



35

Se feL*eN € A, com u(N) =0, definimos

S(N) = sup{|f(z)| : © € N}

| flloc = inf{S(N): N € A, u(N) = 0}.
Teorema 2.8. O espaco L € um espaco de Banach, com a norma acima.

1 1
Teorema 2.9. (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 1 tais que — + — = 1. Entado se
p q
feLlege LI temos fg€ L' e

/X\f(x)g(x)ldu < £ lpllglla-

No teorema a seguir (X, A,u) e (Y,B,v) sao espacos de medida e A ® B é a
o-algebra gerada pelos conjuntos da forma A x B, onde A € Ae B € B.

Teorema 2.10. (Teorema de Fubini). Sejam p e v medidas o -finitas e f mensurdvel

/x (/Y [, yldv ) dpe < o
| ([ 1t sla)av < o

Se uma das desigualdades acima ocorrer as integrais repetidas sao iguais.

em relagao a A® B. Entao

se, e SO se,

2.4 Transformada de Fourier
As demonstragoes dos teoremas da proxima se¢ao podem ser encontrados em [21].
Definigao 2.7. Seja f € LY(R"), entdo a transformada de Fourier de f € a funcdo
(FNE = (&) =@ | fla)e < de,
e a transformada de Fourier inversa de f € definida por
(F D) = fla) = @0 | J©)e<de.

Onde & v =& -x1..6, - T, £ = (&1,..,&n), x = (21, ..., 7)) € R™.
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Se f,g € L*(R"), a convolugao de f e g é a fungao
frg@)= | flz—y)gly)dy.
R

Teorema 2.11. Se f,g € L'(R"), entdo

—

(F +9)(€) = 2m)"2£(€)3(9).
Sejam o = (aq, ..., ) €E N" e x = (1, ..., ¢,) € R" entdo denotamos

0/0x; =D, D =D"..D* l|lal=a;+..+aqa, ex® =z .29
3 (3 1 n 1 n 1

n

O espago de Schwartz, denotado por S(R™) é o conjunto das fungoes f : R™ — C tais que
feC®R") e

sup |2°0° f(x)| < oo, Va, B € N™.
TER™

S(R™) é denso em L?(R™), veja em Folland [15].

Seja Co(R™) o espago das fungoes f : R" — C que sao continuas e tendem a zero com
|z| — oo. Dizemos que f tem suporte compacto se o fecho de {x € R™ : f(x) # 0} for
compacto, seja C*(R") o espago das fun¢oes C* de suporte compacto, se 1 < p < oo,
entao CP(R™) é denso em LP(R") (veja o teorema 2.19 de Adams [1]) e é denso em C,(R")

na norma L.

Sejam f € L*(R") e {f,,} € S(R") tais que f, — f na norma de L*(R"). Definimos

N

f=lim f,.

n—oo

Teorema 2.12. A funcdo
F:L*R" — L*R")
fo— Ff=f
é um operador unitdrio. F é a transformada de Fourier em L*(R™).

Teorema 2.13. (Identidade de Parseval). Se f,g € L*(R"), entao

(o) = | J@g@)de= | )50 = (].9).

a iqualdade anterior é equivalente a

1f ez = 1fllz2, Vf € LP(R™).
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Consideremos o operador maximal de multiplicacido por |£|* definido por
D(My) = {g € L*(R") | [¢[*g € L*(R")}
(Mog)(€) = [€[*9(€). g € D(Mp).
O operador Hj é definido por
D(Ho) = {f € L*(R") | [¢]*f € L*R")}.
Hof = F Y (MoFf), [ € D(Hy).

A seguir definiremos funcoes do operador Hy.
Seja F' : R — C, uma funcao mensuravel, o operador maximal de multiplicacdo por
F(|£)?), F(My) é definido por

D(F (M) ={p € L*(R") | F(|- )¢ € L*(R")}
(F(Mo)e)(&) = F(Ig]*)e(€), ¢ € D(F(My)).
Definimos entdao F(Hy) por
D(F(Ho)) = {f € L*(R") | F(]- [*)f € L*(R")}
F(Ho)f = F~'(F(Mo)Ff), f € D(F(Ho)).
Teorema 2.14. Se f € L}(R") e g € LP(R"™) entdo f* g € LP(R") e

1 * glle < [l llgll e

Denotaremos por &’'(R™) o espago dos operadores T : S(R™) — C tais que T ¢é linear e
continuo. Os elementos de S&'(R™) sdo chamados distribuicoes temperadas. Se ¢ € S(R™)

T'p serd denotado por
To =(T,¢).

Se f € §’'(R™), entao a transformada de Fourier de f é definida pela férmula

~

(f,0) = (f, @), € SR").
Analogamente a transformada inversa é definida por

(f,0) =(f.¢),p € SR").
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2.5 Espacos de Sobolev em R”

Na secao a seguir as referéncias sobre espagos de Sobolev podem ser encontradas em I[ério
[21].

Definigao 2.8. Os conjuntos H*(R")={f € S'(R") | (1+|€]?)*/2f € L*(R™)}, s € R sio

chamados espacos de Sobolev de tipo L* em R™.

Se s € R o espago H*(R") munido do produto interno

()= [ 1+ Iy fe)a@s

é um espago de Hilbert. A norma de H*(R") é

2 = [+ IePriford

Usando a identidade de parseval temos

ol = [ (rleny i

_ / (U [P F OO T EP)(€)de

— /n((1 — )P HNE (1L — 92)/2g)1(€)dE
- / (1= &) P@)((1 = 2)7g)(@)da
- [ U n@TgE

A norma de H*(R") pode, portanto ser escrita como

1 flls = /R (T2 f)(z)2da.

Teorema 2.15. Se s > n/2, entdo H*(R") estd continuamente imerso em Co(R"™) e

[fllzee < Cn, 8) 115,

onde

Cln.s) = (2m) 2] [ (1+1eP) g "

n
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Os préximos lemas serao usados no capitulo trés.

Lema 2.5. Se A >0 er € [0,00), entdo

01(1 —|—7“>\) S (1 +’I")>\ S 02(1 ‘l‘T)\),

onde Cy = min{1,2*"1} e Cy = max{1,2*"1}.

Sugestao para a demonstracao: Estude o comportamento da fungao

(l—l—r))‘
14+

p(r) =

Lema 2.6. (Lema de Gronwall). Sejam f,k € LY[0,T]), k,C > 0, onde C ¢é

constante. Entao se

temos que

Demonstracao Se

entao

r<er [ k()£ (s)ds,

f(t) < Cexp [/Otk(s)ds}

R(t) = / F()k(s)ds,

Sroen [~ [ Hoa)} <o oo~ [ weo),

logo, integrando de 0 a t, t € [0, 7], obtemos

R(t) exp[—/otk(s)ds} < C/Otk(s)exp[—/osk:(T)dT]ds

dai, de (2.2) obtemos

R#t) < C /0 tk(s)exp[ / tk(T)dT]ds

= —C+Cexp [/0 k(s)ds}

< Cexp [/Otk;(s)ds},

f(t) < Cexp [/Otk:(s)ds].

(2.2)
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Se m € N, seja CJ'(R") o conjunto das fungdes de classe C™ de suporte compacto em
R"™.
Lema 2.7. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Sejam q, r tais que
1<qgr<oo, ea,f
multi-indices satisfazendo 0 < |a| < |B|. Seu € C'(l)m(R") e
1 Q@ 1 1
el (1 g
D n roomn q

entao
ID%ul|pr < C|IDu| 9 [|ull12?, (2.3)

para todo 6 no intervalo

ol o<y,

6]~
no.. . o . . n
onde C = C(n,|al,|8|,q,7) e |B]|—|a|—= ndo é um inteiro nao-negativo. Se || —|a|——
r r
|

18"

¢ um inteiro nao-negativo entdo (2.23) € vdlido apenas para 0 =

Veja a demonstragdo em, Friedman [16].

Lema 2.8. (Desigualdade de Young). Para quaisquer a,b >0 ee >0, sel <p < oo e

1

1
4= =1,
p p

entao
ab < ea®? + Cebpl,

onde C. = ¢ 1/P—1,

Lema 2.9. Ses > 1/2 e f, g € H*(R) entdao fg € H*(R) e

1fglls < C(s) 1 Nslglls-

Veja a demonstragao em, Ponce [27].
Lema 2.10. (Desigualdade de Kato-Ponce). Se s > 1/2 e f, g € H*(R) entio fg €
H*R) e
Ifglls < CULfz<llglls + 1 F1lsllgllze)-
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Veja em, Kato [23] uma versao generalizada.
Lema 2.11. Sejam 6 >0, 0 <A <2 ea >0, entdo

—0 + ab® < C(N)az>.

Sugestao para demonstragao: Calcule o maximo da fungao

F(0) = —0* 4+ ab*, 0 > 0.

2.6 Espacos de Sobolev Peridédicos

Seja P = Cp, o conjunto de todas as fungoes ¢ : R — C que sao €' e periddicas de

periodo 27. P ¢é claramente um subspago vetorial de CJ,,. com respeito as normas de C”

Definicao 2.9. Um funcional linear em P, T : P — C, é chamado uma distribuicao

periddica se existe uma sequéncia (V,,),>1 C P tal que

™

T(p)=(T,¢) = lim U, (x)p(z)dz, Yo € P.

n—-—r1+0oo
+ —T

O conjunto de todas as distribuicdes periédicas serd denotado por P’

Definigao 2.10. Seja s € R. O espago de Sobolev H,,, = H,, ([=m,7]) € o conjunto de
todos f € P tal que

A2 =27 Y 1+ [B)|F (k)] < oo.
k=—0c0

Em outras palavras, uma distribuigao periddica f ao longo de H,,, se e somente se

((1+ |k[2)*2f (k))rez € €% = (*(Z). Nos iremos denotar por 2 = (*(Z) o espaco de todas
as sequéncias o = (qy)gez com

oo 1/2

ladle = |20 > (14 k) el

k=—o00

-~

Assim f € HS, se e somente se (f(k;))kez € (2; neste caso, ||f|]s = ||f

per

e

E facil ver que para todo s € R, H,,. ¢ um espaco de Hilbert com respeito ao produto

mterno



42

No caso s = 0, obtemos um espago de Hilbert que é isométricamente isomorfo a L?([—7, ),

no que segue, ngr serd denotado por Lper

Proposicao 2.4. Seja s,r € R. Entao HS, — H'. 6 ou seja, HS € continuo e densa-

per per’ per

mente imerso em Hp, e

HfH HfHvafE per
Em particular, se s > 0, HS, C L2([—7T 7). Além disso, (H2,), o dual topoldgico de

per per

H,,., € isometricamente isomorfo a H,3 para todo s € R. A dualidade estd implementada

por

(f.g)s=2r > f(k)G(k).f € Hys g € H,

k=—00

Proposigao 2.5. Seja m € N. Entio f € HI, se e sédse df = f9 e L2, j €

per

{0,1,2,...m} onde as derivadas sio tomadas no sentido de P'. Além disso ||f||m e

m 1/2
- (S|
5=0
sao equivalentes, ou seja, existem constantes positivas C,, e C;n tal que

Cm||f‘|$n§<<f>> <C Hme?va per

Teorema 2.16. (Lema de Sobolev). Se s > 1/2, entao H,, — Cp, €

per

1 flloo < [1Fller < CIIfIls, ¥ f € Hy,.

Seja f,ge Hs..,s > % Devido ao Lema de Sobolev podemos definir o produto fg €

per ?

Chper C 2 pela formula

(fg,¢ / f(z (x)dz, Yo € P.

O importante ponto sobre este produto é que ele transforma H,,, para s > 3, em uma

algebra de Banach. Para provar este resultado iremos necessitar de alguma preparagao.

Definicao 2.11. Uma dlgebra de Banach é um espaco de Banach X junto com um produto

(r,y) € X x X — xy € X e para todo s,r € C.
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(1) (zy)z = x(yz);

(2) r(zy) = (re)y = x(ry);

(3) (x+y)z=az+yz ealy+2)=ay+az;
(4) llzyll < ll[lllyll-

Lema 2.12. Seja a,b € [0,00) e s > 0. Ezistem constantes positivas ms e My dependendo

somente de s tal que
ms(a® +b%) < (a+b)° < My(a® + b°).

Definigao 2.12. Seja o = (. )rez € 5 = (Br)rez duas sequéncias de nimeros complezos.

A convolucao de o e B € a sequéncia o 3 definida por

(axBk= Y @l

j=—00
Proposigao 2.6. Seja a € (' = (Y (Z) e § € (> = (*(Z). Fntao ax 3 € (* ¢
levs Bllez < [lexllen[| Bl ez

Em particular, para cada o € (% fizado, a fungdo 3 — o * 3 define um operador linear

limitado de 0* nele mesmo.

Teorema 2.17. Se s > %,H;er ¢ uma dlgebra de Banach. Em particular, exviste uma

constante Cy > 0 dependendo somente de s tal que

||fg||8 S CstHng“,vf,g S H;er'

2.7 Semigrupos de Operadores Lineares

A teoria desta se¢ao pode ser encontrada em Pazy [26].

Definicao 2.13. Um operador T de X em Y ¢€ dito fechado, se para qualquer sequéncia

{u,} € D(T), com u, — u e Tu, — v, tem-se

ue D(T) ev="Tu.
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Defini¢ao 2.14. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. O conjunto dos nimeros
complezos \, tais que (A —T)™" ewiste e € limitado é chamado o Conjunto Resolvente de
T e é denotado por p(T). O conjunto Sp(T) = C — p(T) é chamado o Espectro de T'. A
aplicagio R(\, T) = (A —T)~! € chamada o Resolvente de T.

Na préxima definicao [ ¢é a identidade em X.

Defini¢ao 2.15. Seja X um espago de Banach.Uma familia T'(t),0 < t < oo, de opera-
dores lineares limitados em X € chamada um semigrupo de operadores lineares limitados

em X se
a) T(0) =1.
b) T(t+s)=T{)T(s),t,s > 0.
O operador linear definido por

D(A) = {x € X|3 lim W}

t—0+

Ay — Ly L)z —2
t—0+

¢ chamado o gerador infinitesimal do semigrupo 7'(t).

, x € D(A)

Definigao 2.16. Um semigrupo de operadores lineares limitados em X, T(t), é unifor-

memente contz/nuo se
Jim (|7°(8) = Ilsx) = 0-

Teorema 2.18. A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo

de operadores lineares limitados T(t) se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Além disso

T(t) = e = Z (t:;')n

Definigao 2.17. Seja X um espago de Banach. Um semigrupo T(t), 0 < t < oo de

Operadores Lineares Limitados em X € dito um semigrupo fortemente continuo se

tli%}r T(t)x =z, para todo x € X.

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd chamado

um semigrupo de classe Cy ou um semigrupo Cy.
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Teorema 2.19. Sejam T'(t) um semigrupo Coy e A seu gerador infinitesimal.

a) Sex € X, entao

t+h
lim T(s)xds =T(t)x.

h—>0+ t

b) Sex € X, entdo

/tT(s)xds € D(A)

A ( /0 t T(s)mds) = T(t)z -z

c) Sex € D(A), entao T'(t)x € D(A) e

dT (t)x
dt

= AT(t)x = T(t)Ax.
d) Se x € D(A), entao

Tt)r —T(s)x = /: T(r)Azdr = /: AT (1)xdr.

Corolario 2.1. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, T(t), entdo A €

fechado e densamente definido.

Demonstracgao Sejam x € X e

1

t
T = —/ T(s)xds, t > 0.
t Jo

Pelas partes a) e b) do teorema anterior temos respectivamente, z; — x, com ¢t | 0 e

z; € D(A), logo D(A) é denso em X.

Seja x,, € D(A), tal que z,, — = e Az, — y. Pela parte d) do teorema anterior temos

Tz, —x, = /Ot T(s)Az,ds. (2.4)
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Se s € (0,t) notemos que

1T(s)Azn, = T(s)yllx = [[T(s)(Azn — y)llx

IN

1T (s)|lex) [[Azn — yllx
Me“*|| Az, — y||x
< Me*Y|| Az, —y||x — 0,

IN

com n — oo. Logo T'(s)Ax, converge uniformemente para 7'(s)y no intervalo (0,t), entao

tomando o limite nos dois lados de (2.4) temos

Tt — 2 = /0 T(s)yds. (2.5)

Dividindo os dois membros de (2.5) por t > 0 e fazendo ¢ | 0, obtemos que x € D(A) e

Az =y, pela parte a) do teorema anterior.

Seja A um operador satisfazendo as condicoes:

a) A é fechado e densamente definido.

b) O conjunto resolvente de A p(A) O (0,00) e para todo A > 0

IR(A, A)llsx) <

> =

Usando as condigbes a) e b) anteriores provaremos os proximos lemas.

Lema 2.13. Suponha que A satisfaz as hipdteses a) e b) acima, entdo
R\, A) = (A — A)7Y, satisfaz a igualdade

lim AR\, A)x =2, VrelX.

A—00

Demonstragao

v € D(A) = AR\, Az —zfx = [AR, Az|x

= [IR(A A)Az|x

1
—||Az||x — 0,com A\ — oo.
g

IA
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Como D(A) é denso em X e [[AR(A, A)||zx) < 1, temos AR(A, A)z — z, com A — o0,
Vx € X. De fato, sejam x € X, x,, € D(A), x, — x. Entao , dado ¢ > 0, 3N € N tal

que n > N = ||z, —z|x < i Fixemos ny > N, entdo

[AR(N, A)z —zl[x < 2|2, — 2lx + AR, Az — 20, || x
< % F AR, A)zng — Tngllx, YA > 0,2 € X,

Fazendo A — oo acima obtemos a igualdade

lim AR\, A)x =z, VzeX.

A—00

Se A >0, Ay = MR(\, A) = M2R(\, A) — X é chamada a aproximacio de Yosida de
A.

Lema 2.14. Suponha que A satisfaz as hipdteses a) e b) acima. Entao se Ay € a apro-

ximacao de Yosida de A, temos

lim Ayx = Az, sex € D(A).

A—00

Demonstracgao

r € D(A) = )\lim A = /\lim AR(N\, A)x
= /\lim R(\, A)Ax

= Az

Lema 2.15. Seja A satisfazendo as hipdteses a) e b) anteriores. Se Ay € a aproximagao

de Yosida de A, entao Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente
continuo de contragoes e,
Além disso tem-se

e — e lao) < HlAve = Auallx, Vo€ X, Ap>0.

Demonstracao Pela defini¢ao temos que Ay € B(X), logo pelo teorema 2.13 A, é o
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gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo e*4*. Temos também
LAy _ tAZR(\, A)—))
e ey = e I50x)

Heft)\let/\QR()\,A) HB(X)

2
et)\ R

IN

le™ s 1€ Dl x)
_ ||€—t>\]||B(X)HetAZR()\,A)HB(X)

e—t)\et)\2||R()\,A)||B(X) <1

IN

Logo e & um semigrupo de contragoes. Pelas definigoes temos que e et Ay e A,

comutam entre se. Entao

b d
/_(etsAAet(l—s)Aum)dS
o ds x

1
/ H(tA)\etSA’\ . 6tSA’\t€t(1_S)A“)$”XciS
0

Jeha — gy =

IN

1
- / |[tets et ( Ay — A,x)| xds
0

1
< t)Ave — Aulx / 15 sy 29 s s
0

< tHA)\LE — A“I'HX

Teorema 2.20. (Hille-Yosida). Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um

semigrupo de contragoes T(t), t > 0, se, e somente se

a) A é fechado e densamente definido.

b) O conjunto resolvente de A p(A) 2 (0,00) e para todo A > 0

IR(A, A)llsx) <

> =

Demonstragao

Do coroldrio 2.1 obtemos a). Seja A > 0. Defina

RO\ = /0 N (1)t (2.6)
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t — T(t)x é continua, logo e MT(t)z ¢ integravel no sentido de Riemann em [0, a] para

todo a > 0. Temos também
o 1
IRVl < [ e MIT @l xde < 5ol
0

logo (2.6) existe como integral impropria de Riemann. Além disso, se h > 0

Th)—1 1 [ 1 [
T =T e, = 1 / e NT(t + h)adt — / N ()2t
n h ), h ),

1 [~ 1 [
= E/h e MM () adt — E/o e MT(t)xdt
eAt -1 o0 e/\h h
= . / e MT(t)xdt — - e MT(t)xdt. (2.7)
0 0

Fazendo h | 0 em (2.16) obtemos AR(A\)z = AR(A\)z —x, Vo € X, logose z € X,
entdo R(A\)z € D(A), e

(A—=A)R(\) = 1. (2.8)
Se x € D(A), entao

R\ Az = / e MT(t) Azdt
0

= /00 Ale™MT(t)x)dt

= lim [ A(eMT(t)x)dt

a—00 0

— lim A( / a(e‘”T(t)xdt)

a—00

— A< / h e’”T(t)xdt)

= AR(\)z.

Onde na quarta igualdade usamos o fato de A ser fechado. Entdo de (2.8) e da
igualdade anterior obtemos
re€DA)=zx=AN—-A)RNz = AR\N)zx—AR\)z
= AR(AN)z — R(\)Azx
= RA)(A—A)zx.
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Logo
I=RANA-A). (2.9)

Portanto de (2.8) e (2.22) obtemos R(\) = (A — A)™! e (0,00) C p(A).
Provaremos a seguir que a condicao ¢é suficiente. Faremos duas provas distintas:
(1* Prova)

Seja x € D(A), entao usando o lema 2.15 temos

HetA*x—etA“xHX < tl|Az — Az x

< t||Aye — Az||x +t||Ax — A x| x — 0.

Logo ez, converge com A — oo, Vz € X. Como D(A) é denso em X e [|e" || 5x) <
1 temos

lim e = T(t)z, Vo € X. (2.10)

A—00

A prova desta afirmacao é anédloga a demonstragao do lema 2.15. O limite (2.10) é
uniforme em intervalos limitados. De (2.10) segue que T'(¢) satisfaz as propriedades de
semigrupo, de fato

T(0)z = /\lim MMy = Tx =z

logo T'(0) = 1.

T(t+s)x = /\lim )y
_ )\hm etA)\( SAALE)
= lim e (lim ")
A—00 A—00
= T@)(T(s)x)
= Tt)T(s)x.

logo, T'(t +s) = T(t)T(s),t,s > 0. Temos que ||T(t)|lpx)y < 1 e a funcado

t — T(t)z, t > 0 é continua pois é o limite uniforme de funcoes continuas t — e z.
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Logo T'(t), é um semigrupo Cy de contragoes em X. Resta provar que A é o seu gerador

infinitesimal. A equac@o (2.6) e o teorema 2.19 implicam que

Ttz —2 = lim (e z —2)
A—00
t
= lim M A\ xds
A—o0 Jo

_ / (1) Auds. (2.11)

A dltima igualdade segue da convergéncia uniforme de e¥* Ayx para T'(t) Az em in-
tervalos limitados. Sejam B o gerador infinitesimal de 7'(¢t) e z € D(A). Entao (1.9)
implica que * € D(B) e Bx = Az. Logo B 2 A. Como B é o gerador infinitesimal
de T'(t) segue das condigdes necessérias que 1 € p(B). Por outro lado temos 1 € p(A).
Como B D A, temos (1 — B)D(A) = (1 — A)D(A) = X, logo D(B) = (1 — B)™'X
= D(A), e portanto A = B.

(2* Prova)

Por hipdtese o resolvente p(A) D Rt e para cada A > 0, o resolvente satisfaz a

desigualdade

1
MA+M”HSYA>O (2.12)
Para ver isto notemos primeiro que (1.12) implica em

(1 +aAd) M| < —1,a > 0. (2.13)

Definimos
t
Vo) =(1+—-A)"t>0,n=1,2.. (2.14)
n

Seque-se por (1.13) que ||V,,(t)|| < 1 de forma que V;,(t) é uniformemente limitada. Além
disso, V,(t) é holomorfa em t para t > 0 pois (A + A)~! é holomorfa em A > 0; em

particular

d

Va(t) = T

Valt) = —A(1 + %A)‘”‘l € B(X),t>0. (2.15)
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V,.(t) nao é necessariamente holomorfa em ¢ = 0 (pois definimos resolvente para t > 0),

mas é fortemente continua, isto é,

Va(t) — V,(0) = 1, quando, t | 0. (2.16)

Esta propriedade segue-se por

(1+aAd)™t —=1,a]0. (2.17)

Para verificar a existéncia do limite V,,(¢), vamos estimar V,,(t) — V,,,(¢)

t—e t—e

Va(t)=Vu(t) = hg)l E[Vm(t—s)vn(s)u]ds = hl%l =V (t—5) Vi (8)ut Vi (t—5) V. (s)u]ds.
‘ ‘ (2.18)
Entao por
VI(t) = %Vn(t) = A(1+ %A)”1 € B(X),t>0, (2.19)
obtemos
t—e
Vo(t) — Vi (Hu = hf(r)l [V (t = 8)Vu(s)u + Vi (t — s)Vo (s)u]ds
t—e _
= lim [A(1 + (t S)A)_m_l(l + fA)_”u
el0 € m n
(t—s) . _ s
—(1+ A)TMA(L 4+ —A)lds
R 220)
Ctim [ (1 B a4 S
elo J, m n
. (t - 8) S —n—1 S n+1 S —n—1
(1+ p- A)A(1 + nA) (1+ nA) (1 + nA) uds
. = s t—s A 5 o\ ne1
= lelfél 5 (E - )1+ — A) A%(1+ EA) uds.

Como u € D(A?), e o resolvente de A comuta com A, entdo por (1.20) segue-se que

V(b — Vi (t)u = /Ot(f S sy %A)‘”‘IAQUds; (2.21)

n m m

Notemos por
(1+ad)™t—=1,al0 (2.22)
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que o integrando é continuo para 0 < s < t. Segue-se por [|(1 +ad)7!| <1, a >0 que

Vi (£t — V()] < ||T2] / .

t 2
=L+ A%l

Assim V,,(t) forma uma sequéncia de Cauchy e o lim V,,(¢) existe, uniformemente em ¢ em
cada intervalo finito, desde que u € D(T?).
Como V,,(t) é uma sequéncia de operadores limitados, mais precisamente, ||V, (¢)|| < 1

e além disso como D(A?) = X, entao o lim V,,(¢) existe Yu € X, isto é,

U(t)=s—lmV,(t) =s— lim (1 + A) "t >0. (2.24)

n—oo
Veremos agora que U (t) satisfaz as propriedades de semigrupo.

Desde que V,,(t)u — U(t)u uniformemente em ¢ em cada intervalo finito e V,,(t) é
continua em ¢, entdo U(t)u é continua em t. Em outras palavras, U(t) é fortemente

continua para t > 0. Além disso, temos que
U@ < 1,U0(0) =1, (2.25)

desde que ||V, (t)]| < 1e V,(0) = 1.
Agora segue-se por V() = 4V, (t) = —A(1 + LA) que

Vi) = — A+ A V(0)

— V)AL + LAy (2.26)
n
— AV ()1 + %A)‘l
Mas
A+ L)y =+ L4y Au = Au (2.27)
n n

para u € D(A) por (1 + aA)™' — 1 quando n | cc.

Tomando o terceiro membro de (1.26) e aplicando a u temos

V()AL + %A)u — U(t)Au. (2.28)
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Da mesma forma, tomando o fator depois de A no quarto membro e aplicando a u

temos:

-1

Va4 A Ju— V(D (2.29)

Pela mesma razao anterior; segue-se do fechamento de A que AU (t)u existe e AU (t)u =

U(t)Au. Em outras palavras A comuta com U (?):

AU(t) > U()A (2.30)

Segue-se por V,/(t) = —A(1+LtA)™ ! € B(X), t > 0 e por V,(t) — V,(0) = 1 quando
t |0 que

Valt)u —u=— /Ot(l + %A)‘"‘lAuds,u € D(T) (2.31)

Desde que (14 £A)™ ! = (14 LA)"'V,(t) —, U(t) uniformemente em ¢ em cada

intervalo finito, quando passamos o limite com n — oo dentro da integral (1.31) obtemos

Ut)u—u=— /Ot U(s)Auds,u € D(A). (2.32)

Desde que U(s)Au é continua em ¢, (1.32) mostra que U(t)u é diferencidvel em t se
u € D(A), com

%U(t)u — U()Tu=~TU(t)u,t > 0,u € D(A). (2.33)

Assim u(t) = U(t)uo é solucao da equagao diferencial

du

pri —Au, comug € D(A). (2.34)

du
Mostremos que a solugao ¢ tnica: Seja u(t) qualquer solugao de pri —Au, onde u(t)

é continua para ¢ > 0, e a derivada 2 existe para t > 0, u(t) € D(A). Entao pelo (lemal)
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%U(t — s)u(s) = (%U(t —s))u(s) +U(t — s)disu(s)
= U'(t — s)u(s) + U(t — s)u'(s) (2.35)

=U(t —s)Au(s) —U(t — s)Au(s) =0,s < 0 < t.

Assim U(t — s)u(t) é continua para 0 < s < ¢. Fazendo s =t s =0, nds temos:
u(t) =U(t — s)u(s) = U(t)u(0),0 < s < t. (2.36)

Aplicando(1.36) a solucao u(t) = U(t)u(0), obtemos U(t)uy = U(t — s)u(s) = U(t —
s)U(s)ug. Desde que isto é verdade para uy € D(T), obtemos que U(t) = U(t — s)U(s).
Podemos pois, escrever

Ut+s)=U(t)U(s),s, t>0. (2.37)

Assim U(t) forma um semigrupo a um-parametro. Desde que ||U(t)|| < 1, U(t) é chamado

semigrupo contracao. O operador —A é chamado gerador infinitesimal do semigrupo. Nés

escrevemos U (t) = e~



Capitulo 3

O Problema de Cauchy para uma
Equacao do Tipo
Kuramoto-Sivashinsky

3.1 A Equacao Linear

Considere o problema associado & parte linear da equagao (1), isto é,

920 (1 — 92)—1/2,, _ _
{&gv ov—p(l—0:2) Y v=0,z€[-mm, t>0 (3.1)

v(-,0) = ¢, 2w — periddica.
Usando transformada de Fourier vemos que o problema (3.1) é equivalente a
d Iz
—o(k, t k2 — ————— ) 0(k, t) =0
{dtv(’ )+ () otk 0 =0 32
o(k, 0) = ¢(k).

Logo

Bk, t) = exp {t[(l +Z2)1/2 ~ 1] ().

Definimos

F(k,t) = exp {t[<1 +’“]{‘72)1/2 — k2] }k €7, t>0.

Seja a familia de operadores { E(t)}+>o, definidas por

E@)f = F (F(0f),

56
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isto é,
—+00

E(t)f(x) =) F(kt)f(k)e*,

k=—o00

Que define um semigrupo de operadores em L? = L*(R).
De fato, se f € L*(R), entao ( (k )) € [?, como F(-,
(F(k,t)f(k;))k € logo FU(F(1)f) € L2( ).
S

Temos também

~

a)E(0)f = F HF(,0)f)=F'f =7+

DE(t+s)f = FHECHEF(,s)])
= EM(F'F(.s)f)
= E@)E(s)f, t,s >0.

De a) e b) obtemos o resultado.
Lema 3.1. Sejam A >0, u >0 et > 0. Entao

E*F(k,2t) < Cyexp(2tu)t™,

para todo k € Z, onde Cy = (1 + \)*. Além disso

—+00

> A+ EF(k,2t) < CN)e (¢ 4t

k=—o00

onde C'(A\) € uma constante que depende apenas de \.

Demonstracgao

t) é limitada temos que

22+1

)7

Seja ¢(r) = rlexp(=2tr), r > 0, entaio ¢ < 1, se A = 0

e p < (MM, se A > 0. Portanto

K2F(k,2t) < exp(2ut)p(k?)
< (T+ M) exp(2tp)t™

Temos

(14 K F(k,2t) < C(\) exp(2tp) [exp(—2tk*) + (k)] ,
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onde C'(A) = max{1,2*'}.

Fazendo k = n(2t)/? e x = 2tk? e somando os dois membros da desigualdade anterior

obtemos
= -~ 22+1 1 22+1
+ ,2t) < exp(2tu m(2t)" /4272 + )t 2
1+ k2 F(k C(\ VT(2t)12 T\ . 3
k=—0oc0
< OEM(E 1),
onde
-~ v 1/2 _ 2241 1
C(A) =C(N) max{(g) 272 (A + 5)}

Proposigao 3.1. Sejam 1, A como no lema anterior. Entao

(1) E(t) € B(HS,, HS2) e

per’ ~+per

IE@®)lsr < Cret (1 +172)||¢]ls (3.3)

para todot >0, s >0 e ¢ € H,

de A. Além disso a funcao t € (0,00) — E(t)¢ € continua com respeito a norma de

onde C'\ € uma constante que depende apenas

er’

H;;;,’\ e pode ser estendida continuamente a [0,00), se A = 0;

(2) E(t) € B(L\(R), H,) ¢

per

2s+1

)l (3.4)

IE@nlls < Coet* (™" +

para todot >0, s >0 en € L, onde Cy é uma constante que depende apenas de s.

Além disso a fungdo t € (0,00) — E(t)n € continua com respeito a norma de H},,.

Demonstragao

Usando a estimativa (3.3) e o lema 2.14 temos

+00 +oo
IE@oIZ, = D L+ PEGSK)T = D (L+ k)P F(t ko)
k=—o00 k=—o00
< iup [C2F(k7 2t)(1 + k”\)} 162
€z
< Coymax{L,Cy}e* (1 +t7)glI2,
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daf obtemos a estimativa (3.3).

Seja t € (0,00), suponha que 7 >t (o caso 7 < t é analogo), entao

(14 K2 F(k, 20)|1 — F(k, 2(r — ) [?|¢(k)[* < 4sup { (1 + E) F(k, 2¢) }(1 + k*)*|¢?,

portanto
IEM)¢ = EMlin = Y A+ I)AF(EMS - E(r)e) (k)
= > A+ PERE,20)[1 = F(k,2(r = 1) Plo(k)],

a soma anterior converge para zero, com 7 — t. Isto conclui a continuidade da aplicacao
t € (0,00) — E(t)o.

Se A = 0, entdo como anteriormente, pode-se mostrar que t € [0, 00) — E(t)¢ é continua.

Passemos agora a prova de (2), se n € L'(R), entao

“+oo —+00

1B = S+ EOn®R)P = Y (1+ k) F(k, 20)|a(k)
< (sw0amn) 3 @+ rrFe2)

2s+1

1 _ _
—Cls)e (2 7

IN

portanto obtemos (3.4).
Seja t € [0,00), tomemos 7 > ¢ (se t > 0, o caso 7 < t é andlogo) entao

B0 —E@mlZ = Y (L+kPE(k ) = F(k,)Plak)]?

k=—o00
+oo
= Y U+ R)FE 21— Fk, =) [a(k)? =0,
k=—o00
com T — t, assim  temos a  continuidade da  aplicagao
t € (0,00) — E(t)n.



60

Proposigao 3.2. Ses€R e ¢ € Hy,,, entdo v(-,t) = E(t)¢ € a tinica solugio de (3.1)

na classe
C([0, 00); HE,) 0 CH([0,00); H2).
Demonstracgao
F(k,h)—1 2
Seja h > 0, entao temos que ’¥ + k2 — W — 0, com h — 0, para
cada k € Z, logo existe 6 > 0 tal que
F(k,h)—1 L 2
Seja J~' = (1 — 9?)7'/2, entdo
v(,t+ h})l — (-, 1) — 020(t) — T Mo, ) S _
E - F
| PR =B850 - (00| -
=S (4 R IFG o) | =L e Tt 1) (3.5)
- . P h (1 + k2 1/2 ’

portanto o termo no somatério de (3.5) converge para zero com h — 0 e é limitado pela

funcao

2\s 22 2) 2 M 2 = 2}
sup { (1 (B[P (k. 200 [600) 2, (14 12)° (5 + |1 = ) 190r )
logo (3.5) converge para zero com h — 0. Pela proposicao anterior temos que v €

C([0,00); H;,,), portanto falta mostrar que dw € C([0,00); H3,,.), de fato O = 07 +

per

pJ lv, eset € [0,00), entao pondo G(k, i) = W — k? temos
—+00 R
lowlls = > (L+K) Gk, u)F(k, 26)|6(k)|”
k=—00

< sup { Gk, w)F(k,26) H9]J? < oo,

kEZ
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logo 0w € HE,,. Tomemos 7 > ¢t (se t > 0, o caso 7 < t é andlogo) e seja C(u,t) =

per:

sup {G(k,u k,Qt)}, entao
keZ

10w t) = B (. T)IIs = (0% + pd (v 8) —v( )l
+oo
= D L+ K Gk, p)F(k, 20)|1 = F(k, 7 — t)]*o(k)[?
k=—o00
< §j|r— (k.7 = OF(1L+ B9 = 0,

com 7 — t, logo dyv € C([0, 00); HS,.). Temos v(-,t) € HE,., logo v(-,t) € H 2.

per

3.2 O Problema Local

sers entdo existe Ty = Ti(s, i, [|¢]|s) e uma tnica

3
Teorema 3.1. Sel<s<§ ep e H
fungao uw € C([0,T]; HS,,) satisfazendo a equagao integral

u(t) = E#)o + % /0 "B — (002 ()t (3.6)

Demonstragao

Consideremos T, M > 0. A seguir definiremos o operador

1 t
(AN = B®o+ 5 [ Bt~ ¢)@.p7)de
0
no espago métrico completo, veja lema 2.2

(D) = {f € C0.T1 H) | sup 1) - B0l < M,

com a distancia induzida pela norma de C([0,7T7]; Hy,,).

Se w € C([0,T];H:,,), entdo Au € C([0,T]; H:,.). Notemos primeiro que se

per per

u(t')y € H', 0 < < T, entao (0,u)(t')? € L'(R). De fato

(@) ()l = 1@a)(t)lo < [Ju()lr < 0.
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Usando (3.3) e (3.4) obtemos

[Au(t)]]s < IIE(t)¢||s+/Odt'HE(t—t’)(@xU)2(t’)I|s

s+

< 6“t||¢||s+0(s)/0 e“(t_t/)((t—t’)_1/4+(t—t’)‘241)]|(8xu(t’))2||L1

4 4 o
< Tl + o7 Ofs)sup ) [379 4 -] < oo
[07T] — 48

A continuidade de Au segue da continuidade na proposigao 3.1 e da estimativa (3.4). De

fato, se t € [0, 7], tomemos 7 > ¢ (0 caso 7 < t é andlogo), entao definindo

P(r) = /OT E(r —t)(0,u)*(t"dt', T € [0,T),

quando 7 — t temos

/tT |E(r —t)(0,u)*(t)]|dt! < C(u,s,T) /tT ((r - VA4 (7 — t’)_%fl)dt'
= Clus, T[S0 4 s (=)' 0,
[E(r = t)(t) — ()]s — 0.
Como .
() —(t) = E(r — )¥(t) — ¥(t) +/t E(r —t')(9,u)*(t)dt',

temos
[4(7) = »(@)]ls — 0,

portanto

[Au(r) — Au(t)[|s < [|E(T)d — E@)9lls + [[¢(T) — ¢ (#)]ls = 0, comT — 1,

entao Au € C([0,T7; HS,, ).

per
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Se u € xs(T), entdo ||u(t)||s < ||[E(t)o|ls + M < e||¢||s + M, logo
JAu(t) - E@)s]ls < / VBt — ) (0,u)(t) |t
< et [ (=07 = ) Jult) e

4 —2s
< C(s)e" sup {||u(t)||} }[ t3/4+—t342]
[0,7) 25
T2 4 20T 3/4 4 3=2s
< 20T (M + TR ST 4 2T
3—23
Seja A A
3 3—2s
T) = =-Ta T 1
tomemos T} > 0 tal que 2C(s)e!I(M? + e*11)¢|?)g(Th) < M e

2C (s)(M + e*Ti||¢||s)g(Ty) < 1, logo A(xs(T1)) € xs(T1). Temos ainda que se u e
v € xs(71) entao

[Au(t) = Av(®)lls < C(s Sup{\lau (t) = (Q0)*(®) I }g(Th)

0,71]
< Cf(s) ?)lép{Hu — o)1 ([u@) [l + o@)1)] }9(T1)
< 20(s)(M + e [6]]5)g(Th) sup [Ju(t) —v(t)]]s

[Ole}

< sup ||u(t) — v(t)]s,
[Ole]

entdo A é uma contracao em x(77), onde 77 = T’ (u, s, ||¢||s). Dai, usando o teorema 2.1

concluimos a demonstracao. Note que obtivemos a unicidade da solu¢ao apenas em y(77),

a seguir estenderemos a unicidade a todo o espaco. Considere
u, v € C([0,T1]; H;,,) tais que u(0) = de v(0) = ¥, ¢, € H ., seja
w(t) = u(t) — v(t), entao
1 t
w(t) = E(t)w(0) + 5/ E(t—1t) ((0,u)*(t') — (0,0)2(t)) dt’, (3.7)
0

logo

() = @)l . (3.8)

(t— )"

e
Hw(t)HsSeHTlﬂ(ﬁ—z/JHs‘f“Cs(l—i-Tf/Q)/o (D
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temos

“(aru)z_(axv)QHLl(R) < |[0zu + Oyvl[ol|Opu — Ozv]fo

(el + ol [le = offs.

IN

(3.9)

Temos também

lu@lls < IIE(t)c25||1+Cl/0 (¢ =)0+ (= )7) lu(t) 2 dt’

< MT1H¢H + C uT1<1 +T1/2> ! ||u(t')H1 dt/
(& 1 1€ 1 ; —(t — t/)3/4
Usando o lema 7.1.1 de [18] temos

o

mmm_dmwuijeﬂ}) (3.10)

4
onde 0 = (C’l(l + Tll/Q)e”Tll"(l/él)) . Analogamente para v temos

o0

0T %
l(®)l < el ]y Z !

(3.11)
Usando (3.10) e (3.11) em (3.9) obtemos
10:u)* = (020)?l| 2y < O, Ta, 1011, 19 l1) [l — vl (3.12)
Usando (3.12) em (3.8) temos
@l < s =l + Ol il o) |
Entao usando o lema 7.1.1 de [18] temos
lw®)lls < Clus s, Tr 1l )6 = ¥, (3.13)
daf obtemos a unicidade em C([0, T1]; H,,,).
Teoremg 3.2. O problema (1) ¢€ localmente bem colocado em H; ., para
1<s< 5
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Demonstracgao

A demonstragao consiste em notar que o problema (1) é equivalente ao problema

E(t)o + % I3 B(t — ) (8,u)?(t)dt',t > 0
¢7

dai usando o teorema anterior temos que existe uma solucao u do problema acima em
C([0,T]; H: Note que pela desigualdade (3.13) obtida

per
na demonstracdo do teorema anterior obtemos a dependéncia continua em C([0, T]; H,,),

—N—
e

==

\_/\_/
[N

), para algum T' > 0, se ¢ € H,,

er*

3
1<s< .
Ss5<3

3
Obs.: Se s > 2 pode-se usar o argumento usado por Kato, no teorema 4.1 de ([22]),

combinando a integral (3.6) com a estimativa (3.3) e concluir que u(t) € H*, se t > 0.

3
De fato, se u € C([0,T]; HZ,,), s > 3 0<d<le¢e H* entao duu(t’) € H™!, dai

per

pelo teorema 2.17 temos

10z u(t)]| e < C(s) |10z () |ls-1-

Portanto pela desigualdade de Kato-Ponce temos
105u)* (@) [ls-1 < 0su(t) e 10:u(t)[ls-1 < 00, ¢ € [0,T],
logo
t
[u@)llsrs < [[E@)@ls4s +/0 1Bt — 1) (D) ()| s+sdt
t 6+1
< s+ Coert [ (1 (0= ) ) @t

0

2 _
< T ollos + oo™ sup (D)2 [T+ ——T'5] < o0,
[0,7] 1—-6

para cada t > 0. Logo u(t) € H**°. Procedendo assim, podemos mostrar que u(t) €
H*™™ para todo n € N. Mostra-se também que u € C([e, T]; H?), para ¢ > s e € > 0,
onde T = T(s, i, ||¢]]1), além disso dyu € C([0,T]; HI2).



Conclusao

O modelo estudado, nos mostra como se propaga uma frente de reacao, entre dois fluidos
de densidade diferente, considerando-se como um processo termodinamico. Das leis de
conservagao do momentum, energia e massa, obtém-se um sistema de equacgoes (1.3) para

a velocidade da frente de onda, pressao e da temperatura no fluido.

Observe-se que o sistema de equagoes diferenciais parciais nao lineares ¢ do tipo Navier-
Stokes, veja Kato [24], por tanto pela complexidade deste sistema nao é trivial sua re-
solucao. No artigo de J. W. Wilder, Boyd F. Edwards, Desidério A. Vasquez e Gregory
I. Sivashinsky [31], usando uma expansao assintética num parametro § que representa a
diferenca relativa entre as densidades dos fluidos (1.2), obtém-se a equagao (1.45), uma
aproximacao de segunda ordem do sistema. Esta equagao de evolugao nao linear é do tipo
Kuramoto-Sivashinsky, veja Alarcon [2], nos consideramos o problema de valor inicial
(1), mostramos existéncia de solug¢oes no espagos de Sobolev periédicos, provando a boa
postura do problema de Cauchy associado, no caso local em relagao ao tempo. Assim ob-
temos resultados originais em relacao a esta equacao, até o momento conhece-se resultados
nos espacos de Sobolev em R. Este modelo pode ser generalizado, obtendo-se equagoes
de ordem superior ou em dimensoes superiores, com aproximacoes assintoticas de ordem
maiores e frentes de ondas de dimensao 2. Assim podemos ter equacoes importantes e

material para futuros projetos de pesquisa.
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