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RESUMO

O estudo da dindmica nao linear representa um consideravel desafio da fisica con-
temporanea. Em particular, a investigacao dos condensados de Bose-Einstein se mostrou
uma tarefa laboriosa devido ao grande ntimero particulas interagentes. Portanto, visto a
dificuldade de modelar esses sistemas, foram introduzidas aproximagoes, o que promoveu a
descricao do estado de condensacao de Bose-Einstein em gases atomicos interagentes como
uma equagao de Schrodinger nao linear tridimensional, conhecida por equacao de Gross-
Pitaevskii. Neste trabalho fazemos uma revisao a respeito da utilizagdo de um método
de reducao dimensional com o tratamento variacional a fim de derivar equagoes efetivas
unidimensionais (1D) e bidimensionais (2D) para condensados de Bose-Einstein em forma,
de “charuto” e “panqueca”, onde mostramos que estas equacoes descrevem de maneira
bastante precisa a dindmica de seus respectivos modelos. Posteriormente, estudamos so-
lugbes de estado fundamental dos condensados de Bose-Einstein em forma de “tubo” e
“anilha plana”, através das equacoes efetivas nao polinomiais 1D e 2D, respectivamente,
derivadas a partir do método de redugao dimensional. Os resultados produzidos por estas
equagoes foram concordantes com aqueles obtidos a partir da equagao de Gross-Pitaevskii

em 3D de cada um dos modelos.

Palavras - chave: Condensado de Bose-Einstein, Equagao de Gross-Pitaevskii, Reducao

Dimensional.



ABSTRACT

The study of nonlinear dynamics represents a challenge of contemporary physics.
In particular, the investigation of Bose Einstein condensates proved to be a hard task due
to the large number of interacting particles. Therefore, given the difficulty of modeling
these systems, approximations were introduced, which promoted the description of the
Bose-Einstein condensation state in interacting atomic gases as a three-dimensional
nonlinear Schrodinger equation, known as the Gross-Pitaevskii equation. In this work
we review the dimensional reduction method, which use a variational treatment with
the goal of derive effective one-dimensional (1D) and two-dimensional (2D) equations
in cigar-shaped and pancake-shaped Bose-Einstein condensates, where we show that
these equations describe almost exactly the dynamics of their respective models. Thus,
we studied the ground-state solutions in tube-shaped and flat washer-shaped Bose-
Einstein condensates by means of effectives non-polynomials equations, derived from the
dimensional reduction method. The results produced by this equations were in very good

agreement with those obtained from the corresponding full 3D Gross-Pitaevskii equation.

Key - words: Bose-Einstein Condensate, Gross—Pitaevskii Equation, Dimensional Re-

duction.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em 1834 o engenheiro naval britdnico John Scott Russell (1808-1882) descreveu
pela primeira vez na literatura cientifica o fendmeno das ondas solitarias [1]. Russell cami-
nhava a cavalo nas margens do canal da Uniao, na Escécia, onde conduzia experimentos
para determinar o design mais eficiente dos canais, quando observou uma onda incomum
que se propagava com velocidade constante e sem deformacao por longas distancias. Essas
ondas peculiares eram formadas quando uma embarcacao frenava abruptamente, acumu-
lando uma tnica lacuna de agua que se propagava solitariamente [2].

Para modelar matematicamente o fenomeno descrito por Russell, isto é, construir
uma equacao diferencial cuja solugao tivesse as caracteristicas de uma onda solitaria,
foram feitas varias aproximacoes, surgindo entdo algumas equagoes que cumpriam este
propédsito. Uma das equagdes mais conhecidas foi a equacao de Kortewg e de Vries (KdV),
apresentada em 1855 [3], que foi escrita primeiramente como:

0 0 03

au%—u%ujLﬁu: 0,
em que u(z,t) é a amplitude da onda, x é o pardmetro de posicao e ¢t o pardmetro
de tempo. Ela pode descrever a propagacao de uma onda permanente com velocidade
constante em superficies de dguas rasas, dentre outros fenémenos, e tem como uma das

possiveis solugoes

u(z,t) = 3csech®[Ve(x — ct) /2],

sendo ¢ a velocidade da onda. A Figura 1.1 mostra o perfil da solu¢ao da equagao KdV
citada acima.

Em 1965, o termo “séliton” foi introduzido por Zabusky e Kruskal ao se referir
aos pulsos de ondas solitarias que mantinham sua identidade apds colisbes miutuas,
fazendo referéncia as particulas devido a natureza de sua interacao [4]. A Figura 1.2
exemplifica de maneira geral a forma em que esta interacao ocorre. Portanto os sélitons

ficaram conhecidos, de maneira pouco rigorosa, como sendo uma solu¢ao de uma equagcao



Capitulo 1. Introducdo 13

X

Figura 1.1: Representacao grafica da solu¢ao da equagao KdV.

diferencial parcial nao linear que admite solugoes estéveis perante colisoes, propagando-
se sem deformacao e com velocidade constante. Vale salientar que a estabilidade destas
solugoes ocorrem pelo balanco entre o termo dispersivo da equacao diferencial, que tende
a alargar o perfil da solucao fazendo-o esvanecer, e o termo nao linear, que deixa o perfil

da solucao cada vez mais singular. O estudo dos sélitons tem grande importancia para

Figura 1.2: Representacao gréfica da interagdo entre dois solitons.

a ciéncia, onde eles descrevem o comportamento de uma grande variedade de sistemas
fisicos em diversas areas, tais como, na dinanica dos fluidos com a equagao KdV [5], na
Otica com a equacdo de Schrodinger nao linear [6], no eletromagnetismo com a equagao
de Ginz-burg-Landau [7], na fisica de particulas com a equagao de campo de Yang-Mills
[8], nos condensados de Bose-Einstein através de equagoes efetivas unidimensionais para
confinamento transversal [9], etc.

Os condensados de Bose-Einstein (BECs) foram realizados experimentalmente
em 1995 em gases diluidos de dtomos alcalinos de sédio (Na) [10], litio (Li) [11] e rubidio

(Rb) [12], utilizando aprisionamentos épticos e magnéticos. A ideia de produzir estes

& Instituto de Fisica — UFG
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sistemas iniciou-se em 1924 com o trabalho de S. N. Bose a respeito da estatistica do
gas de fétons [13]. Em 1925 A. Einstein complementou o trabalho de Bose, descrevendo
a estatistica de um gas de particulas massivas e nao interagentes de spin inteiro, que
ficou conhecido como gés de bosons [14]. Esta descri¢ao previa um fendémeno ainda nao
relatado, mostrando que abaixo de certa temperatura, uma quantidade finita de particulas
constituintes do gas ocupariam o estado de particula de mais baixa energia do sistema,
produzindo um estado coletivo degenerado, chamado de estado condensado.

Até 1938, a teoria dos BECs contemplavam apenas sistemas nao interagentes,
quando F. London relacionou o fendmeno de superfluidez de hélio liquido em baixas tem-
peraturas aos BECs [15], o que até entao eram vistos como dois fenémenos completamente
distintos. Assim, como o sistema fisico de Hélio em estado liquido possui forte correlagao
entre seus constituintes, os BECs passaram a abranger também sistemas com interagao.
Contudo, somente em 1947, N. Bogoliubov embasado nos conceitos dos BECs, apresentou
a primeira teoria microscopica consistente a respeito de gases interagentes [16].

A realizagao dos BECs foi um grande desafio experimental, com a dificuldade

3 ¢ resfria-los a

de aprisionar estes gases diluidos a densidades préximas de 10 em~
temperaturas abaixo de 1075 K. Isto foi possivel devido ao desenvolvimento de técnicas
experimentais avancadas de resfriamento, utilizando lasers frios e armadilhas magneto-
6pticas [17]. Ainda que o fendmeno de condensagao para dtomos alcalinos fosse realizado
por varios grupos de pesquisa em todo o mundo, apenas em 2001, foram produzidos BECs
com outras especies de dtomos [18] e [19].

Os sistemas fisicos constituidos de muitos corpos representam um desafio para
Fisica, sendo que em muitos casos solugoes analiticas sao escassas e as solugoes numeéricas
sao laboriosas de serem obtidas. A complexidade apresentada por estes sistemas na
mecanica quantica induzem a nescessidade de realizar aproximagcoes para que estes sejam
resolvidos em concordancia com os experimentos. Com isso, a evolucao do estado de
condensacao de um gas diluido de bosons proximo da temperatura limite de zero Kevin
pode ser dado aproximadamente pela equagao de Gross-Pitaevskii (EGP-3D)

0 h?
ihalﬂ = —%V%Jﬂ/(r)w + Ngly|, (1.1)

onde 9 (r,t) é a fun¢do de onda do estado condensado, r é a coordenada esférica radial, ¢
é a coordenada temporal, /i é a constante de Planck divida por 27, N é o niimero total
de particulas no estado condensado, V' (r) é o potencial de confinamento que atua sobre o
gas, g = % é a amplitude de espalhamento e a, é o comprimento de espalhamento. Os
valores de a, podem ser alterados para uma mesma espécie atomica através de uma técnica
chamada de ressonincia de Feshbach [20], que tem a func¢ao de controlar a interagdo dos

atomos condensados, podendo tornar o sistema atrativo (as; < 0), ou repultivo (as; > 0).

A solugao exata da equagdo EGP-3D para particulas livres, isto é, V(r) = 0 é dada pela
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solugao
(rt) = aexp(i(k - F— pt)),

onde a é a amplitude da onda, p é a constante de propagagao e k é o vetor de onda,

cuja relacao de dispersao é k = \/ 2 (uh — Nglaf?). Para determinadas configuragoes
de aprisionamento é possivel encontrar solugoes do tipo séliton para sistemas em que
a interacdo entre os atomos, carregada pelo termo nao linear da equagado diferencial,
compensa a dispersao do pacote de onda [21-23].

A EGP-3D é uma equacao diferencial parcial nao linear com trés dimenssoes
espaciais (3D)!, que ndao possui uma solugao analitica geral. Com isso, ela é tratada
normalmente de forma numérica. Na perspectiva mateméatica essa equagao representa um
desafio, necessitando na maioria das vezes de um grande esfor¢o computacional para ser
resolvida numericamente [24]. Com isso, varios estudos tedricos a respeito de esquagoes
efetivas, que descrevem a dinamica principal dos BECs com a facilidade de possuirem um
numero menor de dimensoes surgiram recentemente [24-30]. Dentre esses aproximagoes,
o método de redugao dimensional (MRD) apresentado por Mateo Delgado [24], também
chamado de aproximacgao adiabatica, se mostrou eficiente na descricao dos BECs com
interacao repulsiva. Ele consiste de maneira geral em escrever a EGP-3D em termos de

uma funcdo de onda fatorizada em parte radial (p) e axial (z) na forma

77/}(1', t) = 90(p7 t)gb(zv t)

e negligenciar os termos de derivadas espaciais e temporal da parte radial ¢(p,t), dando
origem a uma equacao diferencial parcial ndo linear em 1D. Contudo, L. Salasnish et al.
[25] propuseram outro MRD utilizando uma abordagem variacional, que possui eficiencia
em descrever a dindmica axial ou transversal dos BECs por meio de equagoes efetivas
com 1D ou 2D que sao validas tanto para os sistemas atrativos quanto para os repulsivos.
Este método sugere escrever a EGP-3D em termos de uma funcao de onda fatorizada em

parte transversal (p) e axial (z) na forma de

P(r,t) = p(p,t)f(2,1,0(2,1)),

onde ¢(p,t) é a solugdo normalizada da parte transversal da EGP-3D com g ~ 0, que
através do principio de Hamilton da lagrangeana efetiva, isto é, uma lagrangeana com uma

dimensao espacial gerada pela integracao transversal da lagrangena usual, produz uma

1. Todas as equacoes diferenciais apresentadas neste trabalho possuem uma dimensao temporal e pelo
menos uma dimensdo espacial. Com isso, omitiremos a dimensao temporal no texto, indicando apenas o
numero de dimensoes espaciais.
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equacao de Schrodinger nao polinomial em 1D. Essa equacgao efetiva derivada do MRD
se mostrou eficaz em descrever o comportamento axial dos BECs em forma de “charuto”,
tendo sua solucao de estado fundamental comparada com as solucoes da equacao de
Schrodinger nao linear com nao linearidade cibica e da aproximagao de Thomas Fermi
da EGP-3D, onde apresentou a melhor descricio do modelo para todos os valores de N e
g em que a EGP-3D adimita solugdo. Testou-se também o espalhamento e tunelamento
sobre uma barreira gaussiana, em que a equacao efetiva expressou novamente uma melhor
precisao na predigao do fenémeno [25].

A partir do sucesso do MRD em descrever o estado fundamental dos BECs em
forma de “charuto”, este também foi aplicado a outros modelos, como por exemplo,
aos BECs com confinamento transversal harmonico anisotrépico [31]. O método derivou
do mesmo modo, uma equagao de Schrédinger nao polinomial com 1D que apresentava
caracteristicas da anisotropia, a qual denotava a melhor aproximagcao para a descricao do
modelo proposto, extendendo a validade da equacao efetiva para a descri¢ao de sistemas
com anisotropia no confinamento transversal harménico. Na Ref. [32], L. Salasnich e S.K.
Adhikari, mostraram a existencia de estados localizados nos BECs em uma rede éptica
bicromatica quase-1D, por meio da EGP-1D que foi derivada através da teoria quantica
de muitos corpos em conjunto com o MRD. Verificou-se também que o fenémeno de
localizacao desaparecia para sistemas suficientemente repulsivos. Os BECs em uma rede
Optica bicromética quase-1D também podem derivar uma equagao efetiva discreta que
permite a analise de solugdes do tipo sélitons claros discretos a partir da utilizacdo do
MRD [33].

Um procedimento semelhante ao adotado na referéncia [25], pode ser aplicado
para derivar equagoes bidimensionais com a finalidade de descrever a dindmica dos BECs,
como foi realizado para o modelo dos BECs em forma de “panqueca”[34]. De maneira
geral, a principal diferenca entre as técnicas de derivacao das equagoes efetivas 1D e 2D é
a substituicao da funcao de onda pelo ansatz fatorizado em termos da parte transversal
(p) e axial (2)

U(r,t) = ¢(z,t) f(p, t,n(p, 1)),

onde a p(z,t) é a solu¢ao normalizada da parte axial da EGP-3D com g ~ 0 na lagrangeana
do modelo. Consequentemente, a integracao com respeito a coordenada axial z da lagran-
geana em 3D leva a uma lagrangeana efetiva a qual deriva equagoes de Euler-Lagrange
bidimensionais. Neste contexto, foram estudadas solu¢oes de estado fundamental e solu-
¢oes com vorticidade, onde a equacao efetiva 2D derivada a partir do MRD se mostrou a
melhor aproximagao para descrever a dindmica dos BECs em forma de “panqueca”[34].
As equagoes efetivas 1D e 2D, derivadas pelo MRD, se mostraram eficientes em descrever
os modelos propostos tanto no contexto dos BECs com acoplamentos do tipo spin-orbita

(SO) e Rabi [35, 36], quanto nos BECs com interacao de dois e trés corpos [37]. Vale sa-
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lientar que apesar deste método possuir boa precisdo para descrever sistemas repulsivos,
a aproximagao proposta por Mateo Delgado citado acima, apresenta uma precisao ainda
melhor [24]. Contudo, o MRD com a abordagem variacional possui a vantegem de ser
utilizado tanto para modelos repulsivos quanto atrativos, o que extende as informacoes
obtidas a respeito dos modelos estudados.

Neste trabalho, utilizamos o MRD proposto por L. Salasnish [25], para derivar
uma equacao efetiva axial para os BECs do em forma de “tubo”e uma equagao efetiva
transversal para os BECs do em forma de anilha plana, as quais se mostram ser as melhores
aproximacoes para descrever a dinamica axial e transversal respctivamente destes modelos.
Este conteiudo estara disposto nos Capitulos 3 e 4. Até o momento, esta técnica havia
sido utilizada para potencias externos harmoénicos ou quase-periddicos unidimensionais
(correspondente as redes Oticas com 1D) [25, 31-34]. Assim, este trabalho apresenta
resultados novos para a literatura.

No Capitulo 2, ilustraremos o método de forma detalhada, reproduzindo os
célculos apresentados nos trabalhos das referéncias [25, 31, 34] para os BECs em forma
de “charuto” e “panqueca”. Esse Capitulo é divido em duas sec¢oes, onde primeiramente
aplicamos o MRD para modelo em forma de “charuto”, produzindo uma equacao efetiva
1D, e logo apds, utilizando as mesmas técnicas para o modelo em forma de “panqueca”,
reproduzimos uma equagao efetiva transversal 2D. Ambas as equagoes efetivas (1D e 2D),
se mostraram as melhores aproximagoes para descrever a dinamica axial e transversal de

seus respectivos modelos. Por fim, no Capitulo 5 apresentaremos as conclusdes a respeito

do trabalho.
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CAPITULO

METODO DE REDUCAO DIMENSIONAL

Neste Capitulo, apresentraremos o MRD proprosto por L. Salasnish [25], utili-
zando os modelos de BECs em forma de “charuto” e “panqueca”, para derivar equacoes
efetivas 1D e 2D, que descrevem aproximadamente a parte axial e transversal respectiva-
mente da EGP-3D. Os resultados que mostraremos nas duas sec¢oes deste capitulo foram
apresentados primeiramente nas referéncias [25] e [34].

A EGP-3D (1.1) é uma equagao de Euler-Lagrange (equagao de movimento) para

o campo ¥, isto é, ela satisfaz a expressao

)+ (22 -2 o

obtida através do principio de Hamilton
to
58 = / / SLAx>dt = 0, (2.2)
t1 1%

onde dx?® = dzdydz, S[¢,1*| é o funcional ac¢do com a densidade lagrangiana'

<¢ op oY

h? N
R e (I AT

As caracteristicas da EGP-3D dificultam a obtencao de soluc¢oes analiticas exatas através
dos métodos conhecidos, porém, boas aproximagodes podem surgir introduzindo um ansatz
do tipo

¥ = F(X1, X1 X2, X35 -+ XN> XN )

onde xi,...xn, sa0o campos independentes entre si, que por meio da equacao de Euler-

1.E importante salientar que £ = L£(1), 1), Vb, * 4, V*, z,y, z, t)
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Lagrange para os campos {xx},

Na( oL 8£> oL 0
o( ’

2 5 ax;;/aw) v (amz) T

k=1

pode-se obter um conjunto de N equacgoes diferenciais parciais acopladas. A forma de F
determina como serao estas equacoes, de tal modo que elas possam ser resolvidas utili-
zando métodos convencionais, culminando na solucao exata de 1, o que seria impraticavel
sem a abordagem variacional. Em geral, a introducao do ansatz ainda gera um conjunto de
equagoes diferencias parciais nao lineares acopladas que nao possuem soluc¢oes analiticas.
Nestes casos, pode-se adotar aproximagoes, como por exemplo, admitir que o(s) campo(s)
variam lentamente com a direcao axial % ~ () e/ou transversal %j ~ (), podendo gerar
equagoes diferenciais mais simples.

O MRD para os BECs em forma de “charuto” também consiste em uma aproxi-
macao, que é realizada introduzindo a solucao analitica da parte transversal da EGP-3D
com g = 0 como o ansatz na densidade lagrangiana (2.3) a qual integrada em relagao
a coordenada transversal, produz uma lagrangiana efetiva em 1D. A partir dessa, pode-
se utilizar o principio de Hamilton para gerar uma equacao efetiva em 1D que descreve
aproximadamente a dindmica axial do modelo, reduzindo assim o problema 3D para 1D,

como sera mostrado detalhadamente na proxima segao.

Reducao dimensional para condensados em forma de

“charuto”

Nesta secao, consideraremos um gas diluido de bdsons de massa m, com tempe-
ratura proxima o suficiente do limite de zero Kelvin, sob a acao de um potencial externo

harménico fortemente confinante na dire¢ao axial (z) , dado por

mw? mw?
V() = =@ +y7) + =2 (2.4)

onde w; é a frequencia angular transversal e w, é a frequencia angular axial, com

2L 0.

Wy
O confinamento apresentado na FEquacao (2.4) faz com que as particulas do modelo se
disponham geometricamente em forma de um “charuto”, isto ¢, a densidade de particulas
no centro do plano transversal (x,y) do gés é grande, a qual diminui ao longo das bordas
e se mantém praticamente constante na direcao axial z. Neste trabalho, os modelos de

condensados com esta geometria serao chamados de BECs em forma de “charuto”.
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Para facilitar os calculos, pode-se realizar as seguintes mudancas de variaveis:

T y z

)
h
mw z mw 2 mwz

)3/4 (2.5)

r—r —F/—

t— w,t, v — (
resumindo a EGP-3D (1.1) na forma

m+y

9,
2y = 2wt (T Yk Dk amglule, 2.6

com g — 2N/ ( )% ey = % A densidade lagrangiana reescalada é dada por

@ op oY

1 2
W2 oy vy (CED Y S - mlplt. (27

Essa reescala torna as coordenadas espaciais e temporal adimensionais, além de reduzir
a quantidade de constantes presentes na equacgdo. Neste caso, utilizamos como fator de
reescala temporal w,, com o efeito de “acelerar” a dindmica da solucao reescalada. Esse
efeito é benéfico na abordagem numeérica, pois reduz o nimero de pontos a serem utilizados
para a visualizacao da solugao e acontece sempre que w, < W, .

Apartir da densidade lagrangiana (2.7), podemos introduzir o ansatz fatorizado.
Vale salientar que a escolha do ansatz é um passo significativo para o sucesso do método,

que para isso, consideramos a parte transversal da EGP-3D (2.6) no limite em que g ~ 0,

0~ 14~ z? +y

onde 1) = 1)(p,t) 2 é a parte transversal de ¥(r,t) e V2 = 86—;2 + %, cuja solucao pode

ser escrita como ) )
ety
2

~ 1
?ﬁ:ﬁexp[—

Essa expressdo nos indica que a solugao estacionaria da Equacdo (2.8), é um ansatz

— it]. (2.9)

apropriado, ja que ele é a solugao exata da parte transversal independente do tempo e
linearizada da EGP-3D (2.6). Contudo espera-se que a aproximacao feita na linearizagao

torne a Equacao efetiva resultante menos precisa com o incremento de g. Portanto, a

(p. t)(z,t)

Il
S

2.9(r.1)
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partir das consideracoes anteriores, pode-se reescrever a fungao de onda 3D na forma

exp |~ S| £
P(r,t) = NG , (2.10)

com n = n(zt) e f = f(z,t). Logo, substituindo-a na densidade lagrangiana (2.7) e

integrando em relagao as coordenadas transversais x e y, obtem-se a densidade lagrangiana

efetiva

catr s = 5 ?{— %’f)—”f(gif
bik

e 2|f|77 2
2n? 2825 2

g\fl

(2.11)

Neste ponto, pode-se admitir como aproximacgao, que 7 varia lentamente com a diregao
axial z, desprezando os termos de derivadas com relagao a esta diregao.
Portanto, utilizando do principio de Hamilton com a lagrangiana efetiva (2.11),

encontra-se as seguintes Equacoes de Euler-Lagrange?:

8f 10%f 22 1/1 5 |f]?
e AR N el 2.12
Yor T 28z2+2f+2<n2+777)f+gn (2.12)
vt =1+glfI. (2.13)
Substituindo a Equagao (2.13) em (2.12), obtem-se a Equacao efetiva axial
;0 107 2 14 (3/2)g|f
f _77f + if+’Y ( / )g|f| f (2.14)

Yot 2022 2 1+ g|f|?

Essa é uma equacao diferencial parcial, ndo linear, que assim como a equacao EGP-3D
(2.6), nao pode ser resolvida através dos métodos de resolugao de EDP’s conhecidos, sendo
tratada de forma numérica. Para resolver numericamente esse tipo de equagao, pode-se
utilizar o algoritmo de Crack-Nilcholson em conjunto com o método de propagacao em
tempo imagindrio, encontrando seus respectivos “estados fundamentais”?

Afim de comparar a eficicia do MRD apresentado, pode-se introduzir outros tipos

de aproximacoes, como por exemplo, a aproximacao de acoplamento fraco, que é feita a

3.Devido a igualdade entre as Equagdes de movimento para os campos f(z,t) e f(z,t)*, ndo apresentamos
a equagao de Euler-Lagrange do campo f(z,t).

4.Neste trabalho, adotamos o termo “solugdo de estado fundamental” para nos referir as solugées que
possuem as mais baixas energias. Nenhuma das solug¢bes das equacgoes diferencias deste trabalho possuem
obrigatoriamente as propriedades relacionadas a ortogonalidade ou ortonormalidade, devido a presenca
dos termos nao lineares
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partir da Equagao efetiva (2.14) assumindo g|f]* < 1. A equacio resultante é escrita
como 8f L2 22

"o —§ﬁ+§f+’7(1+g|f|2)fa (2.15)
que devido a natureza da aproximacao utilizada, produz a descricao aproximada da parte
axial da EGP-3D (2.6), para pequenos valores de g. Outro tipo de aproximagao vélida,
¢ a aproximagao de acoplamento forte, realizada a partir da Equagao efetiva (2.14),
adimitindo que g|f|? > 1. O resultado desta aproximacio é a Equacio

Of 19

22 3
ot = zas T o Tpvallf (2:16)

que descreve a parte axial da EGP-3D (2.6), para grandes valores de g.
Para testar a acurdcia da Equacao efetiva (2.14), pode-se introduzir quantidades

auxiliares como:
1 - Densidade axial da EGP-3D (2.6)

//W t)[*dzdy, (2.17)

a fim de comparé-la com o perfil axial p(z) = |f(z,t)|* das Equagoes (2.14), (2.15) e
(2.16). O resultado destas comparagoes estd mostrado na Figura 2.1.

2 - O potencial quimico da Equagao EGP-3D (2.6) calculado a partir da
substituigao de 1 (r,t) = exp|—ipgcp t]1(r) na Equagao (2.6), o que resulta em

MEGP:/[ Vo + 2(1: +y )|¢|2+Z22|¢|2+2wgw|4}dr, (2.18)

com dr = dxdydz, que pode ser comparado com os potenciais quimicos das Equacoes

(2.14), (2.15) ppe, € (2.16) ppr, dados respectivamente por

_ s LGP
we = [ [5|2] + Zire+ mm}da (219)
wre = [ [22] 4 mez 2+ gl IS, (2.20)
wer = [ [5[ 2] + Z151 3 vl (221)

com f = f(z). Os resultados estao dispostos na Figura 2.2.
3 - A média do comprimento axial quadratico da EGP-3D (2.6),

() = / 22|y 2, (2.22)

com ¢ = (r), que pode ser comparado com as médias dos comprimentos axiais
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Figura 2.1: Densidade axial p(z) do estado fundamental para BECs repulsivos (g > 0)
com pontencial axial V(z) = %, para quatro procedimentos diferentes: a solu¢ao numérica
da EGP-3D (2.6) que estd em linha sélida (vermelha), a solugdo numérica da Equacao
efetiva (2.14) que estd em linha tracejada (preta), a solugdo numérica da Equagao de
acoplamento fraco (2.15) que estd em linha pontilhada (cinza) e a solu¢do numérica da
Equacao de acoplamento forte (2.16) que estd em linha ponto-trago (verde escuro).

quadraticos

() = / 22| f|2dz (2.23)

com f = f(z), das Equagoes (2.14), (2.15) e (2.16). Os resultados podem ser observados
na Figura 2.3.

Nota-se a partir da Figura 2.1, que a densidade axial mais proxima da EGP-
3D (2.6), é de fato, a densidade axial da Equagao efetiva (2.14) proposta pelo MRD.
Observa-se também que, com base na Figura 2.3, o parametro (2?) da Equacio efetiva
(2.14), é a curva que estd mais préxima da EGP-3D, evidenciando que a solugao de estado
fundamental da Equacao efetiva é a melhor aproximacao para a parte axial da EGP-3D,
se comparada com as solugoes de estado fundamental das Equagoes (2.15) e (2.16).

A eficicia do MRD para BECs do tipo “charuto”se estende também para
sistemas atrativos (g < 0). Para demonstrar os resultados, consideramos o mesmo modelo

apresentado anteriormente, com

2

Vi) ="

(2% + %), (2.24)

onde w é a frequencia angular transversal. Assim como fez-se anteriormente, deve-se
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Figura 2.2: Potencial quimico para quatro procedimentos diferentes: g p em linha sélida
(vermelha), ppr em linha tracejada (preta), pupc em linha pontilhada (cinza) e ppr em
linha ponto-trago (verde escuro).

reescalar as coordenadas usando

z
7y —
Vmw \/mw V%

t— wt, v —> (h>3/41p, (2.25)

mw

tornando-as adimensionais e reduzindo a EGP-3D a forma

0 1 2 g2
Zad’ = —§V2¢ + ( >¢ + 2mg|Y [y, (2.26)
com g = 2a,N/ \/%. Realizando os procedimentos variacionais anteriores, pode-se

encontrar a Equacao efetiva

Of _ 1 1+ (3/2)gl /1

— 2.2
Yot T 2022 * 1+ g|f|? (2:27)
e a Equagao de acoplamento fraco
8f 10%f 9

Vale salientar que as Equagoes para o modelo atrativos (2.27) e (2.28), diferem
das Equagoes para o modelo atrativo (2.14) e (2.15) apenas pela auséncia da constante v e
pelo valor g. A comparagao entre as densidades axiais do modelo atrativo estao dispostas

na Figura 2.9. As quantidades estaticas pupgp, per € prc para este modelo podem ser
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Figura 2.3: Média do comprimento axial quadratico (z?) para a EGP-3D e suas aproxi-

magoes. O (z?) da EGP-3D (2.6) est4 em linha sélida (vermelha), (2?) da Equacao efetiva

(2.14) estd em linha tracejada (preta), (2?) da Equacdo de acoplamento fraco (2.15) esta

em linha pontilhada (cinza) e (2?) da Equagdo de acoplamento forte (2.16) estd em linha

ponto-trago (verde escuro).

escritas como

prar = [ [SIV0P + 5 (22 +7) 0P + 2mglul ] ax?, (2.29)
I L i
e = [ (3| + =i P (2:30)
2
pro = [ [3|52] + 1+ ol = (2.31)

Para sistemas repulsivos, nao ha restrigoes quanto ao médulo de g para que exista
solugao de estado fundamental. Isto nao acontece nos sistemas atrativos, onde ha um valor
critico, dito g., a partir do qual nao existem mais solucoes estaveis para o modelo. A anélise
do ponto critico g. pode ser realizada de varias maneiras, como por exemplo, observando a
variagdo do potencial quimico ou do (2?), com a variagdo de g. Normalmente, o ponto g, é
o valor limite da curva de p por g ou (z?) por g, antes da descontinuidade. Outro método
para determinar g. numericamente, ¢ aumentando o nimero de iteragoes do algoritimo
de propagacao em tempo imaginario e comparando os valores destas quantidades em um
intervalo de passos predefinido. Caso os valores de u e (z?) nio convirjam, este pode
indicar a existéncia de instabilidade na solucao de estado fundamental. H4 contudo, um
critério formal chamado de critério de Vakhitov-Kolokolov (VK) [38], o qual escrito em

termo de g, afirma que a condi¢ao necessaria para que haja estabilidade das solugoes é

= >0. (2.32)
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2.1. Reducao dimensional para condensados em forma de “charuto” 26

Figura 2.4: Densidade axial p(z) do estado fundamental para BECs atrativos (¢ < 0)
com pontencial axial V' (z) = 0, para trés procedimentos diferentes: a solugdo numérica
da EGP-3D (2.26) que esta em linha sdlida (vermelha), a solugdo numérica da Equagao
efetiva (2.27) que estd em linha tracejada (preta) e a solu¢do numérica da Equagao de
acoplamento fraco (2.28) que estd em linha pontilhada (cinza).
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Figura 2.5: Oscilagoes de (z?) para quatro procedimentos diferentes: EGP-3D (2.6) em
linha so6lida (vermelha), a Equagao efetiva (2.14) em linha tracejada (preta), a Equagao de
acoplamento fraco (2.15) em linha pontilhada (cinza) e a Equacdo de acoplamento forte
(2.16) em linha ponto-trago verde (escuro). Em (a) g =1 e (b), g = 100.

Geralmente os valores de g. obtidos através das trés maneiras citadas acima, sao iguais,
ou estao muito proximos entre si. Neste trabalho utilizamos o critério VK para determinar
g.. Para os BECs atrativos em forma de “charuto”; foi encontrado os valores criticos de
ge = 1.32 para a Equagao efetiva (2.27) e g. = 1.36 para a EGP-3D (2.26).

Com a andlise estatica concluida, pode-se entao verificar o comportamento
do condensado repulsivo de forma dinamica, isto é, propagando a solucdo de estado

fundamental das Equagoes (2.6), (2.14), (2.15) e (2.16) calculadas anteriormente, mudando
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o potencial axial adimensional para V(z) = 1.20%. Esta alteracao no confinamento axial,
produz oscilagoes no perfil da solucao, o que pode ser utilizado para comparar as oscilagoes
dos valores de (2%) das Equagoes (2.6), (2.14), (2.15) e (2.16). Esta propagacio pode
ser feita numericamente, utilizando um algoritmo com o FFT(fast fourier trasform) em
conjunto com o método de propagacao em tempo real. Este resultado esta disposto na
Figura 2.5.

Portanto, com base na analise acima, pode-se concluir que o MRD possui a melhor
eficacia, se comparado com as equagodes aproximadas, em descrever a dindmica axial dos
BECs atrativos e repulsivos do tipo “charuto”.

Na proxima secao, mostraremos que o MRD também pode ser utilizado para
derivar equagoes efetivas em 2D espaciais, que descrevem a dindmica transversal dos

BECs do tipo “panqueca”.

Reducao dimensional para condensados em forma de

“panqueca”

Nesta secao mostraremos em detalhes a aplicacdo do MRD para BECs em forma
de “panqueca”, produzido uma equacao efetiva 2D que representa aproximadamente o
comportamento transversal do modelo. Assim, deve-se considerar novamente um gas de
boésons diluido de massa m, com temperatura préxima o suficiente do limite de zero Kelvin
e sob um forte aprisionamento axial, cujo potencial possa ser escrito como

mw?

2
T A2, (2.33)

2

V(r) = (2% + %) +

onde wy é a frequencia angular transversal e wy é a frequencia angular axial, com

“4 10,
wr

Devido ao confinamento (2.33) a disposicao geométrica das particulas constituintes do
condensado se assemelha a forma de uma panqueca, isto é, a densidade de particulas se
concentra quase totalmente no plano transversal (z, y) do gds em um formato arredondado,
enquanto a dindmica no eixo axial z é extremamente rasa. Neste trabalho, os modelos
de condensados que apresentam esta geometria serao chamados de BECs em forma de
“panqueca’.

Neste modelo, pode-se realizar a reescala em termos da frequéncia angular
transversal w,, dada pelas mudangas de coordenadas

x Y z
= Y — Z—

n n
mw A mw A mw A

xr —
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Figura 2.6: (a) Densidade axial p(z) do estado fundamental dos BECs repulsivos, para
quatro procedimentos diferentes: a solugdo numérica da EGP-3D (2.35) em linha solida
(vermelha), a solugdo numérica da Equagao efetiva (2.39) em linha tracejada (preta), a
solucao numérica da Equacao de acoplamento fraco com nao linearidade cibica em linha
pontilhada (cinza) e a solu¢ao numérica da Equacao de acoplamento forte (2.44) em linha
ponto-trago (verde escuro), para g = 1. (b) As mesmas solugoes apresentadas em (a).

A 3/4
t — wat, Y — () Y, (2.34)
mw a
o que resume a EGP-3D (1.1) a forma de
0 1 z?+
Dy = Lot (T u St amaluly, (2:35)

com g — 2N /(L A)% g ey =t A densidade lagrangiana da Equagdo acima pode ser

escrita na forma

= % %Y Avpever -2 (Tl 4 Sl -ttt (230

Assim, de posse da solugao da parte axial da EGP-3D (2.35) com g ~ 0, escrita
como . )
@E(z,t) = — exp [— % —it],

pode-se obter o ansatz fatorizado na forma

1
T4

2,2
exp |:— W:|

b(r,t) = o ® (2.37)

com 0 = o(x,y,t) e & = &(x,y,t), o qual substituido na densidade lagrangiana (2.36) e
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15— 0.9

Figura 2.7: Densidade axial p(z) do estado fundamental para BECs repulsivos, para
quatro procedimentos diferentes: a solugdo numérica da EGP-3D (2.35) em linha sélida
esta em (vermelha), a solucdo numérica da Equacao efetiva ndo polinomial (2.39) em
linha tracejada (preta), a solugdo numérica da Equacdo de acoplamento fraco com nao
linearidade cubica estd em linha pontilhada (cinza) e a solugdo numérica da Equagao
de acoplamento forte (2.44) em linha ponto-traco (verde escuro). Em (a) g = 10 e (b),
g = 100.

integrado com respeito a coordenada axial z , gera a densidade lagrangiana efetiva

L 0D 9 do\2 B2 |®f
Lef(2,27,0) = 2((1) o o ) - (m-) +(8y> Lw_w
1O®12 110912 /22 4+y*\, .0 V21g|®|*
- 2|0z 2‘8 B ( 2 >’q)’ 20 (2.38)

Deste modo, utilizando a aproximacao em que ¢ varia lentamente na direcao
transversal, as Equagoes de Euler-Lagrange derivadas do principio de Hamilton com a

lagrangiana efetiva (2.38) sao
o0 1 0*® 9P o (T2 + P 1/1 \/ g
(S 20 T Vo4 (= |2 2.39
Yor 2(8x2+8y2>+7< 2 ) +4<02+0> — @ (2:39)
o' =1+ V2mg|®|?0. (2.40)

A expressao (2.39) é chamada de Equacao efetiva transversal. A equagdo algébrica acima

pode ser resolvida de forma exata através da féormula de Cardano, resultando em

o = ;,/H (2.41)

b LR e (K1)
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com

3\ 1/3
A= (2) " (swg?ioft + V3256 + 1082t @)

O sinal da Equacao (2.41) corresponde respectivamente a ¢ > 0 e g < 0. A partir da
Equacao (2.40) e (2.39), pode-se utilizar a aproximagao de baixas densidades, isto é,

|V2mg||®|? < 1, para produzir a equagdo limite para este caso, dada por

0D 1(82® 82<I>>+ o1+ y?

3rg?
o _ (2 2" ® +2rg|DPD — L |D|1D. 2.42
“ot 2\ 022 T o2 y @t V2mg|®| 5 |2l (2.42)

Essa é uma Equagao de Schrodinger nao linear (ESNL-2D), com nao linearidade ctbica e
quintica que apresenta colapso em sua solugao para sistemas repulsivos. Assim, sabendo
que a EGP-3D nao apresenta este comportamento, pode-se reescrever esta equacao
desprezando a nao linearidade quintica, o que produz uma ESNL-2D com néo linearidade

cubica, escrita na forma

® + V2mg|D|*P. (2.43)

0D 1(62<I) 82<I>>+ o T2+ y?

"ot T 2\ax2 T oy )

Essa Equacao, que aqui chamaremos de aproximacao de acoplamento fraco, s6 possui
colapso em sua solugdo para sistemas atrativos, se assemelhando ao comportamento
da EGP-3D. Do mesmo modo, pode-se utilizar a aproximacao para altas densidades,

|V27mg||®|? > 1, produzindo a equagao limite para este caso, dada por

5
S0+ Z(27r)1/392/3|<1>|4/3<1>, (2.44)

0D 1(82(19 (32<I>> o T2+ y?
i— = (5= + =) +
ot 2\0z%2  0Oy?

para sistemas respulsivos e

0P 1/0*°® 9P o 1% + P 3
. _ d+ 2 |1pip 2.45
"o 2(8x2+6y2>+ ;oo (245)

para sistemas atrativos. A ESNL-2D (2.44) se difere das equagoes diferenciais apresentadas
até aqui devido ao termo ndo linear |®|*3. Este tipo de equacdo pode ser encontrada no
ambito das equacoes efetivas que descrevem o comportamento de um gés quantico rarefeito
composto de uma mistura de bésons condensados e férmions, com dois estados de spin
igualmente populados, dito como mistura superfluida de Bose-Fermi [39, 40]. Assim como
na segao anterior, tanto as equagoes aproximadas quando a EGP-3D (2.35) sdo equagoes
diferenciais parciais nao lineares, que devido suas formas, apresentam dificuldades para
se obter solugoes analiticas gerais. Por isso, pode-se utilizar um algoritmo de Crack-
Nilcholson em conjunto com o método de propagacao em tempo imaginario para encontrar
seus respectivos estados fundamentais. Para realizar a comparacao entre os perfis destas

equagoes, pode-se introduzir a densidade de probabilidade axial e transversal, definidas a
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1.6
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Figura 2.8: Potencial quimico para quatro procedimentos diferentes: g p em linha sélida
(vermelha), ppr em linha tracejada (preta), upc em linha pontilhada (cinza) e ppr em
linha ponto-trago (verde escuro).

partir do estado fundamental da EGP-3D (2.35),
= [l Pdz, (2.46)

2) =2n / [(x) PPrdr, (2.47)

com 1 = y/x? 4+ y2. No ambito das equacoes 2D, pode-se definir as densidades transversais

e axiais, utilizando as equagoes aproximadas, definidas por

p(r) =12, (2.48)

exp [

) =2V / ] () [2rdr. (2.49)

O resultado destas comparagoes estao dlspostos nas Figuras 2.6 e 2.7.
Para reafirmar a acurdcia da Equagao efetiva ndo polinomial (2.39), pode-se
utilizar do potencial quimico da EGP-3D (2.35),

psor = [ [Vl + T (a4 2+ Sl 4 omglede, (250

com dr = dxdydz, para comparar com o potencial quimico das Equagao efetiva (2.39),
1109 8<I> 242 171 V2
r= [ [ 315t 5]+ () (oo 1ok + 0l asdy, @251

2
com o potencial quimico das Equacao de coplamento fraco com nao linearidade cibica

& Instituto de Fisica — UFG



2.2. Reducido dimensional para condensados em forma de “panqueca” 32

(2.43)

.T+
+72 y

//[ 1102 8(1)

e com o potencial quimico da Equagéo de acoplamento forte (2.44)

_/F%+%2
Her = | 131 Oy

|D* + \/27Tg|<I>|4} dxdy (2.52)

275 +y

B2 + (27r)1/3 /3| |V/3| 2 ]d:vdy (2.53)

O resultado destas comparagoes estao dispostos na Figura 2.8. Os BECs do tipo “pan-
queca”, que devido ao forte confinamento axial tem sua dindmica restringida a prati-
camente 2D, possuem uma propriedade chamada vorticidade que esta relacionada com
a capacidade de rotacionar das particulas que o constituem. Esta propriedade pode ser

estudada nas coordenadas cilindricas adimensionais substituindo o ansatz secundario
P(r,t) = U(r, z,t) exp[iSH], (2.54)

na EGP-3D (2.35) em coordenadas cilindricas, onde obtem-se

8\11 1700 100  5*V S? y2r? 4 22
==t -+ — Z U4+ T4 21g| TP 2.55
Yor ~ 2o + r Or + 072 + 2r2 + 2 + 2mg| TP, (2.55)

onde S é um ntmero inteiro, chamado de vorticidade. No ambito das equacoes 2D, para

0012 0.004
0.010¢
0.003}
0.008 | 7
Z0.006f | __ | =0.002
“o0.004 | =
0.001;
0.002| 7
0 3 4 & 8 T0 1z 14 % 20
r
()
Figura 2.9: (a) Densidade transversal p(r) dos estados com vorticidade S = 1, para

quatro procedimentos diferentes: a solugdo numérica da EGP-3D (2.55) em linha solida
(vermelha), a solu¢do numérica da Equacao efetiva (2.57) em linha tracejada (preta), a
solucdo numérica da Equagao de acoplamento fraco com nao linearidade ctibica (2.58) em
linha pontilhada (cinza) e a solugdo numérica da Equacao de acoplamento forte (2.59) em
linha ponto-trago (verde escuro), com g = 1. (b) As mesmas solugoes apresentadas em
(a), com g = 100.
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estudar o efeito da vorticidade, pode-se substituir
O(r,t) = ¢(r,t) exp[iSH], (2.56)

nas Equagoes (2.39) , (2.43) e (2.44) em coordenadas cilindricas adimensionais, resultanto

($201]
8¢ 110% 10¢ fy r? 171 \/ﬂg )
Gt 2L97°2+ rar} < +o > — |7, (2.57)
09 170% 104 N2
Yor ~ {arz ’ 5’7’] ¢ + 7¢ +V2mg|¢|*¢. (2.58)
8¢ L[% 109 ’Y r? 1/3 2/3| 114/3
Yot T 2 {87’2 T ar] ( m) g7 o). (2.59)

Os resultados das comparagoes entre as solugoes com vorticidade estao dispostos nas
Figuras 2.9. Nota-se que a densidade proveniente da Equacao efetiva (2.57) concorda o
resultado da EGP-3D (2.55), uma vez que esta se mostra a melhor aproximacdo para
descrever o modelo.

A partir da Figura 2.10 (a), pode-se observar que ha uma grande variacao da
solucdo transversal da Equagao efetiva (2.57) com o aumento de S, diferente dos perfis
axiais que nao apresentam variagoes significativas, mostrados na Figura 2.10 (b).

Neste Capitulo reproduzimos resultados ja apresentados anteriormente nas Refs.

[25], [31], e [34], onde mostramos detalhadamente o funcionamento do MRD, evidenciando

0.006/ 06
0.005 0.5/
0.004/ 04 /\
T 0003 No3 f’j ‘%“
< 0.002 | To2 / |
o.oorf | 0L
%02 4 6 8 10121 WTEZ T T 734

(a) (b)

Figura 2.10: (a) Densidade transversal p(r) dos estados com vorticidade da Equagao efetiva
(2.57), para quatro procedimentos diferentes: S = 0 que estd em linha sélida (azul), S =1
que estd em linha ponto-trago (preta), S = 2 que estd em linha tracejada (laranja) e S = 3
que estd em linha pontilhada (cinza), para g = 50. (b) As mesmas curvas contidas em
(a), com densidade axial p(z).
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sua eficacia em descrever a dinamica axial para os BECs em forma de “charuto’e a
dindmica transversal para os BECs em forma de “panqueca”. No préoximo capitudo
apresentaremos novos resultados, onde mostraremos em detalhes que o MRD também
pode ser utilizado, com algumas restrigoes, para predizer a dinamica axial e transversal
dos BECs em forma de “tubo”.
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CAPITULO

METODO DE REDUCAO DIMENSIONAL
PARA CONDENSADOS EM FORMA DE
“TUBO”

Neste Capitulo, utilizaremos o MRD para derivar uma equacgao efetiva unidimen-
sional para os BECs em forma “tubo”e mostraremos que ela descreve com acuracia a
dindmica axial do modelo. Assim como foi feito no Capitulo anterior, efetuaremos tes-
tes utilizando quantidades estaticas e dindmicas, para evidenciar a precisao da equacgao
efetiva.

Os BECs em forma de “tubo” tem como principais caracteristicas, o forte aprisi-
onamento no centro e nas bordas do gés no plano (z,y), enquanto na regiao entre estas
areas as particulas ficam menos restritas. Alem disso, na direcao do eixo axial z elas estao
quase livres. Consequentemente as particulas que constituem este modelo se distribuem
geometricamente entre as regioes de confinamento forte, formando aproximadamente um
o “anel”no plano (z,y) e se distribuindo quase que uniformemente na dire¢ao z, o que
produz uma densidade de particulas em forma de “tubo”. O potencial externo que produz

esse tipo de comportamento pode ser escrito como

mw? k1 + 4rt
2 72

V(r) + V(2) (3.1)
onde r = /22 + 142, V(z) é o potencial genérico axial fracamente confinante, w, é a
frequéncia angular transversal e x é uma contante com a mesma dimensao de r. A
Figura 3.1 mostra a forma do potencial transversal externo (3.1). O potencial externo,
diferentemente daqueles apresentados anteriormente, possui descontinuidade, fato este que
dificulta os célculos numéricos.

Neste ambito, consideraremos um gés diluido de bdsons de massa m, com

temperatura préxima o suficiente do limite de zero Kelvin, sob a a¢do de um potencial
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40

0 1 2 3 4

Figura 3.1: Representagao grafica do potencial transversal externo (3.1). A linha sélida
(azul) representa o potencial transversal V(r) com w, = wy, a linha tracejada (preta)
representa V' (r) com w; = 1.5wy e a linha tracejada pontilhada (laranja) representa V' (r)
com w, = 2wy, onde wy = 157! ¢ uma frequéncia de oscilacdo genérica, com m = 1 Kg e
k= 1m.

externo (3.1), cujo estado de condensagao é descrito pela EGP-3D

0 R, mw? (k* + 4r?) N
it (r,t) = = V() + (T v () (e, )+ Nyl 0P, 1),
(3.2)
Realizando a mudanca de coordenadas
x Y z
T—— Yy — —, 2 — —,
a | a| a|
3/4 s K
t—wit, v —al Y, g —2N— k= — (3.3)
ayi ai
com a; = ,/mz - podemos reescrever a EGP-3D na forma
0 1 k4 4rt
Zal/f = —§V2¢ + (ZTQ + 72V(2)>¢ + 2mg|y Py, (3.4)

comy = =, ondew; éa frequéncia angular do potencial axial. Para simplificar os calculos
faremos k = 1, uma vez que este nao modifica a dinamica do modelo. Neste Capitulo,
faremos a constante de anisotropia do potencial externo v = 0.1, para alcancarmos a
geometria do BEC em forma de “tubo”. Vale notar que a reescala foi feita em termos de
w1, 0 que nao representa a escala acelerada. Contudo, esta é valida tanto para sistemas
atrativos quando repulsivos, reduzindo o niimero de equagoes necessarias para mostrar

a validade e precisao das solugoes destas equacoes para ambos os tipos de interacao dos
BECs.

& Instituto de Fisica — UFG



Capitulo 3. Método de reducdo dimensional para condensados em forma de “tubo” 37

A parte transversal ! da EGP-3D (3.4), tem como solucio

wl(r,t):\}E\/x2+y26xp[—x2+y2—z',uﬂf}, (3.5)

com pu; =4 e g~ 0. A partir deste resultado, podemos adotar o ansatz fatorizado e

0= 2L\t e 8 + ) (3.

com 3 = f(z,t) e f = f(z,1), que substituido na densidade lagrangiana da EGP-3D (3.4)

normalizado

( o aw) 1 . (1+47“

p -t - SV vy - VP =PV = mglult, (3.7

e integrando em relagdo a coordenada transversal (x,y), produz a densidade lagrangiana

efetiva

F ) — LOfF LN P oBNt  1|Of
ﬁef(fafaﬁ) - <f 815 at>_4ﬁ2<) _55
- 2P = PVEISE - SIP - T 39)

9B ~
0z T

principio de Hamilton ao modelo com a lagrangiana efetiva acima, encontra-se as seguintes

Deste modo, utilizando a aproximacao de variagao axial lenta para 3 0, e aplicando o

Equagoes de Euler-Lagrange com respeito a f* e 8

of 10%f

i—= =—-—+7V(z )f+2(1

ot 2022 3 +5>f+gﬁlf|2f, (3.9)

2

- A+l

Substituindo a Equacao (3.10) em (3.9), obtemos a Equacao efetiva axial

(3.10)

2
8+39!f| r

\/4+g|f|

Essa Equacao é um dos principais produtos destes trabalho, cuja funcao é descrever a

(3.11)

parte axial dos BECs em forma de “tubo” O largo espectro de validade da solugao da
equacao efetiva é uma de suas importantes caracteristicas, tendo validade tanto para

sistemas atrativos, quando repulsivos, com eficacia na descri¢do destes modelos.

Lp(r,t) =) (r)v.(z,1).
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p(z)

Figura 3.2: Densidade axial p(z) do estado fundamental para BECs repulsivos (g > 0) com
pontencial axial V(z) = %, para quatro procedimentos diferentes: a solucao numérica da
EGP-3D (3.4) em linha sélida (vermelha), a solugdo numérica da Equacgao efetiva (3.11)
em linha tracejada (preta), a solugdo numérica da Equagdo de acoplamento fraco (3.12)
em linha pontilhada (cinza) e a solugdo numérica da Equagao de acoplamento forte (3.13)
em linha ponto-traco (verde escuro).

Para testar a acurdcia da solu¢do da Equacgao efetiva (3.11), podemos utilizar
aproximagoes conhecidas, como aquelas usadas no Capitulo anterior, gerando equacoes
restritas aos limites de acoplamento fraco e forte, comparando suas solugoes com a EGP-
3D (3.4). Portanto, utilizando a aproximacao de acoplamento fraco g|f]* < 1, na Equacio
efetiva (3.11), obtemos

Of  10°f

T 992 + V() f+ @+ glf1P)f (3.12)

A aproximagdo de acoplamento forte g|f|? > 1, quando substituida na Equacao efetiva
(3.11), produz

IS = =555 PV 4 3VElSIS (3.13)

A partir das Equagoes (3.11), (3.12) e (3.13), podemos perceber que ambas sao
equacoes diferenciais parciais e nao lineares, que devido a suas formas, solugoes exatas sao
dificeis de serem obtidas. Portanto, faremos um tratamento numérico nestas, utilizando
um algoritmo de Crack-Nilcholson em conjunto com o método de propagacao em tempo
imaginario para encontrar suas respectivas solugoes de estado fundamental. A densidade

de probabilidade axial p(z), pode ser calculada como

p(z) = [ [ 1o(r,0)Pdudy, (3.14)
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p(z)
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Figura 3.3: Densidade axial p(z) do estado fundamental para BECs atrativos (¢ < 0)
com pontencial axial V' (z) = 0, para trés procedimentos diferentes: a solugdo numérica
da EGP-3D (3.4) em linha sélida vermelha, a solu¢ao numérica da Equagao efetiva (3.11)
em linha tracejada preta, a solu¢do numérica da Equacao de acoplamento fraco (3.12) em
linha pontilhada cinza.

utilizando a solugao de estado fundamental da EGP-3D (3.4) e

p(z) = f (2, 1), (3.15)

para as solugoes de estado fundamental das Equagoes (3.11), (3.12) e (3.13). O resultado

desta comparagao esta disposto na Figura 3.2. A eficicia de solugao de estado fundamental

8

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
g
Figura 3.4: Potencial quimico de sistemas repulsivos para quatro procedimentos diferentes:

pecp em linha sélida (vermelha), pgpr em linha tracejada (preta), uge em linha pontilhada
(cinza) e ppr em linha ponto-trago (verde escuro).

& Instituto de Fisica — UFG



40

da Equacao efetiva (3.11) também pode ser testada através das quantidades estaticas: p
e (2?). O potencial quimico pode ser calculado utilizando ¥(r,t) = exp[—iugpept|t(r) e

f(z,t) = exp[—iut] f(2), resultando em:

1+ 4r*
272

pror = [ [SIV6F + (Fogm WP + 2V IR + 2nglol e, (310

com dr = dxdydz, para a solugao de estado fundamental da Equagao EGP-3D (3.4), a

fim de compara-lo com
2 8+ 3glfI*

118
IUEF:/[2‘82 +72V(Z)‘f‘2+\/m

calculado para a solugao de estado fundamental da Equagao efetiva (3.11),

i

| fﬂ dz, (3.17)

2
+ PV + (4 + gl PSP (318)

calculado para a solugdo de estado fundamental da Equagao de acoplamento fraco (3.12)

o=

calculado para a solugdo de estado fundamental da Equagdao de acoplamento forte (3.13).

e
+ PV + 3Vl (319

O resultado dos valores destas quantidades com o incremento de g esta apresentado na

Figura 3.4.

120

40 1."':

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

g
Figura 3.5: Média do comprimento axial quadratico (z?) para a EGP-3D e suas apro-
ximagoes. Os valores de (2%) das Equagoes (3.4), (3.11), (3.12) e (3.13) estdo dispostas
nas curvas sélida (vermelha), tracejada (preta), pontilhada (cinza) e ponto-trago (verde
escuro), respectivamente.
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O comprimento axial quadratico médio (2%), pode ser calculado por

() = / 2|y(r, t)2dx?, (3.20)

utilizando a solugdo do estado fundamental da Equagao EGP-3D (3.4), que pode ser

comparada com
(z2) = /zQ\f(z, £)|%dz, (3.21)

utilizando a solugao do estado fundamental das Equagoes (3.11), (3.12) e (3.13). Estes
resultados estao dispostos na Figura 3.5.

A Equacao efetiva (3.11) também se mostra a melhor aproximagao para descrever
a dindmica axial da EGP-3D (3.4) a partir do ambito dindmico. Podemos mostrar que
a solucao do estado fundamental da Equacgao efetiva oscila com um perfil proximo da
oscilacao da EGP-3D, caso propagamos estas, realizando uma mudanca no potencial

axial adimensional de V(z) = % para V(z) = 71'23”22

. Com o intuito de comparar com
resultado acima, propagamos da mesma forma as Equagoes (3.12) e (3.13). O resultados
estao mostrados na Figura 3.6.

Os BECs atrativos, assim como mostrado na Figura 3.3, tem sua dinamica axial
descritos de maneira aproximada pela Equagao efetiva (3.11). Utilizando do critério VK
(2.32) podemos motrar que a EGP-3D (3.4) nao possui solucdo de estado fundamental
estavel para valores menores que g. = —1.53, enquanto para a Equagao efetiva, as solugoes
de estado fundamental se tornam instaveis para valores menores que g. = —2.65. Esta
discrepancia entre os valores de g. é intrinseca ao modelo, isto ¢, ela é gerada pela natureza
da aproximagao utilizada e nao por erros numéricos. Esta afirmacao foi proposta apds

os algoritimos serem testados em diferentes esquemas, diferentes precisoes numeéricas,

60F ‘ ‘ e ‘ 150
[ “\"'\,‘ l!f'j( "“f‘\,\' il r \““
s, # ., \
500 N\ N 1300
‘., & .,
A o ® "r.‘_,_v"' b A “,
[aN] L 4 (V] L
" 40 7110
A\ L ] v s

301 1 90|

70

20

0 10 20 t3‘0 40 50 60 0 10 20 tjo 40 50 60

(a) (b)
Figura 3.6: Oscilagoes de (z?) para quatro procedimentos diferentes: EGP-3D (3.4) em
linha so6lida (vermelha), a Equagao efetiva (3.11) em linha tracejada (preta), a Equacao de

acoplamento fraco (3.12) em linha pontilhada (cinza) e a Equacao de acoplamento forte
(3.13) em linha ponto-trago (verde escuro). Em (a) g =10 e (b), g = 100.
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diferentes linguagens, e resultarem nos mesmos valores.

Podemos notar que, a partir das Figuras 3.2 e 3.3, a densidade de probabilidade
que descreve melhor o comportamento da densidade axial da EGP-3D (3.4), é de fato,
a densidade da Equagao efetiva (3.11) derivada neste Capitulo. Com a anélise estética e
dindmica dos pardmetros p.; e (z?) da Equacdo efetiva (3.11), apresentados nas Figuras
3.4, 3.5 e 3.6, observa-se que estes sao os parametros que estdo mais proximos da EGP-
3D, mostrando que a solugdo de estado fundamental da Equacao efetiva é a melhor
aproximacao para a descricao axial da EGP-3D para os BECs em forma de “tubo”, se

comparada com as solugoes de estado fundamental das Equagoes (3.12) e (3.13).

& Instituto de Fisica — UFG



-

CAPITULO

METODO DE REDUCAO DIMENSIONAL
PARA CONDENSADOS EM FORMA DE
“ANILHA PLANA”

Neste Capitulo, aplicaremos o MRD proposto anteriormente para os BECs em
forma de anilha plana, produzinho uma equacao efetiva bidimensional que descreve tanto
a dinamica transversal quanto a dinamica axial deste modelo. Por fim, apresentaremos e
discutiremos as propriedades relacionadas as solugdes com vorticidade.

Assim, consideraremos um gas bosonico rarefeito de massa m, a uma temperatura
proxima o suficiente do limite de zero Kelvin, no qual o estado de condensacao seja descrito

aproximadamente pela EGP-3D (1.1), sob a acdo de um potencial externo

ot + 224

22

V() = me( )+ Vi), (4.1)
onde « ¢ um parametro relacionado a largura axial do aprisionamento e que possui unidade
de comprimento, w, é a frequéncia axial e V' (r) é um potencial transversal arbitrario. Neste

trabalho utilizaremos o confinamento harmonico

2
V(r)= m;u (x2 + y2>, (4.2)
com r = /22 + y2, como aprisionamento na direcio transversal (1), onde o w, ¢ a frequén-
cia transversal de confinamento. Para realizar a geometria deste modelo, devemos fazer
w, >> w,, 0 que restringe a dindmica do condensado a um modelo quase bidimensional.
Assim, devido a natureza do potencial (4.1) com (4.2), este BEC tem suas particulas
distribuidas aproximadamente em forma de uma “anilha plana”. Neste modelo, pode-se
realizar a reescala em termos da frequéncia angular axial w,, dada pelas mudancas de
coordenadas
BN PN RS

z a’Z aZ
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t— wit, i — a¥y, g—>2/\/'%, a— —, (4.3)
ay Qy
com a, = W/ma , 0 que reescreve a EGP-3D (1.1) na forma de
0 1 22 + y? ot + 224
it = =5V (T Yo+ (S )+ 2l (44)

onde A =

w V4 A . . . . . .

—Z é um parametro de anisotropia do potencial externo. Por simplicidade
w’/‘

faremos a = 1, uma vez que este parametro nao modifica a dinamica do modelo.

A densidade lagrangiana reescalada da Equagao (4.4) pode ser escrita como

= (w2 w2 Topvu (T - (M2 - moll. (05)

Portanto, podemos encontrar o ansatz apropriado, como foi feito anteriormente, resol-
vendo a equagao diferencial da parte axial (z) com g ~ 0, o que resulta em
V. (z,1) = 2% exp {—22 - i,uzt}, (4.6)

com g, = 5. Assim, seguindo o MRD podemos inferir, a partir da Equacao (4.6), que um

ansatz apropriado pode ser escrito na forma de

P(r,t) =

s(2/mh > { s 3 (47)

V3

onde v = v(z,y,t) é a largura axial da fungdo de onda e & = ®(x,y,t) é uma fungao
complexa que descreve o comportamento transversal da fun¢ao de onda da EGP-3D (4.4).

Vale salientar que a Equagao (4.7) estd normalizada a unidade na dire¢ao axial, isto

é, [|Y(r,t)’dz = |®|?. Logo, substituindo o ansatz fatorizado e normalizado (4.7) na
0.21 T T ,’l“ T T 0.09 T 0.06 T T T T T
@ ©
0.14} /a\ 1 0.06} 0.04} .
X EY X
< 0.07F f \ 1< 0.03+ < 0.02} -
i \
0 ) I b 0 0 1 1 1 L
-8 4 0 4 8 -14 -7 O 7 14 -24 -12 0 12 24
X X X

Figura 4.1: Densidade transversal p(z) do estado fundamental para BECs repulsivos
(g > 0), para quatro procedimentos diferentes: a solu¢do numérica da EGP-3D (4.4) em
linha solida (vermelha), a solugdo numérica da Equacao efetiva (4.9) em linha tracejada
(preta), a solu¢ao numérica da Equagao de acoplamento fraco (4.12) em linha pontilhada
(cinza) e a solugdo numérica da Equagao de acoplamento forte (4.13) em linha ponto-trago
(verde escuro). Em (a), g =1, em (b), g = 40 e em (c), g = 400, com A = 0.1.
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desidade lagrangiana (4.5), integrado com respeito a coordenada axial z e utilizando a

0
aproximagcao adiabéatica (ay = a—y = O), obtem-se a densidade lagrangiana efetiva
Oy
1 0P 0P~ 5 1 110d |2
Loi(P, D", = (q)*—q) )—{2 —||®]* = =|—
(@) = (¥ ) T2l Tl T3l
110P | 242 35 P4
B et _)\2<x +y)|q)|2_\/Eg||’ (4.8)
2|0y 2 48

que a partir do principio de Hamilton produz as seguintes Equacoes de Euler-Lagrange:

0P 1 (0% 9*® NEAETS 5/, 1 359/ | 2P
”at__z<ax2+ay2>+A( R AR G) R e e CR)

V4—Mg|<b|2y—1 = 0. (4.10)
48
A Equacao algébrica (4.10) pode ser resolvida exatamente por meio da formula de

Cardano, apresentando

_ V6, V6 [ZPRPP 4 T68P £ 149|0)°mV/GK?

4.11
24 T PK1/3 ! (4:11)
com
K = 147rg?|®|* + 3,/50331648 + 240172¢|®[¥

€

K2/3 _

b 768
K1/3

O sinal superior e inferior da Equacao (4.11) se referem respectivamente a g > 0 e g < 0.

A ESNP-2D (4.9) é o principal resultado deste Capitulo, em que mostraremos

0-21 T T T T T 0-24 T T T T T 0-24 T
(a) (b)
0.14 1 1 o016} 1 o016}
= X x
Ro0.07L 1 %008} 1 [0.08t
O 1 1 1 O 1 1 1 1 O 1
8 4 0 4 8 8 4 0 4 8 8 4 0 4 8
X X X

Figura 4.2: Densidade transversal p(z) do estado fundamental para BECs atrativos
(9 < 0), para trés procedimentos diferentes: a solugdo numérica da EGP-3D (4.4) em
linha sélida (vermelha), a solugdo numérica da Equagao efetiva (4.9) em linha tracejada
(preta) e a solugdo numérica da Equacao de acoplamento fraco (4.12) em linha pontilhada
(cinza). Em (a), g = —0.5, em (b), g = —1 e em (c), g = —1.4, com A = 0.1.
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Figura 4.3: Potencial quimico adimensional calculado com os estados fundamentais das
Equagoes: EGP-3D (4.4) em linha sélida (vermelha), Equacao efetiva (4.9) em linha

tracejada (preta), Equacao de acoplamento fraco (4.12) em linha pontilhada (cinza) e da
Equagao de acoplamento forte (4.13) em linha ponto-trago (verde escuro), com A = 0.1.

sua eficacia em descrever a dinamica dos BECs em forma de “anilha plana”. Portanto,
afim de evidenciar a validade da desta Equacao efetiva, podemos realizar a aproximacao
de baixas densidades, admitindo g|®|?* < 1 em (4.9), o que resulta em uma ESNL-2D

com nao linearidade cubica :

0P 1(0°d 0°0 N 359V - 1o
Zafﬁ(aggﬁayz)“( ) (54 ek e (4.12)

Por outro lado, para sistemas com altas densidades e fortemente interagentes,
podemos utilizar a aproximagao de Thomas-Fermi bidimensional (TF-2D) para a sua
descri¢ao. Assim, substituindo o ansatz (4.7) com v = 1 na EGP-3D, desconsiderando
a parte cinética, devido a forte intercdo de seus constituintes, e integrando em relacao a

coordenada axial, obtemos:

27 V6(2p — 10 — X*(2” 4+ ¢7))
160 g\ ’

onde pu € o potencial quimico adimensional que pode ser determinado a partir da condicao

|| (4.13)

de normalizagdo. A expressao (4.13) s6 tem validade Fisica quando |®|*> > 0, podendo

ser chamada de solugdo compacta. As Equagoes diferenciais (4.9) e (4.12), devido aos
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Figura 4.4: (a) Densidade transversal p(r) do estado fundamental da Equacao efetiva
(4.21) para quatro valores de vorticidade: S = 0 em linha sélida (azul), S = 1 em linha
tracejada (preta), S = 2 em linha pontilhada (laranja) ¢ a S = 3 em linha ponto-trago
(verde), com g = 50 e A = 0.1. (b) Os mesmo procedimento de (a) com a densidade axial
p(z2). (c) Densidade axial p(z) dos estados fundamentais das Equagoes: EGP-3D (4.23) em
linha sélida (vermelha) e (4.21) em linha pontilhada (preta), com g =1, S =2e A =0.1.

termos nao lineares, sao expressoes dificeis de serem resolvidadas exatamente, sendo
tratadas na maioria das vezes de forma numérica. Assim, podemos utilizar um algoritmo
de Crack-Nilcholson em conjunto com o método de propagacao em tempo imaginario para
encontrar suas respectivas solugoes de estado fundamental. Para realizar a comparacao
entre os perfils das equagoes bidimensinais e tridimensionais utilizaremos a densidade de
probabilidade transversal, definidas a partir do estado fundamental da EGP-3D (4.4),

p(r) = [ o)z, (4.14)

pla) = [ v()dzdy, (4.15)

a qual podem ser comparadas com as densidades transversais das equagoes 2D na forma

de
d(r)|? (4.16)

p(r) = | ,
pla) = [ 10 dy. (4.17)

Os resultados destas comparagoes estao expressos nas Figuras 4.1 e 4.2, onde percebe-se
que a melhor aproximagao para descrever a dinamica transversal do condensado em forma
de “anilha plana”, é de fato, a Equacao efetiva (4.9). Nota-se também que a acurdcia da
Equacgao efetiva dimunui com o incremento positivo de g, o que ja era esperado devido a
natureza do ansatz inicial (4.7).

Uma alternativa para medir a eficicia da Equacao efetiva (4.9), é calcular o
potencial quimico (u) utilizando os estados fundamentais da Equagoes bidimensionais,
substituindo ®(r,t) = exp[—iut]|®(r) em (4.9), (4.12) e comparar com o potencial quimico
do estado fundamental da EGP-3D (4.4), calculado a partir de ¥(r,t) = exp[—iut]i(r).
Na Figura 4.3 estao dispostos os resultados desta comparagao, onde pode-se obeservar que

o potencial quimico calculado a partir do estado fundamental da Equacao efetiva (4.9)
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Figura 4.5: Densidade transversal p(r) dos estados fundamentais das Equacoes: EGP-3D
(4.23) que esté em linha sélida (vermelha) e da Equacao efetiva (4.21) que estd em linha
pontilhada (preta), com A = 0.1. Em (a),g=—-1eS=1,em (b),g=1e S =2, em (c),
g=100e S = 3.

é a quantidade que melhor descreve o comportamento do potencial quimico da EGP-3D
(4.4), evidenciando a precisdo da Equagao efetiva bidimensional em descrever o modelo
tridimensional proposto.

Ainda que a Equacao efetiva ndo possua dependéndias na direcao axial z, esta
carrega consigo informagoes do perfil axial, devido ao método variacional de redugao

dimensinal, que podem predizer a dinamica da axial da EGP-3D dada por

p(z) = 27 [ [(x)Prdr, (4.18)
fazendo

p(z

onde ®(r) é a solugdo do estado fundamental da Equagao (4.9). Os resultados estao

) = 32\3{%/ o <V_5222/V2> [@(r)[*rdr. (4.19)

dispostos na Figura 4.4 (c), onde nota-se que a densidade axial da Equacdo efetiva
(4.9) estd em acordo com a densidade axial da EGP-3D (4.4). Este resultado mostra
que a partir da Equagao efetiva bidimensional derivada pelo MRD, podemos descrever
satistatoriamente toda a dinamica do condensado em forma de “anilha plana”.

As equagoes bidimensinais nos permitem estudar as propriedades das solugoes
que possuem vorticidade. Portanto, a fim de testar a capacidade desta Equacao efetiva
em descrever a dinamica dos BECs em forma de “anilha plana” sob a variagao de momento

angular do sistema, podemos introduzir
O(r,0,t) = ¢(r,t) exp[iSH], (4.20)

na Equagao efetiva (4.9) em coordenadas cilindricas adimensionais, resultando em

1

2

24

D¢ 1[P¢ 1061 S N2
9 =2l Fron) T 0t s

o4 3 (st )or 0 Tigps, (o
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W(r, 0, z,t) = VU(r, z,t) exp[iS], (4.22)

na EGP-3D (4.4) em coordenadas cilindricas, o que produz

oY 1[PT 19T PU] S A2 14224
- AR IR A G

— =4+ = — — U + 27g| U)W 4.2
Z@t 2 8r2+r87’+822 272 2 22 > +2mg[ V[T, (4.23)

onde S é um numero inteiro chamado de vorticidade. Os resultados das comparacoes entre
as solugoes com vorticidade estao apresentados na Figuras 4.5. Nota-se que a densidade
transversal proveniente Equagao efetiva (4.9) concorda com o resultado da EGP-3D (4.4)
para diferentes valores de S, mostrando que a Equacao efetiva descreve satisfatoriamente
a dindmica transversal dos estados com vorticidade do condensado em forma de anilha
plana tanto para modelos atrativos quanto para modelos repulsivos. Vale notar que na
Figura 4.4 (a), pode-se observar que hd uma grande variacao da densidade transversal da,
Equagao efetiva (2.57) com o aumento de S, diferente dos perfis axiais que nao apresentam
variagoes relevantes, mostrados na Figura 4.4 (b).

Nos modelos atratrivos, isto é, g < 0, encontramos pontos de colapso da func¢ao
de onda tanto na EGP-3D (4.4) quanto na Equacao efetiva (4.9). Estes pontos sao
caracterizados por valores de g., que a partir deles, nao ha solugoes de estado fundamental
estaveis para os modelos. Para realizar esta analise foi utilizado o critério de VK, assim
como foi feito nos capitulos anteriores. Neste contexto, encontramos g. = —2.14 para a
Equacao efetiva e g. = —1.42 para a EGP-3D.

A partir da analise dos resultados apresentados nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.5, onde
pode-se observar os perfil transversais e axiais das Equagoes (4.4), (4.9), (4.12) e (4.13),
podemos constatar que a Equacao efetiva bidimensional descreve toda a dindmica dos
BECs em forma de “anilha plana”de maneira satisfatoria. Esta afirmagao fica ainda mais
concreta a partir das Figuras 4.3 que apresenta o potencial quimico calculado com o estado
fundamental da EGP-3D e suas aproximacoes, que reafirma a capacidade da Equacao

efetiva em descrever o modelo proposto.
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CAPITULO

CONCLUSOES

Apesar dos BECs serem descritos por uma equacao diferencial parcial e nao linear
com trés dimenssoes espaciais (EGP-3D), que exige um grande esforgo computacional para
ser resolvida numericamente, podemos utilizar métodos que derivam equagoes diferenciais
que reproduzem de forma aproximada a dindmica destes sistemas com um numero de
dimensoes espaciais menores, facilitando assim os calculos numéricos.

Neste trabalho, mostramos que o MRD aplicado aos BECs em forma de “cha-
ruto” e “panqueca”, produz Equagoes efetivas 1D e 2D respectivamente, que descrevem de
maneira precisa o comportamento axial e transversal destes modelos. Vimos que tanto a
Equacao efetiva 1D, quanto a Equacao efetiva 2D, ndo possuem solucoes de estado funda-
mental estaveis para todo o espectro de g < 0. Nestes casos, o valor em que este fendmeno
ocorre (g.) para a Equagao efetiva, encontra-se préximo do g. da EGP-3D, mostrando a
acuracia da mesma para todos os valores de estabilidade g. Aplicamos o MRD para os
BECs em forma de tubo, produzindo uma equacao diferencial nao linear efetiva que des-
creve o comportamento axial do modelo com precisdo. Através da analise das densidades
de probabilidades axiais, potencial quiimico e do comprimento axial médio quadratico,
percebemos que a Equacao efetiva é a melhor aproximagao, tanto no ambito estatico,
quanto dinamico. Ainda que todos os resultados obtidos a respeito da Equagao efetiva
(3.11) estavam de acordo com a dindmica axial da EGP-3D (3.4), os seus respecitivos
valores de g.’s apresentaram certa discordancia, onde obtemos g. = —2.65 e ¢ = —1.53
respectivamente. Este fato, nos leva a concluir que a Equacao efetiva reproduz o compor-
tamento axial do modelo para todos os valores em que g é estavel para a EGP-3D, que
deve ser limitado aos casos com g > —1.53.

Por tltimo, aplicamos o MRD com abordagem variacional aos BECs em forma
de “anilha plana”, onde foi possivel derivar uma Equacao efetiva 2D (4.9), que por meio
da analise das densidades de probabilidades axiais, transversais e do potencial quimico,
constatamos que ela é a melhor aproximacgao para descrever a dindmica tridimensional do
modelo. Assim como nos BECs em forma de “tubo”, encontramos pontos de coldpso

da funcao de onda discordantes, com valores de g. = —2.14 para a Equagao efetiva
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bidimensional e ¢ = —1.42 para a EGP-3D (4.4). Além disso, devido a dindmica
bidimensional da Equacao efetiva, pudemos estudar o efeito da introducao de vorticidade
nas EGP-3D e na Equacao efetiva 2D, onde mais uma vez, a dindmica do BECs em forma
de “anilha plana”, foi descrita completamente pela Equacao efetiva 2D.

A partir dos resultados dos modelos anteriores, podemos inferir que o desacordo
entre os valores dos g.s das Equagoes efetivas 1D (3.11) e 2D (4.9) com suas respectivas
EGP’s (3.4) e (4.4), estao relacionados a natureza divergentes dos potenciais externos
referéntes aos BECs em forma de “tubo” e “anilha plana”. E importante salientar que até
o momento nao hé estudos teodricos a respeito de Equacoes efetivas para estes modelos na
literatura. Visto o sucesso do método aplicado aos modelos estudados, espera-se que este
possa produzir um vasto nimero de Equagoes efetivas 1D e 2D, descrevendo a dinamica

de varias geometrias diferentes de BECs.
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