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Resumo

Salinas Reyes, Edwin Oswaldo. Superficies minimas de Laguerre e geome-
tria isotropica. Goiania, 2016. 65p. Dissertagdo de Mestrado. Instituto de
matematica e estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho nos referimos ao estudo de um novo método de desenvolvimento de
superficies minimas de Laguerre vista no modelo isotrépico da geometria de Laguerre
como o grafico de funcdes bi-harmonicas. Desenvolvemos a geometria isotropica a qual
estuda as propriedades geométricas invariantes por certas transformacoes afines no espaco
Euclidiano, os elementos fundamentais da geometria de Laguerre as quais s@o esferas
e planos orientados e as propriedades as quais sdo invariantes sobre as transformagdes
de Laguerre. Além disso, mostraremos uma relacdao fechada entre superficies minimas
de Laguerre do tipo esférico e superficies minimas isotrépicas as quais sao dadas pelo
grifico de fungdes harmonicas e superficies minimas Euclidianas. Finalmente, a métrica
dual no espaco isotrépico € utilizada para desenvolver uma contrapartida isotropica de
superficies minimas de Laguerre em certas transformacdes de Lie de superficies minimas

de Laguerre no espaco Euclidiano.

Palavras—chave

Geometria isotropica, geometria de Laguerre, superficies minimas de Laguerre
e isotrdpica, fungdes bi-harmonicas, Transformacgdes e superficies de Legendre, métrica
dual.



Abstract

Salinas Reyes, Edwin Oswaldo. Laguerre geoemtry surfaces and isotropic
geometry. Goiania, 2016. 65p. MSc. Dissertation. Instituto de matematica
e estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

In this work we refer to the study of a new method and simple approach to minimal
surface Laguerre in isotropic model of Laguerre geometry as the bi-harmonic function
graph. We developed the isotropic geometry which studies the geometric properties
invariant under certain affine transformations in Euclidean space, and the fundamental
elements of Laguerre geometry which are spheres orienteds and plans orienteds, and
properties which are invariant on the transformation of Laguerre. In addition, we will
show a close relationship between minimal surfaces Laguerre spherical type and isotropic
minimal surfaces which are given by the graph of harmonic functions and minimal
Euclidean surfaces. Finally, the duality metric in the isotropic space is used to develop
an isotropic exchange for minimal surfaces Laguerre in certain Lie transformation of

Laguerre minimal surfaces in Euclidean space.

Keywords
Isotropic geometry, Laguerre geometry, minimal surfaces Laguerre and isotro-

pic, bi-harmonic functions, transformations and surfaces Legendre, dual metric.
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Introducao

E natural questionar pelos minimizadores de energias geométricas, os quais sdo
invariantes sobre certas transformacdes afines de facilitar os estudos de determinada area
relacionada com a geometria. A energia mais simples deste tipo foi introduzida por
Blaschke [2]. Usando a curvatura media H, Curvatura Gaussiana K e o elemento de area
de superficie dA de uma superficie ® no espaco Euclidiano R3. Esta energia pode ser

escrita como a integral de superficie:

[ (H*-K)

embora as quantidades H, K ndo sdo objetos utilizados na Geometria de Laguerre.

O funcional Q e seus minimizadores locais, sdo conhecidos como superficies
minimas de Laguerre as quais s@o invariantes sobre as transformagdes de Laguerre.

Nos tltimos anos houve um grande interesse no estudo da geometria das superfi-
cies de Laguerre (representacio da superficie por meio de seus planos tangentes), princi-
palmente desde o ponto de vista local, foi apresentada mais de uma forma de representar
as superficies minimas de Laguerre em R3.

A geometria diferencial nas trés geometrias esféricas cldssicas (Mobius, La-
guerre e Lie) € o objeto de estudo de Blaschke do volumem trés da geometria diferencial
[2].

Muitos resultados das superficies minimas de Laguerre sdo encontrados nos
trabalhos de Blaschke [2], [1], [17] e em os artigos de seu aluno Koning [7], [6].

Recentemente, Estos trabalhos encontram interesse na geometria diferencial.
Musso e Nicolodi encontram todas as superficies minimas de Laguerre as quais sdo
envelopes de uma familia de um pardmetro de esferas [8] e estudo geral de superficies
minimas de Laguerre por meio de marcos moveis [9].

A Geometria de Laguerre ¢ a geometria de planos e esferas orientadas no espaco
Euclidiano de dimenséao 3 [2].

Futuras aplicacOes da geometria de Laguerre em geometria computacional e o
conjunto de superficies de desenvolvimento [11] e [14].

A geometria isotrépica sistematicamente tem-se desenvolvido por Strubecker [5]

em 1940. Existem inumeros trabalhos puramente geométricos sobre geometria isotropica,
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a maioria dos quais s@o cobertos na monografia por Sachs [15]. Recentemente, Pottmann e
Liu [13] estudou a geometria discreta isotropica de superficies com aplicagdes em projeto
arquitetonico.

O presente trabalho pretende alcancar uma relac@o entre as superficies mini-
mas de Laguerre diferencidveis com as superficies dadas pelos graficos de funcdes bi-
harmonicas.

A chave para obter esta nova relacdo entre as superficies minimas de Laguerre e
as fungdes bi-harmonicas é dada pelo modelo esférico da geometria de Laguerre a qual é
formulada com a ajuda da geometria isotropica.

Descreveremos no capitulo 2 os fundamentos da geometria cldssica tais como a
relacdo entre a geometria de Laguerre e a geometria isotrépica.

Nossa principal referéncia para este trabalho € o artigo Laguerre Minimal Surfa-
ces, Isotropic Geometry and Linear Elasticity de Helmut Pottmann, Philipp Grohs e Niloy
J. Mitra [12].



CAPITULO 1

Preliminares.

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des e fatos basicos que serdo uti-
lizados no decorrer do trabalho. Maiores detalhes poderdo ser encontrados nas referéncias

citadas ao longo do capitulo.

1.1 Superficies no espaco Euclidiano.

Denota-se por R? o espaco Euclidiano e por (x1,x2,x3) suas coordenadas.

Definiciio 1.1 Seja S um subconjunto ndo vazio de R3. Diz-se que S é uma superficie
regular se, para cada p € S existem uma vizinhanca V. C R de p, um aberto U C R? e

um homeomorfismo diferencidvel X : U — V NS tal que a diferencial dX, : R? - R3 ¢
injetora para todo q € U.

A aplicagdo X € chamada uma parametrizacao de S.

Definicao 1.2 Um vetor tangente a um ponto p € S é um vetor tangente a uma curva

parametrizada diferencidvel o.: (—¢€,€) C R — S com a(0) = p. O conjunto de todos os

Figura 1.1: Superficie regular.
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vetores tangentes a S em p, denotado por T,S é chamado de plano tangente a S em p.
Se X é uma parametrizagcdo de S em p, entdo T,S coincide com o subespaco vetorial
gerado por {g—fj;i = 1,2.}, onde p = X(q). Diz-se que S é orientdvel se for possivel
determinar um campo vetorial diferencidvel unitdrio N normal a T,S para cada p € S.
Neste caso, diz-se que N é a aplicagdo normal de Gauss de S e que tal campo determina

uma orientag¢do em S.

// _7__7__7S_-_7-_7-_7-_
// ’ //
" D .
-/.,,// o ( /)/- /// /1
//./‘/-;/ g} ”1 //. Vs //
P / y/ ’
/ yay
e Py AP=a(0 g
0 o /'/ /// / © // /
/ : —> .lj.l ///
// ‘f // /
// l;. // |
/ / / //
7 /
. :
___// ..
[ | /
“ /
N/

Figura 1.2: vetor tangente.

No que segue, denote-se V um espago vetorial de dimensao 2 munido de um

produto interno (-).

Definicao 1.3 Diz-se que uma aplicacdo linear A : V — V ¢é auto-adjunta se
(Av,w) = (v,Aw) para todo v,w € V. Se {e1,e2} é uma base ortonormal de V,
e ((xi j) .0, j = 1,2, é uma matriz de A relativa a esta base, entdo diz-se que a matriz (0;)

é simétrica se (0,;;) = (0j;) para todo i, j = 1,2.

Observacao 1.1 Dada uma aplicacdo linear A 'V — V em um espaco vetorial de
dimensdo 2, e dada uma base {v,v,} de V, tem-se que o determinante de

A = ajjaxn —anay, e o trago de A = ay| + ax, onde (a;;) é a matriz de A associada
na base {vi,v2}. Sabe-se que esses niimeros ndo dependem da base escolhida, e sdo,

portanto, associados a aplicacdo linear A.

Teorema 1.4 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Se A é uma aplicacdo linear

simétrica em V entdo A é auto-adjunta (ver[4]).

Teorema 1.5 Seja A :V — V uma aplicagdo linear auto-adjunta. Entdo existe uma base
ortonormal {ey,er} de V tais que A(e1) = Aiey, A(ez) = haes (isto é, ey e ey sdo auto-
vetores, e M, \y sdo auto-valores de A). Na base {e},ey}, a matriz de A é diagonal e os
elementos N1 e Ay, M| > Ao, da diagonal sdo o mdximo e o minimo, respectivamente, da

forma quadrdtica Q(v) = (Av,v) sobre o circulo unitdrio de V (Ver[4]).



1.2 Funcdes harmonicas e bi-harmonicas. 14

Definicao 1.6 A primeira forma fundamental [ de S é a restricdo do produto interno

candnico de R3 aos planos tangentes T1,S. Logo, para cada p € S

I,(wi,w2) = (w1, w2), (1-1)

com wi,wy € T,S.

A segunda forma fundamental 11 é definida da seguinte forma:

1,(wi,w2) = (—dNp(w1),w2), (1-2)

comwy,wy € T,S, onde p € S e dN), é a diferencial da aplicagdo normal de Gauss em p.

Observacido 1.2 Para cada p € S, dN, é auto-adjunta com respeito a primeira forma
fundamental I. Consequentemente, a segunda Il forma fundamental é uma forma bilinear

simétrica sobre T,S, para todo p € S.

Definicao 1.7 As curvaturas principais k| ,ky de S em um ponto p, sdo os autovalores de

dN,,. Dessa forma, defina-se a curvatura média H e a curvatura de Gauss K por:

B ki + ko B tra(—de)

H
2 2

(1-3)

K:kleZdet(—de), (1-4)

onde tra e det denotam, respectivamente, o trago e o determinante de dN.

1.2 Funco6es harmonicas e bi-harmonicas.

Seja Q um aberto de C. A cada fungédo f : Q — C associa-se as fungdes reais de

dois varidveis reais u,v : Q — R dada por:
(1-5)

Para todo z = x+ iy € C. Aqui, u € a parte real de f e v a parte imaginaria de f.
As provas dos teoremas enunciados a continua¢do podem ser encontradas em
[10].

Teorema 1.8 f ¢ diferencidvel em Q) se, somente se u e v sdo fungoes diferencidveis em
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Figura 1.3: Grdfico de Re(f(z)) = x> —y*.

Q. Além disso, u e v verificam as equagoes de Cauchy-Riemman

a_u_av
ox dy
3 (00
dy  ox

Teorema 1.9 Se Q ¢é um aberto de C, f diferencidvel e u = Re(f), entdo u € C*(Q) e

verifica, em todo ponto de €, a chamada equagdo de Laplace

u  *u
— +=—==0. 1-7
ox? + dy? (-
As fungoes que cumprem a equagdo (1 —7) sdo chamadas fungées harménicas.

Teorema 1.10 Se Q é um dominio estrelado, entdo toda fun¢cdo harménica em Q é a

parte real de uma funcdo diferencidvel em Q.

Observacio 1.3 Sejam f(z) = 2%, g(z) = €% e h(z) = i(z> +2) fungdes diferencidveis
em C, entdo pelo teorema (1.9) tem-se Re(f(z)) = x> —y?, Re(g(z)) = ecos(y) e

Re(h(2)) = y® — 3x%y sdo fungcées harménicas, respectivamente.

Observacdo 1.4 Seja f(x,y) uma fungdo diferencidvel. O Laplaciano de f é dado por :

A(f) :fxx+fyy» (1-8)
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Figura 1.4: Grdfico de Re(g(z)) = €*cos(y).

Figura 1.5: Grdfico de Re(h(z)) = y> — 3x?y.

Portanto,

AA(S)) = A(fex + fiy)
= A(frx) +A(fyy)
= Savex + fyyor T fexyy + Fyyyy
= frexee + 2foy + fryyy-

Definicdo 1.11 Seja f(x,y) uma fungdo diferencidvel. Se A(A(f)) = 0, entdo f é cha-
mada funcdo bi-harmonica.

Observacao 1.5 Exemplos de fungoes bi-harmonicas vem dadas pelas seguintes expres-

soes: fi(x,y) = x> —3xy% e fr(x,y) = e*(xcos(y) — ysen(y)).
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Figura 1.6: Grdfico de x> — 3xy”.

1.3 Geometria isotropica.

1.3.1 Movimentos e métrica.

A geometria isotropica estuda as propriedades geométricas as quais sdo preser-

vadas pelas transformacdes afim 7 : R® — R3 dadas por; T : (x,y,z) — (+,y,7)

x' = a+xcos(¢) — ysen(9)
Y = b+ xsen(9) +ycos(0) (1-9)
7 =c+extey+tz,

coma,b,c,cy,cz,0 € R.

Definiciio 1.12 O espaco vetorial afim R é chamado espaco isotrdpico e serd denotado
por IP. O grupo formado pelas transformacées afim T com a operagcdo composi¢do
é chamado o grupo de movimentos isotrépicos e serd denotado por Gg. A geometria

(I, Ge) diz-se geometria isotrépica de movimentos (Ver[15)).

Observacio 1.6 O espaco vetorial afim R? é equivalente a P>(R)\ H, onde P*>(R) é o
espago projetivo real de dimensdo 3, e H é um hiperplano projetivo de P?(R) (Ver[16]).
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Figura 1.7: Grdfico de ¢*(xcos(y) — ysen(y)).

Teorema 1.13 Sejam { uma reta contida em I’ que passa pelo ponto (ao,bo,co) €1 3 com
vetor diretor paralelo ao eixo z, e T € Gg. Entdo a dire¢do da reta T ({) é paralela ao
eixo z.

Prova. ¢ pode ser escrita como:
£(t) = (a0, bo,co) +1(0,0,20) = (ao, bo,co +120),
com 7o # 0 constante, e t € R. Aplicando a transformacdo afim T € Gg sobre {, tem-se:

T(¢) =T ((ao,bo,co+1z0))
= (a+apcos(0) — bosen(d),b+ agsen(0) + bocos(d),c + c1ap + cabo +1tz0)
= (a+apcos(0) — bosen(d),b+ agsen(0) + bocos(d), c + c1ap + c2bo)
+1(0,0,20).

Logo, T ({) é uma reta que passa pelo ponto
(a+ agcos(®) — bosen(d),b + apsen(0) + bocos(9),c + c1ap + cabg) com vetor diretor
(0,0,z20). OJ
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Observacao 1.7 As retas paralelas ao eixo z preservam direcdo sobre T € Gg, esta é uma

propriedade geométrica invariante.

Definicao 1.14 As retas paralelas ao eixo z sdo chamadas retas isotrépicas, planos que

contém retas isotropicas sdo chamados planos isotropicos.

Definiciio 1.15 Seja nn: I° — R? dada por:
TC(X,y,Z) = (x,y), (1-10)
esta projecdo especial T é chamada vista por cima.

Observacao 1.8 Planos e retas isotrépicas sdo levados a retas e pontos, respectivamente,

se sdo projetados sobre o plano (X,Y).

: . /]
_ Reta isotropica. ~
A T /
| A
//
e
[
P e ________7_______'_"-———pY /l
/.../ //
XA'/ //
A : Lo
1 ~Plano isotropico
|

Figura 1.8: Plano e reta isotropicas.

Observacao 1.9 Nota-se que um movimento isotropico T € Gg é um movimento Euclidi-
ano na vista por cima, isto é, T é composta por uma rotagdo de dngulo ¢ seguida de uma

translagdo do vetor (a,b)”.

Como um resultado desta observacdo, muitas propriedades geométricas invariantes sao
encontradas pela projecdo vista por cima tendo uma propriedade geométrica invariante

no plano XY.
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Definiciio 1.16 Sejam A = (x1,x2,x3), B = (y1,y2,y3) dois pontos de I’. Define-se a

distdncia isotrépica D; em I’ como:

Di(A,B) = d(n(A),7(B)) = \/ (x1 —y1)? + (22— y2)? (1-11)

onde n(A) = (x1,x2), T(B) = (y1,y2), e d denota a distancia Euclidiana usual no plano
XY.

Teorema 1.17 A distdncia isotropica D; é uma propriedade geométrica invariante sobre
T € Gg.
Prova. Sejam A = (x1,x2,x3), B= (y1,y2,y3) € I. Pela defini¢cdo (1.15)

(T (A)) = (a+x1cos(0) —xzsin(9),b+ x1sin(9) + x2cos(P)),

(T (B)) = (a+yicos(0) —y2sin(9), b+ y15in(9) + y2cos(9)).

Subistituindo em (1-11), tem-se:

Di(T(A),T(B))* = [d(n(T(A)),n(T(B)))]”
= [x1c0s(9) — x25in(9) — (yicos(0) —yasin(9))]?
+ [xisin(9) +xacos(0) — (visin(0) +yacos(9))]*
= [(x1 —y1)cos(9) — (x2— y2)sin(9))?
+ [(x1 = y1)sin(0) + (x2 — y2)cos(9)]?
(x1 = y1)%cos(9)* + (x2 — y2)*sin(0)*
+ (x1 = y1)%sin(9)* + (x2 — y2) cos(9)?
= (x1 = y1)*(cos(9)? +5in(0)*) + (x2 — y2)*(sin(9)* + cos(9)?)
(x1=y1)*+ (2 — y2)?
= D;(A,B)>.

Definiciio 1.18 Seja ¢ C I’ uma reta isotrépica. Dois pontos diferentes sobre £, isto é,
A = (x1,x2,x3), B=(x1,x2,23) € £ com x3 # z3 tém distdncia isotrdpica zero, tais pontos

sdo chamados pontos paralelos. A diferenca
ds(A,B) = |z3 — x3| (1-12)

é chamada vazamento da distancia isotropica ou s-distdncia.
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Teorema 1.19 A s-distancia é uma propriedade geométrica invariante sobre T € Gg.

Prova. Sejam A = (x1,x2,x3), B = (x1,x2,23) € I? dois pontos paralelos. Como

T(A) = (a+xi1cos(®) —xasin(9), b+ x1sin() +x2c08(0), c + c1x1 + caxz + x3)

e
T(B) = (a+x1cos(0) —xpsin(0), b+ x1sin(d) + xacos(d),c + c1x1 + cax2 + 23),
entdo
T(B)—T(A)=(0,0,z3 —x3),
donde

dy(T(A),T(B)) = 23— x3 = dy(A, B).

Definicao 1.20 O dngulo entre duas retas ndo isotropicas é o dngulo Euclidiano das
retas vista por cima. O dngulo entre uma reta ndo isotropica { e um plano ndo isotropico
€ é zero se sdo paralelos em IP, de outra forma, eles tém intersecdo em um ponto p € I°.
Agora, tomando dois pontos paralelos Q. E tais que Q € {, E € €, e

Di(p,Q) = Di(p,E) =1, define-se o dngulo entre a reta { e o plano € como o.:= dy(E, Q).

Teorema 1.21 O dngulo entre uma reta ndo isotropica ¢ e um plano ndo isotropico € é
uma propriedade geométrica invariante sobre T € Ge.
Prova. Sejam A,B € I. Como dy(A,B) é uma propriedade geométrica invariante sobre

T € Gg, e pela definicdo de o tem-se o resultado desejado. Il

Definicao 1.22 Sejam €1, € dois planos ndo isotropicos com imagens

Z=uix+viy+wiy, 2= usx+voy+ wy, respectivamente. Define-se

y(er, &) = \/(uz —u1)2-|- (v2 —vl)z. (1-13)

Y é chamado dngulo dos planos ndo isotrépicos €1, €;.

Definicao 1.23 Sejam €, €, dois planos paralelos ndo isotropicos com imagens 7 =

uix+viy+wi, z=uix+viy+ wa, respetivamente. Define-se
a(er, &) = |wy —wy|. (1-14)

a é chamada distancia paralela de planos paralelos ndo isotropicos.
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No que segue, é conveniente representar um ponto p € I° como o vetor com coordenadas

p = (x1,x2,x3) e as coordenadas do ponto vista por cima como 7(p) = (x1,x7).

Observaciio 1.10 Uma curva ¢ : 1 C R — IP de classe C* a qual néio tem retas tangentes
isotrdpicas tem uma representagdo c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) com t € I. Portanto, para
todo T € Gg tem-se:

T(c(t)) = (a+x1(t)cos(0) — xz(t)sin(9), b+ x1 (t)sin(0) + x2(t)cos(d),

(1-15)
c+c1xy (t) —i—szZ(l‘) +X3(t)).

Definicdo 1.24 Seja c:1 C R — IP uma curva de classe C* a qual néo tem retas tangentes

isotropicas. Define-se

s(c(t)) = Hn (djtt)

onde ||| é a norma Euclidiana usual. s é chamado comprimento de arco isotropico.

) H = [|n(' )], (1-16)

Teorema 1.25 O comprimento de arco isotrépico é uma propriedade geométrica invari-
ante sobre T € Gg.
Prova. Seja c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) C I uma curva de classe C*. Como

dT(c(t))

7 = (¥} (t)cos(9) —xy(1)sin(0), x| (t)sin(9) +x3(r)cos(9), c1x| (1) +c2xy () +x5(1)),

entdo pela definicdo (1.24), tem-se:

s(r(etn) = = ()|

= \/[X’l (1)cos(9) —xy(t)sin(9)]? + [x (1)sin(9) +x,(t)cos(9)]?
=/ (x1(1))?[cos(9)? + sin¢?] + (x3(1))[sin(9)? + cos(9)?]

Definiciio 1.26 Seja ¢ : I C R — I’ uma curva de classe C* a qual ndo tem retas

tangentes isotrdpicas, além disso, considere c(t) parametrizada pelo comprimento de
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arco isotrépico (s(c(t)) = 1). Define-se:

ctey = n (L2 < 1-17)

Se k(c(ty)) = 0 para algum ty € I, se introduz a curvatura da curva ¢ em ty como

k(c(t9)) = x5 (t0). k é chamada curvatura isotrépica da curva c emt € I.

Teorema 1.27 A curvatura k de uma curva c é uma propriedade geométrica invariante
sobre T € Gg.
Prova. Seja c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) C I uma curva de classe C*. Como

d>T(c(1))

27 = (31(1)cos(9) =2 (1)sin(0),x7 (1)sin(9) +x2 (1) cos(9), €1 (1) + €23 (1) +3 (1))

entdo pela definicdo (1.26), tem-se:

sron = (S|

= \/[x1 (1)cos(9) — x5 (¢)sin(O)]* + [x{ (1)sin(0) + x5 (t)cos(9)]?
=/ (¥{(1))?[cos(0)* + sind?] + (x5 (¢))*[sin(9)* + cos(9)?]

Definicdo 1.28 Seja c: 1 C R — IP uma curva de classe C* a qual néo tem retas tangentes
isotropicas. Se k(c(t)) # 0, o vetor normal principal é definido por:

()
[Im(e" ()]

Teorema 1.29 O vetor normal principal é ortogonal isotrdpico a ¢'(t) e satisfaz

(1) = k(c(t))n(r).

n(t) = (1-18)

Prova. Seja c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) € IP uma curva de classe C?, além disso, suponha

que c(t) é parametrizada pelo comprimento de arco isotrdpico. Entdo

I=(c/ )| = (e} (6), 50)), (ch (2), 5(0))) = 1. (1-19)
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Figura 1.9: Curva em I.

Derivando (1 —19) com respeito a t, tem-se:

2{(c1(1),65(1)), (¢} (1), e3(t)) ) = 2k(c(2)) {m(n(1)),n(c'(1))) = O

se, e somente se T(n(t)) é ortogonal a w(c'(t)). O

Definicao 1.30 Uma i-circunferéncia do tipo eliptica num plano ndo isotropico P é
uma elipse em P onde sua vista por cima é uma circunferéncia Euclidiana. Esta i-
circunferéncia do tipo eliptica com centro m € P, e raio (r > 0) é o conjunto de todos

os pontos x € P tais que D;(m,x) =r.

Uma i-circunferéncia de tipo eliptico € a curva de intersec¢do de um cilindro vertical e

um plano nao isotrépico.

Definicao 1.31 Uma i-circunferéncia do tipo parabélico é uma pardbola com eixo z

paralelo, portanto, ela estd num plano isotropico P;.

Observacao 1.11 Uma i-circunferéncia do tipo parabdlico ndo é o conjunto de pontos
de igual distancia isotropica D; a um ponto fixo de P, mas ela pode ser vista como
uma curva com curvatura isotrépica constante. Para isto, seja c(t) uma circunferéncia
isotropica do tipo parabdlico no plano isotrépico P; a qual ndo possui retas tangentes
isotropicas, além disso, suponha que y = 0 em P;. Entdo a componente x3(t) pode ser
escrita como x3(t) = f(t) = at*> + bt +c com a,b,c € R. Logo c(t) = (1,0, f(t)), donde
"(t) = (0,0, f"(¢)), portanto, a curvatura isotrépica da curva c(t) emt =ty é dada pela

segunda derivada de f(t) em to.
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Figura 1.10: i-circunferéncia eliptica.

Figura 1.11: i-circunferéncia parabdlica.
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Existem tipos interessantes e importantes de esferas nos espagos isotrépicos I°

as quais sdo dadas pelas seguintes defini¢des:

Definicao 1.32 As i-esferas do tipo parabélico sdo dadas por:

A
z=§(x2+y2)+Bx+Cy—|—D, A,B,C,DER, A 0. (1-20)

A i-esfera parabdlica (tipo I):
1
e=5 (4%, (1-21)

onde R = % é chamado o raio da i-esfera parabdlica de tipo 1.

A i-esfera parabdlica de tipo cilindrico (tipo II):

¥4y =r’ r>0, (1-22)

onde r é chamado o raio da i-esfera de tipo cilindrico.

Tipo parabdlico

s Tipo cilindrico

Figura 1.12: i-esferas.

Desde uma perspectiva Euclidiana, sdo paraboloides de revolu¢do com o eixo
paralelo ao eixo z paralelo. As intersecdes destas i-esferas do tipo parabdlico com planos
P sdo i-circunferéncias. Se P ndo é um plano isotropico entdo a interse¢do € uma i-
circunferéncia de tipo eliptico. Se P € um plano isotrépico entdo a de intersecdo é uma

i-circunferéncia de tipo parabdlico.
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Figura 1.13: i-circunferéncias.

1.3.2 Teoria da curvatura das superficies.

Limita-se esta discussio as superficies regulares § C R? sem planos tangentes

isotropicos (paralelos ao eixo z).

Teorema 1.33 Seja p um ponto de uma superficie regular S. Entdo S é localmente o
grdfico de uma fungdo diferencidvel z = f(u,v) em p se, e somente se S ndo tem planos
tangentes iSotropicos.

Prova. (=) Seja S uma superficie regular obtida como o grdfico de uma funcdo diferen-
cidvel z = f(u,v), isto é, S tem uma parametrizacdo da forma X (u,v) = (u,v, f(u,v)),
onde f estd definida nos pontos (u,v) de um aberto U C R* . Logo X, = (1,0, f,) e
X, = (0,1, f,), portanto, o vetor normal unitdrio do plano tangente da superficie S no

ponto (u,v) estd dado por:

Xu XXV o (_fua_fw 1)

O Xex Xl 22T

Como a terceira componente é diferente de zero para todo (u,v) € U, tem-se que S ndo

N(u,v)

tem planos tangentes isotropicos.

(<)SejaX :U C R? — S uma parametrizacdo de S em p, isto é:
X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),2(u,v)), (u,v) € U.

Por hipotese, S ndo tem planos tangentes isotropicos, portanto,
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em X~ (p) = q. Considere a aplicagdo noX : U — R?, entdo

noX(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), e como ggz’zg # 0, aplicando o teorema da fungdo inversa

tem-se a existéncia de vizinhangcas V de q, e W de mo X(q), tais que (toX) aplica
difeomorficamente V sobre W, como X é um homeomorfismo, X (V) é uma vizinhanca
Uy (x,y) = (u(x,y),v(x,y)) com a funcdo
(u,v) = z(u,v), X(V) é o grdfico de uma fungdo diferencidvel z = z(u(x,y),v(x,y)). O

de p em S. Considere a composta X ' om™

zZ
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vV I
A -
P
e P S ' /
.f/ { /
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e N 1 /
| P J
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Figura 1.14: Teorema 1.39.

Observacao 1.12 A superficie regular S pode ser vista como o grdfico de uma funcdo
diferencidvel z = f(u,v) simplesmente fazendo a unido de cada aberto W gerado pela

construgdo anterior dado p € S.

Definicao 1.34 Uma secdo normal de uma superficie regular S no ponto p =

(u,v, f(u,v)) € S é a intersegcdo de S com um plano isotrépico P; que contém ao ponto

)22

Teorema 1.35 As curvaturas das curvas de uma superficie regular S dada pelo grdfico
de uma funcdo z = f(u,v) no ponto p = (ug,vo, f(uo,vo)) € S sdo dadas pelas derivadas
direcionais de f em (ug,vo).

Prova. Sejam X (u,v, f(u,v)) uma parametrizacdo da superficie S e ¢ : 1 C R — S uma
curva dada pela intersecdo de S com um plano isotropico P; o qual contém o ponto

p = (ug,vo, f(up,vo)) = c(to) para algum to € I. Fazendo a projecdo
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Figura 1.15: Secdo normal.

nt(c(t)) = ((x1(1),x2(2)), tem-se que w(c(t)) € uma reta no plano XY com vetor velocidade
/

n(c'(¢)) (jd que c(t) esta contida em um plano isotrdpico P;). Portanto,

(c(r)) = (x1(to) +1x) (10),x2(t0) + 125 (t0)),

onde x1 (to) = o, e xa(to) = vo. Logo c(t) pode ser parametrizada na superficie S como:
X(t) = (x1(to) +1x] (t0), x2(t0) + 13 (10), f (x1 (t0) + 1 (t0) ,x2(t0) + 133 (10) ) )
Fazendo u(t) = x, (to) + 1, (to) € v(t) = x2(to) + £, (to), tem-se:
X'(t) = (' (), (2), fulualt),v(e))u' (t) + fiu(t),v(t) )V (1)),
donde

X" (1) = (" (0),V" (1), fua (), v(0) )l (0)? + fru(1a(2) v (0))d' () (1) + fu () v(2) )" (1)
+ Lo u(®), (O (1) + fur(u(0), v ()’ (0)V' (1) + fuu(r), v(O)V" (1))

Como u"(t) =V"(t) = 0, para todo t € I, tem-se que a curvatura da curva c(t) no ponto
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p com respeito ao plano isotrépico P; é dada por:

k(c(t0)) = fuu(ua(10), v(t0) ) (10)* + 2 fru(u(t0), v (10) )t (t0)V/ (10) + fin (1t(10), v (20) V' (20)*.
A curvatura k(c(ty)) pode ser representada por:

7 | Suu(u(t0),v(10))  fru(u(to), v(10))

fuv(u(to),v(to)) fvv(u(tO)av(IO)) (u (lO),V(),‘O)). (1-23)

k(c(t0)) = (' (10),V'(10))

O

Definicao 1.36 Seja S uma superficie regular dada pelo grdfico de uma funcdo diferen-
cidvel z= f(u,v). Sejar € S' (S' = {r = (x,y) € R%;x* +y* = 1}). A curvatura normal

isotropica em p = (ug,vo, f(uo,v0)) € S na diregdo r esta dada por:
kn(r) = r"- V2 f (o, vo) - (1-24)
onde V?f denota a Hessiana de f.

Observacio 1.13 A matriz V> f é um operador simétrico jda que f é uma funcdo dife-
rencidvel, portanto, aplicando a observacdo (1.1), e os teoremas (1.4), (1.5) tém-se as

seguintes definicoes:

Definicao 1.37 Os valores extremos ky,ky de k,(r) sdo dados pelos auto-valores da
aplicacdo linear V*f sobre S, elas sdo chamadas curvaturas principais. As correspon-
dentes direcées ortonormais r1,r, € S' sdo os auto-vetores de V*f, elas sdo chamadas

direcdes principais.

Definicao 1.38 Sejam ki,kp as curvaturas principais de S. Definam-se

K; = kiky = det(V2f) = fuufw — oo (1-25)

2H; = ki +ky = tra(V? f) = fuu+ fn- (1-26)
K; é chamada curvatura isotropica ou curvatura relativa ¢ H; é chamada curvatura

média isotropica.

Definicao 1.39 Seja S uma superficie regular dada pelo grdfico de uma funcdo diferen-

cidvel 7= f(u,v). S é uma superficie minima isotrdpica se H; = 0, para todo p € S.
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Observe que, se S é o grafico de uma fungéo diferencidvel z = f(u,v), tem-se que S é

minima isotrdpica se, e somente se f é uma func¢do harmonica (A(f) = fiu + fiv =0).

A versao isotrépica da teoria de curvaturas Gaussianas toma a i-esfera parabo-

lica (Tipo I)

1

s(x,y) = 3 (¢ +5%). (1-27)
Para isto, Seja S uma superficie regular dada pelo grafico de uma funcdo diferencidvel
z = f(x,y). A cada ponto p = (x,y,f(x,y)) € S associe-se como imagem Gaussiana o
ponto 6(p) = (x,y,s(x,y)) cujo plano tangente é paralelo ao plano tangente de S em p,
isto é, os vetores normais orientados N, N, de p e 6(p), respectivamente, sdo paralelos.

Portanto, existe um A # 0 € R tal que N| = AN,. Como N| = (g—f X ‘3—1;) = (—fo—f 1),

eN, = <a—§c’ X %—f) = (—x,—y, 1), entdo, igualando a terceira componente tem-se A = 1,

donde x = fy, y = fy, e
1
o(p) = (forfor 5 (L +1))- (1-28)

A derivada da aplicacdo ¢ € dada por:

fxx fyx
do = fix fin . (1-29)
fxfxx+fyfxy fxfyx+fyfyy

Logo, a vista por cima da derivada da aplicagio ¢ (n(dc)) coincide com V2.

1.3.3 Meétrica dual em I°.

Para comegar a constru¢io de uma métrica dual no espago isotrépico I°, devem-
se enunciar uns teoremas importantes desenvolvidos pelo principio de dualidade nos

espacos vetoriais (ver [16]).

Teorema 1.40 Existe uma correspondéncia bijetora entre as retas vetoriais de um espaco
vetorial E e os hiperplanos vetoriais de E* (espago dual de E). Analogamente, existe uma

correspondéncia bijetora entre as retas vetoriais de E* e os hiperplanos vetoriais de E.

Definicdo 1.41 Os pares de (reta,hiperplano) na bijecdo do teorema precedente sdo

chamados duais entre sim.

Observacio 1.14 Pode-se aplicar agora o teorema (1.40) e a definicdo (1.41) para o
espago projetivo P(E) (ver [16]) tendo em conta que; as retas vetoriais de E (ou de E*)
agora por passo ao quociente sdo pontos de P(E) (ou de P(E*)), e os hiperplanos de E
(ou de E*) agora sdo hiperplanos de P(E) (ou de P(E™)).
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Aplicando a observagio anterior ao espaco projetivo P3(R) tem-se o seguinte principio

de dualidade dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.42 Existe uma correspondéncia bijetora entre os pontos de P>(R) e os
hiperplanos projetivos de P> (R*) = P3 (R). Analogamente, existe una bijecdo entre os

pontos de P>(R*) e os hiperplanos projetivos de P3(R).
Agora, como resultado principal tem-se o principio de dualidade.

Teorema 1.43 A rodo teorema em P(E) que relacione pontos e hiperplanos e este
baseado sé em propriedades de intersecdo ou soma de subespacos projetivos de P(E),
corresponde um teorema no espago projetivo P(E*) chamado teorema dual do anterior
cuja declaragdo é obtido simplesmente trocando as palavras (ponto) por (hiperplano) e

intersecdo por (soma), e reciprocamente.

Observacio 1.15 Aplicando o principio de dualidade ao espaco projetivo P*(R), tem-
se: Para todo ponto p de P3(R) se associa um plano  de P>(R). E reciprocamente, para
todo plano 1 de P?(R) se associa um ponto p de P*(R). Mas, ndo entanto a dualidade

ndo pode ser aplicada as quantidades métricas da geometria Euclidiana.

Observacao 1.16 A geometria isotropica desenvolve uma métrica dual a qual pode ser
realizada pela seguinte correspondéncia. Se cada ponto p = (p1,pa,p3) €1 3 ¢ enviado
ao plano T com equagdo 7 = p1x+ pay — p3, entdo esta correspondéncia é uma aplica¢do
bijetora entre os pontos e planos ndo isotrépicos de IP. A métrica dual é dada pela
seguinte condigdo; Sejam p = (p1,p2,p3), ¢ =(q1,92,93) € I dois pontos néo paralelos
com distdncia isotrdpica Di(p,q) (ver defini¢do 1.16), entdo eles sdo enviados aos planos

ndo paralelos T, Ty, respectivamente, com dngulo Y(wy, ) (ver definicdo 1.22), Aqui

Di(p,q) = y(m1,m2) .

Observacio 1.17 Se m,n € I sdo dois pontos paralelos (D;(m,n) = 0), entdo no dual

correspondem a planos paralelos.

1.3.4 Transformacoes de esferas isotropicas.

O contetdo da geometria Euclidiana de Mébius € o estudo de aquelas proprieda-
des as quais sdo invariantes sobre as transformagdes Euclidianas de Mobius (Ver[3]). No
espaco isotrépico I° existe uma contrapartida da geometria Euclidiana de Mobius a qual
serd chamada geometria de Mobius isotrépica.

No que segue, sejam R> o espaco Euclidiano, P seu conjunto de pontos e M o conjunto

de esferas e planos de R3.
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Definicao 1.44 Chame-se fechamento conforme Euclidiano Rﬁd de R? a extensdo do
conjunto de pontos P a Pyy = PU{oo}, onde oo é um elemento arbitrdrio o qual e ¢ P. Os

elementos de M sdo chamados esferas Euclidianas de Mobius .

Observacao 1.18 Como uma extensdo da relacdo incidéncia o pertence a todos os

planos de R3 , mas oo ndo pertence a nenhuma das esferas de R>.

Definicao 1.45 A intersecdo de dois esferas Euclidianas de Mobius é chamada circunfe-

réncias Euclidianas de Mobius .

Definicao 1.46 Uma transformagdo Euclidiana de Mobius é uma aplicacdo de Py em

Py a qual é bijetora no conjunto M.

Seja I o espago isotrépico, P! seu conjunto de pontos e S o conjunto de i-esferas de tipo

parabolico e planos ndo isotropicos.

Definicao 1.47 Os elementos de S sdo chamados i-esferas de Mobius (i-M-esferas). Eles

podem ser representados pelo grdfico da fungdo dada por:

A
fxy) =5 +y?) +Bx+Cy+D, A,B,C,D€ER, (1-30)

onde A é a curvatura média isotrépica da i-esfera de Mobius, pois fx = A e fy, = A,
donde pela defini¢io (1.38) , tem-se 2H = fi, + fyy = 2A.

Definiciio 1.48 Chamesse extensio do espaco isotrépico I° UR de I’ a extensdo do
conjunto de pontos P' a P'UR, onde R é uma reta ideal. Uma i-M-esfera com curvatura

média isotropica A intersecta a reta ideal em A € R.

Definicao 1.49 A intersecdo de duas i-M-esferas é chamada i-M-circunferéncia, isto é,
uma i-M-circunferéncia pode ser uma i-circunferéncia de tipo eliptico ou parabdlico o

uma reta ndo isotropica.

Definicao 1.50 Uma transformagdo de Mobius isotropica (i-M-transformacdo) é uma
aplicacdo de I’ UR em I’ UR a qual é bijetora no conjunto S. (aqui, i-M-circunferéncia

sdo enviadas a i-M-circunferéncias).
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1.4 Geometria de Laguerre.

Os elementos fundamentais da geometria de Laguerre em R? sdo os planos
orientados e esferas orientadas (um ponto pode ser visto como uma esfera orientada
com raio zero). A orientagdo € determinada por um campo normal unitdrio de vetores ou
equivalentemente por um raio com sinal no caso da esfera. A relagdo basica na geometria
de Laguerre € o contato orientado de esferas e planos orientados. Uma esfera orientada e
um plano orientado estdo em contato orientado, se sdo tangentes e seus vetores normais
unitdrios coincidem no ponto de contato. A geometria de Laguerre estuda as propriedades
as quais sdo invariantes sobre as transformacdes de Laguerre. Uma transformacdo de
Laguerre consiste de duas funcdes bijetoras, uma no conjunto das esferas, € a outra
no conjunto dos planos, além disso, uma transformacdo de Laguerre preserva contato
orientado e contato ndo orientado entre esferas e planos. A métrica utilizada neste estudo

¢ a métrica usual no espaco Euclidiano R3.

Para comecar o estudo da geometria de Laguerre define-se os planos e esferas orien-

tadas da seguinte forma.

Definiciio 1.51 Sejam n = (ny,ny,n3) € R® um vetor normal unitdrio, e p = (p1, p2, p3) €

R3 um ponto arbitrdrio. O conjunto
P(n,p) = {x = (x1,x2,x3) € R (n,x — p) =0} (1-31)
chama-se plano orientado P(n,p) que passa por p com vetor normal unitdrio n.

Definiciio 1.52 Sejam m = (my,my,m3) € R3 um ponto arbitrdrio, e R € R. O conjunto
C(m,R) = {x = (x1,x2,x3) € R3; (x —m,x—m) = Rz} (1-32)
chame-se esfera orientada C(m,R) com centro em m e raio com sinal R.

Observacdo 1.19 Pode-se representar um plano orientado P(n,p) como
P(n,h):=n1x1 + nyxy + n3x3 +h = 0, onde o vetor normal unitdrio n = (ny,ny,n3) define

a orientagdo de P, e h = — (p,n).

Um critério de tangéncia entre um plano orientado P(n,h) e a uma esfera orientada

C(m,R) é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.53 A distancia com sinal de um ponto m = (mj,mp,m3) € R3 a um plano

orientado P(n,h) é dada por nymy + nymy + nyms + h.
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Prova. A distancia de um ponto m € R? a um plano P(n,h) é dada pela proje¢do ortogonal

do vetor (m— p) (com p € P) sobre o vetor normal unitdrio n = (ny,ny,nz), isto é,
proyn(m—p) = cos(9) [lm —p|, (1-33)
onde ¢ é o dngulo formado pelos vetores n e (m — p). Como ||n|| = 1, tem-se

proy,(m—p) = cos(9) [|[m— pl|

(n,m—p>
= [m—pl
[l {lm — pl|
- <n7m_p>

=nym| +noymy +nzms + h.
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Figura 1.16: Distdancia com sinal.

Observacao 1.20 Uma esfera orientada C(m,R) com centro m e raio com sinal R é
tangente a um plano orientado P(n,h) se a distncia com sinal de m a P(n,h) € igual

a R, isto é, (n,m)+h = R, ou equivalentemente h = R — (n,m).

A relacdo bdsica na geometria de Laguerre € tangéncia de planos orientados e

esferas orientadas.
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Figura 1.17: Esfera tangente a um plano.

Definicao 1.54 Uma transformacdo de Laguerre (L-transformagdo) ¢ uma funcdo a
qual é bijetora sobre os conjuntos de planos orientados e esferas orientadas, respectiva-

mente, além disso, ela preserva tangéncia entre esferas orientadas e planos orientados.

A geometria de Laguerre estuda as propriedades as quais sao invariantes sobre as trans-
formacdes de Laguerre.

1.4.1 Modelo ciclografico da geometria de Laguerre.

A ideia de trabalhar com este modelo ciclografico é entender mais facilmente
uma transformacdo de Laguerre.

Definicdo 1.55 Sejam n = (ny,ny,n3,nq) € R* um vetor normal unitdrio, e h € R. O
conjunto

H(n,h) = {x = (x1,x2,X3,X4) € R*; n1x1 + noxy + n3x3 + naxg +h = 0} (1-34)

chama-se hiperplano afim H(n,h) C R* com vetor normal unitdrio n.

36
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Observacio 1.21 Pode-se representar o espaco Euclidiano R como um hiperplano

orientado de R*. Para isto, sejam ny = (0,0,0,1) o vetor normal unitdrio, e h = 0. Logo
R3(n1,0) = {x = (x1,X2,X3,X4) € R*;x, = O} )

Observacao 1.22 Seja C(m,R) uma esfera orientada com centro em m e raio com sinal

R. A esfera C(m, R) vai ser representada como o ponto &(C) := (m,R) € R,

Observaciio 1.23 Um plano orientado P(n,h) no espago Euclidiano R® pode-se repre-

sentar como o conjunto de todas as esferas as quais sdo tangentes a P(n,h).
Utilizando as observagdes anteriores tem-se o seguinte resultado.

Teorema 1.56 Seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitdrio n = (ny,n,n3)
e p=(p1,p2,p3) € P. Seja C,, o conjunto de todas as esferas orientadas em R3 as quais

sdo tangentes a P em p, isto é:
Cp={&(C) = (m,R) eR\;m=p+An,R=AAeER]}. (1-35)

Entdo o conjunto C, esta contido em uma reta { C R* a qual forma um angulo de 7 com
respeito ao hiperplano R3 C R*.
Prova. Seja §(C) € Cy, isto é, §(C) := (p+ An, L) para algum L € R. &(C) pode-se

escrever como.

E(C) := (p+An,A)
:= (p1 + Any, pa+ A, p3 + Anz, A)
= (PhPZaPS’:O) —|—)\,(I’l1,l’l2,l’l3, 1)

Logo &(C) pertence a uma reta { C R* a qual passa pelo ponto (p1, p2, p3,0), e tem como
vetor diretor (ny,ny,n3,1). Agora, seja ¢ o dngulo formado pela reta ¢ e o hiperplano R3,
isto é, o angulo formado pelo vetor diretor (ny,nz,n3,1) de ¢, e o vetor normal unitdrio

(0,0,0,1) do hiperplano R3, portanto,

— <(l’l1,l’l2,l’l3,1),(0,0,0,1)>
0 = cos ! (
||(n17n27n37 1)” ”(070707 1)”

1 1
\/n%—n%%—n%—l—lz

et (1)

donde ¢ = 7. O

=cos
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Corolario 1.57 Para cada p = (p1,p2,p3) € P(n,h) o conjunto C, esta contido no

hiperplano orientado dado por:
E*(P) := h+xin; +xanp +x3n3 —x4 =0, (1-36)

onde n = (ny,ny,n3) é o vetor normal unitdrio do plano P e —h = nyp| + pana + pans.

Prova. Como

CP = {(p17p27p310> +7\,(l’l1,l’l2,l’l3, 1) - (pl +7\4n17P2+7\J’12,P3 +}\J’l377\’)a7\‘ S R}?
(1-37)
substituindo (1 —37) para um A fixo em (1 —36), tem-se:

h+ (p1+Any)ny + (p2+An)ny + (p3 +Anz)ns — A = h+ piny +kn% + pono + Xn% + p3n3

+ A3 — A
= h+ pin1 + pany + p3n3 + Mni +n3 +n3)
—A
=h—h+A-A
=0.
Portanto, C,, esta contido no hiperplano orientado §*(P). 0

Observacdo 1.24 A imagem do plano orientado P(n,h) via o conjunto de esferas Cp, € o

hiperplano orientado £*(P).

Corolario 1.58 Seja P(n,h) um plano orientado. O hiperplano orientado &*(P) C R* ¢
paralelo a um hiperplano tangente do cone x% —|—x% +x§ — xi =0.

Prova. Seja §*(P) := h+ xin; + xany +x3n3 — x4 = 0, onde n = (ny,ny,n3) € o vetor
normal unitdrio do plano P. O vetor normal (ny,ny,n3,—1) de §*(P) pertence ao cone

x% +x% —|—x% —xﬁ =0, pois:
nd+ni+n3—(—-1)?=0.
Logo E*(P) é paralelo ao hiperplano orientado
H((n1,np,n3,—1),0) :=x1n1 +x2np +x3n3 —x4 = 0, (1-38)

onde H((n1,n2,n3,—1),0) é o hiperplano tangente do cone x3 +x3 +x3 —x3 =0
no ponto (0,0,0,0). O
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Observacdo 1.25 se C(m,R) é uma esfera orientada determinada como seu conjunto de
planos tangentes orientados entdo &(C) é determinado por §*(P), onde P é um plano
tangente orientado a C. Para isto, seja C(m,R) uma esfera orientada com centro em
m = (my,mp,m3) e raio com sinal R € R. Pela observagdo (1.20), um plano orientado
P(n,h) é tangente a C se h = R — (n,m), onde n = (ny,ny,n3) é o vetor normal unitdrio

de P e h e a distancia do plano P ao origem. Portanto,
h+mny +myny +min3—R=R—R=0,

logo, E(C) € &*(P). Agora, pelo coroldrio (1.58) tem-se que §*(P) é paralelo ao hiper-
plano tangente do cone x% +x% —l—x% —xﬁ = 0 no ponto (0,0,0,0), e como a distancia de
E*(P) ao origem é h entdo todos estes hiperplanos &*(P) formam o hiperplano tangente

de um cone quadrdtico T'(x) com vértice em x = &(C).

1.4.2 Espaco de Minkowski.

A utilizagdo do modelo de Minkowski no estudo da geometria de Laguerre
apresenta uma vantagem: torna evidente que o espaco dos planos orientados e esferas
orientadas na geometria de Laguerre sdo um espaco homogéneo ao espaco de Minkowski.

Aqui, considere-se o espaco vetorial R* com a base candnica {e,eo,e3,e4}.
y€2,€3,

Definicao 1.59 Sejam x = (x1,x2,x3,x4), ¥y = (¥1,¥2,V3,y4) dois pontos arbitrdrios em

R*. Define-se a métrica de Minkowski como:

(X, ¥) 3y = X1¥1 +X2Y2 + X3y3 — X4Y4. (1-39)

O par (R*,{-))y formado pelo espago vetorial R* e a métrica de Minkowski, é chamado

espaco de Minkowski e serd denotado por R‘l‘.

Teorema 1.60 A métrica de Minkowski cumpre as seguintes propriedades. Para todo
x,y,z€R* ea,beR, tem-se:

1. (x,y)y; = (3, %)y, (Simetria.)
2. (ax+Dby,z)y = a(x,2)y; +b 3,2y, € (x,ay+b2),, = alx,y)y + b(x,2),, (Bili-
near.)

3. Se (x,y),; = 0 para todo x € R?*, entdoy = 0. (Ndo degenerada.)

Prova.
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1. Simetria.
(X, ) pr = X1Y1 +X2Y2 +X3Y3 — X4)4
= Y1X1 +Y2X2 + Y3X3 — Y4X4
= <y7x>M .
2. Bilinear.

(ax+by,z), = (ax; +by1)z1 + (axz +by2)zo + (ax3 +by3)z3 — (axs + bys)z4
= ax121 + by1z1 +axazp + by 2o + axzzz + by3z3 — axazs — byszs
=a <x7Z>M+b<yaz>M'

(x,ay+bz)y, = a(x,y), +b(x,2),, € andlogo ao caso anterior.
3. Nao degenerada.

Seja {e1,ea,e3,e4} a base canonica de R*. Entdo, se (x,y),; = 0 para todo x € R*

tem-se:
0 = (e1,y),; =1 se, somente se y; = 0.

Fazendo o mesmo processo para e, e3,es, tém-se y» = y3 =ys =0, logo

y= (yla)’Za)’3»)’4) =0.

Observacdo 1.26 Seja {e;,er,e3,e4} a base candnica de R*. Os elementos <e,~, e j> y com

i,j=1,2,3,4, formam a matriz diagonal que representa a métrica de Minkowski na base

candnica
1 00 O
010 O
D = (1-40)
001 O
0 0 0 -1

A métrica de Minkowski pode ser escrita matricialmente como (x,y),; = xI'-D-y para
todo x,y € R*.

Definiciio 1.61 Sejam x,y € R*. chama-se x um vetor unitdrio se (x,x),, = £1. x ¢
ortogonal a 'y se (x,y),; = 0. Uma base para R‘f Diz-se ortogonal quando seus vetores

sdo ortogonais, além disso, se os vetores sdo unitdrios, chama-se base ortonormal.

Defini¢do 1.62 Seja x € R*. chama-se x um tipo tempo se (x,x),, < 0, tipo luz se x # 0 e
(x,x),; = 0, ou tipo espago quando (x,x),; > 0. Se x € temporal ou de luz chama-se vetor

casual.
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Definiciio 1.63 Dado um subconjunto S C R*, define-se o subconjunto ortogonal como

o subconjunto
st ={veR*(vx), =0 paratodox € S}. (1-41)

Teorema 1.64 O subconjunto ortogonal de S é um subespaco vetorial de R*.

Prova. Sejam v,w € S*, isto é, (v,x),; = (w,x),; = 0 para todo x € S. Entdo
(av+bw,x)y =a(v,x)y +b(w,x)),;, =0+0=0

para todo a,b €R, e x € S. Logo av+bw € S+, donde S+ é um subespago vetorial de R*.
O

Definiciio 1.65 Um cone de luz com vértice em v € R* é o conjunto
{x e R% (x—v,x—v)),, =0}. (1-42)

Observacao 1.27 A equacdo do cone luz com vértice em v = (vi,vy,v3,v4) € R* é dada

por:
(x—v,x—v)y = (x1 — v1)2 + (xp — vz)2 + (x3 — V3>2 — (xq4 — V4)2 =0. (1-43)

Definicao 1.66 Um hiperplano diz ser: Euclidiano se for ortogonal a um vetor do tipo
tempo, de Lorentz se for ortogonal a um vetor do tipo espago e singular se for ortogonal

a um vetor do tipo luz.

Observacao 1.28 No modelo de Minkowski para a geometria de Laguerre as esferas ori-
entadas sdo representadas por pontos e os planos orientados por hiperplanos singulares.
No modelo da geometria ciclogrdfica de Laguerre, as transformagcoes que deixam invari-
ante o produto interno de dois vetores no espago de Minkowski associam cones de luz e
seus hiperplanos tangentes a outros cones de luz com seus hiperplanos tangentes pares,
portanto, no modelo ciclogrdfico as transformagoes de Laguerre L sdo funcdes especiais
afim da forma:

L(x) = a+Ax, (1-44)

com a € R* constante, e A uma matriz de uma aplicacdo linear de R* — R* a qual
preserva o produto interno (1 — 39) para todo x,y € R*. Em outras palavras, A é uma

matriz ortogonal (AT DA = D, onde D é a matriz diagonal D = (1,1,1,—1)).

Observacao 1.29 Uma transformagcdo de Laguerre interessante é a dilatacdo a qual

adiciona uma constante d # 0 ao raio com sinal de cada esfera e deixa seu centro
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invariante, isto é, a = (0,0,0,d) e A a matriz identidade. Esta transformagdo ndo preserva
pontos (esferas com raio zero). Consideraram-se uma superficie como envelope de seus

planos tangentes a dilatacdo faz um deslocamento da superficie uma distancia d.

1.4.3 O modelo isotrépico da geometria de Laguerre.

O seguinte relacionamento entre a geometria de Laguerre e a geometria isotré-
pica de Mobius dada pela defini¢do (1.67) é importante para o estudo das superficies

minimas de Laguerre na geometria isotropica.

Observacdo 1.30 Seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitdrio n =
(n1,n2,n3), P vai ser representado como o ponto P := (ny,ny,n3,h) € R*. Estas coor-
denadas ndo sdo independentes devido a condi¢do ||n|| = 1. Assim, utilizando a proje-
¢cdo estereogrdfica de S* desde o ponto (0,0, 1) sobre o plano z = 0, pode-se substituir

_ 2 : 1
n = (ny,ny,n3) € 8 por seu ponto imagem m(m,nz,O).

Definicdo 1.67 Seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitdrio n =

(n1,ny,n3). Define-se
~ 1
P = h). 1-45
I’l3+1 (l’l17l’l27 ) ( )

P’ é a imagem do plano orientado P na geometria isotrépica de Mibius. Para os planos
orientados com vetor normal n = (0,0,—1), P! ndo esta definido, neste caso define-se o

niimero real h € I’ UR como imagem.

Deste modo o conjunto de planos orientados em R> é associado ao conjunto de pontos

I UR da geometria isotrépica de Mobius.

Teorema 1.68 Seja (x,y,z) um ponto do espago isotrépico . A fungdo

: 2 1 —x%—y?
Pl - X W32)=7T"5 5 (X, 7—7Z)
)05 = Ty (05

associa cada ponto (x,y,z) € P a um plano orientado no espaco Euclidiano R com

. 2 1—x2—y? 5 i\—1 4 q0 7 i
coordenadas P(n,h) = 1 o B2 Esto é, (P")™" € a fungdo inversa de P'.

Prova. Observe-se que as trés primeiras Coordenadas de (P))~'(x,y,z) cumprem:

2x 2 2y 2 1—x?—y? 2 4x? +4y* + (1 — x> —y?)?
(H—zﬂz) +<1+—2+yz) +(1+—2+y2) =L
_ (P2 )+
(1+x2+2)2
(1+2° +y%)?
R
=1
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Além disso, seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitario n =

(n1,ny,n3), entdo

N piy i\ —1 ni nj h
(P) (P)_(P) (n3+1’n3—|—1’n3—|—1>

) ) ( moom =GR - GEDE
2 2 7135-1-17}134-17 2 7I’l3-i—1
(1 + <n3nJlr1) + <n3ni1> )
n§+2n3+ 1 —n%—n%

_ 2 n ny (n3+1)2 h

(m3+1)%4ni4n3 \ n34+1"n3+1’ 2 "n3+1

(m3+1)?
2n§+2n3

_ 2 n o ()2 h

(inrﬁz m+1"n3+1" 2 "m+1

3
ny n n3 h

= 1

(n3+ ) <n3—|—1’n3+1’n3—|—1’n3—|—1)
= (n1,l’l2,ﬂ3,]’l).

Observacao 1.31 Planos paralelos orientados P e Q tém o mesmo vetor normal unitdrio

n sdo associados no modelo isotropico como pontos paralelos P' e Q', respetivamente.

Teorema 1.69 Seja P := (n,h) um plano orientado com vetor normal unitdrio n =
(n1,ny,n3). Suponha que P é tangente a uma esfera C(m,R) com centro m = (my,my,m3)
e raio com sinal R, entdo P é associado no modelo isotropico como um ponto da esfera

isotropica de Mébius S' dada por:

_R—I—m3
2

R—m3
2

Sii=z (x2+y2) —mix —mpy—+ (1-46)
Prova. Pela observagdo (1.20), o plano orientado P(n,h) é tangente a esfera C(m,R) se

h =R — (n,m). Por outra parte

i. !

= —_— h =
o (n2,n3,h) = (x,y,2),

é a imagem do plano orientado P no modelo isotropico, portanto, basta mostrar que

)
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P’ € S'. Substituindo x,y em (1 —46) tem-se:

o\ 2 nm o \* ni ny R —m3
(n3+1) +(n3+1> _ml(n3+1>_m2(n3+l)+ 2

_R+m3
2

R+m3 n1+n2 miny, +mony R—m3
— +
(n3+1)32 ny+1 2
R+m3 n1+n2+n3 min +mpny + msznj R—m3 (R+m3)n% m3ns
n3+1 ny+1 2 2(1+n3) ny+1
B R-|—m3 (m,n) R—m3 (R+m3)n% m3n;3
C2m3+ 12 n3t1 2 2(1+m3)2  my+1

:(R+m3)(1—n%) (m,n) —m3n3 R—m3

213+ 12 m3+1 2
_ (R+m3)(1 —n3) —2((m,n) —m3n3) + (n3+1)(R—m3)
B 2(n3+1)
_ R+m3—n3R—m3n3 —2(m,n) +2m3n3 + R — m3 +n3R — m3n3
B 2(n3+1)
_ 2(R—(m,n))
T 2(n3+1)
_ h
Com+ 1

Observacdo 1.32 Uma esfera orientada C(m,R) vista como o conjunto de seus planos
tangentes P é associada no modelo isotropico da geometria de Laguerre a uma i-esfera
de Mobius. Os planos tangentes comuns a duas esferas orientadas correspondem aos

pontos comuns de duas i-M-esferas.



CAPITULO 2

Superficies L-minimas no modelo isotropico.

Uma superficie regular orientivel ® em R> pode ser representada em forma
de Laguerre invariante como envelope dos chamados elementos de contato (p,T'), onde
p € ®e T é o plano tangente orientado de ® em p. O elemento de contato (p,T)
representa todas as esferas orientadas que tocam a superficie ® em p. Como tal, estas
sdo invariantes sobre transformacdes de Laguerre, j4 que as esferas de um elemento
contato formam uma reta no espaco de Minkoswki. Uma maneira de estudar a geometria
diferencial de Laguerre de ® € escolher uma esfera orientada especifica M em cada
elemento contato de ® em uma forma invariante, e estudar a geometria diferencial da
familia de esferas a dois parametros incorporado no espago de Minkowski. A escolha
usual de M é o ponto médio das esferas principais I1j e II; em p. A geometria diferencial
de Laguerre de ® € a geometria diferencial da 2 — super ficie ®y; C ]R‘l1 a qual é formada
por todos os pontos M correspondentes as esferas meias de ®. ®,; é chamada L-imagem
de Gauss. Uma superficie minima Laguerre € definida como uma superficie cuja imagem

Py C R‘l‘ ¢ um minimizador local do funcional de drea Q C ]R‘l‘.

2.1 Superficies L-minimas.

Sejam p um ponto de uma superficie regular ® C R, e T o plano tangente
orientado de ® em p. Considere uma transformacdo de Laguerre L, Pela observacdo
(1.29), tem-se que T'(p) ndo é necessariamente um ponto, mas L(7 ) é um plano orientado.
Assim, na geometria de Laguerre uma superficie regular @ serd representada como o

conjunto de seus planos tangentes orientados.

Definicao 2.1 Sejam p um ponto de uma superficie regular ®, e T o plano tangente
orientado de ® em p. O par ordenado (p,T) é chamado elemento contato da superficie

regular ® em p. A reta { que passa por p e é perpendicular a T é chamada reta normal.

Observacao 2.1 O conjunto de todas as esferas orientadas as quais sdo tangentes a T
em p sdo centradas na superficie normal. Uma L-transformacdo envia cada familia de

esferas parabolicas novamente a uma familia de esferas parabdlicas.
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Figura 2.1: Superficie normal.

Observacao 2.2 Uma superficie desenvolvivel vista como familia de um pardmetro de
seu conjunto de planos tangentes orientados, é enviada a uma curva especial na geome-
tria isotrdpica via (1 — 45). Isto é, uma superficie desenvolvivel é obtida pelo movimento
de uma linha, sendo assim o seu elemento gerador. O plano tangente de toda a superfi-
cie desenvolvivel, que é ao longo de toda a geratriz. Qualquer plano tangente pode ser
considerado como o desenvolvimento sobre ele, combinando a totalidade da superficie.

Portanto, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 2.2 Seja ® uma superficie regular ndo desenvolvivel (K #0). Se ® ¢ para-
metrizada pelos planos tangentes orientados entdo ® é enviada a uma superficie ®' no

modelo isotrépico via (1 —45).
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Figura 2.2: Modelo isotropico da geometria de Laguerre.

2.1.1 Transformacoes e superficies de Legendre.

Na geometria de Laguerre, um ponto p sobre uma superficie regular ® em R> é
representado por seu plano tangente orientado. Agora, seja  uma superficie regular dada
pelo gréifico de uma fungdo diferencidvel z = f(u,v). O método a seguir é parametrizar
um ponto p € ® utilizando o plano tangente T da superficie & no ponto p.

Suponha X (u,v, f(u,v)) a parametrizagdo em torno de p € ®. Seja T o plano tangente
da superficie @ no ponto p, entio T pode ser escrito como o conjunto de pontos x € R3
tais que (N,x — p) =0, onde N é o vetor normal na superficie ® em p. Se h = — (N, p),
entdo T pode ser representado como o elemento (N, k) = (f,, fy, — 1L, ufu+vfi—f) € R4,

Como a terceira componente de N é —1 para todo p € ®, entdo T pode ser visto como

(fu7fvaufu+va_f) € Rs.

Definicao 2.3 Seja ® uma superficie regular dada pelo grdfico de uma funcdo diferen-
cidvel z = f(u,v). Define-se:

0(@) =@ := (fu, fo,ufu+vf — f). (2-1)

C e ®@* sdo chamadas transformacdo e superficie de Legendre, respetivamente, associa-
das a .

Definicao 2.4 Seja U C R" um aberto. Diz-se que uma fungdo g : U — R" é uma mudanga

de coordenadas em U se verifica as seguintes condigoes:

1. g éde classe C™.
2. g é injetora.
3. Aderivada de g é injetora (DET (g'(t)) # 0 para todot € U).

Teorema 2.5 Seja ® uma superficie regular dada pelo grdfico de uma fungdo diferencid-

vel z= f(u,v) definida em um aberto U C R2, além-disso, suponha que ® tem curvatura
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isotropica diferente de zero (K; = fuufoy — ffv #0). Sejag: U — R? definida como:

g(u,v) = (fu(uvv)va(u7v))7 (2-2)

onde (u,v) € U, entdo g é uma mudanga de coordenadas em U, e

§(®) = @ := (p,q,up+vq—f), (2-3)
onde f,(u,v) =pe f,(u,v) =q.

Prova.

1. g éde classe C™, jd que 7 = f(u,v) é uma fungdo diferencidvel, portanto, f,(u,v) e
fv(u,v) sdo diferencidveis.

2. (DET(g'(u,v)) = fuu(u,v) fin(u,v) — f2,(u,v) = K # 0, logo a derivada de g é
injetora para todo (u,v) € U.

3. Pelo teorema da funcdo inversa, g é um difeomorfismo local para cada ponto

(u,v) € U, portanto, a funcdo g € injetora em U.

Corolario 2.6 A transformada inversa de Legendre de uma superficie ®* é dada por:
CHRY) = (funforufut v = f) 1= (2, Q. P +4Q - Q) (24)

onde p = fu, q= f,, e Q=up+vqg—f.
Prova. Basta provar que {~' ({(®)) = ®.

¢ (G())

C(Cu v, f(u,v)))
= C71<fu7fw”fu +vh—f),

aplicando a mudanca de varidveis dada pelo teorema (2.5), tem-se:

(@) =" (19, 2p,q))
= (u,v,up+vq— (up+vqg—f))
= (u,v, f(u,v))
= .
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Definicao 2.7 Seja ® uma superficie regular. Para cada ponto p € ® existem duas cur-
vaturas principais ki ,k, e um vetor normal de Gauss N. Define-se as esferas principais
I1;(m1,Ry), a(ma,Ry) € R* com raio R; = %, e centro mi = p+ R;N, i = 1,2. Além

my+my
2

disso, define-se a esfera meia como a esfera orientada com centro m = , e raio

R= 1@. Estas esferas médias orientadas sdo denotadas como M := (m,R) € R*.

Teorema 2.8 As esferas médias sdo invariantes sobre as transformacoes de Laguerre.

Prova. As esferas médias sdao vistas no modelo ciclogrdfico como pontos medios das
esferas principais, entdo, basta provar que as transformagoes de Laguerre no modelo
ciclogrdfico preservam pontos medios. Para isto, sejam x,y € R*, e L uma transformagdo
de Laguerre. Pela observagdo (1.28), as tranformagcdes de Laguerre sdo funcdes especiais

afim da forma L(x) = a+Ax, com a € R* constante, e A uma matriz de uma aplicagdo

linear de R* — R*. Logo
xX+y x+y
L =A

_ A +AD)
2
_A(x)+A(y) +2a
2
L(x) +L(y)
—

Definiciio 2.9 Seja ® uma superficie regular em R3. Define-se a integral de superficie

(conhecida como a energia geométrica)

H?>-K
Q= / TR ya, (2-5)
» K

onde H,K, e dA sdo a curvatura meia, curvatura Gaussiana e elemento de superficie
de drea, respectivamente, no espaco Euclidiano. Os minimizadores locais de Q sdo

chamados superficies minimas de Laguerre (L-minimas).

Definiciio 2.10 Seja ® uma superficie regular em R3. Define-se a L-imagem de Gauss de
® como o conjunto de todos os pontos das esferas médias orientadas M correspondentes

as esferas médias de ®. A L-imagem de Gauss de ® é denotada como ®y; C R,

Observacao 2.3 A geometria diferencial de Laguerre de ® é a geometria diferencial da
L-imagem de Gauss Py no espaco de Minkowski 4-dimensional R? o qual é baseado no

produto interno (1 —39).
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Definiciio 2.11 Seja ® uma superficie regular em R3. Diz-se que ® é uma superficie
minima de Laguerre se sua L-imagem de Gauss Py é um minimizador local do funcional
de drea Q em ]R?.

Teorema 2.12 Seja ® superficie regular. ® é uma superficie minima de Laguerre se,

somente se Dy ¢ um minimizador local de
1 2
Q=- / (R — R2)?KdA, 2-6)
4 Jo

aqui, o funcional Q mede a derivacdo a partir de uma esfera.

Prova.

2
H2 - K <—k1;k2> — klkz

K - kiky
2 2
k1+2kik2+k2 ~ kika
kiky
Kk} —2kiko+K3
4k1ko

Teorema 2.13 Se ® ¢é uma superficie minima regular no espaco Euclidiano, entdo ® é
uma superficie minima de Laguerre.

Prova. Seja ® una superficie minima regular, isto é, para todo p em ® as curvaturas
principais ky,ky cumprem ki + ky, = 0. Segue-se

1

1
R1+R2:E+k—2

_kitk
" kik

=0,

donde
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Logo, as esferas médias sdo os pontos p da superficie ®, e assim, Py coincide com
®d CR3. EmR3, ]R‘lt induz a métrica canonica Euclidiana, portanto, o funcional 2 em R‘l‘

coincide com o funcional Q no espaco Euclidiano R3. Segue-se

Q= [ (R —Ry)*KdA
Dy
H?>—K
= ———dA
» K
= / —1dA
o]

:—/ 1dA,
D

a drea do funcional Q é um, o qual prova que ® é uma superficie minima de Laguerre. []

Observacao 2.4 As superficies minimas regulares no espago Euclidiano sdo invariantes
sobre as transformacoes de Laguerre, em particular qualquer deslocamento de uma

superficie minima Euclidiana é também uma superficie minima de Laguerre.

2.1.2 Representaciao em coordenadas complexas.

Outra representacdo de um plano orientado P := (n,h) com vetor normal unitdrio
n = (ny,ny,ns3), é dada pelas coordenadas complexas (u,v,w) onde u,v,w € C. Para isto,
sejam u = x + iy e v = x — iy dois nimeros complexos conjugados, as duas primeiras

coordenadas (u,v) define o vetor normal unitario n do plano orientado P via

1
1+ uy

(n1,n2,n3) = (w+v,i(v—u),1 —uv), (2-7)

portanto,
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( 1 _1+x2_|_y2
nz+1 2
ni
=X
ny+1
ny N
\ I’l3—|—1 =

Neste caso, substituindo (2 —7) em (1 —45) torna-se:

(1+uv)h

P:= (u,v,h) = P':= (x,y, >

)7 (2'8)

Além disso, i pode-se representar pelas duas primeiras coordenadas complexas
via a fungdo w, isto é, w(u,v) = h. Esta parametrizag@o é conhecida como coordenadas de
Bonnet. (ver [2]).

Estas coordenadas complexas (u, v, w) de um plano tangente P esto relacionadas

a representacdo de P' := (x,y,z) no modelo isotrépico.

1 .
(x,y,z) = E (M—FV,Z(V-M),W) (2_9)
(u,v,w) = (x + iy, x — iy, 27).

Teorema 2.14 Seja ® uma superficie regular. Se ® é parametrizada pelos planos tan-

gentes por meio das coordenadas complexas (u,v,w) via a fungdo w(u,v), entdo

Q= é / / W Wy dud. (2-10)

Prova. Ver [2]. O

Observacao 2.5 Agora tem-se um problema variacional para a vinica fung¢do w(u,v), que

ndo estd vinculado a qualquer restrigdo. Para a fungdo

I
F = —wuuwyy,

2

tem-se a equagdo de Euler-Lagrange (Ver|2])

0 OF 9 O _,

02 Owyy  OVZOW,,

Isto conduz a equagdo diferencial

Wiy = 0. (2-11)
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2.2 Superficies L-minimas no modelo isotrépico da geo-

metria de Laguerre.

Com os conteidos mostrados até agora, tem-se uma relacao importante das su-
perficies no modelo isotrépico @' as quais representam superficies minimas de Laguerre

& no modelo isotrépico da geometria de Laguerre.

Teorema 2.15 Uma superficie minima de Laguerre ®, definida como minimizador de
energia (2 —5) aparece no modelo isotrdpico da geometria de Laguerre como minimiza-

dor ® da energia isotropica de Willmore [2], dada por:

Q:/(Hl-z—Ki) dA; = %// [(fxx—fyy)2+4f3y dxdy. (2-12)

A superficie @ é dada pelo grdfico de uma fungdo bi-harménica f (A(A(f)) = 0).
Prova.

Seja ®© uma superficie regular. Usando a correspondéncia em (2 —9) entre
as coordenadas de Bonnet de um plano e seu ponto imagem P':= (x,y,z) no modelo

isotropico, tem-se

2z=w(u,v) =w(x+iy,x—iy) =2f(x,y). (2-13)
Como
x_o_1
ou dv 2
gy _ dy_ i
ou dv 2’
segue-se
1 I, :
Wy = z(fxxu ‘|‘fyyu) =2 (Efx - Elfy) = fi— lfy7
¢ 1 1
Wy = 2<fxxv‘|’fyyv) =2 (Efx"‘ Eify) = fx+ify-
Portanto,

Wi = froXu +fyxyu - ifxyxu - ifyy)’u
1 1. 1. 1
lfyx - Elfxy - Efyy

= Efxx - 5
1
= 5 (fxx - fyy - Zifxy) )
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Wyy = froaXy + fyxyv + ifxyxv + ifyyyv
1 1. 1. 1
= Efxx + Elfyx + Elfxy - Efyy
1 .
= 5 (fx =Sy + Zlfxy) .

O integrando em (2 — 10) fica

WuuWyy = |:% (fxx - fyy - 2ifxy):| {% (fxx - fyy + 2ifxy)
1
= [((frx = fry) = 2ife) (Fex = fiy) +2ify)]

4
= 2 [ prar]
= % [f2 = 2fxcfyy + 2 +412] (2-14)
_ ( FR A2ty + y2y> - <4fxxfyy—4 Zy)
4 4
- (f”;f”f— (fech— 3)
—H?>— K.

Aqui, 2H; = Af e K; = fofyy — fxzy denota as curvaturas isotropicas da superficie
@' : 7= f(x,y) a qual representa ® no modelo isotrdpico.

A mudanga de varidvel (u,v) — (x+iy,x — iy) tem como Jacobiano associado

Lo o .
=—i—i=-2i.
1 —i
Portanto, dudv = —2idxdy = —2idA; com dA; como elemento de drea isotropico.

O funcional Q expressado em termos da geometria isotropica de ®',

Q= / (H? — K;) dA; = % / / [(fee— i) +473 ] dxay, (2-15)

esta é a contrapartida isotrépica da energia de Willmore E = [ (H 2_K ) dA da geome-
tria de Mobius Euclidiana.
No modelo isotrépico, a equagdo de Euler-Lagrange (2 — 11) de superficies L-

minimas é a equagdo
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1 .
Wyvuu = 5 (fxx - fyy - Zlfxy)w

1 . .

= 5 (fxxxxv + fyxx)’v - fxyyxv - fyyyyv - 2lfxxyxv - 2lfyxyyv)v
1/1 1. 1 1. 1 1.

= 5 (Efxxx + Elfyxx - Efxyy - Elfyyy - 2l§fxxy - 2l§lfyxy)

v
1 . .

= Z (fxxx - lfyxx +fxyy - lfyyy)v
1 . . . .

= Z (fxxxxxv + fyxxxyv - lfxyxxxv - lfyyxx)’v + fxxyyxv + fyxyyyv - lfxyyyxv - lfyyyyyv>

1/1 1. 1 1. 1 1. 1 1.
~ 2 (Efxxxx + Elfyxxx - ’Efxyxx - li’fyyxx + Efxxyy + Elfyxyy - lifxyyy - ’Elfyyyy>

1
== (fxxxx + 2fxxyy + fyyyy)

A*f =AA(f)) =0, (2-16)

portanto, a superficie ® : z = f(x,y)é dada pelo grdfico de uma fungdo biarménica f. O]

Corolario 2.16 Seja ®' a superficie dada pelo grdfico de uma funcdo bi-harménica f.

Entdo a correspondente superficie minima de Laguerre ® é dada por:

(x2 _y2 - 1)fx +2x)’fy —2xf
(P =x* =D fy+2x9fi—20f |- (2-17)
2xfx+2yfy —-2f

1
1+x2+y2

Prova.
Seja (x,y,f(x,y)) um ponto no espago isotrépico I*. Este ponto corresponde
no espaco Euclidiano a um plano, Pelo teorema (1.68) estas coordenadas planas vem

2 2
dadas por P := (n1,na,n3,h) = 1+x%+y2 (Xa)’, lfx[y ,f(x,y)>. P pode ser escrito em

2 2
seus coordenadas planas homogéneas P := (x, Y, 1 x2 X flx, y)) (Ver [16]) . Agora,
tem-se a superficie em coordenadas planas. Para converter isto na parametrizacdo das
coordenadas pontais da superficie regular, tem-se que diferenciar o vetor do plano

coordenado P com respeito a x ey, isto vem dada por:

Py = (1,0,—x, fx), (2-18)
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P, :(0717_yafy)7 (2_19)

e formar o produto vetorial P x P, X P, para obter o ponto da superficie regular

em coordenadas homogéneas. Isto é:

onde

[ I
1—)62—y2
x oy 5 flxy) s s
= p1i— pa2j+ p3k — pal,
1 0 . £ p p2jTp p
0 1 —y 5
1—x“—y
y f(xy)
. . 2xf(x,y) — (xz_yz - 1)fx_2xyfy
pl_ 0 —X fx - 2 )
1 -y Sy

1—x2—y2
X —5 f(xay) _ —2yf(X,y) _ (xZ —y2 + 1)fy + 2xy fx

p2=|1 —X fx 5
0 -y fy
xy flxy)
pP3 = 10 fx :_xfx_yfy+f(x7y)7
01 f
Xy 1—)62—y2
2 1+x%+y?
pa=1|1 0 —X | =
2
01 —y
A representacdo ndo homogénea (ver [16]) é dada por (ﬁ—i, i—i, ’;—i). Logo,

(x2 —y? — 1) fe+2xyfy — 2xf
(P —x* = 1) fy+2xyfi —2yf
2xfe+2yfy—2f

Para ver se o coroldrio (2.16) é verdade, tem-se que mostrar que

1
14x2 +y?

(P1, P2, p3, p4) produto escalar com P, Py e P, ¢ zero.
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Objetos da geometria Definicao no Superficie correspondente
isotropica espaco Euclidiano na geometria de Laguerre
Ponto Ponto no espaco isotrépico Plano orientado
Plano ndo Plano ndo paralelo Esfera orientada
isotrépico ao eixo z
i-esfera de tipo Paraboloide de revolugdo Esfera orientada
parabdlico com o eixo z paralelo
Superficie i-Willmore Gréfico de uma fungdo Superficie minima
biarmonica z = f(x,y) de Laguerre

Tabela 2.1: Relacdo entre a geometria isotrépica e a geometria de
Laguerre.

A tabela mostrada acima mostra um resumo especifico do trabalho feito até

agora.

Aplicando o corolédrio (2.16) as fung¢des bi-harmonicas dadas na observagio

(1.5), tem-se que as superficies parametrizadas por:

(x? —y% — 1)(3x% — 3y?) + 2xy(—6xy) — 2x(x> — 3xy?)

1
1+x2+)?

1+x2+y2

(v* =% = 1) (=6xy) + 2xy(3x* = 3y%) = 2y(x* = 3xy%) |,
2x(3x% — 3y?) + 2y(—6xy) —

2(x* —3xy?)

(2 —y* —1)(e* (xcos(y) + (1 —y)sen(y)))+

2xy(—e*((1 +x)sen(y) +ycos(y))) — 2x(e*(xcos(y) — ysen(y)))

(y* —x* = 1)(—€*((1 +x)sen(y) + ycos(y)))+

2xy(e*(xcos(y) + (1 —y)sen(y))) — 2y(e*(xcos(y) — ysen(y)))

2x(e*(xcos(y) + (1 —y)sen(y))) +2y(—€*((1 +x)sen(y) + ycos(y)))

—2(e*(xcos(y) — ysen(y)))

sdo superficies minimas de Laguerre no espago Euclidiano.

2.3 Superficies minimas de Laguerre do tipo esférico.

A seguir, considere-se & C R? uma superficie minima de Laguerre a qual tem

como imagem ®' C I* no espaco isotrépico o grifico de uma fungdo harménica £, isto &,

uma superficie minima isotrépica (A(f) = 0).
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Figura 2.3: Grdfico da superficie minima de Laguerre dada por
filx,y) =27 =3xy”.

Figura 2.4: Grdfico da superficie minima de Laguerre dada por
fa(x,y) = €*(xcos(y) — ysen(y)).
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Observacio 2.6 Toda funcdo harménica f: U C R? — R é bi-harménica mas a reci-

proca ndo necessariamente é verdadeira.

Teorema 2.17 Se @' : z = f(x,y) é a imagem de ®, entdo o conjunto de esferas médias

M = (my,my,m3,R) C R* de ® pode ser parametrizado como:

() = gA(f) —fx
my=JA() ~ fy
I NP Y S
S
Prova. Ver [2]. U

Corolirio 2.18 No modelo isotrépico I, a esfera meia M com pardmetros (xo,yo) é a
i—M —esfera

1
2= f(x0,0) + (x—x0) f (%0, y0) + (y—y0) f3 (X0, 0) + 2 [(x—x0)* + (v — y0)*] A(f (x0,0))-
2-21)
Prova. Substituindo (2 —20) em (1 —46), tem-se:

. <1+x4é+y5A(f) —xofx—YOfy+f> + <ﬁA(f) +X0fx+Y0f; _f>
=7 =

5 (*+57)
— (2a0)-£)x— (2a0) -5
| (A0 —xofi—ofy 1) = (A 30k 08— )

2

1 [(5+30) )]

ZA
4 (f) (x2+y2) _XO >

: A+ frx— TA(y+ fy+
— X0 fx _yOfy +f

1 1
= ZA() (¢ +3) = DA+ fix— DAy + fy+ 7 (F+38) AP)
—X0fx _yOfy +f

1
= 5 [ +57) = 2x0x+ =20y + (5 +36) | A(S) + (x = x0) f+ (= y0) fy + f

= % [(X—XO)2+ (y—yo)z} A(f)+ (x=x0) e+ (y=y0) fy+ f-

(2-22)
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Definicdo 2.19 Uma superficie ® C R3 a qual todas as esferas médias M sdo tangentes a

um plano orientado fixo, é chamada uma superficie minima de Laguerre do tipo esférico.

Teorema 2.20 Seja ® C R? uma superficie cujas esferas médias sdo tangentes a um
plano orientado 11, isto é, uma superficie minima de Laguerre do tipo esférico. Esta
superficie aparece no modelo isotrépico como uma superficie minima ® C IP (grdfico
de uma fungdo harménica), se é possivel configurar uma transferéncia sobre I tal que T1
é enviado ao ponto ideal 0. Consequentemente, uma superficie minima isotrépica ® C I
determina uma superficie minima de Laguerre ® C R3.
Prova. (=) Suponha que é possivel introduzir uma mudanga de coordenadas tal que
o plano orientado T1(ny,ny,n3,h) é enviado ao plano orientado P(0,0,—1,0) (o plano
XY com orientagcdo (0,0,—1)) pela definicdo (1.67) este é enviado ao ponto ideal 0O
no modelo isotrdpico. Seja M uma esfera a qual é tangente a 11, entdo M := (x,y,0) +
70,0, —1) = (x,y,—A, L) € R*, portanto, satisfaz m3 + R = 0. Pela equagdo (1 —46) a
correspondente i — M — es fera em I’ sdo planos. Pela equacdo (2 —21) estas aparecem
quando A(f) = 0, e assim ®' é uma superficie minima isotrépica.

(<=)Uma superficie minima isotrépica ® (A(f) = 0) determina planos tangen-
tes M' de ®' como a imagem de esferas médias M, consequentemente as esferas M sdo

tangentes a Il e @ é uma superficie minima de Laguerre do tipo esférico.
OJ

Pela observagdo (1.3), o teorema (2.20) e o coroldrio (2.16), as superficies dadas

por:
. (o —y% — 1)(2x) 4 2xy(—2y) — 2x(x* — y?)
T2 | O DE A2 —nE ) | @23
2x(2x) +2y(—2y) — 2(x* —y?)
. (2 —y* = 1)(e"cos(y)) + 2xy(—e"sen(y)) — 2x(e*cos(y))
iz | O~ D(=eSsen()) +2u(e"cos(y)) = 2y(ecos(y)) [, (2-24)

2x(e*cos(y)) + 2y(—e*sen(y)) —2(e“cos(y))
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Figura 2.5: Grdfico da superficie minima de Laguerre do tipo es-
férico dada por Re(f(z)) = x*> —y°.

Figura 2.6: Grdfico da superficie minima de Laguerre do tipo es-
férico dada por Re(g(z)) = e*cos(y).
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(% = y? = 1)(=6xy) +2xy(3y* — 3x%) — 2x(y* — 3x%y)
(v? — x% — 1)(3y* — 3x%) + 2xy(—6xy) — 2y(y> — 3x%y) |, (2-25)
2x(—6xy) +2y(3y* — 3x%) — 2(y* — 3x%y)

1
14+x2+y2

Figura 2.7: Grdfico da superficie minima de Laguerre do tipo es-
férico dada por Re(h(z)) = y* — 3x%y.

sdo superficies minimas de Laguerre do tipo esférico.

Observacao 2.7 Uma vista geométrica usa o fato de que as esferas principais de ® C
R3 correspondem as esferas principais isotrépicos de ® C IP. Se estes forem z =
filx,y) e z= fa(x,y), a i-imagem da esfera média M é 7z = % As duas esferas
isotrépicas principais de uma superficie minima isotrépica ®' : z = f (x,y) em um ponto
po = (x0,¥0, f(x0,y0)) sdo simétricas em relagdo ao plano tangente em py (isto é uma
contrapartida isotropica de uma propriedade equivalente das esferas principais de uma
superficie minima euclidiana). Portanto, o plano tangente de ®' corresponde a esfera

média M de ®. Isto mostra que todas as esferas médias M sdo tangentes a I1.

Qualquer imagem &' de uma superficie minima de Laguerre sobre uma i-M-
transformacdo também determina uma superficie minima de Laguerre do tipo esférico.
Além disso, existe uma conexdo estritamente relacionada entre superficies minimas de

Laguerre do tipo esférico e superficies minimas isotrépicas.
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Figura 2.8: Plano orientado XY

Teorema 2.21 Os centros das esferas médias M de uma superficie minima de Laguerre
do tipo esférico @ forma uma superficie minima isotropica ®*, as retas isotropicas do
espaco isotropico sdo ortogonais ao plano Il o qual é tangente a todas as esferas médias
M.

Prova. Usando o mesmo sistema de coordenadas como na prova do Teorema (2.20), a
superficie ® ¢é o grdfico de uma fun¢do harmoénica f. Usando A(f) = 0, a equagdo
(2 —20) produz a seguinte parametrizacdo do conjunto de pontos medios m(x,y) das

esferas médias de P

m(x,y) = (—fx, —fysXfx +yfy - f). (2-26)

A equagdo (2 — 1) mostra que a superficie ®* resulta da superficie dual da superficie

minima isotrépica ®' : z = f(x,y) por uma reflexdo sobre o eixo z. O

J4a que @ € o segundo envelope de todas as esferas médias M as quais sdo
centradas em ®* e tangentes a I1, suas superficies normais sdo obtinhas pela reflexdo

de retas ortogonais a I (no sistema de coordenadas z-paralelo) na superficie ®*.
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