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Resumo

Salinas Reyes, Edwin Oswaldo. Superfícies mínimas de Laguerre e geome-
tria isotrópica. Goiânia, 2016. 65p. Dissertação de Mestrado. Instituto de
matemática e estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho nos referimos ao estudo de um novo método de desenvolvimento de
superfícies mínimas de Laguerre vista no modelo isotrópico da geometria de Laguerre
como o gráfico de funções bi-harmônicas. Desenvolvemos a geometria isotrópica a qual
estuda as propriedades geométricas invariantes por certas transformações afines no espaço
Euclidiano, os elementos fundamentais da geometria de Laguerre as quais são esferas
e planos orientados e as propriedades as quais são invariantes sobre as transformações
de Laguerre. Além disso, mostraremos uma relação fechada entre superfícies mínimas
de Laguerre do tipo esférico e superfícies mínimas isotrópicas as quais são dadas pelo
gráfico de funções harmônicas e superfícies mínimas Euclidianas. Finalmente, a métrica
dual no espaço isotrópico é utilizada para desenvolver uma contrapartida isotrópica de
superfícies mínimas de Laguerre em certas transformações de Lie de superfícies mínimas
de Laguerre no espaço Euclidiano.

Palavras–chave

Geometria isotrópica, geometria de Laguerre, superfícies mínimas de Laguerre
e isotrópica, funções bi-harmônicas, Transformações e superfícies de Legendre, métrica
dual.



Abstract

Salinas Reyes, Edwin Oswaldo. Laguerre geoemtry surfaces and isotropic
geometry. Goiânia, 2016. 65p. MSc. Dissertation. Instituto de matemática
e estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we refer to the study of a new method and simple approach to minimal
surface Laguerre in isotropic model of Laguerre geometry as the bi-harmonic function
graph. We developed the isotropic geometry which studies the geometric properties
invariant under certain affine transformations in Euclidean space, and the fundamental
elements of Laguerre geometry which are spheres orienteds and plans orienteds, and
properties which are invariant on the transformation of Laguerre. In addition, we will
show a close relationship between minimal surfaces Laguerre spherical type and isotropic
minimal surfaces which are given by the graph of harmonic functions and minimal
Euclidean surfaces. Finally, the duality metric in the isotropic space is used to develop
an isotropic exchange for minimal surfaces Laguerre in certain Lie transformation of
Laguerre minimal surfaces in Euclidean space.

Keywords

Isotropic geometry, Laguerre geometry, minimal surfaces Laguerre and isotro-
pic, bi-harmonic functions, transformations and surfaces Legendre, dual metric.
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Introdução

É natural questionar pelos minimizadores de energias geométricas, os quais são
invariantes sobre certas transformações afines de facilitar os estudos de determinada área
relacionada com a geometria. A energia mais simples deste tipo foi introduzida por
Blaschke [2]. Usando a curvatura media H, Curvatura Gaussiana K e o elemento de área
de superfície dA de uma superfície Φ no espaço Euclidiano R3. Esta energia pode ser
escrita como a integral de superfície:

Ω =
∫

Φ

(H2−K)

K
dA, (0-1)

embora as quantidades H, K não são objetos utilizados na Geometria de Laguerre.
O funcional Ω e seus minimizadores locais, são conhecidos como superfícies

mínimas de Laguerre as quais são invariantes sobre as transformações de Laguerre.
Nos últimos anos houve um grande interesse no estudo da geometria das superfí-

cies de Laguerre (representação da superfície por meio de seus planos tangentes), princi-
palmente desde o ponto de vista local, foi apresentada mais de uma forma de representar
as superfícies mínimas de Laguerre em R3.

A geometria diferencial nas três geometrias esféricas clássicas (Mobius, La-
guerre e Lie) é o objeto de estudo de Blaschke do volumem três da geometria diferencial
[2].

Muitos resultados das superfícies mínimas de Laguerre são encontrados nos
trabalhos de Blaschke [2], [1], [17] e em os artigos de seu aluno Koning [7], [6].

Recentemente, Estos trabalhos encontram interesse na geometria diferencial.
Musso e Nicolodi encontram todas as superfícies mínimas de Laguerre as quais são
envelopes de uma família de um parâmetro de esferas [8] e estudo geral de superfícies
mínimas de Laguerre por meio de marcos moveis [9].

A Geometria de Laguerre é a geometria de planos e esferas orientadas no espaço
Euclidiano de dimensão 3 [2].

Futuras aplicações da geometria de Laguerre em geometria computacional e o
conjunto de superfícies de desenvolvimento [11] e [14].

A geometria isotrópica sistematicamente tem-se desenvolvido por Strubecker [5]
em 1940. Existem inúmeros trabalhos puramente geométricos sobre geometria isotrópica,
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a maioria dos quais são cobertos na monografia por Sachs [15]. Recentemente, Pottmann e
Liu [13] estudou a geometria discreta isotrópica de superfícies com aplicações em projeto
arquitetônico.

O presente trabalho pretende alcançar uma relação entre as superfícies míni-
mas de Laguerre diferenciáveis com as superfícies dadas pelos gráficos de funções bi-
harmônicas.

A chave para obter esta nova relação entre as superfícies mínimas de Laguerre e
as funções bi-harmônicas é dada pelo modelo esférico da geometria de Laguerre a qual é
formulada com a ajuda da geometria isotrópica.

Descreveremos no capítulo 2 os fundamentos da geometria clássica tais como a
relação entre a geometria de Laguerre e a geometria isotrópica.

Nossa principal referência para este trabalho é o artigo Laguerre Minimal Surfa-
ces, Isotropic Geometry and Linear Elasticity de Helmut Pottmann, Philipp Grohs e Niloy
J. Mitra [12].



CAPÍTULO 1
Preliminares.

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e fatos básicos que serão uti-
lizados no decorrer do trabalho. Maiores detalhes poderão ser encontrados nas referências
citadas ao longo do capítulo.

1.1 Superfícies no espaço Euclidiano.

Denota-se por R3 o espaço Euclidiano e por (x1,x2,x3) suas coordenadas.

Definição 1.1 Seja S um subconjunto não vazio de R3. Diz-se que S é uma superfície
regular se, para cada p ∈ S existem uma vizinhança V ⊂ R3 de p, um aberto U ⊂ R2 e

um homeomorfismo diferenciável X : U → V ∩ S tal que a diferencial dXq : R2 → R3 é

injetora para todo q ∈U.

A aplicação X é chamada uma parametrização de S.

Definição 1.2 Um vetor tangente a um ponto p ∈ S é um vetor tangente a uma curva

parametrizada diferenciável α : (−ε,ε) ⊂ R→ S com α(0) = p. O conjunto de todos os

Figura 1.1: Superfície regular.
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vetores tangentes a S em p, denotado por TpS é chamado de plano tangente a S em p.

Se X é uma parametrização de S em p, então TpS coincide com o subespaço vetorial

gerado por
{

∂X
∂xi

; i = 1,2.
}

, onde p = X(q). Diz-se que S é orientável se for possível

determinar um campo vetorial diferenciável unitário N normal a TpS para cada p ∈ S.

Neste caso, diz-se que N é a aplicação normal de Gauss de S e que tal campo determina

uma orientação em S.

Figura 1.2: vetor tangente.

No que segue, denote-se V um espaço vetorial de dimensão 2 munido de um
produto interno 〈·〉.

Definição 1.3 Diz-se que uma aplicação linear A : V →V é auto-adjunta se

〈Av,w〉= 〈v,Aw〉 para todo v,w ∈V . Se {e1,e2} é uma base ortonormal de V ,

e
(
αi j
)
, i, j = 1,2, é uma matriz de A relativa a esta base, então diz-se que a matriz (αi j)

é simétrica se (αi j) = (α ji) para todo i, j = 1,2.

Observação 1.1 Dada uma aplicação linear A : V → V em um espaço vetorial de

dimensão 2, e dada uma base {v1,v2} de V , tem-se que o determinante de

A = a11a22− a12a21, e o traço de A = a11 + a22, onde (ai j) é a matriz de A associada

na base {v1,v2}. Sabe-se que esses números não dependem da base escolhida, e são,

portanto, associados à aplicação linear A.

Teorema 1.4 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Se A é uma aplicação linear

simétrica em V então A é auto-adjunta (ver[4]).

Teorema 1.5 Seja A : V →V uma aplicação linear auto-adjunta. Então existe uma base

ortonormal {e1,e2} de V tais que A(e1) = λ1e1, A(e2) = λ2e2 (isto é, e1 e e2 são auto-

vetores, e λ1,λ2 são auto-valores de A). Na base {e1,e2}, a matriz de A é diagonal e os

elementos λ1 e λ2, λ1 ≥ λ2, da diagonal são o máximo e o mínimo, respectivamente, da

forma quadrática Q(v) = 〈Av,v〉 sobre o circulo unitário de V (Ver[4]).
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Definição 1.6 A primeira forma fundamental I de S é a restrição do produto interno

canônico de R3 aos planos tangentes TpS. Logo, para cada p ∈ S

Ip(w1,w2) = 〈w1,w2〉 , (1-1)

com w1,w2 ∈ TpS.

A segunda forma fundamental II é defínida da seguinte forma:

IIp(w1,w2) =
〈
−dNp(w1),w2

〉
, (1-2)

com w1,w2 ∈ TpS, onde p ∈ S e dNp é a diferencial da aplicação normal de Gauss em p.

Observação 1.2 Para cada p ∈ S, dNp é auto-adjunta com respeito a primeira forma

fundamental I. Consequentemente, a segunda II forma fundamental é uma forma bilinear

simétrica sobre TpS, para todo p ∈ S.

Definição 1.7 As curvaturas principais k1,k2 de S em um ponto p, são os autovalores de

dNp. Dessa forma, defína-se a curvatura média H e a curvatura de Gauss K por:

H =
k1 + k2

2
=

tra(−dNp)

2
(1-3)

e

K = k1k2 = det(−dNp), (1-4)

onde tra e det denotam, respectivamente, o traço e o determinante de dNp.

1.2 Funções harmônicas e bi-harmônicas.

Seja Ω um aberto de C. A cada função f : Ω→ C associa-se as funções reais de
dois variáveis reais u,v : Ω→ R dada por:

u(x,y) = Re( f (z))

v(x,y) = Im( f (z)),
(1-5)

Para todo z = x+ iy ∈ C. Aqui, u é a parte real de f e v a parte imaginaria de f .
As provas dos teoremas enunciados a continuação podem ser encontradas em

[10].

Teorema 1.8 f é diferenciável em Ω se, somente se u e v são funções diferenciáveis em
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Figura 1.3: Gráfico de Re( f (z)) = x2− y2.

Ω. Além disso, u e v verificam as equações de Cauchy-Riemman
∂u
∂x

=
∂v
∂y

∂u
∂y

=−∂v
∂x

.

(1-6)

Teorema 1.9 Se Ω é um aberto de C, f diferenciável e u = Re( f ), então u ∈ C∞(Ω) e

verifica, em todo ponto de Ω, a chamada equação de Laplace

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 = 0. (1-7)

As funções que cumprem a equação (1−7) são chamadas funções harmônicas.

Teorema 1.10 Se Ω é um domínio estrelado, então toda função harmônica em Ω é a

parte real de uma função diferenciável em Ω.

Observação 1.3 Sejam f (z) = z2, g(z) = ez e h(z) = i(z3 + 2) funções diferenciáveis

em C, então pelo teorema (1.9) tem-se Re( f (z)) = x2 − y2, Re(g(z)) = excos(y) e

Re(h(z)) = y3−3x2y são funções harmônicas, respectivamente.

Observação 1.4 Seja f (x,y) uma função diferenciável. O Laplaciano de f é dado por :

∆( f ) = fxx + fyy, (1-8)
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Figura 1.4: Gráfico de Re(g(z)) = excos(y).

Figura 1.5: Gráfico de Re(h(z)) = y3−3x2y.

Portanto,

∆(∆( f )) = ∆( fxx + fyy)

= ∆( fxx)+∆( fyy)

= fxxxx + fyyxx + fxxyy + fyyyy

= fxxxx +2 fxxyy + fyyyy.

Definição 1.11 Seja f (x,y) uma função diferenciável. Se ∆(∆( f )) = 0, então f é cha-

mada funcão bi-harmônica.

Observação 1.5 Exemplos de funções bi-harmônicas vem dadas pelas seguintes expres-

sões: f1(x,y) = x3−3xy2 e f2(x,y) = ex(xcos(y)− ysen(y)).
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Figura 1.6: Gráfico de x3−3xy2.

1.3 Geometria isotrópica.

1.3.1 Movimentos e métrica.

A geometria isotrópica estuda as propriedades geométricas as quais são preser-
vadas pelas transformações afim T : R3→ R3 dadas por; T : (x,y,z)→ (x′,y′,z′)

x′ = a+ xcos(φ)− ysen(φ)

y′ = b+ xsen(φ)+ ycos(φ)

z′ = c+ c1x+ c2y+ z,

(1-9)

com a,b,c,c1,c2,φ ∈ R.

Definição 1.12 O espaço vetorial afim R3 é chamado espaço isotrópico e será denotado

por I3. O grupo formado pelas transformações afim T com a operação composição

é chamado o grupo de movimentos isotrópicos e será denotado por G6. A geometria

(I3,G6) diz-se geometria isotrópica de movimentos (Ver[15]).

Observação 1.6 O espaço vetorial afim R3 é equivalente a P3(R) \H, onde P3(R) é o

espaço projetivo real de dimensão 3, e H é um hiperplano projetivo de P3(R) (Ver[16]).
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Figura 1.7: Gráfico de ex(xcos(y)− ysen(y)).

Teorema 1.13 Sejam ` uma reta contida em I3 que passa pelo ponto (a0,b0,c0) ∈ I3 com

vetor diretor paralelo ao eixo z, e T ∈ G6. Então a direção da reta T (`) é paralela ao

eixo z.

Prova. ` pode ser escrita como:

`(t) = (a0,b0,c0)+ t(0,0,z0) = (a0,b0,c0 + tz0),

com z0 6= 0 constante, e t ∈ R. Aplicando a transformação afim T ∈ G6 sobre `, tem-se:

T (`) = T ((a0,b0,c0 + tz0))

= (a+a0cos(φ)−b0sen(φ),b+a0sen(φ)+b0cos(φ),c+ c1a0 + c2b0 + tz0)

= (a+a0cos(φ)−b0sen(φ),b+a0sen(φ)+b0cos(φ),c+ c1a0 + c2b0)

+ t(0,0,z0).

Logo, T (`) é uma reta que passa pelo ponto

(a + a0cos(φ)− b0sen(φ),b + a0sen(φ) + b0cos(φ),c + c1a0 + c2b0) com vetor diretor

(0,0,z0). �
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Observação 1.7 As retas paralelas ao eixo z preservam direção sobre T ∈G6, esta é uma

propriedade geométrica invariante.

Definição 1.14 As retas paralelas ao eixo z são chamadas retas isotrópicas, planos que

contém retas isotrópicas são chamados planos isotrópicos.

Definição 1.15 Seja π : I3→ R2 dada por:

π(x,y,z) = (x,y), (1-10)

esta projeção especial π é chamada vista por cima.

Observação 1.8 Planos e retas isotrópicas são levados a retas e pontos, respectivamente,

se são projetados sobre o plano (X ,Y ).

Figura 1.8: Plano e reta isotrópicas.

Observação 1.9 Nota-se que um movimento isotrópico T ∈G6 é um movimento Euclidi-

ano na vista por cima, isto é, T é composta por uma rotação de ângulo φ seguida de uma

translação do vetor (a,b)T .

Como um resultado desta observação, muitas propriedades geométricas invariantes são
encontradas pela projeção vista por cima tendo uma propriedade geométrica invariante
no plano XY .
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Definição 1.16 Sejam A = (x1,x2,x3), B = (y1,y2,y3) dois pontos de I3. Define-se a

distância isotrópica Di em I3 como:

Di(A,B) = d(π(A),π(B)) =
√

(x1− y1)2 +(x2− y2)2, (1-11)

onde π(A) = (x1,x2), π(B) = (y1,y2), e d denota a distância Euclidiana usual no plano

XY .

Teorema 1.17 A distância isotrópica Di é uma propriedade geométrica invariante sobre

T ∈ G6.

Prova. Sejam A = (x1,x2,x3), B = (y1,y2,y3) ∈ I3. Pela definição (1.15)

π(T (A)) = (a+ x1cos(φ)− x2sin(φ),b+ x1sin(φ)+ x2cos(φ)),

e

π(T (B)) = (a+ y1cos(φ)− y2sin(φ),b+ y1sin(φ)+ y2cos(φ)).

Subistituindo em (1-11), tem-se:

Di(T (A),T (B))2 = [d(π(T (A)),π(T (B)))]2

= [x1cos(φ)− x2sin(φ)− (y1cos(φ)− y2sin(φ))]2

+[x1sin(φ)+ x2cos(φ)− (y1sin(φ)+ y2cos(φ))]2

= [(x1− y1)cos(φ)− (x2− y2)sin(φ)]2

+[(x1− y1)sin(φ)+(x2− y2)cos(φ)]2

= (x1− y1)
2cos(φ)2 +(x2− y2)

2sin(φ)2

+(x1− y1)
2sin(φ)2 +(x2− y2)

2cos(φ)2

= (x1− y1)
2(cos(φ)2 + sin(φ)2)+(x2− y2)

2(sin(φ)2 + cos(φ)2)

= (x1− y1)
2 +(x2− y2)

2

= Di(A,B)2.

�

Definição 1.18 Seja `⊂ I3 uma reta isotrópica. Dois pontos diferentes sobre `, isto é,

A = (x1,x2,x3), B = (x1,x2,z3) ∈ ` com x3 6= z3 têm distância isotrópica zero, tais pontos

são chamados pontos paralelos. A diferença

ds(A,B) = |z3− x3| (1-12)

é chamada vazamento da distância isotrópica ou s-distância.
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Teorema 1.19 A s-distância é uma propriedade geométrica invariante sobre T ∈ G6.

Prova. Sejam A = (x1,x2,x3), B = (x1,x2,z3) ∈ I3 dois pontos paralelos. Como

T (A) = (a+ x1cos(φ)− x2sin(φ),b+ x1sin(φ)+ x2cos(φ),c+ c1x1 + c2x2 + x3)

e

T (B) = (a+ x1cos(φ)− x2sin(φ),b+ x1sin(φ)+ x2cos(φ),c+ c1x1 + c2x2 + z3),

então

T (B)−T (A) = (0,0,z3− x3),

donde

ds(T (A),T (B)) = z3− x3 = ds(A,B).

�

Definição 1.20 O ângulo entre duas retas não isotrópicas é o ângulo Euclidiano das

retas vista por cima. O ângulo entre uma reta não isotrópica ` e um plano não isotrópico
ε é zero se são paralelos em I3, de outra forma, eles têm interseção em um ponto p ∈ I3.

Agora, tomando dois pontos paralelos Q,E tais que Q ∈ `, E ∈ ε, e

Di(p,Q) = Di(p,E) = 1, define-se o ângulo entre a reta ` e o plano ε como α := ds(E,Q).

Teorema 1.21 O ângulo entre uma reta não isotrópica ` e um plano não isotrópico ε é

uma propriedade geométrica invariante sobre T ∈ G6.

Prova. Sejam A,B ∈ I3. Como ds(A,B) é uma propriedade geométrica invariante sobre

T ∈ G6, e pela definição de α tem-se o resultado desejado. �

Definição 1.22 Sejam ε1, ε2 dois planos não isotrópicos com imagens

z = u1x+ v1y+w1, z = u2x+ v2y+w2, respectivamente. Define-se

ψ(ε1,ε2) =
√
(u2−u1)2 +(v2− v1)2. (1-13)

ψ é chamado ângulo dos planos não isotrópicos ε1, ε2.

Definição 1.23 Sejam ε1, ε2 dois planos paralelos não isotrópicos com imagens z =

u1x+ v1y+w1, z = u1x+ v1y+w2, respetivamente. Define-se

a(ε1,ε2) = |w2−w1| . (1-14)

a é chamada distância paralela de planos paralelos não isotrópicos.
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No que segue, é conveniente representar um ponto p ∈ I3 como o vetor com coordenadas
p = (x1,x2,x3) e as coordenadas do ponto vista por cima como π(p) = (x1,x2).

Observação 1.10 Uma curva c : I ⊂R→ I3 de classe C2 a qual não tem retas tangentes

isotrópicas tem uma representação c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) com t ∈ I. Portanto, para

todo T ∈ G6 tem-se:

T (c(t)) = (a+ x1(t)cos(φ)− x2(t)sin(φ),b+ x1(t)sin(φ)+ x2(t)cos(φ),

c+ c1x1(t)+ c2x2(t)+ x3(t)).
(1-15)

Definição 1.24 Seja c : I⊂R→ I3 uma curva de classe C2 a qual não tem retas tangentes

isotrópicas. Define-se

s(c(t)) =
∥∥∥∥π

(
dc(t)

dt

)∥∥∥∥= ∥∥π(c′(t))
∥∥ , (1-16)

onde ‖·‖ é a norma Euclidiana usual. s é chamado comprimento de arco isotrópico.

Teorema 1.25 O comprimento de arco isotrópico é uma propriedade geométrica invari-

ante sobre T ∈ G6.

Prova. Seja c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t))⊂ I3 uma curva de classe C2. Como

dT (c(t))
dt

=(x′1(t)cos(φ)−x′2(t)sin(φ),x′1(t)sin(φ)+x′2(t)cos(φ),c1x′1(t)+c2x′2(t)+x′3(t)),

então pela definição (1.24), tem-se:

s(T (c(t))) =
∥∥∥∥π

(
dT (c(t))

dt

)∥∥∥∥
=
√

[x′1(t)cos(φ)− x′2(t)sin(φ)]2 +[x′1(t)sin(φ)+ x′2(t)cos(φ)]2

=
√

(x′1(t))
2[cos(φ)2 + sinφ2]+ (x′2(t))

2[sin(φ)2 + cos(φ)2]

=
√

(x′1(t))
2 +(x′2(t))

2

=
∥∥π(c′(t))

∥∥
= s(c(t)).

�

Definição 1.26 Seja c : I ⊂ R → I3 uma curva de classe C2 a qual não tem retas

tangentes isotrópicas, além disso, considere c(t) parametrizada pelo comprimento de
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arco isotrópico (s(c(t)) = 1). Define-se:

k(c(t)) =
∥∥∥∥π

(
d2c(t)

dt2

)∥∥∥∥= ∥∥π(c′′(t))
∥∥ . (1-17)

Se k(c(t0)) = 0 para algum t0 ∈ I, se introduz a curvatura da curva c em t0 como

k(c(t0)) = x′′3(t0). k é chamada curvatura isotrópica da curva c em t ∈ I.

Teorema 1.27 A curvatura k de uma curva c é uma propriedade geométrica invariante

sobre T ∈ G6.

Prova. Seja c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t))⊂ I3 uma curva de classe C2. Como

d2T (c(t))
dt2 =(x′′1(t)cos(φ)−x′′2(t)sin(φ),x′′1(t)sin(φ)+x′′2(t)cos(φ),c1x′′1(t)+c2x′′2(t)+x′′3(t)),

então pela definição (1.26), tem-se:

k(T (c(t))) =
∥∥∥∥π

(
d2T (c(t))

dt2

)∥∥∥∥
=
√

[x′′1(t)cos(φ)− x′′2(t)sin(φ)]2 +[x′′1(t)sin(φ)+ x′′2(t)cos(φ)]2

=
√

(x′′1(t))
2[cos(φ)2 + sinφ2]+ (x′′2(t))

2[sin(φ)2 + cos(φ)2]

=
√

(x′′1(t))
2 +(x′′2(t))

2

=
∥∥π(c′′(t))

∥∥
= k(c(t)).

�

Definição 1.28 Seja c : I⊂R→ I3 uma curva de classe C2 a qual não tem retas tangentes

isotrópicas. Se k(c(t)) 6= 0, o vetor normal principal é definido por:

n(t) =
c′′(t)

‖π(c′′(t))‖
. (1-18)

Teorema 1.29 O vetor normal principal é ortogonal isotrópico a c′(t) e satisfaz

c′′(t) = k(c(t))n(t).

Prova. Seja c(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) ∈ I3 uma curva de classe C2, além disso, suponha

que c(t) é parametrizada pelo comprimento de arco isotrópico. Então

∥∥π(c′(t))
∥∥2

=
〈
(c′1(t),c

′
2(t)),(c

′
1(t),c

′
2(t))

〉
= 1. (1-19)
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Figura 1.9: Curva em I3.

Derivando (1−19) com respeito a t, tem-se:

2
〈
(c′′1(t),c

′′
2(t)),(c

′
1(t),c

′
2(t))

〉
= 2k(c(t))

〈
π(n(t)),π(c′(t))

〉
= 0

se, e somente se π(n(t)) é ortogonal a π(c′(t)). �

Definição 1.30 Uma i-circunferência do tipo elíptica num plano não isotrópico P é

uma elipse em P onde sua vista por cima é uma circunferência Euclidiana. Esta i-

circunferência do tipo elíptica com centro m ∈ P, e raio (r > 0) é o conjunto de todos

os pontos x ∈ P tais que Di(m,x) = r.

Uma i-circunferência de tipo elíptico é a curva de intersecção de um cilindro vertical e
um plano não isotrópico.

Definição 1.31 Uma i-circunferência do tipo parabólico é uma parábola com eixo z

paralelo, portanto, ela está num plano isotrópico Pi.

Observação 1.11 Uma i-circunferência do tipo parabólico não é o conjunto de pontos

de igual distância isotrópica Di a um ponto fixo de Pi, mas ela pode ser vista como

uma curva com curvatura isotrópica constante. Para isto, seja c(t) uma circunferência

isotrópica do tipo parabólico no plano isotrópico Pi a qual não possui retas tangentes

isotrópicas, além disso, suponha que y = 0 em Pi. Então a componente x3(t) pode ser

escrita como x3(t) = f (t) = at2 + bt + c com a,b,c ∈ R. Logo c(t) = (t,0, f (t)), donde

c′′(t) = (0,0, f ′′(t)), portanto, a curvatura isotrópica da curva c(t) em t = t0 é dada pela

segunda derivada de f (t) em t0.
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Figura 1.10: i-circunferência elíptica.

Figura 1.11: i-circunferência parabólica.
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Existem tipos interessantes e importantes de esferas nos espaços isotrópicos I3

as quais são dadas pelas seguintes definições:

Definição 1.32 As i-esferas do tipo parabólico são dadas por:

z =
A
2
(x2 + y2)+Bx+Cy+D, A,B,C,D ∈ R, A 6= 0. (1-20)

A i-esfera parabólica (tipo I):

z =
1
2
(x2 + y2), (1-21)

onde R = 1
2 é chamado o raio da i-esfera parabólica de tipo I.

A i-esfera parabólica de tipo cilíndrico (tipo II):

x2 + y2 = r2, r > 0, (1-22)

onde r é chamado o raio da i-esfera de tipo cilíndrico.

Figura 1.12: i-esferas.

Desde uma perspectiva Euclidiana, são paraboloides de revolução com o eixo
paralelo ao eixo z paralelo. As interseções destas i-esferas do tipo parabólico com planos
P são i-circunferências. Se P não é um plano isotrópico então a interseção é uma i-
circunferência de tipo elíptico. Se P é um plano isotrópico então a de interseção é uma
i-circunferência de tipo parabólico.
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Figura 1.13: i-circunferências.

1.3.2 Teoria da curvatura das superfícies.

Limita-se esta discussão às superfícies regulares S ⊂ R3 sem planos tangentes
isotrópicos (paralelos ao eixo z).

Teorema 1.33 Seja p um ponto de uma superfície regular S. Então S é localmente o

gráfico de uma função diferençiável z = f (u,v) em p se, e somente se S não tem planos

tangentes isotrópicos.

Prova. (⇒) Seja S uma superfície regular obtida como o gráfico de uma função diferen-

ciável z = f (u,v), isto é, S tem uma parametrização da forma X(u,v) = (u,v, f (u,v)),

onde f está definida nos pontos (u,v) de um aberto U ⊂ R2 . Logo Xu = (1,0, fu) e

Xv = (0,1, fv), portanto, o vetor normal unitário do plano tangente da superfície S no

ponto (u,v) está dado por:

N(u,v) =
Xu×Xv

‖Xu×Xv‖
=

(− fu,− fv,1)√
f 2
u + f 2

v +1
.

Como a terceira componente é diferente de zero para todo (u,v) ∈U, tem-se que S não

tem planos tangentes isotrópicos.

(⇐)Seja X : U ⊂ R2→ S uma parametrização de S em p, isto é:

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)),(u,v) ∈U.

Por hipótese, S não tem planos tangentes isotrópicos, portanto,

∂(x,y)
∂(u,v)

6= 0
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em X−1(p) = q. Considere a aplicação π◦X : U → R2, então

π ◦X(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), e como ∂(x,y)
∂(u,v) 6= 0, aplicando o teorema da função inversa

tem-se a existência de vizinhanças V de q, e W de π ◦ X(q), tais que (π ◦ X) aplica

difeomorficamente V sobre W, como X é um homeomorfismo, X(V ) é uma vizinhança

de p em S. Considere a composta X−1 ◦ π−1 : (x,y) → (u(x,y),v(x,y)) com a função

(u,v)→ z(u,v), X(V ) é o gráfico de uma função diferenciável z = z(u(x,y),v(x,y)). �

Figura 1.14: Teorema 1.39.

Observação 1.12 A superfície regular S pode ser vista como o gráfico de uma função

diferenciável z = f (u,v) simplesmente fazendo a união de cada aberto W gerado pela

construção anterior dado p ∈ S.

Definição 1.34 Uma seção normal de uma superfície regular S no ponto p =

(u,v, f (u,v)) ∈ S é a interseção de S com um plano isotrópico Pi que contém ao ponto

p.

Teorema 1.35 As curvaturas das curvas de uma superfície regular S dada pelo gráfico

de uma função z = f (u,v) no ponto p = (u0,v0, f (u0,v0)) ∈ S são dadas pelas derivadas

direcionais de f em (u0,v0).

Prova. Sejam X(u,v, f (u,v)) uma parametrização da superfície S e c : I ⊂ R→ S uma

curva dada pela interseção de S com um plano isotrópico Pi o qual contém o ponto

p = (u0,v0, f (u0,v0)) = c(t0) para algum t0 ∈ I. Fazendo a projeção
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Figura 1.15: Seção normal.

π(c(t)) = ((x1(t),x2(t)), tem-se que π(c(t)) é uma reta no plano XY com vetor velocidade

π(c′(t)) (já que c(t) esta contida em um plano isotrópico Pi). Portanto,

π(c(t)) = (x1(t0)+ tx′1(t0),x2(t0)+ tx′2(t0)),

onde x1(t0) = u0, e x2(t0) = v0. Logo c(t) pode ser parametrizada na superfície S como:

X(t) = (x1(t0)+ tx′1(t0),x2(t0)+ tx′2(t0), f (x1(t0)+ tx′1(t0),x2(t0)+ tx′2(t0))).

Fazendo u(t) = x1(t0)+ tx′1(t0) e v(t) = x2(t0)+ tx′2(t0), tem-se:

X ′(t) = (u′(t),v′(t), fu(u(t),v(t))u′(t)+ fv(u(t),v(t))v′(t)),

donde

X ′′(t) = (u′′(t),v′′(t), fuu(u(t),v(t))u′(t)2 + fvu(u(t),v(t))u′(t)v′(t)+ fu(u(t),v(t))u′′(t)

+ fvv(u(t),v(t))v′(t)2 + fuv(u(t),v(t))u′(t)v′(t)+ fv(u(t),v(t))v′′(t)).

Como u′′(t) = v′′(t) = 0, para todo t ∈ I, tem-se que a curvatura da curva c(t) no ponto
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p com respeito ao plano isotrópico Pi é dada por:

k(c(t0)) = fuu(u(t0),v(t0))u′(t0)2 +2 fvu(u(t0),v(t0))u′(t0)v′(t0)+ fvv(u(t0),v(t0))v′(t0)2.

A curvatura k(c(t0)) pode ser representada por:

k(c(t0)) = (u′(t0),v′(t0))T

[
fuu(u(t0),v(t0)) fvu(u(t0),v(t0))

fuv(u(t0),v(t0)) fvv(u(t0),v(t0))

]
(u′(t0),v′(t0)). (1-23)

�

Definição 1.36 Seja S uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função diferen-

ciável z = f (u,v). Seja r ∈ S1 (S1 =
{

r = (x,y) ∈ R2;x2 + y2 = 1
}
). A curvatura normal

isotrópica em p = (u0,v0, f (u0,v0)) ∈ S na direção r esta dada por:

kn(r) = rT ·∇2 f (u0,v0) · r, (1-24)

onde ∇2 f denota a Hessiana de f .

Observação 1.13 A matriz ∇2 f é um operador simétrico já que f é uma função dife-

renciável, portanto, aplicando a observação (1.1), e os teoremas (1.4), (1.5) têm-se as

seguintes definições:

Definição 1.37 Os valores extremos k1,k2 de kn(r) são dados pelos auto-valores da

aplicação linear ∇2 f sobre S1, elas são chamadas curvaturas principais. As correspon-

dentes direções ortonormais r1,r2 ∈ S1 são os auto-vetores de ∇2 f , elas são chamadas

direções principais.

Definição 1.38 Sejam k1,k2 as curvaturas principais de S. Definam-se

Ki = k1k2 = det(∇2 f ) = fuu fvv− f 2
uv (1-25)

e

2Hi = k1 + k2 = tra(∇2 f ) = fuu + fvv. (1-26)

Ki é chamada curvatura isotrópica ou curvatura relativa e Hi é chamada curvatura
média isotrópica.

Definição 1.39 Seja S uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função diferen-

ciável z = f (u,v). S é uma superfície mínima isotrópica se Hi = 0, para todo p ∈ S.
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Observe que, se S é o gráfico de uma função diferenciável z = f (u,v), tem-se que S é
mínima isotrópica se, e somente se f é uma função harmônica (∆( f ) = fuu + fvv = 0).

A versão isotrópica da teoria de curvaturas Gaussianas toma a i-esfera parabó-

lica (Tipo I)

s(x,y) =
1
2
(x2 + y2). (1-27)

Para isto, Seja S uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função diferenciável
z = f (x,y). A cada ponto p = (x,y, f (x,y)) ∈ S associe-se como imagem Gaussiana o
ponto σ(p) = (x,y,s(x,y)) cujo plano tangente é paralelo ao plano tangente de S em p,
isto é, os vetores normais orientados N1, N2 de p e σ(p), respectivamente, são paralelos.
Portanto, existe um λ 6= 0 ∈R tal que N1 = λN2. Como N1 =

(
∂ f
∂x ×

∂ f
∂y

)
= (− fx,− fy,1),

e N2 =
(

∂σ

∂x ×
∂σ

∂y

)
= (−x,−y,1), então, igualando a terceira componente tem-se λ = 1,

donde x = fx, y = fy, e

σ(p) = ( fx, fy,
1
2
( f 2

x + f 2
y )). (1-28)

A derivada da aplicação σ é dada por:

dσ =

 fxx fyx

fyx fyy

fx fxx + fy fxy fx fyx + fy fyy

 . (1-29)

Logo, a vista por cima da derivada da aplicação σ (π(dσ)) coincide com ∇2 f .

1.3.3 Métrica dual em I3.

Para começar a construção de uma métrica dual no espaço isotrópico I3, devem-
se enunciar uns teoremas importantes desenvolvidos pelo princípio de dualidade nos
espaços vetoriais (ver [16]).

Teorema 1.40 Existe uma correspondência bijetora entre as retas vetoriais de um espaço

vetorial E e os hiperplanos vetoriais de E∗ (espaço dual de E). Analogamente, existe uma

correspondência bijetora entre as retas vetoriais de E∗ e os hiperplanos vetoriais de E.

Definição 1.41 Os pares de (reta,hiperplano) na bijeção do teorema precedente são

chamados duais entre sim.

Observação 1.14 Pode-se aplicar agora o teorema (1.40) e a definição (1.41) para o

espaço projetivo P(E) (ver [16]) tendo em conta que; as retas vetoriais de E (ou de E∗)

agora por passo ao quociente são pontos de P(E) (ou de P(E∗)), e os hiperplanos de E

(ou de E∗) agora são hiperplanos de P(E) (ou de P(E∗)).
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Aplicando a observação anterior ao espaço projetivo P3(R) tem-se o seguinte princípio
de dualidade dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.42 Existe uma correspondência bijetora entre os pontos de P3(R) e os

hiperplanos projetivos de P3(R∗) = P3(R). Analogamente, existe una bijeção entre os

pontos de P3(R∗) e os hiperplanos projetivos de P3(R).

Agora, como resultado principal tem-se o princípio de dualidade.

Teorema 1.43 A todo teorema em P(E) que relacione pontos e hiperplanos e este

baseado só em propriedades de interseção ou soma de subespaços projetivos de P(E),

corresponde um teorema no espaço projetivo P(E∗) chamado teorema dual do anterior

cuja declaração é obtido simplesmente trocando as palavras (ponto) por (hiperplano) e

interseção por (soma), e reciprocamente.

Observação 1.15 Aplicando o princípio de dualidade ao espaço projetivo P3(R), tem-

se: Para todo ponto p de P3(R) se associa um plano π de P3(R). E reciprocamente, para

todo plano π de P3(R) se associa um ponto p de P3(R). Mas, não entanto a dualidade

não pode ser aplicada às quantidades métricas da geometria Euclidiana.

Observação 1.16 A geometria isotrópica desenvolve uma métrica dual a qual pode ser

realizada pela seguinte correspondência. Se cada ponto p = (p1, p2, p3) ∈ I3 é enviado

ao plano π com equação z = p1x+ p2y− p3, então esta correspondência é uma aplicação

bijetora entre os pontos e planos não isotrópicos de I3. A métrica dual é dada pela

seguinte condição; Sejam p = (p1, p2, p3), q = (q1,q2,q3) ∈ I3 dois pontos não paralelos

com distância isotrópica Di(p,q) (ver definição 1.16), então eles são enviados aos planos

não paralelos π1,π2, respectivamente, com ângulo ψ(π1,π2) (ver definição 1.22), Aqui

Di(p,q) = ψ(π1,π2) .

Observação 1.17 Se m,n ∈ I3 são dois pontos paralelos (Di(m,n) = 0), então no dual

correspondem a planos paralelos.

1.3.4 Transformações de esferas isotrópicas.

O conteúdo da geometria Euclidiana de Möbius é o estudo de aquelas proprieda-
des as quais são invariantes sobre as transformações Euclidianas de Möbius (Ver[3]). No
espaço isotrópico I3 existe uma contrapartida da geometria Euclidiana de Möbius a qual
será chamada geometria de Möbius isotrópica.
No que segue, sejam R3 o espaço Euclidiano, P seu conjunto de pontos e M o conjunto
de esferas e planos de R3.
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Definição 1.44 Chame-se fechamento conforme Euclidiano R3
M de R3 à extensão do

conjunto de pontos P a PM = P∪{∞}, onde ∞ é um elemento arbitrário o qual ∞ /∈ P. Os

elementos de M são chamados esferas Euclidianas de Möbius .

Observação 1.18 Como uma extensão da relação incidência ∞ pertence a todos os

planos de R3 , mas ∞ não pertence a nenhuma das esferas de R3.

Definição 1.45 A interseção de dois esferas Euclidianas de Möbius é chamada circunfe-
rências Euclidianas de Möbius .

Definição 1.46 Uma transformação Euclidiana de Möbius é uma aplicação de PM em

PM a qual é bijetora no conjunto M.

Seja I3 o espaço isotrópico, Pi seu conjunto de pontos e S o conjunto de i-esferas de tipo
parabólico e planos não isotrópicos.

Definição 1.47 Os elementos de S são chamados i-esferas de Möbius (i-M-esferas). Eles

podem ser representados pelo gráfico da função dada por:

f (x,y) =
A
2
(x2 + y2)+Bx+Cy+D, A,B,C,D ∈ R, (1-30)

onde A é a curvatura média isotrópica da i-esfera de Möbius, pois fxx = A e fyy = A,

donde pela definição (1.38) , tem-se 2H = fxx + fyy = 2A.

Definição 1.48 Chamesse extensão do espaço isotrópico I3 ∪R de I3 a extensão do

conjunto de pontos Pi a Pi∪R, onde R é uma reta ideal. Uma i-M-esfera com curvatura

média isotrópica A intersecta a reta ideal em A ∈ R.

Definição 1.49 A interseção de duas i-M-esferas é chamada i-M-circunferência, isto é,

uma i-M-circunferência pode ser uma i-circunferência de tipo elíptico ou parabólico o

uma reta não isotrópica.

Definição 1.50 Uma transformação de Möbius isotrópica (i-M-transformação) é uma

aplicação de I3∪R em I3∪R a qual é bijetora no conjunto S. (aqui, i-M-circunferência

são enviadas a i-M-circunferências).
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1.4 Geometria de Laguerre.

Os elementos fundamentais da geometria de Laguerre em R3 são os planos
orientados e esferas orientadas (um ponto pode ser visto como uma esfera orientada
com raio zero). A orientação é determinada por um campo normal unitário de vetores ou
equivalentemente por um raio com sinal no caso da esfera. A relação básica na geometria
de Laguerre é o contato orientado de esferas e planos orientados. Uma esfera orientada e
um plano orientado estão em contato orientado, se são tangentes e seus vetores normais
unitários coincidem no ponto de contato. A geometria de Laguerre estuda as propriedades
as quais são invariantes sobre as transformações de Laguerre. Uma transformação de
Laguerre consiste de duas funções bijetoras, uma no conjunto das esferas, e a outra
no conjunto dos planos, além disso, uma transformação de Laguerre preserva contato
orientado e contato não orientado entre esferas e planos. A métrica utilizada neste estudo
é a métrica usual no espaço Euclidiano R3.

Para começar o estudo da geometria de Laguerre define-se os planos e esferas orien-
tadas da seguinte forma.

Definição 1.51 Sejam n=(n1,n2,n3)∈R3 um vetor normal unitário, e p=(p1, p2, p3)∈
R3 um ponto arbitrário. O conjunto

P(n, p) =
{

x = (x1,x2,x3) ∈ R3;〈n,x− p〉= 0
}

(1-31)

chama-se plano orientado P(n, p) que passa por p com vetor normal unitário n.

Definição 1.52 Sejam m = (m1,m2,m3) ∈ R3 um ponto arbitrário, e R ∈ R. O conjunto

C(m,R) =
{

x = (x1,x2,x3) ∈ R3;〈x−m,x−m〉= R2} (1-32)

chame-se esfera orientada C(m,R) com centro em m e raio com sinal R.

Observação 1.19 Pode-se representar um plano orientado P(n, p) como

P(n,h):=n1x1 +n2x2 +n3x3 +h = 0, onde o vetor normal unitário n = (n1,n2,n3) define

a orientação de P, e h =−〈p,n〉.

Um critério de tangência entre um plano orientado P(n,h) e a uma esfera orientada
C(m,R) é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.53 A distância com sinal de um ponto m = (m1,m2,m3) ∈ R3 a um plano

orientado P(n,h) é dada por n1m1 +n2m2 +n3m3 +h.
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Prova. A distância de um ponto m∈R3 a um plano P(n,h) é dada pela projeção ortogonal

do vetor (m− p) (com p ∈ P) sobre o vetor normal unitário n = (n1,n2,n3), isto é,

proyn(m− p) = cos(φ)‖m− p‖ , (1-33)

onde φ é o ângulo formado pelos vetores n e (m− p). Como ‖n‖= 1, tem-se

proyn(m− p) = cos(φ)‖m− p‖

=
〈n,m− p〉
‖n‖‖m− p‖

‖m− p‖

= 〈n,m− p〉

= n1m1 +n2m2 +n3m3 +h.

�

Figura 1.16: Distância com sinal.

Observação 1.20 Uma esfera orientada C(m,R) com centro m e raio com sinal R é

tangente a um plano orientado P(n,h) se a distância com sinal de m a P(n,h) é igual

a R, isto é, 〈n,m〉+h = R, ou equivalentemente h = R−〈n,m〉.

A relação básica na geometria de Laguerre é tangência de planos orientados e
esferas orientadas.
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Figura 1.17: Esfera tangente a um plano.

Definição 1.54 Uma transformação de Laguerre (L-transformação) é uma função a

qual é bijetora sobre os conjuntos de planos orientados e esferas orientadas, respectiva-

mente, além disso, ela preserva tangência entre esferas orientadas e planos orientados.

A geometria de Laguerre estuda as propriedades as quais são invariantes sobre as trans-
formações de Laguerre.

1.4.1 Modelo ciclográfico da geometria de Laguerre.

A ideia de trabalhar com este modelo ciclográfico é entender mais facilmente
uma transformação de Laguerre.

Definição 1.55 Sejam n = (n1,n2,n3,n4) ∈ R4 um vetor normal unitário, e h ∈ R. O

conjunto

H(n,h) =
{

x = (x1,x2,x3,x4) ∈ R4;n1x1 +n2x2 +n3x3 +n4x4 +h = 0
}

(1-34)

chama-se hiperplano afim H(n,h)⊂ R4 com vetor normal unitário n.
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Observação 1.21 Pode-se representar o espaço Euclidiano R3 como um hiperplano

orientado de R4. Para isto, sejam n1 = (0,0,0,1) o vetor normal unitário, e h = 0. Logo

R3(n1,0) =
{

x = (x1,x2,x3,x4) ∈ R4;x4 = 0
}
.

Observação 1.22 Seja C(m,R) uma esfera orientada com centro em m e raio com sinal

R. A esfera C(m,R) vai ser representada como o ponto ξ(C) := (m,R) ∈ R4.

Observação 1.23 Um plano orientado P(n,h) no espaço Euclidiano R3 pode-se repre-

sentar como o conjunto de todas as esferas as quais são tangentes a P(n,h).

Utilizando as observações anteriores tem-se o seguinte resultado.

Teorema 1.56 Seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitário n=(n1,n2,n3)

e p = (p1, p2, p3) ∈ P. Seja Cp o conjunto de todas as esferas orientadas em R3 as quais

são tangentes a P em p, isto é:

Cp =
{

ξ(C) := (m,R) ∈ R4;m = p+λn,R = λ,λ ∈ R
}
. (1-35)

Então o conjunto Cp esta contido em uma reta `⊂ R4 a qual forma um ângulo de π

4 com

respeito ao hiperplano R3 ⊂ R4.

Prova. Seja ξ(C) ∈ Cp, isto é, ξ(C) := (p + λn,λ) para algum λ ∈ R. ξ(C) pode-se

escrever como:

ξ(C) := (p+λn,λ)

:= (p1 +λn1, p2 +λn2, p3 +λn3,λ)

:= (p1, p2, p3,0)+λ(n1,n2,n3,1).

Logo ξ(C) pertence a uma reta `⊂R4 a qual passa pelo ponto (p1, p2, p3,0), e tem como

vetor diretor (n1,n2,n3,1). Agora, seja φ o ângulo formado pela reta ` e o hiperplano R3,

isto é, o ângulo formado pelo vetor diretor (n1,n2,n3,1) de `, e o vetor normal unitário

(0,0,0,1) do hiperplano R3, portanto,

φ = cos−1
(
〈(n1,n2,n3,1),(0,0,0,1)〉
‖(n1,n2,n3,1)‖‖(0,0,0,1)‖

)

= cos−1

 1√
n2

1 +n2
2 +n2

3 +12


= cos−1

(
1√
2

)
,

donde φ = π

4 . �
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Corolário 1.57 Para cada p = (p1, p2, p3) ∈ P(n,h) o conjunto Cp esta contido no

hiperplano orientado dado por:

ξ
∗(P) := h+ x1n1 + x2n2 + x3n3− x4 = 0, (1-36)

onde n = (n1,n2,n3) é o vetor normal unitário do plano P e −h = n1 p1 + p2n2 + p3n3.

Prova. Como

Cp = {(p1, p2, p3,0)+λ(n1,n2,n3,1) = (p1 +λn1, p2 +λn2, p3 +λn3,λ);λ ∈ R} ,
(1-37)

substituindo (1−37) para um λ fixo em (1−36), tem-se:

h+(p1 +λn1)n1 +(p2 +λn2)n2 +(p3 +λn3)n3−λ = h+ p1n1 +λn2
1 + p2n2 +λn2

2 + p3n3

+λn2
3−λ

= h+ p1n1 + p2n2 + p3n3 +λ(n2
1 +n2

2 +n2
3)

−λ

= h−h+λ−λ

= 0.

Portanto, Cp esta contido no hiperplano orientado ξ∗(P). �

Observação 1.24 A imagem do plano orientado P(n,h) via o conjunto de esferas Cp é o

hiperplano orientado ξ∗(P).

Corolário 1.58 Seja P(n,h) um plano orientado. O hiperplano orientado ξ∗(P) ⊂ R4 é

paralelo a um hiperplano tangente do cone x2
1 + x2

2 + x2
3− x2

4 = 0.

Prova. Seja ξ∗(P) := h + x1n1 + x2n2 + x3n3− x4 = 0, onde n = (n1,n2,n3) é o vetor

normal unitário do plano P. O vetor normal (n1,n2,n3,−1) de ξ∗(P) pertence ao cone

x2
1 + x2

2 + x2
3− x2

4 = 0, pois:

n2
1 +n2

2 +n2
3− (−1)2 = 0.

Logo ξ∗(P) é paralelo ao hiperplano orientado

H((n1,n2,n3,−1),0) := x1n1 + x2n2 + x3n3− x4 = 0, (1-38)

onde H((n1,n2,n3,−1),0) é o hiperplano tangente do cone x2
1+x2

2+x2
3−x2

4 = 0
no ponto (0,0,0,0). �
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Observação 1.25 se C(m,R) é uma esfera orientada determinada como seu conjunto de

planos tangentes orientados então ξ(C) é determinado por ξ∗(P), onde P é um plano

tangente orientado a C. Para isto, seja C(m,R) uma esfera orientada com centro em

m = (m1,m2,m3) e raio com sinal R ∈ R. Pela observação (1.20), um plano orientado

P(n,h) é tangente a C se h = R−〈n,m〉, onde n = (n1,n2,n3) é o vetor normal unitário

de P e h e a distancia do plano P ao origem. Portanto,

h+m1n1 +m2n2 +m3n3−R = R−R = 0,

logo, ξ(C) ∈ ξ∗(P). Agora, pelo corolário (1.58) tem-se que ξ∗(P) é paralelo ao hiper-

plano tangente do cone x2
1 + x2

2 + x2
3− x2

4 = 0 no ponto (0,0,0,0), e como a distancia de

ξ∗(P) ao origem é h então todos estes hiperplanos ξ∗(P) formam o hiperplano tangente

de um cone quadrático Γ(x) com vértice em x = ξ(C).

1.4.2 Espaço de Minkowski.

A utilização do modelo de Minkowski no estudo da geometria de Laguerre
apresenta uma vantagem: torna evidente que o espaço dos planos orientados e esferas
orientadas na geometria de Laguerre são um espaço homogêneo ao espaço de Minkowski.
Aqui, considere-se o espaço vetorial R4 com a base canônica {e1,e2,e3,e4}.

Definição 1.59 Sejam x = (x1,x2,x3,x4), y = (y1,y2,y3,y4) dois pontos arbitrários em

R4. Define-se a métrica de Minkowski como:

〈x,y〉M = x1y1 + x2y2 + x3y3− x4y4. (1-39)

O par (R4,〈·〉)M formado pelo espaço vetorial R4 e a métrica de Minkowski, é chamado

espaço de Minkowski e será denotado por R4
1.

Teorema 1.60 A métrica de Minkowski cumpre as seguintes propriedades. Para todo

x,y,z ∈ R4, e a,b ∈ R, tem-se:

1. 〈x,y〉M = 〈y,x〉M (Simetria.)

2. 〈ax+by,z〉M = a〈x,z〉M + b〈y,z〉M , e 〈x,ay+bz〉M = a〈x,y〉M + b〈x,z〉M (Bili-

near.)

3. Se 〈x,y〉M = 0 para todo x ∈ R4, então y = 0. (Não degenerada.)

Prova.
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1. Simetria.

〈x,y〉M = x1y1 + x2y2 + x3y3− x4y4

= y1x1 + y2x2 + y3x3− y4x4

= 〈y,x〉M .

2. Bilinear.

〈ax+by,z〉M = (ax1 +by1)z1 +(ax2 +by2)z2 +(ax3 +by3)z3− (ax4 +by4)z4

= ax1z1 +by1z1 +ax2z2 +by2z2 +ax3z3 +by3z3−ax4z4−by4z4

= a〈x,z〉M +b〈y,z〉M .

〈x,ay+bz〉M = a〈x,y〉M +b〈x,z〉M é análogo ao caso anterior.

3. Não degenerada.

Seja {e1,e2,e3,e4} a base canônica de R4. Então, se 〈x,y〉M = 0 para todo x ∈ R4

tem-se:

0 = 〈e1,y〉M = y1 se, somente se y1 = 0.

Fazendo o mesmo processo para e2,e3,e4, têm-se y2 = y3 = y4 = 0, logo

y = (y1,y2,y3,y4) = 0.

�

Observação 1.26 Seja {e1,e2,e3,e4} a base canônica de R4. Os elementos
〈
ei,e j

〉
M com

i, j = 1,2,3,4, formam a matriz diagonal que representa a métrica de Minkowski na base

canônica

D =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 . (1-40)

A métrica de Minkowski pode ser escrita matricialmente como 〈x,y〉M = xT ·D · y para

todo x,y ∈ R4.

Definição 1.61 Sejam x,y ∈ R4. chama-se x um vetor unitário se 〈x,x〉M = ±1. x é

ortogonal a y se 〈x,y〉M = 0. Uma base para R4
1 Diz-se ortogonal quando seus vetores

são ortogonais, além disso, se os vetores são unitários, chama-se base ortonormal.

Definição 1.62 Seja x ∈R4. chama-se x um tipo tempo se 〈x,x〉M < 0, tipo luz se x 6= 0 e

〈x,x〉M = 0, ou tipo espaço quando 〈x,x〉M > 0. Se x é temporal ou de luz chama-se vetor
casual.
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Definição 1.63 Dado um subconjunto S ⊂ R4, define-se o subconjunto ortogonal como

o subconjunto

S⊥ =
{

v ∈ R4;〈v,x〉M = 0 para todo x ∈ S
}
. (1-41)

Teorema 1.64 O subconjunto ortogonal de S é um subespaço vetorial de R4.

Prova. Sejam v,w ∈ S⊥, isto é, 〈v,x〉M = 〈w,x〉M = 0 para todo x ∈ S. Então

〈av+bw,x〉M = a〈v,x〉M +b〈w,x〉M = 0+0 = 0

para todo a,b ∈R, e x ∈ S. Logo av+bw ∈ S⊥, donde S⊥ é um subespaço vetorial de R4.

�

Definição 1.65 Um cone de luz com vértice em v ∈ R4 é o conjunto

{
x ∈ R4;〈x− v,x− v〉M = 0

}
. (1-42)

Observação 1.27 A equação do cone luz com vértice em v = (v1,v2,v3,v4) ∈ R4 é dada

por:

〈x− v,x− v〉M = (x1− v1)
2 +(x2− v2)

2 +(x3− v3)
2− (x4− v4)

2 = 0. (1-43)

Definição 1.66 Um hiperplano diz ser: Euclidiano se for ortogonal a um vetor do tipo

tempo, de Lorentz se for ortogonal a um vetor do tipo espaço e singular se for ortogonal

a um vetor do tipo luz.

Observação 1.28 No modelo de Minkowski para a geometria de Laguerre as esferas ori-

entadas são representadas por pontos e os planos orientados por hiperplanos singulares.

No modelo da geometria ciclográfica de Laguerre, as transformações que deixam invari-

ante o produto interno de dois vetores no espaço de Minkowski associam cones de luz e

seus hiperplanos tangentes a outros cones de luz com seus hiperplanos tangentes pares,

portanto, no modelo ciclográfico as transformações de Laguerre L são funções especiais

afim da forma:

L(x) = a+Ax, (1-44)

com a ∈ R4 constante, e A uma matriz de uma aplicação linear de R4 → R4 a qual

preserva o produto interno (1− 39) para todo x,y ∈ R4. Em outras palavras, A é uma

matriz ortogonal (AT DA = D, onde D é a matriz diagonal D = (1,1,1,−1)).

Observação 1.29 Uma transformação de Laguerre interessante é a dilatação a qual

adiciona uma constante d 6= 0 ao raio com sinal de cada esfera e deixa seu centro
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invariante, isto é, a=(0,0,0,d) e A a matriz identidade. Esta transformação não preserva

pontos (esferas com raio zero). Consideraram-se uma superfície como envelope de seus

planos tangentes a dilatação faz um deslocamento da superfície uma distância d.

1.4.3 O modelo isotrópico da geometria de Laguerre.

O seguinte relacionamento entre a geometria de Laguerre e a geometria isotró-
pica de Möbius dada pela definição (1.67) é importante para o estudo das superfícies
mínimas de Laguerre na geometria isotrópica.

Observação 1.30 Seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitário n =

(n1,n2,n3), P vai ser representado como o ponto P := (n1,n2,n3,h) ∈ R4. Estas coor-

denadas não são independentes devido à condição ‖n‖ = 1. Assim, utilizando a proje-

ção estereográfica de S2 desde o ponto (0,0,1) sobre o plano z = 0, pode-se substituir

n = (n1,n2,n3) ∈ S2 por seu ponto imagem 1
n3+1(n1,n2,0).

Definição 1.67 Seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitário n =

(n1,n2,n3). Define-se

Pi :=
1

n3 +1
(n1,n2,h) . (1-45)

Pi é a imagem do plano orientado P na geometria isotrópica de Möbius. Para os planos

orientados com vetor normal n = (0,0,−1), Pi não esta definido, neste caso define-se o

número real h ∈ I3∪R como imagem.

Deste modo o conjunto de planos orientados em R3 é associado ao conjunto de pontos
I3∪R da geometria isotrópica de Möbius.

Teorema 1.68 Seja (x,y,z) um ponto do espaço isotrópico I3. A função

(Pi)−1(x,y,z) =
2

1+ x2 + y2

(
x,y,

1− x2− y2

2
,z
)

associa cada ponto (x,y,z) ∈ I3 a um plano orientado no espaço Euclidiano R3 com

coordenadas P(n,h) = 2
1+x2+y2

(
x,y, 1−x2−y2

2 ,z
)

. Esto é, (Pi)−1 é a função inversa de Pi.

Prova. Observe-se que as três primeiras Coordenadas de (Pi)−1(x,y,z) cumprem:

(
2x

1+ x2 + y2

)2

+

(
2y

1+ x2 + y2

)2

+

(
1− x2− y2

1+ x2 + y2

)2

=
4x2 +4y2 +(1− x2− y2)2

(1+ x2 + y2)2

=
(x2 + y2)2 +2(x2 + y2)+1

(1+ x2 + y2)2

=
(1+ x2 + y2)2

(1+ x2 + y2)2

= 1.
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Além disso, seja P(n,h) um plano orientado com vetor normal unitario n =

(n1,n2,n3), então

(
Pi)−1

(Pi) =
(
Pi)−1

(
n1

n3 +1
,

n2

n3 +1
,

h
n3 +1

)
=

2(
1+
(

n1
n3+1

)2
+
(

n2
n3+1

)2
)( n1

n3 +1
,

n2

n3 +1
,
1− ( n1

n3+1)
2− ( n2

n3+1)
2

2
,

h
n3 +1

)

=
2

(n3+1)2+n2
1+n2

2
(n3+1)2

 n1

n3 +1
,

n2

n3 +1
,

n2
3+2n3+1−n2

1−n2
2

(n3+1)2

2
,

h
n3 +1


=

2
2n3+2
(n3+1)2

 n1

n3 +1
,

n2

n3 +1
,

2n2
3+2n3

(n3+1)2

2
,

h
n3 +1


= (n3 +1)

(
n1

n3 +1
,

n2

n3 +1
,

n3

n3 +1
,

h
n3 +1

)
= (n1,n2,n3,h).

�

Observação 1.31 Planos paralelos orientados P e Q têm o mesmo vetor normal unitário

n são associados no modelo isotrópico como pontos paralelos Pi e Qi, respetivamente.

Teorema 1.69 Seja P := (n,h) um plano orientado com vetor normal unitário n =

(n1,n2,n3). Suponha que P é tangente a uma esfera C(m,R) com centro m = (m1,m2,m3)

e raio com sinal R, então P é associado no modelo isotrópico como um ponto da esfera

isotrópica de Möbius Si dada por:

Si := z =
R+m3

2
(
x2 + y2)−m1x−m2y+

R−m3

2
. (1-46)

Prova. Pela observação (1.20), o plano orientado P(n,h) é tangente à esfera C(m,R) se

h = R−〈n,m〉. Por outra parte

Pi :=
1

n3 +1
(n2,n3,h) = (x,y,z),

é a imagem do plano orientado P no modelo isotrópico, portanto, basta mostrar que
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Pi ∈ Si. Substituindo x,y em (1−46) tem-se:

z =
R+m3

2

[(
n1

n3 +1

)2

+

(
n2

n3 +1

)2
]
−m1

(
n1

n3 +1

)
−m2

(
n2

n3 +1

)
+

R−m3

2

=
R+m3

2

(
n2

1 +n2
2

(n3 +1)2

)
−
(

m1n1 +m2n2

n3 +1

)
+

R−m3

2

=
R+m3

2

(
n2

1 +n2
2 +n2

3
(n3 +1)2

)
−
(

m1n1 +m2n2 +m3n3

n3 +1

)
+

R−m3

2
−

(R+m3)n2
3

2(1+n3)2 +
m3n3

n3 +1

=
R+m3

2(n3 +1)2 −
〈m,n〉
n3 +1

+
R−m3

2
−

(R+m3)n2
3

2(1+n3)2 +
m3n3

n3 +1

=
(R+m3)(1−n2

3)

2(n3 +1)2 − 〈m,n〉−m3n3

n3 +1
+

R−m3

2

=
(R+m3)(1−n3)−2(〈m,n〉−m3n3)+(n3 +1)(R−m3)

2(n3 +1)

=
R+m3−n3R−m3n3−2〈m,n〉+2m3n3 +R−m3 +n3R−m3n3

2(n3 +1)

=
2(R−〈m,n〉)

2(n3 +1)

=
h

n3 +1
.

�

Observação 1.32 Uma esfera orientada C(m,R) vista como o conjunto de seus planos

tangentes P é associada no modelo isotrópico da geometria de Laguerre a uma i-esfera

de Möbius. Os planos tangentes comuns a duas esferas orientadas correspondem aos

pontos comuns de duas i-M-esferas.



CAPÍTULO 2
Superfícies L-mínimas no modelo isotrópico.

Uma superfície regular orientável Φ em R3 pode ser representada em forma
de Laguerre invariante como envelope dos chamados elementos de contato (p,T ), onde
p ∈ Φ e T é o plano tangente orientado de Φ em p. O elemento de contato (p,T )

representa todas as esferas orientadas que tocam a superfície Φ em p. Como tal, estas
são invariantes sobre transformações de Laguerre, já que as esferas de um elemento
contato formam uma reta no espaço de Minkoswki. Uma maneira de estudar a geometria
diferencial de Laguerre de Φ é escolher uma esfera orientada específica M em cada
elemento contato de Φ em uma forma invariante, e estudar a geometria diferencial da
família de esferas a dois parâmetros incorporado no espaço de Minkowski. A escolha
usual de M é o ponto médio das esferas principais Π1 e Π2 em p. A geometria diferencial
de Laguerre de Φ é a geometria diferencial da 2− super f icie ΦM ⊂ R4

1 a qual é formada
por todos os pontos M correspondentes às esferas meias de Φ. ΦM é chamada L-imagem
de Gauss. Uma superfície mínima Laguerre é definida como uma superfície cuja imagem
ΦM ⊂ R4

1 é um minimizador local do funcional de área Ω⊂ R4
1.

2.1 Superfícies L-mínimas.

Sejam p um ponto de uma superfície regular Φ ⊂ R3, e T o plano tangente
orientado de Φ em p. Considere uma transformação de Laguerre L, Pela observação
(1.29), tem-se que T (p) não é necessariamente um ponto, mas L(T ) é um plano orientado.
Assim, na geometria de Laguerre uma superfície regular Φ será representada como o
conjunto de seus planos tangentes orientados.

Definição 2.1 Sejam p um ponto de uma superfície regular Φ, e T o plano tangente

orientado de Φ em p. O par ordenado (p,T ) é chamado elemento contato da superfície

regular Φ em p. A reta ` que passa por p e é perpendicular a T é chamada reta normal.

Observação 2.1 O conjunto de todas as esferas orientadas as quais são tangentes a T

em p são centradas na superfície normal. Uma L-transformação envia cada família de

esferas parabólicas novamente a uma família de esferas parabólicas.
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Figura 2.1: Superfície normal.

Observação 2.2 Uma superfície desenvolvível vista como família de um parâmetro de

seu conjunto de planos tangentes orientados, é enviada a uma curva especial na geome-

tria isotrópica via (1−45). Isto é, uma superfície desenvolvível é obtida pelo movimento

de uma linha, sendo assim o seu elemento gerador. O plano tangente de toda a superfí-

cie desenvolvível, que é ao longo de toda a geratriz. Qualquer plano tangente pode ser

considerado como o desenvolvimento sobre ele, combinando a totalidade da superfície.

Portanto, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 2.2 Seja Φ uma superfície regular não desenvolvível (K 6= 0). Se Φ é para-

metrizada pelos planos tangentes orientados então Φ é enviada a uma superfície Φi no

modelo isotrópico via (1−45).
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Figura 2.2: Modelo isotrópico da geometria de Laguerre.

2.1.1 Transformações e superfícies de Legendre.

Na geometria de Laguerre, um ponto p sobre uma superfície regular Φ em R3 é
representado por seu plano tangente orientado. Agora, seja Φ uma superfície regular dada
pelo gráfico de uma função diferenciável z = f (u,v). O método a seguir é parametrizar
um ponto p ∈Φ utilizando o plano tangente T da superfície Φ no ponto p.
Suponha X(u,v, f (u,v)) a parametrização em torno de p ∈ Φ. Seja T o plano tangente
da superfície Φ no ponto p, então T pode ser escrito como o conjunto de pontos x ∈ R3

tais que 〈N,x− p〉 = 0, onde N é o vetor normal na superfície Φ em p. Se h = −〈N, p〉,
então T pode ser representado como o elemento (N,h) = ( fu, fv,−1,u fu+v fv− f ) ∈R4.
Como a terceira componente de N é −1 para todo p ∈ Φ, então T pode ser visto como
( fu, fv,u fu + v fv− f ) ∈ R3.

Definição 2.3 Seja Φ uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função diferen-

ciável z = f (u,v). Define-se:

ζ(Φ) = Φ
∗ := ( fu, fv,u fu + v fv− f ). (2-1)

ζ e Φ∗ são chamadas transformação e superfície de Legendre, respetivamente, associa-

das a Φ.

Definição 2.4 Seja U ⊂Rn um aberto. Diz-se que uma função g :U→Rn é uma mudança

de coordenadas em U se verifica as seguintes condições:

1. g é de classe C∞.

2. g é injetora.

3. A derivada de g é injetora (DET (g′(t)) 6= 0 para todo t ∈U).

Teorema 2.5 Seja Φ uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função diferenciá-

vel z = f (u,v) definida em um aberto U ⊂ R2, além-disso, suponha que Φ tem curvatura
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isotrópica diferente de zero (Ki = fuu fvv− f 2
uv 6= 0). Seja g : U → R2 definida como:

g(u,v) = ( fu(u,v), fv(u,v)), (2-2)

onde (u,v) ∈U, então g é uma mudança de coordenadas em U, e

ζ(Φ) = Φ
∗ := (p,q,up+ vq− f ), (2-3)

onde fu(u,v) = p e fv(u,v) = q.

Prova.

1. g é de classe C∞, já que z = f (u,v) é uma função diferenciável, portanto, fu(u,v) e

fv(u,v) são diferenciáveis.

2. (DET (g′(u,v)) = fuu(u,v) fvv(u,v)− f 2
uv(u,v) = K 6= 0, logo a derivada de g é

injetora para todo (u,v) ∈U.

3. Pelo teorema da função inversa, g é um difeomorfismo local para cada ponto

(u,v) ∈U, portanto, a função g é injetora em U.

�

Corolário 2.6 A transformada inversa de Legendre de uma superfície Φ∗ é dada por:

ζ
−1(Φ∗) = ζ

−1( fu, fv,u fu + v fv− f ) := (Ωp,Ωq, pΩp +qΩq−Ω), (2-4)

onde p = fu, q = fv, e Ω = up+ vq− f .

Prova. Basta provar que ζ−1(ζ(Φ)) = Φ.

ζ
−1(ζ(Φ)) := ζ

−1(ζ(u,v, f (u,v)))

:= ζ
−1( fu, fv,u fu + v fv− f ),

aplicando a mudança de variáveis dada pelo teorema (2.5), tem-se:

ζ
−1(ζ(Φ)) := ζ

−1(p,q,Ω(p,q))

:= (u,v,up+ vq− (up+ vq− f ))

:= (u,v, f (u,v))

:= Φ.

�
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Definição 2.7 Seja Φ uma superfície regular. Para cada ponto p ∈ Φ existem duas cur-

vaturas principais k1,k2, e um vetor normal de Gauss N. Define-se as esferas principais
Π1(m1,R1), Π2(m2,R2) ∈ R4 com raio Ri =

1
ki

, e centro mi = p+RiN, i = 1,2. Além

disso, define-se a esfera meia como a esfera orientada com centro m = m1+m2
2 , e raio

R = R1+R2
2 . Estas esferas médias orientadas são denotadas como M := (m,R) ∈ R4.

Teorema 2.8 As esferas médias são invariantes sobre as transformações de Laguerre.

Prova. As esferas médias são vistas no modelo ciclográfico como pontos medios das

esferas principais, então, basta provar que as transformações de Laguerre no modelo

ciclográfico preservam pontos medios. Para isto, sejam x,y ∈R4, e L uma transformação

de Laguerre. Pela observação (1.28), as tranformações de Laguerre são funções especiais

afim da forma L(x) = a+Ax, com a ∈ R4 constante, e A uma matriz de uma aplicação

linear de R4→ R4. Logo

L
(

x+ y
2

)
= A

(
x+ y

2

)
+a

=
A(x)+A(y)

2
+a

=
A(x)+A(y)+2a

2

=
L(x)+L(y)

2
.

�

Definição 2.9 Seja Φ uma superfície regular em R3. Define-se a integral de superfície

(conhecida como a energia geométrica)

Ω =
∫

Φ

H2−K
K

dA, (2-5)

onde H,K, e dA são a curvatura meia, curvatura Gaussiana e elemento de superfície

de área, respectivamente, no espaço Euclidiano. Os minimizadores locais de Ω são

chamados superfícies mínimas de Laguerre (L-mínimas).

Definição 2.10 Seja Φ uma superfície regular em R3. Define-se a L-imagem de Gauss de
Φ como o conjunto de todos os pontos das esferas médias orientadas M correspondentes

às esferas médias de Φ. A L-imagem de Gauss de Φ é denotada como ΦM ⊂ R4.

Observação 2.3 A geometria diferencial de Laguerre de Φ é a geometria diferencial da

L-imagem de Gauss ΦM no espaço de Minkowski 4-dimensional R4
1 o qual é baseado no

produto interno (1−39).
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Definição 2.11 Seja Φ uma superficie regular em R3. Diz-se que Φ é uma superfície

mínima de Laguerre se sua L-imagem de Gauss ΦM é um minimizador local do funcional

de área Ω em R4
1.

Teorema 2.12 Seja Φ superfície regular. Φ é uma superfície mínima de Laguerre se,

somente se ΦM é um minimizador local de

Ω =
1
4

∫
Φ

(R1−R2)
2KdA, (2-6)

aqui, o funcional Ω mede a derivação a partir de uma esfera.

Prova.

H2−K
K

=

(
k1+k2

2

)2
− k1k2

k1k2

=

k2
1+2k1k2+k2

2
4 − k1k2

k1k2

=
k2

1−2k1k2 + k2
2

4k1k2

=
1
4

((
1
k2

)2

− 2
k1k2

+

(
1
k1

2))
k1k2

=
1
4

(
1
k2
− 1

k1

)2

k1k2

=
1
4
(R2−R1)

2 K.

�

Teorema 2.13 Se Φ é uma superfície mínima regular no espaço Euclidiano, então Φ é

uma superfície mínima de Laguerre.

Prova. Seja Φ una superfície mínima regular, isto é, para todo p em Φ as curvaturas

principais k1,k2 cumprem k1 + k2 = 0. Segue-se

R1 +R2 =
1
k1

+
1
k2

=
k1 + k2

k1k2

= 0,

donde
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m =
m1 +m2

2
=

2p+
(

1
k1
+ 1

k2

)
N

2

=
2p+

(
k1+k2
k1k2

)
N

2
= p.

Logo, as esferas médias são os pontos p da superfície Φ, e assim, ΦM coincide com

Φ⊂R3. Em R3, R4
1 induz a métrica canônica Euclidiana, portanto, o funcional Ω em R4

1

coincide com o funcional Ω no espaço Euclidiano R3. Segue-se

Ω =
∫

ΦM

(R1−R2)
2KdA

=
∫

Φ

H2−K
K

dA

=
∫

Φ

−1dA

=−
∫

Φ

1dA,

a área do funcional Ω é um, o qual prova que Φ é uma superfície mínima de Laguerre. �

Observação 2.4 As superfícies mínimas regulares no espaço Euclidiano são invariantes

sobre as transformações de Laguerre, em particular qualquer deslocamento de uma

superfície mínima Euclidiana é também uma superfície mínima de Laguerre.

2.1.2 Representação em coordenadas complexas.

Outra representação de um plano orientado P := (n,h) com vetor normal unitário
n = (n1,n2,n3), é dada pelas coordenadas complexas (u,v,w) onde u,v,w ∈ C. Para isto,
sejam u = x + iy e v = x− iy dois números complexos conjugados, as duas primeiras
coordenadas (u,v) define o vetor normal unitário n do plano orientado P via

(n1,n2,n3) =
1

1+uv
(u+ v, i(v−u),1−uv) , (2-7)

portanto,
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

1
n3 +1

=
1+ x2 + y2

2
n1

n3 +1
= x

n2

n3 +1
= y.

Neste caso, substituindo (2−7) em (1−45) torna-se:

P := (u,v,h)→ Pi := (x,y,
(1+uv)h

2
), (2-8)

Além disso, h pode-se representar pelas duas primeiras coordenadas complexas
via a função w, isto é, w(u,v) = h. Esta parametrização é conhecida como coordenadas de
Bonnet. (ver [2]).

Estas coordenadas complexas (u,v,w) de um plano tangente P estão relacionadas
à representação de Pi := (x,y,z) no modelo isotrópico. (x,y,z) =

1
2
(u+ v, i(v−u),w)

(u,v,w) = (x+ iy,x− iy,2z).
(2-9)

Teorema 2.14 Seja Φ uma superfície regular. Se Φ é parametrizada pelos planos tan-

gentes por meio das coordenadas complexas (u,v,w) via a função w(u,v), então

Ω =
i
2

∫ ∫
wuuwvvdudv. (2-10)

Prova. Ver [2]. �

Observação 2.5 Agora tem-se um problema variacional para a única função w(u,v), que

não está vinculado a qualquer restrição. Para a função

F =
i
2

wuuwvv,

tem-se a equação de Euler-Lagrange (Ver[2])

∂

∂u2
∂F

∂wuu
+

∂

∂v2
∂F

∂wvv
= 0.

Isto conduz à equação diferencial

wuuvv = 0. (2-11)
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2.2 Superfícies L-mínimas no modelo isotrópico da geo-
metria de Laguerre.

Com os conteúdos mostrados até agora, tem-se uma relação importante das su-
perfícies no modelo isotrópico Φi as quais representam superfícies mínimas de Laguerre
Φ no modelo isotrópico da geometria de Laguerre.

Teorema 2.15 Uma superfície mínima de Laguerre Φ, definida como minimizador de

energia (2−5) aparece no modelo isotrópico da geometria de Laguerre como minimiza-

dor Φi da energia isotrópica de Willmore [2], dada por:

Ω =
∫ (

H2
i −Ki

)
dAi =

1
4

∫ ∫ [
( fxx− fyy)

2 +4 f 2
xy

]
dxdy. (2-12)

A superfície Φi é dada pelo gráfico de uma função bi-harmônica f (∆(∆( f )) = 0).

Prova.

Seja Φ uma superfície regular. Usando a correspondência em (2− 9) entre

as coordenadas de Bonnet de um plano e seu ponto imagem Pi := (x,y,z) no modelo

isotrópico, tem-se

2z = w(u,v) = w(x+ iy,x− iy) = 2 f (x,y). (2-13)

Como 
∂x
∂u

=
∂x
∂v

=
1
2

∂y
∂u

=−∂y
∂v

=
−i
2
,

segue-se

wu = 2( fxxu + fyyu) = 2
(

1
2

fx−
1
2

i fy

)
= fx− i fy,

e

wv = 2( fxxv + fyyv) = 2
(

1
2

fx +
1
2

i fy

)
= fx + i fy.

Portanto,

wuu = fxxxu + fyxyu− i fxyxu− i fyyyu

=
1
2

fxx−
1
2

i fyx−
1
2

i fxy−
1
2

fyy

=
1
2
( fxx− fyy−2i fxy) ,
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e

wvv = fxxxv + fyxyv + i fxyxv + i fyyyv

=
1
2

fxx +
1
2

i fyx +
1
2

i fxy−
1
2

fyy

=
1
2
( fxx− fyy +2i fxy) .

O integrando em (2−10) fica

wuuwvv =

[
1
2
( fxx− fyy−2i fxy)

][
1
2
( fxx− fyy +2i fxy)

]
=

1
4
[(( fxx− fyy)−2i fxy)(( fxx− fyy)+2i fxy)]

=
1
4

[
( fxx− fyy)

2 +4 f 2
xy

]
=

1
4
[

f 2
xx−2 fxx fyy + f 2

yy +4 f 2
xy
]

=

(
f 2
xx +2 fxx fyy + f 2

yy

4

)
−

(
4 fxx fyy−4 f 2

xy

4

)

=

(
fxx + fyy

2

)2

−
(

fxx fyy− f 2
xy
)

= H2
i −Ki.

(2-14)

Aqui, 2Hi = ∆ f e Ki = fxx fyy − f 2
xy denota as curvaturas isotrópicas da superfície

Φi : z = f (x,y) a qual representa Φ no modelo isotrópico.

A mudança de variável (u,v)→ (x+ iy,x− iy) tem como Jacobiano associado∣∣∣∣∣ 1 i

1 −i

∣∣∣∣∣=−i− i =−2i.

Portanto, dudv=−2idxdy=−2idAi com dAi como elemento de área isotrópico.

O funcional Ω expressado em termos da geometria isotrópica de Φi,

Ω =
∫ (

H2
i −Ki

)
dAi =

1
4

∫ ∫ [
( fxx− fyy)

2 +4 f 2
xy

]
dxdy, (2-15)

esta é a contrapartida isotrópica da energia de Willmore E =
∫ (

H2−K
)

dA da geome-

tria de Möbius Euclidiana.

No modelo isotrópico, a equação de Euler-Lagrange (2−11) de superfícies L-

mínimas é a equação
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wvvuu =
1
2
( fxx− fyy−2i fxy)vv

=
1
2
( fxxxxv + fyxxyv− fxyyxv− fyyyyv−2i fxxyxv−2i fyxyyv)v

=
1
2

(
1
2

fxxx +
1
2

i fyxx−
1
2

fxyy−
1
2

i fyyy−2i
1
2

fxxy−2i
1
2

i fyxy

)
v

=
1
4
( fxxx− i fyxx + fxyy− i fyyy)v

=
1
4
( fxxxxxv + fyxxxyv− i fxyxxxv− i fyyxxyv + fxxyyxv + fyxyyyv− i fxyyyxv− i fyyyyyv)

=
1
4

(
1
2

fxxxx +
1
2

i fyxxx− i
1
2

fxyxx− i
1
2

i fyyxx +
1
2

fxxyy +
1
2

i fyxyy− i
1
2

fxyyy− i
1
2

i fyyyy

)
=

1
8
( fxxxx +2 fxxyy + fyyyy)

=
1
8

∆(∆( f )).

∆
2 f = ∆(∆( f )) = 0, (2-16)

portanto, a superfície Φi : z = f (x,y)é dada pelo gráfico de uma função biarmônica f . �

Corolário 2.16 Seja Φi a superfície dada pelo gráfico de uma função bi-harmônica f .

Então a correspondente superfície mínima de Laguerre Φ é dada por:

1
1+ x2 + y2

 (x2− y2−1) fx +2xy fy−2x f

(y2− x2−1) fy +2xy fx−2y f

2x fx +2y fy−2 f

 . (2-17)

Prova.

Seja (x,y, f (x,y)) um ponto no espaço isotrópico I3. Este ponto corresponde

no espaço Euclidiano a um plano, Pelo teorema (1.68) estas coordenadas planas vem

dadas por P := (n1,n2,n3,h) = 2
1+x2+y2

(
x,y, 1−x2−y2

2 , f (x,y)
)

. P pode ser escrito em

seus coordenadas planas homogêneas P :=
(

x,y, 1−x2−y2

2 , f (x,y)
)

(Ver [16]) . Agora,

tem-se a superfície em coordenadas planas. Para converter isto na parametrização das

coordenadas pontais da superfície regular, tem-se que diferenciar o vetor do plano

coordenado P com respeito a x e y, isto vem dada por:

Px = (1,0,−x, fx), (2-18)
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e

Py = (0,1,−y, fy), (2-19)

e formar o produto vetorial P×Px×Py para obter o ponto da superfície regular

em coordenadas homogêneas. Isto é:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂ l̂

x y 1−x2−y2

2 f (x,y)

1 0 −x fx

0 1 −y fy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= p1î− p2 ĵ+ p3k̂− p4 l̂,

onde

p1 =

∣∣∣∣∣∣∣
y 1−x2−y2

2 f (x,y)

0 −x fx

1 −y fy

∣∣∣∣∣∣∣=
2x f (x,y)− (x2− y2−1) fx−2xy fy

2
,

p2 =

∣∣∣∣∣∣∣
x 1−x2−y2

2 f (x,y)

1 −x fx

0 −y fy

∣∣∣∣∣∣∣=
−2y f (x,y)− (x2− y2 +1) fy +2xy fx

2
,

p3 =

∣∣∣∣∣∣∣
x y f (x,y)

1 0 fx

0 1 fy

∣∣∣∣∣∣∣=−x fx− y fy + f (x,y),

p4 =

∣∣∣∣∣∣∣
x y 1−x2−y2

2

1 0 −x

0 1 −y

∣∣∣∣∣∣∣=
1+ x2 + y2

2
.

A representação não homogênea (ver [16]) é dada por ( p1
p4
, p2

p4
, p3

p4
). Logo,

1
1+ x2 + y2

 (x2− y2−1) fx +2xy fy−2x f

(y2− x2−1) fy +2xy fx−2y f

2x fx +2y fy−2 f

 .

Para ver se o corolário (2.16) é verdade, tem-se que mostrar que

(p1, p2, p3, p4) produto escalar com P, Px e Py é zero.

�



2.3 Superfícies mínimas de Laguerre do tipo esférico. 57

Objetos da geometria Definição no Superfície correspondente
isotrópica espaço Euclidiano na geometria de Laguerre

Ponto Ponto no espaço isotrópico Plano orientado
Plano não Plano não paralelo Esfera orientada
isotrópico ao eixo z

i-esfera de tipo Paraboloide de revolução Esfera orientada
parabólico com o eixo z paralelo

Superfície i-Willmore Gráfico de uma função Superfície mínima
biarmônica z = f (x,y) de Laguerre

Tabela 2.1: Relação entre a geometria isotrópica e a geometria de
Laguerre.

A tabela mostrada acima mostra um resumo específico do trabalho feito até
agora.

Aplicando o corolário (2.16) às funções bi-harmônicas dadas na observação
(1.5), tem-se que as superfícies parametrizadas por:

1
1+ x2 + y2

 (x2− y2−1)(3x2−3y2)+2xy(−6xy)−2x(x3−3xy2)

(y2− x2−1)(−6xy)+2xy(3x2−3y2)−2y(x3−3xy2)

2x(3x2−3y2)+2y(−6xy)−2(x3−3xy2)

 ,

1
1+ x2 + y2



(x2− y2−1)(ex(xcos(y)+(1− y)sen(y)))+

2xy(−ex((1+ x)sen(y)+ ycos(y)))−2x(ex(xcos(y)− ysen(y)))

(y2− x2−1)(−ex((1+ x)sen(y)+ ycos(y)))+

2xy(ex(xcos(y)+(1− y)sen(y)))−2y(ex(xcos(y)− ysen(y)))

2x(ex(xcos(y)+(1− y)sen(y)))+2y(−ex((1+ x)sen(y)+ ycos(y)))

−2(ex(xcos(y)− ysen(y)))


são superfícies mínimas de Laguerre no espaço Euclidiano.

2.3 Superfícies mínimas de Laguerre do tipo esférico.

A seguir, considere-se Φ ⊂ R3 uma superfície mínima de Laguerre a qual tem
como imagem Φi ⊂ I3 no espaço isotrópico o gráfico de uma função harmônica f , isto é,
uma superfície mínima isotrópica (∆( f ) = 0).
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Figura 2.3: Gráfico da superfície mínima de Laguerre dada por
f1(x,y) = x3−3xy2.

Figura 2.4: Gráfico da superfície mínima de Laguerre dada por
f2(x,y) = ex(xcos(y)− ysen(y)).
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Observação 2.6 Toda função harmônica f : U ⊂ R2 → R é bi-harmônica mas a recí-

proca não necessariamente é verdadeira.

Teorema 2.17 Se Φi : z = f (x,y) é a imagem de Φ, então o conjunto de esferas médias

M = (m1,m2,m3,R)⊂ R4 de Φ pode ser parametrizado como:

m1 =
x
2

∆( f )− fx

m2 =
y
2

∆( f )− fy

m3 =
1− x2− y2

4
∆( f )+ x fx + y fy− f

R =
1+ x2 + y2

4
∆( f )− x fx− y fy + f .

(2-20)

Prova. Ver [2]. �

Corolário 2.18 No modelo isotrópico I3, a esfera meia M com parâmetros (x0,y0) é a

i−M− es f era

z= f (x0,y0)+(x−x0) fx(x0,y0)+(y−y0) fy(x0,y0)+
1
4
[
(x− x0)

2 +(y− y0)
2]

∆( f (x0,y0)).

(2-21)
Prova. Substituindo (2−20) em (1−46), tem-se:

Si := z =

(
1+x2

0+y2
0

4 ∆( f )− x0 fx− y0 fy + f
)
+
(

1−x2
0−y2

0
4 ∆( f )+ x0 fx + y0 fy− f

)
2

(
x2 + y2)

−
(x0

2
∆( f )− fx

)
x−
(y0

2
∆( f )− fy

)
y

+

(
1+x2

0+y2
0

4 ∆( f )− x0 fx− y0 fy + f
)
−
(

1−x2
0−y2

0
4 ∆( f )+ x0 fx + y0 fy− f

)
2

=
2
4∆( f )

2
(
x2 + y2)− x0

2
∆( f )x+ fxx− y0

2
∆( f )y+ fyy+

2
4

[(
x2

0 + y2
0
)

∆( f )
]

2
− x0 fx− y0 fy + f

=
1
4

∆( f )
(
x2 + y2)− x0

2
∆( f )x+ fxx− y0

2
∆( f )y+ fyy+

1
4
(
x2

0 + y2
0
)

∆( f )

− x0 fx− y0 fy + f

=
1
4
[(

x2 + y2)−2x0x+−2y0y+
(
x2

0 + y2
0
)]

∆( f )+(x− x0) fx +(y− y0) fy + f

=
1
4

[
(x− x0)

2 +(y− y0)
2
]

∆( f )+(x− x0) fx +(y− y0) fy + f .

(2-22)
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�

Definição 2.19 Uma superfície Φ⊂R3 a qual todas as esferas médias M são tangentes a

um plano orientado fixo, é chamada uma superfície mínima de Laguerre do tipo esférico.

Teorema 2.20 Seja Φ ⊂ R3 uma superfície cujas esferas médias são tangentes a um

plano orientado Π, isto é, uma superfície mínima de Laguerre do tipo esférico. Esta

superfície aparece no modelo isotrópico como uma superfície mínima Φi ⊂ I3 (gráfico

de uma função harmônica), se é possível configurar uma transferência sobre I3 tal que Π

é enviado ao ponto ideal 0. Consequentemente, uma superfície mínima isotrópica Φi ⊂ I3

determina uma superfície mínima de Laguerre Φ⊂ R3.

Prova. (⇒) Suponha que é possível introduzir uma mudança de coordenadas tal que

o plano orientado Π(n1,n2,n3,h) é enviado ao plano orientado P(0,0,−1,0) (o plano

XY com orientação (0,0,−1)) pela definição (1.67) este é enviado ao ponto ideal 0
no modelo isotrópico. Seja M uma esfera a qual é tangente a Π, então M := (x,y,0)+
λ(0,0,−1) = (x,y,−λ,λ) ∈ R4, portanto, satisfaz m3 +R = 0. Pela equação (1− 46) a

correspondente i−M− es f era em I3 são planos. Pela equação (2−21) estas aparecem

quando ∆( f ) = 0, e assim Φi é uma superfície mínima isotrópica.

(⇐)Uma superfície mínima isotrópica Φi (∆( f ) = 0) determina planos tangen-

tes Mi de Φi como a imagem de esferas médias M, consequentemente as esferas M são

tangentes a Π e Φ é uma superfície mínima de Laguerre do tipo esférico.

�

Pela observação (1.3), o teorema (2.20) e o corolário (2.16), as superfícies dadas
por:

1
1+ x2 + y2

 (x2− y2−1)(2x)+2xy(−2y)−2x(x2− y2)

(y2− x2−1)(−2y)+2xy(2x)−2y(x2− y2)

2x(2x)+2y(−2y)−2(x2− y2)

 , (2-23)

1
1+ x2 + y2

 (x2− y2−1)(excos(y))+2xy(−exsen(y))−2x(excos(y))

(y2− x2−1)(−exsen(y))+2xy(excos(y))−2y(excos(y))

2x(excos(y))+2y(−exsen(y))−2(excos(y))

 , (2-24)
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Figura 2.5: Gráfico da superfície mínima de Laguerre do tipo es-
férico dada por Re( f (z)) = x2− y2.

Figura 2.6: Gráfico da superfície mínima de Laguerre do tipo es-
férico dada por Re(g(z)) = excos(y).
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1
1+ x2 + y2

 (x2− y2−1)(−6xy)+2xy(3y2−3x2)−2x(y3−3x2y)

(y2− x2−1)(3y2−3x2)+2xy(−6xy)−2y(y3−3x2y)

2x(−6xy)+2y(3y2−3x2)−2(y3−3x2y)

 , (2-25)

Figura 2.7: Gráfico da superfície mínima de Laguerre do tipo es-
férico dada por Re(h(z)) = y3−3x2y.

são superfícies mínimas de Laguerre do tipo esférico.

Observação 2.7 Uma vista geométrica usa o fato de que as esferas principais de Φ ⊂
R3 correspondem às esferas principais isotrópicos de Φi ⊂ I3. Se estes forem z =

f1(x,y) e z = f2(x,y), a i-imagem da esfera média M é z = f1+ f2
2 . As duas esferas

isotrópicas principais de uma superfície mínima isotrópica Φi : z = f (x,y) em um ponto

p0 = (x0,y0, f (x0,y0)) são simétricas em relação ao plano tangente em p0 (isto é uma

contrapartida isotrópica de uma propriedade equivalente das esferas principais de uma

superfície mínima euclidiana). Portanto, o plano tangente de Φi corresponde à esfera

média M de Φ. Isto mostra que todas as esferas médias M são tangentes a Π.

Qualquer imagem Φi de uma superfície mínima de Laguerre sobre uma i-M-

transformação também determina uma superfície mínima de Laguerre do tipo esférico.
Além disso, existe uma conexão estritamente relacionada entre superfícies mínimas de
Laguerre do tipo esférico e superfícies mínimas isotrópicas.
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Figura 2.8: Plano orientado XY

Teorema 2.21 Os centros das esferas médias M de uma superfície mínima de Laguerre

do tipo esférico Φ forma uma superfície mínima isotrópica Φ∗, as retas isotrópicas do

espaço isotrópico são ortogonais ao plano Π o qual é tangente a todas as esferas médias

M.

Prova. Usando o mesmo sistema de coordenadas como na prova do Teorema (2.20), a

superfície Φi é o gráfico de uma função harmônica f . Usando ∆( f ) = 0, a equação

(2− 20) produz a seguinte parametrização do conjunto de pontos medios m(x,y) das

esferas médias de Φ

m(x,y) = (− fx,− fy,x fx + y fy− f ). (2-26)

A equação (2− 1) mostra que a superfície Φ∗ resulta da superfície dual da superfície

mínima isotrópica Φi : z = f (x,y) por uma reflexão sobre o eixo z. �

Já que Φ é o segundo envelope de todas as esferas médias M as quais são
centradas em Φ∗ e tangentes a Π, suas superfícies normais são obtinhas pela reflexão
de retas ortogonais a Π (no sistema de coordenadas z-paralelo) na superfície Φ∗.
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