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Resumo

Madureira, T.R.. Bifurcacao de Hopf e Aplicacdes. Goidnia, 2025. 114p. Dis-
sertacdo de Mestrado. Programa de P6s Graduacdo em Matematica, Instituto de
Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

O objetivo dessa dissertacao € abordar os aspectos qualitativos da bifurcacao de Hopf em
sistemas de equacdes diferenciais ordindrias. Inicialmente, sdo apresentados os objetos
fundamentais e resultados dessa teoria, incluindo conceitos como estabilidade estrutural
e distancia entre sistemas dinamicos. Em seguida, discutem-se exemplos cldssicos de
bifurcagdes, como as do tipo sela-nd, pitchfork e transcritica. O foco principal recai
sobre a bifurcacdo de Hopf, com €nfase em sua forma normal topoldgica e nos principais

aspectos associados ao seu comportamento.

Palavras—chave
Sistemas dinamicos, bifurcag¢dao, Hopf



Abstract

Madureira, T.R.. <Hopf Bifurcations and their Applications>. Goiania, 2025.
114p. MSc. Dissertation. Programa de Pés Graduacdo em Matematica, Instituto
de Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

The aim of this dissertation is to address the qualitative aspects of the Hopf bifurcation
in systems of ordinary differential equations. We begin by presenting the fundamental
objects and results of the theory, including concepts such as structural stability and the
notion of distance between dynamical systems. Then, we discuss classical examples of
bifurcations, such as saddle-node, pitchfork, and transcritical types. The main focus is
placed on the Hopf bifurcation, with emphasis on its topological normal form and the

main aspects related to its behavior.

Keywords
Dynamical Systems, bifurcations, Hopf
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Introducao

As Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDQO’s) sdo ferramentas matematicas im-
portantes no que diz respeito a compreensao de fendmenos em diversas areas do conhe-
cimento, como fisica e biologia. Muitos dos fenomenos estudados nessas dreas podem
ser modelados e descritos por sistemas de EDO’s, cujas solugdes revelam propriedades
essenciais, como estabilidade, instabilidade e periodicidade. No entanto, nem sempre €
possivel conhecer e estudar as solucdes explicitas para tais equacdes e isso da luz a te-
oria qualitativa das EDQO’s, que tem o objetivo de estudar equacdes diferenciais e seus
sistemas através da analise do comportamento das solu¢des, mesmo sem as conhecer ex-
plicitamente. Dessa forma, tal teoria fornece resultados e ferramentas importantes no que
se refere ao estudo das orbitas de equacdes diferenciais e andlise do retrato de fase por
meio de aspectos geométricos e topoldgicos, dentre outros.

Nesse sentido, considera-se o problema de tomar sistemas dindmicos que sdo
proximos, em certo sentido, e analisar se o comportamento qualitativo permanece o
mesmo ou ndo. Sistemas que mantém a mesma estrutura sdo ditos estruturalmente es-
taveis, conceito importante no presente trabalho. Tais sistemas podem mudar de acordo
com a variacao de um dado parametro e, assim, podem surgir retratos de fase topologi-
camente equivalentes, ou ndo. A seguir, sdo apresentados os capitulos desenvolvidos no
decorrer do trabalho.

O primeiro capitulo trata de conceitos e resultados preliminares importantes para
toda a teoria qualitativa. Sdo apresentados o Teorema de existéncia e unicidade de Picard
e o Teorema de Existéncia de Peano, resultados base da teoria. Além disso, tal capitulo
aborda as solu¢des para EDO’s lineares que sdo de extrema importancia para o estudo
das EDQO’s ndo lineares, uma vez que resultados como o Teorema de Hartman Grobman
(também apresentado nesse capitulo) relacionam o comportamento da parte linear com a
dinamica do sistema nao linear. Outros pontos importantes como a aplica¢do de retorno
de Poincaré a o Teorema de Poincaré Bendixson também sdo comentados nesse capitulo
preliminar.

O segundo capitulo apresenta os principais aspectos relacionados ao conceito de
bifurcagdo. Para isso, considera-se o espago de todos os sistemas dindmicos com o obje-

tivo de estudar o subconjunto dos sistemas que ndo preservam o comportamento qualita-
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tivo diante de pequenas perturbacdes. Assim, inicialmente sdo introduzidos os conceitos
de sistemas estruturalmente estaveis e distancia entre sistemas dindmicos, que sao impor-
tantes na defini¢do de bifurcagao, entendida como a ocorréncia do surgimento de retratos
de fase ndo topologicamente equivalentes sob a variagdo de um ou mais pardmetros em
um dado sistema. Por fim, sdo apresentados exemplos cldssicos de sistemas nos quais
ocorre uma bifurcagao.

Os capitulos trés e quatro abordam a bifurcacao de Hopf, tema principal deste
trabalho. No terceiro capitulo, sdo discutidos os principais aspectos tedricos dessa bifur-
cacdo, incluindo sua classificacdo em supercritica e subcritica, os retratos de fase carac-
teristicos e outras propriedades relevantes. O principal objetivo € obter a forma normal
topoldgica para sistemas genéricos submetidos a uma bifurcacdo desse tipo. No quarto

capitulo, sdo apresentadas aplicagcdes desse tipo de bifurcagao.



CAPITULO 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Neste capitulo, serao apresentados conceitos e resultados basicos da Teoria Qua-
litativa que serdo importantes ao longo deste trabalho. Essa teoria desempenha papel fun-
damental nos estudos dos sistemas dindmicos, uma vez que resolver explicitamente equa-
coes diferenciais nem sempre € viavel. Assim, essa teoria surge com o proposito de estudar
e compreender equacgdes diferenciais sem a necessidade de resolvé-las diretamente. Neste
capitulo, sdo apresentados alguns resultados que asseguram a existéncia e/ou unicidade
de solugdes, bem como teoremas que demonstram que, mesmo sem conhecer as solugdes

explicitamente, é possivel entender o comportamento do sistema.

1.1 Resultados Classicos

Inicialmente, serdo apresentadas as defini¢cdes de fungdes lipschitzianas e con-
tracdes, conceitos amplamente utilizados na andlise matematica . Esses conceitos desem-
penham um papel fundamental na questdo da existéncia e unicidade das solugdes das
EDO’s, como serd demonstrado no Teorema de Picard, enunciado posteriormente nessa

secdo.

Definicao 1.1 Uma aplicagcdo Q C R x R" — R" chama-se Lipschitziana em Q relativa-
mente a segunda varidvel ou, simplesmente Lipschitziana, se existe uma constante K tal
que

1f(£,0) = f(£,9)] < Klx—y],

para todos (t,x),(t,y) € Q. Uma constante K nessas condigdes é chamada constante de
Lipschitz de f.

Definicdo 1.2 Uma fungido F : X — X definida em um espagco métrico (X ,d) é chamada

de contracdo em X se existir um niimero real K, com 0 < K < 1 tal que
d(F(t,x),F(t,y)) < Kd(x,y),

para todos (t,x),(t,y) € X.
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Para demonstrar o Teorema de Existéncia e Unicidade das Soluc¢des das EDO’s,
€ necessario, primeiramente, enunciar e provar o Teorema do Ponto Fixo para Contragdes,
também conhecido como Teorema do Ponto Fixo de Banach (ou apenas Teorema de
Banach). Esse teorema é fundamental na andlise funcional, pois ndo apenas garante a
existéncia e unicidade de um ponto fixo em uma contragdo, mas também oferece um
método iterativo para encontrd-lo, por meio de iteracdes sucessivas da funcdo (veja em

[16]). O teorema foi formulado pelo matematico polonés Stefan Banach em 1922.

Teorema 1.3 (Teorema do Ponto Fixo para Contracées) Seja (X,d) um espaco métrico
completo (espago de Banach). Se F : X — X é uma contra¢do em X, entdo F possui um
linico ponto fixo em X, isto é, existe um unico ponto p tal que F(p) = p. Além disso, p é

um atrator para a func¢do F, isto é, lim F"(x) = p,V x € X.
n—oo

Prova. Primeiramente, note que, como F' € uma contracdo em X, existe K e R,0 < K < 1
tal que d(F(t,x),F(t,y)) < Kd(x,y),¥ x,y € X e tome x € X arbitrdrio e fixado. Defina
xn = F"(x) e considere a sequéncia (x,),cny em X. Provaremos que (x,) é uma sequéncia
de Cauchy. Com efeito, sejam m,n € N com n > m. Logo, existe r € Ntal que m =n+r.

Como F' € uma contracdo em X, temos
d(xn,xm) = d(F" (x),F" (x)) = d(F"(x), F""" (x))
= d(F"(x),F"(F'(x))
= d(F(F" ' (x),F(F"" ' (F"(x))).

Assim, a distincia d(x,,x,,) pode ser limitada da seguinte forma
d(x,xm) = d(F(F"~' (x)), F(F" ™' (F"(x)))
< Kd(F"™'(x), F"~ 1 (F"(x)))
= Kd(F(F"(x)), F""*(F'(x)))
< K2d(F"2(x),F" 2(F"(x))).

Repetindo esse processo n vezes, obtemos
d(xn,xm) < K"d(FO(x),FO(F' (x))) = K"d(x,F"(x)).

Pela desigualdade triangular, temos que
d(x,F"(x)) <d(x,F(x)) +d(F(x),F2(x)) + . 4d(F N (x),F (x))
<d(x,F(x))+Kd(x,F(x))+K?*d(x,F(x))+...+ K 'd(x,F(x))
=(14+K+K*+.. . +KNHd(x,F(x))
< (Z;(’:OKj) d(x,F(x)).



1.1 Resultados Classicos 16

Como 0 <K <1, asérie Y7 K7 é convergente e converge para ﬁ Assim, segue que

A, FT(x)) < ——d(x, F(x)).

1-K
Portanto,
Kn
A0, 5) < K",/ () < 7 d (5 F (),
V m,ncomm >n. Como 0 <K < 1, lim K" = 0. Assim,
n—soo
) K"
nlgrolo ] _Kd(x,F(x)) =0.

Logo, dado € > 0,d ny € N tal que se n > ng, entdao

n

Kd(x,F(x)) <&

1_Kd(x,F(x)) < 1

‘ n

Assim, d(x,,x,) < €,V m,n > ny. Conclui-se, portanto, que (x,) é uma sequéncia de
Cauchy. Como (x,) € Cauchy e (X,d) é completo, segue que (x,) é convergente em X.
Logo, existe p € X tal que r}groloxn = r}groloF”(x) = p. Observe que, como F : X — X € uma
contracdo, temos que F' é continua. Portanto,

F(p) = F(Jim ) = lim F(x,)

— lim F(F"(x))

n—soo

o 1: n+1
= F )

= lim x
n—oo }’H—l

Dessa forma, estd provado que existe um ponto fixo p de F. Resta provar que tal ponto
¢ dnico. Para isso, suponha que existam p e s pontos fixos de F em X. Logo, F(p) = p
e F(s) =s. Assim, d(p,s) =d(F(p),F(s)) < Kd(p,s). Segue que (1 —K)d(p,s) <O0.
Como 0 < K < 1 e d é uma métrica, vale que 0 < d(p,s) <0 e, logo, p = s. Portanto, o
ponto fixo € tnico. Da unicidade do ponto fixo p € X de F, segue que

lim x, = lim F"(x) = p,V x € X.

n—oo n—oo
Portanto, p € atrator para a fun¢do F, concluindo o que queriamos demonstrar. O
Corolario 1.4 Seja (X,d) um espago métrico completo e F : X — X uma fungdo continua

em X. Se existir m € N tal que F™ : X — X é uma contragdo, entdo F possui um tinico

ponto fixo p € X. Mais ainda, p é um atrator de F.
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Prova. Seja p o ponto fixo atrator de F dado pelo Teorema do Ponto Fixo para
Contragdes e tome n = mk+ 1 com 0 <[ < m. Dado x € X, como p ¢ atrator de F",
temos ,}grgo[Fm]k(Fl(x)) = p.Mas, F"(x) = [F"™]*(F!(x)) e quando 1 — oo, tem-se k — oo,
segue-se que r}l_r}c}o F"(x) = p, isto é, p é um atrator de F. Ainda, temos que

p= lim F"(F(p)) = lim F"*'(p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F (p).

n—yoo n—yoo n—oo n—yoo
Isso mostra que p € um ponto fixo de F. O

Charles Emile Picard (1856-1941) foi um matemético francés de renome, cujos
escritos abrangem uma vasta gama de tépicos, como andlise matematica, teoria da
relatividade e teoria das equacdes diferenciais. Ele fez contribuicdes significativas para
areas como a teoria das séries de funcdes, a teoria das integrais e a geometria das
superficies, entre outras. Ao longo de sua carreira, Picard se destacou por sua capacidade
de integrar conceitos de diversas dreas da matematica, deixando um legado duradouro no
desenvolvimento desses campos. Entre seus trabalhos mais conhecidos estdo [9], [10] e
[11].

Em seu livro sobre analise, destaca-se o famoso Teorema de Existéncia e Unici-
dade das Solugdes das EDO’s, também conhecido como Teorema de Picard-Lindel6f ou
simplesmente Teorema de Picard. O nome “Picard-Lindel6f” € atribuido a esse teorema
devido a contribuicao do matemadtico finlandés Hugo Valentin Lindelof (1880-1952), que
influenciou a demonstragdo do resultado, refinando e generalizando algumas das técnicas
usadas por Picard. Este teorema desempenha um papel fundamental no estudo das EDO’s,
pois garante que, se uma fungéo for Lipschitziana, a equagdo diferencial x' = f(z,x) pos-
sui uma unica solugdo para cada condicdo inicial. O enunciado e a demonstragdao desse

teorema serdo apresentados a seguir.

Teorema 1.5 (Teorema de existéncia e unicidade de Picard) Seja f : Q C R x R" — R”"
continua e Lipschitziana com relacdo a segunda varidvel em Q. Dado (ty,xp) € Q,

considere o conjunto I, X By, € Q, onde
L={teR:|t—1n|<a},aeR,

Br={xeR": |x—xo| <b},beR.

Se |f| < M em Q, entdo existe uma tinica solu¢do para o problema de Cauchy

(1-1)
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definida em Iy, com o= min{a, 1.

Prova. Dado (fg,xp) € Q, como Q é um aberto em R x E, existem nimeros reais positivos
tais que I, x B, € Q, com
L={teR:|t—1| <a},

Br ={xeR:|x—xo| <b}.

Como f(t,x) é continua em Q, entdo f(z,x) é continua no compacto I, x B, € Q. Assim,

f(t,x) é limitada em tal intervalo, isto é, existe M > 0 tal que
‘f(l‘,X)’ <M,V (tvx) SRS Bb'

Defina Io := {t € R: |t — 19| < o}, com & = min{a, &}. Vamos mostrar que a equagio

integral possui solucdo Unica @ : I, — E, isto é, procuramos uma fung¢ao satisfazendo

(1) ¢: 1y — E continua em /;
(i) {t,0(t)} € Q, V1 € ly;
t
(iii) o(r) :xo~|—/ f(s,0(s)) ds YVt € Iy.
To

Para isso, tome C(Iy,E) o conjunto das fung¢des continuas cujo dominio é o conjunto Iy, e

o contradominio € [E. Em tal conjunto, considere a métrica

d:C(Io,E) x C(Io,E) — R
(W1,¥2) = d(y1,¥2) = supe, [W1(t) — ()]
Note que (C(Iy,E),d) é um espaco métrico completo. Seja C(Iy,Bp) C C(Iy,E) 0 con-
junto das fungdes continuas de I, em P,. Provemos que, com a métrica d, X=(C(Iy,B»),d)
¢ um espaco métrico completo. De fato, se (Y, (¢)),en € uma sequéncia de Cauchy em

C(Ia, Bp), entdo existe y € C(Iy, Bp) tal que li_r>n v, (1) =y(t),jdque C(Iy,E) é completo.
n—oo
Note que, para cadan € N, vy, : I, — B, satisfaz

[Wa(t) —x0| < bVt E Iy,

Assim,
y(0) 0] = [ lim i 1) 0], Vi € I
= lim |y, (t) —xo|, V't € Iy
n—soo
<limb,Vte Iy

n—oo

=b,Vte Iy.
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Portanto, ¥ € X. Logo, X € um espaco métrico completo. Defina, agora

F:X —X
v = Fy): Iy— B
(= FO(0) =0+ [ f(s.9(s)) ds.
Temos que:

a) F estd bem definida, isto é, F(X) C X. De fato, se y € X, entdo

P00l =| [ ' Flswls)) ds

<

1w ds

t
<|[| Mds|=M|t—1to| <Ma, V't € Iy.

Como o = min{a, A%}, segue que

Se <b:>Moc M <Mb b
. a —_— —_= a — =D,
M - M

Mb

b
ea>M: i

Portanto,
|F(y)(t) —xo| < Mo <b,VtEly.

Logo, F(y)(t) € Bp,V t € Iy. Além disso, F(y) € lipschitziana em Iy, pois, dados
1,1 € Iy, vale que

F) ) - Fw) )] = | [ 7w ds— [ 1w ds

0 To

<

= [ st as

170565 s

(5]
M ds

I

IA

:M|t2—l‘1|.

Assim,
[F(y)(2) = F(w)(t1)| <Mty —11[,V 11,12 € Iy,

o que implica que F(y) € lipschitziana em Iy, e, por conseguinte, F () é continua
em Iy. logo, F(X) C X.
b) F é continua em X. Como f(z,x) é Lipschitziana em Iy, X B, com respeito a varidvel

X, existe uma constante real k > 0 tal que

‘f(tax) _f(t7y)‘ < k|x_y’7v (tvx)7<t7y) € Iy ¥ Bb'
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€
Dado e > 0em R, tome 8 = o Assim, se

V1L, Y2 € X e d(y1,y2) = sup|y (1) — ()] <d.

tely,

Entao,

PN )= Flunlo))] = | [ 1601060 ds= [ 7(s.ya(o) ds

_ /’(ﬂs,ws»—f(s,w(s))) ds

To

(f(s,wi(s)) = f(s,w2(s)))| ds

t
|
To
t
< | [ k() = va(o)] ds
0

t

Portanto, |F(y(t)) — F(y2(t))| < &,V t € Iy e, consequentemente

d(F(y1),F(y2)) = sup[F (y1)(1) = F(y2) (1)}
t€ly
Logo, F é uniformemente continua em X.
Existe m € N tal que F" : X — X € uma contracdo em X. Considere y1,ys € X.
Afirmacao:

k|t —to|"d (1, ¥2)
n!

[F*(w1)(2) = F"(w2) (1)] < V1 E Ly

Provemos por indugio em . Note que, se n =0, FO = [ entfo,

KOt —10]0d (1,
y1(t) —w2(r)] < | O|1(W1 W):d(wl,w),

o que € verdadeiro da defini¢do de distancia em X, para toda Wi,y € X e V1 € .

Suponha entdo que a afirmacdo seja vdlida para n = j, isto €,

k|t —to/d (w1, )
Jj!

[FI(p1)(r) = F () ()] < V1€ Iy

Entdo, segue que
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[FPE (yn) (1) = F7 (w2) (0] = [F(FY (w1) (1) = F (FY (y2) (1))

= |xo+ ttf(sij(Wl)(S)) ds —xo+ ttf(s,Fj(Wz)(s)) ds

= ,:f<s,Ff<w1><s>> ~ [, FI(y)(s)) ds

IN

A P FI ) () — £(s.FI (wa)(s))] ds

<| [ HET e =il ds

t LJ|e— tnlJ
< /kk s t0|.d(\|’17‘~l’2) ds‘

fo J!

kj+1d t .
_ (‘\Vla\VZ) /(S—t())] ds
J! fo

_ (g, )| 1|
(j+ 1)

WVt € Iy,

Por inducdo, segue que a afirmacdo € valida para todo n > 0. Assim, da afirmacao,

temos que

K|t — to|"d (w1, W) < Kot d (1,2 )

[F(w) (1) = F* (w2) ()] < - - V1€ ly.
Portanto, para todo n > 0, vale que
K'otd(yy,
A(F (1) F(y2)) = sup [F (1) (1)~ () (1)] < S CWIY2) e,

tely n!

Note que a série

¢ convergente. Portanto,

Assim, dado € = 1, existe m € N suficientemente grande tal que

m ~,m
0<L:ka

< 1.

m!

Logo, d(F™(y1), F™(y2)) < Ld(y1,¥2),Y y1,y2 € X.

Dai, F™ : X — X é uma contragdo em X. Dos itens provados anteriormente e do corolario
do Teorema do Ponto Fixo para Contracdes, segue que a fungdo F' : X — X possui um

unico ponto fixo em X, ou seja, existe uma tnica funcdo @ € X tal que

(i) ¢@: Iy — Bp continua em I;
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(i) {t,0(t)} € Io X Pp,V 1 € Iy, pois @(t) € Bp,V 1 € Iy;
(i) F(9) = @, isto &, ¢() = F(9)(t) = x0+ / F(5,9(s)) ds V1 € I,

Além disso, ¢ € X € atrator para a funcdo F, ou seja,

lim F"(y) = @,V y € X e (F"(¥)),en

n—soo

converge uniformemente para @ em I. a

Outro importante teorema para a teoria qualitativa das equagdes diferenciais é
o Teorema de Peano, que foi proposto pelo matematico italiano Giuseppe Peano (1858-
1932), cujo nome € conhecido pelos “axiomas de Peano”. Tal teorema desempenhou um
papel importante na teoria qualitativa das EDO’s.

Enquanto o Teorema de Picard fornece condi¢des para a existéncia e unicidade
da solucdo de uma equacao diferencial, o Teorema de Peano garante que, mesmo quando
a fungdo f € apenas continua, existe pelo menos uma solugdo do problema de valor inicial
no intervalo considerado. Ou seja, o teorema assegura a existéncia de uma solugdo, sem

exigir condi¢des tdo fortes quanto as do Teorema de Picard.

Teorema 1.6 (Teorema de Peano) Seja f continua em Q = I, X B, como no Teorema
1.5. Se |f| < M em Q, entdo, a equagdo (1-1) tem pelo menos uma solugdo em Iy, com

o = min{a, 2}.
Prova. Veja em [16]. O

Com isso, podemos apresentar o “Teorema de Unicidade e Existéncia das So-
lucdes das EDO’s lineares” como um coroldrio do teorema previamente apresentado e
demonstrado, o qual desempenha um papel crucial no estudo das equagdes diferenciais,
uma vez que as equacgdes lineares sdo importantes ferramentas para a anélise de equagdes

ndo lineares.

Corolario 1.7 (Teorema de Existéncia e Unicidade das EDO’s Lineares) Sejam A(t) e
b(t) respectivamente matrizes n X n e n x 1 de fun¢des continuas num intervalo I. Para
todo (t9,x0) € I x R" existe uma tinica solugdo de x' = A(t)x+ b(t),x(ty) = xo, definida

em 1.

Prova. Considere I =, I,, onde I,, C 1,1 sdo intervalos compactos que contém fy. Note
que f(t,x) = A(t)x+ b(t) é Lipschitziana em cada intervalo I,. Seja ¢, a tGnica solugio
neste intervalo passando por (fp,xp). E claro que a restricio de @, ao intervalo I, é
@p; caso contrdrio, a solu¢do ndo seria Gnica em cada intervalo. Logo, ¢(¢) = @,(¢), para

t € I, estd bem definida em [ e € a tinica passando por (fp,xp). a



1.1 Resultados Classicos 23

Uma equacdo diferencial do tipo mencionado no Corolédrio 1.7 é chamada de
equacdo diferencial linear. Tais equagdes sdo importantes na teoria das equagdes diferen-
ciais, tendo em vista que € possivel conhecer e estudar explicitamente suas solu¢des. Vale

ressaltar que essa equacao pode ser expressa como um sistema de n equagdes na forma:

X/1 = an(t)xl +...+a1n(t)xn+b1(t),

X = an1 (£)x1 + - .. 4 apn () X0 + by(2).

Além disso, uma familia de solu¢des {@1,¢2,...,¢,}, reais ou complexas,
de classe C!, é solucio do sistema num intervalo / se, e somente se, a aplicacdo
¢ = (91,92,...,0,) é solugdo da equagdo xX' = A(t)x + b(t), com a condigéo inicial
x(t9) = xo, no intervalo 1. Quando b;(t) = 0, o sistema chama-se linear homogéneo ou,
equivalentemente, a equacdo vetorial chama-se equacao linear homogénea. Da proposi¢do
a seguir, € possivel concluir que o conjunto das solucdes de uma equagdo homogénea é
um subespago vetorial de C, onde C = C(I,[E) é o espago das fungdes continuas, munido
das operacoes de soma de fungdes e produto de uma constante (real ou complexa) por

uma funcao.
Proposicao 1.8 Sejam ¢ e ¥ solucdes da equacdo homogénea x' = A(t)x.

1. Se a,b sdo constantes arbitrdrias, reais ou complexas, entdo Y= a®+ b@ é solucdo
de X' = A(t)x;
2. Se @(s) =0, para algum s € I, entdo y(t) =0,V € I.

Prova. Para demontrar o primeiro item, note que

dy _ ade(t) | bdy(r)
dr  dt dt

aA(1)@(r) +bA(t)y(7)
A(t)(ag(r) +bwy(t))
A(2)y(r).

Ja no segundo item, como a fung@o nula é solugdo de x' = A(7)x e a solugdo € tinica em

cada intervalo, segue imediatamente que @(z) =0,V7 € I. O

Sabemos que o conjunto das solu¢des de uma equagdo diferencial linear homo-
génea forma um espaco vetorial, o que nos permite falar em base para esse espaco. Nesse
contexto, apresenta-se a seguir a definicdo de matriz fundamental de uma equacao linear
homogénea. Essa matriz é de extrema importancia para o estudo das solucdes, pois qual-

quer solu¢do da equagao pode ser expressa como uma combinagao linear de suas colunas.
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Definicao 1.9 Uma matriz ¢(t) de ordem n x n cujas colunas formam uma base para o

espago de solugdes de X' = A(t)x chama-se matriz fundamental de x' = A(t)x.

Com base nessa definicao, podemos agora analisar a relacao entre as solucoes de
uma equacao diferencial linear homogénea e as solu¢des da equagdo linear ndo homoge-
nea. O resultado a seguir demonstra que, para encontrar a solucao de qualquer equagdo
diferencial linear, é suficiente conhecer a matriz fundamental da equagdo homogénea as-

sociada ao problema em questao, ou seja, basta estudar a parte homogénea.

Teorema 1.10 Se O(z) € matriz fundamental de x' = A(t)x, entdo a solugdo ©(t,t9,xo) de
x' = A(t)x+ b(t) tal que ¢(to,19,x0) = xo € dada por

o(t,t0,%0) = ¢(t) {¢‘1(to)xo+ /to t¢_1(s)b(s)ds} :

Em particular, ¢(t,t9,x0) = 0(t)0~ ! (t9)x0, no caso homogéneo.

Prova. Note que ¢ € diferencidvel pois € produto e soma de fun¢des diferencidveis. Assim,

pela regra do produto, temos

00 =00 [0 bt [0 6)p(5)s| + 0t (10t
—4000) [0 (o + [ o7 5p(s)as] + 600
= A9+ b().
Ainda, @(10, 10,x0) = xo. Portanto, 9(1, 1o, x0) & solugio do problema de Cauchy dado. O

A férmula de Liouville, que recebe o nome em homenagem ao matematico
francés Joseph Liouville (1809-1882), fornece uma expressdo explicita para o cdlculo
do determinante de uma matriz fundamental. A demonstragdo pode ser encontrada em
[16]. A férmula, apresentada abaixo, tem diversas aplicagdes na teoria das equagdes

diferenciais ordinarias.

Proposicao 1.11 (Férmula de Liouville) Seja §(t) uma matriz cujas colunas sdo solugoes

de X' = A(t)x. Entdo, paratodot €1 e ty € 1 fixo, temos que:
t
detd(r) = det[d(1o)] exp ( / ir(A(s)) ds) ,
fo
onde tr(A(s)) é o traco da matriz A.

Considere agora a equagdo linear homogénea x' = Ax, onde A é uma matriz real
ou complexa de ordem n X n e seja ¢(¢) a matriz fundamental associada ao problema de

valor inicial com ¢(0) =1. No cason =1, A =a € R (ou C) e, claramente, ¢(r) = e*.
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Assim, é possivel verificar que a aplicagdo t — ¢(¢) tem propriedades andlogas a fungio

exponencial, como segue.

Proposicao 1.12 Seja ¢ uma matriz fundamental do sistema x' = A(t)x, entdo valem as

seguintes propriedades:

a) ¢'(t) =Ad(t) $(0) = 1I;
b) paratodot,s € RO(t+s) = d(1)d(s);

c) [0)] " =o(=1);
k gk

e A :
d) a série Z — " converge para O(t) em R, uniformemente em cada compacto.
k=0 "

Definicdo 1.13 A matriz e* definida por 0(1) chama-se exponencial da matriz A. Rees-

crevendo a proposi¢do anterior, temos que

tA
a) d(el‘[ :AetA, eOA:I,'
b) e(t-i—s)A tA sA .

=e'e,
¢) (ezA)fl — esz,.
> KAk
d) et = Z VR sendo a convergéncia da série em cada compacto.
k=0 °

Assim, considerando o PVI:
x = Ax,

x(tp) = xo.

Temos que a solugdo tnica € dada por ¢ : R — K com
t
(P(t) - (P(Z,IO,XO) - q)(t) ((I)_l (l()))C() + ] (I)_l (S)b(S)dS)
0
= 0(1)9™ " (0)x0

— el‘Ae—l‘()AxO

t—1p)A

= e( X0-

Isso demonstra que, para obter a solu¢do do problema proposto, € suficiente conhecer
a exponencial da matriz associada. Uma outra defini¢do importante para o estudo das

equagoes diferenciais € a definicdo de fluxo.

Definicdo 1.14 Uma aplicacio ¢ : R x E — E de classe C' ¢é dita um fluxo se:

a) ¢(0,x) =x;
b) @(t+s,x) = 0(t,0(s,x)), t, s € R.

Um fluxo se chama linear se para cadat € R, ¢;(x) = @(t,x) é uma aplicagdo linear em

E.
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E possivel demonstrar que, para cada fluxo linear, existe uma tnica matriz
A tal que a solugio do sistema pode ser expressa como @;(x) = e4x. Agora, dada
uma matriz A (seja ela complexa ou real), sabemos que seus autovalores e autovetores
desempenham um papel fundamental na compreensao das propriedades dessa matriz. No
contexto das equagOes diferenciais ordindrias (EDQO’s), esses autovalores e autovetores
sdo particularmente importantes, pois fornecem uma expressao explicita para as solucdes

das equagdes, como veremos a seguir.

Lema 1.15 Seja A matriz complexa (respectivamente, real). Se A é um autovalor com-
plexo (respectivamente, autovalor real) de A e v é um autovetor correspondente, entdo

o(t) = e

v € uma solucdo da equagdo complexa (respectivamente, real).

Prova. Como v é autovetor associado ao autovalor A, temos que Av = Av. Logo,
ANV At N
Q' (1) =reMv=A(e"v) = Ad(1).

O

Proposicao 1.16 Se a matriz complexa (respectivamente, real) A de ordem n X n tem
autovalores complexos (respectivamente, autovalores reais) M, Ny, ..., Ay e Vi,V2,...,Vy
sdo autovetores lineramente independentes, com Av; = A\yv;, entdo a matriz V(t), cuja
i-ésima coluna é @; = exitv,-, é uma matriz fundamental de x' = Ax. Em particular,
4 =v()v—H0).

Prova. Veja [16]. O

Esses resultados fornecem ferramentas adequadas para o estudo das solucdes de
equagoes diferenciais lineares. Como mencionado anteriormente, essas ferramentas tam-
bém podem ser aplicadas ao estudo de equagdes diferenciais ndo lineares, que na maioria
das vezes, apresentam dificuldades no que diz respeito ao cdlculo de solucdes explici-
tas. Nesse contexto, as definicdes de conjugacio e equivaléncia que serdo apresentadas
posteriormente oferecem maneiras de comparar diferentes sistemas, tornando-se particu-
larmente uteis na andlise de sistemas ndo lineares em relac@o aos lineares.

A partir de agora, serdo tratadas as equacgdes da forma x’ = F(x), onde F : A — R"
¢ um campo vetorial de classe C¥, e A é aberto em R”. As solugdes desta equacdo sdo
chamadas de trajetérias ou curvas integrais de F ou da equa¢do x' = F(x). Uma das

defini¢des mais importantes para o estudo de tais equagdes € a definicao de ponto singular.

Definicao 1.17 Um ponto xg de A é chamado ponto singular ou ponto de equilibrio do
campo vetorial F : A — R" (ou da equagdo diferencial xX' = F(x)) se F(xo) = 0. Em

contrapartida, xo é chamado regular se ndo é singular, isto é, F (xg) # 0.
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Observacao 1.18 O ponto xy € A é ponto singular do campo vetorial F : A — R" se, e
somente se, a fun¢do
¢o:R—A
1= 0(t) =xo

é solugdo em R de X' = F(x). Tal solucdo é chamada solucdo singular da equagéo.

Definicao 1.19 Uma solugdo
¢o:1—A
1= 0(1)
da equagao diferencial X' = F (x) é chamada solugdo maximal (ou mdxima) em I se, para

toda solugdo Y : J — Atal que I CJ e ¢ =V | entdo I = J e, consequentemente, ¢ = .

O intervalo I é chamado mdximo ou maximal.

O Teorema Global de Diferenciabilidade apresentado a seguir traz importantes
propriedades das curvas integrais de um dado campo F. Uma demonstragao independente
de tal resultado pode ser visto em [16]. Uma demonstracido mais direta e que € consequén-

cia da dependéncia continua pode ser encontrada em [14].

Teorema 1.20 (Teorema Global de Diferenciabilidade) Seja F um campo vetorial de
classe Ck, k> 1, num aberto A C R".

a) (Existéncia e unicidade de solucdoes mdximas) Para cada ponto x € A, existe
um intervalo aberto I, no qual estd definida uma tnica curva integral mdxima
Oy : I, = A, do campo passando por x. Ou seja, @, satisfaz, em I, a equagdo
B =F(),y0) =x;

b) (Propriedade de grupos) Se y = @x(s), s € I, entdo

L=L—s={t—s|tel}

e Qy(t) =Qx(t+s), Vt €I
¢) (Diferenciabilidade com respeito a condigdo inicial) O conjunto D = {(t,x);x €
At € I} é aberto em R"™! ¢ a aplicagcdo ¢ : D — R", definida por ¢(t,x) = @x(t)

é de classe C*. Além disso, satisfaz
D1D2(p(t,x) = DF((p(t,x))Dz(p(t,x), V(Z,X> eD.

Definicao 1.21 A funcdo ¢ : D — A tal que (t,x) — @(t,x) = Q.(t) é chamada de fluxo

gerado pelo campo vetorial F : A — R" ou, simplesmente, fluxo gerado.

E importante notar que todo fluxo gerado ¢ um fluxo, mas nem todo fluxo é um

fluxo gerado. Assim, as propriedades de fluxo também sdo vélidas para fluxos gerados.
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Além disso, como consequéncia do teorema acima, existe a matriz DF (x). Tal matriz é a
chamada jacobiana (bastante conhecida dos livros de célculo) ou parte linear do campo F
em x € A. Outro conceito de grande importancia no estudo das equacdes diferenciais é o
conceito de retrato de fase. Para enuncié-lo, precisamos inicialmente introduzir o conceito

de 6rbita de F' por um ponto p.

Definicdo 1.22 O conjunto vy, = {¢(t,p) |t € 1,}, isto é, a imagem da curva integral de
F passando pelo ponto p, chama-se orbita de F pelo ponto p.

Observe que, se g € ¥, entdo existe s € I, tal que g = (s, p). Logo, pelo item
b) do Teorema Global de Diferenciabilidade, ¢(z,q) = @(¢,9(s,p)) = ¢(t +s,p), Vt €
I, = I, — s. Portanto, v, = {¢(t,q) | t € I,} = 7Y,. Reciprocamente, se y, = 7,, entdo
g =¢(0,q9) € v, = Yp, ou seja, g € y,. Tal fato define uma relagdo de equivaléncia
entre 6rbitas de um campo vetorial F. Logo, duas 6rbitas ou coincidem ou sio disjuntas.
Portanto, o aberto A C R” pode ser decomposto pelas 6rbitas de F, isto €, € uma unido
disjunta de curvas orientadas e diferencidveis. O conjunto A munido de tal decomposi¢ao
¢ chamado de retrato de fase.

Com tais conceitos e resultados, podemos introduzir nocdes de equivaléncias
entre dois campos vetoriais, que, como mencionado anteriormente, serdo de grande
importancia nos estudos relacionados aos sistemas ndo lineares. Abaixo, seguem as
definicdes de equivaléncia topoldgica, C"-equivaléncia, conjugacdo topoldgica e C'-

conjugacdo, com base em [16].

Definicao 1.23 Sejam Fy : Aj — R" e F; : Ay — R" campos vetoriais de classe Ckk>1
e seus respectivos sistemas X' = F|(x) e X' = F>(x). Dizemos que F\ é topologicamente
equivalente a F>» quando existe homeomorfismo h : Ay — Ay que leva orbita de Fy em
orbita de F,, preservando orienta¢do. Mais precisamente, se y}, € orbita orientada de F
passando por p, entdo h(yll,) = Yi(p), onde lez(p) é a orbita orientada de F, passando por
h(p) € Ay. A fungdo h é chamada equivaléncia topoldgica.

Definicao 1.24 Sejam Fy : Ay — R" e F> : Ay — R campos vetoriais de classe Ck k>1
e seus respectivos sistemas x' = Fi(x) e X' = F»(x). Dizemos que Fy é C"-equivalente a
F, quando existe um difeomorfismo h : Ay — Ay que leva orbita de F| em orbita de F>,

preservando orientacdo. A funcdo h é dita uma C"-equivaléncia entre Fy e F>.

Definicao 1.25 Sejam Fy : Ay — R" e F> : Ay — R campos vetoriais de classe CK k> 1
e seus respectivos sistemas x' = Fy (x) e X' = F(x). Considere ainda os fluxos gerados por

F| e b, respectivamente,
¢, :D; > R" @2 :Dy; > R"

(1,x) — @1 (t,x) (t,x) — @a(t,x)
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Dizemos que o campo vetorial Fy é topologicamente conjugado a F, quando existe

homeomorfismo h : A — A; tal que

h((pl(tax)) = (P2<t7h(x>>7

para todo (t,x) € Dy = {(t,x) : t € I, e x € D1}. Neste caso, I! = I,f(x) e a fungdo h é
chamada de conjugacdo topologica entre Fy e F>. Se h for um difeomorfismo de classe
C", r > 1, dizemos que h é uma C"-conjugacdo entre F| e F, e os campos sdo C'-

conjugados.

Nesse sentido, hd algumas consideracdes importantes. A primeira € que se a
funcdo h é uma conjugacdo entre os campos Fj e F>, entdo h leva pontos singulares em
pontos singulares, isto é, se i é conjugacdo e p é ponto singular de Fj, entdo h(p) é
ponto singular de F>. Uma segunda observacdo € que uma conjugacao também leva Orbitas
periddicas em Orbitas periddicas, preservando o periddo, ou seja, se h € conjugacio e y}p é
orbita periddica de F; de periédo T, entdo yzh(p) ¢ oOrbita periddica de periodo T de F>.

Além do que foi mencionado no pardgrafo anterior, € importante destacar que
toda conjugacao € uma equivaléncia, mas nem toda equivaléncia € uma conjugacao, pois
uma equivaléncia ndo preserva, necessariamente, o tempo. Como as conjugacdes desem-
penham um papel fundamental no contetido dessa teoria, € essencial compreender formas
de caracterizar uma conjugacdo. A proposi¢ao a seguir apresenta uma caracterizacao de

uma C"-conjugacao.

Proposicao 1.26 Sejam F| : Ay — R", F; : Ay — R" campos vetoriais de classe Ck k>1
e h: Ay — Ay um difeomorfismo de classe C', r > 1. Entdo, h é uma conjugacdo entre F

e I, se, e somente se,
Dh(p)Fi(p) = Fx(h(p)),¥Y p € Ay.

Prova. Considere F; : Ay — R", F, : Ay — R campos vetoriais de classe Ck k> 1,
h: Ay — Ay um difeomorfismo de classe C", r > 1 e os respectivos fluxos gerados por Fi
ek

Q1 :D; —>R" @2 :Dy — R"

(t,x) — @1 (t,x) (t,x) — @a(t,x).

Suponha, inicialmente, que 4 : A; — Ay € uma C"-conjugacdo entre Fj e F>. Logo vale
que
h(@1(t,p)) = @2(1,h(p)), Y1 €1, (%)

onde IllJ ¢ o intervalo mdximo associado a solu¢do médxima unica do PVI cuja equagio

é X' = Fi(x) e a condi¢@o inicial é x(0) = p. Assim, 0 € Ill,. Portanto, derivando (x) e
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aplicando em ¢ = 0, temos que

Dh(p)Fi(p) = F2(h(p)),¥Y p € Ar.

Como p € um ponto arbitrario, segue o resultado. Em contrapartida, suponha agora que

Dh(p)Fi(p) = F2(h(p)),¥Y p € Ar.

Queremos mostrar que 4 € uma h é uma C"-conjugacao entre Fi e F;. Para isso, tome p um

ponto arbitrdrio mas fixado em A e consideremos os problemas de valor inicial abaixo:

cujas solucdes maximas unicas sdo dadas, respectivamente, por

(0J] Z];—)Al (pzil}%(p)—>A2
t—@1(t,p), 1 Qat,p).
Defina a funcao
& I;—>A2

t=y(t) =h(e(t,p)).

Temos que

a) y € diferencidvel em I; pois € a composta de duas fungdes diferencidveis nesse

intervalo.

b) V' (t) = Dh(i(z,p))¢i(1,p) = Dh(91(t,p))F1(@1(t,p)) = Fa(h(1(r,p))) =
B(y(), Vi el
c) ¥(0) = h(y1(0,p)) = h(p).

Portanto, y: [ ; — Ay é solugdoem / [1, do PVI

Logo, pela unicidade das solu¢des méaximas, temos que Ill, = Ig(p) e

W@1(p)) = (1) =t h(p)) V1 €L =1 .

Como p ¢ arbitrario, segue que

h(Q1(p)) = @a(t,h(p)), V1 €1, =1}, ¥V p €Ay,
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provando assim o resultado. U

Agora, podemos discutir a estrutura local de pontos regulares e singulares. Em
outras palavras, buscaremos ferramentas para analisar o comportamento das solugdes
de equagdes diferenciais nas vizinhangas de pontos regulares e singulares. O primeiro
resultado importante a ser apresentado € o Teorema do Fluxo Tubular (TFT). Este teorema
garante que, na vizinhanga de um ponto regular, as solu¢des exibem um comportamento

similar ao de um campo constante, de acordo com [16].

Definiciio 1.27 Seja A um aberto em R", F : A — R" um campo vetorial de classe C¥,

k > 1, e A um conjunto aberto em R"'. Uma funcdo

fi A=A
a— fl(a),

de classe C", r > 1, em A é chamada secdo transversal local de F se, para todo a € A,
Df(a) e F(f(a)) geram o espagco R". Seja £ = f(A) munido da topologia induzida de A.

Se f: A — X é um homeomorfismo, entdo X é dita secdo transversal de F.

A definicao de secdo transversal ¢ fundamental, pois, além de ser crucial para
o Teorema do Fluxo Tubular, também desempenha um papel essencial na aplicacdo de
Poincaré, que serd abordada mais adiante nesta se¢do. Além disso, decorre da defini¢do
anterior que uma se¢do transversal de um campo vetorial de F' € constituida apenas de

pontos regulares de F'.

Teorema 1.28 (Teorema do Fluxo Tubular) Sejam A aberto em R", F : A — R" um campo
vetorial de classe C*, k > 1, e p € A um ponto regular de F. Considere A um aberto de
R* 1 e f:A — ¥ uma secdo transversal local de F, de classe C¥, k > 1 em A, tal que
f~1(p) =0 € A. Entdo, existe uma vizinhanca V.C A de p e um difeomorfismo

h:V — (—¢,€) X B,

de classe C* em 'V, em que € > 0 e B uma bola aberta em R"~ cujo centro é 0= f~!(p) €

A, tais que

a) h(ZNV) = {0} x B;
b) h:V — (—¢,€) x B é uma C*-conjugacdo entre os campos vetoriais F |y:V — R"
eY =(—¢€,€) x B—R" em que x — Y (x) = (1,0,0,0,...).

Corolario 1.29 Seja ¥ uma secdo transversal de F. Para todo ponto p € ¥, existem
e = e(p) > 0, uma vizinhanca V de p em R" e uma funcdo ©:V — R" de classe C*
tais que T(VNE)=0e
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a) Para todo q € V, a curva integral ¢(t,q) de F |y é definida e biunivoca em
Jg=(—e+1(q),e+1(q))

b) &(q) = ¢(t(q),q) C X € o iinico ponto no qual §(t,q) |, intercepta a segdo X. Em
particular, g € XNV se, e somente se, T(q) = 0;

c) E: V= X éde classe CK e DE(q) é sobrejetiva para todo q € V. Mais ainda,
DE(q)v = 0 se, e somente se, v é colinear com X(q), isto é, v =0aX(q) para algum

acR.

E importante destacar que os resultados apresentados possuem um carater local.
Ou seja, nem todo campo vetorial livre de singularidades no plano admite um homeomor-
fismo que trivialize suas orbitas. O Teorema do Fluxo Tubular (TFT) garante que, se p é
um ponto regular do campo vetorial F : A — R”, entdo o campo F € localmente conjugado
ao campo constante ¥ = (1,0,0,...). Assim, o comportamento qualitativo das érbitas de
F em uma vizinhanca de um ponto regular € bem compreendido. A seguir, serd apresen-
tado o Teorema de Hartman-Grobman, o qual descreve explicitamente o comportamento
qualitativo das solu¢des em uma vizinhanca de um ponto singular hiperbdlico, conforme
[16].

Definicdo 1.30 Seja A um aberto em R" e F : A — R™ um campo vetorial de classe C¥,
com k > 1. Um ponto singular de F ¢ dito hiperbdlico se todos os autovalores de DF (p)
possuem parte real ndo nula. O indice de estabilidade do ponto singular é definido como
o niimero de autovalores da matriz DF (p) que tém parte real negativa, contando com as

multiplicidades.

Teorema 1.31 (Teorema de Hartman-Grobman) Sejam F : A — R" um campo vetorial de
classe C*, k> 1 e p € A um ponto singular hiperbélico de F. Entdo, existem vizinhangas
W CAdepeV CR"de0eR" tais que F,, é topologicamente conjugado a DF (p)

v

Um ponto de grande interesse no estudo das EDO’s € o estudo das 6rbitas perié-
dicas e suas vizinhangas. Nesse sentido, de acordo com [16], a transformagado de Poincaré
(ou transformacdo de primeiro retorno) € utilizada para descrever o comportamento de
um campo na vizinhanga de uma dada 6rbita periddica.

Seja entdo y= {o@(t,p) : 0 <t < 1o} uma 6rbita periddica de periodo Tp de um
campo F de classe C¥, k > 1, definido em A C R”". Seja X uma secio transversal a F em
p. Como o fluxo @ de F € continuo, para todo ponto g € ¥ préximo de p, a trajetéria
¢(t,q) permanece préxima a y, com ¢ em um intervalo compacto contendo [0, To]. Assim,
a transformacdo de Poincaré m associada a ¥ € o primeiro ponto 7t(g) retorna a segio

transversal X.
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Proposicao 1.32 A transformacdo de Poincaré

T: X0 — X0
q+— 7(q),

em que Yo C X é o dominio da transformacdo de Poincaré T associada a Y é um

difeomorfismo de classe C* em .

Observe que p é ponto fixo da transformacdo de Poincaré pois p € Xge n(p) = p
(Ja que a vy, € periddica). Ainda, como p € ponto regular de F', pelo corolério do TFT,

existem uma vizinhanca V C A de p, € > 0 e uma fun¢do

T: V—(—¢¢)
x— T(x)

de classe C*, k > 1, tal que T(XNV) = {0}. Além disso, existe uma fungio de classe C*

emV
E: V=X

x> §(x) = (9(t(x),x)),
sendo @ : Dv — V o fluxo gerado por F |y. Pela continuidade de tal fluxo, se ¢ € XNV,
entdo @(Tp,q) €V, isto &, existe Xy C XNV tal que ¢(To,q) €V, Vg € £y. Assim, podemos
utilizar a func@o & para que a solugdo seja continuada até X. Portanto, a transformagao

de Poincaré
T: X9 — X

q— m(q)
€ dada por
(q) = &(9(T0,9)) = @(T(9(0,9)), 9(T0,9))
o(To +t(¢(70,9)).4)
=(t(9).9), Vg €Xo

sendo T(g) o primeiro tempo de retorno da solugio, com condig¢do inicial g € £y em 1 = 0,
4 secdo transversal X.

Uma das aplicabilidades da transformacdo de Poincaré é descrever o compor-
tamento assintético das Orbitas do campo vetorial F' em uma vizinhanga V C A de uma

orbita periddica ¥, como segue.

Definicdo 1.33 Seja F : A — R" um campo vetorial de classe C*, k > 1 ey={¢(t,p)|t €
R} uma 6rbita periédica de F. A orbita Y é dita um atrator periédico (ou orbitalmente

estdavel) quando
limd(¢(z,9),Y) =0, Vg€V,

t—o0
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comV vizinhanga de y em A, onde d(9(t,q)) = inf{|Q(t,q) —r| : r € V}.

Agora, abordaremos com mais detalhes as defini¢des e os resultados relacio-
nados as drbitas periddicas dos campos vetoriais no plano, explorando as propriedades
dindmicas e o comportamento dessas Orbitas em diferentes contextos. Este topico € fun-
damental para a compreensdo da estrutura qualitativa dos sistemas dinamicos, pois as
orbitas periddicas desempenham um papel crucial na descricdo do comportamento dos

campos.

Definicdo 1.34 Seja F : A C R? — R? de classe C*, k> 1 e ¢ : D — A o fluxo gerado por
F. Uma orbita periédicay={@(t,p) |t € R} de F é um ciclo limite de F se existir uma
vizinhanca V C A de Y tal que 7y é a uinica orbita peridodica de F em V.

O teorema a seguir nos d4 uma caracterizacdo para 6Orbitas periddicas isoladas.

Teorema 1.35 Seja F : A C R? — R? campo vetorial de classe CK, k>1e@:D — Ao
fluxo gerado por F. Uma 6rbita periédicay= {@(t,p) |t € R} de F é um ciclo limite se,

e somente se, p € X. € o uinico ponto fixo isolado da transformacdo de Poincaré .

Proposicio 1.36 Seja F : A — R™ um campo vetorial de classe C*, k > 1. Se y é um ciclo

limite de F, entdo existe apenas 3 possibilidades.
a) Ciclo limite estdvel, quando lh_)m d(e(t,q),y)=0,VqeV;
b) Ciclo limite instdvel, quando tlim d(o(t,q),y) =0,YVqeV;
——o0
c) Ciclo limite semiestdvel, quando
. }Lm d(e(t,q),y) =0, ¥V g € VNEXt(y),
* lim d(9(z,9),y) =0, Vg€ VNlnt(y).

ou o contrdrio.

O préximo teorema estalebece uma expressao explicita para a primeira derivada
da aplicagdo de Poincaré. Tal teorema também estabelece uma condicdo suficiente para

que um ciclo limite seja estdvel ou instdvel e pode ser visto em [16].
Teorema 1.37 Sejam A um conjunto aberto em R? e

F: A—R?
x = F(x) = (Fi(x), F2(x))

um campo vetorial de classe C*, k > 1 em A. Seja yuma orbita periédica de F com periodo
T >0em: Xy — X atransformagdo de Poincaré associada a Y numa se¢do transversal ¥

em p €Y. Entdo,

7 (x) = exp ( /0 ' div(F(y(t))dt) ,

onde div(F (x)) = % + an—y(x) Em particular,
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T
* Se / div(F(y(t))) dt <O, entdo vy é estdvel;
0
T
* Se / div(F(y(t))) dt > 0, entdo 7y é instdvel.
0

O Teorema de Poincaré-Bendixson é um resultado fundamental na teoria dos
sistemas dinamicos, especialmente no estudo de sistemas dinamicos planares, [16]. Este
teorema fornece condi¢des para a classificacdo qualitativa das 6rbitas de sistemas dina-
micos autbnomos em planos, em particular, tratando do comportamento assintético das
solucdes. O teorema € especialmente relevante quando se estuda o comportamento das
trajetorias em torno de pontos de equilibrio e a formacao de drbitas periddicas. Para apre-

sentar o Teorema, precisamos primeiro definir o que sao conjuntos limites.

Definicao 1.38 Seja A um aberto em R" e F : A C R" — R" um campo vetorial de classe

C* k > 1. Considere
¢Qp: I — A

L= @p(t) = 9(t, p)

a trajetoria de F, passando pelo ponto p € A, definida no intervalo I, = (0_(p), o+ (p))

a) Se @ (p) = oo, definimos o conjunto ® — limite de p como
o(p) ={gq € A3 (ty)nen comt, — o0 e @O(ty,) — g, n — oo};
b) Se ®_(p) = oo, definimos o conjunto o.— limite de p como
o(p) ={q € A3 (ty)nen comty, — —o0 e Q(t,) — q, 1 —> oo}.

Podemos estender tal defini¢do para uma 6rbita. Dessa forma, define-se o con-
junto ® — [imite de uma 6rbita y, denotado por ®(7y), como sendo o conjunto o conjunto
o(p) para qualquer p em y. De modo andlogo, define-se o conjunto o — [imite de v, de-

notado por o), como o conjunto o.(p) de p para qualquer p € Y.

Teorema 1.39 Seja F : A C R" — R" um campo vetorial de classe C*, k> 1 ey (p) =
{o(t,p) |t > 0} a semidrbita positiva de F por p (respectivamente, Y~ (p)). Se Y* (p) estd

contida em um compacto K C A (respectivamente, ¥~ (p)), entdo:

a) o(p) # @ (respectivamente,o(p) # &);

b) ®(p) é compacto (respectivamente,o(p);

c) o(p) é invariante por F (respectivamente,a(p));
d) o(p) é conexo (respectivamente,0.(p)).

Uma nocdo importante para compreensao e aplicacdo do Teorema € a nogdo de

conjunto positivamente e negativamente invariante, indicada na definicdo abaixo.
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Definiciio 1.40 Seja F : A C R" — R” um campo vetorial de classe C*, k > 1 e considere
¢ : D — Ao fluxo gerado por F. Um conjunto P C A é dito positivamente invariante se,
para qualquer q € P, 9(t,q) € P, V't > 0. Se isso vale para todo t <0, tal conjunto é dito

negativamente invariante.

Jules Henri Poincaré foi um matematico, fisico e filésofo francés amplamente co-
nhecido por seus estudos sobre a teoria da relatividade, mécanica celeste, termodinamica,
cosmologia, dentre outros. A tese de doutorado de Poincaré foi realizada em equagdes
diferenciais (ndo em métodos de solugdo, mas nos teorema de existéncia), o que levou
a uma de suas contribui¢des mais importantes para a matemdtica: as propriedades das
fungdes automorficas. Poincaré também introduziu a nocao de trajetorias fechadas e atra-
tores. Utilizando essas ideias, o matematico sueco Ivan Bendixson formulou o teorema

conhecido como Teorema de Poincaré-Bendixson, enunciado abaixo.

Teorema 1.41 (Teorema de Poincaré-Bendixson) Considere p € A tal que 'Y; esteja
contida num compacto K C A. Suponha que o campo F possui um niimero finito de

singularidades em ®(p). Entdo, valem as seguintes afirmacées:

a) Se (p) contém apenas pontos regulares, entdo ®(p) é uma orbita periddica;
b) Se o(p) contém pontos singulares e regulares, entdo ®(p) é um grdfico, isto é, um
conjunto de orbitas regulares tendo as singularidades como o.— limite e ® — limite;

c) Se ®(p) ndo contém pontos regulares, entdo ®(p) é um ponto singular.

Como ja comentado, o teorema pode ser utilizado como ferramenta para garantir
a existéncia de Orbitas periddicas no plano, através da obten¢do de uma regido no espago
de fase que ndo possua pontos singulares e seja invariante. Além disso, o teorema possui
dois coroldrios que tratam da existéncia de orbitas periddicas e pontos singulares, quando

A € simplesmente conexo, [16].

Corolario 1.42 Seja A um aberto simplesmente conexo de R* e F : A — R? um campo
vetorial de classe C*,k > 1, exibindo uma 6rbita periddica Y C A. Entdo, Int(y) contém

uma orbita periédica ou um ponto singular.

Prova. Suponha, por absurdo, que Int(y) ndo tenha 6rbita periddica nem ponto singular.
Entdo, pelo TPB, () = a(y) = 7, para todo x € Int(y). Logo, a sequéncia de Poincaré é

crescente e decrescente a0 mesmo tempo, o que ¢ um absurdo. a

Corolario 1.43 Seja A um aberto simplesmente conexo de R* e F : A — R? um campo
Ck, k > 1 exibindo uma drbita periédica y C A. Entdo, Int(y) possui um ponto singular de
F.



CAPITULO 2

Bifurcacoes em Sistemas Dinamicos

Considere o espago de dimensao infinita formado por todos os sistemas dinami-
cos. Dentro desse espago, tome o subconjunto dos sistemas dindmicos que mantém seu
comportamento qualitativo mesmo sob pequenas perturbagcdes. Na Teoria das Bifurca-
¢oes, o foco estd no complementar desse subconjunto, ou seja, no conjunto dos sistemas
que apresentam mudancas no comportamento diante dessas perturbac¢des. Dessa forma,
para compreender o conceito de bifurcacdo e classificar os sistemas, ¢ fundamental enten-

der a estrutura desse conjunto.

2.1 Bifurcacoes

Inicialmente, é fundamental introduzir a nocdo de sistema estruturalmente esta-
vel, conceito desenvolvido por Aleksandr Aleksandrovich Andronov (1901-1952) e Lev
Semyonovich Pontryagin (1908-1988). A ideia central por trds desse conceito € que o
comportamento qualitativo das solucdes de um sistema permaneca inalterado diante de
pequenas perturbagdes. Neste trabalho, dizer que uma fungao é “suave” significa que a
fungdo é de classe CX, com k > 1 suficientemente grande para nossos propositos.

Seja xp um ponto de equilibrio hiperbélico do sistema dindmico
¥ = f(x), x e R, (2-1)
onde f € suave. Considere a perturbacdo a um paradmetro
¥ = f(x)+eg(x), x e R", (2-2)

onde g também € suave e € é pequeno.
Observe que, quando € =0, o sistema (2-2) retorna a (2-1). Além disso, o sistema

(2-2) tem um equilibrio x(€), para todo |€| suficientemente pequeno tal que x(0) = xg pois,
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a equacdo que define os equilibrios de (2-2) pode ser escrita como
F(x,e) = f(x) +eg(x) =0,
em que F(xp,0) = 0. Temos ainda que
Fy(x,€) = Df (x) +&Dg(x) = Fx(x0,0) = Df (xo) = Ao,

onde A € a jacobiana de f no equilibrio xo. Como xg € hiperbdlico, segue que det(Ag) # 0
e, ainda, F(xp,0) = 0. Nessas condigdes, o Teorema da funcdo implicita ([3]) garante
que existem vizinhancas U e V da origem e uma funcao suave x : U — V de modo que

x(0) = xp e F(x(g),€)) = 0, para |€| pequeno. A jacobiana de x(€) em (2-2) é dada por

_(df(x) | dg(x)
A£_< ar S dx )x—x(e)

e depende suavemente de € e coincide com Ay quando € = 0. Como os autovalores de uma
matriz que depende suavemente de um parametro mudam continuamente com a variagao
desse pardmetro, segue que, como xo € hiperbdlico, x(€) também é ponto de equilibrio
hiperbdlico de (2-2), para |¢| suficientemente pequeno. Além disso, o nimero de autova-
lores estdveis e instdveis, respectivamente, se mantem para |€| suficientemente pequeno.
Assim, segue que os retratos de fase quando € = 0 e |g| sdo topologicamente equivalen-
tes. Todos esses fatos indicam que um equilibrio hiperbdlico permanece hiperbdlico sob
perturbacdes suaves.

Um ponto relevante a ser destacado é que o parametro € oferece uma nogao de
distancia entre o sistema (2-1) e sua perturbacdo (2-2). Essa ideia leva a defini¢do de
distancia entre dois sistemas dindmicos, [5]. Nesse contexto, dois sistemas sdo considera-
dos préximos se seus campos vetoriais associados estiverem proximos, juntamente com
suas primeiras derivadas parciais. Quando isso ocorre, dizemos que os sistemas sio C'-
préximos. De forma andloga, dois sistemas serdo classificados como C*-préximos se os
campos vetoriais associados, juntamente com suas derivadas de ordem menor ou igual a
k, estiverem préximos. Vale ressaltar que a inclusdo das derivadas na noc¢ao de distancia é
natural, uma vez que € de interesse que sistemas préximos possuam equilibrios do mesmo
tipo topoldgico.

Dessa forma, considerando uma regido U C R" fechada, define-se a distancia

entre dois sistemas dindmicos como o nimero positivo dy, dado por
di(f.8) = Sug{llf(X) — 8[|+ [IDf(x) — Dg(x)]|}-
xe

Os sistemas sdo ditos e-préximos em U se d; < €. Aqui, || * || significa uma norma de vetor
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ou matriz em R". Com a defini¢do de distancia estabelecida, podemos definir estabilidade

estrutural.

Definicao 2.1 Seja E um subconjunto aberto do R". Um campo de vetores f, de classe
C!, é dito estruturalmente estdvel se existe um € > 0 tal que para todo campo g também
C', com ||d\(f,g)| <& f e g sdo topologicamente equivalentes em E. Neste caso,
dizemos que o sistema x' = f(x) é estruturalmente estdvel. Caso contrdrio, o sistema

é dito estruturalmente instdvel.

Se f estiver em uma variedade diferencidvel, compacta e n-dimensional M,
podemos substituir o conjunto E por M na defini¢do anterior. Andronov e Pontryagin
formularam um teorema que fornece as condicdes necessdrias e suficientes para que
um sistema no plano seja estruturalmente estdvel. Esse trabalho culminou no famoso
Teorema de Peixoto, demonstrado pelo matematico brasileiro Mauricio Peixoto (1921-
2019), que visa caracterizar completamente os campos vetoriais estruturalmente estaveis
em variedades compactas do plano (veja em [15]).

Considere um sistema dindmico que depende de um parametro e escrevendo-o
como

X = f(x,00), (2-3)

onde x € R" e a0 € R™ representam uma varidvel e um pardmetro, respectivamente.
Observe que, quando o parametro varia, o retrato de fase também varia. Com isso, segue-
se que existem apenas duas possibilidades: ou os sistemas permanecem topologicamente

equivalentes, ou ndo. Assim, surge a defini¢dao de bifurcagdo, [5].

Defini¢éio 2.2 Em um sistema dindmico X' = f(x, ), dizemos que ocorre uma bifurcacdo
quando a variagdo do parametro o, provoca uma mudanga qualitativa no comportamento
do sistema, ou seja, com a variacdo do pardmetro aparecem Ssistemas que ndo sao

topologicamente equivalentes.

De acordo com essa defini¢do, uma bifurcagdo ocorre quando o comportamento
qualitativo ou o “tipo” do retrato de fase do sistema (2-3) muda a medida que o parametro
o € alterado. Em outras palavras, uma bifurcacdo acontece quando pequenas variacdes no
parametro o. provocam uma mudanga significativa na estrutura do sistema. Isso implica
que uma bifurcac¢do ndo pode ocorrer em sistema estruturalmente estavel.

Um valor de o em que o sistema muda de tipo topoldgico € dito valor de bifur-
cacdo ou valor critico. Algumas bibliografias que tratam do tema utilizam a terminologia
ponto critico ao invés de ponto singular. Por conta disso, a nomenclatura “valor de bifur-
cagdo” serd preferida neste trabalho, pois evita ambiguidades. A seguir, sdo apresentados

alguns exemplos cldssicos de bifurcacoes.
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Exemplo 2.3 (Bifurcacdo Heteroclinica, [5]) Considere o seguinte sistema plano que

depende de um parametro o. real

{ ¥ o= 1—x*— oy,

(2-4)
y = xy+a(l—x?).
Entdo, a0 = 0 é um valor de bifurcagdo.

De fato, note que os equilibrios do sistema dado sdo os pontos x; = (x,y) = (—1,0) e

x = (x,y) = (1,0). Além disso, a jacobiana associada ao sistema é a matriz

—2x—0oy —0o
Aoy = 7% T
y—20x X

Avaliando tal matriz no ponto X, temos

2 o
A(_I;O,a):<2a _1>7

cujo polindmio caracteristico é p(A) = A2 — A —2(1 4+ ?), o que implica que os autova-

lores sdo

1+4/1+8(1+0a2)
5 :

Observe que /1 +8(1+a2) > 1, donde segue que um autovalor € positivo € o outro é

negativo. Logo, tal equilibrio € hiperbdlico e o sistema representa topologicamente uma

Ao =

sela na vizinhanga do equilibrio x;. Para analisar a natureza do ponto singular x,, note

que a jacobiana em tal ponto é

-2
A(l,O,oc):(_ZOC la)’

cujo polindmio caracteristico é g(A) = A% + L —2(1 + a?). Assim, os autovalores sdo

—14/1+8(1+02)

Mo = >

Dai, um autovalor € negativo e o outro € positivo, donde segue que o equilibrio é
hiperbdlico e, por Hartman Grobman, o sistema é topologicamente conjugado a uma sela
na vizinhanga de x;. Portanto, o sistema representa uma sela em cada um dos equilibrios.

Agora, observemos o comportamento do sistema para os diferentes valores de o.. Tomando
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primeiramente o0 = 0, o sistema é dado por

¥ o= 1-x2
yoo= xy.

Tomemos, nesse sistema, uma solu¢io que comega no €ixo x, isto €, cuja ordenada é y = 0.

Entdo, y' = 0 o que implica que y permanece nula com a varia¢do do tempo. Portanto, uma

solucdo que comeca no eixo das abscissas, permanece nesse eixo, indicando que o eixo

das abscissas € invariante. Assim, pela continuidade do fluxo, precisa existir uma 6rbita

que conecta os dois equilibrios, tendo em vista que ambos estdo no eixo x. Observe ainda

que se x € (—1,1), temos que x’ > 0, donde segue que x cresce. Em contrapartida, se

x € (—oo,—1)U(1,+0o0), x' <0 e logo x decresce. Portanto, existe uma 6rbita @(¢) tal que

l‘glzloo(p(t) =X €

t—roo

Orbitas desse tipo sio ditas heteroclinicas.

2

lim (p(l‘) =X

AN\

-2

f// —

\ —
N\

-2

1

2

Figura 2.1: Comportamento qualitativo do sistema (2-4) para o, = 0.

Observe que para o > 0, o retrato de fase continua representando duas selas. No entanto,

tomando uma 6rbita que se inicia no eixo horizontal, segue que y' = o(1 —x?), indicando

que tal eixo ndo € mais invariante e a conexao entre os dois equilibrios € perdida. Para o <

0, o eixo horizontal também nio é invariante. Portanto, o sistema muda qualitativamente

sua estrutura ao passar pelo parametro o = 0. Assim, o0 = 0 € valor de bifurcacdo para o

sistema dado no exemplo.
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‘
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v

() <0 (b) &> 0

Figura 2.2: Comportamento qualitativo do sistema (2-4) para o ndo nulo.

Exemplo 2.4 (Bifurcacdo homoclinica sela-né no circulo, [5]) O sistema planar que

depende do parametro o.

/o 22y
{x = x(1—-x"—y")—y(l+a+x), (2-5)

Yo o= x(l+at+x)+y(l-x2—y?),
tem um valor de bifurcacdo o = 0.

Primeiro, podemos escrever o sistema em coordenadas polares afim de facilitar as anélises

realizadas. Tomando x = rcos(0) e y = rsin(0), temos que

v xx' +yy
r )

oy _ xy — ¥
- S

Entdo, o sistema em coordenadas polares é dado por

Yo= r(1-r?),
0 = 1+a+rcos(0),

que possui um equilibrio em (r,0) = (0,0) para qualquer o.. Observe ainda que conside-
rando |a| pequeno, 0’ > 0 e, portanto, 0 é crescente. Assim, o sistema representa um foco
repulsor numa vizinhanga da origem. Fixemos o circulo unitdrio C; = {(1,0) : r = 1}.
Note que C é invariante pois dado um ponto da forma (1,0), segue que ' = 0 e o raio
permanece constante com raio 1 sob a variagdo do tempo, para qualquer |ot| pequeno.
Com tais informacdes, podemos agora analisar o sistema para os diferentes valores de d.

Tomando primeiramente o > 0 pequeno, observe que o unico equilibrio € a origem. Caso
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contrario, teriamos

r(1—7r*) =0,
l+o+rcos(0) =0,

com r # 0. Como r representa o raio, podemos considerar r ndo negativo, donde segue que
o Unico valor que satisfaz a primeira equacgdo € r = 1. Substituindo na segunda equacao,
temos que 1 + o+ cos(8) = 0, donde cos(0) = —(1 +a) < —1, o que é absurdo pois
|cos(8)| < 1. Como o circulo unitério € invariante, precisamos analisar o comportamento
das solugdes fora dele, uma vez que numa vizinhanga da origem o sistema sempre ¢ um
foco repulsor. Assim, considerando r > 1, ¥ < 0 e a fung¢do r decresce, mostrando que
fora de C; o sistema € um foco atrator que tende ao circulo de raio 1. Ainda, C; € ciclo

limite estdvel pois, para r < 1 o sistema € repulsor e o fluxo é continuo.

.................................

1.5

Figura 2.3: Comportamento qualitativo do sistema do (2-5) para o > 0. O ciclo limite aparece
em vermelho.

Tomando agora o = 0, o sistema estudado se torna

o= r(1—-r?),

0 = 1+rcos(0).
Procurando outros equilibrios além da origem, temos que r = 1 e, logo, 1 + cos(0) =0,
donde cos(0) = —1 e 6 = m. Assim, o sistema possui um ponto singular em (1,7), que

estd sob o circulo unitdrio. Analisando a estrutura qualitativa de tal ponto, temos que para

r> 1, < 0. Note ainda que a jacobiana do sistema é dada por

1-3r2 0
Alr8) = (cos(e) —rsin(@)) ’
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que avaliada no ponto (1,7) é

A(l,T) = (:? 8),

cujos autovalores sdo A; = —2 e A, = 0. Veremos adiante que A, = 0 caracteriza uma

bifurcagdo do tipo sela nd.

\ /;////:::: ]
\\/ _————

0.5F
0.0

-051

Z, ]
//

77
WY/}

I
71,5 71.0 70.5 0.0 0.5 1 O 1.5

Figura 2.4: Comportamento qualitativo do sistema (2-5) para o nulo.

Finalmente, considerando @ < 0 e buscando os pontos singulares além da origem, temos
que r=1¢e 1 +a+cos(6) =0. Logo, cos(8) = —(1 +a). Como o < 0 pequeno, tal

equagao estd bem definida e possui zeros. Além disso, lembremos que
cos(2m —0) = cos(2m) cos(0) + sen(2m)sen(6) = cos(0).

Portanto, como 6 = arccos(—(1 + o)) satisfaz a equagfo, entdo 21 — arccos(—(1 + )
também a satisfaz. Utilizando a igualdade arccos(x) = 1 — arccos(x), podemos escrever os
equilibrios como (1,4 arccos(1+a)). Ambos os equilibrios estdo em Cy, resta analisar

a estrutura de cada um dos pontos. Para isso, lembremos que a jacobiana do sistema polar

1—3¢2 0
Alr8) = (cos(e) —rsin(G)) '

Avaliando-a no equilibrio (1,74 arccos(1+ a)), obtemos a matriz

¢ dada por

A(l,n+arcc0s(1+oc)):(_(;ia) . oc((:x—2)>’

que possui autovalores A} = —2 e Ay = ry/a(ot—2), os quais sdo nimeros reais com

A1 < 0e Ap > 0. Assim, tal ponto é singular hiperbdlico e o sistema é topologicamente
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conjugado a uma sela na vizinhanca de tal ponto.

Por outro lado, avaliando a matriz no equilibrio (1,7 — arccos(1 + a)), obtemos

A(1,t—arccos(1+a)) = 2 0
’ —(1+a) —ry/a(a—2))"

donde os autovalores sao ambos negativos, indicando que o ponto € hiperbdlico e o

sistema € topologicamente conjugado a um no atrator.

SN N\ ) e
=

— NS
C N

7
0.0F ;7/4 \
o SN

7

///I

/
WA /
/] r
M rrfr

)
/
/

’
o/ //‘

-15

I I I I I
0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 2.5: Comportamento qualitativo do sistema (2-5) para o. negativo.

Considere agora um valor o0 = 0 € o conjunto dos parametros que contém
o valor de bifurcagdo o, composto por pontos em que o sistema é topologicamente
equivalente ao sistema em 0l (denominado estrato). Tomando todos os estratos no espaco
de parametros, obtém-se o retrato paramétrico do sistema. Assim, no exemplo 2.3, temos
que o retrato paramétrico da bifurcagdo homoclinica sela-né tem trés estratos: {o < 0},
{aa =0} e {o > 0}. O retrato paramétrico junto com o retrato de fase constituem o

diagrama de bifurcacao, [5].

Definicao 2.5 O diagrama de bifurcacdo de um sistema dindmico é uma forma de dividir
o0 espaco de pardametros em regides (ou estratos) onde o comportamento qualitativo do
sistema permanece o mesmo. Cada uma dessas regioes é representada por um retrato de

fase tipico, que mostra como o sistema evolui ao longo do tempo dentro daquela regido.

Em outras palavras, um diagrama de bifurcacdo € uma separacao dos retratos de
fase com base nos parametros para os quais os sistemas sao topologicamente equivalentes.
Assim, € desejavel obtermos o diagrama de bifurcacao como resultado de uma andlise
qualitativa de um determinado sistema dindmico. E importante observar que o diagrama
de bifurcagdo depende, em geral, da regido do espaco de fase considerado. Outro ponto

relevante é que se o sistema dindmico tem um espago de fase cuja dimensao € 1 (ou 2),
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seu diagrama de bifurcagdo pode ser visto como o produto direto do retrato de fase com e

do espago de parametros.

Exemplo 2.6 (Bifurcacdo de Pitchfork, [8]) O sistema escalar
x’zocx—x3,x€Re o€ R, (2-6)

tem oL = 0 como valor de bifurcagdo.

De fato, note que o sistema tem um equilibrio em xg = 0, V a0 € R. Ainda, a parte linear
do campo vetorial F(x,0) = ox — x> é dada por A(x,a) = o — 3x? e A(0, ) = . Logo,
para o < 0, o sistema € atrator em uma vizinhanca da origem e seu retrato de fase é dado

na figura 2.6.
0

> o -<
> <<

> <
> <

Figura 2.6: Comportamento qualitativo do sistema (2-6) para o negativo.

Quando o > 0, a vizinhanga da origem tem um comportamento repulsor. No entanto, neste
caso, o sistema possui outros dois equilibrios em x; = —/a € x, = y/&. Temos ainda que
A(E£y/a) = a—3(—/a)? = 20 < 0, pois & > 0. Logo, o = 0 é valor de bifurcacio do

sistema, que em o > () tem o retrato de fase abaixo.
X1 0 X2

Figura 2.7: Comportamento qualitativo do sistema (2-6) para o positivo.

Além disso, quando o = 0, x cresce para x < 0 e decresce para x > 0. Tal
bifurcacdo é chamada de bifurcacdo de Pitchfork. Ela tem esse nome por causa de
seu diagrama de bifurcacdo, que se assemelha visualmente a um garfo de trés pontas,
conhecido em inglés como Pitchfork. A pardbola no diagrama de bifurcagdo € a curva dos
equilibrios para oo > 0. O pontilhado no desenho sdo os pontos para os quais o sistema €

instavel.

X

Figura 2.8: Diagrama da bifurcagdo de Pitchfork.
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Um outro conceito importante no que diz respeito a teoria das bifurcagdes € o
conceito de codimensdo de uma bifurcagdo. Para compreendé-lo, tratemos inicialmente
do conceito de codimensao de uma subvariedade. Dada uma variedade m-dimensional M
e uma subvariedade N de dimensdo n contida em M. A codimensédo de N é definida como
m — n. De modo equivalente, em um sistema de coordenadas, a codimensao é o nimero

de equacdes independentes que sdo necessdrias para definir N (veja [18]).

2

Definicdo 2.7 A codimensdo de uma bifurcacdo é a menor dimensdo do espaco de

pardmetros que contém a bifurcagdo.

De modo mais simples, a codimensao € o nimero de condi¢cdes independentes

que determinam a bifurcagao.
Exemplo 2.8 (Bifurcagdo Transcritica, [8]) O sistema unidimensional

X =ox—x*= f(x, ) (2-7)
tem uma bifurcacdo de codimensdo um.

De fato, observe que o — x> = 0 se, e somente se, x(a —x) = 0. Logo, os pontos
singulares sd3o x = 0 e x = a. Para oo = 0, existe um tnico ponto singular em x = 0,
que é ndo hiperbdlico pois a derivada f(x,a) = o — 2x é nula quando avaliada em
(o, x) = (0,0). Agora, para o < 0, existem dois pontos singulares em x; = o e x = 0.
Assim, f(0,0) =a <0 e fy(a) = —a > 0, donde segue que o ponto x; é repulsor,

enquanto x, € atrator.

X1 X2
— €« > > o « <«

Figura 2.9: Comportamento do sistema (2-7) para o. < 0.

Para a0 > 0, os pontos x; e x» continuam sendo singulares. No entanto, como o > 0, x| é

atrator e x € repulsor, como segue na figura 2.10.
X2 X1

<l D <
>

Figura 2.10: Comportamento do sistema (2-7) para o > 0.

Assim, o diagrama de bifurcacdo € dado pela figura 2.11. Observe que a reta x = o €
atratora para o > 0 e repulsora para o0 < 0, conforme anélise feita anteriormente. Além
disso, observe que o diagrama resume todas as informacgdes obtidas através da anélise do
retrato de fase de cada um dos casos.
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Figura 2.11: Diagrama da bifurcagdo transcritica.

Diferentes estratos de bifurcacdo em sistemas genéricos interagem uns com 0s
outros sob certas condi¢cdes. Deste modo, diagramas de bifurcacao de sistemas que apare-
cem em diferentes aplica¢gdes podem parecer semelhantes. Portanto, € interessante classi-
ficar sistemas que possuem comportamento qualitativo semelhante ou diagramas de bifur-
cacdo topologicamente equivalentes. Assim, torna-se importante compreender as formas
normais topolégicas para bifurcagdes. Deste modo, agora serd considerado o problema de
classificar todos os possiveis diagramas de bifurcacdo de sistemas genéricos. Para isso, é
importante compreender a defini¢do de forma normal topoldgica para bifurcacdes. Neste
sentido, apresentamos a defini¢cao de equivaléncia topoldgica no contexto de bifurcagdes,

como segue na defini¢do 2.9, [5].

Definicao 2.9 O sistema dindmico
X = f(x,a), (2-8)
ondex € R" e o € R, ¢ dito topologicamente equivalente ao sistema

y =3(y.B), (2-9)

ondey € R" e B € R™, se valem as seguintes propriedades:

a) Existe um homeomorfismo p : R™ — R™ entre os espacos de pardametros, com
B=p(o);

b) Existe um homeomorfismo dependente de pardmetro hy, : R" — R", entre os espagos
de fase, tal que y = hy(x), mapeando drbitas do sistema (2-8) no parametro o para

orbitas do sistema (2-9) no pardmetro B = p(Q), preservando a diregdo do tempo.

O homeomorfismo p transforma o retrato paramétrico do sistema (2-8) no re-

trato paramétrico do sistema (2-9), enquanto o homeomorfismo 4y mapeia seus retratos
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de fase. Por definicdo, sistemas dependentes de parametros topologicamente equivalentes
tém diagramas de bifurcacio topologicamente equivalentes. Tal defini¢do de equivaléncia
topoldgica € paralela a defini¢ao 1.23, diferindo apenas no fato de que agora os sistemas
estdo no contexto das bifurcacdes e, portanto, dependem de parametros. Ainda, é impor-

tante definir tal conceito localmente.

Definicao 2.10 O sistema dindmico (2-8) é dito localmente topologicamente equiva-
lente, em uma vizinhang¢a da origem, ao sistema (2-9) se existe uma fungdo (x,o) —
(ho(x), p(a)), definida em uma vizinhanga de (x,o) = (0,0)) de R" x R™, tal que

a) p: R"™ — R"™ é homeomorfismo definido em uma vizinhanca de o = 0, com
p(0) =0;

b) hg :R" — R" é um homeomorfismo dependente de um pardmetro definido em uma
vizinhanga da origem Uy, de x = 0, com ho(0) = 0 mapeando orbitas do sistema
(2-8) em Uy para drbitas do sistema (2-9) em Vg = ho(Uy,), preservando a diregcdo

do tempo.

Uma das nogdes centrais da teoria das bifurca¢des é a nocdo de forma normal
topoldgica, que € uma ferramenta para simplificar sistemas de equagdes diferenciais
em uma vizinhanca de seus equilibrios. Para isso, consideramos um sistema genérico
satisfazendo as condi¢des de um determinado tipo de bifurcacao e realizamos mudangas
de coordenadas e parametros de modo que o sistema estudado se torne mais simples e
seja topologicamente equivalente ao original. Desta forma, se torna possivel analisar o
comportamento qualitativo do sistema através de sua forma normal.

Dado um sistema
X = f(x,a), x € R", o € R, (2-10)

possuindo um equilibrio x = 0 para o = 0 com f suave, € possivel construir, localmente,
por meio de uma mudanga de coordenadas e de parametros, um sistema mais simples, que

pode ser polinomial em &,

& =g(&B), EcR", PR, 2-11)

tal que o equilibrio & = 0 corresponde a f = 0. Em particular, as condi¢oes de bifurcagio
que consideramos podem ser expressas como um numero finito de condi¢des indepen-
dentes. Sob tais hipéteses, o espaco de pardmetros B divide-se em um nimero finito de

regides que correspondem a diagramas de bifurcacio qualitativamente distintos.

Definicao 2.11 O sistema (2-11) é dito forma normal topologica para uma bifurcacdo se
qualquer sistema genérico da forma (2-10) que tem x = 0 como equilibrio para o0 =0 é

topologicamente equivalente, proximo da origem, ao sistema (2-11).
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Um sistema genérico significa um sistema que satisfaz um finito nimero de
condig¢des de genericidade. Tais condi¢des podem ser expressas em termos das derivadas
parciais de f(x,0) com respeito a x ou o.. As condi¢Oes expressas em termos das derivadas
parciais de f(x,0) com respeito a x e avaliadas em x = 0 sdo chamadas condi¢Ges de
ndo-degenerescéncia. Todas as outras condi¢des relacionadas as derivadas de f(x, ) com
respeito ao parametro o0 sdo chamadas condicdes de transversalidade. O papel desses
dois tipos de condi¢des € diferente. As condi¢des de ndo-degenerescéncia garantem que
o equilibrio ndo € muito degenerado, isto €, o sistema tem estrutura local “bem definida”
ao passo que as condicdes de transversalidade asseguram que os parametros realizem
um desdobramento genérico dessa singularidadade, isto €, que tal familia dependente
deste parametro revela todas as possiveis dindmicas que podem surgir a partir desta

singularidade.

2.2 Bifurcacao do tipo fold

Consideremos agora o sistema que depende de um parimetro X' = f(x, ), com
x € R" e a € R, onde f é uma funcio suave com respeito a X e O, e seja xo um equilibrio
hiperbdlico desse sistema para um dado 0p. Como visto no exemplo 2.1, sob uma pequena
variacdo do parametro o, tal equilibrio se move mas continua sendo hiperbolico. Assim,
podemos variar o parimetro € monitorar o equilibrio.

Genericamente, existem duas maneiras dessa hiperbolicidade ser violada: o
surgimento de um autovalor real nulo ou os autovalores serem um par de complexos puros
para algum valor de o. Uma bifurcag¢do associada com o surgimento de um autovalor
A1 = 0 é dita uma bifurcagdo do tipo fold, também chamada de tangente, dentre outros
nomes, veja [5]. Agora, o objetivo € encontrar a forma normal de uma bifurcacdo do tipo
Fold unidimensional. No préximo capitulo, tentaremos repetir o processo realizado aqui
para a bifurcag¢ao de Hopf, ponto central do presente trabalho.

Consideremos o seguinte sistema dindmico unidimensional dependendo de um
parametro ol

X =oa+x* = fx,0), (2-12)

onde o € R e x € R. Note que, para o0 = 0, o sistema possui um equilibrio ndo hiperbolico
em xo = 0, pois
9f

£:(0,0) = =-(0,0) =2-0=0.

Além disso, para o = 0 a fungio x é sempre crescente pois x' = x> > 0. Para o0 > 0, 0

sistema ndo possui outros equilibrios reais, uma vez que /—o ¢ R. Por outro lado, para
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o < 0, o sistema admite dois equilibrios reais dados por
X12= +v—a.
Como fy(x) = 2x, temos:
filx))==2V-a<0 e fi(xn)=2V/-a>0,

de modo que o ponto x; = —y/—0 € estavel, enquanto x, = \/—a € instavel.
X1 0 X2

Figura 2.12: Retrato de fase do sistema (2-12) para o. < 0.

Observe que quando o parametro ¢ passa pela origem, os dois equilibrios que existem em
o > 0 colidem, formando em o = 0 um equilibrio com A = 0. Como vimos, outra maneira
de representar tal bifurcacao € seu diagrama, que pode ser visto como produto direto do
espaco de parametros pelo seu espaco de fase, que neste caso € simplesmente o plano xo.

A equacio o+ x*> = 0 define uma variedade de equilibrio.

X
A

Figura 2.13: Diagrama da bifurcagdo do tipo fold com termo quadrdtico positivo.

Uma andlise andloga pode ser feita para o sistema x' = o — x?. No entanto, agora os
equilibrios surgirdo para o0 > 0, com +/a atrator, pois f(1/a) = —2,/0 € —/ repulsor.
Quando o = 0, a funcdo x decresce pois X' = —x> < 0. Finalmente, para o, < 0, a origem
é o tnico equilibrio e ¥ = o — x> < 0, implicando que a funcdo x decresce. O diagrama

de bifurcagdo neste caso € a figura 2.14.
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Figura 2.14: Diagrama da bifurcacdo do tipo fold com termo quadrdtico negativo.

Adicionemos agora termos de ordem superior a 2 no sistema (2-12). Veremos no lema
a seguir que tais termos ndo alteram o comportamento qualitativo do sistema em uma

vizinhanca da origem x = 0.

Lema 2.12 O sistema X' = 0.+ x> + o(x) é localmente topologicamente equivalente a

X' = o+ x2, proximo da origem x = 0.
Prova. O primeiro passo é considerar uma nova varidvel escalar y e escrever o sistema
/
X =o+x>+o(x),

como
y=F(,) = o+y" +y(»0), (2-13)
onde y(y,a) = o(y*) é uma fungio suave de (y, ) perto de (0,0). Considere a variedade

de equilibrio de (2-13) préxima da origem (0,0) no plano (y, )

M={(yo)|F( o) =a+y +y(ya) =0}

A curva M passa pela origem, isto é, F(0,0) = 0. Ainda, F(0,0) = 1. Logo, pelo Teorema
da Funcdo Implicita, existem intervalos / e J contendo zero e uma fungdo g : I — J tal
que g(0) =0e F(y,g(y)) = 0. Além disso,

IF (y,8(»)) oy
TN dy — ol (v) — dy —
g = FOer)) 8 ) —1 N By - f).

oo fe 104
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Assim, o conjunto M pode ser escrito como M = {(y,a) : o = g(y)} onde g é suave e
definida para |y| pequeno. Podemos entdo expandir f(y) em séries de Taylor em torno de

0, temos

1 2
1) = £O) + 7o)y + 08

Integrando com relagdo a y em ambos os lados e como g(0) = 0, segue que

+...==2y+0(*).

g(v) = —y*+o().
Assim, para o < 0, os equilibrios do sistema (2-15) préximos da origem y;(a) e y2(o)
estdo préximos de xj » = £/—0.
. A
NF(yo) =0

- g(y,0) =0

Figura 2.15: Curvas de equilibrios.

O segundo passo € a construgdo do homeomorfismo. Para |ot| pequeno, construa uma
fun¢do a depender de um pardmetro y = hgy(x), como segue: Para o0 > 0, tome a fungdo

identidade hy(x) = x e para o < 0, tome a transformagdo afim
ho(x) = a(o) + b(a)x,

onde os coeficientes a e b sdo determinados pelas condigdes hq(x;(a)) = y;(at), com
j = 1,2. Isto é, leva pontos singulares de (2-12) em pontos singulares de(2-13). Tal
condicdo implica que
{ ha (V=0) = yi(@);
ha (—\/—_OC) = yz(OC),
donde segue
{ (@) = at+by-o;
n(@) = a—by—a.
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Somando as equacdes e subtraindo-as obtemos,

yi(e) +ya(0) - o yi(0) —ya(o)
2 Nl

Portanto, a fungdo & para o0 < 0 é dada por

a =

yi(o) +ya(e) | yi(@) —ya(0)

2 24/ —0

Observe que, de fato, hy(£+/—a) coincide com y; () ou (@), satisfazendo a condi¢ao

h(x:

imposta. Resta mostrar que a fun¢do /g, € um homeomorfismo que leva 6rbitas em Orbitas,
preservando a dire¢do do tempo, em uma vizinhanca da origem. Primeiramente, observe
que hg € continua tanto para o > 0 quanto para o < 0, pois € a funcdo identidade e uma
funcdo linear, respectivamente. Além disso, em sistemas escalares, um homeomorfismo
que leva pontos de equilibrio em pontos de equilibrio também mepeard suas Orbitas.

Observe que dado o > 0 a fungdo inversa é dada por hg'(x) = x e para a0 < 0, a

. s 7 —1 X—a . . £ £ . £
inversa € hy ' (x) = b e logo, existe inversa que também € continua. Portanto hq €
homeomorfismo. Consideremos agora uma érbita @(7) que conecta x| e xp no sistema
(2-13), isto é

tgr_noo(p(t) =x; e tlgg(p(t) =X.

Tome agora y(t) = h(@(t)) e observe que

lim h(o(r)) =h ( lim (p(t)) =h(x1) =y

t——o0 [—r—o0

lim h(9(t)) = h <lim (p(t)) = h(x2) = y».

t—ro0 f—yo0
Logo, ¢ conecta y; e y;. Como o sistema é unidimensional, y(z) é 6rbita que conecta
os dois equilibrios. Entdo 4 mapeia as orbitas de conex@o dos dois sistemas. Além
disso, sabemos que @(¢) vai de x; em direcdo a x, conforme o tempo aumenta, assim
como Y vai de y; para y;. Disso segue que h preserva orientacdo. Sendo o sistema
unidimensional, como a orientacdo da Orbita entre x| e xp, preserva-se também a estru-

tura atratora ou repulsora de y; 5. Assim, os sistemas sdo topologicamente equivalentes. O

Mostremos agora que o sistema (2-12), a menos da possibilidade de mudanca
de sinal no termo quadrético, é forma normal topoldgica para um sistema unidimensional

genérico que tenha uma bifurcagao do tipo fold. Para isso, suponha que o sistema

X = f(x,a), (2-14)
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comx, & € R onde f é suave e tem o equilibrio x =0 em o= 0 de modo que A = £,(0,0) =
0. Expandindo f(x, o) em série de Taylor com respeito a x e em torno de x = 0, temos

uma expressao da forma
flx,0) = fola) + fi(o)x+ fr(a)x* +o(x’),

1
onde fy(a) = f(0,a), fi(a) = fx(0,a) e fo(ot) = Efxx(070c). Assim, para que tal sistema
possua uma bifurcacdo do tipo fold na origem, iremos supor que fp(0) = f(0,0) =0e

N (0> = fx(oa()) =0.

A ideia central € utilizar mudangas de coordenadas suaves, inversiveis e depen-
dentes do pardmetro para transformar o sistema (2-14) no sistema (2-12). Enquanto tais
mudancas sao feitas, veremos que as condi¢des de ndo-degenerescéncia e transversalidade
devem ser impostas para que essas transformacdes sejam possiveis. O mesmo processo

serd feito para a bifurcagao de Hopf no préximo capitulo.

Teorema 2.13 Suponha que o sistema unidimensional (2-14) com x, 0 € R e f suave
tenha o equilibrio x =0 em o = 0 e seja b = f(0,0) = 0. Assuma que as seguintes

condigoes sdo satisfeitas:

1. fe(0,0) #£0,
2. £4(0,0) #0.

Entdo, existem mudangas de parametros e coordenadas inversiveis que transformam o

sistema (2-14) em ' = B£n2+o0(n?).

Prova. Primeiramente, considere a mudanca de coordenadas & = x + 3, onde 6 = &(a)
€, a principio, uma fun¢io desconhecida. A inversa dessa transformacdo é x = & — .

Substituindo tal expressdo para x na equacao

X = flx,0) = fo(o) + fi()x+ fa()x® +o(x),
obtemos

&' = fo(a) + fi(o)x+ fr(a)x* +o(x)
= fo(@) + fi(a)(§ = 8) + fr(0) (§ — 8)* + (&)
(@) + ()& — fi(a)d+ fr()E> — 28E fo(a0) + fo ()8 + (&) (2-15)
= (fo(&) = fi(0)8+ f2()& +0(8)) + (fi (o) = 2f2()5+0(8%)) &+
+(fa(0) +0(3)) & +0(§)

1
Como, por hipétese, f>(0) = = (0,0 0, existe uma fun¢do suave 6(a) que “apaga”
P P 3 ¢ q pag

o termo linear na equagdo acima para todo |o| suficientemente pequeno. De fato, observe
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que para que o termo linear desapareca, devemos ter que
F(,8) = fi(o) —2f2()8 + & y(at, 8) =0,

com Y suave. Como

. F(0,0) = 0;
- H@d)| =-2p 20

. oF
oo

o Teorema da Funcdo Implicita garante que existem intervalos / e J na vizinhancga da

= fi(a),

(0,0)

origem e uma funcao suave 8 : I — J tal que 8(0) =0, F(a,8(a)) =0e

—aF(O(., 6(00) _f{ (OC) + 2f£(oc)8(oc) _ S(a)ZaW(av 5<0(‘))
ha) = 8(a) = — ag _ aaa -
I 2 r(a) + 25(0)wi(08(a) + 8o WL A2
que podemos expandir em série ao redor de o = 0, obtendo
, h”(O)O@
h(o) = h(0)+h'(0)o+ 5T
oy (0,8(0
~11(0) +273(0)8(0) — 3(0)2 %)
- Jay(0.50))
—2£2(0) +268(0)w(0,5(0)) +8(0)* —5—
_ fi(0)
= 250) +o(a).
Com isso, segue que
1)
d(a) = 272(0) +o(a).
Integrando com rela¢@o a o. em ambos os lados, como 8(0) = 0 segue que
_ fi(0) 2
5(a) = 50 o+ o(0). (2-16)

Portanto, a equacdo (2-15) pode ser escrita como

&' = (fo(a) — fi(o)8+ fo () +0(83)) + (fa(ot) +0(8)) E* + 0(EY). (2-17)

Agora, o0 objetivo € simplificar o termo independente na equagao (2-17). Para isso, observe
que € possivel expandir as fungdes fy, f1, € f> em séries de Taylor em torno de o0 = 0, de

modo que

* fo@) = fo(0) + fg(0)a+o(0®) = f5(0)au+0(a?):
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* fil@) = f1(0) + f1(0)a+o(a®) = f{(0)a+0(a?):
* f(0) = £2(0) + f(0)o+o0(0?).

Assim, podemos utilizar a expressao dada pela equacdo (2-16) e as expansdes acima para

reescrever o termo independente na equagao (2-17) da seguinte forma
fol) = fi(e)3+ f2(0)8” +0(8%) = f5(0)ou— (f1(0)a+0(0?) +0(0?)) 2/2(0) +o(ot’)
= f3(0)o+o(a?).

Do mesmo modo, utilizando as informagdes obtidas para simplificar o termo quadrético

de da equacdo (2-15), temos
f() +0(8) = f2(0) + f2(0) o+ o) = f2(0) + o(@). (2-18)

Portanto, para |o| pequeno, a equagdo diferencial (2-15) pode ser reescrita, sem o termo

linear, a saber

&' = (f5(0)o+o(0?)) +(f2(0) +o0(00)) € +0(E).

Agora, consideremos o termo independente como um novo pardmetro u = u(), da forma

p=fo(0)o+ oo,
onde ¢ é uma fun¢do suave. Temos entdo que

* u(0)=0;
* i () = f5(0) +20up(at), implicando que 4/ (0) = f5(0) = fu(0,0).

Como u(0) =0 e fy(0,0) # 0, o Teorema da Fungdo Inversa garante que existem
vizinhangas I e J da origem e uma funcdo o : I — J de modo que o(0) = 0. Assim,

podemos reescrever a equagdo (2-15) como

&' = p+(f2(0) +0(u) & +0(8) = u+a(u)&® +o(8),

onde a(u) é uma fungio suave e a(0) = f»(0) # 0. Tomando N = |a(u)|§ e B = |a(u)|u,

temos que

' = la(W)|&' = la()|u= |a@W)|&® +o(n*) = B£n* +o(n’),
provando o Teorema. O

Deste modo, dado um sistema unidimensional genérico que apresenta uma

bifurcagdo do tipo fold, é possivel transforma-lo na forma candnica ' = B+n2 +o(n?).
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Utilizando o Lema 2-15, podemos eliminar o termo de ordem cubica, obtendo assim a

forma normal topoldgica da bifurcagdo fold, como enunciado no teorema a seguir.

Teorema 2.14 Qualquer sistema escalar genérico a um pardmetro x' = f(x,a) tendo
um equilibrio em x = 0 para o. = 0 com A = f,(0,0) = 0 ¢ localmente topologicamente

equivalente proximo da origem a uma das seguintes formas normais
r_ 2
n=pEn~.

Para que uma bifurcacao do tipo fold ocorra de forma genérica, é necessario que
duas condicdes fundamentais sejam satisfeitas: a condicdo de ndo-degenerescéncia e a
condi¢do de transversalidade. A primeira assegura que a derivada da fun¢do que define
o sistema em relagcdo a varidvel de estado ndo se anule no ponto de bifurcacdo, ou seja,
que a funcdo ndo seja localmente plana e que pequenas variacdes da varidvel de estado
produzam alteracOes efetivas no valor da funcdo. A segunda exige que a derivada da
funcdo em relacdo ao parametro de bifurcacio seja diferente de zero, garantindo que o

autovalor atravesse o eixo imagindrio e que a estabilidade do sistema realmente mude.



CAPITULO 3

Bifurcacao de Hopf

Uma bifurcacao de Hopf € caracterizada pela ocorréncia de um par de autovalo-
res puramente imagindrios na matriz jacobiana associada ao sistema no valor de bifurca-
¢do. Em outras palavras, ao variar um parametro real o, o sistema passa por uma transi¢ao
em que o ponto de equilibrio muda de estabilidade e, simultaneamente, um ciclo limite
surge ou desaparece. Como essa bifurcacdo € associada a ocorréncia de um par de auto-
valores imagindrios puros, ela ocorre tipicamente em sistemas dinamicos bidimensionais,
apesar de poder ser analisada em sistemas de ordem superior.

O interesse por esse tipo de bifurcacdo tem origem na observacdo de compor-
tamentos oscilatérios em diversas dreas, como biologia, quimica e engenharia. Histori-
camente, as ideias que levaram a formaliza¢do da bifurcacdo de Hopf remontam a dé-
cada de 1940, com os trabalhos do matemético austriaco Eberhard Hopf (1902-1983),
que demonstrou matematicamente o surgimento de Orbitas periddicas estdveis em torno
de pontos de equilibrio instaveis. Desde entdo, a bifurcacdo de Hopf tornou-se um dos
mecanismos mais estudados na teoria das bifurcacdes. Neste capitulo, estudaremos as
condic¢des necessdrias e suficientes para que uma bifurcacdo de Hopf ocorra em sistemas
planares, bem como os procedimentos para obtencdo da forma normal topoldgica que

descreve localmente a dindmica perto do valor de bifurcagdo.

3.1 Aspectos preliminares da bifurcacao de Hopf

Consideremos agora o sistema de duas equacdes diferenciais dependendo de um

parametro
¥o= ox—y—x(x’+)?%),

/

(3-1)
y = x+tay—y@x*+y?).

Temos que a origem do plano cartesiano ¢ um ponto singular do sistema para qualquer
valor de o.. Além disso, a matriz jacobiana associada ao sistema € dada por

o—3x2—y* —1-2
Alx,y,a0) = Y )

Y

1 —2xy o — x> —3y?



3.1 Aspectos preliminares da bifurcacdo de Hopf 60

a qual avaliada na origem € a matriz

Alor) = (j‘ 1)’

cujos autovalores sdo Aj » = o+ i. Assim, pelo Teorema de Hartman Grobman, a origem
representa um foco que pode ser atrator ou repulsor quando a # 0. Introduzindo uma
nova varidvel complexa z = x + iy, temos que Z =x—iy e |z|2 =zz=x>+y>. Comoxey

satisfazem o sistema (3-1), segue que z satisfaz a seguinte equagao diferencial:
7=x+i
= (o —y —x(x* +3%)) +ilx+ oy —y( +57))
= o —y —x(x? +y?) +ix +ioy — iy(x* +?)
= a(x+iy) — (F+y7) (x+iy) +ilx+iy).

Portanto, o sistema (3-1) pode ser reescrito na forma complexa
7 =o0z— 7%z +iz = (a+i)z—zlz]*. (3-2)

Agora, utilizando a representacdo exponencial z = re®®, podemos reescrever a equagio
diferencial (3-2) como
7= (ou+i— \re’9|2)re’9.

Por outro lado, derivando tal representacio do nimero z, obtemos que z' também pode ser

€scrito como
! 0

Z=re®+iree®.
Logo, igualando as duas expressdes, segue que
(ou+i— ]rele|2)re’6 = re® 4 irge®.

Dividindo ambos os lados por ¢, segue que

re®(o+i—r?) = +ir®) = r(a—r?) +ir=r +ird.

Y= rloa—r?),
r = ro.

Ou seja, a forma polar do sistema (3-1) é dada por

Portanto, obtemos

(3-3)
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Como as equagdes para r e 6 sdo independentes, os retratos de fase sdo facilmente
analisados. Observe que a primeira equacdo (que pode ser considerada apenas para r > 0,
tendo em vista que r simboliza o raio), tem um equilibrio em r = 0 para qualquer valor de
o. Além disso, 0 é sempre crescente. Assim, para o < 0 temos ' < 0, logo r é decrescente
e temos um foco estdvel na origem.

Em o > 0, observemos inicialmente que r = 4+/0 também s3o possiveis zeros
de ¥. Como r > 0 e o > 0, segue que —+/0 ndo pode ser equilibrio do sistema pois nio
¢ valor possivel para r. Portanto, temos que para o positivo, o sistema possui equilibrios
em ro =0 e r; = y/a. Como o equilibrio r; é constante para qualquer angulo 0, segue que
C={(r,0) : r = \/a} € 6rbita periédica do sistema para valores positivos de a.. Agora, note
que para r < \/a, ¥ > 0 e r cresce. Para r > /&, ¥’ < 0 e r decresce.

Uma bifurcagdo desse tipo € chamada bifurcacdo de Andronov-Hopf ou apenas
bifurcacdo de Hopf. Note que, neste caso, o ciclo limite existe para valores positivos do
parametro @, ou seja, apds o valor critico de bifurcacdo que é oo = 0. Observe que um
ciclo limite estdvel surge com a passagem do parametro o pelo valor de bifurcacdo. Tal

bifurcacdo é chamada de Hopf supercritica.
a<0

\\ﬁ\\\%}%@,/
i //7/,/ 1

Figura 3.1: Retratos de fase do sistema (3-1). O ciclo limite estdvel (em vermelho) ocorre para
o > 0. A trajetéria em azul corresponde a um foco atrator quando o < 0, a um foco
atrator fraco em 0. = Uy e a um foco repulsor quando o > Q.

Como vimos no capitulo anterior, o diagrama de bifurcacao € o produto direto do
espaco de parametros pelo espacgo de fase. De acordo com as andlises feitas acima, para
o > 0, temos um ciclo limite com raio r; = y/o. Portanto, com o crescimento de o, o raio

do ciclo limite também aumenta. O diagrama de bifurcac¢do é mostrado na figura 3.2.
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>
>

y
Figura 3.2: Espaco fase-pardametro da bifurcacdo de Hopf supercritica.

Consideramos agora o sistema em que os termos ndo lineares tém sinal oposto ao da

equagdo (3-1), isto é

{ Y= ox—ytx(a+y?), )

Y = xtoy+y(®+y?).
Observe que a origem continua sendo ponto singular do sistema. Além disso, a matriz

jacobiana agora é dada por

o+3x2+y>  —142
A(x,y,ot)=< Y +xy>.

1+ 2xy o+ x> +3y?

Avaliando-a na origem, temos que

o —1
A(OC) = )
1 «
cujos autovalores sdo Aj » = o= i. Introduzindo a varidvel complexa z = x + iy, segue que

7 =ox—y+x(x*+y?) +i(x+oy+y(x*+y?))
= ol(x+iy) +i(x+iy) + (& + ) (x+iy)
=oaz+iz+ |7’z

Além disso, como z = re'®, vale a igualdade abaixo
i6|2.

7= (a+ i)reie 4+ re'® |re

Por outro lado, como 7/ = oz + iz + |z|z = (a4 i+ |re®®|?)re®, igualando as expressdes,
obtemos

Z/ _ 7/816+irelele.
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Igualando as expressoes e dividindo ambos os lados por ¢, obtemos
re®(a+i+r?) = +ire) = r(a+r) +ir=r +ire
e logo, a representacao polar do sistema (3-4) é

o= rlo+r?),
0 = 1

Portanto, quando o > 0 entdo ' > 0 e r cresce, com 0 crescente, o0 que caracteriza
um foco instdvel. Para os valores negativos de o, r; = \/—0 é ponto singular além da
origem. Entdo, a curva C = {(r,0) : r = \/—a} é 6rbita periddica do sistema. Observe
ainda que para r < rq, ' é menor que 0 e logo r decresce, indicando que o equilibrio na
origem € estdvel. Neste caso, um ciclo limite instdvel surge com a passagem do parametro

a pelo valor de bifurcagdo. Tal bifurcagdo ¢ chamada de Hopf subcritica.

a<0 a=0 a>0
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Figura 3.3: Retratos de fase do sistema (3-1). o ciclo limite instdvel (em vermelho) ocorre para
a < 0. A trajetoria em azul corresponde a um foco repulsor quando o > 0, a um foco
repulsor fraco em oL = O e a um foco atrator quando o. < 0.

Assim, a principal caracteristica de uma bifurcacdo de Hopf € o surgimento de
um ciclo limite a medida em que o parametro passa pelo valor de bifurcacdo. Nosso obje-
tivo, a partir de agora, € demonstrar que qualquer sistema que apresenta uma bifurcacio de
Hopf pode ser escrito localmente como (3-1) ou (3-4). Para isso, serdao apresentados uma
série de resultados que conduzem a obtencdo da forma normal topoldgica da bifurcagcdo

de Hopf, evidenciando as etapas desse processo.

3.2 Forma normal topolégica da bifurcacao de Hopf

Os resultados a serem apresentados consideram inicialmente o caso em que o
termo cubico possui sinal negativo. No entanto, serd demonstrado ao final dessa secao que
esse sinal pode ser tanto negativo quanto positivo, como ja observado na secdo anterior.

De forma andloga ao que foi feito na andlise da bifurcacao do tipo fold (ver Capitulo 2),
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0 primeiro passo consiste em eliminar, por meio de transformagdes adequadas, os termos
de ordem superior. O primeiro resultado mostra que o sistema (3-1) é topologicamente
equivalente em uma vizinhanga da origem ao mesmo sistema com a adi¢ao de termos de

ordem maior que trés.

Lema 3.1 O sistema

X o —1)\ (x

| = — 2 ) +o(l e (3-5)
y I o y y

é topologicamente equivalente, proximo da origem, ao sistema

X o —1)\ [x X

= —@) 7). (3-6)
y I o/ \y y
Prova. Assim como visto anteriormente, considerando a varidvel complexa z = x + iy,

podemos reescrever os sistemas (3-5) e (3-6) respectivamente como

7 = (a+i)z—zlz]* + o(|z]*) (3-7)

7 = (o+i)z—zlz|* (3-8)

Dessa forma, nosso problema agora consiste em provar que (3-7) e (3-8) s@o topologica-
mente equivalentes. A demonstracdo serd dividida em dois passos. Primeiramente, mos-
traremos que existe um unico ciclo limite para o sistema (3-7), depois construiremos o
homeomorfismo que leva um sistema no outro preservando a direcao das 6rbitas, em uma
vizinhanga da origem. Inicialmente, escrevamos o sistema (3-7) em coordenadas polares

utilizando a representacdo z = re’®. Por um lado, substituindo z no sistema (3-7), temos
7 = (a+i)re® —re®r? +o(|2)Y).

Por outro lado, derivando z = re'®, obtemos 2/ = /e’ +ir®'e™®. Igualando as duas equacdes

obtidas, segue que a seguinte igualdade é verdadeira
rla4i—r?)+o(|z|*) = +irf.

Observe ainda que |z|* = |r|* e, logo, o(|z|*) = o(|r|*). Portanto, podemos reescrever tal
igualdade como
r(oe+i— rz) + 0(|r\4) =7r +irf.

Igualando as partes real e imagindria, segue que o sistema (3-7) pode ser escrito em sua
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forma polar como

{ 7= rla=r)+9(r0), 39

o = 1+vy(r9),

onde ¢ = o(|r[*) e w = o(|r|*). Afim de simplificar a notago, a dependéncia de o dessas

fun¢des nao € indicada. Observe que dividindo (3-9) por 1 + v, temos que

dar 1 rla=r)+9¢
dt 1+vy l+y 7’
do_1° _
dt 1+y

. ) . do
Podemos introduzir uma nova varidvel de tempo T de modo que i 1. Observe que,

pela regra da cadeia,
do dbdrt de dt

dar dvdrdrdr
Donde segue que

dt
—=1 0).

Assim, podemos reescrever o sistema como

dr _drdt r(o—r?) +o(r,0)

dt  dtdr 1+y(r,0)
do _dedr _
dt  drdt

Como em torno da origem a fun¢do Y € pequena, temos que sua expansao em séries é

dada por
1
=Y+t
T+w Yy
Com isso, podemos escrever
d
==yl ) (=) +0)

r(oe—r?) —r(o—r2)y+r(o— )y + o(1 —y+y?) + -
r(a—r?)+R(r,0).

Logo,
dr

%:

Deste modo, uma 6rbita de (3-9) comegando em (r,0) = (rp,0) serd representada por

r(a.—r?) +R(r,0). (3-10)

r=(0,rp), onde ro = r(0,rg). Note que, ao transformar ao transformar (3-9) em (3-10),

estamos também reparametrizando o tempo de modo de que ' = 1. Logo, olhando para
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o problema de valor inicial
o = 1,
6(0) = 0,

sua solugdo é dada por 8(t) = 1. Assim, além de 6(0) = 0, temos que 8(2®) = 27, o
que implica que para qualquer 6rbita iniciada em (rp,0), com ry > 0 percorre uma volta
completa no mesmo intervalo de tempo T = 27. Portanto, todas essas Orbitas possuem o
mesmo tempo de retorno angular. Como a origem é ponto singular do sistema, (8,0) =0
¢ solugdo trivial do sistema e podemos escrever a expansdo de Taylor para r(8,r9) em
torno de ry = 0:

r=uy(0)ro+uz(8)rg + u3(0)rg + o(|ro|*). (3-11)

O objetivo passa a ser encontrar os coeficientes ui,u,u3 € us. Para isso, substituimos

(3-11) em (3-10) e, do lado esquerdo da igualdade, obtemos

dr _ d(uy(8)ro+uz(0)rg +u3(0)rg +o(|rol*))

= - =t (O)ro -+ (B)73 45 (0)75 + (o).

Do lado direito, temos
r(o— r2) +R(r,0) = (uro+ uzr(% + l/tgl”g + 0(|r0|4))
(o — (urro+uarg +usrg +o(|ro*))*) +R(r,8)
= ro0u; — rgu% + r%ocuz + r30cu3 + 0(|r|4)

= roOluy + r(%ocuz + rg - u? + oz + 0(|r|4).
Assim, vale a igualdade
uyro+ u’zr(z) + ugrg + 0(\r0\4) = roOluy + r(z)ocuz + rg(—u? + oz ) + 0(|r|4).

Igualando as poténcias de ry, temos o seguinte sistema de equacdes diferenciais

Ltl - (XM],
/
r 3
Uy = —uj+0owu3.

Observe que r(0,ry) = rg e, por outro lado, tomando 6 = 0 em (3-11), temos que
ro = r(ro,0) = u;(0)ro+ uz(O)r% + u3(0)r(3) + 0(]r0]4).

Donde segue que podemos tomar u1(0) = 1, up(0) = 0 e u3(0) = 0 como condi¢des
iniciais para o sistema dado. Resolvendo tal problema de valor inicial, temos que u; (0) =

e e u(0) = 0. Para resolver a terceira equacdo do sistema, observe que uy = —e390
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outz. Subtraindo oz em ambos os lados, obtemos
300

oce)/ _ezae.

uy — oz = —e>™ = (uze”

Assim, podemos integrar ambos os lados de modo que

0 d(btaé‘“")) /9 20
28 ap=-— Pdp.
/0 ( dp P 0 ¢ P

Resolvendo tais integrais, segue

200
—1
uze”®® —u3(0) = — (e—) :

200

Portanto,
eoce (1 o eZoce)

U= 200

Logo, substituindo em (3-11), temos a expressao para r:

1_62(19
r= e“er0+eae—r8+o(]r0]4).

20
Tal expressdo é independente do termo R(r,0). Portanto, a aplicagdo de retorno

ro — r1 = r(2m, rp),

tem a forma

2mo 210 1 — ' 3 4
ri =r(2m,rg) = e rg+ e g ro+o(|r]")
2701 2nao, 4o
201 e 3 € € 3 4
=e"rg+ ry — rh+ol|r
0+ S0~ e +ollrl?)

210 210 e — 1 3 ( |4)
=e™rg—e — | ra+o(|r™).
0 201 0

Expandindo e*™ ao redor de o = 0, obtemos *™ = I + 4me*™ o + o(|ot|?). Entio,

4 — 1 = 4moi+ o(|atf?). Assim,

4o o>
r EeZTCOLrO_eZROL( _2;(| ‘ )r8—|—0(|r0|4)>

_ eznocro _ eZna(2n+0(’a]))r8 —|—0("‘0‘4)'

(3-12)

Agora, queremos encontrar os pontos fixos da aplica¢@o de retorno, que sdo onde surgem

os ciclos limites. Observe que a funcdo em (3-12) pode ser facilmente analisada para rg

e |a suficientemente pequenos. Os pontos fixos da aplicacdo de retorno sdo dados pela
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equagdo
ro = €™y — 2™ (21 + o(|at]))rg 4 o(|ro|*),

ou seja,
—ro 4 €™ — 2™ (214 o(|ai|))rg + o(|ro[*) = 0. (3-13)

Reorganizando os termos, temos (2™ — 1)rg — e*™(2n+ o(|at|))r3 + o(|ro|*) = 0. Note
que podemos expandir 2™ em torno de o = 0 como e*™ = 1 + 2re’™a, + o(|af?).

Substituindo tal expansdo na equagao (3-13), segue que
0= (2moi+ o(|o?))ro — (1 + 2mae®™ + o(|o?)) (21 + o(a) ) rg 4 o(|ro|*)

= roa(2n+o(at)) —ry (2 +o([t])) +o([rol*)

= 2maurg + roo(0?) — 21y — ro(a) + o(|rol*)

= 2mroou — 21y + ro(0(0%) + o(r3) + rgo(ar))

= 21trg (0 — 1§+ 0(0%) +0(r3) + rgo(ar)).

Observe que rp = 0 € sempre zero da equacdo para qualquer valor de o, mas ndo
caracteriza um ciclo limite. Para o0 < 0 pequeno, ryp = 0 € o tnico zero da equacdo. Para
o> 0, temos ro = i\/m . Levando em consideracao que um ponto fixo positivo da
aplicagdo corresponde a um ciclo limite do sistema, concluimos que (3-9) tem um tnico
ciclo limite (estavel) ao redor da origem para o > 0, como no sistema (3-8). Em outras
palavras, os termos de ordem superior a terceira ndo alteram a existéncia de um ciclo
limite préximo, para |ol| pequeno.

O segundo passo da demonstragdo consiste em mostrar que existe uma equiva-
l1éncia topoldgica entre os retratos de fase. Para tal, fixe o pequeno e positivo. Ambos o0s
sistemas (3-7) e (3-8) tem um ciclo limite em alguma vizinhang¢a da origem. Assuma que
a reparametrizacdo do tempo resultando em um tempo de retorno constante 27 € realizada
no sistema (3-7). Também, aplique uma escala linear de coordenadas no sistema (3-7) de
modo que o ponto de intersecdo do ciclo e do eixo horizontal esteja exatamente o ponto
x = y/o. Agora, defina a funcdo z — 7 dada pela seguinte construgfio: tome um ponto
z = x+ iy e encontre (rg,Tp) onde Tp é o tempo minimo necessario para que uma Orbita
de (3-8) se aproxime do ponto z a partir do eixo horizontal com r = ry. Agora, construa,
comecando nesse ponto uma 6rbita do sistema (3-7) no intervalo de tempo [0, Tp]. Denote

o ponto resultante por 7 = X+ iy.
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AT N
NV

Figura 3.4: Construcdo do homeomorfismo entre os sistemas (3-7) e (3-8).

Coloque Z = 0 para z = 0, isto &,

h:U—V
Z, sez#0,

0, sez=0,

2+ h(z) =

onde h(z) = 9(ro(z),T0(z)) = Z, @ fluxo de (3-7). Assim, a fung¢io i mapeia Grbitas de
(3-7) para (3-8), preservando a orientacao do tempo. Ainda, observe que 4 é continua pois

o fluxo @ é continuo e, na origem,

z—0 z—0

lim h(2) = lim 6 (r0(2), () = ¢ (nm ro(Z),;i_{I(l)To(Z)) — ¢(0,0) = 0= h(0)

e cuja inversa é dada por (%) = p(r0(2),70(2)) = z e h~'(0) = 0, onde p é fluxo de
3-7). 0

Nosso objetivo agora € mostrar que qualquer sistema bidimensional genérico

possuindo uma bifurcacdo de Hopf pode ser transformado na forma

<X,> = (a _1) (x> — (" +y%) <x> +o([ )1,
y I o/ \y y

com a possibilidade de mudanca de sinal nos termos cubicos. Com esse propdsito,
considere o sistema
¥ = f(x,0), (3-14)

com f suave, X = (x,y) € R? e a € R, apresentando uma bifurcacio de Hopf. Suponha
que, para oo = 0, o sistema possua um ponto de equilibrio na origem x = 0, e que a
jacobiana Df(0,0) tenha autovalores A; » = %i®p, com wg > 0.

Dessa forma, temos que f(0,0) = 0 e que a matriz jacobiana avaliada em
(0,0) ndo possui autovalores nulos, sendo, portanto, inversivel. Pelo Teorema da Fungio

Implicita, segue que existem vizinhancas de U e V de zero e uma fungdo xo : U — V de
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modo que f(xp(a), ) = 0, ou seja, xo(a) € um ponto de equilibrio do sistema (3-14), que
varia continuamente com o e satisfaz xy(0) = 0.

Para recentralizar o sistema em torno do equilibrio, realizamos a mudanca de
coordenadas

u=x—xp(a), istoé, X=u+xo(Q).
Substituindo essa nova varidvel no sistema original, obtemos:
u' = (u+x0() = f(u+x0(at), o).

Esse novo sistema possui um ponto de equilibrio em u = 0, pois

F(0+xp(a),a) = f(xo(at),on) = 0.

Assim, o equilibrio foi movido para a origem e, sem perda de generalidade, podemos
assumir que a origem € o ponto de equilibrio de (3-14) para |o| suficientemente pequeno.

Expandindo a func¢do f(x, o) ao redor de x = 0, temos que

F(x,00) = £0-0LA(0,00)x + o(|x]?)
=A(0,0)x+F(x,0).

A matriz jacobiana A (o) pode ser escrita como
o) b(a
R CONON
c(a) d(a)
onde a, b, c e d sao fungdes suaves de o e cujo polindmio caracteristico € dado por
p(A) =det(A—Al) = - c()A+A(a),

onde 6(a) = a(a) +d(a) e A(a) = a(a)d(a) — b(o)c(a) e cujas raizes sdo os autovalo-

res, dados por

2=y (o0 £ /io() ~4a() ).

As condi¢des da definicdo de uma bifurcacdo de Hopf implicam que quando o = 0, os

autovalores da jacobiana sdo complexos puros, isto €,

3 (o0t /(o) ~4a(a) ) =iom,

Donde segue que
2

c(0)=0 e (iicoo)zz(i%\/TlfA>
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Resolvendo a segunda expressdo, temos que

= %(—4A(O)) = —A(0).

Logo, ®3 = A(0). Observe que, A; 2(at) sdo complexos se 62(at) —4A(a) < 0. Neste caso,
1
Moo= 5 (o(o) £im(a)) e portanto o equilibrio na origem é um foco atrator se (o) < 0

e um foco repulsor se 6(a) > 0. Note ainda que, como 6(0) = 0 e A(0) = ©] > 0, segue
que 6(0)> —4A(0) < 0. Assim, pela continuidade do trago e do determinante, para |o| nio
nulo e suficientemente pequeno, segue que o(a)? —4A(a) < 0. Logo, 4A(a) — o2 (o) > 0

e podemos escrever os autovalores da seguinte forma:

Ao = % (G(oc) ii,/4A_02(a>> .

1 1
Tomando u(a) = 5(5(0() e o) = 5\/4A— o%(a), podemos reescrever os autovalores
como A (o) =A(a) e Ap (o) = A(a), onde

com o(0) = %\ /4A(0) —2(0) = ao > 0.

Lema 3.2 Introduzindo uma nova varidvel complexa z, o sistema
X =A(o)x+F(x,0) (3-15)

pode ser escrito, para |0 suficientemente pequeno, como

/

7 =Ma)z+g(z,z, ),

onde g = o(||z||*) é uma fungdo suave de (2,7, ).

Prova. Sejam g(a) € C? um autovetor de A(o) correspondente ao autovalor A(), e p(ct)
um autovetor de A(a)” correspondente a A(ct). Tal escolha é possivel pois A(a) e AT (ax)

possuem os mesmos autovalores. Entdo, vale que:

* A(a)g(a) = Ma)g();
* A(o)” p(a) = Mar) ().

Ainda, é possivel normalizar p em relacdo a ¢ de modo que (p(a),g(a)) =1 (veja 3.3).
Observe que qualquer vetor x € R? pode ser unicamente representado, para |ot]

pequeno, como x = zg(a) +zg(a), para algum z € C. Podemos ainda encontrar uma

férmula para z, como segue. Observe que, tomando o produto escalar com p em ambos

os lados de x = zg(a) +zg(a), temos:
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(p(a),x) = (p(a),zq(at
= z{p(a),q(a

Note que,

<p,a>:<p/%>=1 Ag) = — g = ~

donde segue que

Como wy > 0, A # A para todo |o| suficientemente pequeno e, logo, (p,g) = 0. Assim,

concluimos que z = {p,x). Tomando entdo x’ = A(a)x + F (x, ), segue que:

7 ={(p())",x) + {p(a),x')

Observacio 3.3 A(x) e AT (o) possuem os mesmos autovalores. Além disso, dados p e q

como na demonstragdo anterior entdo é possivel normalizar p com respeito a q de modo

que (p,q) =1
De fato, seja A autovalor de A(a) e g(o) autovetor associado. Observe que

det(AT — M) = det((A — M) = det(A — M) =0,
donde segue que A é autovalor de A”. Além disso, para normalizar p com respeito a g,

_ - 1

observe que (kp,q) = 1 se, e somente se, kp’ g =1, donde k = ——. Portanto k = ﬁ )
P4 pP.4q
Como (p,q) # 0 e kp é autovetor de A(a), segue que é possivel normalizar p com respeito

agq.
O lema 3.2 mostra que € possivel realizar uma mudanca de varidveis no sistema

X =A(a)x+ F(x,0),
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para |a| suficientemente pequeno, de modo que ele possa ser reescrito como
7 =Ma)z+g(z,z,a),

onde
8(z.z,a) = (p(a), F(zq(a) +zg(a), a0)). (3-16)

Agora, o objetivo € compreender e reescrever a funcdo g para que sua andlise se torne mais
simples. Para isso, lembremos inicialmente que a formula de Taylor para as duas varidveis

z e 7 da fung¢do g(z,z,a) ao redor da origem z = 0 é dada pela seguinte expressao

g(z,z,a) = (0,0, ) + a—g(O,O,oc)(z— 0)+ a—‘?(0,0,oc)(Z— 0)

0z oz
26 2 ,
+5 B 5(0,0,0)(z—0)? +2aa—a(o 0,0)(z 0)(2—0)4—%(0,0,0()(2—0)2
g Pg
+ 5 {63(0000&_0)3—}_38228 (OOOL)(Z_O)Z(Z_O)
+382;g2 (O 0 a)(z_0)<z_0)2+%(O,O,O{,)(Z—O)?’ +0(’Z|4>.

Observe que g(0,0,a) = (p,F(0,a)) = 0, pois F é exatamente da ordem o(||x||?), ou
seja, seus termos se anulam mais rapidamente que qualquer termo quadratico a medida
que x — 0. Ao calcular a primeira derivada de g, ela corresponde a derivada de uma fungao
que é o(||x||?), o que reduz sua ordem para o(||x||), e portanto, ao ser avaliada na origem,
resulta em zero. Isso implica que as derivadas parciais de primeira ordem de g também
se anulam na origem, de modo que o desenvolvimento de g inicia nos termos de segunda
ordem. Com isso, podemos utilizar a férmula de Taylor para as duas varidveis reais z € Z,

expressando a fungédo g(z,7, ) na forma

1[92 0’g 0?
sz =3 | @22 E @zt FEw?

g

1 [93¢ g _ 9’ ~ _
+§L)Z3( )z +3828‘( o) 2%z +3aza§ (oc)z2+a—3( )z | +o(|zY
1 ak+lg
— - ° (OL) ZkZl
kHZ;Zk!l ! 9zko7! =0
1
= ) psu(@i?, (3-17)
k+I[>270 0

isto €, como um polindmio envolvendo poténcias mistas dessas varidveis, o que facilita
as andlises e manipulagdes algébricas. Dessa forma, passamos agora a realizar mudangas
de coordenadas na expressdo obtida para 7/ no Lema 3.2, com o objetivo de eliminar os
termos quadréticos e cubicos, a semelhanca do que foi feito no caso da bifurcagdo tipo

fold. Nesse contexto, o lema a seguir garante que os termos quadraticos da expressao de
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7 podem ser desconsiderados.

Lema 3.4 A equagdo

7 =Az+ g%zz +g11zz+ %22 +0(|z\3),

onde A = A(o) = u(a) +im(a), u(0) = 0,0(0) = 0y > 0 e g;; = gij(®) pode ser trans-
formada por uma mudanga de coordenadas complexa, dependente de um parametro e

inversivel da forma

h h
2= w+ 2w 4 by wiv + —2W,
2 2
em uma equagdo da forma
w = 2w+ o(|w|?)
para todo 0| suficientemente pequeno.
Prova. Primeiramente observe que a inversa de
h h
2= W 2w by Wi+ W
2 2
¢ dada pela expressao
h h
W=z— %zz —hj12Z2— %Zz +o(|z]).

Derivando tal expressao, obtemos

w =7 — @ —h1(7+ ) — hopZ + ...
Substituindo 7’ € 7/, segue que

w = 7\,Z+Z2 (g% —lhzo) +2Z <g11 —h11X—h11k> -I—Zz (g% —h()27_\,> +...

h h
Como z =w+ %wz +hyiww+ %Wz segue que

h h
o 2= (Wt 202+ hywiw + %WZ)2 =w2+o(|w]);

2
h h h h
« 7= (w+ %w2+h11ww+ %wz)(w %w2+h11ww+ %wz) = ww+o(|w]?);

h h
« 2= (Ww+ %wz S+ wiw + %W%Z = wit? +o(|jw]).

O que implica que
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w =Az+7 <g% —khzo) +2Z (gn —hnx—hn?w) +7 (g% —h027_v> +

20
—kw—l—k 2o 2+7»h11ww+7u 02_2 £~ w?

2
—mew—k%w — hoo A +0(]w[ )

7\./’12()W +g1uww — Mjww

A _
= dw+ (kﬂ + géo 7~h20> w? o+ (Mt +g11 — M — M )wi

+ (ggz +x— - moz) w2+ o(jw])

h h
=Aw+ (g202 ;O> w? + (g11 — Mapp ) wiv + <g§2 +k£ —27»h02> w”+o(jwl*)

—_—

1 _ _
=Aw+ E(gz() — khzo)wz + (g11 — Xh]l)ww—f— (g()2 - h02(27\.— 7»)) —|—0(|W|3).

N |

Assim, para zerar os termos quadréticos, basta que

1
5(820 —MAhyo) =0,

g1 — M =0
go2 —hp(2A—A) =

Donde concluimos que /9 = gﬂ, hi1 = g# e hy = §02 . Isso mostra que a transfor-
~ A A 2A—A
macao
r— w8202 81l o, 802 oo
20 A 2h—A

transforma a equacao

7 =Az+ %zzngnzZvL %Zz+o(lzl3)

em uma equacgao sem termos quadraticos da forma
w =M +o(|w?), (3-18)

para todo |o| suficientemente pequeno. Note que tal transformagéo estd bem definida pois
como A(a) = p(a) +io(a) e A(0) = iwp > 0, pela continuidade da fun¢do A(a) segue

que 2A(ct), A(c) e 24 — A sdo ndo nulos para |a| suficientemente pequeno. O

Observacao 3.5 A mudanga de varidveis

h h
7= w+%w2+hnww+ %wz
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é inversivel e possui inversa

h2o _ hp_
w=z——27—hnZ———2 +o(z).
2 2
De fato, note que, como w € C, w = x + iy, para (x,y) € R2. Com isso, substituindo
tal expressdo para w, podemos escrever z como uma fun¢do de duas varidveis reais da

seguinte forma:

h — . h
2(.y) = x iy 2 (o4 i) hit (x4 i) () + 2 ()

h h
= xtiy+ o (i) b (o iy) (= iy) + 2 ()’

h h
:x+iy—|—%(x2+2ixy—y2)+h11(x2+y2)+%( 2 _Dixy+y?)
h20 h02 .
:x+7< 2—yz)—’rhll(Xz—’ryz)+7@2‘{‘)’2)+l()’+h20xy_h02x)7)
hoo ho )
:x+7( 2 )+ (h11+7 (o + %) +i(y + haoxy — hooxy)

= u(x,y) +iv(x,y),

cuja jacobiana é dada por

1+ hoox +2h11x+hoox  —hopy +2h11y + hooy
Dz(x,y) = ,

haoy — ho2y 1 + hoox — hopx

a qual avaliada na origem € a matriz identidade, que tem determinante 1 e € inversivel.
Portanto, pelo Teorema da Funcdo Inversa, existe inversa da aplicacdo dada numa vizi-

nhanca da origem. Suponhamos que tal inversa seja dada por
w = az+bz* +czz+dz* +o(|z]). (3-19)

Logo, segue que
h

z=az+b +cz+d7 + %(awbzz +cZ+dZ?)? + i (az+bZ* + czZ+d7)

ho>

5 (az+bZ* +czz+d7*)* +o(|7?).

(az+ b7+ czz+d7?) +

h h
Dessa forma, segue que az =z, b+ % =0,c+ a2h11 =0ed+ %az = 0. Disso segue

h —h
quea=1,b= —%, c=—hj1ed= Toz. Substituindo a, b, ¢, d na equagdo (3-19),
segue que
o, _ ho, 3
W=2- 2 —hllZZ—TZ +o(|z]”)

¢é inversa de z.
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O préximo passo consiste em aplicar o procedimento da demonstracao do Lema
3.4 aos coeficientes de terceira ordem. O objetivo € eliminar os termos cubicos por meio
de uma mudanga de coordenadas complexa, inversivel e dependente de um parametro,
da mesmo modo que foi feito no lema anterior para os termos quadraticos. No entanto,
veremos que isso € “quase” possivel, a menos de um termo cibico que ndo poderé ser

eliminado, como segue no proximo lema.

Lema 3.6 A equacdo

821 zzz + glzzz + 803

830 3+ :

¢ 5 =2 +o(l2Y),

7 =k+2=

onde ) = A(a) = p(a) +io(a), u(0) =0, ®(0) =wy > 0 e gj = gij(®) pode ser
transformada, por uma mudancga de coordenadas complexa, dependente de um parametro

e inversivel da forma

h h h h
033 4 2yt 4 2?4 2

6 2 2 6 "V (3-20)

=W+ —
em uma equagdo com um unico termo cubico
w =M +cwrw +o(|w|*)
com c1 = c1(@), para todo |a| suficientemente pequeno.

Prova. Considere a transformacgdo cubica (3-20). Procedendo como na observacao 3.5,

temos que a inversa da transformacao (3-20), até termos cubicos, € dada por

. o3 h o, hio h03_3
W= PRI A o S +o(|z).

Derivando essa expressdao em relagdo a ¢, obtemos:

1 1 B 1 _ 1. 5
w =7 — —h30227 — 21227 — =h127 2 — =h212°7 — h12227 — Ehos'zzz' +o(|z]?).

2 2 )
Substituindo
e
a4+ ggo_3+%_zz+%_ 2+g% 3

obtemos:
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830 3 821 2_ 812 _2 g03_3

w = = A7+ 2 6 + 7 Z+ 7 + ?
1 1
- Ehgozz(kz) — hy122(Az) — Ehuzz(?@

[, e Py
— §h2122(7\2) —h12zz(AZ) — Ehoﬁz()\i) + 0(|Z|3)

:xz+<@——h x) (g21 h21k——h21k>zz

6 2
812 -2 803
+ <7 - —h127\. h127\,) 2z + <? - —h037\.> z +0(’Z| ).
h h h h
Substituindo z = w + — 30 wi = 21 w2 W+ ﬁwwz + £W3, obtemos:
6 2 2 6
1 1 —
w = hw+ g (830~ 230w’ + 7 (821 = hyh— ha  M)w? W

1 - 1 _
+ E(glz —2hp M)W + 6(5’03 + hoah — 3hoa L)W 4 o(|w[*).

Para eliminar os termos cibicos, impomos:

(1

6(830 —2h30L) =0
1 _
5(5’21 —hy A —hy ) =

1 _
E(glz —2h12A) =0

1 _
¢ (803 + hosh — 3ho3)) =

ng 803
hy = L hip = ehys =
27» 2 x x BT T

suficientemente pequeno, como A(0) = oy > 0, segue que 2A, 2\ e 31 — A sdo ndo nulos.

Assim, obtemos h39 = |l

No entanto,
A+A= 2u

que se anula em a = 0. Assim, o coeficiente /| ndo estd definido para |a| nulo. Logo,
ndo é possivel fazer com que o termo w?Ww desapareca para todo || pequeno. Definindo
hz1 = 0, a transformacgdo dada por
h3o h h
3 12 _» 03_3
I=WH —W + —WW" + —Ww
6 2 6
. . . ,1 2_
elimina todos os coeficientes dos termos cubicos, exceto o que acompanha w*w, transfor-

mando a equagio

=+ 805 g21z2z+g1zzz 4803

¢ 5 B +o(lz[h)
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na equagdo com um tnico termo cubico
w = w1 (a)w?w+o(|w|*),

onde ¢ (o) = gﬂ(a). O

2

O termo ctibico restante é chamado de termo ressonante. Combinando os dois
lemas anteriores, é possivel reescrever a equagdo inicial 7 = A(a)z + g(z,Z,0t) sem os
termos quadraticos e com apenas um termo cubico, facilitando a andlise de um sistema

genérico qualquer que possui uma bifurcacao de Hopf, conforme resume o lema a seguir.

Lema 3.7 A equacdo

1 _
7=+ Z mgkl(oc)zkzl+o(lzl4), (3-21)
2<k+1<3

onde L = A(a) = p(a) +io(a), u(0) =0, ®(0) =wy > 0 e gj = gij(a) pode ser
transformada, através de uma mudanca de coordenadas complexa, dependente de um

pardmetro e inversivel da forma

h h h h h

na equagdo
w =M+ cywiw 4 o(jw]*),

para |0 suficientemente pequeno, cujo tinico termo cubico restante é o termo ressonante

Cl1 =1C] (O()
Prova. Basta combinar os lemas anteriores. Primeiramente, aplicamos a mudanca

h h
z=wt 22w 4w+ %WZ

2
_ 820 _ 811 802 ~
com hyy = o hi = T e hyp = Y e, pelo Lema 3.4, transformamos a equacao
(3-21) em outra da forma
W =u+ g%lf + %uﬁ—l— g%# —|—0(|u|4).

Aplicando agora a mudanca dada pelo Lema 3.6, os termos ctbicos dessa nova transfor-

macao (exceto o termo ressonante) desaparecem, resultando em uma equacao da forma

w =w+cewrw+o(|w*),
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onde ¢ = ¢ (o), para |0 suficientemente pequeno. O

Com isso, precisamos agora calcular o coeficiente ¢i(a) em termos dos coefici-
entes g;;. Um modo de realizar tal tarefa € calculando as transformagdes do lema anterior
e encontrando o coeficiente g3; modificado, pois vimos no Lema 3.6 que c¢; coincide
com tal coeficiente. Observe que, para isso, precisamos conhecer a inversa até os termos
cubicos, que pode ser uma tarefa dificil. Como conhecemos a forma resultante e a trans-
formacao do Lema 3.7, podemos utilizar tais informagdes para encontrar o coeficiente

desejado, como faremos a seguir.

Proposicao 3.8 O coeficiente c| é dado pela expressdo

_ ) i
Cl((x):&+(7“+27‘)811g20 lg11] \g02|_ ‘
2 2[A2 A 20o0—N)

Além disso,

: 2
21 i 02
c1(0) = _g2 +_20)0 (g11g20—2|g11|2— |g3| > .

Prova. De fato, consideremos a transformagao

h h
7= w-l-%wz—l-hnww—l- %wz,

como no Lema 3.4. Derivando, obtemos
7 =w + hooww' + hyt (WW +ww) + hoyW'w.
Do Lema 3.7, temos que
w=wteww+o(wt) e W =w+eww+o(wl*).

Substituindo w' e W', segue que

7= C1W2W+ Clh20W3W+Clh11W2W2 +W?L—l—hzowzk—l—hllWW?L—i—hlleWz_l

+ hoowW° &1 +hi i wWA + hoaw? A

= W W+ c1haow’ W+ Wk + hogw? A+ hoow W €1 + w? w* (cthi1 +hner) (3-22)
+ hoow? A+ wiw(hj A+ hyA)

= WA+ i WP + hogw? A+ hoa? A+ wiw(hi A+ hi ) +o(|w[*).

Por outro lado,

/ 820 » _ . 802> 830 3, 821 »_ 812 _»  803_3
= A+22724 4082 003 02 2n S22 S03 3-23
7=z 2Z 81122 21 6Z zzz 2zz 6Z ( )
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Substituindo as expressoes

h h — h
z:w+%w2+h11ww+%wz e Z:W—I—% + hy1 w—k%w2

by

do lado direito da equagdo (3-23), obtemos:

7= @Wz + g30w3 +guww+ -

1 1
> 6 ~ W W+ gaoh1 W+ Egnhzowzw

2

1 1
+2812WW +2gzohozww + g11hiww? +g% +g23_3

1 — | I
+Aw + Ehzosz +hi Aww + Ehozsz + Egozhozwzw—k Egnhnwzw

1
+ 2gllhozw

I — —
=~ 203h20W"° + g11haoWi

_ 1 — 1
+ g11hoaw? + Egozhnwwz + Eg1lhozw3 + 5

1 — 1 — _ .
+ 581 1hoowin* 4 Egozhzowz + goaWh1 W + goahi Wi

Agrupando os coeficientes que acompanham w?w, temos

1 1 — _
7= (% +g20h11 + Egnhzo + Egozhoz +g11h 1) Wt (3-24)
811 802 . ~
Como hyy = 7» ,hi = 5 ehyp = m, podemos substitui-los na expressao (3-24),
obtendo a seguinte igualdade:
) (82 gu 1 go 1 gn Sir\ 2
z—(2 +gzok+2g11k+ g022k k+g1k)ww+...
_ (3-25)
_ (821, (A+2M)g11820 lg11]? 1202 W
2 2[A[? A 202h—N)

Com isso, podemos igualar (3-22) e (3-25) e comparar os coeficientes do termo w2,

donde conclui-se que

g1 (A20)grg0 el |g02|?
a)=20y .
=5 e YWY

Além disso, avaliando tal expressao para o0 = 0, temos

g1 (M0)+21(0))g11820 | |g11]? lg02|?

c1(0) = B3 2|M(0)? A(0) * 2(20(0) _W)

Como A(0) = u(0) + i®(0) onde u(0) =0 e w(0) = wy > 0, é possivel simplificar a

equacao acima de modo que
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c1(0) = g1 (—ioo +2i0)g11820 lg11)? g0z |?
! 2 e iy 2(2iwg + i)
821 i 1
=2 Tam (g11g20—2|g11\2—§\g02|2).

O

Com os resultados obtidos, o préximo passo consiste em simplificar ainda mais
o sistema, reescrevendo-o na forma w' = Aw + c;w?w + o(|w|*), onde ¢ serd o foco
principal. Essa forma reduzida permite destacar o primeiro coeficiente de Lyapunov,
que desempenha um papel central na andlise da bifurcacdo de Hopf. Esse coeficiente
fornece informagdes cruciais sobre a natureza da bifurcacdo, sendo fundamental para
a determinacdo da forma normal topoldgica associada ao sistema. Neste contexto, serd
importante introduzir notagdes para as parte real e imaginaria de um niimero complexo.
Dessa forma, utilizaremos R(z) para parte real e 3(z) para parte imagindria de um

determinado niimero complexo z.

Lema 3.9 Considere a equagdo

dw
= (u(o0) + (o)) -1 (ol + ofwl?),
onde u(0) =0 e ®(0) = wp > 0. Suponha i/ (0) # 0 e R(c1(0)) # 0. Entdo, a equagdo
dada pode ser transformada através de uma mudanga linear dependente de um parame-
tro, uma nova escala de tempo e uma reparametrizagdo ndo linear de tempo, em uma
nova equagdo da forma

du . 2 4

o = (B Ju-tsulul +of|ul*), (3-26)
onde u é uma nova coordenada complexa e 0,0 sdo os novos tempo e pardmetro,

respectivamente. Além disso, s = sgnR(c1(0)) = 1.

Prova. Primeiramente introduza um novo tempo T = ®(a)t. A direcdo do tempo é

dt 1
preservada pois ®(a) > 0 para | suficientemente pequeno. Entao i m, donde
segue que

dw  dwdt

dt drdt

o(o)

(o) + iea()w + 1 (] +o(w]*)) ——
(

(ﬂgl+ﬁw%fmeM£+vﬂM“

o(o) o(o)
(B-+i)w+di (B)wlwl® +o(|wl*),
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onde = ‘u(—(;c)) edi(B) Cl((g((g)) )) . Observe que, de fato, podemos considerar 3 um novo
parametro, pois
. _u(0)
B(0) = o(0) 0;
e H0)0(0)  ((0)

Portanto, pelo Teorema da Func¢do Inversa, existe um intervalo aberto /I C R, contendo
B =0, e uma funcdo diferenciavel o : I — R, tal que o(0) = 0. Além disso, note que
d;(B) é complexo pois cj(et(B)) o é. Agora, reparametrize o tempo ao longo das 6rbi-
tas introduzindo uma nova varidvel temporal © = (1, ) onde d6 = (1 +e1(B)|w|?)dx,
com e (B) = 3(di(B)). Essa mudanga de tempo é uma transformacao de “quase identi-

dade” em uma vizinhanca da origem, isto €, uma perturbacdo da identidade. Note que,

drt
expandindo 70 em torno de w = 0, obtemos

drt 1

8 Tra@we A BME o),

Logo, segue que

= = ((B+ijw+dy (Bwlwl? + 01wl )1 — 1 Bl +o((wl*))
= (B+i)w— (B+i)er(B)wlw]* +di(B)wlw|* +o(|w|*)
= (B+i)w+ (di(B) — (B+i)er(B))wlw|* +o(w]*)
= (B+i)w+ (di(B) —ier(B) —Be1 (B))wlw|* +o(|w[*)
= (B+i)w+ (R(d1(B)) — Ber (B))wlw|* +o(|w|*)
= (B+i)w+L(B)wlwl* +o(lwl*),
onde [; (B) = R(d1(B)) — Pe1(B), que é um niimero real e [;(0) = R(d;(0)) = EK(CW;SOD.

1
2,0

Finalmente, introduzimos uma nova varidvel complexa # de modo que u = w|l; (B)
que ¢é possivel pois R(c1(0)) # 0 e, logo, [1(0) # 0. Assim,

dw _ 1 _du
o i, (p)|z 90
Deste modo, segue que
du 1 .
el (B)~3 = B+ iyw -+ (B)wlw +o(wl*)

= (B+ D)l (B) 72 + L (B)ulu |11 (B)| 211 (B) |~ + o |u|*).
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Multiplicando ambos os lados por |/ ([3)|%, temos que

L(B)
111(B)]

com s = sgnl;(0). 0

du .
% = (B+l)u+

jul? +o(luf*) = (B+i)u+slul* +o(lu*),

Definicao 3.10 A funcgdo real 1) (B) é chamada primeiro coeficiente de Lyapunov.
%R(c1(0))
Q)

pode ser calculado pela férmula

Segue da igualdade /1 (0) = que o primeiro coeficiente de Lyapunov em =0

i 1 821
R(— —2lgn1* — 2 [gm|?) + =
((Do(gzogn Ig11] 315’02! )+ 5 )

11(0) =

l< ) (O]

» 1 2 & ~ , 1 AT
Observe que 2|g11|” — §|g02| é real. Logo, a expressdo | 2|g11]° — §]g02| i ndo tem

parte real. Assim, podemos simplificar a igualdade acima para

i 21
R (2—0)0820811 + %) !
11(0) = o = 2(,Jggi(l'gzogn + ©0821)- (3-27)

Portanto, para calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov na origem, precisa-
mos apenas de certas derivadas de segunda e terceira ordem do campo vetorial associado
ao sistema. Note que o valor de /;(0) depende da normaliza¢do dos autovetores p e ¢ en-

quanto seu sinal € invariante sob a escala de p e ¢, obedecendo a normalizacdo (p,q) = 1.

Note que a equacdo de u com s = —1 ¢
d
o5 = (B iju—ulu +o(lul*). (3-28)

Tomando u = x + iy, temos que a equacgdo (3-28) pode ser reescrita como
X iy = (B+i)(x+iy) — (x+iy)x+ iy +o(jx+iy[*)
= B+ Biy + ix —y —x(x* +37) —iy(* +5°) +o((¥* +5°)?)
= Br—y —x(® +3%) + By +x—y(* +37))i+o(( +%)%),

que, reescrita em formato matricial, € dada por

(-6 3)-e0 ()

que € semelhante a (3-5). Agora, resumimos os resultados dos lemas anteriores nos

teoremas a seguir. O primeiro teorema, versa sobre as condicdes de ndo-degenerescéncia e
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transversalidade. Os passos de sua demonstracdo sdo os Lemas 3.4, 3.6, 3.7 e 3.9 provados
anteriormente nessa se¢do. O segundo teorema, mostra que a forma normal topoldgica é

dada pelo sistema (3-1).

Teorema 3.11 Qualquer sistema bidimensional x' = f(x,a), com x € R? e . € R que

tem no parametro o. = 0 o equilibrio x = 0 com autovalores
7\,172(0) = +i®g, 0 > 0,

em que as seguintes condi¢coes sdo satisfeitas:

1. 1,(0) #£0;
2. 1/(0) #0,

onde 1 é dado por (3-27) e u é a parte real do autovalor da jacobiana, pode ser transfor-

mado, através de mudangas inversiveis de varidveis, pardmetros e reparametrizacdo do

d (x\ (B —1)(x N 4
()t ) (o]t

Teorema 3.12 Qualquer sistema bidimensional X' = f(x,a), com x € R? e o € R que

tempo, em

tem no parametro o = 0 o equilibrio x = 0 com autovalores
A 2(0) = £ioyg, wp > 0,
é topologicamente equivalente numa vizinhanca da origem a seguinte forma normal

(- 3)()2()

Observacdo 3.13 No sistema (3-15), se a fungdo F(x,0) for representada por

topologica:

F(x,0) = %B(X,X) + éC(X,X,X) +o(|Ix||*), (3-29)

onde B(X,y) e C(x,y,u) sdo fun¢des vetoriais multilineares simétricas de X, y e u, com
X,y,u € R?, entdo é possivel encontrar uma férmula simplificada para o cdlculo dos

coeficientes g20, 11, £02 € 821-

De fato, note que
F(x,0) = F(x) = (F1(x),F(x)).
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Expandindo cada Fj(x), i = 1, 2 em torno da origem, temos

2 JF; 2 92F;(0) 1& RO
)= E0]+ ;ﬁg/ Z A T Z ax,axkax,xfx"x"

Considerando & = (§;,&,),

2 PR(E)
Bi X, =
( Y) = lagjagk x]yk
e Ci(x,y,u) - PR XVl
&Y, = Nz e e i VUL
Jkil a§]a§k3§1 £=0 !

podemos reescrever cada F;(X) como
1 1
Fi(x) = EB,'(X,X) + ECI'(X,X,X). (3-30)

Além disso, no Lema 3.2, vimos que x pode ser escrito como X = zg +zg, onde z =
(p,x), onde p é autovetor de AT normalizado com relagdo a g, que é autovetor de A.
Consideremos entdo p = (p1,p2) € ¢ = (q1,492), donde podemos escrever x = (zq; +

741,292 +7q2)- Portanto,
Bj(x,x) = Bi(zq +74,29 +7q)

2 82 : L -
- =t 8558(2 gzo(ij +24;)(2qx +72x)
2r.
— 3&_,1?8(21) gzo(qu +7g,)° +23§I:8(§2) (zq1+7241) (292 +79>)
P F(§) _
+ 9,08, é;70(2612 +ZQ2)2.

Expandindo os produtos e agrupando os termos que acompanham as poténcias de z e Z,

temos que
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nien =2 (F2 o238 oo B )
2 (% gzomﬂ% T 3252 gzom>
+227 (% gzoq@ﬂL % gzoq 192+ ?)2&?8(2 e oqu
e, o)

Logo, podemos escrever B(X,X) como
B(x,x) = 2’B(¢,q) +2°B(q,q) +222B(¢,9)-

Fazendo o mesmo processo para C(X,X,X), temos

Ci<XaX7X) = C,(Zg%—@,zq—l—z_q,zq%—@)

B N .
— e agjaékagl - (ZCIJ +ZC]])(qu —l—zqk) (qu _|_qu)
3 .
- agﬁF—é?&l gfo(qu t7)°+3 8218—5_,(1%)&2 (zq1+74,)* (292 +745)
+3m gzo(ZfJ2+qu) (ZQ1+zq1)+m O(Zq2+zq2)3'

Expandindo os produtos e agrupando os termos que acompanham as poténcias de z e Z,

obtemos:
Ci(x,x,x) =2’ (a?—é(;)q? + 3%@2 +333£—§§%)q1ﬁ + 8382(;) q%)
e
+3 a;a(&i) @ +6 33& a(é’) 9192 %+3a3ag’) qzq_)
e (P
I i )

L(PFRE)_, PRE) ., PRE) L, PRE)
“( AR = L Iy L L i ‘”3)'

Portanto,
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C(x,%,X) = 2°C(q,q,q) +32°2C(q,4,9) +3:7°C(4,4,9) +7°C(3,4,9)-

Assim, podemos escrever F(X) como

1 1
F(x)=F(zq+7zq) = EB(ZqﬂLﬁqu—@ + EC(qurz_q,qur@,zquE)

1 1
=3 (%B(q,9) +7°B(q,9) +222B(¢,9)) + ¢ (22C(q,9.9) +37°2C(9,4,9)

+3:7°C(¢,4,9) +7°C(3,4,9)) -

Do Lema 3.2 e da expansdo da funcdo g em séries, segue que podemos calcular os
coeficientes gy; utilizando a expressdo para F obtida, como segue:

> 9
820 =55(pF(2g+24,0)| = (p,55F(2q+24,0)| )= (p,B(4:9)),
< z=0 < z=0
2 2
g ==(p,F(zg+29,0))| =(p,55-F(z¢+29,0)| )= {(p,B(¢,9)),
0207 =0 0207 =0
> 9
902 =55 (P F2g+74.0))| = {p.=5F(q+2q,0)] )=(p.B(d.9)).
Z ZZO ‘Z Z:O

83

__ 0°
g = m<P,F(ZQ+Zq,O)>

= (p, ~=—F(zq+7%4,0 = (p,C(q,9.9)).
(p: 52958 (24 +24, )Z:0> (r,C(4,9:9))

z=0

Portanto, nos casos em que F possui essa estrutura, a verificacdo das condi¢des
para a ocorréncia de uma bifurcacdo de Hopf torna-se consideravelmente mais fécil, uma
vez que os coeficientes g;; desempenham um papel fundamental nessa andlise. Além
disso, essa forma permite calcular explicitamente o primeiro coeficiente de Lyapunov,
o que € essencial para determinar a natureza da bifurcacgao.

Concluimos, assim, que a bifurcagdo de Hopf ocorre quando, em um determi-
nado valor do parametro, a matriz jacobiana associada ao sistema apresenta um par de
autovalores puramente imagindrios. Essa bifurcagdo € caracterizada pela transi¢do de um
ponto de equilibrio do tipo foco para um ciclo limite que pode ser instavel ou estavel,
conforme o sinal do coeficiente de Lyapunov. Esse tipo de bifurcacdo desempenha um
papel fundamental na andlise qualitativa de sistemas dinamicos, que serd explorado nas

aplicacdes do capitulo 4.



CAPiTULO 4

Aplicacoes da Bifurcacao de Hopf

4.1 Bifurcacao de Hopf em modelos predador-presa

Considere agora o problema de modelar a evolu¢@o da populacdo de determina-
das espécies, que se torna interessante quando hd duas ou mais espécies em interacao.
Equagdes diferenciais nao lineares sdo comumente utilizadas para modelar esse tipo de
situacgao.

Quando a atividade de pesca diminuiu significativamente durante a primeira
guerra mundial, um biélogo marinho italiano observou que esse periodo de decaimento
coincidiu com o crescimento da populacdo de tubardes. Assim, quando os pescadores
retornaram ao mar no final da primeira guerra, descobriram que o estoque de peixes
havia diminuido severamente, mesmo sem atividade de pesca nos anos anteriores. Este
problema chamou a atencdo de Vito-Volterra (1840-1940), que formulou equagdes que

descrevem esse tipo de situagcdo, conhecidas como Lotka-Volterra, que tem a forma

X = rx—axy,

Yy = bxy—ky,
onde x e y denotam a densidade populacional da presa e do predador, respectivamente.
Como os peixes comem algas, que sdo um recurso abundante, sua populacio cresce com
uma taxa proporcional a populacdo atual X' = rx. No entanto, os peixes sdo comidos por
tubardes, o que faz com que sua populacido decresca em uma taxa que € proporcional a
interacdo entre as espécies, com propor¢cdo a. Os predadores, por outro lado, morrem
sem comida. Entdo, se a populacdo x de presas se anula, isto é, x = 0, a populagdo
de predadores decresce pois faltaria alimento. Na presenca das presas, a populacdo de
predadores cresce com taxa proporcional a interagdo entre as espécies, que € benéfica
para o predador.

No entanto, esse modelo ndo leva em consideracdo alguns fatores realistas
como a capacidade do ambiente, quantidade finita de recursos e clima. Por esse motivo,

surgiram outros sistemas que modelam interacdes do tipo predador-presa. Assim, Holling
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(1930-2019) introduziu as familias chamadas “funcionais do tipo Holling”, ao considerar
aspectos como o consumo das presas por predadores individuais e sua relagdo com a
mudanca na densidade das presas. Tais estudos envolveram casulos de mosca e a dindmica

de pequenos mamiferos, que matematicamente pode ser traduzida pelas expressdes cx ou

, denotadas por “Holling tipo 1” e “Holling tipo 2”. Dessa forma, estudaremos o

a+x
sistema predador presa Holling tipo 2, dado por

X = rmx(l—-x)— occici—y ,

x
cxy 4-1)
/
= —d .
y y¥ a+x

O sistema (4-1) descreve a dindmica de um simples ecossistema do modelo predador
presa. Aqui, x e y sdo nimeros populacionais (em escala) e r, ¢, d e . sd0 parametros
que caracterizam o comportamento de populacdes isoladas e suas interagdes, em que r
representa a taxa de crescimento da presa na auséncia do predador, ¢ representa a taxa
de predacdo e d é a taxa de mortalidade natural dos predadores na auséncia das presas.
Consideremos o um parametro de controle, ¢ > d e r, ¢ e d positivos. Para simplificar
célculos futuros, consideremos um sistema polinomial que tem, para x > —@, as mesmas
orbitas que o original. Para tal, multiplique o sistema (4-1) pela funcdo positiva x + o,

donde obtemos o sistema

X(a+x) = rx(1—x)(o+x)—cxy,
Y(a+x) = —dy(a+x)+cxy.

Introduzindo um novo tempo T de modo que dt = (. + x)dT, segue que

dx dt _ dx

/ —_ =
Yloatx) =7 = o

Logo, nesse novo tempo T, o sistema se torna

/

X = rx(1—x)(a+x)—cxy,

, (4-2)
Yy = —ody+ (c—d)xy.

O objetivo agora é mostrar que tal sistema apresenta uma bifurcacao de Hopf com respeito
a varia¢do do parametro o. Para isso, inicialmente encontramos os pontos singulares do

sistema (4-2). Assim, precisamos resolver o sistema de equagdes

rx(1—x)(a+x)—cxy = 0,
—ady+(c—d)xy = 0.

E claro que a origem é ponto de equilibrio. Supondo entio que y # 0, podemos dividir
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ambos os lados da segunda equagdo por y, obtendo —od + (¢ —d)x = 0 e donde segue

que x = %. Substituindo tal valor de x na primeira equacao, segue que

roud 1_ od ot od _cocdy_O
clc—d) c—d c—d) c—d

Logo,
_rfc—d—oad olc
y_2< c—d )(c—d)
:roc( c—d  od >
(c—dP (c—dp
_ o (1_ ocd)
(c—d) c—d)
Portanto,

od rd od
Ey= 1—
0 (c—d’c—d( c—d))7

€ ponto singular ndo trivial do sistema. Observe ainda que a jacobiana associada ao

sistema (4-2) € a matriz

Aly) = —cy+r(l—x)(ot+x)+rx(—(o+x)+ (1 —x)) —cx
Y (c—d)y —od+ (c—d)x
[ —cy+ro+2rx—2rxo— 3rx? —Ccx
- (c—d)y —od+(c—d)x)’
a qual avaliada no equilibrio Eg é
—ero( ed ) o 2rod 2ra’d  3rold®  —cad
j— r J— J—
| c—d c—d c—d c¢—d (c—d)? c—d
A(Ep) =
od
ro (1 - ) —od +ad
c—d
ord(c+d) (c—d o —aed
_| (c+d)?* \c+d c—d
ro(c—d(1+a)) 0
c—d
Logo, os autovalores sdo encontrados através da equagdo caracteristica
ord(c+d) (c—d AN —oed
_an— | (c+d)? \c+d c—d|_
det(A(Ep) — M) ra(c—d(1+a)) 0.
7 —A
C_

A equacgdo caracteristica é dada por
ord(c+d) (c—d ocd [ ocd (ar(c—d(l+a))
A —A|—A =0
( (c—d)? <C+d ) )+c—d<c—d( c—d 7

isto €,
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R () et o

donde segue que os autovalores sdo Aj » = %6 ++v/06%2 —4A, em que

_ord(c+d)
~ (e—a)?

(z;j—a> e A:(Coicj>2(ar(c—d(1+oc))).

Logo, a parte real do autovalor é dada por

_lord(c+d) (c—d
M) = 3= —ap <c+d_°°)'

Das condigdes exigidas para que tenhamos uma bifurcacdo de Hopf, temos que os
autovalores da jacobiana avaliada no ponto singular devem ser complexos puros. Assim,

para que 0y seja valor de bifurcagdo, é necessario que u(0p) = 0. Dessa forma

oco(rcdfcd;d) (c—d ) o

u(op) =0 <=

Como r, ¢ e d sdo ndo nulos e ¢ # —d, tal igualdade s6 ocorre quando 0y = 0 ou 0y = C;—Z.

No entanto, se o = 0, a parte imagindria do autovalor seria nula e ndo teria uma bifurcacdo

de Hopf. Logo, ag = C—T——d Disso segue também que a parte imagindria é dada por
c

2
Lio(ag) = 1\/0‘0””’(”‘1)2 (C_d —oco) _ A%0cd e —d(1 +ap)).

2 (c—d)* c+d (c—d)?
Entdo,
—of = (ion)* = (%(rw—d(l +oco>>>) = o (roofe—d(1+aq)).
(4-3)
Dai, substituindo 0y na equagao (4-3), segue que
» ¢—d cd c—d,
%= (c—d)? (rc+d<c d(1+a)))
_cdr _ d(c—d)
~ (ctdp (C S )
_cdr (c+d)(c—d)—d(c—d)
~ (c+d)? c+d
_cdr  [(c(c—d)
~(c+d)?\ c+d
2 _
_ cdre—d) _, (4-4)

(c+d)3
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Portanto, em o = 0, o equilibrio Ey tem autovalores Aj > = %i®)), 0 que sugere uma

possivel ocorréncia de uma bifurcagdo de Hopf em 0. Observe ainda que, para o0 > O,

102rd(c+d) [c—d
“(“)Zia(cﬁd;)(cw_“)@‘

temos que

Agora, para oL < 0y, temos que

102rd(c+d) [c—d
“(‘X):EOC(CEC;)r2 ) (c+d_°°> >0,

donde concluimos que para o0 > 0y o equilibrio Ey € estavel e para o0 < 0 € instavel.

1.0F

y'=0

0.5F

0.0
/ ¥

-05F

I
o

-1.0¢ L L L \7
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

Figura 4.1: Curvas dos equilibrios do sistema (4-2).

Para aplicar o Teorema 3.11, € necessdrio checar se as condi¢des de ndo degenerescéncia
e transversalidade sdo satisfeitas, isto é, ¢/ (ap) # 0 e [1(ap) # 0. Observe inicialmente

que

v rd(c+d) (c—d ord(c+d)
) =3 —ap (c+d_ >_ 20c—d)

,(c—d —ourd(c+d)
= 0.
a <c+d) 2(c—d) <

Portanto, a condi¢do de transversalidade é satisfeita. Resta agora calcular /;(0p). Em

donde

oL = O, 0 equilibrio ndo trivial Ey tem coordenadas
c—d d c—d r c—d d
(xo’yo):(c+dc—d’c+dc—d(1_c+dc—d>)
()
c+d c+d c+d
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Podemos transladar o equilibrio para a origem do sistema de coordenadas pela mudanca
de varidveis

d
X = xo+§1 _ﬂ—i_&l,

y = y+&= +&.

<c+d)2
Assim, observe que no valor de bifurcacdao o = 0y, temos
€l =x = rx(1 —x(a+x)) —cxy
cd& & cdbiby dEir & dEr
c+d c+d c+d c+d c+d c+d

. —Cdgz rd 2 2
T et d +dE’1 c€1& r&l

S

&, =y =—ady+c(c—d)xy

_(e=d)dre (c—4d) red d&, rc€y
T T ctd]  c4d d&2+<c_d)<(c+d)3+c+d (c+d)2+§1§2)
ks SRR

Com isso, transformamos o sistema (4-2) em

g = - Bk =RELD),
(4-5)
G = TR e b = RELE)

Considere & = (§1,82) e F(§) = (F1(&1,&2), F2(E1,&2)). Mostraremos que o sistema (4-5)

pode ser representado como

§ = AE+ SB(EE) + CEED), o)

onde A é a matriz jacobiana dada por

0 B cd
. c+d
A= cr(c—d) 0 )
(c+d)?

B = (B1,B2) = (B1(x,m),B2(x,m)) e C = (C1,C2) = (C1(x,M,6),C2(x,M;6)), onde

2
-y ?*Fi(&1,6) . A7)

XMk
Jik=1 agfa‘t:k £=0 !
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2 DF(E,
y &15;2)

MG, 4-8
a&]a&kag XJnkgl ( )

Ci(x,m.¢) =
Jik,I=1

com™ = (N1,M2), ¢ = (61,62) e X = (X1, %2)-
De fato, calculando as derivadas de segunda ordem de Fj (&) e avaliando-as em

& = 0, obtemos

IR (&)  —2rd
a&% £=0 n c+d ’
PRE)|
aélaiz ézo ’
PRE)|
€3 lezo
As derivadas parciais de segunda ordem de F>(&) sdo
IRE| 0
2 )
agl E=0
I*F3(§)
— =\ =c—d,
10 |ry
PRE)] 0
5 =0.
8&2 £=0

Substituindo essas derivadas em (4-7), segue que

B(x,n)=(Bl,Bz)=( xml—c(nmz+nzx1)( d)(xmz+nle))

+d
e, logo,
—2rd
B8 = (g8 - 2bika 2o e ).
. . FPRE)]
Agora, calculando as derivadas de terceira ordem de Fj (&), obtemos que W =
1 1&=0

—6r e as demais se anulam. Ao calcular as derivadas de terceira ordem de F> (&), vemos

que todas sdo nulas em & = 0. Portanto, substituindo em (4-8), temos

C(X,T],C_,) - (C17C2) - (—61‘,0),

donde
C(§,&,8) = (—6r&},0).

Observe que com essas expressoes para B e C, o sistema (4-6) € uma nova escrita para
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(4-5). Ainda, reorganizando (4-4), temos que

wi(c+d) _ re(c—d)
cd (c+d)?"

Com isso, podemos reescrever a matriz A como
—cd
A= 0 c+d
- 0)(2)(c+d) 0 :
cd

—cd
c+d

Note que

det(A —M) = | (0ya) =0 < M+o5=0,

cd

e, deste modo, podemos calcular o autovetor de A associado ao autovalor i®y, da seguinte

—cd
5 0 C-Ed q1\ i q1
J = .
m"(cc; AV 92

Resolvendo o sistema, obtemos que a segunda coordenada ¢» do vetor procurado €
—(c+d)iopg; —(c+d)ioy
cd cd
A associado a img. Equivalentemente, como o produto de g pelo escalar cd também ¢é

forma

dada por ¢, = . Portanto, o vetor g = | 1, ¢ autovetor de

autovetor associado a esse mesmo autovalor, podemos considerar ¢ = (cd, —(c +d)ioy)

para simplificar cilculos futuros. Agora, para calcular autovetores de AT, observe que

2 c
0 QDN () i [
=@ 0 p2 p2

—iwpcdp —icdp
wi(c+d) wo(c+d)
de AT associado ao autovalor —ity. Como o produto do vetor p pelo escalar wy(c + d)

Segue que py = . Assim, o vetor dado por r = (pl7 ) ¢ autovetor

também é autovetor, vamos considerar s = (0 (c +d), —icd). Deste modo, vale que
Ag=imyg e ATp=—iop.

Além disso, note que podemos normalizar s com relacdo a g pois

B OJQ(C+d) cd B
ko) =1 <= <k< —icd )’(—(c+d)imo>>_l'

Tal igualdade ocorre se, e somente se,

k(wo(c+d)ecd+ cdop(c+d)) = 1.
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Dai,
1

k= ——.
2wpcd(c+d)
Logo, podemos tomar s normalizado com relacdo a g. Assim, os autovetores a serem

utilizados nos calculos futuros sao

cd . I 1 wo(c+d)
— =KS§= ———— .
1 —(c+d)img P 2wpcd(c+d) —icd

Agora, podemos calcular /i (0t ), dado pela expressao (3-27). Como escrevemos o sistema
(4-5) na forma (4-6), da Observacdo 3.13 segue que podemos calcular o coeficiente go¢

da seguinte forma:

20 = (p,B(¢,9))
c(—d*d — d?r + id*wy + c*iay)
c+d
ivgc(2cd +d* +c?) +cd(c* — d* — rd)
c+d
_iogc(c+d)? +ed(c* —d* —rd)
c+d

Analogamente, os coeficientes g1 € g21 sdo dados por
—cd?r
cd ’
—33d3r
cd

811 = <po(qvq)> =
g21 = <p7c(an7q)> = —3C2d21".

Logo, podemos utilizar a igualdade (3-27) para calcular o primeiro coeficiente de Lyapu-

nov, como segue.

1 R i(imoc(c+d)? +cd(c* — d* —rd))
(o) = 202 ctd
1 2 12 2 20
- ("’Oc d ’(C;rd) —3a)oc2d2r) _—edr _y,
200 (c+d) o

Portanto, /; (o) < 0. Isso garante a ocorréncia de uma bifurcacdo de Hopf supercritica
c—d

c+d

para o valor de bifurcacido oy =
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Figura 4.2: Retratos de fase do sistema (4-2) para diferentes valores de a.. O ciclo limite estdvel
(em vermelho) ocorre para . < O. A trajetoria em azul corresponde a um foco
atrator quando o > Oy, a um foco atrator fraco em oL = Oy e a um foco repulsor
quando o < Oly.

Consideremos agora o sistema dependente de trés parametros, que pode ser visto
em [19], dado em (4-9).

/o a2 cx(l—p)
X = ax—bx yd+x(1—p)’
(4-9)
VR Ul )
d+x(1-p)’

em que p € [0,1) é um parAmetro de reftigio indicando que a fra¢do p de presa é protegida
da predacdo e 1 — p € a fracao da presa que estd disponivel para predacdo. O parametro u
representa a taxa de morte do predador e 1 € a taxa de consumo da presa. Tais parametros
tém influéncia na coexisténcia, oscilagdo e estabilidade do sistema. Dessa forma, o sistema
(4-9) estende o modelo predador-presa com funcional de Holling tipo 2, incorporando
um fator que regula a disponibilidade das presas, considerando que uma fracdo da presa
escapa da predagdo. Isso torna o sistema ainda mais realista.

O objetivo € demonstrar a ocorréncia de uma bifurcacdo de Hopf em funcgao

da variacdo do parametro p. A abordagem adotada € diferente daquela apresentada em

[19]. Primeiramente, considere x >

e multiplique o sistema (4-9) pelo fator positivo

d+x(1—p), obtendo
(d+x(1—p))¥ = ax(d+x(1—p))—bx*(d+x(1—p))—yex(1—p),
(d+x(1=p))y = —uy(d+x(1-p))+nyex(1—p),

Tomando a mudanga de tempo T de modo que dt = (d + x(1 — p))dt, temos que

¥ = a(d+x(1-p))x—b(d+x(1—p)}x*—yex(1—p),
(4-10)

Y = —pu(d+x(1-p))y+mnycx(l—p).
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A estratégia serd implementar os cdlculos desenvolvidos ao longo da dissertagdo no
software Mathematica. Além do que ja foi comentado, durante o desenvolvimento dos
célculos se faz necessdrio inserir outras hipéteses sob as constantes do sistema (4-10).
Dessa forma, precisamos inserir no software tais hip6teses e definir o campo de vetores

associado, como segue.

(* Hipoteses do sistema™)

SAssumptions = \[Mu]l>0 && Element [\[Mu],Reals] && \[Eta]l>0 &s&
Element [\[Eta], Reals] && Element[c, Reals] &&

Element [b, Reals] && Element[a, Reals] &&

Element [p, Reals] && \[Eta]l*c - \[Mu] > 0 &&

(V\[Etal]*a*c - \[Mul*a) (1 - p) - \[Mul*d*b > 0 &&

b*d (\[Etal*c + \[Mul]) <= a (\[Eta]l*c - \[Mu]) && a > 0 &&

b >0 & ¢ >0 6&& d>0 && \[Mul]”2 - c"2 \[Eta]”"2 < 0 &&

c”2 \[Eta]”2 - \[Mul"2 > 0

(* Campo de vetores *)

Flx_, y_, a_, b_, c_, d_, \[Etal_, \[Mul_, p_] := { (a*x - Db*
x*2) (d + x (1 - p)) - y*c*x (1 - p),-\[Mul*y (d + x (1 -
p)) + \[Etal*y*c*x (1 - p)}

No decorrer das contas, serd explicitado o motivo pelo qual cada uma dessas hipéteses foi
inserida. O objetivo agora € analisar a existéncia de uma bifurcacdo de Hopf em fungdo
de p e determinar o valor do parametro para o qual ela ocorre. Para isso, é necessario

calcular a jacobiana dos sistema e sua transposta.

(* Jacobiana J do campo F associado e sua transposta K ¥*)

JIx_, y_, a_, b_, c_, d_, \[Etal_, \[Mul_, p_] =

D[F[x, y, a, b, ¢, d, \[Etal, \[Mul, pl, {{x, y}}] //
Simplify

Jlx, y, a, b, ¢, d, \[Eta], \[Mul], p] // MatrixForm

Kl{x_, y_, a_, b_, c_, d_, \[Eta]_l \[Mu]_l p_] :=
Transpose[J[x, y, a, b, ¢, d, \[Etal, \[Mu], pl]
K[x, y, a, b, ¢, d, \[Etal], \[Mul], p] // MatrixForm

Tais comandos devem retornar a jacobiana do sistema, que é dada por

a(d—2(p—1)x)+bx(—2d+3(p—1)x)
J=1 4clp—1)y
—(p—1Dy(en —p) —c(p—1)m—(d+x—px)u

c(p—1)x
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€ sua transposta

a(d—2(p—1)x)+bx(—2d+3(p—1)x)
K=1 +cp-1)y
c(p—1)x —c(p—1)an—(d+x—px)u

—(p—1)y(en —u)

O préximo passo € encontrar os pontos de equilibrio do sistema e a condi¢io de

traco nulo, para que os autovalores da jacobiana sejam imagindrios puros. Para isso, faca

(* Encontrando o equilibrio e a condicao de traco nulo (para
que os autovalores sejam imaginarios puros) *)

Solve[F[x, y, a, b, ¢, d, \[Eta], \[Mu], pl == {0, 0}, {x, vy
}1 // Simplify

sol = Solvel[{F[x, y, a, b, ¢, d, \[Eta], \[Mul, p] == {0, 0},
Tr(Jlx, y, a, b, ¢, d, \[Eta], \[Mu]l, pl] == 0},
Reals] // FullSimplify

{x, v, P},

O primeiro comando diz respeito ao ponto singular do sistema. Os pontos

singulares sao

‘o — dy _dn (a(p—1)(en —u) + bdu)
(p—1)(=en+u)’ (p—1)*(—en+p)? ’
a d . ~
x; =(0,0),xp = <E’O> eX3 = (_1 n p,O) . Quando se trata da interacdo entre popula-

coes, o foco sdo as populagdes ndo negativas, de modo que o ponto de interesse € xg. Note
que o equilibrio x estd bem definido pois ¢ — u > 0 € hipétese do sistema e p € [0,1).
Provaremos que x satisfaz as condi¢des da bifurca¢do de Hopf. O préximo passo
apresentado tem o objetivo de encontrar o valor de bifurcacdo pg e o ponto de equilibrio
neste valor. O segundo comando trata de encontrar o equilibrio xo com a condi¢dao do

traco nulo, que € necessdria para que se tenha uma bifurcacdo de Hopf.

(*Atribuindo as coordenadas do ponto de equilibrio e valor de
bifurcacao™*)

{x0, y0, p0} = {(a \[Mul])/(b c \[Eta] + b \[Mul]), (a"2 c \[
Etal"2) /(b (c \[Eta]l + \[Mul)"2), 1 - (b d (c \[Eta] + \[
Mul))/(a (c \[Eta] - \[Mul]))}

XYeq = {x0, y0}
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Disso, obtemos que o possivel valor de bifurcacio pg € dado por

_q_bd(en+p
a(en—u)

Note que como bd(nc+ u) < a(ne — u) é uma hipétese do sistema (4-10), temos que

bd(nc+p)

0<
aMe —p)

<1

Logo,

_ bd(nc+p)
a(Me —p)

Portanto, uma vez que a > 0, ¢ —u > 0 e bd(nc +u) < a(ne —u), o valor de bifurcagio

po € bem definido e estd no intervalo [0, 1). Além disso, o ponto singular em pg é

(x )_( au a*en? )
0,70/ = ben+bu’ b(en+u)? )’

0<1

<1.

que estd bem definido pois y?> —cn? < 0 é hipétese do sistema (4-10) e implica que
(u—cn)(u+cn) < 0, donde segue que u+ cn > 0, tendo em vista que y — cn < 0, por
hipédtese.

Dadas essas informagdes sobre o valor de bifurcacdo e o equilibrio, podemos

calcular o determinante da jacobiana, avaliando-o em Xy = (xp,Y0) € Po, COMO segue.

(* Verificando o determinante da Jjacobiana no equilibrio

D

no
valor de bifurcacao¥)

detJ = Det[J[x0, y0, a, b, ¢, d, \[Eta], \[Mu], pO0]] //
Simplify

\[Omega] = Sqrt[detJ] // Simplify

Com isso, segue que
ac2d*nu
A2 — 12

ap
o= VdetJ = cdn, [ 5——.
N2 — 12

Observe que o estd bem definido pois temos que ¢’n? — u?> > 0. Consequentemente, 0s

detJ =

€, portanto,

autovalores da matriz jacobiana atribuida no ponto de equilibrio e no valor de bifurcacao

sao dados por A » = %im. Tais autovalores podem ser calculados utilizando os seguintes

comandos:

T
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Eigenvalues[J[x0, y0, a, b, ¢, d, \[Etal, \[Mul], p0l] //
Simplify

FullSimplify[ComplexExpand[Eigenvalues[J[x0, y0, a, b, c, d,
\[Eta], \[Mu], p0]]l], S$Assumptions]

Conforme discutido na demonstra¢cdo do Lema 3.2, € necessdrio avaliar a Jacobi-
ana J e sua transposta K em xg € po. Em seguida, determina-se o autovetor ¢, associado ao
autovalor A de J, e o autovetor u, associado ao autovalor A de K, de modo que (u,q) = 1.

Considere A = i® e A = —i®. Os comandos abaixo avaliam J e K em X € po.

(* Jacobiana e sua transposta calculadas no ponto de Hopf¥*)
J0 = J[x0, y0, a, b, ¢, d, \[Eta], \[Mu], pO0] // Simplify
J0 // MatrixForm

KO = Transpose[J0]
KO0 // MatrixForm

Tais comandos devem retornar a matriz jacobiana avaliada em xy,yo, po, dada

por g
0o - ; iy
c—u
Jo = 5
acdn 0
n+u
€ sua transposta
0 acdn?
Ko = . -
cau
— 0
an—u

E importante salientar que como c1+u > 0 e cn—u > 0, as entradas de Jj e K estdo todas
bem definidas. Com isso, utilizamos os comandos a seguir para calcular os autovetores ¢
de Jo e u de K.

(* Autovetor g de J0 com autovalor i\[Omegal] *)
baseq = NullSpace[J0 - I*\[Omega] IdentityMatrix[2]]
g = First[baseq]

(* Autovetor u de KO com autovalor -i\[Omega] *)
baseu = NullSpace[KO + I*\[Omega] IdentityMatrix([2]] //
Simplify

ul0 = First[baseu]
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Com esses comandos, obtemos

KCH-%M)\/;ﬁﬁjz
1

q= an ;
€
. au
m(u—m)wm
up= | — , 1
u

Agora, queremos encontrar u normalizado com relagéo a g, isto é, (u,q) = 1. Para isso,
definimos o produto interno entre ug e g € calculamos o fator de normalizagao k, visto na

Observacao 3.3.

(* Normalizacao de p e g para que tenhamos <p,g> =1*)
prodint = Conjugate[uO0[[1]]] qgll[l]] + Conjugate[uO[[2]]] g
[[2]] // Simplify

normFactor = 1/Conjugate[prodint]

u = (normFactor*u0) // FullSimplify

Assim, obtemos u e g autovetores normalizados

. au

’(Cn+#) 20m2 2

q= o ;1
an

e

. au

lTl(,U—CTl) 021"]2—‘[12 1

"= 2u 2|

que sdao importantes na definicdo da fun¢do g vista no Lema 3.2, cuja expansdo gera os
coeficientes g;;. Vale destacar que algumas implementa¢es no Mathematica ou em outros
softwares (como Maple) podem produzir autovetores diferentes, porém equivalentes.
Abaixo, introduzimos a varidvel complexa z de modo que X = zq + zg, como visto no
Lema 3.2.

(* Adicionando a variavel complexa z fazendo a mudanca (x,V)
-(x0,y0) = z g + z Conjugatel[qg] *)
X = {x, vy} /. {x => x0 + z q[[1l]] + Conjugate[z] Conjugate[qg

(01111,
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y -> y0 + z g[[2]] + Conjugate[z] Conjugatelqgl[2]]1]}

Dessa forma, € possivel reescrever o campo vetorial
F(x,y) = ((d+ (1= p)x) (ax—bx*) —c(1 = p)xy, (1 = payn — (d + (1 = p)x)yu),

associado ao sistema (4-10) em termos das varidveis z e 7 e utilizar a expressao da fun¢do
g(z), dada por

8(z) = (u(po), F((x0,y0) +24(Po) +24(P0))), (4-11)
conforme a equagdo (3-16), para calcular os coeficientes g;;. Ainda, tais coeficientes sio

dados pela expansdo da expressdo (4-11) em torno da origem z = 0.

(* Definindo g(z)*)

glz_] = Simplify[Conjugate[ul[l]]]*FI[X[[1]], XI[I[2]], a, b, c,
d, \[Etal, \[Mul, pOI[[1]] + Conjugatelu[[2]]11* F[X[[1]],
X[[(2)], a, b, ¢, d, \[Eta], \[Mul],p0][[2]]]

(* Expandindo g em (z,zc) ate ordem 3 *)

gseries = Seriesl[glz], {z, 0, 3}, {Conjugatelz], 0, 3}1 //

Normal

Com essas informagdes, € possivel calcular os coeficientes g2o, g11 € £21,

necessdrios para o calculo do coeficiente de Lyapunov, como segue abaixo.

1 *)

[N}

(* Encontrando os coeficientes g20, gll, g

g20 = Coefficient [Hseries, z"2] /. Conjugatefz] -> 0 //

Simplify
gll = Coefficient [Hseries, z Conjugate[z]] // Simplify
g21 = Coefficient [Hseries, z”2 Conjugate([z]] // Simplify

Portanto, obtemos os coeficientes g;; da seguinte forma
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bd (a(—c3n3 + o) —i(—=nPyap(e? — 2) + /a3 (¢ — #2))>

8207 2a™(u— en)?
_ibd\/ap’ (¢? — 1)
2a’n(u—cn)?
_ibdi(en+p)
ST nen - w)alene )
3b%d /i (cznz\/@+ 2cnuy/ap + \/ﬁ)
821 = .

2a5/°02(u—cm)?

Agora, utilizamos esses coeficientes para calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov,

através da férmula (3-27), como segue.

(* Encontrando o primeiro coeficiente de Lyapunov L1¥*)
11 = FullSimplify[1/(2 \[Omega]l”2) Re[I g20 gll + \[Omega]
g211]

llsimp = ComplexExpand[1l1l] // FullSimplify

sinallLl = Sign[llsimp] // Simplify

€ obtemos

o bentw)?Valen —pu(en +p)
1 2a3en3(u—cn)? ’

cujo sinal € negativo. Assim, concluimos que existe uma bifurcagdo de Hopf supercritica

no equilibrio (xp,yp) para po. Além disso, a estabilidade do equilibrio passa de um foco

atrator para um foco repulsor, gerando um ciclo limite estdvel.
P> Po
) ) I/ ;fz§‘i&§\\\§\
D N
\\\ \ N
\\\\\\\2
A\

7,

0.0

Figura 4.3: Retratos de fase do sistema (4-9) para diferentes valores de p. O ciclo limite estdvel
(em vermelho) ocorre para p < Pg. A trajetoria em azul corresponde a um foco atrator
para p > Po, a um foco atrator fraco em p = Py e a um foco repulsor quando p < Po.
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4.2 Bifurcacao de Hopf no modelo Brusselator

O Brusselator, cujo nome € uma juncdo das palavras “oscillator” e “Bruxelles”,
¢ um modelo desenvolvido por Prigogine e Lefever (veja em [12]) na Université Libre
de Bruxelles, na Bélgica. Tal modelo é um modelo tedrico na quimica e descreve reagdes
quimicas autocataliticas, isto é, reacdes em que um dos produtos da reacdo atua como
catalisador para a propria reacdo. Dessa forma, considere o esquema de rea¢des quimicas
(4-12).

(4-12)

onde as letras maidsculas denotam os reagentes e as constantes k; > 0 sdo as constantes
de proporcionalidade. As substancias D e E entram apenas uma vez em reac¢ao, enquanto
A e B sdo escolhidas para serem constantes.

Podemos estudar o comportamento de tal esquema com relacdo as varidveis X
e Y. Primeiramente, € necessdrio escrever esse esquema de reacdes como um sistema de
equagoes diferenciais. Lembre que a Lei da Acdo das Massas afirma que a taxa de uma
reacdo quimica é diretamente proporcional ao produto dos reagentes. Aplicando tal lei no

esquema de reacdes (4-12), obtemos o sistema de equagdes diferenciais dado por

ﬁt(] = ki[A] — ko [B][X] + k3 [X]*[Y] — ks [X], (4-13)
@ = —k[X]2[Y]+ ko [B][X],

dt
onde [X] denota a massa de X. Tomando agora um novo tempo T de modo que i ks e

realizando essa mudanga no sistema (4-13), obtemos

d[X] d[X] dt ki ko k3

I I = P ]+ XY - )

i dna e N N “-19)

t 3 12 2
SO I By + 2 BlX
i ar g e X B,
. o k3 k3 ~
Agora, realizando as mudancas de varidveis x = . X]ey= T [Y], a equagdo de [X]
4 4

em (4-14) pode ser reescrita como
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:@’ﬂ[A—\/_3’]2[B‘/_+¢_k3k4 Vi, ViV
Vka ks Viak' VG Viakk VB Vv
\/_kl[ k>
VEaks' 0 ky

Analogamente, a equagdo de [Y] pode ser escrita como

&y VedlY] Vikk Vi Ve

—[Blx+x*y—x.

Vks

= = v+ B X
dt ks d7 VK k4k3 Vks3 vk k4[ ]\/
Py + 2Bl
Vk3k k
Por fim, tomando a = 1 —[Aleb= = [B], o sistema (4-14) pode ser reescrito como
Vky ka ky

(4-15)

X =a—bx+x’y—x=a—x(b+1)+x’y=F(x,y,a,b),
y = —x’y+bx = F(x,y,a,b).

Considere a > 0 e b um parametro. O objetivo é estudar a ocorréncia de uma
bifurcacdo de Hopf nesse sistema sob a variagdo do parametro b. Para isso, utilizamos o
software Wolfram Mathematica, assim como no sistema (4-10). Primeiramente, definimos
as hipéteses do sistema (4-15), bem como o campo vetorial associado. Neste caso,

consideramos o campo vetorial F(x,y) = (Fi(x,y,a,b), F>(x,y,a,b)).

(* Hipoteses do sistema Brusselator *)

SAssumptions = A > 0 && Element [A, Reals]

(* Campo de vetores *)
Flx_, y_, a_, b_] = {a - (b + 1) x + x"2 y, b x - x"2 vy}
Flx, y, a, b]

Em seguida, calculamos a jacobiana do sistema e sua transposta. Isso pode ser

feito através dos seguintes comandos:

(* Jacobiana J do campo F associado*)
Jlx_, y_, a_, b_] = DIFI[x, y, a, bl, {{x, y}}]
Jlx, vy, a, bl // MatrixForm

(*Tansposta da Jjacobiana*)
Klx_, y_, a_, b_] := Transpose[J[x, y, a, bll
Klx, y, a, b] // MatrixForm
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Através desses comandos, obtemos que a jacobina do sistema € dada pela matriz

—1—b+2xy x?

b —2xy —x?

e sua transposta é a matriz

—1—=b+4+2xy b—2xy

X2 —X2

K =

Agora, o objetivo € determinar os pontos de equilibrio do sistema (4-15), resolvendo
F(x,y,a,b) = 0, e identificar os valores do pardmetro b para os quais pode ocorrer uma

bifurcagcdo de Hopf, isto €, quando o traco da matriz jacobiana se anula.

(* Encontrando o equilibrio e a condicao de traco nulo (para
que os autovalores sejam complexos puros) *)

soleq = Solve[F[x, y, a, bl == {0, 0}, {x, y}]

sol = Solve[{FI[x, vy, a, b] == {0, 0}, Tr[Jd[x, y, a, b]] ==
O}/ {Xr Y b}r Reals] // Slmpllfy

Realizando esses comandos, encontra-se que o Unico ponto singular de (4-15) é
(x,y) = | a, g e o possivel valor de bifurcacio é by = 1+ a®. Observe que como a > 0,
o equilibrio estd bem definido. Além disso, em b = by, o equilibrio é dado por x¢ =
(x0,y0) = (a, é + a) . Os comandos abaixo sdo utilizado para atribuir as coordenadas ao

ponto de equilibrio.

(* Atribuindo as coordenadas do ponto de equilibrio e do
parametro critico *)

{x0, y0, B0} = {x, y, b} /. First[sol]

XYeq = {x0, yO0}

Agora, € necessario calcular o determinante da jacobiana no equilibrio e no

parametro de bifurcagdo. Fazendo isso, encontramos os autovalores Aj > = £ia de J.

(*Verificando o determinante da Jjacobiana no equilibrio e
valor de bifurcacao*)

detJ = Det[J[x0, y0, a, b0]] // Simplify

\[Omega] = Sqrt[detd] // Simplify
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Eigenvalues [J[x0, y0, a, b0]]

No quadro abaixo, avaliamos a jacobiana J e sua transposta K em X € by.

(* Jacobiana e sua transposta calculadas no ponto de Hopf*)
J0 = J[x0, y0, a, b0] // Simplify
J0 // MatrixForm

KO = Transpose[JO0]
KO // MatrixForm

Com isso, é possivel ver que a jacobiana do sistema (4-15) avaliada em by € dada

por
A? A?
Jo =
R N R e
e sua transposta €
(AT —1-A7
o=l _a

Assim, € possivel encontrar o autovetor g associado a Jy e o autovetor p, associado a Ky,

de modo que p seja normalizado com relagdo a q.

(* Autovetor g de J0 com autovalor i\[Omega] *)

baseq = NullSpace[J0 - I*\[Omega] IdentityMatrix[2]]

g = First[baseq]

(* Autovetor p de KO com autovalor -i\[Omegal] *)

basep = NullSpace[KO + I*\[Omega] IdentityMatrix[2]] //

Simplify

p0 = First[basep]

Dessa forma, encontramos os autovetores

=\ "oixa
_(-itA
Po = A ) )

associados a Jo e Ky, respectivamente. E importante ressaltar que os comandos podem

produzir diferentes autovetores, a depender da versdao do software utilizado, mas eles

devem ser equivalentes. Vimos na Observagao 3.3 que, para normalizar p com respeito a g,
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basta tomar p = k pg, onde k = . O quadro abaixo contém os comandos utilizados

_ (Po,q)
para fazer essa normalizagdo.

(* Normalizacao de p e g para que tenhamos <p,g> =1*)
prodint = Conjugate[pO0[[1]]] qlll]] + Conjugate[pO[[2]]] g
[[2]1] // Simplify

normFactor = 1/Conjugate[prodint]

p = (normFactor*p0) // FullSimplify

A partir desses comandos, segue que os autovetores sao

=\

p= (—M —1'(i+A)).

22
Os proximos passos sd@o mover o equilibrio para a origem e introduzir a variavel complexa

z, donde (x,y) = (zg+2q), conforme visto no Lema 3.2. Para isso, basta inserir o seguinte

comando:

(* Adicionando a variavel complexa z fazendo a mudanca (x,V)
-(x0,y0)= z g + z Conjugate[qg] *)

X = {x, y}/.{x => %0 + zq[[1l]] + Conjugate[z]Conjugatelq
[[1111, v -> y0 + zqg[[2]] + Conjugate[z]Conjugate[q[[2]]]}

Agora, definimos a fun¢do

8(2,2,b0) = (p, F ((x0,y0) + 29 +79)),

como na equacgdo (3-16). O quadro abaixo mostra o comando utilizado para definir a

funcdo g.

(* Definindo a funcao g(z)= <p, F(XYeqt z g + zc qgc,A,BO0)> *)
g(z) = Simplify[Conjugate[p[[1]]] F[X[[1]], X[[2]], a, bO
1[[1]] + Conjugate[p[[2]]] FIX[[1]], X[[2]], b, bOJ[[2]]]
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Esse comando deve retornar a funcao
1

2(—i+a)(i+a)

—2(2—2a* + az+2ia*z+ 3a°2) 2+ (1 + a* + a* (2 + 2iz) — az — 3a°2) 7

g(z) = 5 |(i+ayz(—z+a(2i+2) —a(-2+2iz+22))
—a(—i+a)*z ] .

A expansio dessa fung¢do torna possivel o calculo dos coeficientes g;;, que sdo justamente
os coeficientes da expansdao da funcdo g em séries, conforme visto na equagdo (3-17).

Podemo expandir g em séries através dos seguintes comandos:

(* Expandindo H em (z, Conjugate[z]) ate ordem 3 *)
gseries = Seriesl[glz], {z, 0, 3}, {Conjugatelz], 0, 3}1 //

Normal

(* Encontrando os coeficientes: 20, gll, g21 *)

g
g20 = Coefficient[gseries, z"2] /. Conjugatefz] -> 0 //

Simplify
gll = Coefficient[gseries, z Conjugate[z]] // Simplify
g2l = Coefficient[gseries, z"2 Conjugate[z]] // Simplify

Com isso, segue que

—1+d? (i—3a)a

I
820—5(—1-1—0)» g11—i+—a 821—m-

Finalmente, utilizando a equagdo (3-27), € possivel calcular o primeiro coefici-

ente de Lyapunov, como detalhado a seguir.

(* Encontrando o primeiro coeficiente de Lyapunov ¥*)
11 = FullSimplify[1/(2 \[Omegal]l”2) Re[I g20 gll + \[Omega]
g211]

(* Encontrando os coeficientes: 20, gll, g21 *)

o
g20 = Coefficient [Hseries, z"2] /. Conjugatefz] -> 0 //
Simplify

llsimp = ComplexExpand[11] // FullSimplify

sinallLl = Sign[llsimp] // Simplify
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Dessa forma, obtém-se que o primeiro coeficiente de Lyapunov é

2+ A2

=——12
7 T 4A+ A3y

cujo sinal € —1, o que garante a ocorréncia de uma bifurcacdo de Hopf supercritica em

que um ciclo limite estavel surge a medida em que um foco atrator se torna repulsor, em

b > by

\
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Figura 4.4: Retratos de fase do sistema (4-15) para diferentes valores de b. O ciclo limite estdvel
(em vermelho) ocorre para b > by. A trajetoria em azul corresponde a um foco atrator
quando b < by, a um foco atrator fraco em b = by e a um foco repulsor quando b > by.
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