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Resumo

Souza, Alessandra Carlos de. Policiclos em Sistemas de Filippov Planares.
Goiania, 2023. 77p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatis-
tica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, estudamos a estrutura local de sistemas de Filippov planares ao redor de
Y-singularidades de codimensdo baixa e analisamos sistemas que apresentam policiclos
passando por X-singularidades. Neste processo, analisamos mapas de Poincaré (associa-
dos a estes policiclos) e determinamos diagramas de bifurcacdo de sistemas de Filippov
ao redor destes conjuntos minimais. Mais especificamente, estudamos a bifurcacdo ge-
nérica de um sistema de Filippov ao redor de uma conexao global que passa por uma
singularidade do tipo dobra-regular visivel, conhecida como ciclo limite costurante cri-
tico e mostramos que, sob pequenas perturbagdes, essa conexao se rompe € origina um
ciclo deslizante ou um ciclo limite costurante. Também estudamos um modelo de sis-
tema de Filippov planar ao redor de uma certa X-singularidade chamada dobra-cuspide, e
mostramos a existéncia de um ciclo costurante critico que bifurca desta singularidade em
um desdobramento deste sistema. Além disso, exibimos o diagrama de bifurcacdo deste

desdobramento.

Palavras—chave
Sistemas de Filippov, Sistemas dindmicos, Bifurcagdes, Policiclo, Singularidade

Dobra-regular, Singularidade Dobra-cuspide.



Abstract

Souza, Alessandra Carlos de. Polycycles in Filippov Systems planars. Goiania,
2023. 77p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-
dade Federal de Goiés.

In this work, we study the local structure of planar Filippov systems around low codi-
mension X—singularities and we analyze systems presenting polycycles passing through
Y —singularities. In this way, we analyze Poincaré maps (associated with such polycycles)
and determine bifurcation diagrams of Filippov systems around these minimal sets. More
specifically, we study the generic bifurcation of a Filippov system around a global con-
nection passing through a visible fold-regular singularity, the so-called critical crossing
cycle and we show that, under smale pertubations, such connection breaks originating
étther a sliding cycle or a crossing limit cycle. We also study a planar Filippov system
model around a certain X—singularity called Fold-Cusp, where a fold and a cusp meet
and we show the existence of a critical crossing cycle bifurcations from such singularity
in an unfolding of this system. In addition, we exhibit the bifurcation diagram of this
unfolding.

Keywords
Filippov systems, Dynamical systems, Bifurcations, Polycycle, Fold-regular sin-

gularity, Fold-cusp singularity.
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CAPITULO 1

Introducao

A formalizag@o matemdtica da Teoria de Sistemas Dinamicos Nao-Suaves ainda
¢ um topico recente, que se desenvolveu principalmente apds o trabalho de Filippov [F88]
e dos trabalhos de Teixeira e Sotomayor em 1995 [S95]. Na prética, existem diversos
fendmenos da natureza que sao modelados por sistemas niao suaves, como pode ser
conferido em [B99, B08, G03], e assim o estudo de sistemas dindmicos descontinuos
tem se tornado um tépico de pesquisa muito promissor por estabelecer uma fronteira
comum entre a matemadtica, a fisica e a engenharia. De maneira geral, a Teoria de
Sistemas Dinamicos ndo-suaves estuda campos vetoriais que perdem a sua continuidade
ou diferenciabilidade ao longo de certas hiper-superficies presentes no espaco de fase,
que sdo conhecidas como variedades de descontinuidade, e denotadas por Y. Mais
especificamente, no caso planar, um sistema nao-suave pode ser definido através de uma
curva de descontinuidade X que separa o plano em duas regides disjuntas denotadas por
>+ e X, de modo que em L+ temos a atuacio de um campo suave X e em X~ a dindmica

¢ regida por outro campo suave Y, e desta forma temos um campo vetorial da forma

z(p) = XPEPEE (1)
Y(p)ipeX-,
que é denotado por Z = (X,Y).
Observamos que o sistema (1-1) possui multiplos valores em X e portanto,
a teoria cldssica de sistemas dindmicos nao pode ser aplicada diretamente, e assim
€ necessdrio se estabelecer uma maneira de definir as solucdes deste sistema. Neste
contexto, o capitulo 2 deste trabalho visa introduzir uma metodologia desenvolvida por
Alexei Filippov [F88] que estabelece uma convencdo para definir as solugdes de um
campo de vetores da forma (1-1), que a partir de agora serd referido como sistema de
Filippov.
Além das singularidades dos campos X e Y, temos o surgimento de novos tipos
de singularidades pertencentes a variedade de descontinuidade X, e que sao conhecidas
como X-singularidades. O estudo destas novas singularidades € de extrema importancia

para o entendimento da dindmica de um sistema de Filippov. Além disso, algumas X-
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singularidades apresentam variedades invariantes locais, € com isso, tais singularidades
admitem conexdes globais que ndo aparecem no contexto suave e que possuem um alto
grau de complexidade.

No capitulo 3, estabelecemos a classificacdo das X—singularidades de codimen-
sdo 0 que foram abordadas em [F88, G11, K03], e assim caracterizamos todos os cam-
pos que ndo possuem mudangas qualitativas significativas ao redor de uma singularidade
quando sofrem pequenas perturbacdes. Em particular, destacamos o comportamento de
um campo ao redor de uma X—singularidade do tipo dobra-regular num ponto p, que
ocorre quando um dos campos (X ou Y) possui uma 6rbita que tem um contato quadratico
com X em p, enquanto o outro campo possui uma orbita por p que atravessa X transver-
salmente.

Neste caso, essa singularidade de codimens@o O possui variedades invariantes
locais estdveis e instdveis que podem se autoconectar originando conexdes globais (ver
Figura 1.1). Contudo, vale ressaltar que, diferentemente do caso suave em que uma
autoconexao sé se dd em tempo infinito, no caso ndo-suave ela pode ocorrer em tempo

finito.

Figura 1.1: Variedades invariantes locais de uma singularidade
dobra-regular.

O estudo de autoconexdes tem sido realizado desde 1882 quando o conceito de
ciclo limite foi introduzido por Henri Poincaré e, desde entdo, a deteccao destes objetos
tornou-se um dos problemas mais interessantes (e complicados) da Teoria Qualitativa de
Sistemas Dinamicos. Com o passar dos anos, outras conexdes globais passaram a ser
estudadas e com isso surgiu o conceito de policiclo. De maneira geral, um policiclo é
uma curva simples e fechada que € composta por uma cole¢do de singularidades e orbitas
regulares do sistema, de maneira que exista um mapa de primeiro retorno associado &
curva. Tais objetos tém sido frequentemente estudados na literatura, como por exemplo,
no famoso Problema de Dulac [R98].

Desta maneira, quando consideramos o conceito de policiclo para campos suaves

e levamos em conta a existéncia de X-singularidades para sistemas de Filippov, podemos
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estender de maneira natural o conceito de policiclo para este mundo de sistemas nao-
suaves. Com isso, o estudo de policiclos em sistemas de Filippov passou a ser considerado
cada vez mais pela comunidade cientifica e tornou-se uma atrativa drea de pesquisa
(veja [B99, F78, L13, L17, L14], por exemplo). Mais especificamente, policiclos que
formam uma conex@o do tipo homoclinica com base em uma X-singularidade em sistemas
planares foram estudadas em [KO03, G11, F15, B12, A16]. Outros exemplos de policiclos
que passam por X-singularidades também podem ser encontrados em [B18, B99, F78,
L13,L17, L14, A17]. Vale ressaltar que policiclos através de X-singularidades aparecem
naturalmente em aplicagdes fisicas, como pode ser conferido em [B18, A17].

Dedicamos o capitulo 4 deste trabalho ao estudo de um policiclo que ocorre
quando hd uma autoconexao em uma X—singularidade do tipo dobra-regular. Este poli-
ciclo é conhecido na literatura como ciclo costurante critico e seu estudo foi abordado
em diversos trabalhos (ver [A16, A17, G11, K03, A19, F15, N18], dentre outros). Mais
especificamente, construimos um mapa de Poincaré local ao redor desta conexao através
de mapas de transi¢do, e a partir das caracteristicas intrinsecas de uma X—singularidade
do tipo dobra-regular obtemos uma completa caracterizacdo deste mapa que nos diz que
este tipo de policiclo é sempre atrator ou repulsor, a depender da orientagdo do campo.
Além disso, seguindo as ideias de [A16, F15], estendemos a constru¢do e analise deste
mapa de Poincaré para pequenas perturbagcdes em familias a 1—parametro Zy que apre-
sentam este policiclo em Zy, e com isso caracterizamos o seu diagrama de bifurcacdo que
pode ser conferido na Figura 1.2. Assim, concluimos que o rompimento deste policiclo
sob pequenas perturbagdes d4 origem a um ciclo limite costurante de mesma estabilidade
do policiclo, ou uma autoconexio no ponto de dobra-regular envolvendo um pedaco de

orbita deslizante, também chamada de ciclo deslizante.

NIV

a<0 a=0 a>0

Figura 1.2: Diagrama de bifurcacdo da familia Z,,.

Finalmente, no capitulo 5, inspirados por [B12] estudamos uma familia a
2—parémetros Z, g que apresenta uma X—singularidade do tipo dobra-cispide em Z .
Tal X—singularidade ocorre a partir de um contato ctibico de uma das componentes de Z
com X enquanto a outra componente apresenta um contato quadratico com X. Mais especi-
ficamente, mostramos com este modelo que, para certas escolhas de parametros, o sistema
Z,p apresenta um ciclo costurante critico que bifurca localmente da X—singularidade

cuspide-dobra de Zy o, € mais ainda, para pequenas variacdes destes pardmetros os feno-
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menos apresentados no capitulo 4 (ver Figura 1.2) sdo detectados. Além disso, esbocamos

o diagrama de bifurcacdo desta familia que pode ser conferido na Figura 1.3.

raNEY) 7

B0 )
Ry
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\)\
\
\

i
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7777
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Figura 1.3: Diagrama de bifurcacdo.

Assim, este modelo exemplifica que o estudo da bifurcacdo genérica de polici-
clos € necessério para o entendimento local de X—singularidades, o que justifica o alto
grau de complexidade dindmica que estas apresentam e que talvez por esse motivo o seu

entendimento ainda seja tema de um dos grandes problemas em aberto da area.



CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos de sistemas suaves por
partes, conhecidos por Sistemas de Filippov, que serdo fundamentais para o desenvol-
vimento deste trabalho. Buscamos apresentar defini¢des e algumas propriedades desses
sistemas, como, por exemplo, os conceitos de solucdo local e de singularidades que sur-

gem neste contexto.

2.1 Sistemas Suaves

Primeiramente, discutimos alguns conceitos e resultados da teoria cldssica de
sistemas suaves. O primeiro teorema importante para o desenvolvimento deste trabalho
€ o Teorema de Existéncia e Unicidade [POO] para solugdes de equagdes diferenciais

ordindrias enunciado a seguir.

Teorema 2.1.1 (Existéncia e Unicidade). Seja A um conjunto aberto de R" que contém
X0 € A e assuma que f: A — R" seja uma funcdo de classe C'. Entdo existe €y > 0 e
uma solugcdo @ : [—€o,€9] — A do problema de valor inicial (PVI)

{ x=f(x), x €A, (2-1)

x(0) = xo.
Além disso, se y : I — A é uma solugdo de (2-1), existe € > 0 tal que [—¢,€j] C
IN[—€o,80] e @(t) = y(t),Vr € [—£5, €]

As solucdes de uma equagdo diferencial ordindria (EDO) s@o definidas como
funcdes y : I — R", onde I é um intervalo aberto. No teorema acima, Y estd definida
num intervalo fechado. Neste caso, cada fung¢do coordenada ; : [—€p,€9] — R possui
derivadas laterais em —g e €, e assim Y/ (¢) estd definida para todo ¢ € [—¢&, &).

O Teorema de Existéncia e Unicidade garante que dado xp € R", existe uma
tnica solugdo @(z,xp) tal que @(0,x9) = xp e @ estd definida para todo r € R préximo de
fo. Sob algumas condic¢des de regularidade, podemos garantir que as solu¢des dependam

continuamente dos parimetros e condigdes iniciais.
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Teorema 2.1.2 (Dependéncia Continua). Dado (ty,xo,€0) € R x xR"RK fixado e seja
g(t,x,€) uma funcdo continua para (t,x) € U e€ €V, onde U é um subconjunto aberto
de R contendo (to,x0) e V € uma vizinhanga de €y em Rk, Se o problema de valor

inicial,

x(t()) = X0,

{ x = g(t,x,€p),

tem uma tinica solugdo x(t,ty,Xo,€o), definida num intervalo maximal de existéncia I, com
to € (a,b) C I, entdo, para todo (s,y,€) suficientemente proximo de (ty,xo,€o), 0 problema

de valor inicial:

'x. = g(t7x7 8)7

x(s) =,
tem uma unica solugdo x(t,s,y,€) definida em (a,b) que é continua em (t,ty,x9,€p).
Teorema 2.1.3 (Dependéncia Diferencidvel) Seja f continua em um aberto  de R x
R" x R!, com D> f continua em Q. Entdo, para A € R fixado, a solugdo ¢ = ¢(t,9,x0, )

de
X' = f(t,x,)), x(to) = xo,

é unica e admite derivada parcial D3¢Q com relagdo a xo. Mais ainda, a aplicagdo

(t,20,x0,A) — D3Q(t,t0,x0,A) € continua no seu dominio
D = {(t,19,x0,M); (to,x0,A) € Q,w_(t0,x0,A) <t < wy(to,x0,A)},

onde (Q1,Q7) é o intervalo maximal da solugdo que passa por xo em tempo to. E

%(8) = D39t 10¥0, ) - e — §—j§6<r,zo,xo,x>,

para todo 1 < k < n, é solucdo de

onde J(t) = J(t,t9,x0,A) = Do f (¢, 0(t,t0,x0,A),\).
Com respeito ao intervalo de defini¢do das solu¢des temos o seguinte resultado
que nos permite definir o conceito de intervalo maximal.

Teorema 2.1.4 Sejam A C R" um aberto, xo €A e f : A — R" de classe C'. Para cada
xp € A fixado, existem wy € 9(0,0) e wg € (0,00) de modo que o problema de valor
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inicial (PVI)

X = f(x),
{ x(0) = xo, 2-2)

possui uma tinica solugdo ¢ : (wy , wg ) — A com a propriedade de maximalidade:

Se I é um intervalo aberto e y : I — A é solugdo do PVI, entdo I C (wg,war) e
o(r) =y(t), Vi€l

Neste caso, dizemos que (w, ,wg ) € o intervalo maximal da solucdo e @ é a

solu¢cdo maximal de (2-2).

Definicdo 2.1.5 Dado xo € A, chamaremos a solu¢do maximal do PVI (2-2) ¢(-,xp) :

Iy, — A de curva integral de f pelo ponto x, e definimos o conjunto

Yxo = {(P(Z,X()),' S Ixo}’
como a orbita de f por x.

Teorema 2.1.6 Seja ¢(-,x0) : [(x0) — A a curva integral de f pelo ponto xo € A, entdo

uma das opgoes abaixo é satisfeita:

a) ©(-,xo) € injetiva.
b) I(xo) =R e @(-,x0) = xo € constante.

¢) I(xg) =R e @ é periddica, isto é, existe um T > 0 tal que
ot +T,x0) = ¢(t,x0),Vt €R
e (p(l‘l,X()) # ©(t2,x0) se ‘tl —tz‘ <T.

Definiciio 2.1.7 Se @(-,xo) satisfaz (b) entdo dizemos que "y, € um ponto singular e neste
caso Yx, = {xo}. Se @(-,x0) satisfaz (c) entdo dizemos que Yy, é uma orbita fechada ou

orbita periodica.

Assim, é possivel definir formalmente o conceito de retrato de fase (ver Figura
2.1).

Definicao 2.1.8 O conjunto A munido da decomposicdo em orbitas de f é chamado de
retrato de fase de f. As orbitas sdo orientadas no sentido das curvas integrais do campo

f, com excecdo dos pontos singulares que recebem a orientagdo trivial.
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B)\.
Rl

Figura 2.1: Exemplos de retratos de fase.

Sejam A, B abertos de R"” e M : A — B, uma funcio diferencidvel e bijetora tal que
M~': B — A é diferenciavel. Considere um campo C' f: A — R" e o sistema x = f(x),
x€A.

Fazendo y = M(x), temos pela regra da cadeia que

y=DM(x)-x.
Logo
y=DM(x)- f(x).
Como x = M~ (y), temos que

y=DMM™(y)- f(M~'(y))

Assim, se g : B— R”" € a fun¢ao dada por

g()=DMM () fFM ()

entdo temos que g € diferencidvel, e assim

y=2g0).

Esse processo € conhecido por mudanca de varidveis, e temos que os campos
x = f(x) e y = g(y) possuem retratos de fases parecidos, no sentido de que a fungdo M
deforma o retrato de fase de x = f(x) no retrato de fase de y = g(y) de modo a preservar
a estrutura das oOrbitas. Essa mesma no¢do de deformacdo de retratos de fase pode ser

expressa com menos exigéncias através do conceito de equivaléncia topoldgica.

Definicao 2.1.9 : Sejam A, B abertos de R" e h : A — B uma funcdo. Diremos que

a) h é um homeomorfismo se h é continua, invertivel e h~=1 é continua.

b) h é um difeomorfismo de classe C" se h é C", invertivel e h™' é C".
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Definicao 2.1.10 : Sejam A, B abertos de R", f: A — R", g: B — R" dois campos
vetoriais. Dizemos que f é topologicamente equivalente a g se existe um homeomorfismo
h:A — B tal que:

i) Sexp€A e'y)’jo é a drbita de f por x, entdo h('y)’: )=,

ii) h preserva a orientacdo das orbitas.

(xo) € @ Orbita de g por h(xg).

A defini¢do abaixo estabelece quando dois campos ndo possuem diferencas
qualitativas ao redor de determinado ponto, o que constitui um ponto de vista local para o

conceito de equivaléncia estabelecido acima.

Definicao 2.1.11 : Sejam A, B abertos de R", f: A — R", g: B — R" dois campos
vetoriais, xo € A e yo € B. Dizemos que f ¢é localmente topologicamente equivalente
(localmente C"-equivalente) em (xy,yo) ao campo g se existem abertos xo € U C A e

yo € V C B e um homeomorfismo h: U — 'V tal que

a) h(xo) = yo;

b) Sexi €U ey, € aorbitade f por x; entdo h(%{] NU) = Vp(gxy) NV, onde vy

g:X1) g:X1)

é a orbita de g por h(xy);

c) h preserva a orientacdo das orbitas.

Observacao:

* Se f é localmente topologicamente C'- equivalente em (xp,yp) a g, entdo g é
localmente topologicamente C’- equivalente em (yg,xo) a f.

* Sexp € U CA eV C B sio abertos tais que f|y € equivalente a gly, entdo f é
localmente equivalente a g em (xo, 2(xp)).

Definicao 2.1.12 : Sejam A C R" um conjunto aberto e f : A — R" um campo de vetores,

dizemos que xy € um

a) ponto singular de f se f(xy) = 0.
b) ponto regular de f se f(xy) # 0.

Se xp € um ponto regular, entdo o retrato de fase ao redor de xop pode ser
"retificado"através do Teorema do Fluxo Tubular enunciado e demonstrado a seguir. Para

1ss0, consideramos os seguintes conceitos e resultados abaixo.

Definicao 2.1.13 : Sejam A C R" um aberto e f: A — R" um campo de classe C", r > 1.
Seja B C R"™™ ' um aberto e 6 : B — A uma fungdo diferencidvel de classe C". Diremos

que G é uma secdo transversal local de f se

{Do(b)(e1),Do(b)(e2), .., Do(b)(en1), f(Do(b))},
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forma uma base de R" para cada b € B, onde e; = (0,...,1,0,...,0) € Rl vj e
{1,...,n—1}. Denote ¥ = 6(B).

Teorema 2.1.14 (Teorema da Fungdo Implicita). Seja F : R" x R — R e suponha que

F(x0,y0) = 0 para algum xy € R" e yy € R. Se 37F existem e sdo continuas numa

vizinhanga de (xo,yo), i =1,...,n+1, e se axa—lil(xo,yo) # 0, entdo existem € > 0 e uma

fungdo de classe C' T : B(xo,€) — R tal que t(xo) = yo e F(x,y) = 0 com x € B(xo,¢),

|y —yo| < € se, e somente se, y =t(x). Neste caso:

a () = —%Q(x,r(x))
ox; a)?,i - (x,7(x)) '

Teorema 2.1.15 (Teorema da Fungdo Inversa.) Suponha que f é uma funcdo C' de um
aberto U C R" em R", f'(a) é invertivel para algum a € U e b = f(a). Entdo:

a) Existem abertos Ve W em R" tais que a €V, b € W é bijetora entre V e f(V) =W.
b) Se g é inversa de f, definida em W por g(f(x)) = x; para todo x € V, entdo g é de

classe C!.

Teorema 2.1.16 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam A C R" um abertoe f: A — R" um
campo de classe C", B C R um aberto contendo a origem de R ¢ec:B>XCA
uma seg¢do transversal local de f tal que 6(0) = xog € A. Se xo é um ponto regular de f,

entdo existem um aberto U C A tal que xo € U e um difeomorfismo de classe C"
h:U — (—¢,€) x B(0,r),

onde B(0,r) é a bola de R de centro na origem 0 € R" ! e raio r, e € > 0, tais que

a) h(2NU)={0} xB(0,r);

b) h é uma C"— conjugagdo local em (x¢,0) € R"entre x = f(x) e 0 campo

X =1,
Xy =0,
Xn =0.

Demonstragdo

SejaQ ={(t,y) e RxA,r €I(y)} CR xR" onde I(y) é o intervalo maximal de

{ i=f(x),
x(0) =y,



2.1 Sistemas Suaves 22

e considere o fluxo @ : Q — A de x = f(x).
Defina

Qp={(t,b) ERx B;(t,6(h)) € Q} CRxR" ' =R".

Note que I(xg) x {0} C Qp pois 6(0) =xp e (t,x9) € Q para todo 1 € I(xp).

Defina
F: Qp— A

(#,6) — ¢(1,0(b))
Note que para cada b fixado, F leva a reta horizontal /(6(b)) x {b} C Qp na curva integral
que passa por 6(b).Ver Figura 2.2.

v

Figura 2.2: Curva integral que passa por 6(b).

Mostraremos que F' é um difeomorfismo local de classe C". Para isso, utilizamos

o Teorema da Funcdo Inversa 2.1.15. Observe que:

* Qp € um conjunto aberto.

* O fluxo de um campo de classe C" € de classe C", logo ¢ é C".

Como o ¢ de classe C", (t,b) — (t,06(b)) € de classe C" e assim F é uma

composicao de func¢des de classe C”, e portanto também € C”. Além disso,
F(0,0) = ¢(0,5(0)) = 9(0,x0) = xo.

Para usar o Teorema da Funcdo Inversa 2.1.15, devemos ver que DF(0,0) :

R" — R € um isomorfismo. Note que
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9°(0,0) = % (o(1,6(0))) o = 2 (o(t,x0)) o
= f(o(t,x0)) 0
= f(¢(0,x0))
= f(x0)

Agora, paracada i € {1,...,n— 1} temos que

%(0,0) = %@(O,G(O,...,O,bi,O,...,O)) = %6(0,...,0,@,0,...,0) -
= 52(0).
Note que g—;(O) =Dc(0)(e;), Vie {1,....n—1}. Assim:
DF(0,0) = | F(xo) Do(0)(e;) ... Do(0)(en—1) |,

e como o € se¢do transversal local, segue que {Dc(0)(ey),...,D5(0)(en—1), f(c(0))} é
base de R".

Logo, det(DF(0,0)) # 0 e portanto DF (0,0) é um isomorfismo. Pelo Teorema
da Func@o Inversa 2.1.15, existem abertos (0,0) € UCQpexp€V CA tais que Fly:
U — V seja invertivel e (F|z)~" é de classe C". Como (0,0) € U e U é aberto, existem
g>0er>0tais que (—&,&) x B(0,7) CU, B(0,r) = {(b1,....bp—1),|(b1,....bu_1)| < r}.
Assim, se U = F|g((—¢,€) x B(0,r)) C V, entdo, F : (—¢,€) x B(0,r) — U é um
difeomorfismo de classe C".

Definah = (F)~!: U — (—¢,€) x B(0,r). Entio,

F(0,b) = 9(0,6(b)) = 6(b) € LNU, Vb € B(0, ).

Logo h(ENU) = {0} x B(0,r), e portanto o item (a) esta provado.
Mostremos o item (b), isto é 1~ que conjuga x = f(x) e x = (1,0,...,0). De fato:
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Dh~!(1,b)-(1,0,...,0) = D((F|(—eg)xn0,)) ) ' (t,b)-(1,0,...,0)
= DF(t,b)-(1,0,...,0)

Assim (1,0,...,0) = [Dh=1(¢,b)] 7' f(h~ ' (¢,b)), ¥(t,b) € (—¢,€) x B(O,r).
Logo, h~! ¢ uma mudanca de coordenada e portanto conjuga os campos.
U
E importante ressaltar que este resultado é apenas local. Se um campo nio possui
singularidades, significa que em torno de cada ponto, seu retrato de fase pode ser
trivializado, porém ndo significa que o retrato de fase pode ser trivializado completamente.
Entretanto, podemos generalizar esse resultado para trivializar campos ao redor de 6rbitas

regulares compactas através do Teorema do Fluxo Tubular Longo abaixo.

Definicdo 2.1.17 Um fluxo tubular de X € X" (M) é um par (F, f) onde F é um aberto de

M e f é um difeomorfismo C" de F sobre o cubo

I"=IxI""'={(x,y) eRxR" L x| < 1,}y/| < 1,i=1,....n—1}.

que leva trajetorias de X em F nas retas I x y C I x "1,

Teorema 2.1.18 (Fluxo Tubular Longo). Seja’y C M um arco de trajetoria de X compacto
e ndo fechado. Entdo existe um fluxo tubular (F, f) de X tal que Y C F.

A demonstracdo do Teorema 2.1.18 pode ser encontrada em [P75] e se baseia em obter
uma cobertura aberta da trajetéria compacta por vizinhangca em que o fluxo possa ser
trivializado via Teorema do Fluxo Tubular 2.1.16 e na extracdo de uma subcobertura finita

via compacidade.

2.2 Sistemas de Filippov

Nesta secdo, formalizamos a no¢do de solu¢do de um sistema dindmico suave
por partes planar dada pela convencdo de Filippov [F88].

Sejam M um conjunto aberto e conexo de R? e f : M — R uma funcio suave
que possui 0 como valor regular de f. Assumindo que £ = f~1(0) é uma subvariedade

mergulhada de M, considere
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Tr={peM: f(p)>0}eZ ={peM: f(p) <0}.

Entdo, definimos um sistema de Filippov Z = (X,Y) como um campo da forma

+
Z(p) = { X(p)sepec X, (2-3)

Y(p)se peX™,

onde X e Y sdo campos vetoriais de classe " definidos em X1 e X~, respectivamente.

Denotamos por Q5 (ou Q") o conjunto dos campos vetoriais suaves por partes no plano
que possuem curva de descontinuidade X. Note que Q" pode ser identificado com o
conjunto X" x X", onde X" é o conjunto dos campos suaves de classe C" munido com
a topologia C". Assim, podemos considerar que " estd munido com a topologia produto.

SejaZ = (X,Y) € Q". Como X ¢é de classe C", temos que se (xo,y) € L, entio

existe uma unica solu¢do do problema de valor inicial (PVI)

(2-4)

{ (£,5) = X (x,),
(x(0),%(0)) = (x0,0),

que denotamos por Qx (xo, o) : I(x0,y0) — R?, onde I(xo,y0) é o intervalo maximal de
solucgdo.

Analogamente, para o campo Y, se (xg,y0) € Y-, existe uma tnica solugdo do
PVI

{ (£,) =Y (x,), (2-5)

/ Y
0y (x0,Y0)

Figura 2.3: Dindmica local de Z ao redor de um ponto (xo,yo) fora
de ¥

Assim, temos que para pontos fora de X, o sistema apresenta um candidato

natural a solucdo local, ou seja, basta utilizar as solu¢des de X e de Y para determinar
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a dinAmica de Z ao redor de um ponto (xg,yo) que estd em X+ ou ¥, respectivamente
(ver Figura 2.3). A defini¢éo da solugéo local por um ponto (xo,yo) € X depende de como
as solugdes Qx e @y chegam no ponto (xp,yo) que é determinado através do célculo das
derivadas de Lie de f na direcdo dos campos X e Y nos pontos de X.

Defini¢do 2.2.1 : A derivada de Lie de f na direcdo de X em (xq,yo) € X é dada por

X f(x0,y0) = X (x0,y0) - V.f (x0,0). (2-6)

Analogamente, a derivada de f na direcdo de Y em (xo,yo) € X € dada por

Y f(x0,y0) =Y (x0,¥0) - V.f(x0,0)- (2-7)

As derivadas de Lie de ordem superior de f na dire¢do de X sdo definidas por
X'f=X (X"_1 f), onde n € N. Assim, podemos classificar as regides de ¥ conforme as
orbitas de X e Y chegam ou partem dos pontos de X.

Dado um sistema de Filippov Z = (X,Y), dividimos a variedade de descontinui-

dade X nas seguintes regides (ver Figura 2.4):

* Regido de Costura: X = {p € X; X f(p)-Y f(p) > 0},
* Regido de Deslize: X = {p € L; X f(p) <0, Y f(p) > 0},
* Regido de Escape: X = {pcX; Xf(p) >0, Yf(p) <O0}.

AYY NN
1)) 207

()

Figura 2.4: Regides de costura (a), deslize (b) e escape (c).

Se p € X¢UX*, entdo existe um tnico vetor Z*(p) que estd na combinagdo linear
convexa dos vetores X (p) e Y (p) e que é tangente a £ em p (ver Figura 2.5). Desta forma,

podemos definir um campo Z* sobre X¢ UX’.
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X(p)

Figura 2.5: Combinagdo linear convexa dos vetores X (p) e Y (p).

Definicao 2.2.2 : O campo Z° definido em ¥°UY’ é chamado de campo vetorial desli-
zante associado a Z = (X,Y). O campo deslizante Z° apresenta a seguinte expressdo em
peEX:

o YPX() - XF(p)Y(p) _
20 =N ) XAy ()

Notamos que Z* e Z3, = (Y f(p) — X f(p)) - Z°(p) possuem o mesmo retrato de

fase em X°, e 0 mesmo retrato de fase com dire¢do contrdria em X°. Desta forma, podemos
usar Zy, para entender as Orbitas de Z*. O campo Z3, € chamado de campo deslizante
normalizado.

Agora, estamos aptos a definir a solucdo local de

) = 1 X@3) fxy)
7 {m,y),f( )

Se p € £+, denote por ¢x(+,p) asolugdo do campo X : ~+ — R? que passa por

0,
2.
0. (2-9)

IN IV

pemumt = 0. Assim, Qx satisfaz:

(2-10)

{ %((px(t,p))z X((Px(f,p)),
(Px(t,p) =D

Além disso, denote por I(p,X) o intervalo maximal associado ao PVI acima.

Analogamente, se p € X, definimos @y (-,p) : I(p,Y) — R? como a solugdo maximal

do PVI:
{ (x,y) - Y(x,y), (2—11)
x(0),y(0)) = p.

Definiciio 2.2.3 : A trajetéria local ¢z(-,p) de um sistema de Filippov 2-3 por p € R? ¢
dada por:
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a) Se p e X", entdo ¢z(t,p) = @x(t,p) Vi €1, onde I CI(p,X) é um intervalo aberto
contendo 0 tal que ©x(I,p) C T.

b) Se pe L™, entdo ©z(t,p) =@y(t,p)Vt €1, ondel CI(p,Y) é um intervalo aberto
contendo 0 tal que @y (I,p) CX™.

c) Se pe X étal que Xf(p) >0 e Yf(p) >0, entdo existem oo < 0 < P tais que
ox((0,B),p) CE' e 9y ((0,0), p) C L. Neste caso, definimos [ = (a,B) e

Or(t,p), se a<t<O,
oz(t,p) =14 D, se t=0, (2-12)
ox(t,p), se 0<rt<P.

d) Se p € £° ¢é tal que Xf(p) <0 e Yf(p) <O, entdo existem a0 < 0 < B tais que
0x((0,0),p) CE" e @y ((0,B), p) C X™. Neste caso, definimos I = (o, ) e

ox(t,p), se oa<t<O0,
oz(t,p) =< p, se t=0, (2-13)
oy(t,p), se 0<t<pP.

e) Se p € L°UYS, entdo ©z(t,p) = @zs(t,p) V't €1, onde ©zs € o fluxo de Z* e I é um
intervalo aberto contendo 0 tal que ©zs(I,p) C X UX’.

f) Se p € 0X°UILX* UJX? e as trajetdrias por pontos em X de ambos os lados de p
podem ser estendidas para p e coincidem, entdo a trajetoria por p serd dada por
essa trajetoria. Neste caso, diremos que p é um ponto de tangéncia regular.

g) Se p € 0X°UILX* UL ndo é um ponto de tangéncia regular, entdo definimos I = R

e @z(t,p) = p V't € I. Neste caso, dizemos que p é um ponto de tangéncia singular.

Definicao 2.2.4 : A drbita local de p é dada por

Y(p) ={0z(t,p); t € 1}.

No contexto de sistemas de Filippov, € natural o surgimento de novas singulari-

dades. Abaixo, fazemos uma breve descri¢ao destes elementos.

Definicio 2.2.5 : Se p e X*UX¢ e Z°(p) = 0, entdo diremos que p é um pseudo-equilibrio
de Z.

Proposicao 2.2.6 Se p € X* UX? é um pseudo-equilibrio de Z = (X,Y) entdo os vetores
X(p) e Y(p) sdo colineares.
Demonstragdo

Seja
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Como p € Z*NX°, temos que Y f(p) #0e X f(p) #0, e além disso Y f(p) — X f(p) # 0.
Logo Z*(p) =0 = X(p) = % -Yf(p), e portanto X (p) e Y (p) sdo colineares. O

Logo, a inclinacdo que as 6rbitas de X e Y chegam em um ponto p € X° UL

afeta diretamente as propriedades de Z°.

Definicio 2.2.7 : Se p € Xt (resp. pe £~ ) e X(p) = 0 (resp. Y (p) = 0), entdo diremos

que p € um ponto de equilibrio natural de Z.

Se p é um ponto de equilibrio de X em £+, dizemos que ele é um ponto critico
admissivel (ou natural). Se p ¢ ¥+ é um ponto de equilibrio de X, entdo dizemos que ele

€ um ponto critico ndo-admissivel (ou virtual).

Definicio 2.2.8 : As singularidades de um sistema de Filippov Z = (X,Y) sdo:

a) os pontos p € X" UL~ que sdo pontos de equilibrio naturais de Z.
b) os pontos p € X°* UX? que sdo pseudo-equilibrios.
¢) os pontos p € IX UIL* UJIX? que sdo pontos de tangéncia (regular ou singular).

Definicdo 2.2.9 : Se p € R? ndo é uma singularidade de Z entdo p é chamado de ponto
regular.

Notamos que, diferentemente do caso suave, a trajetéria de Z por uma singula-
ridade p ndo € necessariamente estaciondria, ou seja, sua Orbita pode nio ser apenas o

ponto p.

Definicao 2.2.10 : Dizemos que uma singularidade p € X de Z é:

a) distinguida se y(p) = p.
b) ndo-distinguida se p é um ponto de tangéncia regular e sua orbita local Y(p) é

homeomorfa a R.

As singularidades distinguidas podem ser pontos de equilibrio de X ou Y,
pseudo-equilibrios ou pontos de tangéncia singular.
Agora, formalizaremos o conceito de YX—singularidades, com o objetivo de

definir rigorosamente o problema a ser abordado.
Definicio 2.2.11 Seja Z = (X,Y) € Q', um ponto p € ¥ é dito ser:

i) uma singularidade do tipo tangéncia-regular de Z quando X f(p) = 0 (resp.

Yf(p)=0)eYf(p)#0 (resp. X f(p) # 0);
ii) uma singularidade do tipo tangéncia-tangéncia de Z quando X f (p) =Y f(p) = 0.
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Para classificar as singularidades tangenciais, necessitamos do seguinte conceito

que define o contato entre um campo de vetor suave e uma curva.

Definicao 2.2.12 Seja X um campo de vetores de classe C". Dizemos que X possui um
contato de ordem n com X em p se X' f(p) =0parai=1,...n—1, e X"f(p) # 0. Em

particular, paran = 2,3, p é dito ser uma dobra e uma cuspide de X, respectivamente.

Neste trabalho, focaremos nossa aten¢do nas singularidades tangenciais que

envolvem dobras e cuspides.

Observacao 2.2.13 Se p é uma ciispide para ambos os campos X e Y, entdo dizemos que
p € uma singularidade cuspide-cuspide de Z.

Se p é uma dobra para ambos os campos X e Y, entdo dizemos que p é uma
singularidade dobra-dobra de Z.

Se p é uma dobra para X e uma ciispide para Y, entdo dizemos que p é uma
singularidade dobra-cuspide de 7.

Se p é uma dobra para Y e uma ciispide para X, entdo dizemos que p é uma

singularidade cuspide-dobra de Z.

Além das singularidades, a ideia de ciclo também pode ser estabelecida para

sistemas de Filippov.

Definicao 2.2.14 : Uma orbita regular maximal de Z é uma curva 'y suave por partes tal

que:

a) YNX1 e YNX~ é uma unido de érbitas de X e Y, respectivamente.
b) Se p € YNX, entdo p € X ou p € X é um ponto de tangéncia regular.

c) Y é maximal com respeito a (a) e (b).

Definicao 2.2.15 : Uma orbita deslizante maximal de Z é uma curva Yy suave tal que

Y C X5 UXe é uma orbita maximal de Z°.

Um ciclo é uma 6rbita regular fechada I" de Z. Além disso, se TNX #0 e
I'NX C X¢, entdo dizemos que I" é um ciclo costurante de Z. Caso contrdrio I' € um
ciclo deslizante de Z.



CAPITULO 3
> —Estabilidade estrutural: A Estrutura da
Dobra-Regular

Dedicamos esse capitulo a definicao do conceito de estabilidade estrutural local
no contexto de sistemas de Filippov e a exibir uma caracterizagdo de campos localmente
Y —estruturalmente estdveis. Em particular, estudamos um tipo de singularidade em
sistemas de Filippov conhecida como singularidade dobra-regular. Este objeto serd de
extrema importancia para o entendimento do fendmeno a ser apresentado no decorrer
deste trabalho.

3.1 Equivaléncia topoldgica e estabilidade estrutural em
Qr

Seja Qf.(U) o conjunto dos campos

— (3-1)

] X(x,y); se (x,y) ext,
Zlxy) = { Y(x,y); se (x,y) €L™.

onde X,Y sdo campos de classe C" definidos em LT e X—, respectivamente, ou seja,
QL (U) =C"(ZF) x C"(X7). Se U é compacto, entdo Q% (U) é um espago de Banach com
a norma produto induzida da norma C”. Inspirado pelo caso suave, podemos estabelecer

uma nog¢ao de equivaléncia para sistemas de Filippov.

Definicfio 3.1.1 : Sejam U, U dois abertos de R*, Z € Q%(U) e Z € Qg(lj) com curvas de
descontinuidade ¥. C U e ¥ C U, respectivamente. Dizemos que Z e Z sio Y- equivalentes
(topologicamente) se existe um homeomorfismo h: U — U que leva ¥ em ¥, orbitas de Z

em orbitas de Z e que preserva a orientacdo das orbitas.

Exemplo 3.1.2 Os campos

(—1,—1), se y>0,
7(x _ 2
( 7y) { (—1,1), se y<0 (3 )
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. ) (0,=1), se y>0, ]
Z(x,y)—{ (1,1), se y<O0 (5-3)

sdo X-equivalentes.
De fato, X f(x,y) =1 e Y f(x,y) = —1 logo, Xf(x,0) <0 e Yf(x,0) >0 para

todo x € R. Assim, ¥ = X5, e neste caso:

ZS (x7 O) — Yf(x,O) X(X,O) f( 50 .

= (~1,0).

2994
SARE

Figura 3.1: Retrato de fase de Z.

Agora, Xf(x,y) =1 e Y f(x,y) = —1 implica que ¥ = ¥ Neste caso,

2(0) = (1.0).

BRRAE
s

Figura 3.2: Retrato de fase de Z.

Assim, basta definir 4(x,0) = (—x,0) e estender & usando os fluxos de Z e Z (ver
Figuras 3.1 e 3.2).

Definiciio 3.1.3 Dizemos que Zy € Q% (U) é X- estruturalmente estdvel se existe uma
vizinhanga U C Q% (U) de Zy tal que, para todo Z € U, Z e Zy sdo L-equivalentes.
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Definicdo 3.1.4 Sejam Zy € Q5 (U) e p € U, diremos que Zy é localmente X-
estruturalmente estdvel em p se existe uma vizinhangca V-C U de p tal que Zyly € Q5(V)

é estruturalmente estdvel.

Note que, se Zy € localmente estruturalmente estdvel em p entdo existe uma
vizinhanga V de p e ¥V C QF (V) de Zy|y tal que para todo Z € QL(V), Z e Zy|y sdo
Y-equivalentes.

3.2 O conjunto Z((p) e suas propriedades

Sejam p € £ e Zy € Qy(U), é possivel dizer se Zg é ou nio localmente X-

estruturalmente estdvel em p com base nas suas caracteristicas.

Definicio 3.2.1 : Seja p € U, definimos Eo(p) como o conjunto de todos os sistemas de

Filippov Z € Q% (U) que sdo localmente X- estruturalmente estdveis em p.

Primeiramente, analisaremos o caso em que p € X°UX*UZX®, ou seja, assuma que
Zo = (Xo,Yo) satisfaz que X e ¥ so transversais a £ em p. Como estamos analisando o
comportamento local, ndo temos nenhuma perda de generalidade em assumir que U € um
aberto limitado, e portanto U é compacto. Neste contexto, temos o seguinte resultado que

auxiliard nosso estudo e cuja demonstragao pode ser encontrada em [CO1].

Teorema 3.2.2 Seja Q um subconjunto aberto do espaco de Banach X, Y um espago
normado e [ : Q — Y uma aplicagcdo Fréchet diferencidvel. Assuma que existam xo € £

e r > 0 tais que:

* B(xp;r) C Q.
s df(xq) é invertivel e d f (xg) ™' € B(Y,X), onde B(Y,X) é o conjunto das aplicacdes
lineares limitadas de Y em X.

* k=sup|[I—df(xo) " odf(x)|| <1.

Entdo, para caday €Y tal que ||y — f(xo)|| < (1 =k)r||df(x0)~'||"", a equagdo f(x) =y

possui uma nica solugdo em B(xo;r).

Observacao 3.2.3 Uma aplicacdo [ : Q — Y é Fréchet-diferencidvel em xy € Q se
existe A=df(xy) € B(X,Y) tal que

i £ G0 +) = o) ~ A1) |

=0.
h—s0 17l

Proposicio 3.2.4 Seja Zy = (Xo,Yy) € Q%(U) e assuma que p € X°. Entdo, existe uma
vizinhanga 'V de p em U e uma vizinhanga V de Zy em Q% (U) tal que, para todo Z € V),
Zly e Zy|y sdo E-equivalentes.
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Demonstragdo
: Como p € X, temos que Xof(p) - Yof(p) > 0. Agora observe que se @x,. @y,

sdo os fluxos de Xy e Yy, podemos definir:
F:CU)xRxU — R
(X7I7Q) = f((pX(t7Q))

Assim, F é uma funcéo de classe C" entre espagos de Banach, ¥ (Xy,0,p) =0e

E%T(X()aoap) = %f((PXO(t’p))‘tZO
= Vf (PXO(pr))'%(pXO(t’p)‘
Xo(@x,(1,1))|

=0

t=0

Portanto, %—{(XO,O, p) € invertivel. Pelo Teorema da Func¢do Implicita para es-
pacos de Banach 3.2.2, existem vizinhangas V| de p em U, Vi de Xp em C” (U), € uma
funcdo de classe C" (no sentido de Fréchet) T : Vi x 7} — R tal que:

F(X,t,q)=0com (X,q) € 1 xVi <t=1(X,q). (3-4)

Assim, para cada ¢ € Vi, e X € 1V} a 6rbita de X por ¢ atinge a curva de

descontinuidade X pela primeira vez em tempo (X, ¢q). Ver Figura 3.3.

Figura 3.3: A Jrbita de X por q atinge a curva de descontinuidade
X,

Analogamente, ¥ (¥y,0,p) =0, % F (Yo,0,p) # 0, e portanto, aplicando o TFI
novamente, obtemos p €V C Vi, Yo € ¥V C C"(U), e T2 : V x ¥ — R com a mesma
propriedade 3-4. Ver Figura (3.4).
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p

Figura 3.4: A orbita de Y por p atinge a curva de descontinuidade
X,

Assim, defina V' = V] x 14, e considere Z = (X,Y) € V. Diminuindo V e V se

necessario, podemos assumir que Ty, T» ndo mudam de sinal, pois 71, T sdo continuas.

* Se g € VNZ, defina h(q) =q.
*Se g € VNIT, defina h(q) = ox(—71(X,4G),9x,(71(X0,9),q)), onde § =
¢x,(T1(X0,9),q). Ver Figura 3.5.

Z+ Ox

Figura 3.5: Construgdo de hem g € VNIT.

* Analogamente, se ¢ € VN X, defina h(q) = @y(—72(3,G), ¢y, (t2(Y0,9),q)), onde
g = ox,(t2(X0,9),9)-
Da construgao, segue que 4 € um homeomorfismo, 4 leva 6rbita de Zy em 6rbita de

Z e h|y = id, logo h € X—equivaléncia entre Z e Z.

O coroldrio abaixo segue diretamente da Proposi¢do 3.2.4.
Corolario 3.2.5 Se Zy € Q5 (U) e p € X°, entdo Zy € Eo(p).

No caso em que p € X* UX? além das oOrbitas de Xy e Yy temos as Orbitas
do campo deslizante para preservar. Assim, temos que analisar a natureza de Zj em p.
Lembre que Z; € um campo de classe C" tangente a X, e neste caso, Z; pode ser visto
como um campo escalar. Além disso, se Z e Zp sdo X-equivalentes, temos que Z; e
Z° sdo topologicamente equivalentes. Assim, usando a teoria cldssica, temos o seguinte

resultado.
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Lema 3.2.6 Z; é localmente estruturalmente estdvel em p se, e somente se, Z; (p) #0ou
Zy(p)=0e () (p) #0.

Usando as mesmas ideias da Proposi¢do 3.2.4 e usando o Lema 3.2.6, podemos
construir um homeomorfismo em X e estendé-lo através das drbitas dos campos envolvi-

dos para obter os seguintes resultados abaixo.

Proposicio 3.2.7 Seja Zy = (Xo,Yo) € Q% (U) e assuma que p € X* e Xo(p) [ Yo(p). Entdo
existem uma vizinhanga V de p em U e uma vizinhanga V de Zy em Q% (U) tal que, para
todo Z € V, Z|vy e Zy|, sd@o X-equivalentes.

Proposicio 3.2.8 Seja Zy = (Xo,Yo) € Q5(U) e assuma que p € ¢ e Xo(p) [ Yo(p). Entdo
existe uma vizinhanga V de p em U e uma vizinhanga V de Zy em Q% (U) tal que, para
todo Z € V, Z|v e Zy|, sd@o X-equivalentes.

Logo, se p € UL e Zi(p) # 0, entdo Zy € Q% (U) é localmente X- estrutu-
ralmente estdvel em p. De maneira andloga, obtemos o0 caso em que existe um pseudo-

equilibrio de Zj).

Proposicio 3.2.9 Seja Zy = (Xo,Yo) € Q% (U) e assuma que p € £° UL, e p é um ponto
critico hiperbdlico de Zj. Entdo, existe uma vizinhanga V de p em U e uma vizinhanga V

de Zy em Q4 (U) tal que, para todo Z € V, Zly e Zy|v sdo L- equivalentes.

Corolario 3.2.10 Z ¢é localmente X- estruturalmente estdvel em um pseudo-equilibrio p

se, e somente se, p € um ponto de equilibrio hiperbdlico de Z.

Com isso, caracterizamos a estabilidade estrutural local ao redor de pontos p € X UX’ U
Xe.

3.3 A singularidade dobra-regular

Agora, resta analisar a estabilidade estrutural local ao redor de uma singularidade
p € X. Em [KO3] podemos ver que se p € um ponto de equilibrio de X ou Y, entdo
Z = (X,Y) ndo é localmente X— estruturalmente estdvel em p. O caso em que p é um
pseudo-equilibrio j4 foi tratado e portanto devemos analisar o que ocorre quando p é
um ponto de tangéncia. Em particular, descrevemos o comportamento de um sistema de
Filippov ao redor de um tipo especifico de ponto de tangéncia, conhecido como dobra-

regular. Ver Figura 3.6.

Definicdo 3.3.1 : Um ponto do tipo dobra-regular de Z = (X,Y) € Qg (U) é um ponto
p € X tal que:
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i) Xf(p)=0(resp. Yf(p) =0);
ii) X*f(p) #0 (resp. Y (p) #0);
iii) Y f(p) # 0 (resp. X f(p) # 0).

Neste caso, convencionamos que se

s Xf(p)=0,X2f(p) >0eYf(p)#O0: p é uma dobra-regular visivel para o campo

X.
* Xf(p)=0,X%f(p) <0eY f(p)#O0: p é umadobra-regular invisivel para o campo
X.
* Yf(p)=0,Y2f(p) >0eXf(p)#O0: p éumadobra-regular invisivel para o campo
Y.
« Yf(p)=0,Y2f(p) <0eXf(p)#O0: p é uma dobra-regular visivel para o campo
Y.
’ x z
///// / Y Y
\ '
I
\ /
\ X X
\ /] .
Y/ Y

()

Figura 3.6: As figuras apresentam apenas a folheagdo gerada pe-
las orbitas de um campo que possui uma dobra-regular
visivel para X (a), invisivel para X (b), invisivel para
Y (c) e visivel para Y (D).

Analisamos as regides de X em cada caso. Sem perda de generalidade considere
que Z = (X,Y) tem uma dobra-regular para o campo X em p = (0,0), assim X f(p) =0,
X2f(p) #0eYf(p) #0, e denote X = (X1,X2) e Y = (Y1,¥>), e assuma que X & a reta
y=0.

Neste caso, X f(x,y) = Xa(x,y) e

Xzf(x,y) = (%X1+%X2> (x,y)-
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Como X £(0,0) = 0, temos que X»(0,0) = 0. Logo X;(0,0) # 0, e como

o

0+#X2£(0,0) = =

(070) X (070)7

segue que a—);2(0,0) # 0. Por continuidade, existe € > 0 tal que %(x, 0) #0etem o

mesmo sinal para todo x € (—¢,¢€). Isso significa que X»(x,0) é estritamente decrescente
ou crescente para x € (—¢,€). Como X»(0,0) = 0, temos que uma das seguintes op¢des

acontecem:

* Xf(x,0) =X5(x,0) <0sexe (—¢,0);
* Xf(x,0) >0sexe (—¢,0).

Como Y f(0,0) # 0, diminuindo € se necessdrio, a continuidade de Y f nos

garante que uma das seguintes opgdes ocorre:

* Yf(x,0) > 0 para todo x € (—¢,€);
* Yf(x,0) <0 paratodox € (—¢,¢).

Analogamente para o caso Yf(p) = 0, Y2f(p) # 0, Xf(p) # 0, obtemos a
conclusdo trocando X por Y nos itens apresentados anteriormente. Logo, analisando todas

as combinacdes obtemos o seguinte resultado (ver Figura 3.7).

Proposicao 3.3.2 Se p € X é um ponto de dobra-regular de Z, entdo existe € > 0 tal que:
i) (—€,0) x [0] C Z°ou (0,€) x [0] C X

ii) Se (—¢€,0) x [0] C X€ entdo (0,€) x [0] C X ou (0,€) x [0] C X¢;
iii) Se (0,€) x [0] C X¢ entdo (—€,0) x [0] C Z* ou (—¢,0) x [0] C X°.
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PSRN/,
iy

WA

(c) (d)
Figura 3.7: (a) X°UX’, (b) X°UXS, (c) X°UXf e (d) X UXe.

h<
h<

~
~

Como vimos na proposi¢do anterior (—¢,0) x {0} C X UX° ou (0,€) x {0} C
Y¢UX’, e portanto, perto de uma dobra regular temos sempre um campo deslizante Z° em
(—¢,0) x {0} ou (0,€) x {0}. Observamos que

Z5(x,0) =

Assim X £(0,0) = 0, X%£(0,0) # 0, Y £(0,0) # 0 implica que

o (1(0,0)-X1(0,0) — %(0,0) 11 (0,0)
£0.0 = (2 70.0)-%(0,0) ’0)

= (Xl (070)70) a (070)7

pois X2£(0,0) # 0 implica que X;(0,0) # 0. Analogamente X £(0,0) # 0,Y f(0,0) =
0,Y2£(0,0) # 0 implica que Z*(0,0) = (¥1(0,0),0) # (0,0). Logo, o seguinte resultado
decorre imediatamente do Teorema do Fluxo Tubular 2.1.16 (ver Figura 3.8).

Proposicao 3.3.3 Se p é um ponto de dobra-regular para Z, entdo existe € > 0 tal que Z*
é um campo regular definido em (—¢,0) x [0] ou (0,€) x [0]. Assim,
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i) Se p é uma dobra para X, entdo Z° é topologicamente equivalente ao campo
% = 5gn(X,(0,0)).
ii) Se p é uma dobra para Y, entdo Z° é topologicamente equivalente ao campo

y = sgn(¥1(0,0)).

NNS/IANT/d
AN

NI,
T

(d)
Figura 3.8: ( ) X1(0, ) >0 e ¥2(0,0) >0, (b) X1(0,0) >0 e
¥2(0,0) < 0, (¢) X;(0,0) < 0 e Y»(0,0) >0, (d
(,0)<OeY2(00)<0

e

~
~

e

™

~

Observacao 3.3.4 Perto de um ponto de dobra-regular o campo deslizante é regular e
sua orientacdo é determinada pela orientacdo do campo para o qual este ponto é uma

tangéncia.

3.4 A caracterizacio de Zy(p)

Seja ® o conjunto dos sistemas de Filippov Z que satisfazem pelo menos uma

das condic¢des abaixo em p:

1) p € X¢ é ponto regular de Z.

2) pe X*UL?e p é ponto regular de Z°.

3) pe UL, Z%(p) =0e (Z)(p) #0.

4) p € o ponto de tangéncia do tipo dobra-regular.
5) p € Lt e p é ponto regular ou hiperbdlico de X.
6) p € L™ e p ponto hiperbdlico ou regular de Y.
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Em [G11], temos que se p € ¥ é um ponto de tangéncia que ndo € uma
dobra-regular, entdo Zy ndo é localmente X— estruturalmente estivel em p. Com isso,
temos a caracterizagdo da estabilidade estrutural local em Q" (U), ou seja, a completa
caracterizacao de Z.

Assim, usando uma técnica similar a aplicada na Proposi¢ao 3.2.4, o seguinte
resultado decorre das Proposicoes 3.2.4, 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.3.2 ¢ 3.3.3, e da
classificacdo de estabilidade estrutural de campos suaves (ver [P75]).

Teorema 3.4.1 Z c & se, e somente se, Z € ©.



CAPITULO 4

Policiclos: O caso do ciclo costurante critico

Neste capitulo, estudamos a bifurcacdo genérica de um sistema de Filippov ao
redor de uma conexdao global que passa por uma singularidade do tipo dobra-regular
visivel. Mais especificamente, mostramos que, sob pequenas perturbacdes, essa conexao
se rompe e origina um ciclo deslizante ou um ciclo limite costurante.

Primeiramente, estabelecemos o conceito de policiclo introduzido em [A23] que

formaliza a ideia de conexao global em sistemas de Filippov.

Definicao 4.0.1 Uma curva fechada " é dita ser um policiclo de Z = (X ,Y ) se é composta
por uma quantidade finita de pontos, p1,pa,..., Pn, € uma quantidade finita de orbitas
regulares de Z, Y1,Y2, ..., Yn, de maneira que, para cada 1 <i < n, 'y; tem pontos extremos

pi € pi+1. Mais ainda:

o T"deve ser uma imersdo de S' em M e deve ser orientada de acordo com o aumento
do tempo ao longo de orbitas regulares;

* Se p; € X, entdo p; é uma X— singularidade;

s Se p; € IF, entdo p; é um ponto de equilibrio para X|z+ ou Y|y ;

» Existe um mapa de primeiro retorno ndo-constante definido, ao menos, em um lado

deT.

Em particular, se p; € X, para todo 1 < i < n, entdo diremos que I" é um X— policiclo.

4.1 Condicoes Genéricas

Considere um sistema de Filippov Z = (X,Y) € Q', e assuma que Z satisfaz as

seguintes condicoes:

H1 ¢o é uma singularidade do tipo dobra-regular visivel para X e X(go) aponta para a

direita.

H2 O campo X possui uma Orbita y© que passa por go em ¢ = 0 e retorna a ¥ pela

primeira vez em ¢ = T+ > 0 no ponto g1, que se encontra a direita do ponto .
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H3 Existe uma 6rbitay~ de Y conectando g; € go que intersecta X transversalmente em

q1 € 40-

E consequentemente Y© Uy~ U {qo,q1} forma uma 6rbita fechada.
Das Hipdteses H1, H2 e H3 segue que

(4-1)

z= { (X1(x,7), X2 (x,y)), se y >0,
(Y1(x,y),Ya(x,y)), se ¥ <O,

tem um policiclo I'', formado por uma 6rbita que parte e retorna ao ponto de singularidade
dobra-regular visivel, esse ciclo é conhecido na literatura como ciclo costurante critico
(ver [F15]). No decorrer deste capitulo, mostramos que o policiclo € a situa¢do interme-
didria entre um ciclo de deslizamento e uma 6rbita periddica de costura, que corresponde

a uma bifurcac@o para o campo Z. Assumimos sem perda de generalidade que go = (0,0).

4.2 O mapa de primeiro retorno

Teorema 4.2.1 Seja Z um sistema de Filippov da forma (4-1) satisfazendo as hipoteses
HI1,H2 e H3. Existe 8; > 0 e um mapa diferencidvel I1 : [0,8;) x {0} — R x {0} de
modo que o ponto (x,0) é conectado ao ponto I1(x,0) por uma érbita de Z em tempo
positivo. Além disso, T1(0,0) = (0,0) e p1(I1(x,0)) < x, para todo x € (0,8;), onde p; é

a projecdo candnica na primeira coordenada, e assim o ciclo I é atrator.

Para provar o Teorema 4.2.1 utilizamos como ferramenta principal alguns mapas
induzidos pelos fluxos dos campos X e Y. De fato, para calcular o mapa de primeiro
retorno de Z ao redor da conexao fechada, analisamos trés mapas induzidos pelos fluxos
de X e de Y, chamados T, Dy e D;. O primeiro mapa (7T') é induzido pelas 6rbitas
que saem de XNV, onde V é uma pequena vizinhanga de xp, € chegam em uma sec¢do
transversal T; de X contida em V. O segundo mapa (D7) € um difeomorfismo induzido
pelas orbitas regulares de X que saem da secdo transversal T; e chegam em X, que é
uma secao transversal de X em g;. Finalmente, o terceiro mapa (D;) € um difeomorfismo
induzido pelas 6rbitas de Y que saem de X e retornam para X, ao redor da 6rbita y~. Ver
Figura 4.1.
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Dy

D,

Figura 4.1: Construcdo do mapa de primeiro retorno I

Segue da construcao acima o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.2 Suponha que o sistema (4-1) satisfaz as hipoteses HI, H2 e H3. O mapa

de primeiro retorno dado no Teorema 4.2.1 pode ser calculado através da composigdo
II=DyoD;oT.

Para o entendimento do comportamento do campo ao redor do policiclo I, é
necessario estudar o comportamento do mapa IT ao redor do ponto fixo go = (0,0). Assim,
necessitamos caracterizar os mapas 7, D1 e D;. Para isso, estudamos primeiramente o
comportamento do campo préximo da singularidade dobra-regular e depois utilizamos a

transversalidade para caracterizar o comportamento longe da singularidade. Ver Figura
4.2.

\

Figura 4.2: Vizinhanca V do ponto de dobra-regular visivel em que
serd analisado o comportamento do campo.

O seguinte resultado nos fornece uma maneira pratica de entender o comporta-
mento das Orbitas de Z ao redor de uma singularidade dobra-regular.

Teorema 4.2.3 Se X é um campo vetorial definido numa variedade com bordo ¥ e X

possui um ponto de dobra p pertencente a ¥, entdo existe um sistema de coordenadas
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(x,y) em p definido numa vizinhanga V (p) de p (x(p) = y(p) = 0) tal que X|y ) é dado
por

x +1

v/ \+x

Sua demonstragdo pode ser encontrada em [V72, C21]. Como podemos ver,

e X é dada pory=0.

através do Teorema de Vishik 4.2.3, € possivel encontrar uma mudancga de varidveis
definida numa pequena vizinhanga V de go que leva go na origem, X na reta {y =0} e
transforma o campo X em (1,x).

Desta forma, nesta vizinhanga V o campo Z = (X,Y) é dado por:

Z:{(L@,%y>0, 4-2)

(Yl (X7y),Y2(X,y)) se y <0.

A seguir, estudaremos 4-2 em V. A derivada de Lie de f(x,y) =y na dire¢do do

campo X € dada por
Xfxy) = (Lx)-(0,1)=x,

e assim, X f(0,0) = 0.

Calculando a segunda derivada de Lie de f na dire¢do de X, obtemos

Xzf(x7y) = (Lx)-(1,0)=1>0,

e finalmente, calculando a derivada de Lie de f na direcao do campo Y, obtemos:

Yi(y) = (11,12)-(0,1) = ha(xy).

Como (0,0) é um ponto de dobra-regular visivel para X, segue que Y £(0,0) # 0
e, consequentemente, ¥>(0,0) # 0.

Lema 4.2.4 Sejam Z o campo dado em 4-2 e T| uma secdo transversal a X contida na
reta’y = 0, onde & > 0 é suficientemente pequeno. Entdo existem &, > 0 e uma aplica¢do

diferencidvel T : [0,81) X 0 — 1| induzida pelas orbitas de X que é dada por:

T(x) = V28 + \1—2_;5)62 +0(x).

Demonstragdo
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Considere a se¢do [0,8;) x {0} C X e seja & > 0 suficientemente pequeno de
forma que T seja uma secdo transversal em p € Y™ NV que esteja contidaem VN {y =8}

(ver Figura 4.3). Assim, o mapa de transicao 7 € um mapa da forma:

T:[O,Sl) X{O} — T1.

y=29

\
\ /&
/ / + (x’ 0)\
Figura 4.3: Mapa de transicdo T.

Por simplicidade, podemos identificar o mapa 7 com a fung¢do real:
T: [O, 61) — R
x +— p1oT(x,0).

Para facilitar a notagio, ndo faremos diferenca entre T e T'. Para obter o fluxo do

campo X, considere o P.V.I:
x=1,

(4-3)

Integrando, temos
x(t) = t+xo,
2 2
() = Ul py-%

Portanto, a curva integral que passa pela origem é dada por:

0= (15).

e assim Yy intersecta y = 8 em tempo positivo no ponto p = (v/29,9). De fato:

2

%:a:t:im—a:p:(m,sy

Assim, o mapa 7T estd definido em
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T:[0,8;) — [V28,V28+C) @
X — p]o((PX((X,O),l()C,O)))
onde C > 0 e t(x,0) é o tempo de vbo que a drbita que passa por (x,0) gasta para atingir

y = 0. Relembre que:

(t+xo)2 n x%)

@x (x0,y0,1) = <I+XO, >

logo, o mapa de transicdo é dado por:
T(x) =x+1(x,0).

Para calcular o tempo de voo, observe que

¢0x((x,0),1) = <t—|—x, 5~

€ portanto,

implica que % + 2¢tx + x> — x> = 23,
t=—x+vVx2+34.

Como x > 0, e o tempo procurado deve ser positivo, entdo 7(x,0) = —x+v/x% + 9,

logo,

T(x) =x—x+Vx2+28=1/x2+25.

Assim, o mapa de transicao é dado por
T(x) =V x*+24.

Calculando a primeira derivada, obtemos:

T’(x) B 2x
232 +28’
€ assim,
, 0
T'"0)=——==0
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Agora, calculando a segunda derivada, obtemos:

y) _ X
Vx2 428 N

T// —
() x2+28
€ assim
V20
7"(0) = > 0.

20
Expandindo esse mapa de transicdo 7" ao redor da origem através da expansao

de Taylor, obtemos:

T(x) = T(0)+T(0).(x—0)+ T (x—0)2 + Ox—0)3
= V254 Y221 0()

(4-5)

Concluindo a demonstragao. U

Analisemos agora o mapa de transi¢do D : T — To.

D
T\ b

T\

(%)

Figura 4.4: Mapa de transicdo D;.

Lema 4.2.5 Sejam Z o campo dado em (4-2) e T1 a segdo transversal a X dada no Lema
4.2.4. Entdo, existem uma segdo transversal Ty a X contida em ¥ e um difeomorfismo

D : Ty — Ty induzido pelas orbitas de X que é dado por

Di(x) = g+ki(x—p)+ O(x—p)*,

onde k1 <0 e p é o ponto em que a orbita de X, iniciada na origem, atinge 1.

Demonstracdo

Pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo 2.1.18, podemos construir um mapa
D : 11 — 7, induzido pelas 6rbitas de X de modo que (x,d) e (Dj(x),0) estdo conectados
por uma 6rbita de X em X (ver Figura 4.4). Além disso D € um difeomorfismo local no

ponto p. Assim,
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Di(p) =qe Di(p) #0.

Portanto, expandindo esse mapa ao redor de p através da expansdo de Taylor,

temos
Di(x) = Di(p)+Dy(p).(x—p)+O(x—p)*
= g+ki(x—p)+0(x—p).
Observe que se x > p (isto é x — p > 0), temos D;(x) < g,. Logo a orientacdo
das orbitas nos permite concluir que k; < 0. U

Calculando o mapa de transi¢cdo D, vamos considerar uma Orbita, que sai de

uma secdo transversal T, € X e chega a uma secdo transversal Tp C X.

Figura 4.5: Mapa de transicdo D;.

Lema 4.2.6 Sejam Z o campo dado em (4-2) e Tr a secdo transversal a X dada no Lema
4.2.5. Entdo, existe um difeomorfismo D, : T» — X induzido pelas orbitas de Y que é
dada por

D> (x) = ka(x—g) + O(x —q)?,

onde ky < 0 e g é o ponto em que a orbita de X, iniciada na origem, atinge 7,.

Demonstragcdo

Pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo 2.1.18, existe D, : T — X induzido
pelas 6rbitas de Y de modo que (x,0) € 12 e (D2(x),0) € X estdo conectados por uma
Orbita de Y em X~ (ver Figura 4.5). Assim,

D>(q) =0e D(q) #0.

Portanto, calculando a expansdo de Taylor ao redor de g, temos
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Dy(x) = Da(q)+Dh(q).(x—q)+ O(x—q)*
= k(x—q)+0(x—q)>

Se x < g (isto é x — g < 0) temos D>(x) > 0, e a orientacdo das Orbitas nos
permite concluir que k> < 0. O

Finalmente estamos aptos a demonstrar o Teorema 4.2.1. De fato, para concluir a
composi¢do do mapa de primeiro retorno, fazemos a composicao dos mapas de transi¢ao

discutidos anteriormente.

II(x) = DyoDjoT
= Dy(Di(T(x)))
= Dy(Dy(p+kx*+0(x%))
= Di(g+ki(p+k®+0(3) —p)+ O((p+ k> + O(x*) — p)?))
= Dy(q+kikx> +0(x) + O(k*x* + O(x°) + 0(x%)))
= Dy(g+kikx®> +0(3) + 0(*) + 0(x) + 0(x%))
= Dy(q+kikx® +0(x%))
= k(g+kik’ +0(x%) —q) + 0((g+kikx* + 0(x°) — q)?)
= kokikx® + O(x3).

o~ o~ o~ o~

Assim,
II(x) = ksx® + O(x%),

onde k3 = kyk1k > 0. Note que IT(x) < x para x préximo de 0, logo o ciclo € atrator. Ver

\ S
%

Figura 4.6: Comportamento do campo proximo de T'.

Figura 4.6.
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4.3 Perturbacoes de Z,: Esboco do diagrama de Bifurca-
cao

Nesta secdo, fazemos a pertubacdo do campo em relacdo a um parametro o e

analisamos o seu comportamento obtendo os seguintes resultados.

Proposicao 4.3.1 Seja Zo, = (X,Yy) uma familia a 1—pardmetro de classe C" tal que Z
é um sistema satisfazendo as hipoteses HI, H2 e H3. Entdo, existem 0o > 0, 81 > 0 e um
mapa diferencidvel T1 : (—0l, o) X [0,81) X 0 — £ de modo que, para cada o fixado,
o ponto (x,0) é conectado ao ponto II(a,x,0) por uma drbita de Z em tempo positivo.

Além disso:

(o, x,0) = dov+ kex* + O(0?, %),

onde kg > 0.
A Proposicdo 4.3.1 pode ser usada para demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.3.2 Seja Zy = (X,Yy) uma familia a 1—pardmetro de classe C" tal que Zy
é um sistema satisfazendo as hipoteses HI, H2, H3, H4 e Il e a aplica¢cdo dada na
Proposicdo 4.3.1. Assim, Zy possui um ciclo costurante critico atrator passando pela

origem e

1) sed = %H(0,0,0) > 0, entdo Zy, admite um ciclo limite costurante atrator para
a > 0, e um ciclo deslizante para o. < 0 (ver Figura 4.7).
2) sed = %H(0,0,0) < 0, entdo Zy, admite um ciclo limite costurante atrator para

a < 0, e um ciclo deslizante para o > 0.

a<0 a=0 a>0

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacdo no caso d > 0.

Observacio 4.3.3 » Uma familia a 1 —pardmetro Zy, = (Xo, Yo,) poderia ser reduzida
ao caso Zy, = (X,Yy) através de uma mudanga de coordenadas C" através do

Teorema de Vishik 4.2.3, e assim ndo hd perda de generalidade nessa hipotese.
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* O caso em que Zy possui orientacdo invertida gera um ciclo critico repulsor e assim

o ciclo costurante que bifurca na familia Zy, também é repulsor (ver Figura 4.8).

a<0 a=0 a>0

Figura 4.8: Caso em que Zy possui orientacdo invertida gera um
ciclo critico repulsor.

* O caso em que a auto-conexdo se dd pelo outro lado da orbita que passa pela
dobra pode ser estudado de maneira andloga e obtém-se os seguintes diagramas
de bifurcacdo (Ver Figura 4.9).

(R (=
I &

i
L

Figura 4.9: Caso em que a auto-conexdo se dd pelo outro lado da
orbita que passa pela dobra-regular.

Agora, para entender o comportamento do campo préximo da origem, vamos

calcular o campo deslizante do campo

1,x), >0,
Za(X,Y) = (1,x) Y (4-6)
(Yl(xayaa‘)vYZ(xayao('))? se y<0
Neste caso,
)% -(1,x) —=x.
Zs(x,y,OC) z(x,y,OC) ( 7x) X (X,y,OC)
Yz(x,y,()()—x
Y2(x7y7a)_x'Yl(x7y7a') 0
YZ(X,y,a)—X ’ .

Avaliando esse campo no ponto (0,0), temos que

Z*(x,0,0)

¥»(0,0,0) — 0.Y; (0,0,0) 0)
¥-(0,0,0) ’

¥5(0,0,0) 0)

¥>(0,0,0)’

= (1,0).
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O t=
(0,07 (1,0

Figura 4.10: Direcdo do vetor Z*(0,0,0).
Deste modo, em y = 0 o vetor estd apontando para a direcao positiva (ver Figura
4.10). Assim, como Z* é continuo, por conservagdo de sinal, temos que Z*(x,0,a) # (0,0),
para todo x proximo de 0.

Portanto, € possivel diminuir a vizinhanga V' de forma que o campo deslizante

em V seja regular e aponte para a direita (ver Figura 4.11).

A
on

Figura 4.11: Comportamento do campo na regido de deslize.

Neste caso, ndo hd o surgimento de pseudo-equilibrio em V, mesmo quando
perturbamos o campo Zj.

Fazendo a mudanca de coordenadas através do Teorema do Vishik 4.2.3, como
anteriormente, podemos considerar que na vizinhanga V, o campo X é dado por X (x,y) =
(1,x). Assim, podemos empregar os mesmos passos para calcular T e D; e obter as

mesmas expressoes. (Ver Figura 4.12).

Figura 4.12: Campo Z = (X,Y).

Investigaremos agora as Orbitas de Y. Observe que existe Tp > 0 tal que

0y, (7o,(0,9)) € X, ou seja, p2 o @y, (To,(0,q)) = 0. Entdo p; o @y, (7o, (0,q)) < 0, para
todo ¢ entre O e 7.
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Seja

y:RX(—0p,00) X (g—€,g+€) — R
((t,00),x) — p2og(t,0,x;0t)

onde @(-;a) é o fluxo de Y. Pelo Teorema da Dependéncia Continua e Diferencidvel nas

Condicdes Iniciais e ParAmetros 2.1.2 e 2.1.3 temos que y € C”. Além disso:

V((70,0),9) =0, y((,0),9) <0,Y0 <t < Tp.

Derivando y com respeito a ¢, obtemos:

Assim,

1) 50(.(0,9).0)|

) 'Y()(([)(T(), (07Q)70):)0
) -Y()(0,0)

= p2(¥(0,0)).

Como Y é transversal a ¥ na origem, temos que

N (1,0).9) £0.

Pelo Teorema da Fung¢do Implicita, temos que existe apenas um 7' : (—0tj, 0 ) X
(q—€0,q+€) — Rdeclasse C", tal que T(0,q) = To e y((T (at,x), ), x) = 0, para todo
o pertencente a (—0tj, 0 ).

Pela unicidade, temos que y((¢,x); ) =0, onde ot € (—oi,01) e x € (¢ —€p,q+
€p) se, e somente, se t = T (o, x) e Y((r,x);0) < 0, para todo ¢ pertencente a (0,7 (o, x)).

Neste caso, temos que 0 mapa de primeiro retorno do campo Y, € dado por

Dyo:(g—€0,9+€) — R
x — pr(e(T(o,x),(0,x);a)),

€ assim

D3.4(x) = D24(q) +ko,a(x—q) + O(x— q)*.

Sabemos que

d

D <0,
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e por conservacdo de sinal, temos que kp o = %Dg_‘a(q) < 0. Além disso,

Drala) = Daola)+ fsxD2ala)| _ a+o0(@?)
= #D2alq)| _ 0+ 0(c?).

Figura 4.13: Rompimento do ciclo gerando um ciclo deslizante.

Defina
d=—D .
™ Z,Q(‘]) 0

Assim, o mapa Il = D; g 0Dy o T € dado por:

(0, x) = dot+ kex® + O(02, %),

sendo ko, > 0, e assim concluimos a demonstragdo da Proposi¢do 4.3.1. Agora, para provar

o Teorema 4.3.2, observe que

(o, x) = x < (o, x) —x = 0.

Considere
F(x,o) = TII(a,x)—x
= do—x+kgx* + O0(a?,x3),

e observe que
F(0,0) = 0
90,00 = —1#0.

Novamente, o Teorema da funcdo Inversa 2.1.15 implica que existe x(a) :
(—op,00) — R com x(0) = 0, tal que F(x(at),a) = 0, para todo o préximo de 0.

Neste caso,

dov— x(o) — kg (x(a0))? + O(a?, x(a)*) =0,
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e derivando em o = 0, obtemos

e portanto

Com isso, temos que

x(at) = do+ O(a?).

Obtemos assim os seguintes casos (ver Figura 4.14).

1) Se d > 0, entdo x(a) > 0 quando o > 0. Logo obtemos a existéncia de um ciclo
limite costurante para o > 0. Se a < 0, IT(c,0) < 0 e portanto I1(a,0) € X dando
origem a um ciclo deslizante (ver Figura 4.13).

2) Se d < 0, entdo x(a) > 0 quando & < 0. Logo obtemos a existéncia de um ciclo
limite costurante para o < 0. Se o > 0, IT(,0) < 0 e portanto I1(a,0) € X dando

origem a um ciclo deslizante.

Figura 4.14: Comportamento local de y = I1(o,x) no caso em que
d>0.



CAPITULO 5

Estudo: Bifurcacoes de uma Singularidade
Dobra-Cispide

Neste capitulo, estudamos um modelo de sistema dindmico ndo-suave planar ao
redor de uma certa X-singularidade chamada dobra-cuspide em 2.2.13 e mostramos a
existéncia de um ciclo costurante critico que bifurca desta singularidade em um desdo-
bramento do sistema. Além disso, exibimos o diagrama de bifurcacdo (ver Figura 5.1)

deste desdobramento. Mais especificamente, estudamos o campo Z,, s = (X, ¥g) dado por

Z,p(xy) =] (ThEH)sey>0 (5-1)
’ (1,x2 —B), sey <O0.

O resultado abaixo sumariza o comportamento do campo (5-1).

Teorema 5.0.1 Seja Z, g o campo dado por (5-1). Existem vizinhangas U e V da origem
em R?, de forma que, para cada um dos retratos de fase da Figura 5.1, existe (u,B) € V

tal que o retrato de fase Z,,g|u seja topologicamente equivalente a este.
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Figura 5.1: Diagrama de bifurcagdo.

Dedicamos o restante deste capitulo a demonstrar o Teorema 5.0.1. Por simpli-

cidade, denotaremos Z#,B’ X, e YB por Z, X e Y, omitindo a dependéncia dos parametros.

5.1 Asregioes de ¥

Primeiramente, encontramos as regides de descontinuidade calculando as deri-
vadas de Lie de f. De fato,

Xf(x,y) = X(X,y)'Vf(X,y)
(—1,2x—pu)-(0,1)
= 2)6—/.1,

e portanto, para que X f(x,0) = 0 devemos ter
2x —u=0,

e assim

YRS
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Logo, (%’,O) ¢ um ponto de tangéncia do campo X, que é uma singularidade

dobra do tipo invisivel. De fato,

X2f(x7y) = X(xay)'va(xay)
= (—=1,2x—p)-(2,0)
= =2,

e como X2 f (5,0) < 0, segue que <§, 0) ¢ uma dobra invisivel.

Note que, se x < 4, entdo X f(x,0) < 0 e se x > 5, entdo X f(x,0) > 0, logo o

comportamento de X préximo de X € descrito na Figura 5.2.

LU,

Figura 5.2: Comportamento de X proximo de X.

Agora, calculando as derivadas de Lie de f na direcdo de Y, temos que,

Yf(x,y) = Y(x7y) ’ Vf(x,y)
(17x2_5)'(071)
= x*-B.

Para se ter Y f(x,0) = 0 temos que,

Yf(x,0)0 = 0
¥-B =0
¥ =B

x:i\/ﬁ.

Assim, temos as seguintes situagdes para o campo Y':

* B<0:Yf(x,0) >0, logo ndo existe nenhuma X-singularidade;

* B=0:Yf(x,0) >0, para todo x # 0, temos somente uma singularidade do tipo
cuspide em x = 0.

* B>0:Yf(x,0)>0se|x|>/BeYf(x,0)<0se|x|< /B Neste caso, existem

duas singularidades tangenciais, uma dobra visivel no ponto <— \/B, O) € uma

dobra invisivel no ponto <\/E, 0) .

Portanto, o comportamento de Y ao redor de X € descrito na Figura 5.3.
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(—/B,0)  (V/B,0)

FALALAA ///ﬂ/ /M/

Figura 5.3: (a) caso B <0, (b) caso p=0c¢ (c) caso > 0.
De fato, calculando a segunda derivada de f na direcao de Y, temos,

Yzf(x7y) = Y(X,y) : VYf(X,y)
= (17x2_B)'(2x70)
= 2x.

Entio, para B = 0, Y2£(0,0) = 0 e calculando Y3 f(x,y), temos:
Y3£(0,0) = Y(xy) vY*(xy)

- (sz _B) ) (270)
= 2.

Além disso, como Y2 f(—+/B,0) = —2+/B < 0 temos que (—+/B,0) é uma dobra
visivel, e como Y2 £(+/B,0) = 21/B > 0, temos que (+/B,0) é uma dobra invisivel.

5.2 O campo deslizante

Para entender o comportamento do campo deslizante em X, vamos calcular o
campo deslizante normalizado de Z:

Z3(x,0) = Yf(x,0)-X(x,0) — X f(x,0) Y (x,0)
= ( 2 B)-(—1,2x—,u)—(2x—,u)-(1,x2—[3)

Calculando as raizes de Zf,, obtemos:
Py= —14+/1+B+p, (5-2)
e analisando a linearizacdo do campo deslizante normalizado em P;., obtemos:

L73(Py) = —2(P+1)
= —(FV1+B+p)
= TV14+B+u

Como assumimos que (u,[3) estd numa vizinhanga suficientemente pequena da

origem, segue por conservacao, que 1+ +u > 0, logo, P, € um ponto singular atrator e
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P_ ¢ um ponto singular repulsor. Entdo, se P € X* entdo isso ocorre. Caso Py € X ocorre

0 contrario.

5.3 Regioes de Deslize e Escape

Agora utilizamos as informacdes da Secdo 5.2 para encontrar as regides de
costura, deslize e escape de X. Para isso, o espago de parametros foi dividido da seguinte

forma (ver Figura 5.4):

« R = {(u,B); p <0}
-Rzz{(uB)u>OeO<B<“}
* R ={(uB): B>}
-R4={(uB)u<0e0<B<“
* By ={(u,p); u>0,p=0}

» Br={(up)u>0p=5
°33={(#,B);#<0,B=Z

* By ={(1.p); u<0,p=0}

* Bs= {(070)}

R3 R3
R4 R,

B4 H Bl

Bs Ry

Figura 5.4: Regides do espaco de parametros (u, P).

Na Regido R, em que < 0, podemos observar o comportamento ilustrado na

Figura 5.5.
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el

Figura 5.5: Comportamento do campo em B < 0.

Neste caso, X° = (— oo,%), Y=0¢e X = (%’,—I—oo). Agora, estudaremos as
posicdes de P, e P_ nesta regido. Para que (5-2) existam, devemos ter que 1 + 3 +u > 0.
Como u, B sao suficientemente pequenos, essa condi¢do ¢ trivialmente satisfeita. Note

que,

2 2
B<%—¢>1+B+u<1+u+%
1+Btu< (1+5)

Vipra<y/(1+4)

VIHB+u<1+4
—1+\/1+B+u<5

P, <5

L R

2
Como B < 0, temos que a condigdo B < - é satisfeita e podemos concluir que
P, <. Portanto, P, € (— oo, ’Q’) ecomo P_ < P,,segue que P_ € (— oo, ’Q’) (ver Figura
5.6).

Figura 5.6: Regido R,.

A seguir analisamos os casos onde f = 0, em que temos trés comportamentos

distintos.
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1) Curva By: Se B =0e u <0, temos que £* = (—oo,‘z’),Ze:(DeZC: (g,+oo) —

{0}

Figura 5.7: Comportamento do campo em u <0 e 3 =0.

Como u < 0e =0, segue que B < ’fTZ e como vimos segue que Py < %, logo
P, €X' ecomo P_ < Py, segue que P_ € ¥°. Assim, o comportamento de Z em X
¢ ilustrado na Figura 5.7.

2) Ponto Bs: Se p = u =0, temos que £¥ = (—o0,0), £¢ =0 e £° = (0, +0).

X
P_ P,
X
Y
Figura 5.8: Comportamento do campo em B = u=0.
Neste caso, Py =0e P- = —2,logo P_ € ¥*, e o comportamento de Z € ilustrado

na Figura 5.8.
3) Curva By: SeB=0e >0 entio ¥ = (—o0,4)\ {0}, 2 =0 e ¢ = (4,+e0)
(ver Figura 5.9).
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e

Figura 5.9: Comportamento do campo em u> 0 e 3 =0.

Analisando as posi¢des de P e P_. Temos que, 0 < P, < 5e P_ <P, <%.

Finalmente, analisamos a regido em que 3 > 0, onde temos os seguintes compor-

tamentos:

1) Regido Ry: Se 0 < B < %2 e u > 0, temos que, ¥ = (—oo,—\/B> U (\/B,‘z’),
£ =0ex* = (~/B,v/B)U (4 +)(ver Figura 5.10).

X

s

Figura 5.10: Regido R;.

2) Curva B;: Se B = ’fTZ e u > 0, temos que X = (—oo,—\/B), Y¥=0e X =

(B

=

} (ver Figura 5.11).
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Figura 5.11: Regido B;.

3) Regido R3: Se B > “—2, temos que X° = (—oo,—\/E) ¥ = (g,\/ﬁ) e X =

(_ VB, g) U (\/B +oo) (ver Figura 5.12).

Figura 5.12: Regido Rs.

4) Curva B3 : Seﬁ:%2 e u <0, temos que X° = (—oo,—\/B),Ze: (—\/B,\/B)
eXt= <\/E, +<>o) (ver Figura 5.13).

Figura 5.13: Regido Bs.

5) Regido R4: Se 0 < B < %2 e u <0, temos que X = (—oo,g),Ze: (—\/B,\/E>
eXt = (%’, —\/E> U (\/B, —|-<><>> (ver Figura 5.14).
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Figura 5.14: Regido R4.

Agora, estudamos a posi¢do de P, e P_ nestas regides em que 3 > 0. Observe a Figura
5.1

2
1) Regido R;: Neste caso, u>0e 0 <P < ’fT, assim

- T B
T Ba
VB

P_

VANVAN

€ mostramos a seguir que

Py =—14+/1+B+u>/p.

2
De fato, como 0 < < &- e u > 0, segue que u > 2\/3, assim segue que

L+B+2yB<1+B+u,

e além disso,

14+B+2/B<1+B+u & (VB+1)?2<14+B+u
& VBr1</1+B+u
& VB<-1+/1+B+u="P;.

. 2
Agora, verificamos que P, < %’ Como B < %, temos que

2 2
14+B+u<ltutt o 1+B+u<(%’+1)
& VI+B+ru<5+1

& Pr=—1+/1+P+u<5

Logo, concluimos que P, € (\/B,§> C X e P € (—o0,—/B) C X (ver Figura
5.15).
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Figura 5.15: Dindmica de Z3; na regido R».

2 . < o~
2) Curva B;: Neste caso, = ‘fT e u > 0. Assim, analogamente a regidao R, temos que

P_<—\/E,e
Py = —1+T5B+x

— 1+ 4y
2
= -1+ (1+§)

= —1+1+%
u

prm— 2 .
Logo, P_ € ¥* e P, coincide com o ponto de dobra-dobra invisivel e portanto ndo

¢ considerado como um pseudo-equilibrio do sistema (ver Figura 5.16).

Figura 5.16: Dindmica de Zy, na curva B,.

2
3) Regido R3: Neste caso, B > £-. Assim, analogamente a regido R,, podemos ver que

P_<—/B.

Como, 3 > ‘ﬁ, segue que |u| < 2+/P, e portanto
4
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2 2
14+ B+u>1+5 +p 1+B+u><1+§>

=
2
o JI+Btu> (1+§)
& —l+/1I+B+u>—-14+145
& PL>4.

Além disso,

1+B+u<14+B+u & 1+B+u<1+B+2/B
s 14+B+u< (1++/B)?
& —1+/T+B+u<—1+1+/p
s PL<y/B

Concluimos que P, € (%’, \/E> CXeP_€X* VerFigura5.17.

Figura 5.17: Dindmica de Z3; na regido Rs.

2 .
4) Curva Bj3: Neste caso, p = 7 e u < 0. Como visto anteriormente, P_ < —\/B
e P, =5= —\/B. Assim, P_ € X* e P, coincide com a singularidade dobra-
dobra visivel-invisivel, e portanto ndo € considerada como um pseudo-equilibrio

do sistema. Ver Figura 5.18.
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Figura 5.18: Dindmica de Z3; na regido Bs.

2 2
5) Regiao R4: Neste caso, < ’fT e u<0.Assim, P_ < —\/E, ecomo 0 <P < ’fT,
analogamente ao que ocorre na regido Ry, temos que P < 5.
Neste caso, Py € <— oo, ’5’) CXe P_ e’ VerFigura5.19

Figura 5.19: Dindmica de Z3; na regido Rs.

5.4 Mapa de Primeiro Retorno

Na regido R3, podemos observar que a 6rbita com condi¢@o inicial em um ponto
pE[— \/E, 5) C Z¢ retorna a essa mesma regido por uma Grbita costurante de
Z, assim, temos a possibilidade da existéncia de ciclos limites costurantes, ou
até mesmo conexdes entre YX—singularidades. Assim, nesta se¢do estudamos a
existéncia de mapas de primeiro retorno que serdo utilizados na detec¢do destes
fendmenos.

Primeiramente, observe que podemos integrar facilmente o campo Yg = (1,x2 —B),

e assim, a Grbita que passa por (xp,0) em tempo ¢ = 0 é dada por:

r+Xxo,

3 3
(t+§0) + Bt _ %

Yy(t,x05B) =
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Assim, resolvendo a equacao abaixo, obtemos os tempos de retorno da érbita em X

que inicia em (xg,0)
3
t
— — 1B+ +1x3 =0,

3
—3x0 £ V/34/4B —x3
5 :

Assim, os tempos sdo reais quando 43 —x% > (0. Como queremos analisar o caso

que sdo dados por

+
ly

(x0) =

2
em que B > ’fT > 0, podemos assumir que 3 > 0, e portanto os tempos estdo bem
definidos para |xo| < 2+/B.
Como 1y (xp) <t (x0), segue que #, (xo) € o tempo de primeiro retorno da 6rbita.

Desta forma, construimos um mapa de primeiro retorno para o campo Yg dado por:

2
Colxo) = 0= V3YHB—%
2

Agora, fazemos um estudo similar para o campo X, = (—1,2x — u). Integrando o

campo, temos que a 6rbita de X,, que passa por (xo,0) em tempo ¢ = 0 é dada por

v (t .X()',u) . —t +Xxp,
X ’ - .
’ —(—t+x0)% — it +x3
Assim, resolvendo a equacdo abaixo, obtemos o tempo de primeiro retorno da érbita
que inicia em (xg,0)
—12 +21xg —x% — ut —I—x% =0,

que € dado por:

tx (x0) = 2x0 — u,
e assim obtemos o mapa de primeiro retorno do campo X, que € dado por
Fu(x0) = —xo+p.

Assim, compondo os mapas de primeiro retorno dos campos Yg e X, obtemos um

mapa de primeiro retorno R,, g = F, o Cg que € dado por

R, p(x0) = %(m +V/3,/4B —x(%) +u,

e estd definido sempre que |xo| < 2+/B.
Resolvendo a equagdo R, g(x) = x, obtemos as solugdes
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0: = 5 (1 V3 /4p—2)

que podem corresponder a érbitas fechadas de Z.
Agora, precisamos determinar quando Q4 ou Q_ estdo em [— \/E, %] Observe

que:

— 4B — 1> < 0 = Nenhum ciclo.
— 4B — 1 > 0 = Duas raizes distintas.

-4 =0=>0,=0 =5

Quando 4B — ¢ > 0, temos que

u
> —

Q+ 2 Y

e, portanto, ndo estd no dominio considerado. Note que:
1 V3
= —u— ——\ /4B — 2.
Q-=u——\4B-u
Assim,
0 =—\B & —B=1tu—F V-2
S u=-2\/PBouu= \/B

Note que u = —2+/P corresponde a curva B3, e neste caso o primeiro retorno é

trivial (ponto de dobra-dobra invisivel-visivel). Por outro lado, u = \/E nos gera
uma curva na regido Rz onde o sistema admite um policiclo por uma dobra-regular.
Ver Figura 5.20.

Fazendo Q_ = 5, obtemos que 4f3 — 1> =0.Logo, O_ € [— \/B, ’ﬂ se, e somente
se, v/ P<u< 2\/6. Assim, podemos ver que na curva u = \/E, 0 sistema possui um
ciclo costurante critico, e como esperado pelo Teorema 4.3.2, este ciclo se rompe
originando um ciclo limite costurante atrator na regiao \/B <u< 2\/3. Conforme
u se aproxima de 2\/3, este ciclo costurante diminui e se degenera no ponto de
dobra-dobra invisivel na curva u = 2\/3. Ver Figura 5.21.

Figura 5.20: Comportamento de Z na curva y = \/E
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Assim, combinando o estudo da dindmica deslizante e da existéncia de Orbitas

fechadas, obtemos o diagrama de bifurca¢do abaixo:

S8

)

¢

AL
HANSZAN

r
B3
R4 R2
/\ /—\,u'?

o
iz 7\ —
TFFITT (APAAA

Figura 5.21: Diagrama de bifurcagdo.

5.5 Existéncia de outras conexoes

Agora apresentaremos outras conexdes que podem ocorrer neste sistema. Con-
sidere o ponto Py = 1+ /14 B+u e os mapas obtidos Cg(xo) = %( —x0+

V3 4B—x3> e Fy(x0) = u—xo.

Assim, observe que a equagdo F( \/E) =— \/B detecta quando existe uma conexao

entre o ponto dobra-regular invisivel (\/B, 0) e o ponto de dobra-regular visivel

(—/B,0). Neste caso:
FH(\/B) = _\/E & ,u—\/B: _\/B

& u=0.

Assim, se B > 0 e u = 0, entdo temos uma nova curva de bifurcacdo em que esta

conexdo ocorra. Ver Figura 5.22.
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X
X
Y
Figura 5.22: Conexdo em que F,(\/B) = —/B
Da mesma forma, a equagdo F,(1/B) = —/B, nos descreve quando ocorre uma

conexdo entre o pseudo-equilibrio (P;,0) e o ponto de dobra-regular visivel

(—/B,0). Neste caso

Fo(VB) = —VB & u—(—1—TTBTm) =B
pt1—/1+B+u=—/B

(14 /B = (VT BT )
(u+1)>+2¢/Blut+1)+p=1+B+u

P A2u+14+24/Bu+2/B+B=1+p+u

w24 (1424/B)u+24/B=0.

Resolvendo a equagdo obtemos u = —2+/P ou u = —1. A curva u = —1 estd longe

(I R

da vizinhanga de nossa andlise e portanto é desconsiderada. A curva u = —2\/6,
€ a curva em que P, coincide com a dobra-dobra invisivel-visivel (%’,O). Logo,
nao existe esse tipo de conexao neste caso, ou seja, na curva u = —2+/3 nasce uma
conexio entre (—+/B,0) e um ponto que esté entre P e (1/B,0), originando uma
conexio deslizante entre (—+/B,0) e (1/B,0) quando —2/B<u<0,eemu=0
essa conexao atinge o seu limite formando uma pseudo-conexao por uma 6rbita de
X entre (—+/B,0) e (1/B,0). Ver Figura 5.23.

AN
/“U/“\\,//w

=-2/B B<u<0
Figura 5.23: Conexdes em que F,(1/B) = — \/B

Prosseguindo com esse raciocinio, quando u > 0, a conexdo entre (—\/B, 0) e

(\/B, 0) é desfeita e neste caso, o ponto (—\/B, 0) pode voltar a se conectar com
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(P,0) e (5,0) através de uma érbita de Y. De fato, resolvendo Fy, 0 Cg(P) =

—\/B obtemos u = 2\/B que nos dd a curva em que a dobra-dobra invisivel
acontece e portanto esta curva nao nos da conexao real.

Agora, resolvendo Fy o Cp(5) = —\/B obtemos u = ‘7‘ B, e com isso temos
que nesta curva o ponto (—\/B, 0) se conecta ao ponto (5,0) e obtemos o

comportamento descrito na Figura 5.24.

/8

Figura 5.24: Conexoes em que F, o CB(%') =— \/B

=

s

lu:

0<u<3yB

Assim, na curva u = 0, surge uma pseudo-conexao deslizante entre (—\/E, 0) e
(%,0) que se transforma na conexdo costurante entre (—\/B, 0)e %,O na curva

u= %‘\/B Procedendo de maneira indutiva, podemos conjecturar a existéncia de

uma sequéncia de curvas da forma u = uj, \/E, onde u, — 1, de forma que nessas
curvas temos conexdes costurantes entre (—+/B,0) e (%,O) ou entre (—+/B,0) e

(\/B, 0). Além disso, quanto maior n, mais vezes essa conexdo intersecta X. Ver

Figura 5.25.
H= ;Un\/B

o u=B
/] n=2vB

Figura 5.25: Existéncia de uma sequéncia de curvas da forma

:u:.un\/B-
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Como o numero de vezes que uma Orbita intersecta X deve ser preservado por
Y—equivaléncia, entdo podemos conjecturar que o desdobramento Z, g apresenta
uma infinidade de tipos topoldgicos. Ressaltamos que esse tipo de comportamento
também foi detectado em [A16]. A analise deste fenomeno € bastante dificil de ser
feita em razdo da complexidade dos cdlculos envolvidos, e por isso € deixada como

uma direcao futura deste trabalho.
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