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Resumo

Souza, Alessandra Carlos de. Policiclos em Sistemas de Filippov Planares.
Goiânia, 2023. 77p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Matemática e Estatís-
tica, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, estudamos a estrutura local de sistemas de Filippov planares ao redor de
Σ-singularidades de codimensão baixa e analisamos sistemas que apresentam policiclos
passando por Σ-singularidades. Neste processo, analisamos mapas de Poincaré (associa-
dos a estes policiclos) e determinamos diagramas de bifurcação de sistemas de Filippov
ao redor destes conjuntos minimais. Mais especicamente, estudamos a bifurcação ge-
nérica de um sistema de Filippov ao redor de uma conexão global que passa por uma
singularidade do tipo dobra-regular visível, conhecida como ciclo limite costurante crí-
tico e mostramos que, sob pequenas perturbações, essa conexão se rompe e origina um
ciclo deslizante ou um ciclo limite costurante. Também estudamos um modelo de sis-
tema de Filippov planar ao redor de uma certa Σ-singularidade chamada dobra-cúspide, e
mostramos a existência de um ciclo costurante crítico que bifurca desta singularidade em
um desdobramento deste sistema. Além disso, exibimos o diagrama de bifurcação deste
desdobramento.

Palavras–chave

Sistemas de Filippov, Sistemas dinâmicos, Bifurcações, Policiclo, Singularidade
Dobra-regular, Singularidade Dobra-cúspide.



Abstract

Souza, Alessandra Carlos de. Polycycles in Filippov Systems planars. Goiânia,
2023. 77p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática e Estatística, Universi-
dade Federal de Goiás.

In this work, we study the local structure of planar Filippov systems around low codi-
mension Σsingularities and we analyze systems presenting polycycles passing through
Σsingularities. In this way, we analyze Poincaré maps (associated with such polycycles)
and determine bifurcation diagrams of Filippov systems around these minimal sets. More
specically, we study the generic bifurcation of a Filippov system around a global con-
nection passing through a visible fold-regular singularity, the so-called critical crossing
cycle and we show that, under smale pertubations, such connection breaks originating
étther a sliding cycle or a crossing limit cycle. We also study a planar Filippov system
model around a certain Σsingularity called Fold-Cusp, where a fold and a cusp meet
and we show the existence of a critical crossing cycle bifurcations from such singularity
in an unfolding of this system. In addition, we exhibit the bifurcation diagram of this
unfolding.

Keywords

Filippov systems, Dynamical systems, Bifurcations, Polycycle, Fold-regular sin-
gularity, Fold-cusp singularity.
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CAPÍTULO 1
Introdução

A formalização matemática da Teoria de Sistemas Dinâmicos Não-Suaves ainda
é um tópico recente, que se desenvolveu principalmente após o trabalho de Filippov [F88]
e dos trabalhos de Teixeira e Sotomayor em 1995 [S95]. Na prática, existem diversos
fenômenos da natureza que são modelados por sistemas não suaves, como pode ser
conferido em [B99, B08, G03], e assim o estudo de sistemas dinâmicos descontínuos
tem se tornado um tópico de pesquisa muito promissor por estabelecer uma fronteira
comum entre a matemática, a física e a engenharia. De maneira geral, a Teoria de
Sistemas Dinâmicos não-suaves estuda campos vetoriais que perdem a sua continuidade
ou diferenciabilidade ao longo de certas hiper-superfícies presentes no espaço de fase,
que são conhecidas como variedades de descontinuidade, e denotadas por Σ. Mais
especicamente, no caso planar, um sistema não-suave pode ser denido através de uma
curva de descontinuidade Σ que separa o plano em duas regiões disjuntas denotadas por
Σ+ e Σ, de modo que em Σ+ temos a atuação de um campo suave X e em Σ a dinâmica
é regida por outro campo suave Y , e desta forma temos um campo vetorial da forma

Z(p) =


X(p); p ∈ Σ+,
Y (p); p ∈ Σ,

(1-1)

que é denotado por Z = (X ,Y ).
Observamos que o sistema (1-1) possui múltiplos valores em Σ e portanto,

a teoria clássica de sistemas dinâmicos não pode ser aplicada diretamente, e assim
é necessário se estabelecer uma maneira de denir as soluções deste sistema. Neste
contexto, o capítulo 2 deste trabalho visa introduzir uma metodologia desenvolvida por
Alexei Filippov [F88] que estabelece uma convenção para denir as soluções de um
campo de vetores da forma (1-1), que a partir de agora será referido como sistema de
Filippov.

Além das singularidades dos campos X e Y , temos o surgimento de novos tipos
de singularidades pertencentes à variedade de descontinuidade Σ, e que são conhecidas
como Σ-singularidades. O estudo destas novas singularidades é de extrema importância
para o entendimento da dinâmica de um sistema de Filippov. Além disso, algumas Σ-



13

singularidades apresentam variedades invariantes locais, e com isso, tais singularidades
admitem conexões globais que não aparecem no contexto suave e que possuem um alto
grau de complexidade.

No capítulo 3, estabelecemos a classicação das Σsingularidades de codimen-
são 0 que foram abordadas em [F88, G11, K03], e assim caracterizamos todos os cam-
pos que não possuem mudanças qualitativas signicativas ao redor de uma singularidade
quando sofrem pequenas perturbações. Em particular, destacamos o comportamento de
um campo ao redor de uma Σsingularidade do tipo dobra-regular num ponto p, que
ocorre quando um dos campos (X ou Y ) possui uma órbita que tem um contato quadrático
com Σ em p, enquanto o outro campo possui uma órbita por p que atravessa Σ transver-
salmente.

Neste caso, essa singularidade de codimensão 0 possui variedades invariantes
locais estáveis e instáveis que podem se autoconectar originando conexões globais (ver
Figura 1.1). Contudo, vale ressaltar que, diferentemente do caso suave em que uma
autoconexão só se dá em tempo innito, no caso não-suave ela pode ocorrer em tempo
nito.

X

Σ

Figura 1.1: Variedades invariantes locais de uma singularidade
dobra-regular.

O estudo de autoconexões tem sido realizado desde 1882 quando o conceito de
ciclo limite foi introduzido por Henri Poincaré e, desde então, a detecção destes objetos
tornou-se um dos problemas mais interessantes (e complicados) da Teoria Qualitativa de
Sistemas Dinâmicos. Com o passar dos anos, outras conexões globais passaram a ser
estudadas e com isso surgiu o conceito de policiclo. De maneira geral, um policiclo é
uma curva simples e fechada que é composta por uma coleção de singularidades e órbitas
regulares do sistema, de maneira que exista um mapa de primeiro retorno associado á
curva. Tais objetos têm sido frequentemente estudados na literatura, como por exemplo,
no famoso Problema de Dulac [R98].

Desta maneira, quando consideramos o conceito de policiclo para campos suaves
e levamos em conta a existência de Σ-singularidades para sistemas de Filippov, podemos
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estender de maneira natural o conceito de policiclo para este mundo de sistemas não-
suaves. Com isso, o estudo de policiclos em sistemas de Filippov passou a ser considerado
cada vez mais pela comunidade cientíca e tornou-se uma atrativa área de pesquisa
(veja [B99, F78, L13, L17, L14], por exemplo). Mais especicamente, policiclos que
formam uma conexão do tipo homoclínica com base em uma Σ-singularidade em sistemas
planares foram estudadas em [K03, G11, F15, B12, A16]. Outros exemplos de policiclos
que passam por Σ-singularidades também podem ser encontrados em [B18, B99, F78,
L13, L17, L14, A17]. Vale ressaltar que policiclos através de Σ-singularidades aparecem
naturalmente em aplicações físicas, como pode ser conferido em [B18, A17].

Dedicamos o capítulo 4 deste trabalho ao estudo de um policiclo que ocorre
quando há uma autoconexão em uma Σsingularidade do tipo dobra-regular. Este poli-
ciclo é conhecido na literatura como ciclo costurante crítico e seu estudo foi abordado
em diversos trabalhos (ver [A16, A17, G11, K03, A19, F15, N18], dentre outros). Mais
especicamente, construímos um mapa de Poincaré local ao redor desta conexão através
de mapas de transição, e a partir das características intrínsecas de uma Σsingularidade
do tipo dobra-regular obtemos uma completa caracterização deste mapa que nos diz que
este tipo de policiclo é sempre atrator ou repulsor, a depender da orientação do campo.
Além disso, seguindo as ideias de [A16, F15], estendemos a construção e análise deste
mapa de Poincaré para pequenas perturbações em famílias a 1parâmetro Z que apre-
sentam este policiclo em Z0, e com isso caracterizamos o seu diagrama de bifurcação que
pode ser conferido na Figura 1.2. Assim, concluímos que o rompimento deste policiclo
sob pequenas perturbações dá origem a um ciclo limite costurante de mesma estabilidade
do policiclo, ou uma autoconexão no ponto de dobra-regular envolvendo um pedaço de
órbita deslizante, também chamada de ciclo deslizante.

< 0 > 0= 0

Figura 1.2: Diagrama de bifurcação da família Z.

Finalmente, no capítulo 5, inspirados por [B12] estudamos uma família a
2parâmetros Zµ, que apresenta uma Σsingularidade do tipo dobra-cúspide em Z0,0.
Tal Σsingularidade ocorre a partir de um contato cúbico de uma das componentes de Z0,0
com Σ enquanto a outra componente apresenta um contato quadrático com Σ. Mais especi-
camente, mostramos com este modelo que, para certas escolhas de parâmetros, o sistema
Zµ, apresenta um ciclo costurante crítico que bifurca localmente da Σsingularidade
cúspide-dobra de Z0,0, e mais ainda, para pequenas variações destes parâmetros os fenô-
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menos apresentados no capítulo 4 (ver Figura 1.2) são detectados. Além disso, esboçamos
o diagrama de bifurcação desta família que pode ser conferido na Figura 1.3.



µ

Figura 1.3: Diagrama de bifurcação.

.

Assim, este modelo exemplica que o estudo da bifurcação genérica de polici-
clos é necessário para o entendimento local de Σsingularidades, o que justica o alto
grau de complexidade dinâmica que estas apresentam e que talvez por esse motivo o seu
entendimento ainda seja tema de um dos grandes problemas em aberto da área.



CAPÍTULO 2
Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns conceitos básicos de sistemas suaves por
partes, conhecidos por Sistemas de Filippov, que serão fundamentais para o desenvol-
vimento deste trabalho. Buscamos apresentar denições e algumas propriedades desses
sistemas, como, por exemplo, os conceitos de solução local e de singularidades que sur-
gem neste contexto.

2.1 Sistemas Suaves

Primeiramente, discutimos alguns conceitos e resultados da teoria clássica de
sistemas suaves. O primeiro teorema importante para o desenvolvimento deste trabalho
é o Teorema de Existência e Unicidade [P00] para soluções de equações diferenciais
ordinárias enunciado a seguir.

Teorema 2.1.1 (Existência e Unicidade). Seja A um conjunto aberto de Rn que contém
x0 ∈ A e assuma que f : A → Rn seja uma função de classe C1. Então existe 0 > 0 e
uma solução ϕ : [0,0]→ A do problema de valor inicial (PVI)


ẋ= f (x), x ∈ A,
x(0) = x0

(2-1)

Além disso, se ψ : I → A é uma solução de (2-1), existe ∗0 > 0 tal que [∗0,
∗
0] ⊂

I [0,0] e ϕ(t) = ψ(t),∀t ∈ [∗0,
∗
0]

As soluções de uma equação diferencial ordinária (EDO) são denidas como
funções ψ : I → Rn, onde I é um intervalo aberto. No teorema acima, ψ está denida
num intervalo fechado. Neste caso, cada função coordenada ψi : [0,0] → R possui
derivadas laterais em 0 e 0, e assim ψ′(t) está denida para todo t ∈ [0,0].

O Teorema de Existência e Unicidade garante que dado x0 ∈ Rn, existe uma
única solução ϕ(t,x0) tal que ϕ(0,x0) = x0 e ϕ está denida para todo t ∈ R próximo de
t0. Sob algumas condições de regularidade, podemos garantir que as soluções dependam
continuamente dos parâmetros e condições iniciais.
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Teorema 2.1.2 (Dependência Contínua). Dado (t0,x0,0) ∈ R××RnRk xado e seja
g(t,x,) uma função contínua para (t,x) ∈U e  ∈V , onde U é um subconjunto aberto
de Rn+1 contendo (t0,x0) e V é uma vizinhança de 0 em Rk. Se o problema de valor
inicial, 

ẋ= g(t,x,0),
x(t0) = x0,

tem uma única solução x(t, t0,x0,0), denida num intervalo maximal de existência I, com
t0 ∈ (a,b)⊂ I, então, para todo (s,y,) sucientemente próximo de (t0,x0,0), o problema
de valor inicial:


ẋ= g(t,x,),
x(s) = y,

tem uma única solução x(t,s,y,) denida em (a,b) que é contínua em (t, t0,x0,0).

Teorema 2.1.3 (Dependência Diferenciável) Seja f contínua em um aberto Ω de R×
Rn×Rl , com D2 f contínua em Ω. Então, para λ ∈ R xado, a solução ϕ= ϕ(t,t0,x0,λ)
de

x′ = f (t,x,λ), x(t0) = x0,

é única e admite derivada parcial D3ϕ com relação a x0. Mais ainda, a aplicação
(t, t0,x0,λ)→D3ϕ(t,t0,x0,λ) é contínua no seu domínio

D= (t,t0,x0,λ);(t0,x0,λ) ∈Ω,w(t0,x0,λ)< t < w+(t0,x0,λ),

onde (Ω+,Ω) é o intervalo maximal da solução que passa por x0 em tempo t0. E

x(t) =D3ϕ(t,t0,x0,λ) · ek =
∂ϕ
∂xk0

(t, t0,x0,λ),

para todo 1≤ k ≤ n, é solução de


x′ = J(t)x,
x(t0) = ek,

onde J(t) = J(t, t0,x0,λ) =D2 f (t,ϕ(t,t0,x0,λ),λ)

Com respeito ao intervalo de denição das soluções temos o seguinte resultado
que nos permite denir o conceito de intervalo maximal.

Teorema 2.1.4 Sejam A ⊂ Rn um aberto, x0 ∈ A e f : A→ Rn de classe C1. Para cada
x0 ∈ A xado, existem w

0 ∈ 9(∞,0) e w+
0 ∈ (0,∞) de modo que o problema de valor
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inicial (PVI) 
ẋ= f (x),
x(0) = x0,

(2-2)

possui uma única solução ϕ : (w
0 ,w

+
0 )→ A com a propriedade de maximalidade:

Se I é um intervalo aberto e ψ : I → A é solução do PVI, então I ⊂ (w
0 ,w

+
0 ) e

ϕ(t) = ψ(t),∀t ∈ I

Neste caso, dizemos que (w
0 ,w

+
0 ) é o intervalo maximal da solução e ϕ é a

solução maximal de (2-2).

Denição 2.1.5 Dado x0 ∈ A, chamaremos a solução maximal do PVI (2-2) ϕ(·,x0) :
Ix0 → A de curva integral de f pelo ponto x0, e denimos o conjunto

x0 = ϕ(t,x0); t ∈ Ix0,

como a órbita de f por x0.

Teorema 2.1.6 Seja ϕ(·,x0) : I(x0)→ A a curva integral de f pelo ponto x0 ∈ A, então
uma das opções abaixo é satisfeita:

a) ϕ(·,x0) é injetiva.
b) I(x0) =R e ϕ(·,x0)≡ x0 é constante.
c) I(x0) =R e ϕ é periódica, isto é, existe um T > 0 tal que

ϕ(t+T,x0) = ϕ(t,x0),∀t ∈R

e ϕ(t1,x0) ̸= ϕ(t2,x0) se t1 t2< T

Denição 2.1.7 Se ϕ(·,x0) satisfaz (b) então dizemos que x0 é um ponto singular e neste
caso x0 = x0. Se ϕ(·,x0) satisfaz (c) então dizemos que x0 é uma órbita fechada ou
órbita periódica.

Assim, é possível denir formalmente o conceito de retrato de fase (ver Figura
2.1).

Denição 2.1.8 O conjunto A munido da decomposição em órbitas de f é chamado de
retrato de fase de f . As órbitas são orientadas no sentido das curvas integrais do campo
f , com exceção dos pontos singulares que recebem a orientação trivial.
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Figura 2.1: Exemplos de retratos de fase.

Sejam A, B abertos deRn eM :A→B, uma função diferenciável e bijetora tal que
M1 : B→ A é diferenciável. Considere um campo C1 f : A→ Rn e o sistema ẋ = f (x),
x ∈ A.

Fazendo y=M(x), temos pela regra da cadeia que

ẏ=DM(x) · ẋ

Logo
ẏ=DM(x) · f (x)

Como x=M1(y), temos que

ẏ=DM(M1(y)) · f (M1(y))

Assim, se g : B→Rn é a função dada por

g(y) =DM(M1(y)) · f (M1(y))

então temos que g é diferenciável, e assim

ẏ= g(y)

Esse processo é conhecido por mudança de variáveis, e temos que os campos
ẋ = f (x) e ẏ = g(y) possuem retratos de fases parecidos, no sentido de que a função M
deforma o retrato de fase de ẋ= f (x) no retrato de fase de ẏ= g(y) de modo a preservar
a estrutura das órbitas. Essa mesma noção de deformação de retratos de fase pode ser
expressa com menos exigências através do conceito de equivalência topológica.

Denição 2.1.9 : Sejam A, B abertos de Rn e h : A→ B uma função. Diremos que

a) h é um homeomorsmo se h é contínua, invertível e h1 é contínua.
b) h é um difeomorsmo de classeCr se h é Cr, invertível e h1 é Cr.
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Denição 2.1.10 : Sejam A, B abertos de Rn, f : A → Rn, g : B → Rn dois campos
vetoriais. Dizemos que f é topologicamente equivalente a g se existe um homeomorsmo
h : A→ B tal que:

i) Se x0 ∈ A e  fx0 é a órbita de f por x0, então h(
f
x0) = gh(x0) é a órbita de g por h(x0).

ii) h preserva a orientação das órbitas.

A denição abaixo estabelece quando dois campos não possuem diferenças
qualitativas ao redor de determinado ponto, o que constitui um ponto de vista local para o
conceito de equivalência estabelecido acima.

Denição 2.1.11 : Sejam A, B abertos de Rn, f : A → Rn, g : B → Rn dois campos
vetoriais, x0 ∈ A e y0 ∈ B. Dizemos que f é localmente topologicamente equivalente
(localmente Cr-equivalente) em (x0,y0) ao campo g se existem abertos x0 ∈ U ⊂ A e
y0 ∈V ⊂ B e um homeomorsmo h :U →V tal que

a) h(x0) = y0;
b) Se x1 ∈U e  f ,x1 é a órbita de f por x1 então h(

f
x1 U) = h(g,x1)V, onde h(g,x1)

é a órbita de g por h(x1);
c) h preserva a orientação das órbitas.

Observação:

• Se f é localmente topologicamente Cr- equivalente em (x0,y0) a g, então g é
localmente topologicamenteCr- equivalente em (y0,x0) a f .

• Se x0 ∈ U ⊂ A e V ⊂ B são abertos tais que f U é equivalente a gV , então f é
localmente equivalente a g em (x0,h(x0))

Denição 2.1.12 : Sejam A⊂Rn um conjunto aberto e f : A→Rn um campo de vetores,
dizemos que x0 é um

a) ponto singular de f se f (x0) = 0⃗
b) ponto regular de f se f (x0) ̸= 0⃗

Se x0 é um ponto regular, então o retrato de fase ao redor de x0 pode ser
"reticado"através do Teorema do Fluxo Tubular enunciado e demonstrado a seguir. Para
isso, consideramos os seguintes conceitos e resultados abaixo.

Denição 2.1.13 : Sejam A⊆Rn um aberto e f : A→Rn um campo de classe Cr, r ≥ 1.
Seja B ⊆ Rn1 um aberto e σ : B → A uma função diferenciável de classe Cr. Diremos
que σ é uma seção transversal local de f se

Dσ(b)(e1),Dσ(b)(e2), ,Dσ(b)(en1), f (Dσ(b)),
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forma uma base de Rn para cada b ∈ B, onde e j = (0, ,1,0, ,0) ∈ Rn1 ∀ j ∈
1, ,n1. Denote Σ= σ(B).

Teorema 2.1.14 (Teorema da Função Implícita). Seja F : Rn×R → R e suponha que
F(x0,y0) = 0 para algum x0 ∈ Rn e y0 ∈ R. Se ∂F

∂xi existem e são contínuas numa
vizinhança de (x0,y0), i = 1, ,n+ 1, e se ∂F

∂xn+1
(x0,y0) ̸= 0, então existem  > 0 e uma

função de classe C1 τ : B(x0,)→ R tal que τ(x0) = y0 e F(x,y) = 0 com x ∈ B(x0,),
yy0<  se, e somente se, y= τ(x) Neste caso:

∂τ
∂xi

(x) =
∂F

∂xi (x,τ(x))
∂F

∂xn+1
(x,τ(x))



Teorema 2.1.15 (Teorema da Função Inversa.) Suponha que f é uma função C1 de um
aberto U ⊂Rn em Rn, f ′(a) é invertível para algum a ∈U e b= f (a). Então:

a) Existem abertos V eW em Rn tais que a∈V, b∈W é bijetora entre V e f (V ) =W.
b) Se g é inversa de f , denida em W por g( f (x)) = x; para todo x ∈V, então g é de

classe C1.

Teorema 2.1.16 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam A⊆Rn um aberto e f : A→Rn um
campo de classe Cr, B ⊂ Rn1 um aberto contendo a origem de Rn1, e σ : B→ Σ ⊂ A
uma seção transversal local de f tal que σ(0) = x0 ∈ A. Se x0 é um ponto regular de f ,
então existem um aberto U ⊂ A tal que x0 ∈U e um difeomorsmo de classe Cr

h :U → (,)×B(0,r),

onde B(0,r) é a bola de Rn1 de centro na origem 0 ∈Rn1 e raio r, e > 0, tais que

a) h(ΣU) = 0×B(0,r);
b) h é uma Cr conjugação local em (x0,0) ∈Rnentre ẋ= f (x) e o campo





ẋ1 = 1,
ẋ2 = 0,
...
ẋn = 0

Demonstração
Seja Ω= (t,y) ∈R×A,t ∈ I(y) ⊆R×Rn onde I(y) é o intervalo maximal de


ẋ= f (x),
x(0) = y,
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e considere o uxo ϕ :Ω→ A de ẋ= f (x).
Dena

ΩB = (t,b) ∈R×B;(t,σ(b)) ∈Ω ⊆R×Rn1 =Rn

Note que I(x0)×0 ⊂ΩB pois σ(0) = x0 e (t,x0) ∈Ω para todo t ∈ I(x0).
Dena

F : ΩB → A
(t,b) → ϕ(t,σ(b))

Note que para cada b xado, F leva a reta horizontal I(σ(b))×b⊂ΩB na curva integral
que passa por σ(b).Ver Figura 2.2.

b

(t,b)

t

b

F

σ(b) ϕ(t,σ(b)) = F(t,b)

Figura 2.2: Curva integral que passa por σ(b).

Mostraremos que F é um difeomorsmo local de classeCr. Para isso, utilizamos
o Teorema da Função Inversa 2.1.15. Observe que:

• ΩB é um conjunto aberto.
• O uxo de um campo de classeCr é de classeCr, logo ϕ éCr.

Como σ é de classe Cr, (t,b) → (t,σ(b)) é de classe Cr e assim F é uma
composição de funções de classeCr, e portanto também éCr. Além disso,

F(0,0) = ϕ(0,σ(0)) = ϕ(0,x0) = x0

Para usar o Teorema da Função Inversa 2.1.15, devemos ver que DF(0,0) :
Rn →Rn é um isomorsmo. Note que
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∂F
∂t (0,0) =

d
dt (ϕ(t,σ(0)))


t=0

= d
dt (ϕ(t,x0))


t=0

= f (ϕ(t,x0))

t=0

= f (ϕ(0,x0))
= f (x0)

Agora, para cada i ∈ 1, ,n1 temos que

∂F
∂bi (0,0) =

∂
∂biϕ(0,σ(0, ,0,bi,0, ,0))


bi=0

= ∂
∂biσ(0, ,0,bi,0, ,0)


bi=0

= ∂σ
∂bi (0)

Note que ∂σ
∂bi (0) =Dσ(0)(ei), ∀i ∈ 1, ,n1. Assim:

DF(0,0) =




...
...   

...
F(x0) Dσ(0)(e1)    Dσ(0)(en1)

...
...   

...


 ,

e como σ é seção transversal local, segue que Dσ(0)(e1), ,Dσ(0)(en1), f (σ(0)) é
base de Rn.

Logo, det(DF(0,0)) ̸= 0 e portanto DF(0,0) é um isomorsmo. Pelo Teorema
da Função Inversa 2.1.15, existem abertos (0,0) ∈ U ⊂ ΩB e x0 ∈ Ṽ ⊂ A tais que FU :
U → V seja invertível e (FU)1 é de classe Cr. Como (0,0) ∈ U e U é aberto, existem
> 0 e r> 0 tais que (,)×B(0,r)⊂ U , B(0,r) = (b1, ,bn1), (b1, ,bn1)< r.
Assim, se U = FŨ((,)× B(0,r)) ⊂ Ṽ , então, F : (,)× B(0,r) → U é um
difeomorsmo de classeCr.

Dena h= (F)1 :U → (,)×B(0,r). Então,

F(0,b) = ϕ(0,σ(b)) = σ(b) ∈ ΣU, ∀b ∈ B(0,r)

Logo h(ΣU) = 0×B(0,r), e portanto o item (a) está provado.
Mostremos o item (b), isto é h1 que conjuga ẋ= f (x) e ẋ= (1,0, ,0). De fato:
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Dh1(t,b) · (1,0, ,0) = D((F(,)×B(0,r))
1)1(t,b) · (1,0, ,0)

= DF(t,b) · (1,0, ,0)
= ∂F

∂t (t,b)
= ∂

∂tϕ(t,σ(b))
= f (ϕ(t,σ(b)))
= f (F(t,b)) = f (h1(t,b))

Assim (1,0, ,0) = [Dh1(t,b)]1 f (h1(t,b)), ∀(t,b) ∈ (,)×B(0,r).
Logo, h1 é uma mudança de coordenada e portanto conjuga os campos.

□
É importante ressaltar que este resultado é apenas local. Se um campo não possui
singularidades, signica que em torno de cada ponto, seu retrato de fase pode ser
trivializado, porém não signica que o retrato de fase pode ser trivializado completamente.
Entretanto, podemos generalizar esse resultado para trivializar campos ao redor de órbitas
regulares compactas através do Teorema do Fluxo Tubular Longo abaixo.

Denição 2.1.17 Um uxo tubular de X ∈ X r(M) é um par (F, f ) onde F é um aberto de
M e f é um difeomorsmo Cr de F sobre o cubo

Im = I× Im1 = (x,y) ∈R×Rn1; x< 1, yi< 1, i= 1, ,n1

que leva trajetórias de X em F nas retas I×y⊂ I× Im1

Teorema 2.1.18 (Fluxo Tubular Longo). Seja ⊂M um arco de trajetória de X compacto
e não fechado. Então existe um uxo tubular (F, f ) de X tal que ⊂ F.

A demonstração do Teorema 2.1.18 pode ser encontrada em [P75] e se baseia em obter
uma cobertura aberta da trajetória compacta por vizinhança em que o uxo possa ser
trivializado via Teorema do Fluxo Tubular 2.1.16 e na extração de uma subcobertura nita
via compacidade.

2.2 Sistemas de Filippov

Nesta seção, formalizamos a noção de solução de um sistema dinâmico suave
por partes planar dada pela convenção de Filippov [F88].

Sejam M um conjunto aberto e conexo de R2 e f : M → R uma função suave
que possui 0 como valor regular de f . Assumindo que Σ = f1(0) é uma subvariedade
mergulhada deM, considere
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Σ+ = p ∈M : f (p)> 0 e Σ = p ∈M : f (p)< 0 

Então, denimos um sistema de Filippov Z = (X ,Y ) como um campo da forma

Z(p) =


X(p) se p ∈ Σ+,
Y (p) se p ∈ Σ,

(2-3)

onde X e Y são campos vetoriais de classe C r denidos em Σ+ e Σ, respectivamente.

Denotamos por Ωr
Σ (ou Ωr) o conjunto dos campos vetoriais suaves por partes no plano

que possuem curva de descontinuidade Σ. Note que Ωr pode ser identicado com o
conjunto X r ×X r, onde X r é o conjunto dos campos suaves de classe Cr munido com
a topologiaCr. Assim, podemos considerar queΩr está munido com a topologia produto.

Seja Z = (X ,Y ) ∈Ωr
. Como X é de classeCr, temos que se (x0,y0) ∈ Σ+, então

existe uma única solução do problema de valor inicial (PVI)


(ẋ, ẏ) = X(x,y),
(x(0),y(0)) = (x0,y0),

(2-4)

que denotamos por ϕX(x0,y0) : I(x0,y0) → R2, onde I(x0,y0) é o intervalo maximal de
solução.

Analogamente, para o campo Y , se (x0,y0) ∈ Σ, existe uma única solução do
PVI 

(ẋ, ẏ) =Y (x,y),
(x(0),y(0)) = (x0,y0),

(2-5)

que denotamos por ϕY (x0,y0) : I(x0,y0)→R2.

ϕX(x0,y0)

ϕY (x0,y0)
Y

X

Σ

Figura 2.3: Dinâmica local de Z ao redor de um ponto (x0,y0) fora
de Σ.

Assim, temos que para pontos fora de Σ, o sistema apresenta um candidato
natural à solução local, ou seja, basta utilizar as soluções de X e de Y para determinar
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a dinâmica de Z ao redor de um ponto (x0,y0) que está em Σ+ ou Σ, respectivamente
(ver Figura 2.3). A denição da solução local por um ponto (x0,y0)∈ Σ depende de como
as soluções ϕX e ϕY chegam no ponto (x0,y0) que é determinado através do cálculo das
derivadas de Lie de f na direção dos campos X e Y nos pontos de Σ.

Denição 2.2.1 : A derivada de Lie de f na direção de X em (x0,y0) ∈ Σ é dada por

X f (x0,y0) = X(x0,y0) ·∇ f (x0,y0) (2-6)

Analogamente, a derivada de f na direção de Y em (x0,y0) ∈ Σ é dada por

Y f (x0,y0) =Y (x0,y0) ·∇ f (x0,y0) (2-7)

As derivadas de Lie de ordem superior de f na direção de X são denidas por
Xn f = X(Xn1 f ), onde n ∈ N. Assim, podemos classicar as regiões de Σ conforme as
órbitas de X e Y chegam ou partem dos pontos de Σ.

Dado um sistema de Filippov Z = (X ,Y ), dividimos a variedade de descontinui-
dade Σ nas seguintes regiões (ver Figura 2.4):

• Região de Costura: Σc = p ∈ Σ; X f (p) ·Y f (p)> 0,
• Região de Deslize: Σs = p ∈ Σ; X f (p)< 0, Y f (p)> 0,
• Região de Escape: Σe = p ∈ Σ; X f (p)> 0, Y f (p)< 0.

Σ

X

Y

Σ

X

Y

Σ

X

Y

Σ

X

Y

(a)

(b) (c)

Figura 2.4: Regiões de costura (a), deslize (b) e escape (c).

Se p ∈ ΣeΣs, então existe um único vetor Zs(p) que está na combinação linear
convexa dos vetores X(p) e Y (p) e que é tangente a Σ em p (ver Figura 2.5). Desta forma,
podemos denir um campo Zs sobre ΣeΣs.
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Y (p)

p

X(p)

Zs(p)

Σ

Figura 2.5: Combinação linear convexa dos vetores X(p) e Y (p).

Denição 2.2.2 : O campo Zs denido em Σe Σs é chamado de campo vetorial desli-
zante associado a Z = (X ,Y ). O campo deslizante Zs apresenta a seguinte expressão em
p ∈ Σ:

Zs(p) =
Y f (p)X(p)X f (p)Y (p)

Y f (p)X f (p)
 (2-8)

Notamos que Zs e Zs
N = (Y f (p)X f (p)) ·Zs(p) possuem o mesmo retrato de

fase em Σs, e o mesmo retrato de fase com direção contrária em Σe. Desta forma, podemos
usar Zs

N para entender as órbitas de Zs. O campo Zs
N é chamado de campo deslizante

normalizado.
Agora, estamos aptos a denir a solução local de

Z(x,y) =


X(x,y), f (x,y)≥ 0,
Y (x,y), f (x,y)≤ 0

(2-9)

Se p ∈ Σ+, denote por ϕX(·, p) a solução do campo X : Σ+ →R2 que passa por
p em um t = 0. Assim, ϕX satisfaz:


d
dt (ϕX(t, p))= X(ϕX(t, p)),
ϕX(t, p) = p

(2-10)

Além disso, denote por I(p,X) o intervalo maximal associado ao PVI acima.

Analogamente, se p ∈ Σ, denimos ϕY (·, p) : I(p,Y ) → R2 como a solução maximal
do PVI: 

(ẋ, ẏ) =Y (x,y),
(x(0),y(0)) = p

(2-11)

Denição 2.2.3 : A trajetória local ϕZ(·, p) de um sistema de Filippov 2-3 por p ∈ R2 é
dada por:
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a) Se p∈ Σ+, então ϕZ(t, p) = ϕX(t, p) ∀ t ∈ I, onde I ⊂ I(p,X) é um intervalo aberto
contendo 0 tal que ϕX(I, p)⊂ Σ+.

b) Se p ∈ Σ, então ϕZ(t, p) = ϕY (t, p) ∀ t ∈ I, onde I ⊂ I(p,Y ) é um intervalo aberto
contendo 0 tal que ϕY (I, p)⊂ Σ.

c) Se p ∈ Σc é tal que X f (p) > 0 e Y f (p) > 0, então existem  < 0 <  tais que
ϕX((0,), p)⊂ Σ+ e ϕY ((,0), p)⊂ Σ. Neste caso, denimos I = (,) e

ϕZ(t, p) :=





ϕY (t, p), se < t < 0,
p, se t = 0,
ϕX(t, p), se 0< t < 

(2-12)

d) Se p ∈ Σc é tal que X f (p) < 0 e Y f (p) < 0, então existem  < 0 <  tais que
ϕX((,0), p)⊂ Σ+ e ϕY ((0,), p)⊂ Σ. Neste caso, denimos I = (,) e

ϕZ(t, p) :=





ϕX(t, p), se < t < 0,
p, se t = 0,
ϕY (t, p), se 0< t < 

(2-13)

e) Se p ∈ ΣeΣs, então ϕZ(t, p) = ϕZs(t, p) ∀ t ∈ I, onde ϕZs é o uxo de Zs e I é um
intervalo aberto contendo 0 tal que ϕZs(I, p)⊂ ΣeΣs.

f) Se p ∈ ∂Σc  ∂Σs  ∂Σe e as trajetórias por pontos em Σ de ambos os lados de p
podem ser estendidas para p e coincidem, então a trajetória por p será dada por
essa trajetória. Neste caso, diremos que p é um ponto de tangência regular.

g) Se p∈ ∂Σc∂Σs∂Σe não é um ponto de tangência regular , então denimos I =R
e ϕZ(t, p) = p ∀ t ∈ I. Neste caso, dizemos que p é um ponto de tangência singular.

Denição 2.2.4 : A órbita local de p é dada por

(p) = ϕZ(t, p); t ∈ I

No contexto de sistemas de Filippov, é natural o surgimento de novas singulari-
dades. Abaixo, fazemos uma breve descrição destes elementos.

Denição 2.2.5 : Se p∈ΣsΣe e Zs(p) = 0⃗, então diremos que p é um pseudo-equilíbrio
de Z.

Proposição 2.2.6 Se p ∈ ΣsΣe é um pseudo-equilíbrio de Z = (X ,Y ) então os vetores
X(p) e Y (p) são colineares.
Demonstração

Seja

Zs(p) =
Y f (p) ·X(p)X f (p) ·Y (p)

Y f (p)X f (p)
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Como p ∈ ΣsΣe, temos que Y f (p) ̸= 0 e X f (p) ̸= 0, e além disso Y f (p)X f (p) ̸= 0.
Logo Zs(p) = 0⃗⇔ X(p) = X f (p)

Y f (p) ·Y f (p), e portanto X(p) e Y (p) são colineares. □

Logo, a inclinação que as órbitas de X e Y chegam em um ponto p ∈ Σs Σe

afeta diretamente as propriedades de Zs.

Denição 2.2.7 : Se p ∈ Σ+ (resp. p ∈ Σ) e X(p) = 0⃗ (resp. Y (p) = 0⃗), então diremos
que p é um ponto de equilíbrio natural de Z.

Se p é um ponto de equilíbrio de X em Σ+, dizemos que ele é um ponto crítico
admissível (ou natural). Se p ∈ Σ+ é um ponto de equilíbrio de X , então dizemos que ele
é um ponto crítico não-admissível (ou virtual).

Denição 2.2.8 : As singularidades de um sistema de Filippov Z = (X ,Y ) são:

a) os pontos p ∈ Σ+Σ que são pontos de equilíbrio naturais de Z.
b) os pontos p ∈ ΣsΣe que são pseudo-equilíbrios.
c) os pontos p ∈ ∂Σc∂Σs∂Σe que são pontos de tangência (regular ou singular).

Denição 2.2.9 : Se p ∈ R2 não é uma singularidade de Z então p é chamado de ponto
regular.

Notamos que, diferentemente do caso suave, a trajetória de Z por uma singula-
ridade p não é necessariamente estacionária, ou seja, sua órbita pode não ser apenas o
ponto p.

Denição 2.2.10 : Dizemos que uma singularidade p ∈ Σ de Z é:

a) distinguida se (p) = p.
b) não-distinguida se p é um ponto de tangência regular e sua órbita local (p) é

homeomorfa a R.

As singularidades distinguidas podem ser pontos de equilíbrio de X ou Y ,
pseudo-equilíbrios ou pontos de tangência singular.

Agora, formalizaremos o conceito de Σsingularidades, com o objetivo de
denir rigorosamente o problema a ser abordado.

Denição 2.2.11 Seja Z = (X ,Y ) ∈Ωr, um ponto p ∈ Σ é dito ser:

i) uma singularidade do tipo tangência-regular de Z quando X f (p) = 0 (resp.
Y f (p) = 0) e Y f (p) ̸= 0 (resp. X f (p) ̸= 0);

ii) uma singularidade do tipo tangência-tangência de Z quando X f (p) =Y f (p) = 0
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Para classicar as singularidades tangenciais, necessitamos do seguinte conceito
que dene o contato entre um campo de vetor suave e uma curva.

Denição 2.2.12 Seja X um campo de vetores de classe Cr. Dizemos que X possui um
contato de ordem n com Σ em p se Xi f (p) = 0 para i = 1, ,n1, e Xn f (p) ̸= 0 Em
particular, para n= 2,3, p é dito ser uma dobra e uma cúspide de X, respectivamente.

Neste trabalho, focaremos nossa atenção nas singularidades tangenciais que
envolvem dobras e cúspides.

Observação 2.2.13 Se p é uma cúspide para ambos os campos X e Y , então dizemos que
p é uma singularidade cúspide-cúspide de Z.

Se p é uma dobra para ambos os campos X e Y , então dizemos que p é uma
singularidade dobra-dobra de Z.

Se p é uma dobra para X e uma cúspide para Y , então dizemos que p é uma
singularidade dobra-cúspide de Z.

Se p é uma dobra para Y e uma cúspide para X, então dizemos que p é uma
singularidade cúspide-dobra de Z.

Além das singularidades, a ideia de ciclo também pode ser estabelecida para
sistemas de Filippov.

Denição 2.2.14 : Uma órbita regular maximal de Z é uma curva  suave por partes tal
que:

a) Σ+ e Σ é uma união de órbitas de X e Y , respectivamente.
b) Se p ∈ Σ, então p ∈ Σc ou p ∈ ∂Σc é um ponto de tangência regular.
c)  é maximal com respeito a (a) e (b).

Denição 2.2.15 : Uma órbita deslizante maximal de Z é uma curva  suave tal que
⊂ ΣsΣe é uma órbita maximal de Zs.

Um ciclo é uma órbita regular fechada Γ de Z. Além disso, se Γ Σ ̸= /0 e
ΓΣ ⊂ Σc, então dizemos que Γ é um ciclo costurante de Z. Caso contrário Γ é um
ciclo deslizante de Z.



CAPÍTULO 3
ΣEstabilidade estrutural: A Estrutura da
Dobra-Regular

Dedicamos esse capítulo à denição do conceito de estabilidade estrutural local
no contexto de sistemas de Filippov e a exibir uma caracterização de campos localmente
Σestruturalmente estáveis. Em particular, estudamos um tipo de singularidade em
sistemas de Filippov conhecida como singularidade dobra-regular. Este objeto será de
extrema importância para o entendimento do fenômeno a ser apresentado no decorrer
deste trabalho.

3.1 Equivalência topológica e estabilidade estrutural em
Ωr

Seja Ωr
Σ(U) o conjunto dos campos

Z(x,y) =


X(x,y); se (x,y) ∈ Σ+,
Y (x,y); se (x,y) ∈ Σ

(3-1)

onde X ,Y são campos de classe Cr denidos em Σ+ e Σ, respectivamente, ou seja,
Ωr

Σ(U) =Cr(Σ+)×Cr(Σ). SeU é compacto, então Ωr
Σ(U) é um espaço de Banach com

a norma produto induzida da norma Cr. Inspirado pelo caso suave, podemos estabelecer
uma noção de equivalência para sistemas de Filippov.

Denição 3.1.1 : SejamU, Ũ dois abertos deR2, Z ∈Ωr
Σ(U) e Z̃ ∈Ωr

Σ̃(Ũ) com curvas de
descontinuidade Σ⊂U e Σ̃⊂ Ũ, respectivamente. Dizemos que Z e Z̃ são Σ- equivalentes
(topologicamente) se existe um homeomorsmo h :U → Ũ que leva Σ em Σ̃, órbitas de Z
em órbitas de Z̃ e que preserva a orientação das órbitas.

Exemplo 3.1.2 Os campos

Z(x,y) =


(1,1), se y> 0,
(1,1), se y< 0

(3-2)
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e

Z̃(x,y) =


(0,1), se y> 0,
(1,1), se y< 0

(3-3)

são Σ-equivalentes.
De fato, X f (x,y) = 1 e Y f (x,y) = 1 logo, X f (x,0) < 0 e Y f (x,0) > 0 para

todo x ∈R. Assim, Σ= Σs, e neste caso:

Zs(x,0) = Y f (x,0)·X(x,0)X f (x,0)·Y (x,0)
Y f (x,0)X f (x,0)

= 1·(1,1)+1·(1,1)
2

= (1,0)

Σ

Y

X

Figura 3.1: Retrato de fase de Z.

Agora, X̃ f (x,y) = 1 e Ỹ f (x,y) =1 implica que Σ= Σs. Neste caso,

Z̃s(x,0) = (12 ,0)

Σ

Y

X

Figura 3.2: Retrato de fase de Z̃.

Assim, basta denir h(x,0) = (x,0) e estender h usando os uxos de Z e Z̃ (ver
Figuras 3.1 e 3.2).

Denição 3.1.3 Dizemos que Z0 ∈ Ωr
Σ(U) é Σ- estruturalmente estável se existe uma

vizinhançaU ⊂Ωr
Σ(U) de Z0 tal que, para todo Z ∈U, Z e Z0 são Σ-equivalentes.
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Denição 3.1.4 Sejam Z0 ∈ Ωr
Σ(U) e p ∈ U, diremos que Z0 é localmente Σ-

estruturalmente estável em p se existe uma vizinhança V ⊂U de p tal que Z0V ∈Ωr
Σ(V )

é estruturalmente estável.

Note que, se Z0 é localmente estruturalmente estável em p então existe uma
vizinhança V de p e V ⊂ Ωr

Σ(V ) de Z0V tal que para todo Z ∈ Ωr
Σ(V ), Z e Z0V são

Σ-equivalentes.

3.2 O conjunto Ξ0(p) e suas propriedades

Sejam p ∈ Σ e Z0 ∈ Ωr
Σ(U), é possível dizer se Z0 é ou não localmente Σ-

estruturalmente estável em p com base nas suas características.

Denição 3.2.1 : Seja p ∈U, denimos Ξ0(p) como o conjunto de todos os sistemas de
Filippov Z ∈Ωr

Σ(U) que são localmente Σ- estruturalmente estáveis em p.

Primeiramente, analisaremos o caso em que p∈ΣcΣsΣe, ou seja, assuma que
Z0 = (X0,Y0) satisfaz que X0 e Y0 são transversais a Σ em p. Como estamos analisando o
comportamento local, não temos nenhuma perda de generalidade em assumir queU é um
aberto limitado, e portantoU é compacto. Neste contexto, temos o seguinte resultado que
auxiliará nosso estudo e cuja demonstração pode ser encontrada em [C01].

Teorema 3.2.2 Seja Ω um subconjunto aberto do espaço de Banach X, Y um espaço
normado e f :Ω→Y uma aplicação Fréchet diferenciável. Assuma que existam x0 ∈Ω
e r > 0 tais que:

• B(x0;r)⊂Ω.
• d f (x0) é invertível e d f (x0)1 ∈ B(Y,X), onde B(Y,X) é o conjunto das aplicações
lineares limitadas de Y em X.

• k = sup∥Id f (x0)1 ◦d f (x)∥< 1

Então, para cada y ∈Y tal que ∥y f (x0)∥< (1k)r∥d f (x0)1∥1, a equação f (x) = y
possui uma única solução em B(x0;r)

Observação 3.2.3 Uma aplicação f : Ω → Y é Fréchet-diferenciável em x0 ∈ Ω se
existe A= d f (x0) ∈ B(X ,Y ) tal que

lim
h→⃗0

 f (x0+h) f (x0)A(h)
h = 0

Proposição 3.2.4 Seja Z0 = (X0,Y0) ∈ Ωr
Σ(U) e assuma que p ∈ Σc. Então, existe uma

vizinhança V de p em U e uma vizinhança V de Z0 em Ωr
Σ(U) tal que, para todo Z ∈ V ,

ZV e Z0V são Σ-equivalentes.
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Demonstração
: Como p ∈ Σc, temos que X0 f (p) ·Y0 f (p) > 0. Agora observe que se ϕX0, ϕY0

são os uxos de X0 e Y0, podemos denir:

F :Cr(U)×R×U → R
(X ,t,q) → f (ϕX(t,q))

Assim, F é uma função de classeCr entre espaços de Banach, F (X0,0, p) = 0 e

∂
∂tF (X0,0, p) = ∂

∂t f (ϕX0(t, p))

t=0

= ∇ f (ϕX0(0, p)) · ∂
∂tϕX0(t, p)


t=0

= ∇ f (p) ·X0(ϕX0(t, p))

t=0

= ∇ f (p) ·X0(p)
= X0 f (p) ̸= 0

Portanto, ∂F
∂t (X0,0, p) é invertível. Pelo Teorema da Função Implícita para es-

paços de Banach 3.2.2, existem vizinhanças V1 de p em U , V1 de X0 em Cr(U), e uma
função de classeCr (no sentido de Fréchet) τ1 :V1×V1 →R tal que:

F (X , t,q) = 0 com (X ,q) ∈V1×V1 ⇔ t = τ1(X ,q) (3-4)

Assim, para cada q ∈ V1, e X ∈ V1 a órbita de X por q atinge a curva de
descontinuidade Σ pela primeira vez em tempo τ(X ,q). Ver Figura 3.3.

q

ϕX(τ(X ,q);q)

Σ

Figura 3.3: A órbita de X por q atinge a curva de descontinuidade
Σ.

Analogamente, F (Y0,0, p) = 0, ∂
∂tF (Y0,0, p) ̸= 0, e portanto, aplicando o TFI

novamente, obtemos p ∈ V ⊂ V1, Y0 ∈ V ⊂ Cr(Ũ), e τ2 : V ×V → R com a mesma
propriedade 3-4. Ver Figura (3.4).
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p

ϕY (p,τ2(Y, p))

Σ

Figura 3.4: A órbita de Y por p atinge a curva de descontinuidade
Σ.

Assim, dena V =V1×V2, e considere Z = (X ,Y ) ∈V . Diminuindo V e V se
necessário, podemos assumir que τ1, τ2 não mudam de sinal, pois τ1, τ2 são continuas.

• Se q ∈V Σ, dena h(q) = q
• Se q ∈ V  Σ+, dena h(q) = ϕX(τ1(X , q̃),ϕX0(τ1(X0,q),q)), onde q̃ =

ϕX0(τ1(X0,q),q). Ver Figura 3.5.

ϕX0

ϕX

h(p)
q

q̃

Σ

Σ

Σ+

Figura 3.5: Construção de h em q ∈V Σ+.

• Analogamente, se q ∈ V Σ, dena h(q) = ϕy(τ2(y, q̃),ϕY0(τ2(Y0,q),q)), onde
q̃= ϕX0(τ2(X0,q),q).
Da construção, segue que h é um homeomorsmo, h leva órbita de Z0 em órbita de
Z e hΣ = id, logo h é Σequivalência entre Z e Z0.

□
O corolário abaixo segue diretamente da Proposição 3.2.4.

Corolário 3.2.5 Se Z0 ∈Ωr
Σ(U) e p ∈ Σc, então Z0 ∈ Ξ0(p).

No caso em que p ∈ Σs  Σe, além das órbitas de X0 e Y0 temos as órbitas
do campo deslizante para preservar. Assim, temos que analisar a natureza de Zs

0 em p.
Lembre que Zs

0 é um campo de classe Cr tangente a Σ, e neste caso, Zs
0 pode ser visto

como um campo escalar. Além disso, se Z e Z0 são Σ-equivalentes, temos que Zs
0 e

Zs são topologicamente equivalentes. Assim, usando a teoria clássica, temos o seguinte
resultado.
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Lema 3.2.6 Zs
0 é localmente estruturalmente estável em p se, e somente se, Zs

0(p) ̸= 0 ou
Zs
0(p) = 0 e (Zs

0)
′(p) ̸= 0.

Usando as mesmas ideias da Proposição 3.2.4 e usando o Lema 3.2.6, podemos
construir um homeomorsmo em Σ e estendê-lo através das órbitas dos campos envolvi-
dos para obter os seguintes resultados abaixo.

Proposição 3.2.7 Seja Z0=(X0,Y0)∈Ωr
Σ(U) e assuma que p∈Σs e X0(p) ̸∥Y0(p). Então

existem uma vizinhança V de p emU e uma vizinhança V de Z0 em Ωr
Σ(U) tal que, para

todo Z ∈V , ZV e Z0v são Σ-equivalentes.

Proposição 3.2.8 Seja Z0=(X0,Y0)∈Ωr
Σ(U) e assuma que p∈Σe e X0(p) ̸∥Y0(p). Então

existe uma vizinhança V de p em U e uma vizinhança V de Z0 em Ωr
Σ(U) tal que, para

todo Z ∈V , ZV e Z0v são Σ-equivalentes.

Logo, se p ∈ Σs Σe e Zs
0(p) ̸= 0, então Z0 ∈ Ωr

Σ(U) é localmente Σ- estrutu-
ralmente estável em p. De maneira análoga, obtemos o caso em que existe um pseudo-
equilíbrio de Zs

0.

Proposição 3.2.9 Seja Z0 = (X0,Y0) ∈Ωr
Σ(U) e assuma que p ∈ ΣsΣe, e p é um ponto

crítico hiperbólico de Zs
0. Então, existe uma vizinhança V de p emU e uma vizinhança V

de Z0 em Ωr
Σ(U) tal que, para todo Z ∈V , ZV e Z0V são Σ- equivalentes.

Corolário 3.2.10 Z0 é localmente Σ- estruturalmente estável em um pseudo-equilíbrio p
se, e somente se, p é um ponto de equilíbrio hiperbólico de Zs

0.

Com isso, caracterizamos a estabilidade estrutural local ao redor de pontos p ∈ ΣcΣs
Σe.

3.3 A singularidade dobra-regular

Agora, resta analisar a estabilidade estrutural local ao redor de uma singularidade
p ∈ Σ. Em [K03] podemos ver que se p é um ponto de equilíbrio de X ou Y , então
Z = (X ,Y ) não é localmente Σ estruturalmente estável em p. O caso em que p é um
pseudo-equilíbrio já foi tratado e portanto devemos analisar o que ocorre quando p é
um ponto de tangência. Em particular, descrevemos o comportamento de um sistema de
Filippov ao redor de um tipo especíco de ponto de tangência, conhecido como dobra-
regular. Ver Figura 3.6.

Denição 3.3.1 : Um ponto do tipo dobra-regular de Z = (X ,Y ) ∈ Ωr
Σ(U) é um ponto

p ∈ Σ tal que:
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i) X f (p) = 0 (resp. Y f (p) = 0);
ii) X2 f (p) ̸= 0 (resp. Y 2 f (p) ̸= 0);
iii) Y f (p) ̸= 0 (resp. X f (p) ̸= 0).

Neste caso, convencionamos que se

• X f (p) = 0, X2 f (p)> 0 e Y f (p) ̸= 0: p é uma dobra-regular visível para o campo
X.

• X f (p)= 0, X2 f (p)< 0 eY f (p) ̸= 0: p é uma dobra-regular invisível para o campo
X.

• Y f (p)= 0, Y 2 f (p)> 0 e X f (p) ̸= 0: p é uma dobra-regular invisível para o campo
Y .

• Y f (p) = 0, Y 2 f (p)< 0 e X f (p) ̸= 0: p é uma dobra-regular visível para o campo
Y .

(a) (b)

(c) (d)

X

Y

Σ

X

Y

Σ

X

Y

Σ

X

Y

Σ

Figura 3.6: As guras apresentam apenas a folheação gerada pe-
las órbitas de um campo que possui uma dobra-regular
visível para X(a), invisível para X(b), invisível para
Y (c) e visível para Y (b).

Analisamos as regiões de Σ em cada caso. Sem perda de generalidade considere
que Z = (X ,Y ) tem uma dobra-regular para o campo X em p= (0,0), assim X f (p) = 0,
X2 f (p) ̸= 0 e Y f (p) ̸= 0, e denote X = (X1,X2) e Y = (Y1,Y2), e assuma que Σ é a reta
y= 0.

Neste caso, X f (x,y) = X2(x,y) e

X2 f (x,y) =


∂X2
∂x ·X1+ ∂X2

∂y ·X2

(x,y)
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Como X f (0,0) = 0, temos que X2(0,0) = 0. Logo X1(0,0) ̸= 0, e como

0 ̸= X2 f (0,0) =
∂X2
∂x

(0,0) ·X1(0,0),

segue que ∂X2
∂x (0,0) ̸= 0 Por continuidade, existe  > 0 tal que ∂X2

∂x (x,0) ̸= 0 e tem o
mesmo sinal para todo x ∈ (,) Isso signica que X2(x,0) é estritamente decrescente
ou crescente para x ∈ (,) Como X2(0,0) = 0, temos que uma das seguintes opções
acontecem:

• X f (x,0) = X2(x,0)< 0 se x ∈ (,0);
• X f (x,0)> 0 se x ∈ (,0)

Como Y f (0,0) ̸= 0, diminuindo  se necessário, a continuidade de Y f nos
garante que uma das seguintes opções ocorre:

• Y f (x,0)> 0 para todo x ∈ (,);
• Y f (x,0)< 0 para todo x ∈ (,)

Analogamente para o caso Y f (p) = 0, Y 2 f (p) ̸= 0, X f (p) ̸= 0, obtemos a
conclusão trocando X porY nos itens apresentados anteriormente. Logo, analisando todas
as combinações obtemos o seguinte resultado (ver Figura 3.7).

Proposição 3.3.2 Se p ∈ Σ é um ponto de dobra-regular de Z, então existe > 0 tal que:

i) (,0)× [0]⊂ Σc ou (0,)× [0]⊂ Σc;
ii) Se (,0)× [0]⊂ Σc então (0,)× [0]⊂ Σs ou (0,)× [0]⊂ Σe;
iii) Se (0,)× [0]⊂ Σc então (,0)× [0]⊂ Σs ou (,0)× [0]⊂ Σe.
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(a) (b)

(c) (d)

X

Y

Σ
ΣcΣs

X

Y

Σ
Σc Σs

X

Y

Σ
ΣeΣc

X

Y

Σ
ΣcΣe

Figura 3.7: (a) ΣcΣs, (b) ΣcΣe, (c) ΣcΣs e (d) ΣcΣe.

Como vimos na proposição anterior (,0)× 0 ⊆ Σs Σe ou (0,)× 0 ⊆
ΣeΣs, e portanto, perto de uma dobra regular temos sempre um campo deslizante Zs em
(,0)×0 ou (0,)×0. Observamos que

Zs(x,0) =
Y f (x,0) ·X(x,0)X f (x,0) ·Y (x,0)

Y f (x,0)X f (x,0)

=
Y2(x,0) · (X1(x,0),X2(x,0))X2(x,0) · (Y1(x,0),Y2(x,0))

Y2(x,0)X2(x,0)

=


Y2(x,0) ·X1(x,0)X2(x,0) ·Y1(x,0)

Y2(x,0)X2(x,0)
,0




Assim X f (0,0) = 0, X2 f (0,0) ̸= 0, Y f (0,0) ̸= 0 implica que

Zs(0,0) =


Y2(0,0) ·X1(0,0)X2(0,0) ·Y1(0,0)

Y2(0,0)X2(0,0)
,0



= (X1(0,0),0) ̸= (0,0),

pois X2 f (0,0) ̸= 0 implica que X1(0,0) ̸= 0. Analogamente X f (0,0) ̸= 0,Y f (0,0) =
0,Y 2 f (0,0) ̸= 0 implica que Zs(0,0) = (Y1(0,0),0) ̸= (0,0) Logo, o seguinte resultado
decorre imediatamente do Teorema do Fluxo Tubular 2.1.16 (ver Figura 3.8).

Proposição 3.3.3 Se p é um ponto de dobra-regular para Z, então existe > 0 tal que Zs

é um campo regular denido em (,0)× [0] ou (0,)× [0]. Assim,



3.4 A caracterização de Ξ0(p) 40

i) Se p é uma dobra para X, então Zs é topologicamente equivalente ao campo
ẋ= sgn(X1(0,0)).

ii) Se p é uma dobra para Y , então Zs é topologicamente equivalente ao campo
ẏ= sgn(Y1(0,0)).

(a) (b)

(c) (d)

X

Y

Σ

ΣcΣs

X

Y

Σ
Σc Σs

X

Y

Σ

ΣeΣc

X

Y

Σ
ΣcΣe

Figura 3.8: (a) X1(0,0) > 0 e Y2(0,0) > 0 , (b) X1(0,0) > 0 e
Y2(0,0) < 0, (c) X1(0,0) < 0 e Y2(0,0) > 0 , (d)
X1(0,0)< 0 e Y2(0,0)< 0.

Observação 3.3.4 Perto de um ponto de dobra-regular o campo deslizante é regular e
sua orientação é determinada pela orientação do campo para o qual este ponto é uma
tangência.

3.4 A caracterização de Ξ0(p)

Seja Θ o conjunto dos sistemas de Filippov Z que satisfazem pelo menos uma
das condições abaixo em p:

1) p ∈ Σc é ponto regular de Z.
2) p ∈ ΣsΣe e p é ponto regular de Zs.
3) p ∈ ΣsΣe, Zs(p) = 0 e (Zs)′(p) ̸= 0.
4) p é o ponto de tangência do tipo dobra-regular.
5) p ∈ Σ+ e p é ponto regular ou hiperbólico de X .
6) p ∈ Σ e p ponto hiperbólico ou regular de Y .
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Em [G11], temos que se p ∈ Σ é um ponto de tangência que não é uma
dobra-regular, então Z0 não é localmente Σ estruturalmente estável em p. Com isso,
temos a caracterização da estabilidade estrutural local em Ωr(U), ou seja, a completa
caracterização de Ξ0

Assim, usando uma técnica similar a aplicada na Proposição 3.2.4, o seguinte
resultado decorre das Proposições 3.2.4, 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.3.2 e 3.3.3, e da
classicação de estabilidade estrutural de campos suaves (ver [P75]).

Teorema 3.4.1 Z ∈ Ξ0 se, e somente se, Z ∈Θ.



CAPÍTULO 4
Policiclos: O caso do ciclo costurante crítico

Neste capítulo, estudamos a bifurcação genérica de um sistema de Filippov ao
redor de uma conexão global que passa por uma singularidade do tipo dobra-regular
visível. Mais especicamente, mostramos que, sob pequenas perturbações, essa conexão
se rompe e origina um ciclo deslizante ou um ciclo limite costurante.

Primeiramente, estabelecemos o conceito de policiclo introduzido em [A23] que
formaliza a ideia de conexão global em sistemas de Filippov.

Denição 4.0.1 Uma curva fechada Γ é dita ser um policiclo de Z=(X ,Y ) se é composta
por uma quantidade nita de pontos, p1, p2, , pn, e uma quantidade nita de órbitas
regulares de Z, 1,2, ,n, de maneira que, para cada 1≤ i≤ n, i tem pontos extremos
pi e pi+1Mais ainda:

• Γ deve ser uma imersão de S1 em M e deve ser orientada de acordo com o aumento
do tempo ao longo de órbitas regulares;

• Se pi ∈ Σ, então pi é uma Σ singularidade;
• Se pi ∈ Σ±, então pi é um ponto de equilíbrio para X Σ+ ou Y Σ;
• Existe um mapa de primeiro retorno não-constante denido, ao menos, em um lado
de Γ.

Em particular, se pi ∈ Σ, para todo 1≤ i≤ n, então diremos que Γ é um Σ policiclo.

4.1 Condições Genéricas

Considere um sistema de Filippov Z = (X ,Y ) ∈ Ωr, e assuma que Z satisfaz as
seguintes condições:

H1 q0 é uma singularidade do tipo dobra-regular visível para X e X(q0) aponta para a
direita.

H2 O campo X possui uma órbita + que passa por q0 em t = 0 e retorna a Σ pela
primeira vez em t = τ+ > 0 no ponto q1, que se encontra à direita do ponto q0.
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H3 Existe uma órbita  de Y conectando q1 e q0 que intersecta Σ transversalmente em
q1 e q0.

E consequentemente + q0,q1 forma uma órbita fechada.
Das Hipóteses H1, H2 e H3 segue que

Z =


(X1(x,y),X2(x,y)), se y> 0,
(Y1(x,y),Y2(x,y)), se y< 0,

(4-1)

tem um policiclo Γ, formado por uma órbita que parte e retorna ao ponto de singularidade
dobra-regular visível, esse ciclo é conhecido na literatura como ciclo costurante crítico
(ver [F15]). No decorrer deste capítulo, mostramos que o policiclo é a situação interme-
diária entre um ciclo de deslizamento e uma órbita periódica de costura, que corresponde
a uma bifurcação para o campo Z. Assumimos sem perda de generalidade que q0 = (0,0).

4.2 O mapa de primeiro retorno

Teorema 4.2.1 Seja Z um sistema de Filippov da forma (4-1) satisfazendo as hipóteses
H1,H2 e H3. Existe 1 > 0 e um mapa diferenciável Π : [0,1)× 0 → R× 0 de
modo que o ponto (x,0) é conectado ao ponto Π(x,0) por uma órbita de Z em tempo
positivo. Além disso, Π(0,0) = (0,0) e p1(Π(x,0))< x, para todo x ∈ (0,1), onde p1 é
a projeção canônica na primeira coordenada, e assim o ciclo Γ é atrator.

Para provar o Teorema 4.2.1 utilizamos como ferramenta principal alguns mapas
induzidos pelos uxos dos campos X e Y . De fato, para calcular o mapa de primeiro
retorno de Z ao redor da conexão fechada, analisamos três mapas induzidos pelos uxos
de X e de Y , chamados T , D1 e D2. O primeiro mapa (T ) é induzido pelas órbitas
que saem de ΣV , onde V é uma pequena vizinhança de x0, e chegam em uma seção
transversal τ1 de X contida em V . O segundo mapa (D1) é um difeomorsmo induzido
pelas órbitas regulares de X que saem da seção transversal τ1 e chegam em Σ, que é
uma seção transversal de X em q1. Finalmente, o terceiro mapa (D2) é um difeomorsmo
induzido pelas órbitas de Y que saem de Σ e retornam para Σ, ao redor da órbita . Ver
Figura 4.1.
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V T

τ0

τ1

τ2

D1

D2

Figura 4.1: Construção do mapa de primeiro retorno Π.

Segue da construção acima o seguinte resultado.

Proposição 4.2.2 Suponha que o sistema (4-1) satisfaz as hipóteses H1, H2 e H3. Omapa
de primeiro retorno dado no Teorema 4.2.1 pode ser calculado através da composição

Π=D2 ◦D1 ◦T

Para o entendimento do comportamento do campo ao redor do policiclo Γ, é
necessário estudar o comportamento do mapaΠ ao redor do ponto xo q0=(0,0). Assim,
necessitamos caracterizar os mapas T , D1 e D2. Para isso, estudamos primeiramente o
comportamento do campo próximo da singularidade dobra-regular e depois utilizamos a
transversalidade para caracterizar o comportamento longe da singularidade. Ver Figura
4.2.

V

Figura 4.2: VizinhançaV do ponto de dobra-regular visível em que
será analisado o comportamento do campo.

O seguinte resultado nos fornece uma maneira prática de entender o comporta-
mento das órbitas de Z ao redor de uma singularidade dobra-regular.

Teorema 4.2.3 Se X é um campo vetorial denido numa variedade com bordo Σ e X
possui um ponto de dobra p pertencente à Σ, então existe um sistema de coordenadas
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(x,y) em p denido numa vizinhança V (p) de p (x(p) = y(p) = 0) tal que X V (p) é dado
por 

x′

y′


=


±1

±x



e Σ é dada por y= 0.

Sua demonstração pode ser encontrada em [V72, C21]. Como podemos ver,
através do Teorema de Vishik 4.2.3, é possível encontrar uma mudança de variáveis
denida numa pequena vizinhança V de q0 que leva q0 na origem, Σ na reta y= 0 e
transforma o campo X em (1,x).

Desta forma, nesta vizinhança V o campo Z = (X ,Y ) é dado por:

Z =


(1,x), se y> 0,
(Y1(x,y),Y2(x,y)) se y< 0

(4-2)

A seguir, estudaremos 4-2 em V . A derivada de Lie de f (x,y) = y na direção do
campo X é dada por

X f (x,y) = (1,x) · (0,1) = x,

e assim, X f (0,0) = 0.
Calculando a segunda derivada de Lie de f na direção de X , obtemos

X2 f (x,y) = (1,x) · (1,0) = 1> 0,

e nalmente, calculando a derivada de Lie de f na direção do campo Y , obtemos:

Y f (x,y) = (Y1,Y2) · (0,1) =Y2(x,y)

Como (0,0) é um ponto de dobra-regular visível para X , segue que Y f (0,0) ̸= 0
e, consequentemente, Y2(0,0) ̸= 0.

Lema 4.2.4 Sejam Z o campo dado em 4-2 e τ1 uma seção transversal a X contida na
reta y= , onde > 0 é sucientemente pequeno. Então existem 1 > 0 e uma aplicação
diferenciável T : [0,1)×0→ τ1 induzida pelas órbitas de X que é dada por:

T (x) =
√
2+

√
2
4

x2+O(x3)

Demonstração
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Considere a seção [0,1)× 0 ⊂ Σ e seja  > 0 sucientemente pequeno de
forma que τ1 seja uma seção transversal em p∈ +V que esteja contida emV y= 
(ver Figura 4.3). Assim, o mapa de transição T é um mapa da forma:

T : [0,1)×0 → τ1

y= 

(x,0)

T

Figura 4.3:Mapa de transição T .

Por simplicidade, podemos identicar o mapa T com a função real:

T̃ : [0,1) → R
x → p1 ◦T (x,0)

Para facilitar a notação, não faremos diferença entre T e T̃ . Para obter o uxo do
campo X , considere o P.V.I: 




ẋ= 1,
ẏ= x,
x(0) = x0,
y(0) = y0

(4-3)

Integrando, temos


x(t) = t+x0,

y(t) = (t+x0)2
2 +y0 x20

2 

Portanto, a curva integral que passa pela origem é dada por:

(t) =

t,
t2

2


,

e assim  intersecta y=  em tempo positivo no ponto p= (
√
2,). De fato:

t2

2
= =⇒ t =±

√
2=⇒ p= (

√
2,)

Assim, o mapa T está denido em
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T : [0,1) → [
√
2,

√
2+C)

x → p1 ◦ (ϕX((x,0),t(x,0)))
(4-4)

onde C > 0 e t(x,0) é o tempo de vôo que a órbita que passa por (x,0) gasta para atingir
y= . Relembre que:

ϕX(x0,y0,t) =

t+x0,

(t+x0)2

2
+y0

x20
2


,

logo, o mapa de transição é dado por:

T (x) = x+ t(x,0)

Para calcular o tempo de vôo, observe que

ϕX((x,0),t) =

t+x,

(t+x)2

2
 x2

2



e portanto,
(t+x)2

2
 x2

2
= 

implica que t2+2tx+x2x2 = 2,

t =x±

x2+

Como x> 0, e o tempo procurado deve ser positivo, então t(x,0)=x+
√
x2+,

logo,
T (x) = xx+


x2+2=


x2+2

Assim, o mapa de transição é dado por

T (x) =

x2+2

Calculando a primeira derivada, obtemos:

T ′(x) =
2x

2
√
x2+2

,

e assim,
T ′(0) =

0
2
√
2

= 0
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Agora, calculando a segunda derivada, obtemos:

T ′′(x) =

√
x2+2 x2√

x2+2
x2+2

e assim

T ′′(0) =

√
2
2

> 0

Expandindo esse mapa de transição T ao redor da origem através da expansão
de Taylor, obtemos:

T (x) = T (0)+T ′(0)(x0)+ T ′′(0)
2! (x0)2+O(x0)3

=
√
2+

√
2
4 x2+O(x3)

(4-5)

Concluindo a demonstração. □

Analisemos agora o mapa de transição D1 : τ1 → τ2

q

pτ1 y= 

τ2

D1

Figura 4.4:Mapa de transição D1.

Lema 4.2.5 Sejam Z o campo dado em (4-2) e τ1 a seção transversal à X dada no Lema
4.2.4. Então, existem uma seção transversal τ2 à X contida em Σ e um difeomorsmo
D1 : τ1 → τ2 induzido pelas órbitas de X que é dado por

D1(x) = q+k1(x p)+O(x p)2,

onde k1 < 0 e p é o ponto em que a órbita de X, iniciada na origem, atinge τ1.

Demonstração
Pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo 2.1.18, podemos construir um mapa

D1 : τ1→ τ2 induzido pelas órbitas de X demodo que (x,) e (D1(x),0) estão conectados
por uma órbita de X em Σ+(ver Figura 4.4). Além disso D1 é um difeomorsmo local no
ponto p. Assim,
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D1(p) = q e D′
1(p) ̸= 0

Portanto, expandindo esse mapa ao redor de p através da expansão de Taylor,
temos

D1(x) = D1(p)+D′
1(p)(x p)+O(x p)2

= q+k1(x p)+O(x p)2

Observe que se x > p (isto é x p > 0), temos D1(x) < q,. Logo a orientação
das órbitas nos permite concluir que k1 < 0. □

Calculando o mapa de transição D2, vamos considerar uma órbita, que sai de
uma seção transversal τ2 ∈ Σ e chega a uma seção transversal τ0 ⊂ Σ.

0
q

τ0 τ2

D2

Figura 4.5:Mapa de transição D2.

Lema 4.2.6 Sejam Z o campo dado em (4-2) e τ2 a seção transversal à X dada no Lema
4.2.5. Então, existe um difeomorsmo D2 : τ2 → Σ induzido pelas órbitas de Y que é
dada por

D2(x) = k2(xq)+O(xq)2,

onde k2 < 0 e q é o ponto em que a órbita de X, iniciada na origem, atinge τ2.

Demonstração
Pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo 2.1.18, existe D2 : τ2 → Σ induzido

pelas órbitas de Y de modo que (x,0) ∈ τ2 e (D2(x),0) ∈ Σ estão conectados por uma
órbita de Y em Σ (ver Figura 4.5). Assim,

D2(q) = 0 e D′
2(q) ̸= 0

Portanto, calculando a expansão de Taylor ao redor de q, temos
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D2(x) = D2(q)+D′
2(q)(xq)+O(xq)2

= k2(xq)+O(xq)2

Se x < q (isto é x q < 0) temos D2(x) > 0, e a orientação das órbitas nos
permite concluir que k2 < 0. □

Finalmente estamos aptos a demonstrar o Teorema 4.2.1. De fato, para concluir a
composição do mapa de primeiro retorno, fazemos a composição dos mapas de transição
discutidos anteriormente.

Π(x) = D2 ◦D1 ◦T
= D2(D1(T (x)))
= D2(D1(p+kx2+O(x3))
= D2(q+k1(p+kx2+O(x3) p)+O((p+kx2+O(x3) p)2))
= D2(q+k1kx2+O(x3)+O(k2x4+O(x5)+O(x6)))
= D2(q+k1kx2+O(x3)+O(x4)+O(x5)+O(x6))
= D2(q+k1kx2+O(x3))
= k2(q+k1kx2+O(x3)q)+O((q+k1kx2+O(x3)q)2)
= k2k1kx2+O(x3)

Assim,
Π(x) = k3x2+O(x3),

onde k3 = k2k1k > 0. Note que Π(x)< x para x próximo de 0, logo o ciclo é atrator. Ver
Figura 4.6.

Σ

Γ

Figura 4.6: Comportamento do campo próximo de Γ.
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4.3 Perturbações de Z0: Esboço do diagrama de Bifurca-
ção

Nesta seção, fazemos a pertubação do campo em relação a um parâmetro  e
analisamos o seu comportamento obtendo os seguintes resultados.

Proposição 4.3.1 Seja Z = (X ,Y) uma família a 1parâmetro de classe Cr tal que Z0
é um sistema satisfazendo as hipóteses H1, H2 e H3. Então, existem 0 > 0, 1 > 0 e um
mapa diferenciável Π : (0,0)× [0,1)× 0 → Σ de modo que, para cada  xado,
o ponto (x,0) é conectado ao ponto Π(,x,0) por uma órbita de Z em tempo positivo.
Além disso:

Π(,x,0) = d+kx2+O(2,x3),

onde k > 0.

A Proposição 4.3.1 pode ser usada para demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.3.2 Seja Z = (X ,Y) uma família a 1parâmetro de classe Cr tal que Z0
é um sistema satisfazendo as hipóteses H1, H2, H3, H4 e Π e a aplicação dada na
Proposição 4.3.1. Assim, Z0 possui um ciclo costurante crítico atrator passando pela
origem e

1) se d = d
dΠ(0,0,0) > 0, então Z admite um ciclo limite costurante atrator para

> 0, e um ciclo deslizante para < 0 (ver Figura 4.7).
2) se d = d

dΠ(0,0,0) < 0, então Z admite um ciclo limite costurante atrator para
< 0, e um ciclo deslizante para > 0.

< 0 > 0= 0

Figura 4.7: Diagrama de bifurcação no caso d > 0.

Observação 4.3.3 • Uma família a 1parâmetro Z=(X,Y) poderia ser reduzida
ao caso Z = (X ,Y) através de uma mudança de coordenadas Cr através do
Teorema de Vishik 4.2.3, e assim não há perda de generalidade nessa hipótese.
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• O caso em que Z0 possui orientação invertida gera um ciclo crítico repulsor e assim
o ciclo costurante que bifurca na família Z também é repulsor (ver Figura 4.8).

< 0 > 0= 0

Figura 4.8: Caso em que Z0 possui orientação invertida gera um
ciclo crítico repulsor.

• O caso em que a auto-conexão se dá pelo outro lado da órbita que passa pela
dobra pode ser estudado de maneira análoga e obtém-se os seguintes diagramas
de bifurcação (Ver Figura 4.9).

Figura 4.9: Caso em que a auto-conexão se dá pelo outro lado da
órbita que passa pela dobra-regular.

Agora, para entender o comportamento do campo próximo da origem, vamos
calcular o campo deslizante do campo

Z(X ,Y ) =


(1,x), se y> 0,
(Y1(x,y,),Y2(x,y,)), se y< 0

(4-6)

Neste caso,

Zs(x,y,) =
Y2(x,y,) · (1,x)x(x,y,)

Y2(x,y,)x

=


Y2(x,y,)xY1(x,y,)

Y2(x,y,)x
,0



Avaliando esse campo no ponto (0,0), temos que

Zs(x,0,0) =


Y2(0,0,0)0Y1(0,0,0)

Y2(0,0,0)
,0


=


Y2(0,0,0)
Y2(0,0,0)

,0


= (1,0)
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Figura 4.10: Direção do vetor Zs(0,0,0).

Deste modo, em y= 0 o vetor está apontando para a direção positiva (ver Figura
4.10). Assim, como Zs é contínuo, por conservação de sinal, temos que Zs(x,0,) ̸=(0,0),
para todo x próximo de 0.

Portanto, é possível diminuir a vizinhança V de forma que o campo deslizante
em V seja regular e aponte para a direita (ver Figura 4.11).

Σ

X

Y

Figura 4.11: Comportamento do campo na região de deslize.

Neste caso, não há o surgimento de pseudo-equilíbrio em V , mesmo quando
perturbamos o campo Z0.

Fazendo a mudança de coordenadas através do Teorema do Vishik 4.2.3, como
anteriormente, podemos considerar que na vizinhançaV , o campo X é dado por X(x,y) =
(1,x). Assim, podemos empregar os mesmos passos para calcular T e D1 e obter as
mesmas expressões. (Ver Figura 4.12).

p

0 T

D1

D2,

(0,q)

Figura 4.12: Campo Z = (X ,Y ).

Investigaremos agora as órbitas de Y. Observe que existe T0 > 0 tal que
ϕY0(T0,(0,q)) ∈ Σ, ou seja, p2 ◦ϕY0(T0,(0,q)) = 0. Então p2 ◦ϕY0(T0,(0,q)) < 0, para
todo t entre 0 e t0.
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Seja

ψ : R× (0,0)× (q ,q+ ) → R
((t,),x) → p2 ◦ϕ(t,0,x;)

onde ϕ(·;) é o uxo de Y Pelo Teorema da Dependência Contínua e Diferenciável nas
Condições Iniciais e Parâmetros 2.1.2 e 2.1.3 temos que ψ éCr. Além disso:

ψ((T0,0),q) = 0, ψ((t,0),q)< 0,∀0< t < T0

Derivando ψ com respeito a t, obtemos:

∂ψ
∂t

((T0,0),q) =
∂
∂t
p ◦ϕ(t,(0,q);)


t=T0



Assim,

∂ψ
∂t ((T0,0),q) = (0,1) · ∂

∂tϕ(t,(0,q),0)

t=T0

= (0,1) ·Y0(ϕ(T0,(0,q),0))
= (0,1) ·Y0(0,0)
= p2(Y0(0,0))

Como Y0 é transversal a Σ na origem, temos que

∂ψ
∂t

((T0,0),q) ̸= 0

Pelo Teorema da Função Implícita, temos que existe apenas um T : (1,1)×
(q0,q+0)→R de classeCr, tal que T (0,q) = T0 e ψ((T (,x),),x) = 0, para todo
 pertencente a (1,1).

Pela unicidade, temos que ψ((t,x);) = 0, onde ∈ (1,1) e x∈ (q0,q+
0) se, e somente, se t = T (,x) e ψ((t,x);)< 0, para todo t pertencente a (0,T (,x)).

Neste caso, temos que o mapa de primeiro retorno do campo Y é dado por

D2, : (q 0,q+ 0) → R
x → p1(ϕ(T (,x),(0,x);)),

e assim

D2,(x) =D2,(q)+k2,(xq)+O(xq)2

Sabemos que
d
dx

D2,0(q)< 0,
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e por conservação de sinal, temos que k2, = d
dxD2,(q)< 0. Além disso,

D2,(q) = D2,0(q)+ d
dD2,(q)


=0

+O(2)

= d
dD2,(q)


=0

+O(2)

D2,(q) q

Figura 4.13: Rompimento do ciclo gerando um ciclo deslizante.

Dena
d =

d
d

D2,(q)

=0



Assim, o mapa Π=D2, ◦D1 ◦T é dado por:

Π(,x) = d+kx2+O(2,x3),

sendo k> 0, e assim concluímos a demonstração da Proposição 4.3.1. Agora, para provar
o Teorema 4.3.2, observe que

Π(,x) = x⇔Π(,x)x= 0

Considere
F(x,) = Π(,x)x

= dx+kx2+O(2,x3),

e observe que

F(0,0) = 0
∂F
∂x (0,0) = 1 ̸= 0

Novamente, o Teorema da função Inversa 2.1.15 implica que existe x() :
(2,2)→R com x(0) = 0, tal que F(x(),) = 0, para todo  próximo de 0.

Neste caso,

dx()k(x())2+O(2,x()3) = 0,
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e derivando em = 0, obtemos

dx′(0)k′0(x(0))
22k0x(0)x′(0) = 0,

e portanto
x′(0) = d

Com isso, temos que

x() = d+O(2)

Obtemos assim os seguintes casos (ver Figura 4.14).

1) Se d > 0, então x() > 0 quando  > 0. Logo obtemos a existência de um ciclo
limite costurante para > 0. Se < 0, Π(,0)< 0 e portanto Π(,0) ∈ Σs dando
origem a um ciclo deslizante (ver Figura 4.13).

2) Se d < 0, então x() > 0 quando  < 0. Logo obtemos a existência de um ciclo
limite costurante para  < 0. Se  > 0, Π(,0) < 0 e portanto Π(,0) ∈ Σ dando
origem a um ciclo deslizante.

y y

x x

y= x
y= x

x()

x()
= 0

> 0

< 0

Figura 4.14: Comportamento local de y=Π(,x) no caso em que
d > 0.

□



CAPÍTULO 5
Estudo: Bifurcações de uma Singularidade
Dobra-Cúspide

Neste capítulo, estudamos um modelo de sistema dinâmico não-suave planar ao
redor de uma certa Σ-singularidade chamada dobra-cúspide em 2.2.13 e mostramos a
existência de um ciclo costurante crítico que bifurca desta singularidade em um desdo-
bramento do sistema. Além disso, exibimos o diagrama de bifurcação (ver Figura 5.1)
deste desdobramento. Mais especicamente, estudamos o campo Zµ, = (Xµ,Y) dado por

Zµ,(X ,Y ) =


(1,2xµ), se y> 0,
(1,x2), se y< 0

(5-1)

O resultado abaixo sumariza o comportamento do campo (5-1).

Teorema 5.0.1 Seja Zµ, o campo dado por (5-1). Existem vizinhanças U e V da origem
em R2, de forma que, para cada um dos retratos de fase da Figura 5.1, existe (µ,) ∈V
tal que o retrato de fase Zµ,U seja topologicamente equivalente a este.
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

µ

Figura 5.1: Diagrama de bifurcação.

Dedicamos o restante deste capítulo a demonstrar o Teorema 5.0.1. Por simpli-
cidade, denotaremos Zµ,, Xµ e Y por Z, X e Y , omitindo a dependência dos parâmetros.

5.1 As regiões de Σ

Primeiramente, encontramos as regiões de descontinuidade calculando as deri-
vadas de Lie de f . De fato,

X f (x,y) = X(x,y) ·▽ f (x,y)
= (1,2xµ) · (0,1)
= 2xµ,

e portanto, para que X f (x,0) = 0 devemos ter

2xµ= 0,

e assim
x=

µ
2

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Logo,

µ
2 ,0


é um ponto de tangência do campo X , que é uma singularidade

dobra do tipo invisível. De fato,

X2 f (x,y) = X(x,y) ·▽X f (x,y)
= (1,2xµ) · (2,0)
= 2,

e como X2 f

µ
2 ,0


< 0, segue que


µ
2 ,0


é uma dobra invisível.

Note que, se x < µ
2 , então X f (x,0) < 0 e se x > µ

2 , então X f (x,0) > 0, logo o
comportamento de X próximo de Σ é descrito na Figura 5.2.

X

Σ
µ
2 ,0



Figura 5.2: Comportamento de X próximo de Σ.

Agora, calculando as derivadas de Lie de f na direção de Y , temos que,

Y f (x,y) = Y (x,y) ·▽ f (x,y)
= (1,x2) · (0,1)
= x2

Para se ter Y f (x,0) = 0 temos que,

Y f (x,0) = 0
x2 = 0

x2 = 
x = ±




Assim, temos as seguintes situações para o campo Y :

• < 0 : Y f (x,0)> 0, logo não existe nenhuma Σ-singularidade;
•  = 0 : Y f (x,0) > 0, para todo x ̸= 0, temos somente uma singularidade do tipo
cúspide em x= 0.

• > 0 : Y f (x,0)> 0 se  x >

 e Y f (x,0)< 0 se  x <


 Neste caso, existem

duas singularidades tangenciais, uma dobra visível no ponto



,0


e uma

dobra invisível no ponto


,0

.

Portanto, o comportamento de Y ao redor de Σ é descrito na Figura 5.3.
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(0,0) (

,0) (


,0)

(a) (b) (c)

Figura 5.3: (a) caso < 0, (b) caso = 0 e (c) caso > 0.

De fato, calculando a segunda derivada de f na direção de Y , temos,

Y 2 f (x,y) = Y (x,y) ·▽Y f (x,y)
= (1,x2) · (2x,0)
= 2x

Então, para = 0, Y 2 f (0,0) = 0 e calculando Y 3 f (x,y), temos:

Y 3 f (0,0) = Y (x,y) ·▽Y 2(x,y)
= (1,x2) · (2,0)
= 2

Além disso, comoY 2 f (

,0)=2


< 0 temos que (


,0) é uma dobra

visível, e como Y 2 f (

,0) = 2


> 0, temos que (


,0) é uma dobra invisível.

5.2 O campo deslizante

Para entender o comportamento do campo deslizante em Σ, vamos calcular o
campo deslizante normalizado de Z:

ZS
N(x,0) = Y f (x,0) ·X(x,0)X f (x,0) ·Y (x,0)

= (x2) · (1,2xµ) (2xµ) · (1,x2)
= (x22x++µ,0)

Calculando as raízes de ZS
N , obtemos:

P± = 1±

1++µ, (5-2)

e analisando a linearização do campo deslizante normalizado em P±, obtemos:

d
dxZ

S
N(P±) = 2(P±+1)

= (±

1++µ)

= 

1++µ

Como assumimos que (µ,) está numa vizinhança sucientemente pequena da
origem, segue por conservação, que 1++µ> 0, logo, P+ é um ponto singular atrator e
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P é um ponto singular repulsor. Então, se P± ∈ Σs então isso ocorre. Caso P± ∈ Σe ocorre
o contrário.

5.3 Regiões de Deslize e Escape

Agora utilizamos as informações da Seção 5.2 para encontrar as regiões de
costura, deslize e escape de Σ. Para isso, o espaço de parâmetros foi dividido da seguinte
forma (ver Figura 5.4):

• R1 = (µ,); < 0
• R2 =


(µ,); µ> 0 e 0< < µ2

4




• R3 =

(µ,); > µ2

4




• R4 =

(µ,); µ< 0 e 0< < µ2

4




• B1 = (µ,); µ> 0,= 0
• B2 =


(µ,); µ> 0,= µ2

4




• B3 =

(µ,); µ< 0,= µ2

4




• B4 = (µ,); µ< 0,= 0
• B5 = (0,0)

µ



B1B4

B3 B2

B5 R1

R2

R3 R3
R4

Figura 5.4: Regiões do espaço de parâmetros (µ, ).

Na Região R1, em que  < 0, podemos observar o comportamento ilustrado na
Figura 5.5.
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P+P Σ

X

Y

µ
2

Figura 5.5: Comportamento do campo em < 0.

Neste caso, Σs =

∞, µ2


, Σe = /0 e Σc =


µ
2 ,+∞


 Agora, estudaremos as

posições de P+ e P nesta região. Para que (5-2) existam, devemos ter que 1++µ≥ 0.
Como µ,  são sucientemente pequenos, essa condição é trivialmente satisfeita. Note
que,

< µ2
4 ⇔ 1++µ< 1+µ+ µ2

4

⇔ 1++µ<

1+ µ

2

2

⇔

1++µ<


1+ µ

2

2

⇔

1++µ< 1+ µ

2

⇔ 1+

1++µ< µ

2

⇔ P+ < µ
2 

Como  < 0, temos que a condição  < µ2
4 é satisfeita e podemos concluir que

P+ < µ
2  Portanto, P+ ∈


∞, µ2


e como P < P+, segue que P ∈


∞, µ2


(ver Figura

5.6).

P+P Σ

X

Y

µ
2

Figura 5.6: Região R1.

A seguir analisamos os casos onde  = 0, em que temos três comportamentos
distintos.
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1) Curva B4: Se = 0 e µ< 0, temos que Σs =

∞, µ2


, Σe = /0 e Σc =


µ
2 ,+∞




0

P+P
Σ

X

Y

0µ
2

Figura 5.7: Comportamento do campo em µ< 0 e = 0.

Como µ < 0 e  = 0, segue que  < µ2
4 e como vimos segue que P+ < µ

2 , logo
P+ ∈ Σs e como P < P+, segue que P ∈ Σs Assim, o comportamento de Z em Σ
é ilustrado na Figura 5.7.

2) Ponto B5: Se = µ= 0, temos que Σs = (∞,0), Σe = /0 e Σc = (0,+∞)

P+P
Σ

X

Y

Figura 5.8: Comportamento do campo em = µ= 0.

Neste caso, P+ = 0 e P =2, logo P ∈ Σs, e o comportamento de Z é ilustrado
na Figura 5.8.

3) Curva B1: Se  = 0 e µ > 0, então Σs =

∞, µ2


\0, Σe = /0 e Σc =


µ
2 ,+∞



(ver Figura 5.9).
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P+P
Σ

X

Y

0 µ
2

Figura 5.9: Comportamento do campo em µ> 0 e = 0.

Analisando as posições de P+ e P. Temos que, 0< P+ < µ
2 e P < P+ < µ

2 .

Finalmente, analisamos a região em que > 0, onde temos os seguintes compor-
tamentos:

1) Região R2: Se 0 <  < µ2
4 e µ > 0, temos que, Σs =


∞,







, µ2

,

Σe = /0 e Σc =



,





µ
2 ,+∞


(ver Figura 5.10).





Σ

X

Y


 µ

2

Figura 5.10: Região R2.

2) Curva B2: Se  = µ2
4 e µ > 0, temos que Σs =


∞,




, Σe = /0 e Σc =



,+∞


\
µ
2


(ver Figura 5.11).
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



Σ

X

Y

µ
2

Figura 5.11: Região B2.

3) Região R3: Se  > µ2
4 , temos que Σs =


∞,





Σe =

µ
2 ,




e Σc =


, µ2





,+∞

(ver Figura 5.12).








Σ

X

Y

µ
2

Figura 5.12: Região R3.

4) Curva B3 : Se = µ2
4 e µ< 0, temos que Σs =


∞,




, Σe =




,




e Σc =


,+∞

(ver Figura 5.13).








Σ

X

Y

Figura 5.13: Região B3.

5) Região R4: Se 0< < µ2
4 e µ< 0, temos que Σs =


∞, µ2


, Σe =




,




e Σc =

µ
2 ,







,+∞

(ver Figura 5.14).
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






Σ

X

Y

µ
2

Figura 5.14: Região R4.

Agora, estudamos a posição de P+ e P nestas regiões em que  > 0. Observe a Figura
5.1.

1) Região R2: Neste caso, µ> 0 e 0< < µ2
4 , assim

P = 1

1++µ

< 

1++µ

< 



e mostramos a seguir que

P+ =1+

1++µ>




De fato, como 0< < µ2
4 e µ> 0, segue que µ> 2


, assim segue que

1++2

< 1++µ,

e além disso,

1++2

< 1++µ ⇔ (


+1)2 < 1++µ

⇔

+1<


1++µ

⇔

<1+


1++µ= P+

Agora, vericamos que P+ < µ
2 . Como < µ2

4 , temos que

1++µ< 1+µ+ µ2
4 ⇔ 1++µ<


µ
2 +1

2

⇔

1++µ< µ

2 +1
⇔ P+ =1+


1++µ< µ

2

Logo, concluímos que P+ ∈


, µ2

⊂ Σs e P ∈ (∞,


) ⊂ Σs (ver Figura

5.15).
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






Σ
P+P

X

Y

µ
2

Figura 5.15: Dinâmica de Zs
N na região R2.

2) Curva B2: Neste caso, = µ2
4 e µ> 0. Assim, analogamente à região R2, temos que

P <

, e

P+ = 1+

1++µ

= 1+

1+ µ2

4 +µ

= 1+


1+ µ

2

2

= 1+1+ µ
2

= µ
2 

Logo, P ∈ Σs e P+ coincide com o ponto de dobra-dobra invisível e portanto não
é considerado como um pseudo-equilíbrio do sistema (ver Figura 5.16).





Σ
P+P

X

Y

Figura 5.16: Dinâmica de Zs
N na curva B2.

3) Região R3: Neste caso, > µ2
4 . Assim, analogamente à região R2, podemos ver que

P <

.

Como, > µ2
4 , segue que µ< 2


, e portanto
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1++µ> 1+ µ2
4 +µ ⇔ 1++µ>


1+ µ

2

2

⇔

1++µ>


1+ µ

2

2

⇔ 1+

1++µ>1+1+ µ

2

⇔ P+ > µ
2 

Além disso,

1++µ< 1++ µ ⇔ 1++µ< 1++2



⇔ 1++µ< (1+

)2

⇔ 1+

1++µ<1+1+




⇔ P+ <



Concluímos que P+ ∈

µ
2 ,



⊂ Σe e P ∈ Σs. Ver Figura 5.17.





Σ
P+


P

X

Y

Figura 5.17: Dinâmica de Zs
N na região R3.

4) Curva B3: Neste caso,  = µ2
4 e µ < 0. Como visto anteriormente, P < 




e P+ = µ
2 = 


. Assim, P ∈ Σs e P+ coincide com a singularidade dobra-

dobra visível-invisível, e portanto não é considerada como um pseudo-equilíbrio
do sistema. Ver Figura 5.18.
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




P+P Σ

X

Y

Figura 5.18: Dinâmica de Zs
N na região B3.

5) Região R4: Neste caso,  < µ2
4 e µ < 0. Assim, P < 


, e como 0 <  < µ2

4 ,
analogamente ao que ocorre na região R2, temos que P+ < µ

2 

Neste caso, P+ ∈

∞, µ2


⊂ Σs e P ∈ Σs. Ver Figura 5.19






P+P

Σ

X

Y

µ
2

Figura 5.19: Dinâmica de Zs
N na região R4.

5.4 Mapa de Primeiro Retorno

Na região R3, podemos observar que a órbita com condição inicial em um ponto
p ∈ [


, µ2) ⊂ Σc retorna a essa mesma região por uma órbita costurante de

Z, assim, temos a possibilidade da existência de ciclos limites costurantes, ou
até mesmo conexões entre Σsingularidades. Assim, nesta seção estudamos a
existência de mapas de primeiro retorno que serão utilizados na detecção destes
fenômenos.
Primeiramente, observe que podemos integrar facilmente o campo Y = (1,x2),
e assim, a órbita que passa por (x0,0) em tempo t = 0 é dada por:

y(t,x0;) =


t+x0,
(t+x0)3

3 +t x30
3



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Assim, resolvendo a equação abaixo, obtemos os tempos de retorno da órbita em Σ
que inicia em (x0,0)

t3

3
 t+ t2x0+ tx20 = 0,

que são dados por

t±Y (x0) =
3x0±

√
3

4x20

2


Assim, os tempos são reais quando 4 x20 > 0. Como queremos analisar o caso
em que  > µ2

4 ≥ 0, podemos assumir que  > 0, e portanto os tempos estão bem
denidos para x0< 2


.

Como tY (x0) < t+Y (x0), segue que tY (x0) é o tempo de primeiro retorno da órbita.
Desta forma, construímos um mapa de primeiro retorno para o campo Y dado por:

C(x0) =
x0

√
3

4x20

2


Agora, fazemos um estudo similar para o campo Xµ = (1,2x µ) Integrando o
campo, temos que a órbita de Xµ que passa por (x0,0) em tempo t = 0 é dada por

x(t,x0;µ) =


t+x0,
(t+x0)2µt+x20




Assim, resolvendo a equação abaixo, obtemos o tempo de primeiro retorno da órbita
que inicia em (x0,0)

t2+2tx0x20µt+x20 = 0,

que é dado por:
tX(x0) = 2x0µ,

e assim obtemos o mapa de primeiro retorno do campo Xµ que é dado por

Fµ(x0) =x0+µ

Assim, compondo os mapas de primeiro retorno dos campos Y e Xµ obtemos um
mapa de primeiro retorno Rµ, = Fµ ◦C que é dado por

Rµ,(x0) =
1
2


x0+

√
3

4x20


+µ,

e está denido sempre que x0< 2



Resolvendo a equação Rµ,(x) = x, obtemos as soluções



5.4 Mapa de Primeiro Retorno 71

Q± =
1
2


µ±

√
3

4µ2



que podem corresponder a órbitas fechadas de Z.
Agora, precisamos determinar quando Q+ ou Q estão em




, µ2


. Observe

que:

– 4µ2 < 0⇒ Nenhum ciclo.
– 4µ2 > 0⇒ Duas raízes distintas.
– 4µ2 = 0⇒Q+ =Q = µ

2 

Quando 4µ2 > 0, temos que
Q+ >

µ
2
,

e, portanto, não está no domínio considerado. Note que:

Q =
1
2
µ

√
3
2


4µ2

Assim,
Q =


 ⇔ 


= 1

2µ
√
3
2


4µ2

⇔ µ=2

 ou µ=




Note que µ = 2

 corresponde a curva B3, e neste caso o primeiro retorno é

trivial (ponto de dobra-dobra invisível-visível). Por outro lado, µ =

 nos gera

uma curva na região R3 onde o sistema admite um policiclo por uma dobra-regular.
Ver Figura 5.20.
Fazendo Q = µ

2 , obtemos que 4µ2 = 0. Logo, Q ∈



, µ2


se, e somente

se,

≤ µ≤ 2


. Assim, podemos ver que na curva µ=


, o sistema possui um

ciclo costurante crítico, e como esperado pelo Teorema 4.3.2, este ciclo se rompe
originando um ciclo limite costurante atrator na região


< µ< 2


 Conforme

µ se aproxima de 2

, este ciclo costurante diminui e se degenera no ponto de

dobra-dobra invisível na curva µ= 2

. Ver Figura 5.21.








Σ

X

Y

µ
2

Figura 5.20: Comportamento de Z na curva µ=

.
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Assim, combinando o estudo da dinâmica deslizante e da existência de órbitas
fechadas, obtemos o diagrama de bifurcação abaixo:

R1

B4 B5
B1

R2

B2

B3

R4

R3R3

µ=





µ

= µ2
4

Figura 5.21: Diagrama de bifurcação.

5.5 Existência de outras conexões

Agora apresentaremos outras conexões que podem ocorrer neste sistema. Con-
sidere o ponto P+ = 1+


1++µ e os mapas obtidos C(x0) =

1
2


 x0 +

√
3

4x20


e Fµ(x0) = µx0

Assim, observe que a equação Fµ(

) =


 detecta quando existe uma conexão

entre o ponto dobra-regular invisível (

,0) e o ponto de dobra-regular visível

(

,0). Neste caso:

Fµ(

) =


 ⇔ µ


=




⇔ µ= 0

Assim, se  > 0 e µ = 0, então temos uma nova curva de bifurcação em que esta
conexão ocorra. Ver Figura 5.22.
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






Σ

X

Y

Figura 5.22: Conexão em que Fµ(

) =




Da mesma forma, a equação Fµ(

) = 


, nos descreve quando ocorre uma

conexão entre o pseudo-equilíbrio (P+,0) e o ponto de dobra-regular visível
(


,0). Neste caso

FPµ(

) =


 ⇔ µ (1


1++µ) =




⇔ µ+1

1++µ=




⇔ (µ+1+

)2 = (


1++µ)2

⇔ (µ+1)2+2

(µ+1)+= 1++µ

⇔ µ2+2µ+1+2

µ+2


+= 1++µ

⇔ µ2+(1+2

)µ+2


= 0

Resolvendo a equação obtemos µ=2

 ou µ=1. A curva µ=1 está longe

da vizinhança de nossa análise e portanto é desconsiderada. A curva µ = 2

,

é a curva em que P+ coincide com a dobra-dobra invisível-visível

µ
2 ,0


. Logo,

não existe esse tipo de conexão neste caso, ou seja, na curva µ=2

 nasce uma

conexão entre (

,0) e um ponto que está entre P+ e (


,0), originando uma

conexão deslizante entre (

,0) e (


,0) quando 2


< µ< 0, e em µ= 0

essa conexão atinge o seu limite formando uma pseudo-conexão por uma órbita de
X entre (


,0) e (


,0). Ver Figura 5.23.












P+ P+

Σ Σ Σ
X X X

Y YY

µ
2

µ
2

µ=2

 2


< µ< 0 µ= 0

Figura 5.23: Conexões em que Fµ(

) =


.

Prosseguindo com esse raciocínio, quando µ > 0, a conexão entre (

,0) e

(

,0) é desfeita e neste caso, o ponto (


,0) pode voltar a se conectar com
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(P+,0) e

µ
2 ,0


através de uma órbita de Y . De fato, resolvendo Fµ ◦C(P+) =



 obtemos µ = 2


 que nos dá a curva em que a dobra-dobra invisível

acontece e portanto esta curva não nos dá conexão real.
Agora, resolvendo Fµ ◦C(

µ
2) = 


 obtemos µ = 4

7


, e com isso temos

que nesta curva o ponto (

,0) se conecta ao ponto


µ
2 ,0


e obtemos o

comportamento descrito na Figura 5.24.
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









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Σ Σ

X X

Y Y

µ
2

µ
2

0< µ< 4
7


 µ= 4

7




Figura 5.24: Conexões em que Fµ ◦C(
µ
2) =


.

Assim, na curva µ = 0, surge uma pseudo-conexão deslizante entre (

,0) e

µ
2 ,0


que se transforma na conexão costurante entre (


,0) e


µ
2 ,0


na curva

µ = 4
7


. Procedendo de maneira indutiva, podemos conjecturar a existência de

uma sequência de curvas da forma µ= µn

, onde µn → 1, de forma que nessas

curvas temos conexões costurantes entre (

,0) e


µ
2 ,0


ou entre (


,0) e

(

,0). Além disso, quanto maior n, mais vezes essa conexão intersecta Σ. Ver

Figura 5.25.


µ=




µ= 2



µ

µ= µn





Figura 5.25: Existência de uma sequência de curvas da forma
µ= µn


.
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Como o número de vezes que uma órbita intersecta Σ deve ser preservado por
Σequivalência, então podemos conjecturar que o desdobramento Zµ, apresenta
uma innidade de tipos topológicos. Ressaltamos que esse tipo de comportamento
também foi detectado em [A16]. A análise deste fenômeno é bastante difícil de ser
feita em razão da complexidade dos cálculos envolvidos, e por isso é deixada como
uma direção futura deste trabalho.
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