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Resumo

Maranhão Neto, Raimundo Cavalcante. Estudo Qualitativo de Equa-
ções Diferenciais Binárias Cúbicas. Goiânia, 2022. 141p. Tese de Dou-
torado. Programa de Pós-Graduação em Matemática, Instituto de Matemá-
tica e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho apresentamos um estudo qualitativo para duas classes de equações
diferenciais binárias cúbicas. A primeira delas é da forma

Im[(a+ i b)(du+ i dv)3] = 0, (0-1)

onde a, b : R2 → R são funções de classe C∞ e a segunda é da equação diferencial
implícita das linhas de Laguerre de uma superfície de classe C6 Esta segunda classe,
conforme mostrado em [5], possui a forma

A3(u, v) dv
3 + 3A2(u, v) dv

2 du+ 3A1(u, v) dv du
2 + A0(u, v) du

3 = 0

Com relação às equações da forma (0-1), realizamos um estudo local, expressamos a
derivada da aplicação de primeiro retorno, classicamos as singularidades no innito
e apresentamos um resultado global para o caso em que a e b são polinômios de grau
um.
Para a equação diferencial das linhas Laguerre, estudamos o comportamento quali-
tativo próximo a curva discriminante, zemos um estudo parcial das singularidades,
apresentamos uma expressão para derivada da aplicação de primeiro retorno, reali-
zamos um estudo de estabilidade estrutural e estudamos os casos particulares para
superfícies de rotação, superfícies regradas e superfícies quádricas.

Palavras–chave
Equações diferencias ordinárias implícitas de primeira ordem; Lie-Cartan;

Linhas de Laguerre; Binárias cúbicas.



Abstract

Maranhão Neto, Raimundo Cavalcante. Estudo Qualitativo de Equa-
ções Diferenciais Binárias Cúbicas. Goiânia, 2022. 141p. PhD. Thesis.
Programa de Pós-Graduação em Matemática, Instituto de Matemática e
Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we present a qualitative study for two classes of dierential equations.
The rst of these is of the form

Im[(a+ i b)(du+ i dv)3] = 0, (0-2)

where a, b : R2 → R are functions of class C∞ and the second is from the implicit
dierential equation of the Laguerre lines of a surface of class C6 This second class,
as proved in [5], has the shape

A3(u, v) dv
3 + 3A2(u, v) dv

2 du+ 3A1(u, v) dv du
2 + A0(u, v) du

3 = 0

With regard to equations of the form (0-2), we perform a local study, express the
derivative of the application of the rst return, we classify the singularities at innity
and present a global result for the case where a and b are polynomials of degree one.
For the dierential equation of the Laguerre lines, we studied the qualitative behavior
close to the discriminant curve, we made a partial study of the singularities, we
presented an expression for the derivative of the application of the rst return, we
carried out a study of structural stability and we studied the particular cases for
surfaces of rotation , ruled surfaces and quadric surfaces.

Keywords
First order implicit ordinary dierential equations; Lie-Cartan; Laguerre

Lines; Cubic binaries.
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Introdução

Uma equação diferencial ordinária implícita de primeira ordem é uma
equação da forma

F (u, v, p) = 0, (0-3)

onde F é uma função de classe Ck, k ≥ 1 e p = dv
du


Equações diferenciais implícitas possuem aplicações em geometria diferen-
cial de superfícies, como por exemplo, a equação diferencial das linhas de curvaturas
principais e a de linhas assintóticas. Aparecem em problemas de mecânica, por
exemplo, a equação 

dE

dx

2

=
2k(x)2

m
(E − U(x)),

modela um sistema mecânico unidimensional, onde U representa uma força, E a
energia do sistema e k(x) é uma função de proporcionalidade entre a força de atrito
e a velocidade.

Também aparecem no estudo de equações diferenciais parciais e estão
relacionadas com problemas importantes da Matemática como, por exemplo, com a
obtenção da transformada de Legendre de uma determinada função.

Neste trabalho tratamos de uma classe especíca de equações diferenciais
ordinárias implícitas de primeira ordem: “as equações diferenciais binárias cúbicas”.
Abordamos duas subclasses destas e o método que utilizamos para a realização desse
estudo foi o levantamento de Lie-Cartan e está exposto na Seção 1.5.

No Capítulo 1 apresentamos uma lista de denições e de resultados prelimi-
nares de álgebra, geometria, análise, topologia e de equações diferenciais ordinárias
implícitas de primeira ordem que são necessários para o entendimento dos demais
capítulos. Além disso, temos dois resultados neste Capítulo: na Seção 1.3 temos a
Proposição 1.65 e na Seção 1.5 temos o Teorema 1.66.

No Capítulo 2 apresentamos a primeira classe de equações que estudamos
que é a das equações da forma

Im[(a+ ib)(du+ idv)3] = 0,
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onde a ∈ C∞(R2,R) e du, dv : R2 → R são as projeções canônicas de R2, isto é,
du(u, v) = u e dv(u, v) = v. Com relação a estas, descrevemos o comportamento
qualitativo genérico local, zemos a classicação de singularidades no innito,
obtivemos uma expressão para a aplicação de Poincaré para um arco de trajetória
e apresentamos uma classicação global para o caso em que a(u, v) = a1u + a2v e
b(u, v) = b1u + b2v, onde a1, a2, b1, b2 ∈ R Os principais resultados desse Capítulo
estão nos teoremas 2.12, 2.19 e 2.31.

A segunda classe de equações que estudamos é das equações diferenciais das
linhas de Laguerre em superfícies. Este estudo está distribuído nos Capítulos 3, 4 e
5. Na primeira seção do Capítulo 3 apresentamos uma lista de denições e resultados
retirados da referência bibliográca e na segunda seção apresentamos um estudo do
comportamento das linhas de Laguerre próximo à curva discriminante.

Na terceira seção do Capítulo 3 apresentamos um estudo das singularidades
da equação (3-2) que são os pontos (u, v) tais que Aj(u, v) = 0 para j = 0, 1, 2, 3

Trata-se do estudo de um caso particular e os resultados deste capítulo estão
distribuídos nas proposições de 3.8 à 3.20.

No Capítulo 4 deduzimos uma expressão para a derivada da aplicação de
Poincaré para um arco de trajetória regular (sem intersecção com o conjunto crítico)
e desenvolvemos um estudo de estabilidade estrutural para as linhas de Laguerre,
sendo que o estudo da estabilidade foi restrito às superfícies compactas e orientáveis.
Os principais resultados deste capítulo estão contidos nos teoremas 4.3, 4.8, 4.19,
4.20 e no Lema 4.24 que é um resultado que visa um estudo futuro.

No Capítulo 5 desenvolvemos um estudo das linhas de Laguerre em superfí-
cies de revolução na Seção 5.1, em superfícies regradas na Seção 5.2 e em superfícies
quádricas na Seção 5.3. Os principais resultados deste capítulo estão nos teoremas
5.4, 5.29 e 5.30.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo apresentamos, sem muita delonga, conceitos essenciais de
geometria, análise, topologia, álgebra e equações diferenciais implícitas ordinárias
de primeira ordem. Tais conceitos serão utilizados nos capítulos seguintes para
formulação e demonstração dos resultados da nossa pesquisa.

1.1 Geometria

1.1.1 Curvas planas e círculo osculador

Denição 1.1. Sejam I um intervalo da reta e seja  : I → R2 uma curva
diferenciável. Dado t0 ∈ I, se  ′(t0) ̸= 0, dizemos que  é regular em t0, caso
contrário dizemos que  possui um ponto de cúspide em t0 Caso (t) ̸= 0 para
todo t ∈ I, dizemos que  é uma curva regular.

Figura 1.1: A curva γ : R → R2 dada por γ(t) = (t2, t3) tem
um ponto de cúspide em γ(0).

Consideremos I ⊂ R um intervalo e seja  : I → R2 uma curva regular de
classe Cr, r ≥ 2, parametrizada por comprimento de arco. Se (s) = (x(s), y(s)),

então, t(s), n(s), onde t(s) =  ′(s) e n(s) = (−y′(s), x′(s)), é uma base positiva
do R2 Como n(s) e ′′(s) possuem a mesma direção existe uma função k : I → R
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tal que  ′′(s) = k(s)n(s), para todo s ∈ I, chamada função curvatura de  (Veja
[3]). Note que

k(s) = ⟨′′(s), n(s)⟩ = x′y′′ − x′′y′

Caso  seja uma curva regular de classe Cr, r ≥ 2, não necessariamente
parametrizada por comprimento de arco, o vetor T (t) = ′(t)

||′(t)|| é unitário e tangente
a  em s A aplicação t → T (t) é chamada indicatriz tangente da curva. Note que,
para cada t ∈ I, existe θ(t) tal que T (t) =


cos(θ(t)), sen(θ(t)



Denição 1.2. Chamamos de curvatura de  em s ∈ I, ao número k(s) = θ ′(s)

Proposição 1.3. Consideremos I ⊂ R um intervalo e seja  : I → R2 uma curva
regular de classe Cr, r ≥ 2, parametrizada por (t) = (x(t), y(t)) Então,

k(t) =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)

x′(t)2 + y′(t)2

 3
2



Veja [3] para uma prova da Proposição anterior.

Denição 1.4. Seja  : I → R2 uma curva regular de classe C2 parametrizada por
comprimento de arco, com curvatura k(s) ̸= 0 Chamamos r(s) = 1

|k(s)| de raio de
curvatura da curva  em s e o círculo de centro

c(s) = (s) +
1

k(s)
n(s)

e raio r(s) é denominado círculo osculador de  em s

Seja F : U ⊂ R2 → R uma função de classe Cm, m ≥ 1 Dizemos que x ∈ U

é um ponto regular de F se dF (x) for sobrejetiva. Um número y ∈ R é dito valor
regular de F se todo x ∈ F−1(y) for ponto regular de F Se y0 é um valor regular
de F, então F−1(y0) é uma subvariedade de classe Cn de codimensão um, ou seja é
uma curva (Veja [33]). Consideremos uma curva  : I → R2 de classe C2 e a função
g : I → R dada por g(t) = F ((t))

Denição 1.5. Diremos que  e F−1(0) têm contato de ordem r em t0 ∈ I, se
g(n)(t0) = 0 para 0 ≤ n ≤ r − 1 e g(r)(t0) ̸= 0, onde g(n)(t) é a derivada de ordem n

de g em t e g(0) = g

Proposição 1.6. De todos os círculos tangentes a  em p0 = (t0), o círculo
osculador é o que possui maior ordem de contato.

Demonstração. A família de todos os círculos tangentes a  em p0 = (t0) é dada
por

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2, (1-1)
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onde x0 = x(t0)− ry′(t0) e y0 = y(t0) + rx′(t0) Consideremos a função F : R2 → R
dada por F (x, y) = (x − x0)

2 + (y − y0)
2 − r2 e seja g : I → R denida por

g(t) = F ((t)) Daí,

g(t0) = g′(t0) = 0 e g′′(t0) = 2(1− rk(t0))

Logo, para um dos círculos de (1-1) ter contato de ordem máxima ele tem que ter
raio r = 1

k(t0)


Da demonstração da Proposição 1.6 vemos que uma curva tem contato de,
no mínimo, ordem três com seu círculo osculador.

Figura 1.2: No ponto ponto P o círculo osculador tem con-
tato de ordem três com a parábola e na origem
tem contato de ordem quatro.

Denição 1.7. Dizemos que uma curva  é super osculada pelo seu círculo oscula-
dor em um ponto (t0) se, neste ponto, ela tem contato de ordem igual ou superior
a quatro com seu círculo osculador.

1.1.2 Curvas e superfícies no R3

Denição 1.8. Sejam I ⊂ R um intervalo e  : I → R3 uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco s ∈ I O número k(s) =  ′′(s) chama-se curvatura de
 em s

Dada uma curva parametrizada por comprimento de arco  : I → R3, nos
pontos onde k(s) ̸= 0, ca bem denido pela equação  ′′(s) = k(s)n(s), um vetor
unitário n(s) Como  ′′(s) é normal a  ′(s), n(s) também é. O vetor b(s) = t(s)∧n(s),
produto vetorial de t(s) por n(s), é também unitário e normal a t(s) e n(s) O vetor
b(s) é chamada o binormal a  em s
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Denição 1.9. Sejam I ⊂ R um intervalo e  : I → R3 uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco s tal que  ′′(s) ̸= 0, s ∈ I O número τ(s) denido por
b′(s) = τ(s)n(s) é chamado de torção de  em s

O referencial t, n, b é chamado de triedro de Frenet. Esse referencial
satisfaz as equações

t′ = k n,

n′ = −k t− τ b,

b′ = τ n,

chamadas de fórmulas de Frenet.
Sejam M uma superfície em R3 de classe Ck, k ≥ 2, I ⊂ R um intervalo

e  : I → M uma curva diferenciável de classe Cr, r ≥ 2, parametrizada por
comprimento de arco. Suponhamos que exista uma vizinhança V de (I) em que
M seja orientável e seja X : U ⊂ R2 → M uma parametrização tal que V ⊂ X(U)

Podemos denir, em V, o campo vetorial normal unitário N dado por

N(u, v) =
Xu(u, v) ∧Xv(u, v)

Xu(u, v) ∧Xv(u, v)
,

onde Xu, Xv são as derivadas de X com relação a u e a v, respectivamente, e
∧ denota o produto vetorial. Seja T (s) =  ′(s) Escrevendo N((s)) = N(s)

podemos denir, em pontos de , o campo vetorial (N ∧ T )(s) = N(s) ∧ T (s)

O referencial T (s), N(s), (N ∧ T )(s) é chamado de referencial de Darboux (ou
triedro de Darboux) associado a  O triedro de Darboux satisfaz as equações

T ′(s) = kg(s) (N ∧ T )(s) + kn(s)N(s),

(N ∧ T )′(s) = −kg(s)T (s) + τg(s)N(s),

N ′(s) = −kn(s)T (s)− τg(s) (N ∧ T )(s),

onde kg(s) e τg(s) são a curvatura geodésica e a torção geodésica de  no ponto (s),

kn(s) é a curvatura normal da superfície no ponto (s) e na direção T (s) =  ′(s) e
N(s) é o vetor unitário normal à superfície no ponto (s)

Chamamos de equações de Gauss às equações:

Xuu(u, v) = Γ1
11(u, v)Xu(u, v) + Γ2

11(u, v)Xv(u, v) + e(u, v)N(u, v),

Xuv(u, v) = Γ1
12(u, v)Xu(u, v) + Γ2

12(u, v)Xv(u, v) + f(u, v)N(u, v),

Xvv(u, v) = Γ1
22(u, v)Xu(u, v) + Γ2

22(u, v)Xv(u, v) + g(u, v)N(u, v),

Nu(u, v) =
F f−Ge
E G−F 2Xu(u, v) +

F e−E f
E G−F 2Xv(u, v),

Nv(u, v) =
F g−Gf
E G−F 2Xu(u, v) +

F f−E g
E G−F 2Xv(u, v)
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e de equações de Codazzi–Mainardi, às:

eΓ1
12 + f (Γ2

12 − Γ1
11)− g Γ2

11 = ev − fu,

eΓ1
22 + f (Γ2

22 − Γ1
22)− g Γ2

12 = fv − gu,

onde E, F, G são os coecientes da primeira forma fundamental; e, f, g os da segunda
forma fundamental e Γk

ij são os símbolos de Christoel.

Proposição 1.10. (G. Monge) Seja M uma superfície regular de classe C k, k ≥ 1

Dado p ∈ M, existem abertos U ⊂ R2 e Up ⊂ M, uma aplicação h : U → R de
classe Ck tais que a aplicação X : U → M dada por X(u, v) = (u, v, h(u, v)), com
X(U) = Up, é uma parametrização local em M

1.2 Álgebra

1.2.1 Equações polinomiais

Seja f : R → R dada por

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 +   + a1 x+ a0,

onde ai ∈ R para i = 0, 1,    , n, com an ̸= 0

Denição 1.11. Dizemos que x0 ∈ R é raiz da equação f(x) = 0 quando f(x0) = 0

Caso n−m > 0, m ∈ Z, m > 0, dizemos que x0 ∈ R é uma raiz com multiplicidade
m de f(x) = 0, se existir q : R → R tal que q(x) = bn−mx

n−m +    b1x + b0, bj ∈
R, j = 0,    , n−m, tal que f(x) = (x− x0)

m q(x) Quando m = 2, dizemos que x0

é uma raiz dupla.

Proposição 1.12. Um número real x0 é raiz dupla da equação f(x) = 0 se, e só se,

f(x0) = f ′(x0) = 0

Denição 1.13. O conjunto

∆ = (an,    , a1, a0) ∈ Rn+1 : f(x) = 0 tem raiz com multiplicidade

é denominado discriminante da equação f(x) = 0
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1.2.2 Equações polinomiais de terceiro grau

Dada uma equação

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0,

com a3 ̸= 0, aplicando a mudança de coordenadas x = z−a2
3a3

, colocamos a equação
acima na forma padrão

z3 + 3Hz +G = 0, (1-2)

onde
H = 3a1a3 − a22 e G = 27a0a

2
3 − 9a1a2a3 + 2a32 (1-3)

Esta mudança de coordenadas não afeta a natureza das raízes e torna a análise muito
mais simples, a começar pelo conjunto discriminante de (1-2) que ca (H,G) ∈ R2 :

 = 0, onde  = G2+4H3, em lugar do original (a3, a2, a1, a0) ∈ R4 : 0 = 0 onde

0 = 27a20a
2
3 − 18a0a1a2a3 + 4a0a

3
2 + 4a31a3 − a21a

2
2

A Tabela 1.1 apresenta as possibilidades para o número de raízes reais para (1-2)
em termos do sinal de H

Tabela 1.1: Número de raízes reais versus sinal de H

Condições Número máximo de raízes reais distintas
H > 0 1
H = 0 1
H < 0 3

Fonte: J. P. Dalton (1933, p.189)

Proposição 1.14. Quando  > 0, (1-2) possui uma única raiz real (as outras duas
são complexas) e quando  < 0, (1-2) possui três raízes reais.

Proposição 1.15. As soluções de (1-2) são:

x1 =
3


−G

2
+ 1

2

√
 + 3


−G

2
− 1

2

√
,

x2 = e
2π i
3

3


−G

2
+ 1

2

√
 + e

4π i
3

3


−G

2
− 1

2

√
,

x3 = e
4π i
3

3


−G

2
+ 1

2

√
 + e

2π i
3

3


−G

2
− 1

2

√


Para uma prova da Proposição 3.14 veja [31].
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1.3 Análise e topologia

Para a compreensão desta seção é necessário o conhecimento do conceito
de variedade diferenciável. Para o leitor ainda não familiarizado com este assunto
sugiro uma leitura de [32], [33] ou do Capítulo 1 de [11]

Dada uma variedade diferenciável M, denotaremos por TxM o plano tan-
gente a M em x ∈ M

Denição 1.16. Sejam M e N variedades de classe C r, r ≥ 1, e S ⊂ N uma
subvariedade de mesma classe. Dizemos que f : M → N, de classe Cm, m ≥ 1, é
transversal a S em x ∈ M se f(x) ̸∈ S ou dfx(TxM) + Tf(x)S = Tf(x)N Dizemos
que f é transversal a S e escrevemos fT S, se f for transversal a S em cada ponto
x ∈ M

Teorema 1.17. (Teorema de Transversalidade de Thom) Sejam M e N variedades
de classe C∞ e S ⊂ N uma subvariedade. O conjunto R = f ∈ C∞(M,N) :

f é tramsversal S é residual em C∞(M,N) Se S for fechada, então R é aberto.

Veja [33] para uma prova do Teorema 1.17.

Denição 1.18. Seja f ∈ C∞(R2,R2) Dizemos que z0 = (x0, y0) ∈ R2 é um
ponto de dobra de f se, através de uma mudança de coordenadas, podemos escrever
f(x, y) = (x, h(x, y)), numa vizanhança de z0, onde hy(z0) = 0 e hyy(z0) ̸= 0

Denição 1.19. Seja f ∈ C∞(R2,R2) Dizemos que z0 = (x0, y0) ∈ R2 é um ponto
de cúspide de f se, através de uma mudança de coordenadas, podemos escrever
f(x, y) = (x, h(x, y)), numa vizanhança de z0, onde hy(z0) = hyy = 0, hxy(z0) ̸= 0 e
hyyy(z0) ̸= 0

Denição 1.20. Sejam M e N variedades de classe C1 e f : M → N diferenciável.
Dizemos que f é uma imersão quando, para cada x ∈ M, a diferencial dfx : TxM →
Tf(x)N é injetiva.

Denição 1.21. Sejam M e N espaços métricos. Dizemos que f : M → N é
própria se para todo compacto K ⊂ N, f−1(K) é um subconjunto compacto de M

Teorema 1.22. Uma imersão f : M → N que é injetiva e própria é um
difeomorsmo sobre sua imagem f(M)

Para uma prova do Teorema acima veja [25], página 17.

Teorema 1.23. (Teorema de Whitney) Gernericamente, uma aplicação f ∈
C(R2,R2) é, numa vizinhança de cada ponto z ∈ R2, estável e equivalente a uma
das formas:
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(i) g(x, y) = (x, y) (regular);
(ii) g(x, y) = (x, y2); (dobra);
(iii) g(x, y) = (x, xy − y − y3) (cúspide).

Teorema 1.24. (Teorema de Preparação de Malgrange) Sejam U ⊂ Rm×R, aberto
com (0, 0) ∈ U, e

f : U → R
(x, t) → f(x, t)

satisfazendo f(0, 0) = ∂kf
∂tk

(0, 0) = 0, para 1 ≤ k < n, n ∈ Z Então existe uma
função Q de classe C∞ denida numa vizinhança V de (0, 0) ∈ Rn × R e funções
a0,    , an−1 ∈ C∞(B,R), onde B é uma vizinhança da origem de Rm, tais que
Q(0, 0) ̸= 0, a0(0) =    an−1(0) = 0 e

f(x, t) =


tn +

n−1

j=0

aj(t)x
j


Q(x, t), (x, t) ∈ V

Teorema 1.25. (Forma Local das Submersões) Sejam M, uma variedade diferenciá-
vel de dimensão m+n, N uma variedade diferenciável de dimensão n, f : M → N

de classe Cr, r ≥ 1, e x ∈ M tal que dfx é sobrejetiva. Existem vizinhanças
Ux, Vf(x), U0 em Rm, V0 em Rn e difeomorsmos  : Ux → U0 ×V0 e ψ : Vf(x) → V0

tais que ψ ◦ f ◦ −1(x, y) = y

Dados (x1, x2), (y1, y2) ∈ R2 \(0, 0), diremos que (x1, x2) está relacionado
com (y1, y2) e escreveremos (x1, x2) ∼ (y1, y2), se existir λ ∈ R \ 0 tal que
(x1, x2) = λ(y1, y2) Mostra-se que a relação ∼ é uma relação de equivalência.

Denição 1.26. Chamamos de espaço projetivo real de dimensão um, denotado por
P1(R), ao conjunto das classes de equivalência sob a relação ∼ descrita acima, i.e,
P1(R) := (R2 \ (0, 0))⧸∼ Dado (x, y) ∈ R2 \ (0, 0), denotaremos sua classe por
(dx : dy)

O espaço P1(R) pode ser obtido identicando os pontos antípodas de S1

Podemos, também, identicar P1(R) com a reta real estendida projetivamente
R = R∞, da seguinte forma: Dado (x, y) ∈ R2 \ (0, 0), se x = 0 identicamos
sua classe com p = ∞ e se x ̸= 0, identicamos sua classe com o número real p = y

x


Com a identicação de P1(R) com R, denotaremos a classe (dx : dy) por p = dy
dx


Seja M uma variedade compacta de dimensão n (Veja [30], [32] e [33], para
o conceito de variedade compacta). O espaço Cr(M,Rm) das aplicações de classe Cr

de M em Rm, com as operações de adição e multiplicação por escalar:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λ f)(x) = λf(x),
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para f, g ∈ Cr(M,Rm), x ∈ M e λ ∈ R, é um espaço vetorial. Consideremos
uma cobertura nita de M por abertos V1,    , Vs tal que cada Vi esteja contido
no domínio de uma carta (xi, Ui) com xi(Ui) = B2(0) e xi(Vi) = B1(0), onde
Bk(0) é a bola de centro na origem de Rn e raio k Para cada f ∈ Cr(M,Rm)

seja fi = f ◦ x−1
i : B2(0) → Rm Denimos

f r := max
i

sup
u∈B1(0)

fi(u), dfi(u),    , drfi(u),

onde w, w ∈ Rn denota a norma de w em Rm

Proposição 1.27. A aplicação f → f r é uma norma completa em Cr(M,Rm)

Veja [37], página 37, para uma prova da proposição acima.

1.4 Teoria qualitativa para campos em variedades

Nesta seção M sempre denotará uma variedade diferenciável de classe
Cr, r ≥ 1

1.4.1 Campos de vetores

Denição 1.28. Se M ⊂ Rn, um campo de vetores de classe Cr em M é uma
aplicação Y : M → Rn, de classe Cr, que associa a cada ponto y ∈ M um vetor
Y (y) ∈ TyM

Denotaremos por Xr(M) o conjunto dos campos de vetores de classe Cr em
M

Denição 1.29. Uma curva integral de Y ∈ Xr(M) por um ponto y ∈ M é uma
aplicação diferenciável  : I → M, onde I é um intervalo da reta contendo 0 ∈ R,
tal que (0) = y e  ′(t) = Y ((t)), t ∈ I

Proposição 1.30. Se M for compacta, dado Y ∈ Xr(M), existe uma aplicação
 : R×M → M tal que (0, x) = x e ∂

∂t
(t, x) = Y ((t, x))

A aplicação  da Proposição 1.30 é chamada uxo global de classe Cr para
Y em M Da proposição anterior temos que, dado y ∈ M, existe y : R → M,

denida por y(t) = (t, y), uma curva integral de Y por y

Corolário 1.31. Suponhamos M compacta. Sejam Y ∈ Xr(M) e  : R×M → M

o uxo de Y Para cada t ∈ R, a aplicação Yt : M → M, dada por Yt(y) = (t, y) é
um difeomorsmo de classe Cr
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Uma prova da Proposição 1.30 e do Corolário acima pode ser encontrada
em [37].

Denição 1.32. Se y : I → M é uma curva integral de Y ∈ Xr(M) por y ∈ M, o
conjunto OY (y) = x(t), t ∈ I é denominado de órbita de Y pelo ponto y

Proposição 1.33. Dados x, y ∈ M e Y ∈ Xr(M), r ≥ 1, tem-se OY (x) = OY (y)

ou OY (x) OY (y) = ∅

Para uma prova da proposição acima veja [40], página 217.

Proposição 1.34. Sejam Y ∈ Xr(M), r ≥ 1, e y ∈ M Ocorre uma, e somente
uma, das assertivas seguintes:

(i) OY (y) é a imagem biunívoca de um intervalo da reta;
(ii) OY (y) = y;
(iii) OY (y) é difeomorfa a um círculo.

Para uma prova da Proposição 1.34 veja [40], página 217.

Denição 1.35. Sejam Y ∈ Xr(M) e y ∈ M Se OY (y) = y, dizemos que y é
uma singularidade ou que é um ponto singular de Y Caso contrário, dizemos que y

é um ponto regular de Y Se OY (y) for difeomorfa a um círculo, dizemos que OY (y)

é uma órbita fechada ou periódica.

Denição 1.36. Dois campos Y, Z ∈ Xr(M) são ditos topologicamente equivalentes
se existir um homeomorsmo h : M → M, tal que para cada x ∈ M e  > 0, existe
x > 0 de modo que, se 0 < t < , tem-se h(Yt(x)) = Zt̃(h(x)), para algum 0 < t̃ < 

Proposição 1.37. Sejam Y, Z ∈ Xr(M) e h uma equivalência topologica entre Y e
Z Então:

(i) x ∈ M é uma singularidade de Y se, e somente se, h(x) é uma singularidade
de Z;

(ii) OY (x) é fechada se, e somente se, OZ(h(x)) é fechada.

Na Denição 1.36, t e t̃ possuem o mesmo sinal. Em vista disto e da
Proposição 1.37, dizemos que h leva órbitas de Y em órbitas de Z preservando
a orientação das órbitas.

Denição 1.38. Suponhamos M compacta e Xr(M), r ≥ 1, munido da norma
 · r denida na Seção 1.3. Dizemos que Y ∈ Xr(M) é estruturalmente estável se
existir uma vizinhança VY de Y em Xr(M) tal que todo Z ∈ VY é topologicamente
equivalente a Y
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Denição 1.39. Sejam Y, Z ∈ Xr(M) e y, z ∈ M Dizemos que Y e Z são
localmente topologicamente equivalentes em y e z, respectivamente, se existirem
vizinhanças Vy e Vz de y e z, respectivamente, em M, e um homeomorsmo
h : Vy → Vz levando órbitas de Y em órbitas de Z preservando a orientação das
mesmas.

Denição 1.40. Suponhamos M compacta e Xr(M), r ≥ 1, munido da norma  · r
denida na Seção 1.3. Dizemos que Y ∈ Xr(M) é localmente estruturalmente estável
em x ∈ M se existir uma vizinhança VY de Y em Xr(M) tal que todo Z ∈ VY seja
localmente topologicamente equivalente a Y em x

Teorema 1.41. (Teorema do Fluxo Tubular) Sejam n a dimensão de M, Y ∈
Xr(M), r ≥ 1, e x ∈ M um ponto regular para Y Consideremos I = (x1,    , xn) ∈
Rn; xi < 1 e C um campo em I denido por C(x) = (1, 0,    , 0) Existem, uma
vizinhança Vx de x em M e um difeomorsmo de classe C r, h : Vx → I, levando
órbitas de Y em órbitas de C

Corolário 1.42. Sejam Y, Z ∈ Xr(M), r ≥ 1, e y, z ∈ M pontos regulares para
Y e Z, respectivamente. Então, Y e Z são topologicamente equivalentes em y e z,

respectivamente.

Corolário 1.43. Se y ∈ M é um ponto regular de Y ∈ Xr(M), r ≥ 1, então, Y é
localmente estruturalmente estável em y

Para uma prova do Teorema 1.41 e dos Corolários 1.42 e 1.43, veja [37],
pǵinas de 68 à 70.

Denição 1.44. Sejam Y ∈ Xr(M), r ≥ 1 e y ∈ M uma sigularidade de Y Dizemos
que y é uma singularidade hiperbólica de Y se DYy : TyM → TyM não possuir
autovalor no eixo imaginário.

Denição 1.45. Sejam M uma variedade de dimensão n = 2, Y ∈ Xr(M), r ≥
1, y ∈ M uma sigularidade hiperbólica de Y e λ1, λ2 os autovalores de DYy Se
λ1, λ2 ∈ R e λ1λ2 < 0, dizemos que y é uma sela hiperbólica e caso λ1λ2 > 0,

dizemos que y é um nó. Se λ1 = a − i b, λ2 = a + i b, com b ̸= 0, onde i =
√
−1,

chamamos y de um foco.

Teorema 1.46. (Teorema de Hartman-Grobman) Sejam n a dimensão de M, Y ∈
Xr(M), r ≥ 1, e y ∈ M uma singularidade hiperbólica de Y Então Y e DYy são
localmente topologicamente equivalentes em y e 0 ∈ Rn = TyM, respectivamente.

Teorema 1.47. Sejam Y ∈ Xr(M), r ≥ 1, e y ∈ M uma singularidade hiperbólica
de Y Então, Y é localmente estruturalmente estável em y
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Para uma demonstração dos Teoremas 1.46 e 1.47 veja [37], páginas de 120
à 123.

Denição 1.48. Sejam M uma superfície de classe C r em R3, Y ∈ Xr(M) e  um
número real positivo. Seja f : (−, ) → M uma aplicação de classe C r tal que,
para cada t ∈ (−, ), f ′(t) e Y (f(t)) sejam linearmente independentes. Tomando
Σ = f((−, )) com a topologia induzida, se a restrição f : (−, ) → Σ for um
homeomorsmo, dizemos que Σ é uma seção transversal a Y

Sejam M uma superfície regular em R3, Y ∈ Xr(M) e OY (y) a órbita de
Y por y ∈ M, um ponto regular de Y Dado z ∈ OY (y), com z = Yt(y), t > 0,

consideremos fj : (−j, j) → Σj ⊂ M, j = 1, 2, tais que j > 0, f1(0) = y, f2(0) =

z e, Σ1, Σ2, sejam seções transversais a Y Do Teorema 1.41, para 1 sucientemente
pequeno, para cada x ∈ Σ1, existe tx > 0 tal que Ytx(x) ∈ Σ2 e Yt(x) ∈ Σj, j = 1, 2,

para 0 < t < tx Dessa forma ca denida uma aplicaçã π : Σ1 → Σ2, por
π(x) = Ytx(x), x ∈ Σ1 A aplicação π assim denida é chamada de transformação
de Poincaré associada ao arco de trajetória Yt(y); 0 ≤ t ≤ ty Caso OY (y) seja
uma órbita periódica, podemos considerar Σ1 ⊆ Σ2 e, neste caso, π é chamada a
transformação de Poincaré associada à órbita OY (y)

Teorema 1.49. Se Y ∈ Xr(M), r ≥ 1 então a aplicação π associada a uma órbita
periódica, denida acima, é um difeomorsmo de classe C r de uma vizinhança
V ⊂ Σ1 de y em π(V ) ⊂ Σ2

Denição 1.50. Sejam M uma superfície de classe C r, r ≥ 1 em R3, Y ∈
Xs(M), s ≥ 1, e OY (y) uma órbita periódica regular de Y Dizemos que OY (y) é
hiperbólica se π′(y) ̸= 1

1.4.2 Campos de direções

Denição 1.51. Um campo de linhas (ou campo de direções) em M é uma aplicação
Y que associa a cada y ∈ M um subespaço vetorial Y (y) de TyM, tal que Y (y) é o
subespaço trivial 0 ou Y (y) tem dimensão um. Um campo de linhas Y é dito de
classe Cr se, para cada y ∈ M, existir uma vizinhança Vy de y em M e um campo
de vetores Z ∈ Xr(M), tal que

Y (z) = R · Z(z), ∀z ∈ Vy

Denotaremos por Dr(M) o conjunto dos campos de direções de classe Cr

em M
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Denição 1.52. Dado Y ∈ Dr(M), dizemos que um ponto y ∈ M é uma
singularidade de Y se Y (y) = 0

Notemos que, dada M, se Y ∈ Dr(M) e Z ∈ Dr(M) são tais que
Y (z) = R · Z(z) para todo y ∈ V ⊂ M, então y ∈ V é uma singularidade de
Y se, e somente se, for singularidade de Z

Denição 1.53. Sejam Y ∈ Dr(M), y ∈ M um ponto singular de Y, Vy uma
vizinhança de y em M e Z ∈ Xr(M) tal que Y (z) = R · Z(z) qualquer que seja
z ∈ Vy Dizemos que y é uma singularidade hiperbólica de Y se y for singularidade
hiperbólica de Z

Denição 1.54. Sejam M uma varieadade com dimensão dois, Y ∈ Dr(M), y ∈ M

um ponto singular hiperbólico de Y, Vy uma vizinhança de y em M e Z ∈ Xr(M)

tal que Y (z) = R · Z(z) qualquer que seja z ∈ Vy Dizemos que y é uma sela, um
foco ou um nó para Y conforme y for uma sela, um foco ou um nó, respectivamente,
para Z

Denição 1.55. Seja M uma variedade de classe C r e dimensão m Uma folheação
F de classe Ck e dimensão n ≤ m, de M está denida por um atlas máximo
(Ui,φi)i∈Λ que satisfaz:

(i) Dado i ∈ Λ, φi(Ui) = Ui,1 × Ui,2 ⊂ Rn × Rm−n onde Ui,1 e Ui,2 são discos
abertos;

(ii) Se Ui  Uj ̸= ∅, então a mudança de coordenadas

φi ◦ φ−1
j : φj(Ui  Uj) → φi(Ui  Uj)

é de classe Ck e tem a forma

φi ◦ φ−1
j (x, y) =


h1(x, y), h2(y)




Denição 1.56. Fixado c ∈ Ui,2 a componente conexa φ−1
i (x, c) é denominada uma

placa de F  Um subconjunto conexo F, união maximal de placas de F , é denominado
uma folha de F 

Teorema 1.57. Seja M uma variedade folheada por uma folheação F de dimensão
n e classe Cr Cada folha F de F possui uma estrutura de variedade C r de dimensão
n, onde os domínios das cartas são placas de F 

Proposição 1.58. Sejam M uma superfície de classe C1 em R3, Y ∈ Dr(M), r ≥ 1,

e S = y ∈ M ; y é singularidade de Y  Existe uma folheação F de classe C r e
dimensão um em M \ S tal que, para cada ponto x de uma folha qualquer F de F ,

tem-se TxF = Y (x)
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Para prova do Teorema 1.57 e da Proposição 1.58, veja o segundo capítulo
de [9].

Denição 1.59. Sejam M uma superfície em R3, Y ∈ Dr(M) e S o conjunto dos
pontos singulares de Y Dado y ∈ M, chamamos de órbita de Y por y ao conjunto
OY (y) tal que:

(i) OY (y) = y, se y ∈ S;

(ii) OY (y) = F, se y ∈ F, onde F é uma folha da folheação mensionada na
Proposição 1.58.

Proposição 1.60. Sejam M uma superfície em R3 e Y ∈ Dr(M), r ≥ 1, e y ∈ M

Ocorre uma, e somente uma, das assertivas seguintes:

(i) OY (y) é a imagem biunívoca de um intervalo da reta;
(ii) OY (y) = y;
(iii) OY (y) é difeomorfa a um círculo.

Denição 1.61. Dada uma superfície M em R3, Y ∈ Dr(M), r ≥ 1, e y ∈ M, se
OY (y) é difeomorfa a um círculo, dizemos que que OY (y) é uma órbita peiódica ou
fechada.

Denição 1.62. Sejam M uma superfície em R3 e Y, Z ∈ Dr(M) Dizemos que Y

e Z são topologicamente equivalentes se existir um homeomorsmo h : M → M tal
que para cada y ∈ M, tem-se OZ(h(y)) = h


DY (y)




Denição 1.63. Sejam Y, Z ∈ Dr(M) e y, z ∈ M Dizemos que Y e Z são
localmente topologicamente equivalentes em y e z, respectivamente, se existirem
vizinhanças Vy e Vz de y e z, respectivamente, em M, e um homeomorsmo
h : Vy → Vz levando órbitas de Y em órbitas de Z

1.5 Equações diferenciais ordinárias de primeira or-

dem implícitas

Seja P1(R) o espaço projetivo real de dimensão um. Uma equação diferencial
ordinária implícita de primeira ordem é uma equação da forma

L(u, v, p) = 0, (1-4)

onde L : R2 × P1(R) → R é de classe Ck, k ≥ 1 e p = dv
du

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Usualmente, chamamos de uma solução de (1-4) a toda função f : I ⊂ R →
R de classe C1, onde I é um intervalo da reta, tal que

L(u, f(u), f ′(u)) = 0, ∀u ∈ I

No que segue e em todo o restante deste trabalho, não supomos que seja
possível resolver (1-4) em p, isto é, nas questões que abordaremos, nem sempre
existe uma função g de duas variáveis tal que (1-4) possa ser colocada na forma
dv
du

= g(u, v)

No espaço R2×P1(R) a equação (1-4) determina uma superfície L = L−1(0)

que chamaremos de superfície de Lie-Cartan.
Em cada ponto (u, v, p) ∈ R2 × P1(R) consideremos o plano de todos os

vetores η ∈ ker(ω), onde ω = dv− pdu Este plano é chamado de plano de contato e
a 1-forma ω de forma de contato. A intersecção do plano de contato com o plano uv

é uma reta que forma com o eixo u um ângulo de tangente p O plano tangente a L

Figura 1.3: Plano de contato e plano tangente.

em um ponto (u, v, p) pode ou não coincidir com o plano de contato. Caso o plano
tangente seja distinto do plano de contato a intersecção destes é uma reta tangente
à L em (u, v, p) Com isto conseguimos denir um campo de direções tangente a L
que denotaremos por LC

Denição 1.64. Chamamos de conjunto crítico (ou de conjunto criminante) de
(1-4) ao conjunto

ΣL = (u, v, p) ∈ R2 × P1(R); L(u, v, p) = Lp(u, v, p) = 0,

e chamamos de conjunto discriminante ao conjunto ΓL = π(ΣL) onde π : R2 ×
P1(R) → R2 é dada por π(u, v, p) = (u, v)

Proposição 1.65. A aplicação π|L é localmente própria.
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Figura 1.4: Campo de direções.

Demonstração. Suponhamos L(0, 0, 0) = 0 e seja n tal que ∂kL
∂pk

(0, 0, 0) = 0 para,
0 ≤ k < n e ∂nL

∂pn
(0, 0, 0) ̸= 0 Pelo Teorema da Preparação de Malgrange, existem

um intervalo aberto I contendo o 0 ∈ P1(R), uma bola aberta B contendo (0, 0) ∈ R2

e funções Q ∈ C∞(B × I, R) e an−1,    , a0 ∈ C∞(B, R) tais que

L(u, v, p) =

pn + an−1(u, v)p

n−1 +   + a1(u, v)p+ a0(u, v)

Q(u, v, p)

e Q(0, 0, 0) ̸= 0 A equação

pn + an−1(u, v)p
n−1 +   + a1(u, v)p+ a0(u, v) = 0

possui no máximo n soluções que são funções contínuas. Logo, existe uma bola
B1 ⊆ B de centro em (0, 0) tal que o grau de recobrimento de π é menor ou igual a
um certo inteiro k ≥ 1 Logo, a pré-imagem de qualquer compacto K ⊂ B1 pela π

é ainda um compacto.

Da demonstração da Proposição 1.65, vemos que, dado um ponto (u0, v0)

do plano, existe uma vizinhança V deste ponto tal que o grau de recobrimento de
π em V é menor ou igual a um número m ∈ 0, 1, 2,    Ou seja, por um ponto
qualquer de V existem k órbitas de (1-4) por este ponto, com 0 ≤ k ≤ m

Teorema 1.66. Consideremos a equação (1-4) e o espaço C∞(R2×P1(R), R), com
a tolpologia C∞ de Whitney. Então, para um conjunto aberto e denso desse espaço,
temos:

(i) L = L−1(0) é vazio ou uma superfície regular;
(ii) ΣL é o vazio ou uma subvariedade regular de codimensão dois;
(iii) π|L\π−1(ΓL)

: L \ π−1(ΓL) → π(L) \ ΓL é um difeomorsmo local;
(iv) ΓL é o vazio ou um ponto ou a união de arcos regulares e pontos de cúspide

do tipo (t2, t3)
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Demonstração. Da forma local das submersões e do Teorema de Transversalidade
de Thom segue que L é uma superfície regular para um subconjunto aberto e denso
de C∞(R2 × P1(R), R)

Seja Ψ : R2 × P1(R) → R2, dada por Ψ(u, v, p) = (L(u, v, p), Lp(u, v, p)) 

Notemos que ΣL = Ψ−1(0, 0) Segue da forma local das submersões e do Teorema de
Transversalidade de Thom que, para um subconjunto aberto e denso de C∞(R2 ×
P1(R), R2), ΣL é uma subvariedade regular de R2 × P1(R) de codimensão dois.

O item (iii) segue de π ser localmente injetiva e própria (Veja Proproposição
1.65 e Teorema 1.22).

Por m segue do item (ii) e do Teorema de Whitney em [44], que para um
subconjunto aberto e denso de C∞(R2 × P1(R), R), temos π(ΣL) = ∅ ou π(ΣL) é
constituída de arcos regulares, dobras e cúspides.

Denição 1.67. Seja  : I → R2 uma curva regular suave tal que (t) = (u(t), v(t))

Dizemos que  é uma solução (ou uma curva integral) de (1-4) se, para cada t ∈ I,

existe p(t) ∈ P1(R) tal que L(u(t), v(t), p(t)) = 0 e,

v′(t)− p(t) u′(t) = 0 ou u′(t)− p(t) v′(t) = 0

Dizemos que  é uma solução regular de (1-4) se (I)ΓL = ∅ e dizemos que ela é
uma solução crítica se (I) ⊂ ΓL Todo ponto x ∈ (I) é chamado de ponto regular
se  for solução regular e de ponto crítico se  for solução crítica. Chamamos o
conjunto (I) de uma órbita da equação (1-4) e, dado x ∈ (I) dizemos que (I) é
uma órbita por x

Denição 1.68. Dizemos que uma solução  : I → R2 de (1-4) é uma solução
periódica se (I) for um ponto ou uma curva fechada. Caso  seja uma solução
periódica diremos que (I) é uma órbita periódica (ou que é uma órbita fechada).

Denição 1.69. Dado um subconjunto V do plano, chamamos de conguração de
(1-4) em V ao conjunto de todas as órbitas de (1-4) em V

Proposição 1.70. O campo

LC = Lp
∂

∂u
+ pLp

∂

∂v
− (Lu + pLv)

∂

∂p

é tangente a L e os pontos singulares de LC estão contidos no conjunto dos pontos
de dobra de L Em cada componente conexa V de π(L) \ ΓL o número de soluções
de (1-4) com condição inicial (u0, v0) ∈ V é igual ao grau de recobrimento de
π : L  π−1(V ) → V e as soluções regulares de (1-4) são as projeções, pela π,

das curvas integrais de LC
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Demonstração. Como ⟨LC, (Lu, Lv, Lp)⟩ = 0 segue que LC é tangente à L−1(0)

Além disso, se  : I → L, com (t) = (u(t), v(t), p(t)) é uma solução de LC, então

L(u(t), v(t), p(t)) = 0 e v′(t)− p(t) u(t) = 0

Ou seja, as curvas integrais de (1-4) são as projeções, em R2, das curvas integrais
de LC

Como os pontos singulares de LC são dados por Lp = Lu + pLv = 0, eles
pertencem ao conjunto de dobras.

Segue da teoria clássica de equações diferenciais ordinárias que o número de
soluções de (1-4) com condição inicial (u0, v0) ∈ V é igual ao grau de recobrimento
de π : L  π−1(V ) → V

O campo LC é conhecido como campo de Lie-Cartan. Observemos que,
dado x ∈ L, tem-se

LC(x) = R · LC(x) (1-5)

Como LC é de classe C∞ segue que LC também é de classe C∞

Exemplo 1.71. Seja L(u, v, p) = p3 + u2p2 + (v2 + 1)p, onde p = dv
du
 Como,

L(u, v, p) = 0 se, e somente se, p = 0, temos L = (u, v, 0) : u, v ∈ R Note
que Lp(u, v, 0) ̸= 0, qualquer que seja (u, v) ∈ R2 Logo, ΣL = ∅ de modo que
ΓL = ∅ O campo LC é dado por

LC(u, v, p) =

3p2 + 2u2p+ (v2 + 1), 3p3 + 2u2p2 + (v2 + 1)p,−2(u+ v)p2



e, como ele deve ser restrito à L, temos LC(u, v, p) = (v2 + 1, 0, 0) cujas projeções
das curvas integrais no plano uv coincidem com as da equação dv

du
= 0, como era

esperado.

Exemplo 1.72. Consideremos L(u, v, p) = p2 − u Note que, L = (p2, v, p); v ∈
R e p ∈ P1(R) é um cilindro parabólico contendo o eixo v, ΣL = (0, v, 0); v ∈ R
e ΓL = (0, v); v ∈ R O campo LC é dado por

LC(u, v, p) =

2p, 2p2, 1




Uma curva integral de LC por (0, v0, 0) é dada por φv0(t) =

t2, 2

3
t3 + v0, t


com

t ∈ R. Logo as soluções de L(u, v, p) = 0 são dadas por v0(t) =

t2, 2

3
t3 + v0


, t ∈ R

(Veja Figura 1.6).
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Figura 1.5: Superfície L do Exemplo 1.72.

Figura 1.6: Soluções da equação diferencial do Exemplo 1.72.

Exemplo 1.73. Consideremos L(u, v, p) = p2 − v Note que, L = (u, p2, p); u ∈
R e p ∈ P1(R) é um cilindro parabólico contendo o eixo u, ΣL = (u, 0, 0); u ∈ R
e ΓL = (u, 0); u ∈ R O campo LC é dado por

LC(u, v, p) =

2p, 2p2, p




Note que todo ponto do eixo u é uma singularidade de LC Associado a LC temos
o sistema

du

dt
= 2p,

dv

dt
= 2p2,

dp

dt
= p

Consideremos o problema de valor inicial

du

dt
= 2p,

dv

dt
= 2p2,

dp

dt
= p, u(0) = u0, v(0) = p20, p(0) = p0 ̸= 0

A solução do PVI acima é φ(t) =

u(t), v(t), p(t)


, onde u(t) = u0 + 2p(t), v(t) =

p(t)2, p(t) = p0e
t, com t ∈ R Assim, as soluções da equação L(u, v, p) = 0 são

dadas por (p) = (u0 + 2p, p2), p ∈ R (Veja a Figura 1.8 para ilustração).

Exemplo 1.74. (Equação de Clairaut) A equação diferencial ordinária, não linear,
y(x) = xp+f(p), onde p = dy

dx
, é conhecida como equação de Clairaut. Consideremos

a equação diferencial implícita L(x, y, p) = xp + f(p) − y = 0, onde f é uma
função suave. O conjunto crítico é ΣL = (−f ′(p),−pf ′(p) + f(p), p); p ∈ P1(R),
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Figura 1.7: Superfície L do Exemplo 1.73.

Figura 1.8: Soluções da equação diferencial do Exemplo 1.73.

a curva discriminante ΓL = (−f ′(p),−pf ′(p) + f(p)); p ∈ P1(R) e LC(x, y, p) =
x+f ′(p), px+pf ′(p), 0


 Como vemos cada curva integral do campo LC está contida

em um plano p = c, onde c é uma constante. Assim, uma curva integral de LC é a
intersecção de um plano p = c com a superfície L = L−1(0) Como para pertencer
a L, devemos ter y = px + f(p), segue que, uma curva integral de uma equação de
Clairaut é uma reta y = cx+ c1, onde c = p e c1 = f(c)

Exemplo 1.75. Consideremos a equação diferencial implícita de Clairaut
L(x, y, p) = px + 1

2
p2 − y Temos ΓL = (−p,−1

2
p2); p ∈ P1(R) de modo que

sua equação cartesiana é y = − 1
2
x2

Figura 1.9: Superfície L do Exemplo 1.75.

Exemplo 1.76. Consideremos a equação diferencial implícita de Clai-
raut L(x, y, p) = px + 1

3
p3 − y Do Exemplo 1.74, o conjunto crítico é

ΣL = (−p2,−2
3
p3, p) : p ∈ P1(R) de modo que a curva discriminante é

ΓL = (−p2,−2
3
p3) : p ∈ P1(R) Note que podemos parametrizar a curva discri-

minante por (t) = (−t2,−2
3
t3), t ∈ R Ou seja, ΓL tem um ponto de cúspide na

origem.
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Figura 1.10: Soluções da equação diferencial do Exemplo
1.75.

Figura 1.11: Superfície L para o Exemplo 1.76.

Figura 1.12: Soluções da equação diferencial do Exemplo
1.76.

Denição 1.77. Um ponto do conjunto crítico é chamado um ponto de tangência
com o plano de contato, se o vetor tangente à ΣL estiver contido no plano de contato.

No Exemplo 1.73, todo ponto de ΣL é um ponto de tangência com o plano
de contato, já no Exemplo 1.72 não há ponto de tangência com o plano de contato.

Denição 1.78. Consideremos a aplicação Ψ : R2 × P1(R) → R2 dada por
Ψ(u, v) =


L(u, v, p), Lp(u, v, p)


 Dizemos que um ponto de (u0, v0, p0) ∈ ΣL é

regular (ou um ponto singular regular da equação L = 0), se não for um ponto de
tangência com o plano de contato e se a matriz dΨ(u0,v0,p0) tem posto dois.

No Exemplo 1.72, dΨ =


−1 0 0

0 0 2


em ΣL e como não há pontos de

tangências com o plano de contato, todo ponto de ΣL é um ponto singular regular
neste exemplo.
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Teorema 1.79. (M. Cibrario, [14]) Consideremos (u0, v0, p0) ∈ ΣL um ponto
singular regular da equação diferencial L(u, v, p) = 0 Existe um difeomorsmo
de uma vizinhança de (u0, v0) numa vizinhança de (0, 0) transformando a equação
L(u, v, p) = 0 na forma P 2 = X, onde P = dY

dX


Demonstração. Veja [4], página 27.

Teorema 1.80. (Lak Dara, [16]) Suponhamos que, no ponto (u0, v0, p0), vale Lp =

Lpp = 0, Lu Lppp(LuLvp − LvLup) ̸= 0 e seja:

ρ =


Lu Lv

Lup Lvp

 = LuLvp − LvLup

Se ρ(u0, v0, p0) > 0 as projeções das curvas integrais num vizinhança de (u0, v0, p0)

são homeomorfas as da Figura 1.13(a) e se ρ(u0, v0, p0) < 0, às da Figura 1.13(b).

(a) ρ(u0, v0, p0) > 0 (b) ρ(0, 0, 0) < 0

Figura 1.13: Ilustração do Teorema 1.80.

Figura 1.14: Superfície de Lie-Cartan para o caso do Teo-
rema 1.80.

Teorema 1.81. (J. W. Bruce, [8]) Se Lp(u0, v0, p0) = 0 e Lpp(u0, v0, p0) ̸= 0, então
as curvas integrais próximas a (u0, v0) são difeomorfas a cúspides.
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Demonstração. Para uma prova veja [8].

Teorema 1.82. (A. A. Davydov, [4, 17, 18]) Seja (u0, v0, p0) ∈ ΣL tal que o
plano de contato é tangente a L neste ponto, ΣL é suave numa vizinhaça V de
(u0, v0, p0) e em V \ (u0, v0, p0) o plano de contato não é tangente a ΣL Então,
a equação L(x, v, p) = 0 é localmente redutível à forma normal y = (p + kx)2, via
um difeomorsmo do plano, onde k = −1 ou k = 1

9
ou k = 1

4
 Além disso, o

campo LC = Lp
∂
∂u

+ pLp
∂
∂v

− (Lu + pLv)
∂
∂p

tem genericamente, em (u0, v0, p0), uma
singularidade do tipo sela, nó ou foco. Caso seja sela k = −1, se for um nó k = 1

9
e

foco k = 1
4


Demonstração. Veja [17] teoremas 6 e 7.

Proposição 1.83. (A. A. Davydovv, [4, 17, 18]) As projeções, no plano uv,

das curvas integrais de LC numa vizinhaça de uma sela, nó e de um foco são
homeomorfas as apresentadas nas Figura 1.16, sendo da esquerda para direita a
sela, o nó e o foco, respectivamente.

(a) Singularidade tipo
sela de LC.

(b) Singularidade tipo nó
de LC.

(c) Singularidade tipo
foco de LC.

Figura 1.15: Curvas integrais de LC na vizinhança de uma
sela, nó e foco.

(a) Projeção de uma
sela.

(b) Projeção de um nó. (c) Projeção de um foco.

Figura 1.16: Projeções das curvas integrais de LC na vizi-
nhança de uma sela, um nó e um foco.

Demonstração. Veja [17] teoremas 6 e 7, ou o capítulo 6 de [24].



CAPÍTULO 2
Uma classe especial de equações diferenciais
binárias cúbicas

2.1 Introdução:

Toda equação diferencial que pode ser escrita na forma



0≤j≤n

Ajdu
j dvn−j = 0, (2-1)

onde Aj são funções nas variáveis u, v, é dita uma equação diferencial binária de
grau n Se L : R2 × P1(R) → R é dada por

L(u, v, p) =


0≤j≤n

Aj(u, v) p
j,

para p = dv
du
, as soluções de (2-1) são as soluções da equação diferencial implícita

L(u, v, p) = 0 Da demonstração da Proposição 1.65, segue que, por cada ponto
regular da equação (2-1) passa k soluções com 1 ≤ k ≤ n Temos, portanto, n
famílias de soluções. No nosso caso de interesse, que são as binárias de grau três,
por um ponto regular passa uma ou três soluções.

São exemplos de equações diferenciais binárias de grau dois a equação
diferencial de linhas de curvaturas principais e a de linhas assintóticas e, a equação


dE

dx

2

=
2k(x)2

m
(E − U(x)),

citada na introdução da Seção 1.5.
Uma classe importante de equações diferenciais binárias é a das equações


dy

dx

2

= p(y), (2-2)



2.1 Introdução: 35

onde p é uma função racional. No caso particular em que p(y) = 1± y2, a equação
(2-2) dene as funções trigonométricas inversas, arcsen e arccos 

O estudo das equações diferenciais binárias de grau dois

a(x, y)dx2 − 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dy2 = 0, (2-3)

é importante na compreensão das soluções da equação diferencial parcial

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0,

onde a, b e c são funções diferenciáveis, F é uma função dada e u uma função
desconhecida (veja, por exemplo, [18]). Segundo A. A. Davydov, “estas equações
desempenham papel importante em teoria de equações diferenciais parciais”([18],
p.7).

Um detalhe intrigante é, se c = −a, a equação (2-3) é equivalente a

Im[(−b+ i a)(dx+ i dy)2] = 0,

onde i2 = −1 e Im(x+ i y) = y, quaisquer que sejam x, y ∈ R O mesmo ocorre com
a equação diferencial das linhas de curvaturas principais, que nas coordenadas de
Bonnet toma a forma Im[(a+ i b)(dx+ i dy)2] = 0 Além disso, a equação diferencial
das linhas de curvatura axial pode ser escrita na forma Im[(a+ i b)(dx+ i dy)4] = 0

Isso nos motiva investigar qual signicado geométrico possui as equações da forma
Im[(a+ i b)(dx+ i dy)3] = 0

Neste capítulo apresentamos um estudo inicial que realizamos da classe de
equações diferenciais binárias da forma

w = Im

(a+ i b) (du+ idv)3)


= 0

onde a, b : R2 → R, são funções de classe C∞ Estudamos o comportamento
qualitativo genérico local, deduzimos uma expressão para a aplicação de Poincaré e
classicamos as singularidades no innito.

Com cálculos simples vemos que esta equação pode ser escrita nar forma

w = −a dv3 − 3 b dv2 du+ 3 a dv du2 + b du3 = 0, (2-4)

ou seja uma equação diferencial binária cúbica. Seja L : R2 × P1(R) → R dada por

L(u, v, p) = −a(u, v) p3 − 3 b(u, v) p2 + 3 a(u, v) p+ b(u, v)
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Lembremos que ΣL e ΓL, são o conjunto crítico e o conjunto discriminante,
respectivamente, denidos no Capítulo 1 para L(u, v, p) = 0

2.2 Estudo local

Como L(u, v, p) = 0, é uma equação polinômial de grau 3 em p, dado um
ponto (u, v) do plano tal que a(u, v)2 + b(u, v)2 ̸= 0, a equação L(u, v, p) = 0 terá,
genericamente, n ∈ 1, 3 soluções reais. Assim, teremos, por (u, v), uma ou três
soluções que determinam folheações f1, f2, f3 do plano.

Denição 2.1. Um ponto (u, v) do plano tal que a(u, v) = b(u, v) = 0 será
chamado singularidade ou ponto singular da equação L = 0 Sejam SL = (u, v) ∈
R2; a(u, v) = b(u, v) = 0 e F o conjunto de todas as folheações de (2-1).
Chamaremos de conguração de (2-1) ao conjunto C = F  SL

Como L(u, v, p) = Lp(u, v, p) = 0 para qualquer que seja (u, v) ∈ SL, temos
que SL ⊂ ΓL Armamos que SL = ΓL Com efeito, se existisse (u, v, p) ∈ R2×P1(R)
tal que a(u, v) ̸= 0, e L(u, v, p) = Lp(u, v, p) = 0, teríamos


a(u, v)2 + b(u, v)2

 
−b(u, v)±


a(u, v)2 + b(u, v)2


= 0

e daí seria 0 = a(u, v) ̸= 0, o que é um absurdo.

2.2.1 Soluções regulares

Nesta seção descrevemos o comportamento qualitativo numa vizinhança
de um ponto regular e apresentamos alguns exemplos construídos utilzando a
Proposição 2.2 a seguir.

Proposição 2.2. O menor ângulo formado pelas retas tangentes às curvas integrais
de w = 0 por um ponto regular é π

3
rad. Em outras palavras, em um ponto regular,

as retas tangentes as três folheações dividem o plano uv em seis ângulos de 60o

Demonstração. Seja (ũ, ṽ) um ponto regular. Então a(ũ, ṽ) ̸= 0 ou b(ũ, ṽ) ̸= 0

Suponhamos a(ũ, ṽ) ̸= 0 Por questão de simplicação, escreveremos a(ũ, ṽ) = ã e
b(ũ, ṽ) = b̃ Aplicando a mudança de variáveis da Seção 1.2.2, vemos que a equação

−ã p3 − 3 b̃ p2 + 3 ã p+ b̃ = 0 (2-5)

é equavalente a
z3 + 3H z +G = 0, (2-6)
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Figura 2.1: Ilustração da Proposição 2.2.

onde H = −9 (ã2+ b̃2), G = −54 b̃(ã2+ b̃2) e z = −3 b̃−3 ã p Como  = G2+4H3 =

−2916 ã2(ã2 + b̃2)2 da Proposição 1.14, a equação (2-6) possui três raízes reais. Da
Proposição 1.15 as raízes de (2-6) são:

z1 = 3
3


ã2 + b̃2


3

b̃+

√
−ã2 +

3

b̃−

√
−ã2



z2 = 3
3


ã2 + b̃2

e

2π
3
i 3

b̃+

√
−ã2 + e

4π
3
i 3

b̃−

√
−ã2



z3 = 3
3


ã2 + b̃2

e

4π
3
i 3

b̃+

√
−ã2 + e

2π
3
i 3

b̃−

√
−ã2




Como as raízes de (2-5) são pj = − zj+3 b̃

3 ã
, j = 1, 2, 3, temos

p2 − p1 =


1− e

2π
3
i


3


(ã2 + b̃2)(b̃+

√
−ã2) +


1− e

4π
3
i


3


(ã2 + b̃2)(b̃−

√
−ã2)

ã

=


3
2
−

√
3
2
i


3

b̃+

√
−ã2 +


3
2
+

√
3
2
i


3


b̃−
√
−ã2


3


ã2 + b̃2

ã

=

√
3
√

3
2
− 3

2
i


3

b̃+

√
−ã2 +

√
3
2
+ 3

2
i


3


b̃−
√
−ã2


3


ã2 + b̃2

ã

e

1 + p1 p2 =
z1 z2 + 3 b̃ (z1 + z2) + 9 b̃2

ã2

=

√
3
2
− 3

2
i


3


b̃+
√
−ã2 +

√
3
2
+ 3

2
i


3

b̃−

√
−ã2


3


ã2 + b̃2

ã


Como pj é o coeciente angular da reta tangente a j-ésima solução por (ũ, ṽ), se θ

for o menor ângulo formado pelas retas tangentes a primeira e a segunda solução,
então

tg(θ) =

p2 − p1
1 + p1 p2

 =
√
3
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Com cálculos idênticos, mostra-se que

p3 − p1
1 + p1 p3

 =

p3 − p2
1 + p2 p3

 =
√
3

Ou seja, θ = π
3
rad.

Caso a(ũ, ṽ) = 0, temos b(ũ, ṽ) ̸= 0 e a prova é a mesma somente trocando
a equação (2-5) pela equação −ã − 3 b̃ q + 3 ã q2 + b̃ q3 = 0 e, resolvendo em q, o
coeciente b̃ aparecerá no denominador.

A Proposição 2.2 nos inspira uma técnica de construir exemplos, com certas
características, que detalharemos a seguir.

Consideremos duas funções f, g : R2 → R quaisquer e o campo de vetores
X tal que X(u, v) = f(u, v) ∂

∂u
+ g(u, v) ∂

∂v
 Associada a X temos a 1-forma

w1 = f dv − g du Seja Rθ a matriz de rotação de ângulo θ Os campos R π
3
X e

R(−π
3 )
X são tais que suas trajetórias intersetam as de X segundo ângulo de π

3
rad e

2π
3
rad respectivamente. Note que as 1-formas associadas aos campos R π

3
X e R(−π

3 )
X

são, respectivamente:

w(π
3 )

=
1

2
(f+

√
3 g) dv−1

2
(
√
3 f+g) du e w(−π

3 )
=

1

2
(f+

√
3 g) dv−1

2
(g−

√
3 f) dv

Considerando w = w1 w(π
3 )

w(−π
3 )
, temos

w = −a dv3 − 3 b dv2 du+ 3 a dv du2 + b du3,

onde

a(u, v) = −1

4
f(u, v) (f(u, v)2−3 g(u, v)2) e b(u, v) = −1

4
g(u, v) (g(u, v)2−3 f(u, v)2)

Ou seja, w é uma forma diferencial cúbica como a da equação (2-4).

Exemplo 2.3. Para f(u, v) = 1 e g(u, v) = v, temos

w = −1

4
v(v2−3)du3+3


3

4
v2 − 1

4


dvdu2+

3

4
v(v2−3)dv2du−


3

4
v2 − 1

4


dv3 = 0

Temos um esboço das curvas integrais, numa vizinhança da origem na Figura 2.2.

2.2.2 Singularidades

Nesta seção e na próxima estudaremos a conguração da equação diferencial
(2-4) numa vizinhança de um dado ponto singular. Suporemos, sempre, que esta
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Figura 2.2: Curvas integrais do Exemplo 2.3.

singularidade é a origem de modo que tomaremos a e b na forma

a(u, v) =


1≤j+k

ajku
jvk e b(u, v) =



2≤j+k

bjku
jvk,

onde ajk, bjk ∈ R Notemos que, para um disco V com centro em (0, 0) suciente-
mente pequeno V  ΓL = (0, 0) Como

Lu(0, 0, 0) = b10, Lv(0, 0, 0) = b01 e Lp(0, 0, 0) = 0,

para garantir que a superfície de Lie-Cartan L seja regular numa vizinhança da
origem deveremos ter b10 ̸= 0 ou b01 ̸= 0 Como,

φ(p) = (p3 − 3 p)(a10 + a01 p) + (3 p2 − 1)(b10 + b01 p),

para p ̸= ±
√
3
3

e a10 + a01 p ̸= 0, temos:

φ(p) = 0 ⇔ p3 − 3 p

3 p2 − 1
+

b10 + b01 p

a10 + a01 p
= 0

Sejam φ1, φ2 : P1(R) → R dadas por φ1(p) =
p3−3 p
3 p2−1

e φ2(p) = − b10+b01 p
a10+a01 p

 A aplicação
φ1 possui duas assíntotas verticais como mostra a Figura 2.3. Já o gráco de φ2

possui uma das formas apresentadas na Figura 2.4. Note que a intersecção dos
grácos de φ1 e φ2 é não vazia. Dessa forma, a equação φ(p) = 0, possui pelo menos
duas soluções reais. Podemos supor, sem perda de generalidades, que uma delas é
p1 = 0 Como φ(0) = −b10, isto equivale a supor b10 = 0 Fazendo b10 = 0, obtemos
φ(p) = p g(p), onde

g(p) = (p2 − 3)(a10 + a01 p) + b01 (3 p
2 − 1)
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Figura 2.3: Esboço do gráco de φ1.

Figura 2.4: Esboço do gráco de φ2, genericamente.

Supondo b01 ̸= 0, consideremos A = a10
b01

e B = a01
b01

e, sejam:

g1(p) =
1− 3 p2

p2 − 3
e g2(p) = A+ B p

Para p ̸= ±
√
3, temos g(p) = 0 se, e só se, g2(p) = g1(p) O gráco de g1 está na

Figura 2.5. Para que φ(p) = 0 tenha somente mais uma raiz real além de p1 = 0, é

Figura 2.5: Esboço do gráco de g1.
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necessário e suciente que o gráco de g2 intersete o de g1 em um único ponto. De
modo geral, φ(p) = 0 terá n raízes, n = 1, 2, 3, 4, se e somente se, a intersecção dos
grácos de g1 e g2 tiver n− 1 pontos.

Naturalmente que as curvas integrais de w = 0 são as mesmas de 1
b10

w = 0

Dessa forma, por uma questão de simplicação, consideramos em lugar da equação
(2-4), a equação

w = −a dv3 − 3 b dv2 du+ 3 a dv du2 + b du3 = 0, (2-7)

onde
a(u, v) = Au+B v + c(u, v) e b(u, v) = v + d(u, v),

sendo c e d funções em u e v de classe C∞ tais que c(0, 0) = d(0, 0) = cu(0, 0) =

cv(0, 0) = du(0, 0) = dv(0, 0) = 0 Assim,

g(p) = (p2 − 3)(A+ B p) + (3 p2 − 1),

e a matriz jacobiana de LC em um ponto (0, 0, p) ca

JLC(0, 0, p) =




3A (1− p2) 3 (B − 2 p− B p2) 0

3Ap(1− p2) 3 p (B − 2 p− B p2) 0

−(Luu + pLuv)(0, 0, p) −(Luv − pLvv)(0, 0, p) φ′(p)


 

Os autovalores de JLC(0, 0, p) são:

λ1 = 0, λ2 = φ′(p) e λ3 = −(φ′(p) + Lv(0, 0, p)),

e, os autovetores correspondentes são:

v⃗1 =


−B (p2−1)+2

A (p2−1)
, 1, −Lup(0, 0, p)


Luv(0, 0, p)+pLvv(0, 0, p)


−Lvp(0, 0, p) (Luu(0, 0, p)+pLuv(0, 0, p))

Lup(0, 0, p)φ′(p)


,

v⃗2 = (0, 0, 1) e v⃗3 =

1, p, −p2 Lvv(0, 0, p)+2 pLuv(0, 0, p)+Luu(0, 0, p)

2 pLvp(0, 0, p)+2Lup(0, 0, p)+Lv(0, 0, p)




Pelo teorema de Hartman-Grobman, se o produto

Λ(p) = λ2 λ3 = −φ′(p) (φ′(p) + Lv(0, 0, p)), (2-8)

for não nulo, então (0, 0, p) é singularidade hiperbólica para o campo LC Este
produto também pode ser escrito como segue:

Λ(p) = 3φ′(p) (1− p2)


(A+ B p)− 2 p2

1− p2


 (2-9)
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Em particular, temos:

Λ(0) = 3φ′(0)A = −3 (3A+ 1)A

Se p ̸= 0 é solução de φ(p) = 0, então,

B = −(A+ 3)p2 − (3A+ 1)

p (p2 − 3)
e A = −B p3 + 3 p2 − 3B p− 1

p2 − 3
 (2-10)

Substituindo as informações de (2-10) em (2-9), obtemos,

Λ(p) = −3


A+ 3


p2 + 1

p2 − 3

2


p2 + 1

2
= 3 p[B − g′1(p)]


p2 + 1

2
 (2-11)

Para completar, precisamos entender o que ocorre quando p assume valores arbitra-
riamente grandes. Isto é feito considerando-se

T (u, v, q) = b(u, v) q3 + 3 a(u, v) q2 − 3 b(u, v) q − a(u, v),

onde q = du
dv
, e estudando o comportamento do campo

LC1 = q Tq
∂

∂u
+ Tq

∂

∂v
− (q Tu + Tv)

∂

∂q
,

numa vizinhança da origem. Como LC1(0, 0, 0) = (0, 0, 120B), para p arbitraria-
mente grande, LC é regular e “paralelo” a P1(R)

2.3 Singularidades hiperbólicas

Denição 2.4. Diremos que (0, 0) é uma singularidade hiperbólica de (2-7) se toda
singularidade (0, 0, p) de LC for uma singularidade hiperbólica de LC

Nesta seção estudaremos condições necessárias e sucientes para que (0, 0)

seja uma singularidade hiperbólica. Dividimos este estudo em dois casos: o caso em
que φ(p) = 0 tem duas raízes reais e o caso em que tem quatro raízes reais.

Proposição 2.5. Caso φ(p) = 0 tenha somente duas raízes p1 = 0 e p2 ̸= 0, então
(0, 0, 0) e (0, 0, p2) são selas hiperbólicas para LC

Demonstração. A equação φ(p) = 0 tem somente duas raízes reais se, e só se, a
intersecção do gráco de g1 com o de g2 tem um único elemento. Naturalmente que,
para haver somente um ponto de intersecção entre os grácos de g1 e g2, o valor de
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p correspondente deverá satiszer p < −
√
3 ou p >

√
3 Além disto, devemos ter

A < −1
3
e daí,

Λ(0) = −3A (3A+ 1) < 0,

o que mostra que (0, 0, 0) é uma sela hiperbólica.
Com relação p2, se p2 < −

√
3, temos B > 0 e g′2(p2) < 0 Daí, B−g′2(p2) > 0

e portanto,
Λ(p2) = 3 p2


B − g′2(p2)


(p22 + 1)2 < 0

Caso p2 >
√
3, temos B < 0 e g′2(p2) > 0 Daí, B − g′2(p2) < 0 e novamente,

Λ(p2) = 3 p2

B − g′2(p2)


(p22 + 1)2 < 0

Logo, (0, 0, p2) é uma sela hiperbólica para LC

Lema 2.6. Consideremos o caso em que φ(p) = 0 tem quatro raízes reais distintas
e sejam p1 = 0, p2, p3 e p4 tais raízes. Caso A ̸= 0 e B ̸= 0, temos as seguintes
possibilidades, conforme as intersecções dos grácos de g1 e g2 :

(a) p2 < −
√
3 < p3 < 0 < p4 <

√
3;

(b) p2 < −
√
3 e 0 < p3 < p4 <

√
3;

(c) p2 < −
√
3 e

√
3 < p3 < p4;

(ã) −
√
3 < p2 < 0 < p3 <

√
3 < p4;

(b̃) −
√
3 < p2 < p3 < 0 e p4 >

√
3;

(c̃) p2 < p3 < −
√
3 e p4 >

√
3

A demonstração do lema acima é simples vericação das possibilidades de
intersecção entre os grácos de g1 e g2 para B > 0 e B < 0 e, variando A nos
intervalos


−1

3
,∞


,

−3,−1

3


e (−∞,−3) Note que, no caso (a) do Lema 2.6,

temos A > −1
3
, no caso (b), A < −1

3
e no caso (c), A < −3

Proposição 2.7. Caso ocorra (a) do Lema 2.6, então a origem é uma sela ou um
nó para o campo LC Já (0, 0, p2), (0, 0, p3) e (0, 0, p4) são selas.

Demonstração. Como
Λ1(0) = −3A (3A+ 1),

se A > 0 temos
Λ1(0) < 0

e se, A ∈ (−1
3
, 0), temos

Λ1(0) > 0

Ou seja, para A > 0 a origem é uma sela para LC e se A ∈ (− 1
3
, 0), ela é um nó.
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Quanto a pj, j = 2, 3, 4, como

3


p2j + 1

p2j − 3


>

1

3
,

temos

A+ 3


p2j + 1

p2j − 3


> 0

Daí

Λ1(pj) = −3A


A+ 3


p2j + 1

p2j − 3

 
p2j + 1

2
< 0

o que conclui a prova.

Proposição 2.8. Caso ocorra (b) do Lema 2.6, então (0, 0, p3) é um nó para o
campo LC Já (0, 0, p1), (0, 0, p2) e (0, 0, p4) são selas.

Demonstração. Como A < − 1
3
, temos:

Λ1(0) = −3A (3A+ 1) < 0

Como, B > g′2(p2), B > g′2(p3) e B < g′2(p4), temos:

B − g′2(p2) > 0, B − g′2(p3) > 0 e B − g′2(p4) < 0

Como, p2 < 0 e p4 > p3 > 0, segue

Λ1(p2) = 3 p2 [B − g′2(p2)] (p
2
2 + 1)2 < 0,

Λ1(p3) = 3 p3 [B − g′2(p3)] (p
2
3 + 1)2 > 0

e
Λ1(p4) = 3 p4 [B − g′2(p4)] (p

2
4 + 1)2 < 0

Proposição 2.9. Caso ocorra (c), então (0, 0, p4) é um nó para o campo LC

enquanto, (0, 0, p1), (0, 0, p2) e (0, 0, p3) são selas.

Demonstração. A demonstração é idêntica a da propsição anterior.

Lema 2.10. Seja L0 : R2 × P1(R) → R dada por

L0(u, v, p) = −(Au+ Bv)p3 − 3vp2 + 3(Au+Bv)p+ v
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Para cada  > 0, seja V = [−, ] × [−, ] × P1(R) Identicando P1(R) com S1

podemos denir  · r em V, onde  · r é a norma Cr denida no Capítulo 1 de [37]
e no Capítulo X de [32]. Então, dado  > 0, existe  > 0 tal que L|V −L0|V 1 < 

Demonstração. Como
L = −a p3 − 3 b p2 + 3 a p+ b,

onde
a = Au+ B v +



2≤j+k

ajku
jvk e b = v +



2≤j+k

bjku
jvk,

segue que,

(L− L0)(0, 0, p) = (L− L0)u(0, 0, p) = (L− L0)v(0, 0, p) = (L− L0)p(0, 0, p) = 0

Daí segue que, para  > 0 sucientemente pequeno, as restrições de L e L0 à V

estão C1 próximas.

Lema 2.11. A superfície de Lie-Cartan para L0 é L0 =


p∈P1(R)

dp, onde dp0 é a reta

em R2 × P1(R) dada por

h1(p0)u+ h2(p0) v = 0, p = p0,

sendo h1, h2 : P1(R) → R dadas por h(p) = −Ap(p2 − 3) e h2(p) = −Bp3 − 3p2 +

3Bp+ 1 Ou seja, L0 é uma superfície regrada. Além disso, se A > 0 a medida que
p cresce dp gira no sentido horário e se A < 0 no sentido anti-horário.

Demonstração. Dado p0 ∈ P1(R) xado arbitrariamente,

L0(p0) = 0 ⇔ h1(p0)u+ h2(p0)v = 0

Logo, dp0 está contida em L0 Assim, L0 =


p∈P1(R)

dp Agora, observemos que, dado

p, se h2(p) ̸= 0 a reta π(dp(t)) tem equação

v = −h1(p)

h2(p)
u

Como,
d

dp


−h1(p)

h2(p)


= − 3A(p2 + 1)2

(Bp3 − 3Bp+ 3p2 − 1)2
, (2-12)

se A < 0, a medida que o valor de p aumenta a geratriz dp gira no sentido anti-horário
e se A > 0 no sentido horário.
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Teorema 2.12. Caso φ(p) = 0 tenha somente duas raízes reais, a conguração
de (2-7) numa vizinhança da origem é homeomorfa a da Figura 2.6. Caso o
campo LC tenha quatro singularidades, a conguração numa vizinhança da origem
é homeomorfas a uma das que aparecem na Figura 2.7, sendo o caso em que
todas as singularidades são selas a da esquerda, dpj as retas do Lema 2.11 e
π : R2 × P1(R) → R é dada por π(u, v, p) = (u, v)

Figura 2.6: Ilustração do Teorema 2.12.

(a) Caso com quatro selas. (b) Caso com três selas e um nó.

Figura 2.7: Ilustração do Teorema 2.12.

Demonstração. Seja LC0 o campo de Lie-Cartan para L0 = 0, onde L0 é a
aplicação do Lema 2.10. Da demonstração do Lema 2.10 vemos que (0, 0, pj) é uma
singularidade de LC se, e somente se, é uma singularidade de LC0 Além disso, da
expressão de Λ(pj) vemos que as singularidades de LC são do mesmo tipo que as de
LC0 Desse modo, para a compreenção da conguração de L = 0 numa vizinhança
da origem, podemos restringir nossa análise à conguração de L0 = 0 nessa mesma
vizinhança.

Dado pj ̸∈ 0,±
√
3 uma raiz de φ(p) = 0, temos

B = −Ap2j + 3p2j − 3A− 1

pj(p2j − 3)




2.3 Singularidades hiperbólicas 47

Daí,
h2(pj) = A (p2j − 3) (2-13)

Comecemos pelo caso em que φ(p) = 0 tem, exatamente, duas raízes reais
p1 = 0 e p2 ̸= 0 Faremos o caso p2 >

√
3 (O caso p2 < −

√
3 é análogo). Da

Proposição 2.5, temos que (0, 0, p1) e (0, 0, p2) são singularidades do tipo sela de
LC0 Sejam dp1 e dp2 as retas dadas pelo Lema 2.11.

Consideremos  > 0 e sejam σ1 e σ2 seções transversais a LC0 por
x1 ∈ dp1  V e por x2 ∈ dp2  V respectivamente, como ilustrado na Figura 2.8.
Identiquemos σ1 com (−1, 1) e σ2 com (−2, 2) de modo que xi corresponda ao
número zero, onde i > 0 é um número real. Seja  : I → L0, (t) =


u(t), v(t), p(t)



uma curva integral de LC0 tal que (t1) ∈ σ1, (t2) ∈ σ2 e (t) ̸∈ σ1  σ2 qualquer
que seja t entre t1 e t2 Para xar as idéias, suponhamos t1 < t2 Seja t1 tal que

Figura 2.8: Ilustração do Teorema 2.12.

0 < p(t1) <
√
3 Como

LC0(0, 0, p) =

0, 0, p(Bp3 + (A+ 3)p2 − 3Bp− 3A− 1)


,

diminuindo , se necessário, o Teorema do Fluxo tubular garante que a aplicação t →
p(t), t ∈ (t1, t2) é estritamente crescente ou estritamente decrescente. Suponhamos
t → p(t), t ∈ (t1, t2) estritamente crescente (O caso decrescente é inteiramente
análogo). Como p2 >

√
3, diminuindo 1 e 2, se necessário, temos p(t2) >

√
3

Do Teorema do Valor Intermediário, existe s0 ∈ (t1, t2) tal que p(s0) =
√
3

Como as equações da reta dp(s0) são

Ap(s0)(p(s0)
2 − 3)u+ h2(p(s0))v = 0, p = p(s0),
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segue que dp(s0) é dada por v = 0 e p = p(s0) Ou seja, π((s0)) = (u(s0), 0), onde
π : R2 × P1(R) → R2 é denida por π(u, v, p) = (u, v) Isto signica que a curva
̃ : I → R2 dada por ̃(t) = π((t)) intersecta o eixo u no ponto (u(s0), 0) Notemos
que u(s0) ̸= 0, pois do contrário ([t1, t2]) conteria o ponto (0, 0, p2)

Agora observemos que ̃(t) pertence ao eixo v se, e somente se, h2(p(t)) = 0

Como h2(0) = 1 > 0 e h(
√
3) = −8 < 0, existe s1 ∈ (t1, s0) tal que h2(p(s1)) = 0

Ou seja, ̃([t1, t2]) intersecta o eixo v no ponto (0, v(s1)) Além disso, de h2(p1) =

1 > 0, h2(−
√
3) = −8 < 0 e como p2 >

√
3 implica B < 0, segue que existem p̃2, p̃3

tais que p̃3 < −
√
3 < p̃2 < p1 e h2(p̃2) = h2(p̃3) = 0 Então, ̃([t1, t2]) intersecta o

eixo u somente em (u(s0), 0) e o eixo v somente no ponto (0, v(s1)) e, portanto um
esboço de ̃([t1, t2]) é um dos apresentados na Figura 2.9.

Figura 2.9: Ilustração do Teorema 2.12.

O caso p̃2 < p(t1) < 0 é semelhante e fornece as outras duas possibilidades
que completa a conguração próximo a origem, para o caso em que φ(p) = 0 tem
exatamente duas raízes reais.

Agora consideremos o caso em que φ(p) = 0 possui quatro raízes reais
distintas p1 = 0, p2, p3, p4 Conforme as proposições 2.7, 2.8 e 2.9, este caso possui
dois subcasos: o caso em todas as singularidades de LC0 são selas e o que ele tem
um nó e três selas. Comecemos pelo primeiro deles e, suponhamos que ocorra o caso
do item (a) do Lema 2.6. Consideremos  > 0 e sejam σ1 e σ2 seções transversais
a LC0 por x1 ∈ dp2  V e por x2 ∈ dp3  V respectivamente. Identiquemos σ1

com (−1, 1) e σ2 com (−2, 2) de modo que xi corresponda ao número zero, onde
i > 0 é um número real (Veja Figura 2.10(a) e 2.10(b) para uma ilustração).
Seja  : I → L0, (t) =


u(t), v(t), p(t)


uma curva integral de LC0 tal que

(t1) ∈ σ1, (t2) ∈ σ2 e (t) ̸∈ σ1  σ2 qualquer que seja t entre t1 e t2 Para
xar as idéias, suponhamos t1 < t2 Como p2 < p3, para 1 e 2 sucientemente
pequenos, p(t1) < −

√
3 < p(t2), onde p(t) é a terceira coordenada de (t) Como

t → p(t) é contínua, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe s0 ∈ (t1, t2) tal que
p(s0) = −

√
3 De forma análoga á primeira parte, mostra-se que π((s0)) = (u(t0), 0)

e que u(s0) ̸= 0 Desse modo, π(([t1, t2])) é uma das apresentadas na Figura 2.11.



2.3 Singularidades hiperbólicas 49

Figura 2.10: Ilustração do Teorema 2.12.

Caso seja x1 ∈ dp2  V e x2 ∈ dp4  V, (Figura 2.10(c) e Figura 2.10(d)) o Teorema

(a) u(t0) < 0. (b) u(t0) > 0.

Figura 2.11: Ilustração de π(γ([t1, t2])) para o caso (a) de
quatro selas e x1 ∈ dp2  V e x2 ∈ dp3  V.

do Valor Intermediário garante que existe t0 ∈ (t1, t2) tal que p(t0) =
√
3 e mostra-se

que π(([t1, t2])) é uma das apresentadas na Figura 2.12.
Vamos ao caso em que x1 ∈ dp3  V e x2 ∈ dp1  V, exposto na Figura

2.13(a) e 2.13(b). Da demonstração da Proposição 2.7, temos A > 0 Como pj <√
3, j = 3, 4, tem-se h2(pj) < 0 daí, como h(0) = 1 > 0, existem p̃1, p̃2 ∈ P1(R) tais

que f(p̃1) = f(p̃2) = 0 Além disso, p2 >
√
3, de modo que f(p2) > 0 Daí, como

h2(
√
3) = −8 < 0, a terceira raiz de h2(p) = 0 está entre p2 e −

√
3 De h2(p̃j) = 0,

segue que as equações da reta dp̃j , são

Ap(p2 − 3)u = 0, p = p̃j,
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(a) u(t0) < 0. (b) u(t0) > 0.

Figura 2.12: Ilustração de π(γ([t1, t2])) para o caso (a) de
quatro selas e x1 ∈ dp2  V e x2 ∈ dp4  V.

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.13: Ilustração do Teorema 2.12.

para j = 1, 2 Ou seja, as equações de dp̃j são u = 0, p = p̃j, j = 1, 2 Agora,
se  : [t1, t2] → L0 for uma curva integral de LC0 tal que (t1) ∈ σ1, (t2) ∈ σ2,

existe s0 ∈ (t1, t2) tal que p(s0) = p̃1 Assim, (s0) = (0, v(s0), p̃1) e, portante,
π((s0)) = (0, v(s0)) Notemos que v(s0) ̸= 0, caso contrário (s0) pertenceria ao
eixo projetivo. Além disso, v = 0 não é solução de

Ap(t) (p(t)2 −
√
3)u(t) + h2(p(t)) v = 0,

qualquer que seja t ∈ [t1, t2] que satisfaça u(t) ̸= 0 Dessa forma temos uma das
possibilidades da Figura 2.14 para π(([t1, t2]))

Com um raciocínio totalmente análogo, mostra-se que, para x1 ∈ dp1  V
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(a) v(t0) > 0. (b) v(t0) < 0.

Figura 2.14: Ilustração do caso em que LC0 tem quatro selas
e x1 ∈ dp3  V e x2 ∈ dp1  V.

e x2 ∈ dp4  V, as possibilidades para π(([t1, t2])) são as apresentadas na Figura
2.15. Os casos (b) e (c) são análogos.

(a) v(t0) < 0. (b) v(t0) > 0.

Figura 2.15: Ilustração do caso em que LC0 tem quatro selas
e x1 ∈ dp1  V e x2 ∈ dp4  V.

Por m consideremos o caso (a) do Lema 2.6 em que a origem é um
nó. Sejam σ1 e σ2 seções transversais a LC0 como na Figura 2.16(a) ou 2.16(b).
Neste caso −1

3
< A < 0 e B > 0 Mstra-se, utilizando os sinais de h2(pj) e o

Teorema do Valor Intermediário que, os zeros de h2 são p̃1, p̃2 e p̃3 satisfazendo
−
√
3 < p̃1 < p3, p4 < p̃2 <

√
3 e

√
3 < p̃3 Notemos que, neste caso π(([t1, t2]))

não intersecta nenhum dos eixos coordenados e portanto, um esboço para ([t1, t2]),

neste caso é um dos apresentados na Figura 2.17. O restante da demonstração segue
de modo totalmente análogo a de duas e quatro selas, utilizando o Teorema do Valor
Intermediário e o Lema 2.11.

Podemos construir exemplo para qualquer valor p2 ∈ (−∞, −
√
3) 

(
√
3, ∞), pré escolhido.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 2.16: Ilustração do subcaso em que a origem é um nó
para o caso (a) do Lema 2.6.

Exemplo 2.13. Seja p2 = 2 Resolvendo a equação φ(2) = 0 em B, obtemos

B = −A+ 11

2


Substituindo em φ(p) = 0 e resolvendo em p, obtemos:

p1 = 0, p2 = 2, p3 =
−8 +

√
3A2 + 34A+ 75

A+ 11

e

p4 =
−8−

√
3A2 + 34A+ 75

A+ 11

Impondo 3A2 + 34A+ 75 < 0, obtemos − 25
3
< A < −3 Escolhendo A = −5, temos

que B = −3, donde A
B
>

√
3
3
 Portanto,

w(u, v) = v du3 − 3(5 u+ 3 v) du2 dv − 3 v du dv2 + (5 u+ 3 v) dv3

é um exemplo para o caso em que φ(p) = 0 tem exatamente duas raízes reais.

Exemplo 2.14. Seja p2 = −2 Seguindo o mesmo raciocínio do exemplo anterior
chegamos que, novamente deve ser − 25

3
< A < −3 Escolhendo A = −5, obtemos

B = 3 e, nosso exemplo ca:

w(u, v) = v du3 − 3(5 u− 3 v) du2 dv − 3 v du dv2 + (5 u− 3 v) dv3
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.17: Esboço para π(γ([t1, t2])) para o caso σ1 e σ2
como na Figura 2.16.

.

Exemplo 2.15. Consideremos o caso em que p2 = −2 e A = 1 De φ(p2) = 0

obtemos B = 6 e a equação diferencial é

−(u+ 6 v) dv3 − 3 v du dv2 + (3 u+ 18 v) du2 dv + v du3 = 0

O campo de Lie-Cartan tem quatro singularidades e da Proposição 2.7 todas são
selas e, do Teorema 2.12 segue que a conguração numa vizinhança da origem é a
da Figura 2.7(a).

Exemplo 2.16. Escolhendo p2 = −2 e A = −1
4
 De φ(p2) = 0 obtemos B = 43

8
e a

equação diferencial é:

1

4
u− 43

8
v


dv3 − 3 v du dv2 − 3


1

4
u− 43

8
v


du2 dv + v du3 = 0

O campo de Lie-Cartan possui quatro singularidades, da Proposição 2.7 para p = 0

tem-se um nó para LC e as demais são selas. Do Teorema 2.12 segue que a
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(a) (b) (c)

Figura 2.18: Ilustração do caso em que φ(p) = 0 tem duas
raízes distintas.

Figura 2.19: Ilustração do Teorema 2.12.

conguração próximo a origem é a da Figura 2.7(b).

2.4 Aplicação de Poincaré

Seja  : I → R2 uma órbita regular de (2-4) parametrizada pelo com-
primento de arco s Assim, t(s) =  ′(s) é um vetor unitário. Escrevendo (s) =
u(s), v(s)


, o campo vetorial n(s) =


− v′(s), u′(s)


é ortogonal a t(s) Existe

uma função k : I → R tal que t′(s) = k(s)n(s) (Veja [10]). Sejam t1, t2 ∈ I com
t1 < t2 A reta r1 : (u(λ), v(λ)) = λn(t1) divide R2 em dois semi-planos. Um deles
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(a) (b) (c)

Figura 2.20: Supercie de Lie-Cartan quando o campo de
Lie-Cartan possui quatro selas.

Figura 2.21: Projeção para o caso em que LC possui quatro
selas.

(a) (b) (c)

Figura 2.22: Caso em que LC tem três selas e um nó.
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Figura 2.23: Vetores tangente e normal a γ.

contem ([t1, t2]) Seja A o semi-plano determinado por r1 e que contém ([t1, t2])

De forma análoga ocorre com a reta r2 : (u(λ), v(λ)) = λn(t2), ela determina dois
semi-planos e, denominaremos por B o que contém ([t1, t2]) Seja V = AB Note
que, para cada (u, v) ∈ V existem s ∈ I e λ ∈ R tais que (u, v) = (s)+λn(s) Isto

Figura 2.24: Ilustração da Proposição 2.17.

nos motiva denir a aplicação Φ : I × (−, ) → R2, dada por

Φ(s, λ) = (s) + λn(s) =

u(s)− λv′(s), v(s) + λu′(s)


, (2-14)

onde  > 0 será descrito a seguir.

Proposição 2.17. Existe uma vizinhança tubular V0 de [t1, t2]× 0 em R2 tal que
Φ|V0 é um difeomorsmo.

Demonstração. Como

dΦ(s,λ) =


u′(s)− λv′′(s) −v′(s)

v′(s) + λu′′(s) u′(s)


,

temos
det(dΦ(s, 0)) = t(s)2 = 1

Consequentemente, para cada s ∈ [t1, t2], existem números reais positivos s e s

tais que Φ|(s−s, s+s)×(−s, s)
é um difeomorsmo. Como



s∈[t1, t2]
(s− s, s+ s)× (−s, s)
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é uma cobertura aberta para o compacto [t1, t2], então esta cobertura possui um
número de Lebesgue. Seja  o número de Lebesgue da cobertura acima. Daí é só
tomar V0 = (t1 − t1 , t2 + t2)× (−, ) e Φ|V0 é um difeomorsmo.

Pela Proposição 2.17, Φ é uma mudança de coordenadas que está bem
denida em uma vizinhaça de ([t1, t2]) Como, u′′(s) = −k(s) v′(s) e v′′(s) =

k(s) u′(s), de

u(s, λ), v(s, λ)


= Φ(s, λ), temos

du =

u′(s)− λv′′(s)


ds− v′(s) dλ = u′(s)


1− λk(s)


ds− v′(s) dλ

e
dv =


v′(s) + λu′′(s)


ds+ u′(s) dλ = v′(s)


1− λ k(s)


ds+ u′(s) dλ

Por uma questão de simplicação, escreveremos de agora em diante a

Φ(s, 0)


=

a0, b

Φ(s, 0)


= b0, au


Φ(s, 0)


= au, av


Φ(s, 0)


= av, bu


Φ(s, 0)


= bu e

bv

Φ(s, 0)


= bv

Aplicando a mudança de coordenadas φ à equação (2-4), obtemos

−F dλ3 − 3 (1− k λ)Gdλ2 ds+ 3 (1− k λ)2F dλ ds2 + (1− k λ)3Gds3 = 0 (2-15)

onde

F (Φ(s, λ)) = a(Φ(s, λ)) u′(u′)2 − 3 (v′)2

+ b(Φ(s, λ)) v′


(v′)2 − 3 (u′)2


,

G(Φ(s, λ)) = a(Φ(s, λ)) v′

3 (u′)2 − (v′)2


+ b(Φ(s, λ)) u′(u′)2 − 3 (v′)2




Lema 2.18. Para todo s ∈ [t1, t2], tem-se F ((s)) ̸= 0

Demonstração. Como (s) é uma curva integral de (2-4), temos

−a((s)) v′(s)3 − 3 b((s)) u′(s) v′(s)2 + 3 a((s)) u′(s)2 v′(s) + b((s)) u′(s)3 = 0,

i.e, G((s)) = 0, para todo s ∈ [t1, t2]

Agora, como  é uma órbita regular (não há singularidade em ), segue:

F ((s))2 = F ((s))2 +G((s))2 =

(u′)2 + (v′)2

3
(a20 + b20) ̸= 0

Logo, F ((s)) ̸= 0 para todo s ∈ [t1, t2]

O Lema acima nos diz que F ((s)) não depende das derivadas u′ e v′ Além
disto ele garante que o denominador na expressão da derivada primeira da aplicação
de Poincaré na Proposição 2.19 é sempre não nulo.

Sendo  uma curva regular existe 1 > 0 tal que, se
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
1 = (t1) + λn(t1) : λ ∈ (−1, 1),

toda órbita de (2-4) da mesma folheação que  que intersete


1 também interseta r2
Seja


2 o conjunto de todos os pontos de r2 formados pela primeira intersecção de

uma folha da mesma folheação de  como descrito acima. Podemos, então, denir
uma orientação local das órbitas desta folheação e consequentemente denir uma
aplicação π :


1 → 

2 que associa a cada ponto p ∈ 
1 o primeiro ponto

π(p) ∈ 
2 de intersecção da folha orientada positivamente contendo p com


2 

Dado p = (t1) + λ0 n(t1) ∈ 
1 seja p a folha, da mesma folheação de , que o

Figura 2.25: Aplicação de Poincaré.

contém. Dado s ∈ [t1, t2] existe λ(s, λ0) real tal que p(s) = (s) + λ(s, λ0)n(s)

Sendo λ = λ(s, λ0), da equação (2-15), temos

−F


d
ds
λ
3 − 3 (1− k λ)G


d
ds
λ
2

+ 3 (1− k λ)2 F d
ds
λ+ (1− k λ)3G = 0 (2-16)

Se  : [t1, t2] → R2 for uma órbita regular de w tal que (t2) = (t1) diremos que 

é uma órbita fechada de w (ou órbita periódica ou compacta de w).

Teorema 2.19. Seja  : [t1, t2] → R2 um arco de trajetória regular de w = 0 A
derivada da aplicação π : Σ1 → Σ2 de Poincaré de , em p = (t1), é

π′(0) =
F ((t1))

F ((t2))
exp


1

3

 t2

t1

⟨X((s))′(s)T , ′(s)T ⟩
F ((s))

ds



onde

X =


div(a, −b) div(b, −a)

div(b, −a) div(a, −b)




Demonstração. De (2-16), temos

d

dλ0


−F


d
ds
λ
3 − 3 (1− k λ)G


d
ds
λ
2

+ 3 (1− k λ)2 F d
ds
λ+ (1− k λ)3G


= 0

Como λ(s, 0) = 0, ∀s ∈ [t1, t2], temos que d
ds
λ(s, λ0)


λ0=0

= 0, ∀s ∈ [t1, t2] Daí

3F ((s))
d

ds


d

dλ0

λ (s,λ0)

 
λ0=0

+


Gv((s))

dx

ds
−Gu((s))

dy

ds


d

dλ0

λ(s,λ0)

λ0=0

= 0,
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onde Gu = ∂G
∂u

e Gv =
∂G
∂v
 Resolvendo a equação acima obtemos

π′(0) = exp


−1

3

 t2

t1

Gv((s))
dx
ds

−Gu((s))
dy
ds

F ((s))
ds




Como

−1
3

Gv((s))
dx
ds

−Gu((s))
dy
ds

F ((s))
= 1

3


−[Gv((s))

dx
ds

−Gu((s))
dy
ds ]+

d
ds

F ((s))

F ((s))
−

d
ds

F ((s))

F ((s))



= 1
3


(au−bv)


( dx

ds )
2−( dy

ds )
2

−2 (av+bu)

dx
ds

dy
ds

F ((s))
−

d
ds

F ((s))

F ((s))



= 1
3


⟨X((s))′(s)T , ′(s)T ⟩

F ((s))
−

d
ds

F ((s))

F ((s))



e

−
 t2

t1

d
ds
F ((s))

F ((s))
ds = ln(F ((t1)))− ln(F ((t2))) = ln

F ((t1))

F ((t2))
,

segue o resultado.

Corolário 2.20. Se  : [0, l] → R2 for uma solução periódica regular, então

π′(0) = exp


1

3

 l

0

⟨X((s))′(s)T , ′(s)T ⟩
F0(s)

ds




Denição 2.21. Um órbita regular periódica de w = 0 é dita hiperbólica se
π′(0) ̸= 1 Caso contrário, ela é chamada de não hiperbólica.

Vamos apresentar alguns exemplos começando por casos em que w =

w1w2w3 onde wi = bi dx − ai dy é uma 1−forma X1 = (a1, b1) é um campo C∞

que possui pelo menos uma solução periódica regular, X2 = Rπ
3
X1 e X3 = Rπ

3
X2

são os campos associados a w2 e w3, respectivamente.

Exemplo 2.22. Se X1(u, v) = (−v, u), então w1 = u du + v dv, w2 = (−
√
3 v +

u) du+ (
√
3u+ v) dv e w3 = (−

√
3 v− u) du+ (

√
3u− v) dv Um esboço das curvas

integrais de w = w1w2w3 = 0 próximo da origem, é apresentado na Figura 2.26.
Todo círculo r(t) = (r cos(t), r sen(t)) é uma órbita de w = 0 e a derivada da
aplicação de primeiro retorno de r é

π′
r(0) = exp


1

3

 2π

0

⟨X((s))′(s)T , ′(s)T ⟩
F0(s)

ds


= 1,

qualquer que seja r > 0 como era de esperar.

Exemplo 2.23. Sabemos que o campo

X(u, v) = (−v + u(1− u2 − v2), u+ v(1− u2 − v2))
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Figura 2.26: Soluções da equação diferencial do Exemplo
2.22.

possui uma órbita periódica hiperbólica. Pondo X1 = X, temos:
w1 = (u+ v − u2 v − v3) du+ (−u+ v + u3 + u v2) dv

w2 = ((1 +
√
3)u+ (1−

√
3)v −

√
3u3 −

√
3u v2 − u2 v − v3) du+

((
√
3− 1)u+ (1 +

√
3)v −

√
3u2 v −

√
3 v3 + u3 + u v2) dv

w3 = ((

(3)− 1)u− (


(3) + 1)v −

√
3u3 + u2v −

√
3uv2 + v3)du+ ((1 +

√
3)u+

(
√
3− 1)v − u3 −

√
3u2v − uv2 −

√
3v3)dv

A equação diferencial w = w1w2w3 = 0 possui duas órbitas fechadas hiperbólicas
1(t) = (cos(t), sen(t)) e 2(t) = (


1 +

√
3 cos(t),


1 +

√
3 sen(t)) Temos

π′
1
(p) = exp


1

3

 2π

0

⟨X(1(s))1
′(s)T , 1

′(s)T ⟩
F0(s)

ds


= exp(−4π)

e

π′
2
(p) = exp


1

3

 2π

0

⟨X(2(s))2
′(s)T , 2

′(s)T ⟩
F0(s)

ds


= exp(−π)

Figura 2.27: Soluções da equação w = 0 do Exemplo 2.23.

Exemplo 2.24. Sejam:
a(u, v) = 4 u3 + 12 u2 v − 12 u v2 − 4 v3 − 36 u4 v − 24 u2 v3 + 12 v5 − 12 u7 + 36 u6 v+

+12 u5 v2 + 60 u4 v3 + 60 u3 v4 + 12 u2 v5 + 36 u v6 − 12 v7,

b(u, v) = u3 − 3u2 v − 3 u v2 + v3 − 3u5 + 6u3 v2 + 9u v4 + 3u7 + 9u6 v − 3 u5 v2+

+15 u4 v3 − 15 u3 v4 + 3u2 v5 − 9u v6 − 3 v7
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A equação diferencial

w = 3 adv du2 − adv 3 + bdu3 − 3 bdv 2du = 0

possui uma órbita fechada hiperbólica (t) =


4√54
3

cos(t),
4√54
3

sen(t)

e w não pode

ser fatorada como produto de três 1−formas de classe C∞ Um esboço das curvas
integrais de w = 0 próximo a origem, é apresentado na Figura 2.28. Temos

Figura 2.28: Iustração do Exemplo 2.24.

π′
(p) = exp


1

3

 2π

0

⟨X((s))′(s)T , ′(s)T ⟩
F0(s)

ds


= exp


− 32π

√
3

2
√
3− 3




2.5 Singularidades no innito

Nesta seção realizaremos um estudo global das folheações de w para

a(u, v) = Au+ B v +
n

k=2

ak(u, v) e b(u, v) = v +
m

k=2

bk(u, v), (2-17)

com n, m, k ∈ N e, ak e bk são polinômios homogêneos de grau k

Para este estudo associaremos w à forma diferencial φ∗(w) denida em S2

que descrevemos a seguir.
Sejam S2

+ = (x, y, z) ∈ S2; z > 0 e S2
− = (x, y, z) ∈ S2; z < 0 e

consideremos φ+ : R2 → S2
+ e φ− : R2 → S2

− denidas por

φ+(u, v) =


u

ρ(u, v)
,

v

ρ(u, v)
,

1

ρ(u, v)


,

φ−(u, v) =


− u

ρ(u, v)
, − v

ρ(u, v)
, − 1

ρ(u, v)


,
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onde ρ(u, v) =
√
u2 + v2 + 1 Temos

dφ+(u, v) = −dφ−(u, v) =




ρ(u, v)−u ρu(u, v)
ρ(u, v)2

−u ρv(u, v)
ρ(u, v)2

−v ρu(u, v)
ρ(u, v)2

ρ(u, v)−v ρv(u, v)
ρ(u, v)2

−ρu(u, v)
ρ(u, v)2

−ρv(u, v)
ρ(u, v)2


 

Como


ρ(u, v)−u ρu(u, v)
ρ(u, v)2

−u ρv(u, v)
ρ(u, v)2

−v ρu(u, v)
ρ(u, v)2

ρ(u, v)−v ρv(u, v)
ρ(u, v)2

 =
1

(u2 + v2 + 1)2
̸= 0, ∀(u, v) ∈ R2,

as aplicações φ+ e φ− são difeomorsmos, de modo que podemos denir, em S2
+ e

S2
−, respectivamente, as formas diferenciáveis φ∗

+(w) e φ∗
−(w) que para cada p ∈ S2

±
e cada −→v ∈ TpS2

± associa o número real φ∗
±(w)(p)

−→v = w

φ−1
± (p)


dφ−1

±

p
−→v  Agora,

seja φ∗(w) a forma diferencial denida em S2
+  S2

− cujas folheações é a reunião das
folheações de φ∗

+(w) com as de φ∗
−(w) Denotaremos por f1, f2 e f3 as folheações de

φ∗
±(w)

Proposição 2.25. Seja S1 = (x, y, z) ∈ S2; z = 0 A forma diferencial φ∗(w)

denida acima em S2−S1 pode ser estendida analiticamente à uma forma diferencial
 denida em toda a esfera S2 e o equador S1 é invariante pelas folheações f1, f2 e
f3 de 

Demonstração. A esfera S2 é totalmente coberta pelo atlas A =

(i, Ui), (ψi, Vi), i = 1, 2, 3 onde Ui = (x1, x2, x3) ∈ S2; xi > 0
e Vi = (x1, x2, x3) ∈ S2; xi < 0 Dena, σi : Ui  Vi → R2 por
σi(x1, x2, x3) =


xj

xi
, xk

xi


, j < k, i ̸= j, i ̸= k, i = 1, 2, 3

Dado p =


u
ρ
, v

ρ
, 1

ρ


= σ−1

1 (x, y) ∈ U1  V1, temos (x, y) =

v
u
, 1

u


e daí,

u = 1
y
e v = x

y
o que implica em du = − 1

y2
dy e dv = 1

y
dx − x

y2
dy Dessa forma, se

w1(p)[dx; dy] = φ∗(w)(p)[dx; dy], na carta σ1 : U1  V1 → R2, temos

w1(p)[dx; dy] =
1
y6


(x3 − 3x)a


1
y
, x
y


+ 3(x2 − 1)b


1
y
, x
y


dy3

+ 3
y5


(1− x2) a


1
y
, x
y


− 2 x b


1
y
, x
y


dy2dx

+ 3
y4


x a


1
y
, x
y


+ b


1
y
, x
y


dy dx2 − 1

y3
a

1
y
, x
y


dx3

= 1
y6


(x3 − 3x)a


1
y
, x
y


+ 3(x2 − 1)b


1
y
, x
y


dy3

+3 y

(1− x2) a


1
y
, x
y


− 2 x b


1
y
, x
y


dy2dx

+3 y2

x a


1
y
, x
y


+ b


1
y
, x
y


dy dx2 − y3 a


1
y
, x
y


dx3



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Para p = σ−1
2 (x, y) ∈ U2  V2, temos (x, y) =


u
v
, 1

v


e daí, u = x

y
e v = 1

y
o que

implica em du = 1
y
dx− x

y2
dy e dv = − 1

y2
dy Neste caso, temos

w2(p)[dx; dy] =
1
y6


(1− 3x2) a


x
y
, 1

y


+ (3x− x3) b


x
y
, 1

y


dy3

+ 3
y5


2 x a


x
y
, 1

y


+ (x2 − 1) b


x
y
, 1

y


dy2dx

− 3
y4


a

x
y
, 1

y


+ x b


x
y
, 1

y


dy dx2 − 1

y3
b

x
y
, 1

y


dx3

= 1
y6


(1− 3x2) a


x
y
, 1

y


+ (3x− x3) b


x
y
, 1

y


dy3

+3 y

2 x a


x
y
, 1

y


+ (x2 − 1) b


x
y
, 1

y


dy2dx

−3y2

a

x
y
, 1

y


+ x b


x
y
, 1

y


dy dx2 − y3b


x
y
, 1

y


dx3




Por m, se p = σ−1
3 (x, y) ∈ U3  V3 temos (x, y) = (u, v) e daí,

w3(p)[dx; dy] = φ∗(w)(p)[dx; dy] = w(u, v)[du; dv]

Temos:

a

1
y
, x

y


= Ay−1 + Bxy−1 +

n

k=2

y−k ak(1, x);

b

1
y
, x

y


= xy−1 +

m

k=2

y−k bk(1, x);

a

x
y
, 1

y


= Axy−1 + By−1 +

n

k=2

y−kak(x, 1);

b

x
y
, 1

y


= y−1 +

m

k=2

y−kbk(x, 1)

Seja r = maxm, n Escrevendo a1(u, v) = Au+ Bv e b1(u, v) = v, temos:

a

1
y
, x

y


=

n

k=1

y−k ak(1, x) =
1

yr
P1(x, y);

b

1
y
, x

y


=

n

k=1

y−k bk(1, x) =
1

yr
Q1(x, y);

a

x
y
, 1

y


=


k=1

y−kak(x, 1) =
1

yr
P2(x, y);

b

x
y
, 1

y


=


k=1

y−kbk(x, 1) =
1

yr
Q2(x, y),
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onde

P1(x, y) =
n

k=1

yr−k ak(1, x), Q1(x, y) =
n

k=1

yr−k bk(1, x),

P2(x, y) =
n

k=1

yr−k ak(x, 1), Q2(x, y) =
n

k=1

yr−k bk(x, 1)

Daí,

w1(p)[dx; dy] =
1

yr+6


[(x3 − 3 x)P1(x, y) + (3 x2 − 1)Q1(x, y)] dy

3

−3 y [(x2 − 1)P1(x, y) + 2 xQ1(x, y)] dx dy
2

+3 y2[xP1(x, y) +Q1(x, y)] dx
2 dy − y3 P1(x, y) dx

3


e
w2(p)[dx; dy] =

1
yr+6


(1− 3 x2)P2(x, y) + (3 x− x3)Q2(x, y)


dy3

+3 y

2 xP2(x, y) + (x2 − 1)Q2(x, y)


dx dy2

−3 y2

P2(x, y) + xQ2(x, y)


dx2 dy − y3 Q2(x, y) dx

3

Seja R2
0 = (x, y) ∈ R2; y = 0 Note que S1 = σ−1

1


R2

0


 σ−1

2


R2

0


e que

w1 e w2 estão bém denidas em R2 \R2
0 Note ainda que podemos estender w1 e w2

a todo R2 multiplicando as mesmas por yr+6 e obtendo as formas

1 = A3 dy
3 + 3 y A2 dx dy

2 + 3 y2 A1 dx
2 dy + y3 A0 dx

3

e
2 = B3 dy

3 + 3 y B2 dx dy
2 + 3 y2 B1 dx

2 dy + y3 B0 dx
3

onde
A3(x, y) = (x3 − 3 x)P1(x, y) + (3 x2 − 1)Q1(x, y);

A2(x, y) = (1− x2)P1(x, y)− 2 xQ1(x, y);

A1(x, y) = xP1(x, y) +Q1(x, y);

A0(x, y) = −P1(x, y);

B3(x, y) = (1− 3 x2)P2(x, 1) + (3 x− x3)Q2(x, 1);

B2(x, y) = 2 xP2(x, y) + (x2 − 1)Q2(x, y);

B1(x, y) = −

P2(x, y) + xQ2(x, y)


;

B0(x, y) = −Q2(x, y)

Agora, observe que (σ−1
1 )∗(1), (σ

−1
2 )∗(2) e (σ−1

3 )∗(w3) induzem em S2 uma forma
diferencial  globalmente denida em S2 Como Aj, Bj, j = 0, 1, 2, 3, são polinô-
mios,  é analítica. De

1(x, 0)[dx; dy] = A3(x, 0) dy
3 e 2(x, 0)[dx; dy] = B3(x, 0) dy

3,

temos 1(x, 0)[dx; 0] = 2(x, 0)[dx; 0] = 0, para todo x de modo que S1 é invariante
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pelas três folheações de 

Denição 2.26. Chamaremos de compaticação de w, que denotaremos por π(w),

à restrição de  ao disco S2
+

Note que, considerando-se a notação da Proposição 2.25, um ponto p =

σ−1
i (xp, 0) ∈ S1, i = 1 ou i = 2 é uma singularidade de  se, e só se, A3(xp, 0) = 0

ou B3(xp, 0) = 0

Usaremos a notação apresentada na Proposição 2.25 em todas as denições
e resultados que seguem.

Denição 2.27. A toda singularidade de  pertencente a S1 chamaremos de
singularidade de w no innito (ou singularidade innita de w).

Lembrando que S1 = σ−1
1


R2

0


 σ−1

2


R2

0


vemos que para estudar as

singularidades de w no innito (equivalente às de  em S1) podemos usar as
mudanças de coordenadas:

(M1) u = 1
y
, v = x

y
, du = − 1

y2
dy e dv = 1

y
dx− x

y2
dy;

(M2) u = x
y
, v = 1

y
, du = 1

y
dx− x

y2
dy e dv = − 1

y2
dy

Lema 2.28. Os polinômios Aj, Bj, j = 0, 1, 2, 3 da Proposição 2.25 satisfazem a
seguinte relação:

A0 =
A2(3 x

2 − 1) + 2 xA3

(x2 + 1)2
, A1 = −2 xA2 + A3

x2 + 1
,

B0 = −B2(3 x
2 − 1) + 2 xB3

(x2 + 1)2
, B1 = −2 xB2 + B3

x2 + 1


Demonstração. De P1(x, y) = −A0(x, y) e Q2(x, y) = −B0(x, y) obtemos que

Q1(x, y) = xA0(x, y) + A1(x, y) e P2(x, y) = xB0(x, y)− B1(x, y)

Daí, tem-se:

A2(x, y) = −(x2 + 1)A0(x, y)− 2 xA1(x, y),

A3(x, y) = 2 x (x2 + 1)A0(x, y) + (3 x2 − 1)A1(x, y),

B2(x, y) = (x2 + 1)B0(x, y)− 2 xB1(x, y),

B3(x, y) = −2 x (x2 + 1)B0(x, y) + (3 x2 − 1)B1(x, y)

Das equações acima obtemos o resultado.
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2.5.1 Caso m = n

No caso m = n, em (2-17), temos:

P1(x, y) = an(1, x) + y an−1(1, x) +   + yn−1a1(1, x),

Q1(x, y) = bn(1, x) + y bn−1(1, x) +   + yn−1b1(1, x),

P2(x, y) = an(x, 1) + y an−1(x, 1) +   + yn−1a1(x, 1),

Q2(x, y) = bn(x, 1) + y bn−1(x, 1) +   + yn−1b1(x, 1)

Lema 2.29. Seja x0 ∈ R tal que


x0√
x2
0+1

, 0, 1√
x2
0+1


∈ σ−1

1 (R0) com A3(x0, 0) = 0

e A2(x0, 0) ̸= 0 Em uma vizinhança de (x0, 0) a equação diferencial

1 = A3 dy
3 + 3 y A2 dx dy

2 + 3 y2 A1 dx
2 dy + y3 A0 dx

3 = 0

pode ser escrita na forma


A3(x, y) dy + y f(x, y) dx


dy2 + y g(x, y) dx dy + y2 h(x, y) dx2


= 0,

onde f, g e h são funções de classe C∞ e f(x0, 0) = 3A2(x0, 0)

Demonstração. Temos:

1 =

A3(x, y) dy + y f(x, y) dx


dy2 + y g(x, y) dx dy + y2 h(x, y) dx2


,

se, e somente se:

3A2(x, y) = f(x, y) + A3(x, y) g(x, y),

3A1(x, y) = f(x, y) g(x, y) + A3(x, y)h(x, y),

A0(x, y) = f(x, y)h(x, y)

(2-18)

Seja Ψ : R2 × R3 → R3 denida por

Ψ

(x, y), (r, s, t)


=

sA3(x, y)+r−3A2(x, y), t A3(x, y)+r s−3A1(x, y), r t−A0(x, y)




Sejam, r0 = 3A2(x0, 0), s0 = − 2x0

x2
0+1

e t0 =
1
3

3x2
0−1

(x2
0+1)2

 Como A3(x0, 0) = 0, utilizando
o Lema 2.28, temos:

s0 A3(x0, 0) + r0 − 3A2(x0, 0) = 0,

t0 A3(x0, 0) + r0 s0 − 3A1(x0, 0) = 3A2(x0, 0)

− 2x0

x2
0+1


− 3A1(x0, 0) = 0,

r0 t0 − A0(x0, 0) = 3A2(x0, 0)
3x1

0−1

3(x2
0+1)2

− A0(x0, 0) = 0



2.5 Singularidades no innito 67

Ou seja,
Ψ

(x0, 0), (r0, s0, t0)


=

0, 0, 0




Como,

D2Ψ

(x0, 0), (r0, s0, t0)


=




1 0 0

s0 r0 0

t0 0 r0


 ,

temos det

Ψ

(x0, 0), (r0, s0, t0)


= r20 = 9A2(x0, 0)

2 ̸= 0 Daí, do Teorema da
Função Implícita, existem uma vizinhança V de (x0, 0) em R2 e funções f, g, h

denidas em V satisfazendo (2-18).

Lema 2.30. Se no lema anterior considerarmos


x0√
x2
0+1

, 0, 1√
x2
0+1


∈ σ−1

2 (R0)

com B3(x0, 0) = 0 e B2(x0, 0) ̸= 0, temos que, em uma vizinhança de (x0, 0),

2(x, y) =

B3(x, y) dy + y f(x, y) dx


dy2 + y g(x, y) dx dy + y2 h(x, y) dx2


= 0,

onde f, g e h são funções de classe C∞, com f(x0, 0) = 3B2(x0, 0)

Demonstração. A prova é mutatis mutandis à do Lema 2.29.

Teorema 2.31. Suponhamos m = n e consideremos (x0, 0) uma singularidade de

w no innito. Se


x0√
x2
0+1

, 0, 1√
x2
0+1


∈ σ−1

1 (R0), A2(x0, 0) ̸= 0 e ∂A3

∂x
(x0, 0) ̸= 0,

(respectivamente


x0√
x2
0+1

, 0, 1√
x2
0+1


∈ σ−1

2 (R0) e, B2(x0, 0) ̸= 0 e ∂B3

∂x
(x0, 0) ̸= 0),

então:

(i) se ∂A3

∂x
(x0, 0)A2(x0, 0) < 0 (respectivamente ∂B3

∂x
(x0, 0)B2(x0, 0) < 0) então

(x0, 0) é um nó-regular1 em (U1  V1)  (S2
+  S1) (respectivamente em

(U2  V2)  (S2
+  S1)), conforme Figura 2.29(a).

(ii) se ∂A3

∂x
(x0, 0)A2(x0, 0) > 0 (respectivamente ∂B3

∂x
(x0, 0)B2(x0, 0) > 0) então

(x0, 0) é uma sela-regular2 em (U1  V1)  (S2
+  S1) (respectivamente em

(U2  V2)  (S2
+  S1)), conforme Figura 2.29(b).

Demonstração. Do Lema 2.29, as folheações de w próximo a (x0, 0) é a união da
folheação de

w1 = A3(x, y) dy + y f(x, y) dx

1Uma das folheações é topologicamente equivalente a um nó e as outras folheações são curvas
regulares

2Uma das folheações é topologicamente equivalente a uma sela e as outras folheações são curvas
regulares
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(a) Nó regular. (b) Sela regular.

Figura 2.29: Conguração genérica de w próximo a uma
singularidade innita.

com as duas de
w2 = dy2 + y g(x, y) dx dy + y2 h(x, y) dx2

O ponto (x0, 0) é uma singularidade de w1 e sua classicação é dada pelo sinal do
determinante:


∂A3

∂x
(x0, 0)

∂A3

∂y
(x0, 0)

0 −f(x0, 0)

 = −f(x0, 0)
∂A3

∂x
(x0, 0) = −3

∂A3

∂x
(x0, 0)A2(x0, 0)

Será um nó se ∂A3

∂x
(x0, 0)A2(x0, 0) < 0 e sela se ∂A3

∂x
(x0, 0)A2(x0, 0) > 0

Com relação as folheações de w2, dado y ∈ R sucientemente próximo de
zero, w2(x0, y)[dx; dy] = 0 se, e somente se,

dy

dx
= −3A1(x0, y)−


∆(y)

6A2(x0, y)
y ou

dy

dx
= −3A1(x0, y) +


∆(y)

6A2(x0, y)
y,

onde ∆(y) = g(x0, y)
2 − 4h(x0, y) Pelo Lema 2.28, temos:

∆(0) = s20 − 4 t0 =
4

3 (x2
0 + 1)2

> 0

Daí, para uma vizinhança sucientemente pequena de (x0, 0), temos ∆(y) > 0 e
portanto, no ponto (x0, y) as folheações de w2 possuem duas direções distintas e
próximas da linha horizontal.

Consequentemente, um esboço das soluções é o da Figura 2.29 conforme o
sinal de ∂A3

∂x
(x0, 0)A2(x0, 0)

Corolário 2.32. Se em (2-17), os polinômios a e b forem de grau um, então, a
conguração genérica global de w é uma entre as da Figura 2.30.
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Figura 2.30: Conguração genérica global de w = 0 para o
caso em que a e b são polinômios de grau um.

Demonstração. No caso em que a e b, possuem grau um, temos:

A3(x, y) = x[(x2 − 3)(A+ B x) + 3 x2 − 1] = φ(x),

onde φ é a aplicação da Seção 2.2.2. Ou seja, a cada (0, 0, p0) do campo de Lie-Cartan,
temos em correspondência uma singularidade (p0, 0) no innito e vice-versa. Vimos,
na Secao 2.2.2, que uma singularidade (0, 0, p) do campo de Lie-Cartan é uma sela
se Λ(p) < 0 e nó se Λ(p) > 0, onde

Λ(p) = −φ′(p) (φ′(p) + Lv(0, 0, p)) =
1

3

∂A3

∂x
(p, 0)A2(p, 0)

Logo, 
∂A3

∂x
(p0, 0)

∂A3

∂y
(p0, 0)

0 −f(p0, 0)

 = −Λ(p0)

Desse modo, se (0, 0, p0) é uma sela para LC, no innito, (p0, 0) é um nó regular e,
se (0, 0, p0) é um nó para LC, no innito, (p0, 0) é uma sela regular. Com isso, do
Teorema 2.31 e do Teoremas 2.12 segue o resultado.

2.6 Estabilidade Estrutural

Consideremos a família de formas diferenciais

wt = Im

ei t (a+ i b) (du+ i dv)3


,

onde a e b são funções de classe C∞ Note que

wt = w +

a du3 − 3 b du2 dv − 3 a du dv2 + b dv3


t+t,
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onde w é a forma diferencial de (2-4), t = r1 du
3 − 3 r2 du

2 dv− 3 r1 du dv
2 + r2 dv

3

e:

r1 =

 ∞

n=2

(−1)n+1

(2n− 1)!
t2n−1


a−

 ∞

n=1

(−1)n+1

(2n)!
t2n


b,

r2 =

 ∞

n=1

(−1)n+1

(2n)!
t2n


a+

 ∞

n=2

(−1)n+1

(2n− 1)!
t2n−1


b

Assim, para  sucientemente próximo de zero, se

w = c0 du
3 + c1 du

2 dv + c2 du dv
2 + c3 dv

3,

e

w+

a du3−3 b du2 dv−3 a du dv2+ b dv3


 = d0 du

3+d1 du
2 dv+d2 du dv

2+d3 dv
3,

então, cj está C1 próxima de dj, para j = 0, 1, 2, 3

Denição 2.33. Dada w como em (2-4) chamaremos de bissetriz de w à forma:

w∗ = a du3 − 3 b du2 dv − 3 a du dv2 + b dv3 (2-19)

Se

Rθ =


cos(θ) sen(θ)
−sen(θ) cos(θ)


,

então,
w∗(u, v, Rπ

6
[du : dv]) = w

Ou seja, em cada ponto regular as folheações de w∗ = 0 e w = 0 se intersectam
formando ângulo de π

6
rad. Veja que w∗ e w possuem as mesmas singularidades.

Lema 2.34. Seja  : [0, l] → R2 uma solução regular de w = 0 parametrizada pelo
comprimento de arco s Sejam Σ1 = (0) + λn(0); λ ∈ (−1, 1) ≡ (−1, 1) e
Σ2 ≡ (−2, 2), seções transversais a  em (0) e (l) respectivamente, de forma
que a aplicação de primeiro retorno π : Σ1 → Σ2 de w esteja bem denida, e
consideremos

w = w + w∗ (2-20)

Existe 0 > 0 tal que Σ1 e Σ2 são seções transversais de w para todo  ∈ (−0, 0)

Diminuindo 1 se necessário, a aplicação de Poincaré π : Σ1 → Σ2 de w está
bem denida para todo  ∈ (−0, 0) Desse modo podemos denir a aplicação
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Figura 2.31: Folheações de w = 0 e w∗ = 0 próximo a um
ponto regular.

Π : Σ1 × (−0, 0) → Σ2 dada por Π(λ0, ) = π(λ0) Então,

∂Π

∂
(0, 0) < 0

Demonstração. Aplicando a mudança de coordenadas Φ de (2-14) em (2-20), obte-
mos:

−A3 dλ
3 − 3A2 dλ

2 ds+ 3A1 dλ ds
2 + A0 ds

3 = 0, (2-21)

onde
A3 = F − G, A2 = (1− k λ)(G+ F ),

A1 = (1− k λ)2(F − G), A0 = (1− k λ)3(G+ F )

e as funções F e G são as mesmas de (2-15), sendo que, agora, λ = λ(s, λ0, ) De
(2-21), temos

d

d


−A3


d

ds
λ

3

− 3A2


d

ds
λ

2

+ 3A1
d

ds
λ+ A0


= 0

Avaliando a equação acima em λ0 = 0 e  = 0, obtemos

3F ((s))
d

ds


dλ

d


−3 k(s)G((s))

dλ

d
+

Gv((s)) x

′−Gu((s)) y
′ dλ

d
+F ((s)) = 0

Como, G((s)) = 0 e F ((s)) ̸= 0, para todo s ∈ [0, l], temos

d

ds


dλ

d


+

Gv((s)) x
′ −Gu((s)) y

′

3F ((s))

dλ

d
= −1

3


Seja z : [0, l] → R dada por z(s) = dλ
d
(s, 0, 0) Como λ(0, 0, ) = 0
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qualquer que seja , temos z(0) = 0 Consideremos, então o problema de valor
inicial: 

z′ = −Gv((s))x′−Gu((s)) y′

3F ((s))
z − 1

3

z(0) = 0


Como Π(0, ) = λ(l, 0, ), resolvendo o problema acima, obtemos:

∂Π

∂
(0, 0) = −1

3

 l

0

exp


−1

3

 s

0

R(t)

F ((t))
dt


ds


exp


−1

3

 l

0

R(s)

F ((s))
ds


< 0,

onde, R(t) = Gv((t)) x
′ −Gu((t)) y

′, t ∈ [0, l]

Proposição 2.35. Sejam w = 0 como em (2-4), com a e b suaves, e  uma solução
periódica regular isolada. Existe uma vizinhança V de  e um número  > tais que,
para todo  ∈ (−, ) a forma diferencial cúbica w = w + w∗, possui um número
nito de órbitas periódicas em V Além disto, o conjunto dos números  para os
quais w possui alguma solução periódica não hiperbólica tem medida nula.

A Proposição 2.35 é um resultado análogo ao Lema 2.6 de [7] só que para
binárias cúbicas. A prova dessa proposição é a mesma do referido lema de [7].



CAPÍTULO 3
Linhas de Laguerre

Por volta do ano 1800 surge o interesse em compreender quando uma curva é
super osculada pelo seu círculo osculador em todos os seus pontos. Um dos pioneiros
desse estudo foi Jule de La Gournierie (1814 – 1883) e outro Edmond Nicolas
Laguerre (1834 – 1886). O segundo conseguiu provar, no ano de 1875 em [29], que
uma curva é super osculada pelo seu círculo osculador em todos os pontos se, e
somente se, satiszer a equação diferencial apresentada na Proposição 3.2. Isso fez
com que essas curvas fossem batizadas de linhas de Laguerre.

Nas três primeiras seções deste capítulo apresentamos as denições e resul-
tados fundamentais para os estudos nas seções e capítulos posteriores. Na quarta
seção apresentamos um estudo de singularidades da equação diferencial (3-2).

3.1 Denições e resultados importantes

Denição 3.1. Sejam M uma superfície de classe C6 no espaço Euclideano R3, p ∈
M, v ∈ TpM e π o plano normal a M que contem v Seja c a curva formada pela
intersecção de π com M Caso c seja super osculada pelo seu círculo osculador em
p dizemos que v é uma direção de Laguerre. Dizemos que uma curva  : I → M é
uma linha de Laguerre se  ′(s) for uma direção de Laguerre qualquer que seja s ∈ I

Figura 3.1: Ilustração da Denição 3.1.
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Proposição 3.2. (Laguerre, [29]) Uma curva  : I → M parametrizada por
comprimento de arco é de Laguerre se, e somente se, satisfaz à equação

k′
n(s)− 2 kg(s) τg(s) = 0, (3-1)

onde kn(s) é a curvatura normal no ponto p = (s) e na direção v =  ′(s), kg(s)

e τg(s) são, respectivamente, a curvatura geodésica e a torção geodésica de  em
p = (s) e k′

n = d kn
ds

Proposição 3.3. (Teorema de Laguerre, [41] - p. 193) Para qualquer curva  em M

parametrizada por comprimento de arco, com o mesmo vetor tangente  ′(0) ∈ TpM,

k′
n(s)− 2 kg(s) τg(s)

tem o mesmo valor em s = 0

Proposição 3.4. (G. G. Arsan e A. Özdeğer, [5]) Numa carta local (u, v) a equação
diferencial das linhas de Laguerre pode ser escrita na forma

A0 du
3 + 3A1 du

2 dv + 3A2 du dv
2 + A3 dv

3 = 0, (3-2)

onde
A0 = eu − 2 (f Γ2

11 + eΓ1
11),

A1 = ev − 2 (f Γ2
12 + eΓ1

12),

A2 = gu − 2 (f Γ1
12 + g Γ2

12),

A3 = gv − 2 (f Γ1
22 + g Γ2

22),

sendo e, f, g os coecientes da segunda forma fundamental e Γk
ij são os símbolos de

Christoel.

Demonstração. Consideremos uma curva de Laguerre c : (−, ) → M, parametri-
zada pelo comprimento de arco s, com c(0) = p e c′(0) ∈ TpM Numa carta local
(u, v) a torção geodésica é dada por:

τg =
(Fg −Gf) dv2 + (Eg −Ge) du dv + (Ef − Fe) du2

√
EG− F 2

e curvatura geodésica é
kg =


Γ2
11 du

3 + du v′′ − u′′ dv + (2Γ2
12 − Γ1

11) du
2 dv + (Γ2

22 − 2Γ1
12) dv

2 du −
Γ1
22 dv

3
√

E G− F 2,

visto que,
E du2 +Gdv2 + 2F du dv = 1
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Do triedro de Darboux, a curvatura normal no ponto c(s) e na direção c′(s) é

kn(s) = ⟨T ′(s), N(s)⟩ = ⟨c′′(s), N(s)⟩

Desse modo,
k′
n = ⟨c′′′, N⟩+ ⟨c′′, N ′⟩ (3-3)

Aplicando as equações de Gauss e fazendo

fu = ev − eΓ1
12 + f (Γ1

11 − Γ2
12) + g Γ2

11 e fv = gu + eΓ1
22 − f (Γ1

12 + Γ2
22)− g Γ2

12,

devido as equações de Codazzi–Mainardi, tem-se

⟨c′′′, N⟩=(eΓ1
11 + f Γ2

11 + eu) (u
′)3 + 3 (f Γ1

11 + g Γ2
11 + ev) (u

′)2 v′+

+3 (eΓ1
22 + f Γ2

22 + gu)u
′ (v′)2 + (f Γ1

22 + g Γ2
22 + gv) (v

′)3+

+3 (f u′′ v′ + g v′v′′ + e u′ u′′ + f u′ v′′)

(3-4)

e

⟨c′′, N ′⟩ =−(eΓ1
11 + f Γ2

11) (u
′)3 − [g Γ2

11 + 2 eΓ1
12 + f (Γ1

11 + 2Γ2
12)](u

′)2v′−
[2 g Γ2

12 + eΓ1
22 + f (2Γ1

12 + Γ2
22)]u

′(v′)2 − [f Γ1
22 + g Γ2

22](v
′)3−

(f v′ + e u′)u′′ − (g v′ + f u′)v′′
(3-5)

Lembrando que,
E du2 + 2F du dv +Gdv2 = 1,

e que ⟨c′, c′′⟩ = 0, temos

k′
n = (⟨c′′′, N⟩+ ⟨c′′, N ′⟩)(E du2 + 2F du dv +Gdv2)− 2 ⟨c′, c′′⟩⟨c′′, N⟩ (3-6)

Usando (3-4), (3-5) e (3-6) em (3-3), obtemos o resultado.

Corolário 3.5. (G. G. Arsan and A. Özdeğer, [5]) Em uma carta principal a
equação diferencial das Linhas de Laguerre tem a forma:

E


∂k1
∂u

du3 + 3
∂k1
∂v

du2 dv


+G


3
∂k2
∂u

du dv2 +
∂k2
∂v

dv3


= 0

Demonstração. Em uma carta principal f = F = 0, de modo que k1 =
e
E
e k2 =

g
G

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Além disso,

Γ1
11 =

GEu − 2F Fu + F Ev

2(EG− F 2)
=

Eu

2E
, Γ1

12 =
GEv − F Gu

2(EG− F 2)
=

Ev

2E
,

Γ2
12 =

E Gu − F Ev

2(EG− F 2)
=

Gu

2G
e Γ2

22 =
E Gv − 2F Fv + F Gu

2(EG− F 2)
=

Gv

2G


Dessa forma:
A0 = eu − 2 eΓ1

11 = E ∂k1
∂u

,

A1 = ev − 2 eΓ1
12 = E ∂k1

∂v
,

A2 = gu − 2 g Γ2
12 = G ∂k2

∂u
,

A3 = gv − 2 g Γ2
22 = G ∂k2

∂u


Disto segue o resultado.

Corolário 3.6. Seja M uma superfície parametrizada pelo gráco

u, v, h(u, v)


,

onde h : U ⊂ R2 → R3 é uma função de classe C6 Então, na carta (u, v),

A0 =
huuu(h

2
u + h2

v + 1)− 3huu(hu huu + hv huv)

(h2
u + h2

v + 1)3/2
,

A1 =
huuv(h

2
u + h2

v + 1)− 3hu huu huv − hv huu hvv − 2hv h
2
uv

(h2
u + h2

v + 1)3/2
,

A2 =
huvv(h

2
u + h2

v + 1)− 3hv huv hvv − hu huu hvv − 2hu h
2
uv

(h2
u + h2

v + 1)3/2
,

A3 =
hvvv(h

2
u + h2

v + 1)− 3hvv(hu huv + hv hvv)

(h2
u + h2

v + 1)3/2


Demonstração. Os coecientes da primeira e da segunda forma fundamental são:

E = 1 + h2
u, F = hu hv, G(u, v) = 1 + h2

v,

e =
huu

h2
u + h2

v + 1
, f =

huv
h2
u + h2

v + 1
, g =

hvv
h2
u + h2

v + 1


respectivamente. Aplicando a Proposição 3.4, conclui-se a prova.

Corolário 3.7. Seja M uma superfície parametrizada pelo gráco

u, v, h(u, v)


,

onde

h(u, v) =
1

2
(k1 u

2 + k2 v
2) +

1

6
(a u3 + 3 b1 u

2 v + 3 b u v2 + c v3) +O(4)

Então, p ∈ P1 é uma direção de Laguerre na origem se, e somente se,

a p3 + 3 b1 p
2 + 3 b p+ c = 0 ou a+ 3 b1 p+ 3 b p2 + c p3 = 0
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Demonstração. Do Corolário 3.6, temos

A3(0, 0) = c, A2(0, 0) = b, A1(0, 0) = b1 e A0(0, 0) = a

Desse modo p é uma direção de Laquerre na origem se, e só se,

a p3 + 3 b1 p
2 + 3 b p+ c = 0 ou a+ 3 b1 p+ 3 b p2 + c p3 = 0

3.2 Conguração próximo a curva discriminante

Seja L : R2 × P1(R) → R, dada por

L(u, v, p) = A0(u, v) + 3A1(u, v) p+ 3A2(u, v) p
2 + A3(u, v) p

3

Assim, a equação (3.4) é equivalente á equação diferencial implícita L(u, v, p) = 0

Lembremos que

ΣL = (u, v, p) ∈ R2 × P1(R); L(u, v, p) = 0 e Lp(u, v, p) = 0

e que ΓL = π (ΣL)  Dado um ponto (u0, v0) ∈ R2, xado arbitrariamente,
L(u0, v0, p) = 0, é uma equação polinomial de grau três em p Daí segue da Proposi-
ção 1.12 que o conjunto R2 \ ΓL é formado por dois subconjuntos disjuntos de R2 e
que, em um destes subconjuntos cada ponto possui três direções distintas tangentes
as linhas de Laguerre e no outro somente uma direção. Analisaremos, nesta seção,
o comportamento das linhas de Laguerre em pontos da curva discriminante, ou seja
na curva de transição de uma para três direções. Discutiremos o comportamento
das linhas de Laguerre próximo a uma direção tangente a ΓL que seja uma solução
tripla de L(u0, v0, p) = 0, uma solução dupla e uma solução simples.

Podemos supor que o ponto de ΓL onde ocorre essa tangência seja (0, 0, p0)

Faremos isto em todos os resultados desta seção.
Consideremos uma carta de Monge local (u, v) como no Corolário 3.7.

Assim,
L(0, 0, p0) = c p30 + 3 b p20 + 3 b1 p0 + a = 0 (3-7)

ou
L(0, 0, p0) = c+ 3 b p0 + 3 b1 p

2
0 + a p30 = 0 (3-8)

Usaremos (3-7).
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Proposição 3.8. Caso a tangência seja tripla e Lu(0, 0, p0)Lppp(0, 0, p0) ρ ̸= 0,

onde
ρ = Lu(0, 0, p0)Lvp(0, 0, p0)− Lv(0, 0, p0)Lup(0, 0, p0),

a conguração próximo a origem é homeomorfa a uma das apresentadas na Figura
3.2.

(a) Conguração para ρ > 0. (b) Conguração para ρ < 0.

Figura 3.2: Conguração genérica das linhas de Laguerre
numa vizinhança da origem, caso L(0, 0, p) = 0
tenha uma raiz tripla tangente à curva discrimi-
nante.

Demonstração. Suponhamos que p = 0 seja essa direção tripla, i.e., seja raiz tripla
de (3-7). Assim, devemos ter a = b1 = b = 0 Do Teorema 1.80, segue o resultado.

Proposição 3.9. Caso, em um ponto da curva discriminante, haja uma direção
tangente e uma direção transversal raiz dupla de 3-7, a conguração local é a
apresentada na Figura 3.3.

Figura 3.3: Conguração genérica das linhas de Laguerre
numa vizinhança de um ponto em que há uma
solução de L(0, 0, p) = 0 tangente à curva dis-
criminante e uma solução dupla transversal.

Demonstração. Da Proposição 1.12, devemos ter L(0, 0, 0) = Lp(0, 0, 0) = 0 e
Lpp(0, 0, 0) ̸= 0 Daí, do Teorema 1.81, segue que as curvas integrais, de duas
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folheações são difeomorfas a cúspides, que naturalmente se tratam de direções
transversais à curva discriminante, raízes dupla de (3-7). Desse modo as curvas
integrais próximas a um ponto da tangência simples é homeoforma a da Figura
3.3.

Proposição 3.10. Se em um ponto da curva discriminante houver uma direção
transversal raiz simples de (3-7) e uma tangente raiz dupla, há uma vizinhança
do mesmo em que as curvas integrais são homeomorfas a uma das congurações
apresentadas na Figura 3.4.

Figura 3.4: Conguração genérica das linhas de Laguerre
numa vizinhança de um ponto qua há uma dire-
ção tangente à curva discriminante que seja raiz
dupla da equação L(0, 0, p) = 0.

Demonstração. Para termos uma raiz dupla de (3-7) tangente à curva discriminante,
o plano de contato deve ser tangente à superfície de Lie-Cartan neste ponto. Logo o
resultado segue do Teorema 1.82 e da Proposição 1.83.

3.3 Conguração próximo a um ponto singular

Chamaremos de singularidade de Laguerre às singularidades da equação
(3-2), i.e, aos pontos (u, v) tais que Aj(u, v) = 0 para j = 0, 1, 2, 3 Por questão de
simplicação suporemos sempre u = v = 0 Genericamente, a pré-imagem π−1(0, 0)

pode conter quatro, duas ou nenhuma singularidade do campo de Lie-Cartan.
O estudo que desenvolvemos trata de um caso particular que é o caso em

que a singularidade é composta por duas ou quatro singularidades do campo de
Lie-Cartan, sendo uma delas a origem. Tal simplicação foi feita dado o grau de
diculdade devido ao número de parâmetros.

3.3.1 Resultados preliminares

Proposição 3.11. Seja M uma superfície de classe C r, r ≥ 6 Suponhamos
(0, 0) uma singularidade da equação diferencial das linhas de Laguerre em M Se
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(u, v) → (u, v, h(u, v)) for uma parametrização local da superfície M em (0, 0) com

h(u, v) =
1

2
(k1(0, 0)u

2 + k2(0, 0)v
2) + h1(u, v),

onde k1(u, v) ≤ k2(u, v) são as curvaturas principais e h1(0, 0) = (h1)u(0, 0) =

(h1)v(0, 0) = 0 Então, em (0, 0),

(k1)u = (k1)v = (k2)u = (k2)v = huuu = huuv = huvv = hvvv = 0

e
huuuu = (k1)uu + 3k3

1, huuuv = (k1)uv,

huuvv = (k1)vv + k1k
2
2 = (k2)uu + k2

1k2, huvvv = (k2)uv,

hvvvv = (k2)vv + 3k3
2, huuuuu = (k1)uuu,

huuuuv = (k1)uuv, huuuvv = (k1)uvv = (k2)uuu,

huuvvv = (k1)vvv = (k2)uuv, huvvvv = (k2)uvv

hvvvvv = (k2)vvv,

Demonstração. Segue de k1 = H −
√
H2 −K e k1 = H +

√
H2 −K, onde H é a

função curvatura média e K a Gaussiana.

Corolário 3.12. Os coecientes da equação diferencial das linhas de Laguerre,
numa carta na origem, são:

A3(u, v) = (k2)uvu+ (k2)vvv +
1
2


(k1)vvvu

2 + 2kuvvuv + (k2)vvvv
2

+ hot,

A2(u, v) =

(k1)vv − k2

1k2 + k1k
2
2


u+ (k2)uvv+

+1
2


(k1)uuvu

2 + 2(k1)vvvuv + (k2)uvvv
2

+ hot,

A1(u, v) = (k1)uvu+ (k1)vvv +
1
2


(k1)uuvu

2 + 2(k1)uvvuv + (k1)vvvv
2

+ hot,

A0(u, v) = (k1)uuu+ (k1)uvv +
1
2


(k1)uuuu

2 + 2(k1)uuvuv + (k1)uvvv
2

+ hot

Demonstração. Segue da Proposição 3.4 e da Proposição 3.11.

É importante observar que, dada uma singularidade de Laguerre, pode
existir uma vizinhança V0 dessa singularidade tal que ΓF  V0 = (0, 0) ou pode
ser que, para qualquer vizinhança V a intersecção ΓF  V seja composta por dois
ou quatro arcos que se intersetam na origem. Como o método que será utilizado é o
método de levantamento de Lie-Cartan, precisaremos analisar sob quais hipóteses a
equação

φ(p) = Lu(0, 0, p) + pLv(0, 0, p) = 0, (3-9)

tem duas, quatro ou nenhuma solução real. Dessa forma a diversidade de tipos de
conguração próximo a uma singularidade depende da combinação da forma do
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conjunto ΓF  V com o número de raízes da equação (3-9). Para entender melhor
isto, lembremos que se (0, 0, p0) é uma singularidade do campo de Lie-Cartan, então
(0, 0, p0) ∈ ΣL e, numa vizinhança deste ponto, ΣL pode ser um ponto isolado ou
um arco de curva regular (caso genérico) intersetando o eixo P1(R) em (0, 0, p0) O
motivo pelo qual aparece número par de arcos será esclarecido na Proposição 3.14.

Lema 3.13. Seja (0, 0, p0) uma singularidade do campo de Lie-Cartan. Se ΓL =
u(t), v(t)


, com t ∈ [p0 − , p0 + ], u(p0) = v(p0) = 0 é a uma parametrização da

projeção do arco da curva ΣL por (0, 0, p0) e se:

(i) ρ(p0) = 0, então a imagem de ΓL se resume ao ponto (0, 0),

(ii) ρ(p0) ̸= 0, então a imagem de ΓL é um arco de curva,

onde

ρ(t)=Lu(u(t), v(t), t)Lvp(u(t), v(t), t)− Lv(u(t), v(t), t)Lup(u(t), v(t), t)

Demonstração. Da igualdade L(u(t), v(t), t) = Lp(u(t), v(t), t) = 0, temos o sistema:


Lu(0, 0, p0)u

′(p0) + Lv(0, 0, p0) v
′(p0) = −Lp(0, 0, p0)

Lup(0, 0, p0)u
′(p0) + Lvp(0, 0, p0) v

′(p0) = −Lpp(0, 0, p0)
 (3-10)

Como,

ρ(t) =


Lu(u(t), v(t), t) Lv(u(t), v(t), t)

Lup(u(t), v(t), t) Lvp(u(t), v(t), t)

 ,

se ρ(p0) = 0 o sistema (3-10) é impossível ou indeterminado e a projeção se resume
a π(0, 0, p0) = (0, 0) e, se ρ(p0) ̸= 0 o sistema (3-10) possui solução única e teremos
uma curva.

Proposição 3.14. Numa vizinhança V da origem, sucientemente pequena, gene-
ricamente, ΓL  V é homeomorfo a um dos conjuntos da Figura 3.5.

Figura 3.5: Conjunto ΓL  V.

Demonstração. Do Corolário 3.12

ρ(p0) = d4 p
4
0 + d3 p

3
0 + d2 p

2
0 + d1 p0 + d0 ,
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onde

d4 =

3k1k

2
2 − 3k2

1k2 + 3(k1)vv

(k2)vv − 3(k2)

2
uv,

d3 = 6

(k1)uv(k2)vv − (k1)vv(k2)uv


,

d2 = 6(k1)uv(k2)uv − 9(k1)
2
vv + 9k1k2(k1 − k2)(k1)vv + 3(k1)uu(k2)vv,

d1 = (6k2
1k2 − 6k1k

2
2 − 6(k1)vv)(k1)uv + 6 (k1)uu(k2)uv,

d0 = 3

(k1)uu(k1)vv − (k1)

2
uv




Como ρ(p) = 0 tem no máximo quatro raízes reais (um número nito), generica-
mente, ρ(p0) ̸= 0 para (0, 0; p0) uma singularidade do campo LC (que também são
em número nito). Como o campo de LC tem, duas, quatro ou nenhuma singulari-
dade singularidade, a Proposição está provada.

Proposição 3.15. Seja t ∈ P1(R) a direção da reta tangente a um arco da curva
discriminante pela origem e seja j a parte linear de Aj onde Aj, j = 0, 1, 2, 3 são
os coecientes de

L = A3 dv
3 + 3A2 du dv

2 + 3A2du
2 dv + A0 du

3,

então
0 = 2

0 
2
3 − 60 1 2 3 + 40 

3
2 + 43

1 3 − 32
1 

2
2

vale zero no ponto (1, t) A recíprova também é verdadeira, isto é, se (0, t) = 0,

então t é a direção de um arco da curva discrimiante pela origem.

Demonstração. Da Seção 1.2.2, a equação L = 0 é equivalente a

z3 + 3  z +  = 0,

onde
 = 9A1 A3 − 9A2

2 e  = 27A0 A
2
3 − 81A1 A2 A3 + 54A3

2

Assim, o discriminante da equação L = 0 é

 = 43 + 2 = 720A2
3 1,

onde
1 = A2

0 A
2
3 − 6A0 A1 A2 A3 + 4A0 A

3
2 + 4A3

1 A3 − 3A2
1 A

2
2

Agora, observemos que a reta de equação v = tu é tangente à curva discriminante
na origem. O resultado segue de

lim
u→0

1(u, tu)

u4
= 0(1, t)
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e de que para u = 0 a reta v = t u tangencia a curva discriminante.

3.3.2 Caso em que o campo de Lie-Cartan tem singularidade

Do Corolário 3.12 e de (3-9) temos que as singularidades do campo de Lie-
Cartan são os pontos (0, 0, p), onde p é uma solução da equação

φ(p) = (k2)vvp
4+4(k2)uvp

3+3

2(k1)vv+k1k

2
2−k2

1k2

p2+4(k1)uvp+(k1)uu = 0 (3-11)

Como (3-11) é de grau 4, se ela possui uma raiz real, ou essa raiz é dupla ou ela
possui mais uma raiz real. Suporemos que uma dessas é p = 0, o que equivale a fazer
(k1)uu = 0 Fazendo isto, (3-11) toma a forma pφ1(p) = 0, onde

φ1(p) = (k2)vvp
3 + 4(k2)uvp

2 + 3

2(k1)vv + k1k

2
2 − k2

1k2

p+ 4(k1)uv (3-12)

Lema 3.16. Caso (k2)vv ̸= 0,

k2vv (2 (k1)vv + k1 k
2
2 − k2

1 k2)−
16

9
(k2)

2
uv > 0,

o campo de Lie-Cartan possui no máximo duas singularidades.

Demonstração. Para o campo de Lie-Cartan ter exatamente duas singularidades
é necessário e suciente que φ1(p) = 0 possua uma única raiz real. Aplicando a
mudança de coordenadas da seção 1.2.2 vemos que p é uma solução de φ1(p) = 0 se,
e somente se, z = 3 (k2)vv p+ 4(k2)uv é solução da equação:

z3 + 3Hz +G = 0, (3-13)

onde

H = (k2)vv (2 (k1)vv + k1 k
2
2 − k2

1 k2)− 16
9
(k2)

2
uv,

G = 4 (k1)uv (k2)
2
vv + 4 (k2)uv (k

2
1 k2 − k1 k

2
2 − 2 (k1)vv) (k2)vv +

128
27
(k2)

3
uv

Da Tabela 1.1 no Capítulo 1, segue que (3-13) tem somente uma raiz real z0 Logo,
LC tem duas singularidades (0, 0, 0) e (0, 0, p0), onde p0 =

z0−4(k2)uv
3 (k2)vv



Lema 3.17. A singularidade (0, 0, 0) é uma sela hiperbólica.

Demonstração. A matriz jacobiana do campo de Lie-Cartan em (0, 0, 0) é

JLC(0, 0, 0) =




3 (k1)uv 3 (k1)vv 0

0 0 0

−(k1)uuu −(k1)uuv −4 (k1)uv


 ,
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de modo que os autovalores de JLC(0, 0, 0) são λ1 = 3 (k1)uv, λ2 = 0 e λ3 =

−4 (k1)uv Como λ1λ3 < 0, se trata de uma sela.

Lema 3.18. Sejam,

λ1(p) = −3 (k2)vv p
2 − 8 (k2)uv p− 6 (k1)vv + 3 k2

1 k2 − 3 k1 k
2
2,

λ2(p) = 3 (k2)vv p
2 + 8(k2)uv p+ 6 (k1)vv − 5 k2

1 k2 + 5 k1 k
2
2

Se (0, 0, p), com p ̸= 0, é uma singularidade de LC, então, ela será uma sela
hiperbólica se λ1(p)λ2(p) < 0 e um nó caso λ1(p)λ2(p) > 0

Demonstração. Como φ1(p) = 0,

(k1)uv = −1

4
(k2)vv p

3 − (k2)uv p
2 +

3

4
(k2

1 k 2− k1 k
2
2 − 2 (k1)vv) p

Substituindo o valor de (k1)uv na matriz jacobina JLC(0, 0, p), obtemos:

JLC(0, 0, p) =


M θ

Θ pλ1(p)


,

onde

M=


(3
2
(k1)vv − 15

4
k2
1k2 +

15
4
k1k

2
2)p− 3

4
(k2)vvp

3 3(k2)vvp
2 + 6(k2)uvp+ 3(k1)vv

3
4
p2(2(k1)vv − 5k2

1k2 + 5k1k
2
2 − (k2)vvp

2) 3p((k2)vvp
2 + 2(k2)uvp+ (k1)vv)


,

θ =


0

0


, ΘT =


−(k2)uvvp

4 − 4(k1)vvvp
3 − 6(k1)uvvp

2 − 4(k1)uuvp− (k1)uuu

−(k2)vvvp
4 − 4(k2)uvvp

3 − 6(k1)vvvp
2 − 4(k1)uvvp− (k1)uuv




Como os autovalores de M são 0 e 3
4
pλ2(p), se λ1(p)λ2(p) < 0 a singularidade é

uma sela hiperbólica e caso λ1(p)λ2(p) > 0 um nó.

3.3.3 Caso particular

Nesta seção analisamos o caso particular em que uma das singularidades é
(0, 0, 0) e outra está no innito (de P1(R)) Isto equivale a fazer (k1)uu = (k2)vv = 0,

de modo que suporemos isto como hipótese em todos os resultados seguintes desta
seção.

Lema 3.19. A singularidade no innito é genericamente uma sela.

Demonstração. Na carta (u, v, q), q = du
dv
, a jacobiana do campo de Lie-Cartan, em
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(0, 0, 0) é: 


0 0 0

3

(k1)vv + k1k

2
2 − k2

1k2


3(k2)uv 0

0 0 −4(k2)uv


 

Como, 
3(k2)uv 0

0 −4(k2)uv

 = −12(k2)
2
uv ≤ 0,

a singularidade no innito é genericamente uma sela.

É importante observar que, os Lemas acima não garantem que, dada uma
superfície qualquer uma singularidade do seu campo LC tenha que ter duas selas.
Isto ocorreu dadas as particularidades que zemos ((k1)uu = (k2)vv = 0).

Proposição 3.20. Suponhamos que (k2)uv ̸= 0 e que o campo LC tenha quatro
singularidades distintas: (0, 0, p1), (0, 0, p2), (0, 0, p3) e (0, 0, p4), onde p1 = 0 e
(0, 0, p2) é a singularidade no innito. Sejam

σ1 =
3 k1 k2 (k1 − k2)− 6 (k1)vv

8 (k2)uv
e σ2 =

5 k1 k2 (k1 − k2)− 6 (k1)vv
8 (k2)uv



Para j = 3, 4, se pj estiver entre σ1 e σ2 então (0, 0, pj) será um nó e, caso pj não
pertença ao intervalo fechado de extremos σ1 e σ2 a singularidade (0, 0, pj) será uma
sela.

Demonstração. Como (k2)vv = 0, se φ(p) = 0, temos

λ1(p)λ2(p)=[3k1k2(k1−k2)−8(k2)uvp−6(k1)vv][8(k2)uv p−5k1k2(k1−k2)+6(k1)vv]

Logo, λ1(σj)λ2(σj) = 0 e o resultado segue da análise do sinal de uma polinomial
quadrática.

Da Proposição 3.20, vemos que, com as hipóteses impostas podemos ter um
ou dois nós.

A seguir apresentamos alguns exemplos nos quais a origem é uma singulari-
dade da equação diferencial das linhas de Laguerre. Ou seja, (k1)u = (k1)v = (k2)u =

(k2)v = 0

Exemplo 3.21. Para k1 =
1
2
, k2 =

1
4
+ 1

12

√
21, (k1)vv = 0, (k2)uv = 1

8
, (k1)uv = 1

8
e

as demais derivadas de ordem superior de k1 e k2 valendo zero na origem, a equação
diferencial das linhas de Laguerre é

v du3 + 3u du2 dv + (u+ 3 v) du dv2 + u dv3 = 0
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Como
φ1(p) =

1

2
p2 +

1

8
p+

1

2

não possui zeros, as singularidades do campo LC são somente a origem e a no
innito. Como,

0 =
11

12288
− 13

13824
t− 5

3072
t2 +

1

1024
t3 +

1

1024
t4

as direções tangentes à curva discriminante na origem são:

t1 ≈ 0, 7244 e t2 ≈ 0, 7962

A conguração próximo a origem é a apresentada na Figura 3.6.

Figura 3.6: Conguração do Exemplo 3.21.

Exemplo 3.22. Se, na origem, k1 = −1, k2 = (k1)uv = (k1)vv = (k2)uv = 1 e
demais derivadas de k1 e k2 são iguais a, então, a equação diferencial das linhas de
Laguerre é

v du3 + 3 (u+ v) du2 dv − 3 (u− v) du dv2 + u dv3 = 0

Como
φ1(p) = 4 p2 + 4

não possui zeros, as singularidades do campo LC são somente a origem e a do
innito. Como,

0 = t4 − 14 t3 + 31 t2 + 14 t+ 1,

as direções tangentes à curva ΓL na origem são:

t1 ≈ −0, 9017, t2 ≈ 110902, t3 ≈ −0, 3028, t4 ≈ 3, 3028
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A conguração próximo a origem é a apresentada na Figura 3.7.

Figura 3.7: Conguração do Exemplo 3.22.

Exemplo 3.23. Para k1 = 2 3
√
2, k2 = 4 3

√
2, (k1)vv = 8, (k1)uv = 41, (k2)uv = 8 e

as demais derivadas de k1 e k2 nulas na origem, temos a seguinte equação diferencial
para as linhas de Laguerre:

41 v du3 + (123 u− 24 v) du2 dv − (120 u− 24 v) du dv2 + 8u dv3 = 0

Como
φ1(p) = 32 p2 − 144 p+ 164

não possui zeros, as singularidades do campo LC são somente duas.
De

0 = 71680 t4 − 901120 t3 + 3492352 t2 − 2183168 t− 5863328,

temos que as direções tangentes à curva discriminante na origem são: t1 ≈ −0, 9330

e t2 ≈ 2, 7886 A conguração próximo a origem é a da Figura 3.8.

Figura 3.8: Conguração do Exemplo 3.23.
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Exemplo 3.24. Fazendo k1 = −1, k2 = −1
2
+ 1

2

√
129, (k1)vv = −8, (k2)uv =

8, (k1)uv = 39 e demais derivadas de k1 e k2 nulas na origem, em (3.12), obtemos:

39 v du3 + (117 u− 24 v) du2 dv − (120 u− 24 v) du dv2 + 8u dv3 = 0

De
φ1(p) = 32 p2 − 144 p+ 156,

segue que o campo de Lie-Cartan tem mais duas singularidades: (0, 0; p3) e (0, 0; p4),
onde p3 =

9
4
− 1

4

√
3 e p4 =

9
4
+ 1

4

√
3 Como,

λ1(p3)λ1(p3) = −192 (4 +
√
3)
√
3 < 0 e λ1(p4)λ1(p4) = −192 (−4 +

√
3)
√
3 > 0,

segue que (0, 0, p3) é um sela e (0, 0, p4) um nó. A conguração próximo a origem é
a da Figura 3.9.

Figura 3.9: Conguração do Exemplo 3.24.

Exemplo 3.25. Para k1 = −4, k2 = −2, (k1)vv = −4, (k2)uv = −4 e demais
derivadas de k1 e k2 valendo zero, temos:

3 v du3 + (9 u− 24 v) du2 dv + (72 u+ 24 v) du dv2 + 8u dv3 = 0,

φ1(p) = 16 p2 + 24 p+ 6,

0 = −384 t4 − 1024 t3 + 9504 t2 + 13824 t− 918

Logo, o campo de Lie-Cartan possui mais duas singularidades: (0, 0, p3) e (0, 0, p4)

sendo p3 = −3
4
− 1

4

√
3 e p4 = −3

4
+ 1

4

√
3

Resolvendo a equação 0 = 0 obtemos que as direções tangentes à curva
discriminante na origem, são:

t1 ≈ −5, 837888736, t2 ≈ −1, 420901758, t3 ≈ 0, 06364127813, t4 ≈ 4, 528482549
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Analisando o sinal de λ1(pj)λ2(pj), j = 3, 4 vemos que (0, 0, p3) é um nó e (0, 0, p4)

uma sela. A conguração próximo a origem é a apresentada na Figura 3.10.

Figura 3.10: Conguração do Exemplo 3.25.

Exemplo 3.26. Para k1 = 1, k2 =
1+

√
33

2
, (k1)vv = −16, (k2)uv = 16, (k1)uv =

33
16

e
as demais derivadas de k1 e k2 nulas, obtemos:


99

16
u− 48 v


dv du2 + (−24 u+ 48 v) du dv 2 + 16 udv 3 +

33

16
vdu3 = 0,

φ1(p) = 64 p2 − 72 p+
33

4
,

0 = −162816 t4 − 14848 t3 − 7176 t2 + 1914 t− 16335

64


Resolvendo φ1(p) = 0 vemos que LC tem mais duas singularidades (0, 0, p3) e
(0, 0, p4) onde p3 = 9

16
−

√
3
4

e p4 = 9
16

+
√
3
4
 Do sinal de λ1(pj)λ2(pj), j = 3, 4

segue que são duas selas. Como 0 = 0 não possui raiz real, a conguração próximo
a origem é a da Figura 3.11.

Figura 3.11: Conguração do Exemplo 3.26.



CAPÍTULO 4
Estabilidade Estrutural e Genericidade para
Linhas de Laguerre

Neste capítulo estudaremos a aplicação de Poincaré associada um arco
compacto de uma dada folha das linhas de Laguerre, deduzimos uma expressão para
a derivada desta aplicação. Estudamos óbitas fechadas regulares (sem intersecção
com o conjunto crítico). Por m, apresentamos um estudo da estabilidade estrutural
das linhas de Laguerre para superfícies compactas e orientáveis.

4.1 Aplicação de Poincaré

Proposição 4.1. Seja  : M → R3 uma imersão de classe Ck, com k ≥ 6 e
consideremos  : [0, l] → M uma linha de Laguerre fechada parametrizada pelo
comprimento de arco u Se existir uma vizinhança de ([0, l]), em M, na qual M
seja orientável, a expressão

X(u, v) = (u)+v (N∧T )(u)+

1

2
kp(u) v

2 +
1

6
A(u) v3 + B(u, v) v3 +R(u, v)


N(u)

dene uma parametrização numa vizinhança de  em M, onde A(0) = B(u, 0) =

R(u, 0) = 0 e kp(u) = kn

(u), (N∧T )(u)


é a curvatura normal no ponto p = (u)

e na direção (N ∧ T )(u) Além disso, A(u) =

2Hv + kg(kp − kn)− τ ′g


(u), onde H

é a curvatura média de M e Hv =
∂H
∂v



Demonstração. Existe uma vizinhança V de  em M tal que dado p ∈ V existem
u ∈ [0, l] e v, w ∈ R tais que

p = (u) + v (N ∧ T )(u) + wN(u)

Note que existe um aberto U em R2 tal que (u, v, w) = (u)+v (N∧T )(u)+wN(u),

é um ponto em M para (u, v, w) ∈ [0, l]× U A aplicação  : I × U → M que ca
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assim denida é tal que





u(u, 0, 0) = 1 · T (u) + 0 · (N ∧ T )(u) + 0 ·N(u)

v(u, 0, 0) = 0 · T (u) + 1 · (N ∧ T )(u) + 0 ·N(u)

w(u, 0, 0) = 0 · T (u) + 0 · (N ∧ T )(u) + 1 ·N(u)



Desse modo det(d(u, 0, 0)) = 1 e portanto existe uma vizinhança U0 = (−, ) ×
(−, ) de (0, 0), tal que |S0

: S0 → (S0), é um difeomorsmo, onde S0 =

[0, l]×U0 Para cada u ∈ [0, l] xado arbitrariamente, o plano πu gerado pelos vetores
N(u) e (N∧T )(u) interseta (S0) formando uma curva u Como |S0

: S0 → (S0) é
um difeomorsmo, diminuindo  se necessário, −1(u) é o gráco de uma aplicação
w(u) : (−, ) → R Dessa forma podemos denir uma aplicação w : U0 → R,
pondo w(u, v) = w(u)(v) e, portanto, 


u, v, w(u, v)


é uma parametrização de

uma vizinhança tubular de  em M Note que u é tangente (N ∧ T )(u) em
v = 0 de modo que u(v) = (u) + v (N ∧ T )(u) +


λ(u)
2

v2 +O(3)

N(u) Sendo

kn

(u), (N ∧ T )(u)


= kp(u) a curvatura de u em v = 0, temos que λ(u) = kp(u)

Consequentemente,

w(u, v) =
1

2
kp(u) v

2 +
1

6
A(u) v3 + v3 B(u, v)

e portanto

(u, v, w(u, v)) = (u)+v (N ∧T )(u)+


1

2
kp(u) v

2 +
1

6
A(u) v3 + v3 B(u, v)


N(u),

onde A(0) = B(u, 0) = 0

Agora seja X(u, v) = (u, v, w(u, v)) Daí

E(u, v) = ⟨Xu(u, v), Xu(u, v)⟩ = 1− 2 kg(u) v +O(v2),

F (u, v) = ⟨Xu(u, v), Xv(u, v)⟩ = O(v2),

G(u, v) = ⟨Xv(u, v), Xv(u, v)⟩ = 1 +O(v2),

e(u, v) = ⟨Xuu(u, v), N(u, v)⟩ = kn(u) +

−kn(u)kg(u)− kg(u)kp(u) + τ ′g(u)


v

+O(v2),

f(u, v) = ⟨Xuv(u, v), N(u, v)⟩ = τg(u) +

kg(u)τg(u) + k′

p(u)

v +O(v2),

g(u, v) = ⟨Xvv(u, v), N(u, v)⟩ = kp(u) +

A(u) + 6B(u, 0)


v +O(v2) =

= kp(u) + A(u) v +O(v2),

onde N = Xu∧Xv

|Xu∧Xv | 
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Finalmente, pela denição de curvatura média,

H =
eG+ Eg − 2fF

2(EG− F 2)


Com alguns cálculos, obtemos

Hv(u, 0) =
1

2


− kg(u) kp(u) + kn(u) kg(u) + τ ′g(u) + A(u)



e daí,
A(u) = kg(u) kp(u)− kn(u) kg(u)− τ ′g(u) + 2Hv(u, 0),

concluindo a demonstração.

Figura 4.1: Ilustração da Proposição 4.1.

Figura 4.2: Ilustração da Proposição 4.1.

Lema 4.2. Seja  : [0, l] → M uma linha de Laguerre regular, então:

kg(s)(kn(s)− kp(s)) + τ ′g(s) ̸= 0, ∀s ∈ [0, l]

Demonstração. Como, na parametrização da Proposição 4.1,

A0(0, 0) = k′
n(s)− 2 τg(s) kg(s) = 0,

temos

A3(s, 0) dv
3 + 3A2(s, 0) ds dv

2 + 3 (kg(s)(kn(s)− kp(s)) + τ ′g(s)) ds
2 dv = 0
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Daí, se para algum p = (s) tivéssemos kg(s)(kn(s)− kp(s)) + τ ′g(s) = 0, teríamos

A3(s, 0)


dv

ds

3

+ 3A2(s, 0)


dv

ds

2

= 0,

donde a direção tangente a  em (s, 0) seria uma solução dupla da equação de
Laguerre. Daí, este ponto pertenceria ao conjunto crítico. Mas  é uma curva regular
e portanto isto não ocorre.

Teorema 4.3. Sejam  : M → R2 uma imersão de classe Ck, com k ≥ 6 e
 : [s1, s2] → M um arco de linha de Laguerre parametrizada pelo comprimento
de arco u Então a derivada primeira da aplicação de Poincaré associada a  é dada
por

π′(0) =
kg(s1)(kn(s1)−kp(s1))+τ ′g(s1)
kg(s2)(kn(s2)−kp(s2))+τ ′g(s2)

exp


1
3

 s2
s1

2 τg(s)K(s,0)+4 kg(s)Hs(s,0)

kg(s)(kn(s)−kp(s))+τ ′g(s)
ds

,

onde K é a curvatura Gaussiana, H é a curvatura média e Hs = D1H(s, 0)

Demonstração. Em uma carta (u, v) os coecientes da equação (3-2), são:

A3(u, v) = A(u) +O(v),

A2(u, v) = k′
p(u) + 2kg(u)τg(u) +O(v),

A1(u, v) = τ ′g(u) + kg(u)

kn(u)− kp(u)


+O(v),

A0(u, v) = k′
n(u)− 2kg(u)τg(u) +


2τg(u)

3 − 2kp(u)kn(u)τg(u)− k′
g(u) kp(u)−

k′
n(u)kg(u) + kn(u) k

′
g(u)− 3k′

p(u)kg(u) + τ ′′g (u)

v +O(v2),

= −

2 τg(u)K(u, 0) + 4 kg(u)Hu(u, 0)− ∂A1

∂u
(u, 0)


v +O(v2)

Derivando
A3(u, v0)


d
du
v(u, v0 )

3
+ 3A2(u, v0)


d
du
v(u, v0 )

2
+ 3A1(u, v0)

d
du
v(u, v0 ) +

A0(u, v0) = 0,

com relação a v0 e aplicando em v0 = 0, lembrando que ∂v
∂u
(u, 0) = 0, temos

3A1(u, 0)
d

du


dv

dv0


+

∂A0

∂v
(u, 0)

dv

dv0
= 0

Ou seja,
1
dv
dv0

d

du


dv

dv0


= −

∂A0

∂v
(u, 0)

3A1(u, 0)
,

de modo que

π′(0) = exp


1

3

 s2

s1

−
∂A0

∂v
(s, 0)

A1(s, 0)
ds



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Como
K(s, 0) = kn(s) kp(s)− τg(s)

2 e Hs(s, 0) =
1

2
(k′

n(s) + k′
p(s)),

temos
∂A0

∂v
(s, 0) = −2 τg(s)K(s, 0)− 4 kg(s)Hs(s, 0) +

∂A1

∂s
(s, 0)

Daí,

π′(0) = exp


1

3

 s2

s1

2 τg(s)K(s, 0) + 4 kg(s)Hs(s, 0)

A1(s, 0)
ds− 1

3
ln A1(s, 0)


s2

s1



=
kg(s1)(kn(s1)− kp(s1)) + τ ′g(s1)

kg(s2)(kn(s2)− kp(s2)) + τ ′g(s2)
exp


1

3

 s2

s1

2τg(s)K(s, 0) + 4kg(s)Hs(s, 0)

kg(s)(kn(s)− kp(s)) + τ ′g(s)
ds




Corolário 4.4. Nas hipóteses da Proposição 4.3, se  : [0, l] → M for uma curva
de Laguerre fechada parametrizada pelo comprimento de arco s, então a derivada
primeira da aplicação de primeiro retorno de  é dada por

π′(0) = exp


1

3

 l

0

2 τg(s)K(s, 0) + 4 kg(s)Hs(s, 0)

kg(s)(kn(s)− kp(s)) + τ ′g(s)
ds


,

onde K é a curvatura Gaussiana, H é a curvatura média e Hs = D1H(s, 0)

Denição 4.5. Uma solução periódica regular da equação diferencial de Laguerre
será dita linha periódica hiperbólica de Laguerre se π ′(0) ̸= 1

Lema 4.6. Seja  : [0, l] → M uma linha de Laguerre fechada parametrizada por
comprimento de arco. Seja X(u, v) a parametrização dada pela Proposição 4.1 e
consideremos a deformação

Xϵ(u, v) = X(u, v) +
ϵ

2
a(u) v2 (v)N(u),

onde a e  são funções C∞ e  tem suporte contido num intervalo (−ξ, ξ) para ξ > 0

pequeno e tal que (v) = 1, para v < |ξ|
2
 Então, para ϵ sucientemente próximo de

zero,  é uma linha fechada de Laguerre para Xϵ

Demonstração. Seja Mϵ a superfície deformada. De

Xϵ(u, 0) = X(u, 0) = (u),

segue que  é um curva fechada em Mϵ Como, os coecientes da equação diferencial
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das linhas de Laguerre em Mϵ, são:

Aϵ
0 = A0 −


kpk

′
g − 2τgkpkn + 3kgk

′
p + 3kgkp

′ ϵ v +O(v2),

Aϵ
1 = A1 − kg kp  ϵ+


(τ 2g kp − 2k2

pkn − kpk
2
n + 2k′

p
′ + ′′kp + k′′

p)ϵ+O(ϵ2)

v

+O(v2),

Aϵ
2 = A2 + (k′

p + kp
′)ϵ+ (2kgk

′
p − 2τgkpkn + 2kgkp

′ + k′
p + kp

′)ϵ v +O(v2),

Aϵ
3 = A3 − [3 kp  (τ

2
g + 3 k2

p)ϵ+O(ϵ2)] v +O(v2),

temos:
Aϵ

0((u)) = A0((u)), A
ϵ
1((u)) = A1((u))− kg kp ϵ,

Aϵ
2((u)) = A2((u)) + k′

pϵ, A
ϵ
3((u)) = A3((u)),

para cada u ∈ [0, l] Logo, a linha v = 0 é solução da equação diferencial,

Aϵ
0 du

3 + 3Aϵ
1 du

2 dv + 3Aϵ
2 du dv

2 + Aϵ
3 dv

3 = 0

Ou seja,  é um linha de Laguerre fechada em Mϵ

Lema 4.7. Se a curva  do Lema 4.6 é uma solução periódica, então a derivada da
aplicação de primeiro retorno de  em Mϵ é dada por

π′
ϵ(0) = exp


−1

3

 l

0

2[(k′
g − knτg)ϵa− kpknτg + τ 3g + k′

gkp − knk
′
g − 2k′

nkg − τ ′′g ]

kg (kn − kp) + τ ′g − kg a ϵ
ds




Demonstração. Da demonstração da Proposição 4.3, temos que

3Aϵ
1(s, 0)

d

ds


dv

dv0


= −∂Aϵ

0

∂v
(s, 0)

dv

dv0


Ou seja,
1
dv
dv0

d

ds


dv

dv0


= −

∂Aϵ
0

∂v
(s, 0)

3Aϵ
1(s, 0)



Assim,

ln (π′
ϵ(0))=−1

3

 l

0

∂Aϵ
0

∂v
(s, 0)

Aϵ
1(s, 0)

ds=−1

3

 l

0


∂Aϵ

0

∂v
(s, 0)− 3 d

ds
Aϵ

1(s, 0)

Aϵ
1(s, 0)

+
3 d
ds
Aϵ

1(s, 0)

Aϵ
1(s, 0)


ds

Como,

∂Aϵ
0

∂v
(s, 0)− 3

d

ds
Aϵ

1(s, 0) = 2[(k′
g − knτg)ϵa− kpknτg + τ 3g + k′

gkp − knk
′
g − 2k′

nkg − τ ′′g ]
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e
Aϵ

1(s, 0) = kg(s)(kn(s)− kp(s)) + τ ′g(s)− kg(s) a(s) ϵ,

a prova está concluída.

Teorema 4.8. Existe uma função a de classe C3 tal que se  for uma linha periódica
hiperbólica de Laguerre em M, para ϵ0 > 0 sucientemente pequeno,  é uma
solução periódica hiperbólica de Laguerre em Mϵ para todo ϵ ∈ (−ϵ0, ϵ0) e, se 

não for hiperbólica  é uma linha periódica hiperbólica de Laguerre em Mϵ para todo
ϵ ∈ (−ϵ0, ϵ0) diferente de zero.

Demonstração. Tomando

a = (τ 2g − k2
n − 4 k2

g) kg τg + (k′
g − kn τg) τ

′
g − kg τ

′′
g ,

temos
d

dϵ
π′
ϵ(0)


ϵ=0

= −π′(0)

3

 l

0

a2

[kg(kn − kp) + τ ′g]
2
ds ̸= 0

Assim, se π′(0) ̸= 1 existe ϵ0 > 0 para o qual, π′
ϵ(0) ̸= 1 sempre que ϵ < ϵ0 e se

π′(0) = 1, obtemos ϵ0 > 0 tal que π′
ϵ(0) ̸= 1 sempre que 0 < ϵ < ϵ0

4.2 Estabilidade Estrutural

Consideremos uma superfícieM de classe Cr, r ≥ 6 no espaço euclidiano R3

Sejam L, LC, Σ, LC a superfície de Lie-Cartan, o campo de Lie-Cartan, conjunto
crítico e o campo de direções tangente à L, respectivamente, para as linhas de
Laguerre em M

Lembremos que o campo LC é um campo de direções que não é globalmente
orientável. Desse modo não faz sentido falar em ω−limite e −limite para LC, no
entanto, o campo LC determina uma folheação F de dimensão um em L\S, onde S
é o conjunto dos pontos singulares de LC Desse modo, podemos falar em conjunto
limite como na denição seguinte.

Denição 4.9. Dada uma folha F de F se F for uma curva fechada diremos que o
conjunto limite de F é ΩF = F Caso F não seja fechada, ΩF := F \F Chamaremos
de conjunto limite de F ao conjunto

Ω =


F∈F
ΩF 

No que segue X r é o conjunto das superfícies compactas e orientáveis de
classe Cr, com r ≥ 6
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Denição 4.10. Consideremos M1,M2 ∈ X r e sejam Li, Σi, Fi, Si a superfí-
cie de Lie-Cartan, o conjunto crítico, a folheação e o conjunto de singularidades
do campo de direções, respectivamente, das linhas de Laguerre em Mi, i = 1, 2

Diremos que M1 e M2 possuem estruturas qualitativas de linhas de Laguerre to-
pologicamente equivalentes se existir um homeomorsmo h : L1 → L2 tal que
h(Σ1) = h(Σ2), h(F1) = h(F2) e h(S1) = h(S2) Chamaremos h de uma equiva-
lência topológica de Laguerre entre M1 e M2

Denição 4.11. Diremos que M ∈ X r é Cr-Laguerre estruturalmente estável se
existir uma vizinhança V de M em X r tal que, se N ∈ V existe uma equivalência
topológica de Laguerre entre M e N

4.2.1 Condições para estabilidade estrutural

Vimos, na Seção 1.5 que, dada uma carta (u, v) : U → Ũ ⊂ R2, o campo
(vetorial) de Lie-Cartan é dado por

LC(u, v, p) = Lp(u, v, p)
∂

∂u
+ pLp(u, v, p)

∂

∂v
− (Lu + pLv)

∂

∂p
(4-1)

ou
LC(u, v, q) = qLq(u, v, q)

∂

∂u
+ Lq(u, v, q)

∂

∂v
− (qLu + Lv)

∂

∂q
, (4-2)

onde dv − pdu = du− qdv = 0 com p, q ∈ P1(R) Como este campo de vetores é de
classe Cr o campo de linhas LC é de classe Cr, pois LC = R · LC

Lema 4.12. Sejam M ∈ X r, r ≥ 6 e L a superfície de Lie-Cartan associada à
equação diferencial das linhas de Laguerre de M Então L é compacta.

Demonstração. Como M é compacta existe uma cobertura nita Ui; i = 1,    , n
por abertos que são domínios de cartas φ : Ui → R2 Para cada i = 1,    , n

sejam Li(u, v, p) = 0 a equação diferencial implícita das linhas de Laguerre em Ui e
Li = L−1

i (0) a correspondente superfície de Lie-Cartan. Se L é a superfície de Lie-

Cartan para as linhas de Laguerre em M, então L =
n

i=1

Li Seja π : R2×P1(R) → R2

dada por π(u, v, p) = (u, v) e consideremos as restrições πi = π|Li
: Li → φi(Ui)

Pela Proposição 1.65, cada πi é uma aplicação própria e daí, cada composição
φ−1
i ◦ πi : π

−1
i (φi(Ui)) → Ui também é.

De L =
n

i=1


φ−1
i ◦ πi

−1
Ui


segue que L é compacta.

Chamaremos de elemento crítico de LC a todo elemento de S e a toda
folha fechada de F  Sejam F uma folha de F e x, y ∈ F pontos e consideremos
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 : [0, 1] → F um caminho contínuo tal que (0) = x e (1) = y Sejam Dx

e Dy discos de dimensão um topologicamente transversais a F centrados em x

e y respectivamente. Da teoria de folheações, sabemos que existe uma aplicação
f : Vx → Vy, que é a aplicação de holonomia associada a , de uma vizinhança
Vx de x em Dx em uma vizinhança Vy = f(Vx) de y em Dy A aplicação f é um
difeomorsmo de mesma classe que a do campo LC (Veja [9], páginas de 60 à 64).
Para cada z ∈ Vx seja Fz a folha de F tal que z ∈ FzVx e consideremos um caminho
contínuo z : [0, 1] → Fz tal que z(0) = z e z(1) = f(z) Agora, observemos que
V =



z∈Vx

z([0, 1]) é uma vizinhança tubular de ((0, 1)), em L\S e em V podemos

orientar o campo LC
Seja U um aberto em L \ S contendo V e tal que LC possa ser orientado.

Seja φx : I → L a curva integral de LC, em U, por x Desse modo ([0, 1]) ⊂ φx(I)

Note que, se Π : Vx → Vy é a aplicação de Poincaré associada à φx e às secções
Vx e Vy, então Π(z) = f(z) ou Π(z) = f−1

 (z), z ∈ Vx Disto decorre que Π é um
difeomorsmo de mesma classe que o campo de Lie-Cartan. Caso F seja uma folha
fechada, podemos considerar Vy ⊆ Vx, teremos ([0, 1]) = φ(I) e Π : Vx → Vx será a
aplicação de primeiro retorno associada à φx

Denição 4.13. Sejam M ∈ X r e F uma folha fechada de F  Suponhamos que
exista uma vizinhança tubular V de F em L tal que LC seja orientável em V Diremos
que F é hiperbólica se, dado x ∈ F, tivermos Π′(x) ̸= 1

Consideremos os seguintes conjuntos:

Σr
1 : conjunto de todas as superfícies M ∈ X r tais que todas as singularidades de

LC são hiperbólicas;
Σr

2 : conjunto de todas as superfícies M ∈ X r tais que todas as órbitas fechadas de
LC são hiperbólicas;

Σr
3 : conjunto de todas as superfícies M ∈ X r tais que os conjuntos limites de

qualquer órbita de LC é uma órbita fechada ou uma singularidade de LC;

Σr
4 : conjunto de todas as superfícies M ∈ X r tais que não há conexão de separatriz

de sela de LC;
Σr

5 : conjunto de todas as superfícies M ∈ X r tais que o conjunto crítico ΣF seja
uma curva regular, ou união de arcos de curvas regulares, sem auto-intersecção;

Σr
6 : conjunto de todas as superfícies M ∈ X r tais que uma órbita fechada qualquer

de LC não interseta o conjunto crítico ΣF ou intersecta transversalmente.

Seja Σr :=


1≤i≤6

Σr
i 

Denição 4.14. Consideremos M ∈ X r Diremos que M possui estrutura de
Laguerre se M ∈ Σr e LC tem um número nito de elementos críticos.
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Denotaremos por Lr ao conjunto de todas as superfícies em X r que possuem
estrutura de Laguerre.

Denição 4.15. Sejam M ∈ Lr e LC o campo de direções para as linhas de Laguerre
em M Chamaremos de um conjunto de vizinhanças canônicas para LC a todo
conjunto de vizinhanças V1,    , Vk, Vk+1 tal que:

(a)


1≤i≤k+1

Vi = L e Vi  Vj = ∅ sempre que i ̸= j;

(b) Toda folha de F intersecta transversalmente ∂Vj;

(c) Cada Vi contém uma única singularidade de LC, para 1 ≤ i ≤ k, e Vk+1 contém
todas as singularidades do tipo sela.

Para 1 ≤ i ≤ k, cada conjunto Vj \σj será denominado uma região canônica.
Note que, numa região canônica o campo LC é topologicamente equivalente ao campo
∂
∂u

ou ao u ∂
∂u

+ v ∂
∂v

em R2 \ (0, 0) Veja Figura 4.3 para ilustração.

Figura 4.3: Ilustração de regiões canônicas.

Lema 4.16. Seja M ∈ Lr Existe um conjunto de vizinhanças conônicas para LC

Demonstração. As vizinhanças V1,    , Vk são obtidas semelhantemente às vizinhan-
ças de poço, fonte e órbitas periódicas para o caso de campos de vetores. Por m é
só considerar Vk+1 = L \



1≤j≤k

Vj

Denição 4.17. Sejam M ∈ X r e  : M → R3 imersão. Dizemos que uma
sequência de superfícies Mn ∈ X r converge no sentido Cr para M se dadas imersões
n : Mn → R3, a sequência n converge para  na topologia Cr

Lema 4.18. Sejam M ∈ X r e Mn ∈ X r uma sequência de superfícies convergindo
para M no sentido Cr, r ≥ 6 Se L(u, v, p) = 0 é a equação diferencial implícita das
linhas de Laguerre em M e, Ln(u, v, p) = 0 é a de Mn, então Lnn∈N converge para
L na topologia Cr−3

Demonstração. Sejam E,F,G, e, f, g os coecientes da primeira e da segunda forma
fundamental para M e sejam En, Fn, Gn, en, fn, gn os respectivos coecientes para
Mn Então, En −→ E, Fn −→ F, Gn −→ G na topologia Cr−1 e en −→ e, fn −→
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f, gn −→ g na topologia Cr−2 Segue da Proposição 3.4 que L = A3p
3 + 3A2p

2 +

3A1p+A0 e Ln =
n
A3 p

3 + 3
n
A2 p

2 + 3
n
A1 p+

n
A0 e que n

Aj −→ Aj na topologia Cr−3

Logo, Ln −→ L na topologia Cr−3

Teorema 4.19. Dada M ∈ Lr com r ≥ 6, existe uma vizinhança V de M em X r

tal que V ⊂ Lr

Demonstração. Seja S = σ1,    , σk, σk+1,    , σr, σr+1,    , σs o conjunto dos
elementos críticos de LC onde σ1,    , σk sãs singularidades do tipo foco ou
nó, σk+1,    , σr são órbitas periódicas e σr+1,    , σs são selas. Consideremos
V1,    , Vk, Vk+1,    , Vr onde, para i = 1,    , k, cada Vi é um disco topológico de
dimensão dois com fronteira suave em L e para i = k + 1,    , r os Vi são vizi-
nhanças tubulares para as órbitas σk+1,    , σr, tais que σi ∈ Vi, Vj  Vk = ∅ caso
j ̸= k e LC é transversal a ∂Vi Note que as singularidades do tipo sela estão todas
em R = L \ 1≤i≤r Vi Sejam s

1i
, s

2i
, s3i, s4i

as separatrizes da sela σi Como não
há conexão de separatrizes de sela o conjunto limite de s

ji
contem um elemento

σmj
∈ σ1,    , σk, σk+1,    , σr e daí, s

ji
intersecta ∂Vmj

, transversalmente, em um
ponto pimj



Seja X : U ⊂ R2 → M uma parametrização de M Para cada  ∈ [0, 1]

consideremos uma sequência de superfícies Mn, parametrizadas por Xn, = X +

φnN, onde N é o normal unitário positivo para M e φn : R2 → R é uma função
de classe C∞, com Xn, convergindo para X na topologia Cr Assim, se Ln, é
a superfície de Lie-Cartan para Mn, temos que Ln, converge para L no sentido
que, Ln, −→ L no sentido do Lema 4.18. Assim, para n sucientemente grande,
existem, em Ln, vizinhanças n

V1,    ,
n
Vk,

n
Vk+1,    ,

n
Vr onde cada n

Vj contém um
único elemento crítico de LCn, que é do mesmo tipo que σj e

n
R = Ln, \


1≤i≤r

n
Vi

contém exatamente s− r elementos críticos de LCn, e são todos singularidades do
tipo sela. Sejam nσr+1,    ,

nσs estas selas. Aumentando n e diminuindo o valor de
 > 0, se necessário, cada nsji intersecta transversalmente ∂(

n
Vmj) (fronteira de

n
Vmj) e portanto, para n sucientemente grande o conjunto limite de nji contém

nσmj
∈ nσ1,    ,

nσk,
nσk+1,    ,

nσr de modo que LCn, não possui conexões de
selas. Disto temos que Mn, ∈ Σr

1  Σr
2  Σr

3  Σr
4 Do Teorema 1.66 segue que,

aumentando n se necessário, temos Mn, ∈ Σ5 Por m, caso alguma órbita fechada
σj de LC intersecte o conjunto crítico ΣL, isto ocorrerá transversalmente e, como
Ln, −→ L, Cr−3, a órbita fechada nσj intersecta ΣLn, transversalmente o que
mostra que Mn, ∈ Σr

6, para n sucientemente grande. Logo, existe a vizinhança
V arma no teorema.

Teorema 4.20. Se M ∈ Lr, r ≥ 6, então M é Cr-Laguerre estruturamente estável.
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Figura 4.4: Ilustração dos Teoremas 4.19 e 4.20.

Figura 4.5: Ilustração dos Teoremas 4.19 e 4.20.

Demonstração. Consideremos os dados da demonstração do Teorema 4.19 com as
mesmas notações. Vamos mostrar que, para n sucientemente grande existe um
homeomorsmo hn : L → Ln, que é uma equivalência topológica de Laguerre entre
M e Mn, Da Proposição 1.66, cada componente conexa de ΣL é a imagem de uma
curva regular  : I → L. Sabemos também que, S = σ1,    , σk, σr+1,    , σs ⊂ ΣL

e que, dado j = k + 1,    , r, σj pode ou não intersectar ΣL Seja n0 tal que,



4.3 Equação variacional 102

para n ≥ n0, tenhamos Mn, ∈ Lr e LCn, tenha o mesmo número de elementos
críticos que LC e do mesmo tipo. Dado i = 1,    k, diminuindo Vi, se necessário,
ΣL  Vi contém exatamente dois pontos qi1, qi2 e, aumentando n0 e diminuindo
nVi, se for preciso, teremos também nΣL  nVi = nq1i, nq2i Comecemos denindo
hn(pimj

) = npimj
, hn(qji) =

nqji e hn(σj) =
nσj se 1 ≤ j ≤ k ou r + 1 ≤ j ≤ s

O restante da demonstração será dividido em dois casos: o caso em que
nenhuma órbita fechada intersecta ΣL e o caso em que ocorre pelo menos uma tal
intersecção.

Consideremos o primeiro destes casos. Como, neste caso, não há intersecção
entre ΣL e alguma órbita fechada, podemos supor que Vi  ΣL = ∅, para i =

k+ 1,    , r Do Teorema 4.19, cada vizinhança Vi é homeomorfa à nVi, i = 1,    , r

Dessa forma podemos estender hn, em cada Vi, i = 1,    , k a um homeomorsmo
de Vi em nVi tal que hn(Vi  ΣL) =

nVi  nΣL e que leva as curvas integrais de LC
em Vi nas de LCn, em nVi e ainda podemos denir hn em Vi para i = k + 1,    , r

de modo que leve curvas integrais de LC em curvas integrais de LCn, A estensão
de hn à R e consequentemente a toda L, é feita de forma análoga a de campos de
vetores feita em [37].

Vamos agora ao segundo caso. Consideremos uma óbita fechada σi tal
que σi  ΣL ̸= ∅ Como M ∈ Lr, estas curvas se intersectam transversalmente e
possuem um número nito de pontos de intersecção a1,    , al Podemos diminuir
a vizinhança Vi de modo que a intersecção de ΣL com a fronteira de Vi sejam
2l pontos b1,    , b2l O mesmo procedimento podemos fazer para cada nVi, com
n > n0, am de que o número de intersecções sejam iguais e teremos, assim,
na1,    , nal, nb1,    , nb2l, tais que naj −→ aj, j = 1,    , l Denimos hn em Vi

fazendo hn(aj) =
naj e hn(bj) =

nbj e, em seguida estendendo a um homeomorsmo
de Vi em nVi satisfazendo hn(Vi  ΣL) = nVi  nΣL e que leva as curvas integrais
de LC em Vi nas de LCn, em nVi Realizamos este procedimento com cada órbita
fechada que possua intersecção não vazia com ΣL e, nas demais regiões canônicas o
procedimento é o mesmo feito na primeira parte. A estensão de hn a R é feita da
mesma forma que na primeira parte.

4.3 Equação variacional

Nesta seção desenvolvemos um estudo com vista em trabalhos futuros de
investigação se Lr é denso em X r

Consideremos uma superfície M de classe Cr, r ≥ 6 em R3 Seja X :

I × I → M uma parametrização local de M, onde I =] − 1, 1[, tal que as curvas v
constante sejam solução da equação diferencial das linhas de Laguerre de M Sejam
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Figura 4.6: Ilustração do Teorema 4.20.

Figura 4.7: Ilustração do Teorema 4.20.

E1, F1, G1, e1, f1, g1 os coecientes da primeira e da segunda forma fundamental
de M na parametrização X Escolhendo X = X(u, v) de modo que ⟨Xu, Xv⟩ = 0,

temos F1 = 0 Da Proposição 3.4, am de v = v0, para cada v0, ser uma solução da

Figura 4.8: Soluções v = v0 na carta (u, v).

equação diferencial das linhas de Laguerre na carta (u, v) dada por X−1, deveremos
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ter
(e1)u − 2(f1Γ

2
11 + e1Γ

1
11) = 0 (4-3)

A equação diferencial das linhas de Laguerre na carta (u, v) é

w = dv(A3 dv
2 + 3A2 dv du+ 3A1 du

2) = 0, (4-4)

onde:
A3 = (g1)v +

f1(G1)u
E1

− g1(G1)v
G1

,

A2 = (g1)u − f1(E1)v
E1

− g1(G1)u
G1

,

A1 = (e1)v − e1(E1)v
E1

− f1(G1)u
G1



A superfície de Lie-Cartan L é dada por

L = p

A3 p

2 + 3A2 p+ A1


= 0

e o campo de lie-Cartan LC é dado por

u′ = 3A3 p
2 + 6A2 p+ A1,

v′ = p (3A3 p
2 + 6A2 p+ A1) ,

p′ = −p

∂A3

∂v
p3 +


3∂A2

∂v
+ ∂A3

∂u


p2 +


∂A1

∂v
+ 3∂A2

∂u


p+ ∂A1

∂u




Sejam φ : R2 → R suave tal que φ(−1, v) = 0 e Y : U → R3 dada por

Y (u, v) = X(u, v) + φ(u, v)N1(u, v),

onde N1 =
Xu∧Xv

||Xu∧Xv || é o normal unitário em X(U) e  é um número real. Note que,
para  ≈ 0, Y (U) é uma superfície de classe Cr em R3

Proposição 4.21. Caso ⟨Xu, Xv⟩ = 0 e (e1)u = 2(fΓ2
11 + eΓ1

11) os coecientes da
primeira e da segunda forma fundamental de M = Y (U) são:

E2 = E1 − 2 e1φ +


e21
E1

+
f2
1

G1


φ2 + φ2

u


2,

F2 = −2 f1φ +

f1(E1g1+G1e1)

E1G1
φ2 + φuφv


2,

G2 = G1 − 2 g1φ+ (
E1g21+G1f2

1

E1G1
φ2 + φ2

v)
2,

e2 =
1

||Yu∧Yv ||


[E1G1e1+(E1G1φuu−E1f2

1φ−G1e21φ)][E1G1−(E1g1+G1e1)φ +(e1g1−f2
1 )φ

22]

(E1G1)
3
2

− [E1(E1)uG1+(E1 (E1)vf1φ−4E1G1e1φu−(E1)uG1e1φ)][G1φu−(φu−φv)f1φ]

2 (E1G1)
3
2



+ [E1(E1)vG1+(4E1G1f1φu+2E1G1(f1)uφ−E1(G1)uf1φ−(E1)vG1e1φ) ][E1φv+(f1φu−e1φv)φ]

2 (E1G1)
3
2



,
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f2 =
1

||Yu∧Yv ||


[E1G1f1+(E1G1φuv−E1f1g1φ−G1e1f1φ)][E1G1−(E1g1+G1e1)φ+(e1g1−f2

1 )φ
22]

(E1G1)
3
2

− [E1G1(G1)u+(E1(G1)vf1φ−2E1G1f1φv−2E1G1(f1)vφ−2E1G1g1φu−G1(G1)ue1φ)][E1φv+(f1φu−e1φv)φ]

2(E1G1)
3
2



− [E1(E1)vG1+(E1(G1)uf1φ+(E1)vG1e1φ−2E1G1e1φv−2E1G1(e1)vφ−2E1G1f1φu)][G1φu−(φu−φv)f1φ]

2(E1G1)
3
2



,

g2 =
1

||Yu∧Yv ||


[E1G1g1+(E1G1φvv−E1g21φ−G1f2

1φ)][E1G1−(E1g1+G1e1)φ+(e1g1−f2
1 )φ

22]

(E1G1)
3
2

− [E1G1(G1)v+(E1(G1)vg1φ−4E1G1g1φv−2E1G1(g1)vφ−G1(G1)uf1φ)][E1φv+(f1φu−e1φv)φ ]

2 (E1G1)
3
2



+ [E1G1(G1)u+(4E1G1f1φv+2E1G1(f1)vφ−E1(G1)ug1φ−(E1)vG1f1φ) ][G1φu−(φφu−φφv)f1]

2 (E1G1)
3
2





Demonstração. Temos:

Yu = Xu + φuN1 + φ(N1)u,

Yv = Xv + φvN1 + φ(N1)v,

Yuu = Xuu + φuuN1 + 2φu(N1)u + φ(N1)uu,

Yuv = Xuv + φuvN1 + φu(N1)v + φv(N1)u + φ(N1)uv,

Yvv = Xvv + φvvN1 + 2φv(N1)v + φ(N1)vv

Aplicando as equações de Gauss, temos

Yu =

1− φ e1

E1


Xu − φ f1

G1
Xv + φuN1,

Yv = −φ f1
E1
Xu +


1− φ g1

G1


Xv + φvN1

(4-5)

Daí
Yu ∧ Yv =


1− φ g1E1+G1g1

E1G1
+ 2φ2 g

2
1−f2

1

E1G1


Xu ∧Xv

+

φφv + 2φ2 f1 φu−g1 φv

E1


Xu ∧N1

+

− φφu + 2φ2 g1 φu−f1 φv

G1


Xv ∧N1

Como,

Xu ∧N1 =
Xu ∧ (Xu ∧Xv)

Xu ∧Xv
=

⟨Xu, Xv⟩Xu − ⟨Xu, Xu⟩Xv

Xu ∧Xv
= − E1 Xv√

E1G1

e
Xv ∧N1 =

Xv ∧ (Xu ∧Xv)

Xu ∧Xv
=

⟨Xv, Xv⟩Xu − ⟨Xv, Xu⟩Xv

Xu ∧Xv
=

G1 Xu√
E1G1

,

temos

Yu ∧ Yv =

1− φ g1E1+G1g1

E1G1
+ 2φ2 g

2
1−f2

1

E1G1


Xu ∧Xv − φφu G1−2φ2(g1 φu−f1 φv)√

E1G1
Xu

− φφv E1+2φ2(f φu−g1 φv)√
E1G1

Xv
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Assim,

Yu ∧ Yv2 =

1− φ g1

E1+G1

E1G1
+ 2φ2 g

2
1−f2

1

E1G1

2

E1G1 +


−φφuG1+2φ2


φug1−φvf1

2

G1

−


φφvE1+2φ2


φuf1−φvg1

2

E1


O restante da prova segue de

E2 = ⟨Yu, Yu⟩, F2 = ⟨Yu, Yv⟩, G2 = ⟨Yv, Yv⟩,

e2 = ⟨Yuu, N2⟩, f2 = ⟨Yuv, N2⟩, g2 = ⟨Yvv, N2⟩,

onde
N2 =

Yu ∧ Yv

Yu ∧ Yv


Proposição 4.22. A equação diferencial das linhas de Laguerre em M é

w + B3 dv
3 + 3B2 du dv

2 + 3B1 du
2 dv + B0 du

3 = 0 (4-6)

e a superfície de Lie-Cartan L associada a (4-6) é dada por

L = (u, v, p) ∈ R2 × P1(R); L(u, v, p) = L(u, v, p) +Q(u, v, p, ) = 0,

onde
Q(u, v, p, ) = B3p

3 + 3B2p
2 + 3B1p+B0,

w é a forma diferencial da equação (4-4) e

B3 = 1
2E2

1G
2
1


2G1f1


2E1G1(f1)v − 2E1G1(g1)u + E1(G1)ug1 − E1(G1)vf1

+(E1)vG1f1 +G1(G1)ue1

φ−G1


4E1G1f1g1 + E1(G1)u(G1)v

+2(E1)vG1(G1)u

φu + E1


2E1G1g

2
1 + 6G2

1f
2
1 + 2E1(G1)

2
v −G1(G1)

2
u


φv

+3E1G
2
1(G1)uφuv − 3E2

1G1(G1)vφvv


+O(),
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B2 = 1
2E1G2

1


2G1f1


E1(E1)vg1 − 2E1G1(e1)v + 2E1G1(f1)u + E1(G1)uf1

−(E1)uG1f1 + (E1)vG1e1

φ−G1


2E2

1g
2
1 − 2E1G1f

2
1 − E1(G1)

2
u

−(E1)uG1(G1)u + (E1)
2
vG1


φu − E1


4G2

1e1f1 + 2E1(G1)u(G1)v

+(E1)vG1(G1)u

φv − E1G

2
1(G1)uφuu + E1G1


E1(G1)v + 2(E1)vG1


φuv

+2E2
1G1(G1)uφvv


+O(2),

B1 = 1
2E2

1G
2
1


2E1f1


2E1G1(g1)u − 2E1G1(f1)v − E1(G1)ug1 + E1(G1)vf1

−(E1)vG1f1 −G1(G1)ue1

φ+G1


4E2

1f1g1 + E1(E1)v(G1)u

+2(E1)u(E1)vG1


φu − E1


2E1G1f

2
1 − 2G2

1e
2
1 + E1(E1)v(G1)v − E1(G1)

2
u

+(E1)
2
vG1


φv − 2E1(E1)vG

2
1φuu − E1G1


2E1(G1)u + (E1)uG1


φuv

+E2
1(E1)vG1φvv


+O(2),

B0 = 1
2E2

1G
2
1


2E1f1


E1(E1)vg1 − 2E1G1(e1)v + 2E1G1(f1)u + E1(G1)uf1

−(E1)uG1f1 + (E1)vG1e1

φ+G1


6E2

1f
2
1 + 2E1G1e

2
1 − E1(E1)

2
v

+2(E1)
2
uG1


φu − E1


4E1G1e1f1 + 2E1(E1)v(G1)u + (E1)u(E1)vG1


φv

−3E1(E1)uG
2
1φuu + 3E2

1(E1)vG1φvv


+O(2)

Demonstração. Seja C3 dv
3 + 3C2 du dv

2 + 3C1 du
2 dv + C0 du

3 = 0 a equação
diferencial das linhas de Laguerre em M Aplicando-se a Proposição 4.21, obtem-se

C3 = A3 + B3, C2 = A2 + B2, C1 = A1 + B1, C0 = B0 = A0 + B0

Corolário 4.23. Se LC é o campo de Lie-Cartan de (4-4) e LC o de (4-6),
estendidos a todo o R2 × P1(R), tem-se

LC = LC +

Qp, pQp,−(Qu + pQv)




Demonstração. Segue imediatamente da Proposição 4.22.

Dado v0 ∈ I =] − 1, 1[ seja Γv0 = X(u, v0); u ∈ I a curva de Laguerre
em M correspondente ao segmento v = v0 e seja Γ

v0
a folha em M proveniente de

Γv0 após a deformação de M Notemos que, dado 0 > 0 sucientemente próximo de
zero, existe  ∈]0, 1[ e uma função

ν : I×]− , [×]− 0, 0[−→ I
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tal que
Γ
v0

=

Y (u, ν(u, v0, )); u ∈]− , [




Da equação (4-6), a aplcação u −→ ν(u, v0, ) satisfaz ao seguinte problema de

Figura 4.9: Ilustração da aplicação ν.

valor inicial:




C3(u, ν, )

dν
du

3
+ 3C2(u, ν, )


dν
du

2
+ 3C1(u, ν, )

dν
du

+ C0(u, ν, ) = 0

ν(−1, v0, ) = v0
, (4-7)

sendo Cj = Aj + Bj, j = 0, 1, 2, 3

Derivando a equação em (4-7) com relação a  temos

(D2C3
dν
d

+D3C3)

dν
du

3
+ 3C3


dν
du

2 d
d

dν
du

+ 3(D2C2
dν
d

+D3C2)

dν
du

2

+6C2
dν
du

d
d

dν
du

+ 3(D2C1
dν
d

+D3C1)
dν
du

+ 3C1
d
d

dν
du

+D2C0
dν
d

+D3C0 = 0
(4-8)

Como d
d

dν
du

= d
du

dν
d
, segue que

(D2C3
dν
d

+D3C3)

dν
du

3
+ 3C3


dν
du

2 d
du

dν
d

+ 3(D2C2
dν
d

+D3C2)

dν
du

2

+6C2
dν
du

d
du

dν
d

+ 3(D2C1
dν
d

+D3C1)
dν
du

+ 3C1
d
du

dν
d

+D2C0
dν
d

+D3C0 = 0
(4-9)

Como dν
du
(u, v0, ν(u, 0), 0) = D2B0(u, ν(u, v0, 0), 0) = 0, Cj(u, ν(u, v0, 0), 0) =

Aj(u, ν(u, v0, 0)) e D3C0 =
d
d
B0, avaliando (4-9) em  = 0, temos

3A1
d

du

dν

d

=0

+
d

d
B0

=0

= 0 (4-10)

Dessa forma ν =
dν
d

satisfaz ao seguinte problema de valor inicial:





3A1
dν
du

+ d
d
B0

=0

= 0

ν(−1, v0) = 0

 (4-11)
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É importante observar que

A1(u, 0) =


G1E1G1(e1)v − E1(G1)uf1 − (E1)vG1e1

E1G1


(u, 0) ̸= 0

para todo u ∈ [−1, 1] visto que, se A(u0, 0) = 0 para algum u0 ∈ [−1, 1] o ponto
(u0, 0) pertenceria a curva discriminante. Logo,

dν
d
 = 0

v = v0

= −1
9

 u

−1
f1(E1(E1)vg1−2E1G1(e1)v+2E1G1(f1)u+E1(G1)uf1−(E1)uG1f1+(E1)vG1e1)

G1(E1G1(e1)v−E1(G1)uf1−(E1)vG1e1)
φ du

− 1
18

 u

−1

6E2
1f

2
1+2E1G1e21−E1(E1)2v+2(E1)2uG1

E1(E1G1(e1)v−E1(G1)uf1−(E1)vG1e1)
φu du

+ 1
18

 u

−1
4E1G1e1f1+2E1(E1)v(G1)u+(E1)u(E1)vG1

G1(E1G1(e1)v−E1(G1)uf1−(E1)vG1e1)
φv du

+1
6

 u

−1
(E1)uG1 φuu−E1(E1)v φuv

E1G1(e1)v−E1(G1)uf1−(E1)vG1e1
du

Lema 4.24. Existe uma função φ : R2 → R de classe C∞ cujo suporte está contido
em U = I × I, I = [−1, 1] tal que se 0 > 0 for sucientemente pequeno, para todo
 ∈]− 0, 0[, M = (X + φN1)(U) é uma superfície de classe Cr e o arco de linha
de Laguerre Γ

v0
, que passa pelo ponto (−1, v0) e encontra o segmento 1× I é tal

que  −→ ν(1, v0, ) é estritamente crescente.

Demonstração. Seja µ : R → [0, 1] uma função suave identicamente igual a um
numa vizinhança de zero e com suporte contido em I Como A1(u, 0) ̸= 0, existe
0 > 0 para o qual A1(u, v), possui o mesmo sinal para (u, v) ∈ I × (−0, 0) Além
disto, existe um número real λ tal que

−
 1

−1

λµ(u)
E1(E1)v

E1G1(e1)v − E1(G1)uf1 − (E1)vG1e1
du =  > 0

Diminuindo 0 se necessário, M é uma superfície suave. Tomemos φ : R2 → R
dada por φ(u, v) = λµ(u)µ(v) Daí dν

d
 = 0

u = 1

v = v0

= −1
6
 > 0 Logo, para 0 > 0

sucientemente pequeno, ν(1, v0, ) é estritamente crescente.

Este lema tem relevância para o estudo de recorrências e da densidade de
Lr em X r



CAPÍTULO 5
Exemplos de linhas de Laguerre

Neste capítulo fazemos a descrição qualitativa das linhas de Laguerre nas
superfícies de revolução, nas superfícies regradas e nas quádricas.

5.1 Linhas de Laguerre em superfícies de revolução

Consideremos uma curva regular  : I → R3 contida no plano xz Seja

(u) =

a(u), 0, b(u)



e suponhamos a(u) > 0 para todo u ∈ I A superfície obtida pela rotação de  em
torno do eixo z pode ser coberta por duas parametrizações cada uma dada por

X(u, v) =

a(u) cos(v), a(u) sen(v), b(u)


, (5-1)

com u ∈ I e v ∈ (0, 2π) A esta classe de superfícies chamamos de “superfícies de
revolução.”

Lema 5.1. A equação das linhas de Laguerre numa superfície de revolução, no
sistema de coordenadas denido por (5-1), é

du

(a′(u)2 + b′(u)2) k′

1(u) du
2 + 3 a(u)2 k′

2(u) dv
2

= 0, (5-2)

onde k1 e k2 são as curvaturas principais.

Demonstração. Os coecientes da primeira e da segunda forma fundamental, são:

E(u, v) = a′(u)2 + b′(u)2, F (u, v) = 0, G(u, v) = a(u)2,

e(u, v) =
b′′(u) a′(u)− a′′(u) b′(u)

(a′(u))2 + (b′(u))2
, f(u, v) = 0, g(u, v) =

a(u) b′(u)
(a′(u))2 + (b′(u))2


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Como,

k1(u, v) =
e(u, v)

E(u, v)
= k1(u) e k2(u, v) =

g(u, v)

G(u, v)
= k2(u),

a equação das linhas de Laguerre de uma superfície de revolução é

E
∂k1
∂u

du3 + 3G
∂k2
∂u

du dv3 = 0

Ou seja,
du


(a′(u)2 + b′(u)2) k′

1(u) du
2 + 3 a(u)2 k′

2(u) dv
2

= 0

Admitindo  parametrizada por comprimento de arco a equação (5-2) ca
como segue:

du

k′
1(u) du

2 + 3 a(u)2 k′
2(u) dv

2

= 0 (5-3)

Corolário 5.2. Uma das folheações das linhas de Laguerre em uma superfície de
revolução, satisfazendo k′

1(u) k2(u) + k1(u) k
′
2(u) ̸= 0, são as curvas de nível da

curvatura Gaussiana.

Demonstração. Da demonstração do Lema 5.1, temos:

K(u, v) = k1(u) k2(u)

Assim,
Ku(u, v) = k′

1(u) k2(u) + k1(u) k
′
2(u) e Kv = 0

De modo que, a equação das curvas de nível da curvatura Gaussiana é dada por

Ku du+Kv dv = (k′
1(u) k2(u) + k1(u) k

′
2(u)) du = 0

De (5-2) e da equação acima segue o resultado.

Lema 5.3. Consideremos f, g : R → R funções de classe C r, com r ≥ 4 Sejam
u0, u1 ∈ R com u0 ̸= u1 Suponhamos que f(u) g(u) < 0 qualquer que seja u entre
u0 e u1, f(u0) ̸= 0, g(u0) = 0, g′(u0) ̸= 0 e, f(u1) = 0, f ′(u1) ̸= 0 e g(u1) ̸= 0

Então, dado v0 ∈ R qualquer, a solução do problema de valor inicial





f(u)

du
dt

2
+ g(u)


dv
dt

2
= 0

u(0) = u0

v(0) = v0

(5-4)
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é dada por

u(t) = u0 +
1
4
sng(g′(u0)) g

′(u0) t
2 +O(t4),

v(t) = v0 +

sng(f(u0)) f(u0) t+

1
24

f ′(u0) g′(u0)√
sng(f(u0)) f(u0)

t3 +O(t5),

onde sng(x) = sinal de x, e a solução do problema





f(u)

du
dt

2
+ g(u)


dv
dt

2
= 0

u(0) = u1

v(0) = v0

(5-5)

por
u(t) = u1 − g(u1)

f ′(u1)
t2 +O(t4),

v(t) = v0 − 2
3

g(u1)
f ′(u1)

t3 +O(t5)

Demonstração. Para (5-4), consideraremos o caso f(u0) < 0 O outro caso é
evidentemente análogo. Agora, basta ver que, se u e v são tais que du

dt
=

g(u(t)) e

dv
dt

=

−f(u(t)), então

f(u)


du

dt

2

+ g(u)


dv

dt

2

= 0

Calculando as derivadas em u0 o resultado segue trivialmente.
Para a solução de (5-5), consideraremos o sistema de equações


L(u, v, p) = f(u) + g(u) p2 = 0

dv − p du = 0
 (5-6)

O campo de Lie-Cartan LC associado a (5-6) é dado por

LC(u, v, p) =

2 g(u) p, 2 g(u) p2, −f ′(u)− g′(u) p2




Como f ′(u1) ̸= 0, LC não possui singularidade em (u1, v0, p) qualquer que seja
p ∈ P(R) Além disso, de Lu(u1, v0, 0) = f ′(u1) ̸= 0, pelo Teorema da Função

Implícita, u = u(p), numa vizinhança de (u1, v0, 0) e u′(p) = −Lp


u(p), v, p



Lu


u(p), v, p

  Dessa
forma,

u(p) = − g(u1)

f ′(u1)
p2 +O(p4)

Agora, como u = u(p) satisfaz a equação diferencial (5-7), de dv = p du, temos

dv

dp
= −pLp


u(p), v, p



Lu


u(p), v, p

 
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Resolvendo o problema de valor inicial

dv

dp
= −pLp


u(p), v, p



Lu


u(p), v, p

 , v(0) = v0,

obtemos
v(p) = v0 −

2

3

g(u1)

f ′(u1)
p3 +O(p5),

concluindo a prova.

Teorema 5.4. Em uma superfície de revolução a descrição qualitativa das linhas
de Laguerre é a seguinte:

(i) Uma família de curvas paralelas (u=cte);
(ii) As outras duas famílias são denidas no cilindro C = (u, v) : k ′

1(u) k
′
2(u) <

0;
(iii) Para (u, v) ∈ ∂C, temos um comportamento tangencial caso k ′

1(u) ̸=
0, k′

2(u) = 0 e k′′
2(u) ̸= 0 ou temos um tipo cúspide caso k′

2(u) ̸= 0, k′
1(u) = 0

e k′′
1(u) ̸= 0

Demonstração. O item (i) é imediato. Para provar os demais itens precisamos
analisar a equação

k′
1(u) du

2 + 3 a(u)2 k′
2(u) dv

2 = 0 (5-7)

Uma breve análise nos permite ver que, para u(t) não constante, (5-7) tem solução
se e somente se, k′

1(u) k
′
2(u) < 0, o que comprova o segundo item.

Agora, consideremos u0 ∈ ∂C tal que k′
1(u0) ̸= 0, k′

2(u0) = 0 e k′′
2(u0) ̸= 0

Pelo Lema 5.3 o P.V.I.




k′
1(u)


du
dt

2
+ 3 a(u)2 k′

2(u)

dv
dt

2
= 0

u(0) = u0

v(0) = v0

tem solução

u(t) = u0 +
3
4
a(u0)

2 sng(k′′
2(u0)) k

′′
2(u0) t

2 +O(t4),

v(t) = v0 +

sng(k′

1(u0)) k′
1(u0) t− 1

8

a(u0)2 k′′1 (u0) k′′2 (u0)√
sng(k′1(u0)) k′1(u0)

t3 +O(t5)

Ou seja, temos um comportamento tangencial.
Por m, consideremos u1 ∈ R tal que k′

2(u1) ̸= 0, k′
1(u1) = 0 e k′′

1(u1) ̸= 0
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Aplicando o Lema 5.3 ao problema





k′
1(u)


du
dt

2
+ 3 a(u)2 k′

2(u)

dv
dt

2
= 0

u(0) = u1

v(0) = v0

,

obtemos
u(t) = u1 − 3

a(u1)
2 k′

2(u1)

k′′
1(u1)

t2 +O(t4)

v(t) = v0 − 2
a(u1)

2 k′
2(u1)

k′′
1(u1)

t3 +O(t5)

Ou seja, (u1, v0) é um ponto de cúspide.

Figura 5.1: Ilustração do Teorema 5.4.

Exemplo 5.5. Consideremos o toro de revolução

T (u, v) =

(R + r cos(u)) sen(v), (R + r cos(u)) cos(v), r sen(u)


,

onde R > r > 0 Note que a(u) = R + r cos(u) e b(u) = r sen(u)
Os coecientes da primeira e da segunda forma fundamental são respecti-

vamente:
E(u, v) = r2, F (u, v) = 0, G(u, v) = (R + r cos(u))2

e

e(u, v) = −r, f(u, v) = 0, g(u, v) = −(R + r cos(u)) cos(u)

Desse modo as curvaturas principais são:

k1(u, v) = −1

r
e k2(u, v) = − cos(u)

R + r cos(u)


Consequentemente a equação das linhas de Laguerre é

3 (R + r cos(u))2
d

du


− cos(u)

R + r cos(u)


du dv2 = 0
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que é equivalente a
sen(u) du dv2 = 0

Note que u(t) = u0 (u0 constante) é raiz simples e v(t) = v0 (v0 constante) é
sulução dupla da equação acima. De modo que, num toro de revolução, todas as
linhas de Laguerre são órbitas fechadas. Além disso, esta equação possui duas linhas
de singularidades: (0, v) e (π, v) A união destas linhas de singularidades é a curva
discriminante, i.e., a curva discriminante do toro de revolução é Γ = Γ1  Γ2, onde

Γ1 =


(R− r) sen(v), (R− r) cos(v), 0

; v ∈ [0, 2 π]



e
Γ2 =


(R + r) sen(v), (R + r) cos(v), 0


; v ∈ [0, 2 π]




Figura 5.2: Curvas u constante no toro de revolução.

Figura 5.3: Linhas de Laguerre no toro de revolução.

5.2 Linhas de Laguerre em superfícies regradas

Seja  : I → R3 uma curva diferenciável e seja η : I → R3 \ (0, 0, 0)
uma aplicação diferenciável que a cada u ∈ I associa um vetor não nulo η(u)

Consideremos a família de retas ru formados por pontos p(v) = (u)+v η(u), v ∈ R
O conjunto formado pela união de todas as ru é uma superfície S de uma classe
especial que passamos a denir:

Denição 5.6. Chamamos de superfície regrada a toda superfície S que admite uma
parametrização da forma

X(u, v) = (u) + v η(u), (u, v) ∈ I × R, (5-8)
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onde I é um intervalo aberto da reta e,  : I → R3 e η : I → R3 \ (0, 0, 0) são
aplicações diferenciáveis.

Cada reta ru é chamada uma geratriz e a curva  de uma diretriz de S

Proposição 5.7. A equação das linhas de Laguerre em uma superfície regrada tem
a forma

du [eu−2 (Γ1
11+f Γ2

11)] du
2+3 [ev−2(eΓ1

12+f Γ2
12)] du dv−6 f Γ1

12 dv
2 = 0 (5-9)

Demonstração. Basta observar que Xvv = 0 e que, portanto, g = ⟨Xvv, N⟩ = 0,

onde N é a aplicação normal de Gauss da superfície. Em seguida é só aplicar a
Proposição 3.4.

Corolário 5.8. Numa superfície regrada as geratrizes são linhas de Laguerre.

Demonstração. Segue da equação (5-9) que as retas u constante são linhas de
Laguerre numa superfície regrada.

Exemplo 5.9. (Cilindro) Quando o traço de  está contido em um plano π e η é uma
direção xa não paralela a π, chamamos S de cilindro. Digamos que η(u) = p, u ∈ I

Daí,
X(u, v) = (u) + v p

Assim, um cilindro é uma superfície regrada.

Exemplo 5.10. (Cone) Sejam π um plano em R3 e P um ponto não pertencente a
π Consideremos  : I → π e η : I → R3 \ (0, 0, 0) dada por:

η(u) = P − (u), u ∈ I

A superfície regrada C, parametrizada por

X(u, v) = (u) + v η(u), (u, v) ∈ I × R,

é denominada cone. Como podemos, sempre, tomar P = (0, 0, 0), podemos reescre-
ver a parametrização do cone como segue:

X(u, v) = v (u), (u, v) ∈ I × R (5-10)

Proposição 5.11. A equação diferencial das linhas de Laguerre num cilindro é

eu − e

GEu − 2F Fu

E G− F 2


du3 = 0 (5-11)
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Ou seja, num cilindro S qualquer, fora do conjunto de pontos singulares as únicas
direções de Laguerre são as das geratrizes.

Demonstração. Consideremos (u) =

x(u), y(u), 0


e η(u) = (a, b, c) não paralelo

ao plano x y Assim, f = g = 0 Daí

A3 = gv − 2 (f Γ1
22 + g Γ2

22) = 0,

A2 = gu − 2 (f Γ1
12 + g Γ2

12) = 0,

A1 = ev − 2 (eΓ1
12 + f Γ2

12) = ev − 2 eΓ1
12,

A0 = eu − 2 (eΓ1
11 + f Γ2

11) = eu − 2 eΓ1
11

Como, Xu = ′ não depende de v e Xv = (0, 0, 0), temos

ev = Gu = Ev = 0

Desse modo, temos

A1 = ev − 2 e GEv−F Gu

2(EG−F 2)
= 0,

A0 = eu − 2 e GEu−2F Fu+F Ev

2(EG−F 2)
= eu − 2 e GEu−2F Fu

2(EG−F 2)


O resultado segue da Proposição 3.4.

Corolário 5.12. Em um cilindro reto a equação (5-11) tem a forma

k′
1(u) du

3 = 0, (5-12)

onde k1(u) = k1(u, v) =
e(u, v)
E(u, v)

é a curvatura normal na direção  ′(u)

Demonstração. Em um cilíndro reto,

F = ⟨Xu, Xv⟩ = ⟨′, p⟩ = 0

Daí,

eu − e
GEu − 2F Fu

E G− F 2
= eu − e

Eu

E
= E

eu E − eEu

E2
= E

d

du

 e

E


= E k′

1

Como E = ′2 > 0, segue que a equação diferencial das linhas de Laguerre em
um cilíndro reto é (5-12).

Do corolário acima, vemos que, as geratrizes em que k′
1 muda de sinal,

num cilíndro reto, são linhas de singularidade da equação diferencial das linhas de
Laguerre.
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Proposição 5.13. A equação diferencial das linhas de Laguerre em um cone é

du2


eu − 2 eΓ1
11


du+ 3


ev − 2 eΓ1

12


dv

= 0 (5-13)

Demonstração. De (5-10), temos

Xuv = ′ e Xvv = 0

Daí
f = ⟨Xuv, N⟩ = 0 e g = ⟨Xvv, N⟩ = 0

Assim
A0 = eu − 2 (eΓ1

11 + f Γ2
11) = eu − 2 eΓ1

11,

A1 = ev − 2 (eΓ1
12 + f Γ2

12) = ev − 2 eΓ1
12,

A2 = gu − 2 (f Γ1
12 + g Γ2

12) = 0,

A3 = gv − 2 (f Γ1
22 + g Γ2

22) = 0

Então, pela Proposição 3.4, a equação das linhas de Laguerre num cone é (5-13).

5.3 Linhas de Laguerre nas superfícies quádricas

O conjunto dos pontos do R3 que satisfazem a equação de segundo grau em
x, y, z ∈ R :

a9 x
2 + a8 y

2 + a7 z
2 + a6 x y + a5 x z + a4 y z + a3 x+ a2 y + a1 z + a0 = 0,

com coecientes aj reais onde pelo menos um dos coecientes de grau dois é não nulo,
pode ser um ponto, o vazio ou uma superfície quádrica. Nesta seção analisaremos
a conguração das linhas de Laguerre em superfícies quádricas e mostraremos que,
com exceção do cone circular; nos cilindros e no cone as linhas de Laguerre são as
linhas assintóticas e que nas demais quádricas a equação das linhas de Laguerre em
uma carta local (u, v), tem a forma

(e du2 + 2 f du dv + g dv2)(Ku du+Kv dv) = 0,

onde K é a curvatura Gaussiana e, Ku e Kv são as derivadas de K com relação a u

e v respectivamente.
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5.3.1 Linhas de Laguerre no paraboloide

Consideremos o paraboloide parametrizado por

X(u, v) = (u, v, a u2 + b v2), (5-14)

onde a, b são constantes não nulas e (u, v) ∈ R2 Caso, ab > 0 temos o paraboloide
elíptico e caso ab < 0 o hiperbólico.

Lema 5.14. A equação diferencial das curvas de níveis da curvatura Gaussiana em
um paraboloide qualquer, é

a2 u du+ b2 v dv = 0

Demonstração. Temos

e = 2 a√
4(a2u2+b2v2)+1

, f = 0, g = 2 b√
4(a2u2+b2v2)+1

,

E = 4 a2 u2 + 1, F = 4 a b u v, G = 4 b2 v2 + 1

Assim,

K =
4 a b

(4 a2u2 + 4 b2v2 + 1)2

e daí

Ku(u, v) = − 64 a3b u

(4 a2u2 + 4 b2v2 + 1)2
e Kv(u, v) = − 64 a b3v

(4 a2 u2 + 4 b2v2 + 1)2
,

de modo que, a equação diferencial das curvas de níveis da K é

− 64 a b

(4 a2u2 + 4 b2v2 + 1)2

a2 u du+ b2 v dv


= 0

que equivale a
a2 u du+ b2 v dv = 0

Proposição 5.15. A equação diferencial das linhas de Laguerre num paraboloide
parametrizado por (5-14) é

(e du2 + 2 f du dv + g dv2)(a2 u du+ b2 v dv) = 0 (5-15)
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Demonstração. Aplicando o Corolário 3.6, obtemos:

A0(u, v) = − 24 a3u

(4 a2u2+4 b2v2+1)3/2
,

A1(u, v) = − 8 ab2v

(4 a2u2+4 b2v2+1)3/2
,

A2(u, v) = − 8 a2b u

(4 a2u2+4 b2v2+1)3/2
,

A3(u, v) = − 24 b3v

(4 a2u2+4 b2v2+1)3/2


Logo, a equação das linhas de Laguerre num paraboloide qualquer é

− 24

(4 a2u2 + 4 b2v2 + 1)3/2

a3u du3 + a b2v du2dv + a2b u du dv2 + b3v dv3


= 0

de onde, aplicando o Lema 5.14, obtemos (5-15) sem muita diculdade.

Proposição 5.16. As linhas de Laguerre no paraboloide elíptico consiste de uma
única folheação correspondente à família de curvas fechadas dadas por

c(t) =
√

c a b cos(t),
√
c a2 sen(t), a2 b2 c(a2 cos2(t) + sen2(t))


, (5-16)

onde t ∈ R e o parâmetro c é real não negativo (Ver Figura 5.4).

Demonstração. Como, no paraboloide elíptico, todos os pontos são elípticos, igual-
dade

e du2 + 2 f du dv + g dv2 = 0,

somente se verica se du = dv = 0 Já a equação

a2 u du+ b2 v dv = 0, (5-17)

tem por solução as elipses dadas por

̃c(t) =
√

c a b cos(t),
√
c a2 sen(t)


,

onde c é um parâmetro real não negativo. Como,

X

̃c(t)


=
√

c a b cos(t),
√
c a2 sen(t), a2 b2 c(a2 cos2(t) + sen2(t))


= c(t),

a prova está concluída.

Da Proposição 5.16 segue que as curvas de Laguerre no paraboloide elíptico
são exatamente as curvas de nível da curvatura Gaussiana.

Proposição 5.17. As linhas de Laguerre de um paraboloide hiperbólico, além de
conterem as curvas c dadas em (5-16) ainda possui mais duas folheações formadas
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(a) Paraboloide
elíptico.

(b) Paraboloide hiperbólico.

Figura 5.4: Linhas de Laguerre em um paraboloide.

pelas retas dadas por

r±d (t) =


t, d±


−a

b
t, b d2 ± 2 b d


−a

b
t


, (5-18)

onde t ∈ R e o parâmetro d é um real qualquer.

Demonstração. Como ab < 0, a equação (5.3.1) tem por solução as retas

r̃±d (t) =


t, d±


−a

b
t


,

com d real qualquer. Temos

X

r̃±d (t)


=


t, d± −a

b
t, a t2 + b


d± −a

b
t
2

=

t, d±−a

b
t, b d2 ± 2 b d

−a
b
t



Ou seja,
X

r̃±d (t)


= r±d (t),

qualquer que seja t real e isso conclui a prova.

Da proposição acima segue que, no paraboloide hiperbólico temos três
folheações das linhas de Laguerre, a saber: uma família de órbitas fechadas que
são as curvas de níveis da curvatura Gaussiana e mais as geratrizes que são as linhas
assintóticas.

5.3.2 Linhas de Laguerre no hiperboloide

Temos o hiperboloide de uma folha, cuja equação na forma canônica é

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1
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e o hiperboloide de duas folhas que pode ser escrito, na forma canônica, como

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1

Consideremos as parametrizações

X±(u, v) =


u, v, ±c


u2

a2
+

v2

b2
− 1


, (u, v) ∈ U, (5-19)

onde U =

(u, v) ∈ R2 : u2

a2
+ v2

b2
− 1 > 0


, para o hiperboloide de uma folha e as

parametrizações

Y ±(u, v) =


u, v, ±c


u2

a2
+

v2

b2
+ 1


, (u, v) ∈ R2 (5-20)

para o de duas folhas.
Em todos os resultados desta seção utilzamos as parametrizações dadas por

(5-19) e (5-20).

Lema 5.18. A equação diferencial das curvas de nível da curvatura Gaussiana num
hiperboloide qualquer é

b4(a2 + c2)u du+ a4 (b2 + c2) v dv = 0 (5-21)

Demonstração. Seja, K i a curvatura Gaussiana do hiperboloide de i folhas i = 1, 2

e sejam
wi

G = Ki
udu+Ki

vdv = 0, i = 1, 2,

as respectivas equações de suas curvas de nível. Como

K1 = − a6 b6 c2 (a2+c2)u

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2−a4 b4]2
e K2 = a6 b6 c2

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2+a4 b4]2
,

temos

K1
u = 4 a6 b10 c2 (a2+c2)u

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2−a4 b4]3
, K1

v = 4 a10 b6 c2 (b2+c2) v

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2−a4 b4]3
,

K2
u = − 4 a6 b10 c2 (a2+c2)u

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2+a4 b4]3
, K2

v = − 4 a10 b6 c2(b2+c2) v

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2+a4 b4]3

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Daí

w1
G = 4 a6 b6 c2

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2−a4 b4]3


b4 (a2 + c2)u du+ a4 (b2 + c2) v dv


,

w2
G = − 4 a6 b6 c2

[b4 (a2+c2)u2+a4 (b2+c2) v2+a4 b4]3


b4(a2 + c2)u du+ a4 (b2 + c2) v dv




Logo, wi
G = 0 se, e somente se,

b4(a2 + c2)u du+ a4 (b2 + c2) v dv = 0

Proposição 5.19. (Odenal, B, [35]) As curvas de nível da curvatura Gaussiana
no hiperboloide de uma folha, para a > b > 0 e c > 0 possui duas singularidades
tipo sela em (0, ±b, 0) e dois centros em (±a, 0, 0) As duas selas estão conectadas
por suas separatrizes que são as curvas de nível Kb = K(0, ±b, 0) = − a2

b2 c2
onde K

atinge seu mínimo.

Para uma prova da Proposição 5.19 pode-se consultar [35]. Para uma
ilustração veja a Figura 5.5.

(a) Hiperboloide de
uma folha.

(b) Hiperboloide de
duas folha.

Figura 5.5: Curvas de nível da curvatura Gaussiana no hi-
perboloide.

Proposição 5.20. As curvas de nível da curvatura Gaussiana no hiperboloide de
duas folhas, possui duas singularidades do tipo centro em (0, 0, ±c) correspondentes
a pontos de máximo da K Todas as órbitas regulares são curvas fechadas circun-
dando os dois centros.

Demonstração. Do Lema 5.18 segue que a projeção das curvas de nível da curvatura
Gaussiana no plano uv é a família de elipses b4(a2 + c2)u2 + a4(b2 + c2)v2 = k, onde
k é um parâmetro real. Disto segue a Proposição.
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Proposição 5.21. As curvas de nível da curvatura Gaussiana no hiperboloide de
revolução, de uma folha possui uma linha de singularidades que é o círculo

x2 + y2 = a2,

e todas as curvas regulares são círculos. O hiperboloide de revolução de duas folhas,
possui as mesmas duas singularidades do caso a > b com a única diferença que, no
de revolução, as órbitas da wG = 0 são círculos.

Demonstração. Fazendo b = a em (5-21) obtemos

a4(a2 + c2) (u du+ v dv) = 0

Assim, as órbitas regulares no de uma folha são intersecção do hiperboloide com a
família de cilindros Cr, tal que

Cr
1 = (u, v, z) ∈ R3 : u2 + v2 = r2,

com r > a, e no de duas folhas com r > 0 Como o círculo

u2 + v2 = a2

está contido na fronteira de U não é possível detectar a linha de singularidade no de
uma folha, através da parametrização (5-19). Parametrizando o de uma folha por

X(u, v) =

a cosh(u) cos(v), b cosh(u) sen(v), c senh(u)


, (u, v) ∈ R× (0, 2 π),

a equação diferencial das curvas de nível da K toma a forma

senh(u) du = 0,

e portanto, u = 0 é uma singularide de wG = 0 Como, X(0, v) =

(a cos(v), a sen(v), 0) segue que o círculo de raio a é uma linha de singularidades.

Proposição 5.22. A equação das linhas de Laguerre num hiperboloide é

II i wi
G = 0, i = 1, 2,

onde II i é a segunda forma fundamental, wi
G = K i

udu + Ki
udv e K i é a curvatura

Gaussiana do hiperboloide de i folhas.
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(a) Hiperboloide de
uma folha.

(b) Hiperboloide de
duas folha.

Figura 5.6: Curvas de nível da K num hiperbolóide de revo-
lução.

Demonstração. Temos

II1 = ±c


b4(a2 + c2)u2 + a4(b2 + c2)v2 − a4 b4

v2

b2
+

u2

a2
− 1


w1,

II2 = ±c


b4(a2 + c2)u2 + a4(b2 + c2)v2 + a4 b4

u2

a2
+

v2

b2
+ 1


w2,

onde
w1 = (b2 − v2) du2 + 2u v du dv + (a2 − u2) dv2,

w2 = (b2 + v2) du2 − 2u v du dv + (a2 + u2) dv2

Aplicando o Corolário 3.6, obtemos que, para o hiperboloide de uma folha a equação
diferencial das linhas de Laguerre é


a4 b4 − b4 (a2 + c2)u2 − a4 (b2 + c2) v2


w1 w

1
G = 0 (5-22)

e para o de duas folhas


a4 b4 + b4 (a2 + c2)u2 + a4 (b2 + c2) v2


w2 w

2
G = 0 (5-23)

Como, II1 w1
G = 0 equivale a (5-22) e II2 w2

G = 0 equivale a (5-23) a prova está
concluída.

Corolário 5.23. As linhas de Laguerre num hiperboloide de duas folhas possui
somente uma folheação que são as curvas de nível da K e no de uma folha possuem
três folheações: uma formada pelas curvas de nível da curvatura Gaussiana e duas
pelas linhas assintóticas.
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(a) Caso a > b. (b) Caso a = b.

Figura 5.7: Linhas de Laguerre no hiperbolóide de uma folha.

5.3.3 Linhas de Laguerre no elipsoide

O elipsoide é a quádrica cuja equação cartesiana é

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

Quando um elipsoide tem dois eixos do mesmo tamanho e um diferente ele é chamado
de biaxial e quando tem três eixos de tamanhos distintos o chamamos de triaxial ou
escaleno.

Proposição 5.24. As linhas de Laguerre no elipsoide biaxial são círculos fechados
com centro no eixo diferente. Além disso o círculo de maior raio é uma linha de
singularidades da equação diferencial das linhas de Laguerre.

Demonstração. O elipsoide
x2 + y2

r2
+

z2

c2
= 1

pode ser parametrizado por

X(u, v) =

r cos(u) cos(v), r cos(u) sen(v), c sen(u)


,

com u ∈

−π

2
, π

2


e v ∈ (0, 2 π) Pelo Lema 5.1, a equação das linhas de Laguerre,

nesta parametrização, é

du

(a′(u)2 + b′(u)2) k′

1(u) du
2 + 3 a(u)2 k′

2(u) dv
2

= 0,

onde

a(u) = r cos(u), b(u) = c sen(u), k1(u) =
e(u, v)

E(u, v)
e k2(u) =

g(u, v)

G(u, v)

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Como

e(u, v) = r c√
(c2−r2) cos2(u)+r2

, E(u, v) = (c2 − r2) cos2(u) + r2,

g(u, v) = r c cos2(u)√
(c2−r2) cos2(u)+r2

, G(u, v) = cos(u)2 r2,

segue que

a′(u)2 + b′(u)2 k′
1(u) du

2 + 3 a(u)2 k′
2(u) dv

2 = 3 r c (c2−r2) cos(u) sen(u)

(r2 sen2(u)+c2 cos2(u))
3
2
(du2 + cos2(u) dv2) 

Como
du2 + cos2(u) dv2

não se anula, a equação diferencial das Linhas de Laguerre equivale a

sen(u) du = 0 (5-24)

Consequentemente, as linhas de Laguerre, no elipsoide biaxial, são os círculo corres-
pondentes aos seguimentos u constante, sendo u = 0 uma linha de singularidade.

Figura 5.8: Linhas de Laguerre em um elipsoide biaxial.

Passaremos a analisar, agora, o elipsoide triaxial

Ea,b,c =


(x, y, z) ∈ R3;

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1


,
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com a > b > c > 0 Sabemos que, Ea,b,c pode ser parametrizado por

X(u, v) =


±


M(u, v, a2)

W (a, b, c)
, ±


M(u, v, b2)

W (b, a, c)
, ±


M(u, v, c2)

W (c, a, b)


, (5-25)

com

M(u, v, w) = w(w−u)(w−v), W (r, s, t) = (r2−s2)(r2−t2), u ∈ (c2, b2) e v ∈ (b2, a2)

Lema 5.25. Na parametrização (5-25), a equação diferencial das curvas de nível
da curvatura Gaussiana em Ea,b,c é

v du+ u dv = 0,

e
II = ± a b c

4
√
u v h(u) h(v)

(h(u) dv2 − h(v) du2),

onde
h(t) = (a2 − t)(b2 − t)(c2 − t)

Demonstração. Os coecientes da primeira e da segunda forma fundamental são

E(u, v) =
1

4

(u− v)u

h(u)
, F (u, v) = 0, G(u, v) = −1

4

(u− v) v

h(v)
,

e(u, v) = ±1

4

abc(u− v)

h(u)
√
u v

, f(u, v) = 0, g(u, v) = ±1

4

a b c(v − u)

h(v)
√
u v



Assim,

K(u, v) =
e(u, v) g(u, v)

E(u, v)G(u, v)
=

a2 b2 c2

u2 v2


Daí
Ku = −2 a2 b2 c2

u3 v2
e Kv = −2 a2 b2 c2

u2 v3


e portanto
wG = 0 ⇔ v du+ u dv = 0

Por m,

II = e du2 + 2 f du dv + g dv2 = ± a b c

4
√
u v h(u) h(v)

(h(u) dv2 − h(v) du2),

concluindo a prova.

Proposição 5.26. As linhas de Laguerre em Ea,b,c são as curvas de nível da
curvatura Gaussiana.



5.3 Linhas de Laguerre nas superfícies quádricas 129

Demonstração. Da demonstração do Lema 5.25, temos

k1(u, v) =
e(u, v)

E(u, v)
=

a b c

u
√
u v

e k2(u, v) =
a b c

v
√
u v



Pela Corolário 3.5, a equação diferencial das linhas de Laguerre é

E


∂k1
∂u

du3 + 3
∂k1
∂v

du2 dv


+G


3
∂k2
∂u

du dv2 +
∂k2
∂v

dv3


= 0

Como

E

∂k1
∂u

du3 + 3 ∂k1
∂v

du2 dv


= 1
4

(u−v)u
h(u)


−3

2
a b c

u2
√
u v

du3 − 3
2

a b c
u v

√
u v

du2 dv


= −3
8

a b c (u−v)√
u v

du2

h(u)


1
u
du+ 1

v
dv


e

G

3 ∂k2

∂u
du dv2 + ∂k2

∂v
dv3


= −1

4
(u−v) v
h(v)


−3

2
a b c

u v
√
u v

du dv2 − 3
2

a b c
v2

√
u v

dv3


= 3
8

a b c (u−v)√
u v

dv2

h(v)


1
u
du+ 1

v
dv

,

a equação diferencial das linhas de Laguerre pode ser escrita como

3

8

a b c (u− v)√
u v


dv2

h(v)
− du2

h(u)


1

u
du+

1

v
dv


= 0

Ou, equivalentemente,

1

4

a b c (u− v)

h(u) h(v)
√
u v


h(u) dv2 − h(v) du2


(v du+ u dv) = 0

Como
1

4

a b c (u− v)

h(u) h(v)
√
u v


h(u) dv2 − h(v) du2


= II

não se anula em nenhum ponto de Ea,b,c, segue que a equação diferencial das linhas
de Laguerre equivale a

wG = 0,

como queríamos mostrar.

Proposição 5.27. A equação diferencial das linhas de Laguerre no Ea,b,c possui
duas singularidades do tipo sela e quatro do tipo centro.

Demonstração. Consideremos as parametrizações

X±(y, z) =


± a


1− y2

b2
− z2

c2
, y, z


, com

y2

b2
+

z2

c2
< 1,
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Y ±(x, z) =


x, ± b


1− x2

a2
− z2

c2
, z


, com

x2

a2
+

z2

c2
< 1,

Z±(x, y) =


x, y, ± c


1− x2

a2
− y2

b2


, com

x2

a2
+

y2

b2
< 1

A equação diferencial das curvas de nível da curvatura Gaussiana na parametrização
X± é

wx = (b2 − a2) c4 y dy + (c2 − a2) b4 z dz = 0

na parametrização Y ± é

wy = (a2 − b2) c4 x dx+ (c2 − b2) a4 z dz = 0

e na parametrização Z± é

wz = (a2 − c2) b4 x dx+ (b2 − c2) a4 y dy = 0

Agora observemos que, wx e wz possuem cada uma, uma singularidade do tipo centro
que resultam em quatro centros no elipsoide. Já wy possui uma singularidade do tipo
sela que resulta em duas selas no elipsoide.

Corolário 5.28. As curvas integrais das linhas de Laguerre em um elipsoide triaxial
são as da Figura 5.9.

Figura 5.9: Linhas de Laguerre em um elipsoide triaxial.

Demonstração. Da demonstração da Proposição 5.27,

X±(0, 0) = (± a, 0, 0) e Z±(0, 0) = (0, 0,± c)

são singularidades do tipo centro e,

Y ±(0, 0) = (0,± b, 0)

são selas. O restante da prova segue por simetria.
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5.3.4 Linhas de Laguerre nos Cilindros

Existem quatro tipos de cilindros que são quádricas: o cilindro parabólico,
o elíptico, o circular e o hiperbólico. Suas equações cartesianas são

y = a x2,
x2

a2
+

y2

b2
= 1, x2 + y2 = r2 e

x2

a2
− y2

b2
= 1,

respectivamente, sendo a b ̸= 0, r > 0.
Podemos parametrizar

(i) o parabólico por

X(u, v) =

u, a u2, v


, (u, v) ∈ R2;

(ii) o elíptico por

X(u, v) =

a cos(u), b sen(u), v


, (u, v) ∈ (0, 2 π)× R;

(iii) o circular por

X(u, v) =

r cos(u), r sen(u), v


, (u, v) ∈ (0, 2 π)× R;

(iv) o hiperbólico por

X−(u, v) =

− a cosh(u), b senh(u), v


, (u, v) ∈ R2,

X+(u, v) =

a cosh(u), b senh(u), v


, (u, v) ∈ R2

Como se tratam de cilindros retos, pelo Corolário 5.12, a equação diferencial das
linhas de Laguerre em qualquer dos cilindros acima é

k′
1(u) du

3 = 0,

onde k1 =
e
E


No cilindro parabólico

k′
1(u) =

40a3u

(4 a2u2 + 1)3/2

e, portanto, há uma linha de singularidades da equação diferencial que é u = 0

No cilindro elíptico

k1(u) =
5 a b (a2 − b2) cos(u) sen(u)
(a2 sen2(u) + b2 cos2(u))3/2


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Figura 5.10: Linhas de Laguerre num cilíndro parabólico.

Logo, a equação diferencial das linhas de Laguerre, no cilindro elíptico, possui quatro
linhas de singularidades que são as retas: u = 0, u = ±π

2
e u = π

Figura 5.11: Linhas de Laguerre num cilíndro elíptico.

No cilindro circular
k′
1 = 0

e daí toda direção é direção de Laguerre no cilindro circular.
No cilindro hiperbólico

k′
1(u) = − 5 a b (a2 + b2) cosh(u) senh(u)


a2 (cosh(u))2 + b2 (cosh(u))2 − a2

3/2 

Então a equação diferencial possui uma linha de singularidades, u = 0

Figura 5.12: Linhas de Laguerre num cilíndro hiperbólico.
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5.3.5 Linhas de Laguerre nos Cones

Só existem dois cones que são quádricas: o cone circular e o elíptico com
parametrizações

X(u, v) =

r v cos(u), r v sen(u), v


e Y (u, v) =


a v cos(u), b v sen(u), v


,

respectivamente, para (u, v) ∈ (0, 2 π)× R, sendo a > b > 0 Da Proposição 5.13 a
equação diferencial das linhas de Laguerre em qualquer deles é

du2


eu − 2 eΓ1
11


du+ 3


ev − 2 eΓ1

12


dv

= 0

No cone elíptico

eu − 2 eΓ1
11 = − 3 a b (a2−b2) v2 cos(u) sen(u)

(cos2(u)−b2−1) a2−b2 cos2(u)


−v2

(cos2(u)−b2−1) a2−b2 cos2(u)

 ,

ev − 2 eΓ1
12 =

a b v
−v2


(cos2(u)−b2−1) a2−b2 cos2(u)

 
(5-26)

Assim, no conte elíptico,


eu − 2 eΓ1

11


du+ 3


ev − 2 eΓ1

12


dv = 0

equivale a

− 3 a b (a2 − b2) v cos(u) sen(u)
(cos2(u)− b2 − 1) a2 − b2 cos2(u)

du+ a b dv = 0

Resolvendo a equação acima, obtemos

v =
c


2 (cos(2 u)− 1− 2 b2) a2 − 2 b2 cos(2 u)− 2 b2

 3
2



Como,
2 (cos(2 u)− 1− 2 b2) a2 − 2 b2 cos(2 u)− 2 b2 < 0,

as linhas de Laguerre no cone elíptico são somente as geratrizes.
Fazendo a = b = r, em (5-26), obtemos

eu − 2 eΓ1
11 = 0

ev − 2 eΓ1
12 =

v
v2

r2+1

 
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Então, a equação diferencial das linhas de Laguerre no cone circular é

v du2 dv = 0

Dessa forma, as linhas de Laguerre, no cone circular, são as geratrizes e os círculos

X(u, v0) =

r v0 cos(u), r v0 sen(u), v0


, u ∈ (0, 2 π)

para cada v0 ̸= 0, xo.

(a) Cone elíptico. (b) Cone circular.

Figura 5.13: Linhas de Laguerre em um cone quádrico.

5.3.6 A equação diferencial das linhas de Laguerre em uma

quádrica

Reunindo todos os resultados obtidos nas seções anteriores sobre quádricas
obtemos o Teorema 5.29 a seguir.

Teorema 5.29. Com exceção do cone circular, a equação das linhas de Laguerre
numa quádrica, em uma carta local (u, v), tem uma das seguintes formas:

(i) (e du2 + 2 f du dv + g dv2)(Ku du+Kv dv) = 0;

(ii) e du2 + 2 f du dv + g dv2 = 0;

(iv) Ku du+Kv dv = 0;

onde e, f e g são os coecientes da segunda forma fundamental e, Ku e Kv são as
derivadas da curvatura Gaussiana com relação a u e v respectivamente.

5.4 Problema inverso para linhas de Laguerre

O problema inverso para linhas de Laguerre é o seguinte: “Dada uma curva
 em R3 existe uma superfície M em R3 tendo  como linha de Laguerre?”
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O teorema seguinte nos diz que existe uma superfície regrada que tem esta
curva como linha de Laguerre.

Teorema 5.30. Seja  uma curva regular de R3 parametrizada por comprimento
de arco, com curvatura k > 0, torção τ e triedro de Frenet t, n, b Então  é uma
curva regular de Laguerre da superfície M parametrizada por

X(u, v) = (u) + v

cos(a(u))n(u) + sen(a(u)) b(u)


(5-27)

se, e só se, a(u) satiszer a equação diferencial

−3 k(u) cos(a(u)) a′(u) + 2 k(u) τ(u) cos(a(u))− k′(u) sen(a(u)) = 0

e
a′′(u)− τ ′(u)− k2(u) cos(a(u)) sen(a(u)) ̸= 0

Demonstração. Seja N a aplicação normal de Gauss de X Daí

N(u, 0) = −sen(a(u))n(u) + cos(a(u)) b(u)

Os coecientes da primeira e da segunda forma fundamental, em pontos de , são:

E(u, 0) = 1, F (u, 0) = 0, G(u, 0) = 1,

e(u, 0) = −k(u) sen(a(u)), f(u, 0) = a′(u)− τ(u) e g(u, 0) = 0,

respectivamente. Com alguns cálculos obtemos

A0(u, 0) = −3 k(u) cos(a(u)) a′(u) + 2 k(u) τ(u) cos(a(u))− k′(u) sen(a(u))

e
A1(u, 0) = a′′(u)− τ ′(u)− k2(u) cos(a(u)) sen(a(u))

Sabemos que A0(u, 0) = 2 k′
n(u) − 2 τg(u) kg(u) de modo que  será uma linha de

Laguerre de (5-27) se, e só se, a(u) satiszer a equação

−3 k(u) cos(a(u)) a′(u) + 2 k(u) τ(u) cos(a(u))− k′(u) sen(a(u)) = 0

Por m, a condição de regularidade é A1(u, 0) ̸= 0



Contribuições e perspectivas de trabalhos futuros

As contribuições deste trabalho são:

• Prova do Teorema 1.66.
• Descrição do comportamento qualitativo genérico local para as equações da
forma

Im[(a+ ib)(du+ idv)3] = 0

• Classicação das singularidades, genéricas, no innito para as equações da
forma

Im[(a+ ib)(du+ idv)3] = 0

• A classicação global da conguração de equações da forma

Im[(a+ ib)(du+ idv)3] = 0,

para o caso particular em que a(u, v) = a1u + a2v, b(u, v) = b1u + b2v sendo
aj, bj ∈ R

• Dedução de uma expressão para a derivada da aplicação de primeiro retorno
para um arco de uma órbita e para uma órbita fechada, tanto para as equações
da forma Im[(a + ib)(du + idv)3] = 0, como para as equações diferencias das
linhas de Laguerre.

• Estudo das singularidades da equação diferencial das linhas de Laguerre para
o caso particular em que o campo de Lie-Cartan possui duas ou quatro
singularidades, sendo uma para p = 0 e a outra no innito.

• Prova de que o conjunto de superfícies Lr da Denição 4.14 é aberto no conjunto
X r das superfícies compactas e orientáveis.

• Prova de que todo elemento de Lr é Cr-Laguerre estruturalmente estável.
• Descrição das linhas de Laguerre em superfícies de revolução, em superfícies
regradas e em superfícies quádricas.

Perspectivas futuras:

• Classicação global da conguração de equações da forma
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Im[(a+ ib)(du+ idv)3] = 0

• Estudar órbitas regulares periódicas no innito das equações

Im[(a+ ib)(du+ idv)3] = 0

• Investigar quais problemas da Geometria, da Mecânica ou de outra área da
ciência, estão relacionados com a equação Im[(a+ ib)(du+ idv)3] = 0

• Classicação completa das singularidades das equações das linhas de Laguerre.
• Estudo de recorrências para linhas de Laguerre.
• Responder a questão: O conjunto Lr é denso no conjunto X r?

• Responder a questão: Todo elemento de X r, Cr-Laguerre estruturalmente
estável, pertence à Lr?
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