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Resumo

Maranhao Neto, Raimundo Cavalcante. Estudo Qualitativo de Equa-
coes Diferenciais Binarias Cibicas. Goidnia, 2022. 141p. Tese de Dou-
torado. Programa de Pés-Graduacgao em Matemética, Instituto de Matemé-
tica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Neste trabalho apresentamos um estudo qualitativo para duas classes de equagoes

diferenciais binarias ctuibicas. A primeira delas é da forma
Im[(a + i b)(du + i dv)?*] = 0, (0-1)

onde a, b : R? — R sdo funcoes de classe C™ e a segunda é da equacdo diferencial
implicita das linhas de Laguerre de uma superficie de classe C%. Esta segunda classe,

conforme mostrado em [5], possui a forma
As(u,v) dv® + 3 Ag(u, v) dv? du + 3 Ay (u, v) dv du® + Ag(u,v) du® = 0.

Com relagao as equagoes da forma (0-1), realizamos um estudo local, expressamos a
derivada da aplicacao de primeiro retorno, classificamos as singularidades no infinito
e apresentamos um resultado global para o caso em que a e b sao polinémios de grau
um.

Para a equacao diferencial das linhas Laguerre, estudamos o comportamento quali-
tativo proximo a curva discriminante, fizemos um estudo parcial das singularidades,
apresentamos uma expressao para derivada da aplicacao de primeiro retorno, reali-
zamos um estudo de estabilidade estrutural e estudamos os casos particulares para

superficies de rotagao, superficies regradas e superficies quadricas.

Palavras—chave
Equacgoes diferencias ordinarias implicitas de primeira ordem; Lie-Cartan;

Linhas de Laguerre; Binéarias ctbicas.



Abstract

Maranhao Neto, Raimundo Cavalcante. Estudo Qualitativo de Equa-
coes Diferenciais Binarias Ciibicas. Goiania, 2022. 141p. PhD. Thesis.
Programa de Poés-Graduagao em Matematica, Instituto de Matemética e
Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

In this work we present a qualitative study for two classes of differential equations.
The first of these is of the form

Im[(a +ib)(du +idv)®] =0, (0-2)

where a, b : R?2 — R are functions of class C* and the second is from the implicit
differential equation of the Laguerre lines of a surface of class C°. This second class,

as proved in [5], has the shape
As(u,v) dv® + 3 Ag(u, v) dv? du + 3 Ay (u, v) dv du® + Ag(u,v) du® = 0.

With regard to equations of the form (0-2), we perform a local study, express the
derivative of the application of the first return, we classify the singularities at infinity
and present a global result for the case where a and b are polynomials of degree one.
For the differential equation of the Laguerre lines, we studied the qualitative behavior
close to the discriminant curve, we made a partial study of the singularities, we
presented an expression for the derivative of the application of the first return, we
carried out a study of structural stability and we studied the particular cases for

surfaces of rotation , ruled surfaces and quadric surfaces.

Keywords
First order implicit ordinary differential equations; Lie-Cartan; Laguerre

Lines; Cubic binaries.
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Introducao

Uma equacao diferencial ordindria implicita de primeira ordem é uma
equagao da forma
F(u, v, p) =0, (0-3)

onde F & uma funcao de classe C*, k> 1ep= Z—Z.
Equacoes diferenciais implicitas possuem aplicacoes em geometria diferen-
cial de superficies, como por exemplo, a equacao diferencial das linhas de curvaturas

principais e a de linhas assintéticas. Aparecem em problemas de mecénica, por

(dE>2 _ 2k(x)2(E U,

dx m

exemplo, a equacao

modela um sistema mecénico unidimensional, onde U representa uma forca, F a
energia do sistema e k(x) é uma funcao de proporcionalidade entre a forga de atrito
e a velocidade.

Também aparecem no estudo de equagoes diferenciais parciais e estao
relacionadas com problemas importantes da Matematica como, por exemplo, com a
obtencgao da transformada de Legendre de uma determinada fungao.

Neste trabalho tratamos de uma classe especifica de equacoes diferenciais
ordinérias implicitas de primeira ordem: “as equagoes diferenciais binarias cibicas”.
Abordamos duas subclasses destas e o método que utilizamos para a realizacao desse
estudo foi o levantamento de Lie-Cartan e esté exposto na Secao 1.5.

No Capitulo 1 apresentamos uma lista de definigoes e de resultados prelimi-
nares de algebra, geometria, analise, topologia e de equacoes diferenciais ordinérias
implicitas de primeira ordem que sao necessarios para o entendimento dos demais
capitulos. Além disso, temos dois resultados neste Capitulo: na Secdo 1.3 temos a
Proposigao 1.65 e na Segao 1.5 temos o Teorema 1.66.

No Capitulo 2 apresentamos a primeira classe de equacoes que estudamos

que é a das equacoes da forma

Im[(a + ib)(du + idv)®] = 0,
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onde a € C*(R% R) e du,dv : R*> — R sdo as projegoes candnicas de R?, isto &,
du(u,v) = u e dv(u,v) = v. Com relagdo a estas, descrevemos o comportamento
qualitativo genérico local, fizemos a classificacdo de singularidades no infinito,
obtivemos uma expressao para a aplicagao de Poincaré para um arco de trajetéria
e apresentamos uma classificacdo global para o caso em que a(u,v) = aju + agv e
b(u,v) = byu + byv, onde ay,as, by, by € R. Os principais resultados desse Capitulo
estao nos teoremas 2.12, 2.19 e 2.31.

A segunda classe de equagdes que estudamos é das equacgoes diferenciais das
linhas de Laguerre em superficies. Este estudo esta distribuido nos Capitulos 3, 4 e
5. Na primeira se¢ao do Capitulo 3 apresentamos uma lista de defini¢oes e resultados
retirados da referéncia bibliogréfica e na segunda secdo apresentamos um estudo do
comportamento das linhas de Laguerre proximo & curva discriminante.

Na terceira se¢ao do Capitulo 3 apresentamos um estudo das singularidades
da equacdo (3-2) que sao os pontos (u, v) tais que A;(u, v) = 0 para j =0, 1, 2, 3.
Trata-se do estudo de um caso particular e os resultados deste capitulo estao
distribuidos nas proposic¢oes de 3.8 a 3.20.

No Capitulo 4 deduzimos uma expressao para a derivada da aplicagdao de
Poincaré para um arco de trajetoria regular (sem intersec¢ao com o conjunto critico)
e desenvolvemos um estudo de estabilidade estrutural para as linhas de Laguerre,
sendo que o estudo da estabilidade foi restrito as superficies compactas e orientaveis.
Os principais resultados deste capitulo estdo contidos nos teoremas 4.3, 4.8, 4.19,
4.20 e no Lema 4.24 que é um resultado que visa um estudo futuro.

No Capitulo 5 desenvolvemos um estudo das linhas de Laguerre em superfi-
cies de revolucao na Sec¢ao 5.1, em superficies regradas na Secao 5.2 e em superficies
quadricas na Seg¢ao 5.3. Os principais resultados deste capitulo estdo nos teoremas
5.4, 5.29 e 5.30.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos, sem muita delonga, conceitos essenciais de
geometria, anélise, topologia, algebra e equagoes diferenciais implicitas ordinarias
de primeira ordem. Tais conceitos serao utilizados nos capitulos seguintes para

formulacao e demonstracao dos resultados da nossa pesquisa.

1.1 Geometria

1.1.1 Curvas planas e circulo osculador

Definicao 1.1. Sejam I um intervalo da reta e seja v : I — R? uma curva
diferencidvel. Dado ty € I, se || (to)|| # 0, dizemos que v € reqular em to, caso
contrdrio dizemos que vy possui um ponto de cuspide em to. Caso ||v(t)|| # 0 para

todo t € I, dizemos que v € uma curva reqular.

T

Figura 1.1: A curva v : R — R? dada por ~(t) = (t2,13) tem
um ponto de cispide em 7(0).

Consideremos I C R um intervalo e seja v : I — R? uma curva regular de
classe C", r > 2, parametrizada por comprimento de arco. Se v(s) = (z(s), y(s)),
entao, {t(s), n(s)}, onde t(s) = +'(s) e n(s) = (—=y'(s), 2/(s)), € uma base positiva

do R2. Como n(s) e 7"(s) possuem a mesma diregao existe uma fungao k : I — R
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tal que 7’(s) = k(s)n(s), para todo s € I, chamada func¢ao curvatura de v (Veja
[3]). Note que

k(s) = (Y'(s),n(s)) = 2'y" — 2"y

Caso v seja uma curva regular de classe C", r > 2, nado necessariamente

parametrizada por comprimento de arco, o vetor T'(t) = ﬁ ¢é unitario e tangente

ayem s. A aplicagao t — T'(t) é chamada indicatriz tangente da curva. Note que,
para cada t € I, existe 0(t) tal que T'(t) = (cos(6(t)), sen(6(t))

Definigao 1.2. Chamamos de curvatura de v em s € I, ao nimero k(s) = 0'(s).

Proposigao 1.3. Consideremos I C R um intervalo e seja v : I — R? uma curva

reqular de classe C", r > 2, parametrizada por v(t) = (x(t),y(t)). Entao,

2'(t)y"(t) — 2"(t)y'(t)
(2/()2 +y/(1)?)

k(t) =

N

Veja [3] para uma prova da Proposigao anterior.

Definicao 1.4. Seja v : I — R? uma curva reqular de classe C? parametrizada por

comprimento de arco, com curvatura k(s) # 0. Chamamos r(s) = \k(ls)| de raio de

curvatura da curva vy em s e o circulo de centro

e raio r(s) € denominado circulo osculador de v em s.

Seja F': U C R? — R uma funcao de classe C™, m > 1. Dizemos que z € U
¢ um ponto regular de F' se dF(x) for sobrejetiva. Um niamero y € R é dito valor
regular de F se todo x € F~!(y) for ponto regular de F. Se yo ¢ um valor regular
de F, entdo F~'(y) € uma subvariedade de classe C™ de codimensdo um, ou seja é
uma curva (Veja [33]). Consideremos uma curva v : I — R? de classe C? e a fungao
g : I — R dada por g(t) = F(y(t)).

Definigao 1.5. Diremos que v e F~Y(0) tém contato de ordem r em to € I, se

g™ (ty) =0 para 0 <n <r—1eg"(ty) #0, onde g™ (t) € a derivada de ordem n
degemteg® =g.

Proposicao 1.6. De todos os circulos tangentes a v em py = ~(to), o circulo

osculador € o que possui mator ordem de contato.

Demonstragao. A familia de todos os circulos tangentes a v em py = 7(to) ¢ dada
por
(= 20)* + (y — yo)* = 1%, (1-1)
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onde xg = z(to) — ry'(to) e yo = y(to) + ra’(to). Consideremos a fungao F : R* - R
dada por F(z,y) = (x — x0)> + (y — %0)®> — r* e seja ¢ : [ — R definida por
g(t) = F(~(t)). Dai,

g(to) = g'(to) =0 e g"(to) = 2(1 — rk(to)).

Logo, para um dos circulos de (1-1) ter contato de ordem méxima ele tem que ter

raio r = ——. O

Da demonstragao da Proposi¢ao 1.6 vemos que uma curva tem contato de,

no minimo, ordem trés com seu circulo osculador.

YA

Figura 1.2: No ponto ponto P o circulo osculador tem con-
tato de ordem trés com a pardbola e na origem
tem contato de ordem quatro.

Definicao 1.7. Dizemos que uma curva y € super osculada pelo seu circulo oscula-
dor em um ponto (to) se, neste ponto, ela tem contato de ordem igual ou superior

a quatro com seu circulo osculador.

1.1.2 Curvas e superficies no R?

Definicao 1.8. Sejam I C R um intervalo e v : I — R3 uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco s € I. O nimero k(s) = ||7"(s)|| chama-se curvatura de

v em s.

Dada uma curva parametrizada por comprimento de arco v : I — R3, nos
pontos onde k(s) # 0, fica bem definido pela equagao v”(s) = k(s) n(s), um vetor
unitario n(s). Como 7" (s) ¢ normal ay/(s), n(s) também é. O vetor b(s) = t(s)An(s),
produto vetorial de #(s) por n(s), é também unitario e normal a t(s) e n(s). O vetor

b(s) é chamada o binormal a v em s.
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Definicao 1.9. Sejam I C R um intervalo e v : I — R?® uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco s tal que v"(s) # 0, s € 1. O nimero 7(s) definido por
V(s) =7(s)n(s) € chamado de tor¢ao de v em s.

O referencial {t,n,b} é chamado de triedro de Frenet. Esse referencial

satisfaz as equagoes

t'=kn,
n' =—kt—rT1b,
b =r1n,

chamadas de férmulas de Frenet.

Sejam M uma superficie em R? de classe C*, k > 2, I C R um intervalo
e v : I — M uma curva diferenciavel de classe C", r > 2, parametrizada por
comprimento de arco. Suponhamos que exista uma vizinhanca V, de (/) em que
M seja orientével e seja X : U C R* — M uma parametrizagao tal que V., C X (U).

Podemos definir, em V,,, o campo vetorial normal unitario N dado por

Xu(u,v) A X, (u,v)

N(u,v) = | X (u, v) A Xy (u, )]

onde X,, X, sao as derivadas de X com relagao a u e a v, respectivamente, e
A denota o produto vetorial. Seja T'(s) = 7/(s). Escrevendo N(v(s)) = N(s)
podemos definir, em pontos de v, o campo vetorial (N A T)(s) = N(s) A T(s).
O referencial {T'(s), N(s), (N A T)(s)} é chamado de referencial de Darboux (ou

triedro de Darboux) associado a 7. O triedro de Darboux satisfaz as equagoes

T'(s) = k ( ) (NAT)(s) + kn(s) N(s),

(NAT)(s) = —ko(s) T(s) + 7y(s) N(s),
N'(s) = —kn(s) T(s) = 79(s) (N AT)(s),

onde ky(s) e 74(s) sdo a curvatura geodésica e a tor¢ao geodésica de v no ponto v(s),
k. (s) € a curvatura normal da superficie no ponto ¥(s) e na diregao T'(s) = +'(s) e
N(s) é o vetor unitario normal & superficie no ponto y(s).

Chamamos de equagdes de Gauss as equacoes:

Nu(u,v) = 5 Xu(u, v) + F575 X0l
N, (u,v) ggiﬁXu(u,v) + gé__%ng(u,v)
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e de equacoes de Codazzi—Mainardi, as:
el + f ([, = T1) — g% = e, — fu,
ey + f (13 —T3) — g% = fo = gu,

onde E, F, (G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental; e, f, g os da segunda

forma fundamental e Ffj sao os simbolos de Christoffel.

Proposigao 1.10. (G. Monge) Seja M uma superficie reqular de classe C*, k > 1.
Dado p € M, existem abertos U C R* e U, C M, uma aplicagio h : U — R de
classe C* tais que a aplicagio X : U — M dada por X (u,v) = (u,v, h(u,v)), com

X(U) =U,, é uma parametrizagio local em M.

1.2 Algebra

1.2.1 Equacoes polinomiais

Seja f : R — R dada por
(@) = ana™ + an 12" ..+ ay x + ao,

onde a; € R parai=0, 1, ...,n, com a, # 0.

Definigao 1.11. Dizemos que xo € R € raiz da equagao f(x) = 0 quando f(zq) = 0.
Cason—m >0, m &€ Z, m >0, dizemos que xqg € R € uma raiz com multiplicidade
m de f(z) =0, se existir ¢ : R = R tal que q(z) = by ™ + ... 01z + by, b; €
R, j=0,...,n—m, tal que f(x) = (x — x0)" q(x). Quando m = 2, dizemos que x

€ uma raiz dupla.

Proposig¢ao 1.12. Um nimero real xy € raiz dupla da equagao f(x) =0 se, e sd se,
f(@o) = f'(x0) = 0.
Definicao 1.13. O conjunto
A={(ay, ..., a1, a) € R f(x)=0 tem raiz com multiplicidade}

é denominado discriminante da equagdo f(x) = 0.
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1.2.2 [Equacgoes polinomiais de terceiro grau

Dada uma equagao

asx® + asx® + a1 + ag = 0,

com ag # 0, aplicando a mudanga de coordenadas x = =22, colocamos a equagao
) 3az

acima na forma padrao
P4+ 3Hz+G =0, (1-2)

onde

H = 3aja3 — a3 e G =2Tapa3 — Yajaqas + 2as. (1-3)

Esta mudancga de coordenadas nao afeta a natureza das raizes e torna a analise muito
mais simples, a comegar pelo conjunto discriminante de (1-2) que fica {(H, G) € R? :
§ =0}, onde § = G*+4H?, em lugar do original {(as, as, a1, a9) € R* : §p = 0} onde

2 2 3 3 2 2
do = 27agas — 18apaiazas + 4apas + 4ajas — ajas.

A Tabela 1.1 apresenta as possibilidades para o nimero de raizes reais para (1-2)

em termos do sinal de H.

Tabela 1.1: Numero de raizes reais versus sinal de H

Condigbes | Numero maximo de raizes reais distintas
H>0 1
H=0 1
H <0 3

Fonte: J. P. Dalton (1933, p.189)

Proposicao 1.14. Quando 6 > 0, (1-2) possui uma unica raiz real (as outras duas

sao complexas) e quando 0 < 0, (1-2) possui trés raizes reais.

Proposicao 1.15. As solugoes de (1-2) sao:

Para uma prova da Proposigao 3.14 veja [31].
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1.3 Analise e topologia

Para a compreensao desta se¢ao é necessario o conhecimento do conceito
de variedade diferenciével. Para o leitor ainda nao familiarizado com este assunto
sugiro uma leitura de [32], [33] ou do Capitulo 1 de [11]

Dada uma variedade diferenciavel M, denotaremos por T, M o plano tan-
gente a M em x € M.

Definicao 1.16. Sejam M e N wvariedades de classe C",r > 1, ¢ S C N uma
subvariedade de mesma classe. Dizemos que f : M — N, de classe C™, m > 1, é
transversal a S em x € M se f(x) € S ou dfy(TuM) + TS = Ty N. Dizemos
que f € transversal a S e escrevemos fM S, se f for transversal a S em cada ponto
x e M.

Teorema 1.17. (Teorema de Transversalidade de Thom) Sejam M e N wvariedades
de classe C™® e S C N uma subvariedade. O conjunto R = {f € C*(M,N) :
f € tramsversal S} € residual em C*°(M,N). Se S for fechada, entio R € aberto.

Veja [33| para uma prova do Teorema 1.17.

Definigao 1.18. Seja f € C*®(R% R?). Dizemos que 29 = (wo,0) € R? € um
ponto de dobra de f se, através de uma mudanca de coordenadas, podemos escrever

f(z,y) = (z, h(z,y)), numa vizanhanga de zy, onde hy(zy) =0 e hyy(2) # 0.

Definigao 1.19. Seja f € C*(R? R?). Dizemos que zo = (z0,y0) € R? é um ponto
de cispide de f se, através de uma mudancga de coordenadas, podemos escrever
f(z,y) = (z, h(z,y)), numa vizanhanga de zy, onde hy(zo) = hyy, =0, hyy(20) # 0 e
hyyy(20) # 0.

Definicao 1.20. Sejam M e N variedades de classe C* e f : M — N diferencidvel.
Dizemos que f € uma imersao quando, para cada v € M, a diferencial df, : T,M —

TN € injetiva.

Definigao 1.21. Sejam M e N espagos métricos. Dizemos que f : M — N ¢€

propria se para todo compacto K C N, f~1(K) é um subconjunto compacto de M.

Teorema 1.22. Uma itmersao f : M — N que € injetiva e propria é um

difeomorfismo sobre sua imagem f(M).
Para uma prova do Teorema acima veja [25], pagina 17.

Teorema 1.23. (Teorema de Whitney) Gernericamente, uma aplica¢io f €
C(R? R?) ¢, numa vizinhanga de cada ponto z € R?, estdvel e equivalente a uma

das formas:
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(i) g(x,y) = (z,y) (regular);
(it) g(x,y) = (z,y%); (dobra);
(iii) g(x,y) = (v,2y —y —y*) (cuspide).

Teorema 1.24. (Teorema de Prepara¢ao de Malgrange) Sejam U C R™ xR, aberto
com (0,0) € U, e

f:U =R

(x,t) — f(z,t)

satisfazendo f(0,0) = %(0,0) =0, para 1 < k < n,n € Z. Entao existe uma
fungao @Q de classe C™ definida numa vizinhang¢a V' de (0,0) € R™ x R e fungoes
ag,...,a,—1 € C®(B,R), onde B é uma vizinhan¢a da origem de R™, tais que

Q(0,0) #0, ap(0) =...a,-1(0) =0 ¢

n—

1
flz,t) = (t" + Zaj(t)xj> Q(z,t), (x,t) € V.

=0
Teorema 1.25. (Forma Local das Submersdes) Sejam M, uma variedade diferencid-
vel de dimensao m+mn, N uma variedade diferencidvel de dimensaon, f: M — N
de classe C",r > 1, e x € M tal que df, é sobrejetiva. Fxistem wvizinhancas
Uz, Vi(ay, Up em R™, Vo em R™ e difeomorfismos ¢ : U, — Uy x Vg e : Vi) — W
tais que Yo fo ¢_1(x7 y) =1v.

Dados (1, 2), (y1,%2) € R*\ {(0,0)}, diremos que (1, z5) esta relacionado
com (y1,y2) e escreveremos (r1,x2) ~ (y1,y2), se existir A € R\ {0} tal que

(1, m9) = My1,y2). Mostra-se que a relagdo ~ é uma relagao de equivaléncia.

Definicao 1.26. Chamamos de espago projetivo real de dimensdo um, denotado por
PY(R), ao conjunto das classes de equivaléncia sob a relagio ~ descrita acima, i.e,
PYR) := (R?\ {(0,0)}),/.. Dado (z,y) € R*\ {(0,0)}, denotaremos sua classe por
(dz: dy).

O espago P!(R) pode ser obtido identificando os pontos antipodas de S!.
Podemos, também, identificar P'(R) com a reta real estendida projetivamente
R=RuU {o0}, da seguinte forma: Dado (z,y) € R*\ {(0,0)}, se = 0 identificamos
sua classe com p = oo e se x # 0, identificamos sua classe com o ntimero real p = 2.
Com a identificagao de P*(R) com R, denotaremos a classe (dx : dy) por p = Z—g.

Seja M uma variedade compacta de dimensao n (Veja [30], [32] e [33], para
o conceito de variedade compacta). O espago C”(M,R™) das aplicagoes de classe C”

de M em R™, com as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar:

(f+9)@) = f(x) +g(x), Af)(@)=Af(2),
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para f, g € C"(M,R™),z € M e A\ € R, é um espago vetorial. Consideremos
uma cobertura finita de M por abertos Vi,...,V; tal que cada V; esteja contido
no dominio de uma carta (x;,U;) com z;(U;) = By(0) e z;(V;) = B1(0), onde
Bi(0) é a bola de centro na origem de R"™ e raio k. Para cada f € C"(M,R™)
seja fi = fomx; ' By(0) — R™. Definimos

A1l = max sup {[|fa(w)], [|dfs(u)], ... lld" fi(w)[[},

u€B1(0)
onde ||w||, w € R™ denota a norma de w em R™.
Proposicao 1.27. A aplicagao f — ||f||» € uma norma completa em C"(M,R™).

Veja [37], pagina 37, para uma prova da proposi¢ao acima.

1.4 Teoria qualitativa para campos em variedades

Nesta secao M sempre denotard uma variedade diferenciavel de classe
Ccr,r>1.

1.4.1 Campos de vetores

Definicao 1.28. Se M C R"™, um campo de vetores de classe C" em M é uma
aplicagio Y : M — R", de classe C", que associa a cada ponto y € M um vetor
Y(y) € T,M.

Denotaremos por X" (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C" em
M.

Definicao 1.29. Uma curva integral de Y € X"(M) por um ponto y € M € uma

aplicagdo diferencidvel v : I — M, onde I € um intervalo da reta contendo 0 € R,
tal que y(0) =y e~y (t) =Y (y(t)), t € 1.

Proposicao 1.30. Se M for compacta, dado Y € X"(M), existe uma aplicag¢io
¢:Rx M — M tal que $(0,z) =z e 2o(t,x) = Y (d(L, z)).

A aplicagao ¢ da Proposigao 1.30 é chamada fluxo global de classe C" para
Y em M. Da proposi¢ao anterior temos que, dado y € M, existe v, : R — M,
definida por v, (t) = ¢(t,y), uma curva integral de Y por y.

Corolario 1.31. Suponhamos M compacta. Sejam'Y € X"(M) e ¢ : R x M — M
o fluxo de Y. Para cada t € R, a aplica¢ao Y, : M — M, dada por Yi(y) = é(t,y) é

um difeomorfismo de classe C".
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Uma prova da Proposi¢ao 1.30 e do Corolario acima pode ser encontrada
em [37].

Definicao 1.32. Se vy, : I — M ¢é uma curva integral de Y € X" (M) pory € M, o
conjunto Oy (y) = {7,(t), t € I} € denominado de drbita de Y pelo ponto y.

Proposicao 1.33. Dados x,y € M eY € X" (M), r > 1, tem-se Oy(z) = Oy (y)
ou Oy () N Oy (y) = 2.

Para uma prova da proposigao acima veja [40], pagina 217.

Proposicao 1.34. Sejam Y € X" (M), r > 1, ey € M. Ocorre uma, e somente

uma, das assertivas sequintes:

(1) Oy (y) € a imagem biunivoca de um intervalo da reta;

(i) Oy(y) = {y};

(111) Oy (y) € difeomorfa a um circulo.
Para uma prova da Proposigao 1.34 veja [40], pagina 217.

Definicao 1.35. Sejam Y € X" (M) ey € M. Se Oy(y) = {y}, dizemos que y é
uma singularidade ou que € um ponto singular de Y. Caso contrdrio, dizemos que y
é um ponto reqular de Y. Se Oy (y) for difeomorfa a um circulo, dizemos que Oy (y)

€ uma dorbita fechada ou periddica.

Definigao 1.36. Dois campos Y, Z € X" (M) sao ditos topologicamente equivalentes
se existir um homeomorfismo h : M — M, tal que para cada x € M e d > 0, existe

€25 > 0 de modo que, se 0 < t < §, tem-se h(Y;(7)) = Z;(h(x)), para algum 0 < t < €.

Proposicao 1.37. Sejam Y, Z € X" (M) e h uma equivaléncia topologica entre Y e
Z. Entao:

(i) x € M € uma singularidade de Y se, e somente se, h(x) é uma singularidade
de Z;
(i1) Oy(x) € fechada se, e somente se, Oz(h(x)) € fechada.

Na Definicao 1.36, t e ¢ possuem o mesmo sinal. Em vista disto e da
Proposigao 1.37, dizemos que h leva o6rbitas de Y em oOrbitas de Z preservando

a orientacao das orbitas.

Definigao 1.38. Suponhamos M compacta e X" (M), r > 1, munido da norma
|| - |- definida na Segao 1.3. Dizemos que Y € X"(M) ¢é estruturalmente estdvel se
existir uma vizinhanga Vy de'Y em X"(M) tal que todo Z € Vy € topologicamente

equivalente a Y.
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Definicao 1.39. Sejam Y, Z € X"(M) e y,z € M. Dizemos que Y e Z sao
localmente topologicamente equivalentes em y e z, respectivamente, se existirem
vizinhangas 'V, e V, de y e z, respectivamente, em M, e um homeomorfismo
h 'V, =V, levando orbitas de Y em orbitas de Z preservando a orientagio das

mesmas.

Definigao 1.40. Suponhamos M compacta e X" (M), r > 1, munido da norma ||-||,
definida na Segdo 1.3. Dizemos que Y € X"(M) € localmente estruturalmente estdvel
em x € M se existir uma vizinhanga Vy de' Y em X" (M) tal que todo Z € Vy seja

localmente topologicamente equivalente a Y em x.

Teorema 1.41. (Teorema do Fluzo Tubular) Sejam n a dimensio de M,Y €
X" (M), r>1, ex € M um ponto reqular para Y. Consideremos I = {(x1,...,x,) €
R |z;] < 1} e C um campo em I definido por C(z) = (1,0,...,0). Ezistem, uma
vizinhanga V, de x em M e um difeomorfismo de classe C", h : V, — I, levando

orbitas de Y em orbitas de C.

Corolario 1.42. Sejam Y, Z € X" (M), r > 1, ey, = € M pontos regulares para
Y e Z, respectivamente. Entdo, Y e Z sao topologicamente equivalentes em y e z,

respectivamente.

Corolario 1.43. Se y € M ¢é um ponto reqular de Y € X" (M), r > 1, entao, Y ¢

localmente estruturalmente estdvel em y.

Para uma prova do Teorema 1.41 e dos Coroléarios 1.42 e 1.43, veja [37],

pginas de 68 a 70.

Definigao 1.44. SejamY € X"(M), r > 1 ey € M uma sigularidade de Y. Dizemos
que y € uma singularidade hiperbolica de Y se DY, : T,M — T,M nao possuir

autovalor no eixo imagindrio.

Definicao 1.45. Sejam M uma variedade de dimensio n = 2,Y € X"(M), r >
1,y € M uma sigularidade hiperbolica de Y e A1, Ao os autovalores de DY,. Se
A, Ao € R e Mg < 0, dizemos que y é uma sela hiperbdlica e caso Ay > 0,
dizemos que y € um nd. Se Ay = a —1ib, \o = a+1ib, com b # 0, onde i = /—1,

chamamos y de um foco.

Teorema 1.46. (Teorema de Hartman-Grobman) Sejam n a dimensdo de M,Y €
X' (M), r>1, ey € M uma singularidade hiperbdlica de Y. Entao Y e DY, sdo

localmente topologicamente equivalentes em y e 0 € R"™ = T, M, respectivamente.

Teorema 1.47. Sejam Y € X" (M), r > 1, ey € M uma singularidade hiperbdlica

de Y. Entao, Y € localmente estruturalmente estdvel em y.



1.4 Teoria qualitativa para campos em variedades 22

Para uma demonstragao dos Teoremas 1.46 e 1.47 veja [37|, paginas de 120
a 123.

Definigao 1.48. Sejam M uma superficie de classe C" em R3)Y € X"(M) e € um
nimero real positivo. Seja f : (—e,e) — M uma aplicagao de classe C” tal que,
para cada t € (—e,¢), f'(t) e Y(f(t)) sejam linearmente independentes. Tomando
Y = f((—e,€)) com a topologia induzida, se a restri¢cio f : (—e,e) — X for um

homeomorfismo, dizemos que X é uma secio transversal a Y.

Sejam M uma superficie regular em R, Y € X" (M) e Oy(y) a orbita de
Y por y € M, um ponto regular de Y. Dado z € Oy(y), com z = Y(y), t > 0,
consideremos f; : (—¢j,¢;) = X; C M, j = 1,2, tais que ¢; > 0, f1(0) =y, f2(0) =
z e, X1, X9, sejam secoes transversais a Y. Do Teorema 1.41, para e; suficientemente
pequeno, para cada x € ¥, existe t, > 0 tal que Y}, (z) € ¥y e Yi(z) ¢ ¥;, j = 1,2,
para 0 < t < t,. Dessa forma fica definida uma aplicaca © : ¥y — 35, por
m(z) = Y, (z), x € 1. A aplicagdo 7 assim definida é chamada de transformagao
de Poincaré associada ao arco de trajetoria {Y;(y); 0 <t < t,}. Caso Oy (y) seja
uma orbita peridédica, podemos considerar >; C X5 e, neste caso, m é chamada a

transformacao de Poincaré associada a orbita Oy (y).

Teorema 1.49. Se Y € X"(M), r > 1 entio a aplicagao 7 associada a uma orbita
periddica, definida acima, € um difeomorfismo de classe C™ de uma vizinhanga
VX deyemm(V)C 3.

Definicao 1.50. Sejam M wuma superficie de classe C",r > 1 em R3 Y €
X5(M), s > 1, e Oy(y) uma orbita periddica reqular de Y. Dizemos que Oy (y) é
hiperbolica se |7’ (y)| # 1.

1.4.2 Campos de direcoes

Definigao 1.51. Um campo de linhas (ou campo de dire¢oes) em M € uma aplicacao
Y que associa a cada y € M um subespaco vetorial Y (y) de TyM, tal que Y (y) € o
subespago trivial {0} ou Y (y) tem dimensao um. Um campo de linhas Y é dito de
classe C" se, para cada y € M, existir uma vizinhanga V,, de y em M e um campo
de vetores Z € X" (M), tal que

Y(2)=R-Z(2), Vz € V.

Denotaremos por D" (M) o conjunto dos campos de dire¢oes de classe C”
em M.
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Definicao 1.52. Dado Y € D"(M), dizemos que um ponto y € M ¢é uma
singularidade de Y se Y (y) = {0}.

Notemos que, dada M, se Y € D" (M) e Z € D"(M) sdo tais que
Y(z) = R- Z(z) para todo y € V C M, entdo y € V ¢é uma singularidade de

Y se, e somente se, for singularidade de Z.

Definicao 1.53. Sejam Y € ©"(M),y € M um ponto singular de Y, V, uma
vizinhanga de y em M e Z € X" (M) tal que Y(z) = R - Z(2) qualquer que seja
z € V. Dizemos que y € uma singularidade hiperbolica de Y sey for singularidade

hiperbolica de Z.

Definigao 1.54. Sejam M uma varieadade com dimensao dois, Y € D"(M), y € M
um ponto singular hiperbélico de Y, V,, uma vizinhanga de y em M e Z € X"(M)
tal que Y(z) = R - Z(z) qualquer que seja z € V,,. Dizemos que y € uma sela, um
foco ou um no para’Y conformey for uma sela, um foco ou um nd, respectivamente,

para Z.

Definicao 1.55. Seja M uma variedade de classe C e dimensao m. Uma folheagao

F de classe C* e dimensio n < m, de M estd definida por um atlas mdzimo
{(Ui, i) }ien que satisfaz:
(i) Dado i € A, ¢;(U;) = U1 x Ujg C R* x R onde U;; e U5 sao discos
abertos;

(ii) Se U;NU; # @, entao a mudanga de coordenadas
piow; o (UiNU;) = ¢i(U;NU;)
¢ de classe C* e tem a forma

pio @ (z,y) = (ha(z,y), ha(y))-

Definigao 1.56. Fizvado ¢ € U5 a componente coneza ;' (x,c) é denominada uma
placa de F. Um subconjunto conexo F, uniao maximal de placas de F, é denominado
uma folha de F.

Teorema 1.57. Seja M uma variedade folheada por uma folhea¢ao F de dimensao
n e classe C". Cada folha F' de F possui uma estrutura de variedade C" de dimensdo

n, onde os dominios das cartas sao placas de F.

Proposigao 1.58. Sejam M uma superficie de classe C* emR3, Y € D"(M), r > 1,
e S ={y € M; y é singularidade de Y'}. Eziste uma folheagio F de classe C" e

dimensao um em M\ S tal que, para cada ponto x de uma folha qualquer F de F,
tem-se T, F =Y (z).
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Para prova do Teorema 1.57 e da Proposi¢ao 1.58, veja o segundo capitulo
de [9].

Definigao 1.59. Sejam M uma superficie em R3 Y € D" (M) e S o conjunto dos
pontos singulares de Y. Dado y € M, chamamos de drbita de Y por y ao conjunto

Oy (y) tal que:

(i) Ov(y) = {y}, sey € 5;
(ii) Oy(y) = F, sey € F, onde F é uma folha da folhea¢ao mensionada na
Proposi¢ao 1.58.

Proposigao 1.60. Sejam M uma superficie em R3 e Y € D"(M), r > 1, ey € M.

Ocorre uma, e somente uma, das assertivas sequintes:

(i) Oy(y) € a imagem biunivoca de um intervalo da reta;

(i1) Oy (y) = {y};

(111) Oy (y) € difeomorfa a um circulo.

Definigao 1.61. Dada uma superficie M em R3)Y € D"(M), r > 1, ey € M, se
Oy (y) € difeomorfa a um circulo, dizemos que que Oy (y) € uma orbita peiddica ou
fechada.

Definigao 1.62. Sejam M uma superficie em R® e Y, Z € D"(M). Dizemos que Y
e Z sao topologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo h : M — M tal
que para cada y € M, tem-se Oz(h(y)) = h(Dy (y)).

Definicao 1.63. Sejam Y, Z € D" (M) e y,z € M. Dizemos que Y e Z sao
localmente topologicamente equivalentes em y e z, respectivamente, se existirem
vizinhangas 'V, e V., de y e z, respectivamente, em M, e um homeomorfismo
h:Vy, =V, levando orbitas de Y em orbitas de Z.

1.5 Equacoes diferenciais ordinarias de primeira or-
dem implicitas

Seja P! (R) o espago projetivo real de dimensao um. Uma equagao diferencial

ordinéria implicita de primeira ordem é uma equacao da forma
L(u, v, p) =0, (1-4)

onde L : R? x P/(R) — R é de classe C*, k> 1 e p = 2.
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Usualmente, chamamos de uma solugao de (1-4) a toda fungéo f : I C R —

R de classe C*, onde I é um intervalo da reta, tal que
L(u, f(u), f'(u)) =0, Vu € I.

No que segue e em todo o restante deste trabalho, nao supomos que seja
possivel resolver (1-4) em p, isto é, nas questoes que abordaremos, nem sempre

existe uma func¢ao g de duas variaveis tal que (1-4) possa ser colocada na forma

g—z = g(u,v).

No espago R? x P}(R) a equagdo (1-4) determina uma superficie £ = L™(0)
que chamaremos de superficie de Lie-Cartan.

Em cada ponto (u,v,p) € R? x P}(R) consideremos o plano de todos os
vetores 1) € ker(w), onde w = dv — pdu. Este plano é chamado de plano de contato e
a 1-forma w de forma de contato. A intersec¢ao do plano de contato com o plano uv

¢ uma reta que forma com o eixo u um angulo de tangente p. O plano tangente a £

p

U 0

v

Figura 1.3: Plano de contato e plano tangente.

em um ponto (u,v,p) pode ou nao coincidir com o plano de contato. Caso o plano
tangente seja distinto do plano de contato a intersec¢ao destes é uma reta tangente
a L em (u,v,p). Com isto conseguimos definir um campo de dire¢oes tangente a L

que denotaremos por LC.

Definigao 1.64. Chamamos de conjunto critico (ou de conjunto criminante) de

(1-4) ao congunto
Y = {(u, v, p) € R* x PY(R); L(u, v, p) = Ly(u, v, p) = 0},

e chamamos de conjunto discriminante ao conjunto 'y = w(Xp) onde m : R? x
PY(R) — R? ¢ dada por w(u, v, p) = (u, v).

Proposigao 1.65. A aplicagao ¢ € localmente propria.
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Figura 1.4: Campo de diregoes.

Demonstrag¢ao. Suponhamos L(0,0,0) = 0 e seja n tal que %(0,0,0) = 0 para,

0<k<ne %(0,0,0) # 0. Pelo Teorema da Preparacao de Malgrange, existem
um intervalo aberto I contendo o 0 € P*(R), uma bola aberta B contendo (0, 0) € R?

e fungoes Q € C*°(B x I, R) e ay_1,...,a9 € C(B, R) tais que
L(u,v,p) = (p" 4 an_1(u, 0)p" " + ...+ a1 (u, v)p + ao(u, v)) Q(u, v, p)
e Q(0,0,0) # 0. A equagao
P+ o (w,0)p" 4+ an(u,0)p + aou,v) = 0

possui no maximo n solugdes que sao fungdes continuas. Logo, existe uma bola
B; € B de centro em (0,0) tal que o grau de recobrimento de 7 é menor ou igual a
um certo inteiro k£ > 1. Logo, a pré-imagem de qualquer compacto K C By pela 7

é ainda um compacto. O

Da demonstragao da Proposi¢ao 1.65, vemos que, dado um ponto (ug, vg)
do plano, existe uma vizinhanga V' deste ponto tal que o grau de recobrimento de
m em V & menor ou igual a um namero m € {0,1,2,...}. Ou seja, por um ponto

qualquer de V' existem k orbitas de (1-4) por este ponto, com 0 < k < m.

Teorema 1.66. Consideremos a equagio (1-4) e o espagco C*(R?* x P(R), R), com
a tolpologia C'*° de Whitney. Entdo, para um conjunto aberto e denso desse espago,

temos:

(i) L= L7(0) € vazio ou uma superficie reqular;
(1) X € o vazio ou uma subvariedade regular de codimensao dois;
(1i1) Tty L\7YT) = 7n(L)\ T € um difeomorfismo local;
(iv) T'p € o vazio ou um ponto ou a unido de arcos requlares e pontos de cispide
do tipo (%, t3).
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Demonstracio. Da forma local das submersoes e do Teorema de Transversalidade
de Thom segue que £ é uma superficie regular para um subconjunto aberto e denso
de C*(R? x PY(R), R).

Seja ¥ : R? x PI(R) — R?, dada por ¥(u,v,p) = (L(u,v,p), Ly(u,v,p)).
Notemos que X7, = ¥(0,0). Segue da forma local das submersoes e do Teorema de
Transversalidade de Thom que, para um subconjunto aberto e denso de C*°(R? x
PY(R), R?), ¥ ¢ uma subvariedade regular de R? x P!(R) de codimensao dois.

O item (7ii) segue de 7 ser localmente injetiva e propria (Veja Proproposigao
1.65 e Teorema 1.22).

Por fim segue do item (7i) e do Teorema de Whitney em [44], que para um
subconjunto aberto e denso de C*°(R? x P!(R), R), temos 7(X;) = & ou 7(Xr) é

constituida de arcos regulares, dobras e ctspides. O

Definigao 1.67. Seja vy : I — R? uma curva reqular suave tal que y(t) = (u(t),v(t)).
Dizemos que v € uma solugao (ou uma curva integral) de (1-4) se, para cada t € 1,
existe p(t) € PY(R) tal que L(u(t), v(t), p(t)) =0 e,

V() —pt)u'(t) =0 ou u'(t) —p(t)v'(t) = 0.

Dizemos que vy € uma solugao reqular de (1-4) se y(I)NT' = & e dizemos que ela é
uma solugao critica se y(I) C I'p. Todo ponto x € y(I) é chamado de ponto regular
se v for solugao reqular e de ponto critico se v for solugao critica. Chamamos o
conjunto y(I) de uma drbita da equagao (1-4) e, dado x € y(I) dizemos que y(I) é

uma orbita por x.

Definigao 1.68. Dizemos que uma solu¢io v : I — R? de (1-4) € uma solugdo
periodica se y(I) for um ponto ou uma curva fechada. Caso v seja uma solugao

periddica diremos que (1) é uma orbita periddica (ou que € uma drbita fechada).

Definicao 1.69. Dado um subconjunto V do plano, chamamos de configuracdo de

(1-4) em V' ao conjunto de todas as drbitas de (1-4) em V.

Proposigao 1.70. O campo

0 0 0
LC=L,— L,— —(L,+pL,)—

p8u+p P ov ( b )6p
€ tangente a L e os pontos singulares de LC' estao contidos no conjunto dos pontos
de dobra de L. Em cada componente conexa V de (L) \ 'y, o nimero de solugoes
de (1-4) com condigao inicial (ug, vo) € V € igual ao grau de recobrimento de
7 LNa Y V) = V e as solugoes requlares de (1-4) sao as projegoes, pela ,

das curvas integrais de LC.
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Demonstragio. Como (LC,(Ly, L,,L,)) = 0 segue que LC ¢é tangente a L~1(0).
Além disso, se v : I — L, com ~(t) = (u(t), v(t), p(t)) é¢ uma solucao de LC, entao

L(u(t), v(t), p(t)) = 0 e v'(t) = p(t) u(t) = 0.

Ou seja, as curvas integrais de (1-4) sdo as projegoes, em R?, das curvas integrais
de LC.

Como os pontos singulares de LC' sao dados por L, = L, +pL, = 0, eles
pertencem ao conjunto de dobras.

Segue da teoria classica de equagoes diferenciais ordinarias que o nimero de
solugoes de (1-4) com condigao inicial (ug, vg) € V' & igual ao grau de recobrimento
der:LNa (V)= V. O

O campo LC' é conhecido como campo de Lie-Cartan. Observemos que,
dado z € L, tem-se
LC(x) =R - LC(x). (1-5)

Como LC' é de classe C'*° segue que LC também ¢é de classe C'°.

Exemplo 1.71. Seja L(u,v,p) = p* + u?*p* + (v + 1)p, onde p = 2. Como,
L(u,v,p) = 0 se, e somente se, p = 0, temos L = {(u,v,0) : wu,v € R}. Note
que Ly(u,v,0) # 0, qualquer que seja (u,v) € R% Logo, ¥, = @ de modo que

I'y=9. O campo LC € dado por
LC(u,v,p) = (3p° + 2u°p + (v* + 1), 3p° + 2u°p* + (v* + 1)p, —2(u + v)p?)

e, como ele deve ser restrito a L, temos LC(u,v,p) = (v* + 1,0,0) cujas projegoes

dv

7. = 0, como era
U

das curvas integrais no plano uv coincidem com as da equagdo

esperado.

Exemplo 1.72. Consideremos L(u,v,p) = p* — u. Note que, L = {(p*,v,p); v €
R e pePY(R)} éum cilindro parabdlico contendo o eizo v, X1 = {(0,v,0); v € R}
el', ={(0,v); v € R}. O campo LC ¢é dado por

LC(u,v,p) = (2p,2p*, 1).
Uma curva integral de LC' por (0,v0,0) € dada por ¢, (t) = (£, §t3 —l—vo,t) com

t € R. Logo as solugoes de L(u,v,p) = 0 sao dadas por v,,(t) = (tQ, %tg + vo) ,teR
(Veja Figura 1.6).
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Figura 1.5: Superficie L do Exemplo 1.72.

Figura 1.6: Solugdes da equacao diferencial do Exemplo 1.72.
Exemplo 1.73. Consideremos L(u,v,p) = p* — v. Note que, L = {(u,p? p); u €
R e p e PYR)} € um cilindro parabdlico contendo o eizo u, X1, = {(u,0,0); u € R}

el ={(u,0); u € R}. O campo LC € dado por

LC(u,v,p) = (2p,2p*, p).

Note que todo ponto do eizo u € uma singularidade de LC. Associado a LC temos

o0 sistema p p p
U v D
_— = 2 _— = 2 2 _—_ = .
at ~ P~ w r
Consideremos o problema de valor inicial
du dv dp
p—— 2 _— = 2 2 _— = = = 2 — .
dt D, dt P, dt D, U(O) U, U(O) Po, p(O) Po 7é 0

A solugio do PVI acima € o(t) = (u(t),v(t),p(t)), onde u(t) = ug + 2p(t),v(t) =
p(t)?, p(t) = poe’, com t € R. Assim, as solucoes da equagao L(u,v,p) = 0 sdio
dadas por v(p) = (uo + 2p, p*), p € R (Veja a Figura 1.8 para ilustracao).

Exemplo 1.74. (Equacao de Clairaut) A equagao diferencial ordindria, ndo linear,
y(x) = xp+ f(p), onde p = Z—g, € conhecida como equagado de Clairaut. Consideremos
a equagao diferencial implicita L(z,y,p) = xp + f(p) —y = 0, onde [ € uma
fungao suave. O conjunto critico é X, = {(—f"(p), —pf'(p) + f(p),p); p € PYR)},
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v

Figura 1.7: Superficie L do Exemplo 1.73.

Figura 1.8: Solugdes da equacao diferencial do Exemplo 1.783.

a curva discriminante U, = {(—f'(p), —pf'(p) + f(p)); p € P(R)} e LC(z,y,p) =
(:I:—I— ' (p),pz+pf'(p), 0). Como vemos cada curva integral do campo LC' estd contida
em um plano p = ¢, onde ¢ € uma constante. Assim, uma curva integral de LC € a
intersecgio de um plano p = ¢ com a superficie L = L~1(0). Como para pertencer
a L, devemos ter y = px + f(p), seque que, uma curva integral de uma equacao de

Clairaut € uma reta y = cx + ¢1, onde c =p e ¢; = f(c).

Exemplo 1.75. Consideremos a equag¢do diferencial implicita de Clairaut
L(z,y,p) = pxr + %pQ —y. Temos I';, = {(—p,—%pr"); p € PY(R)} de modo que

sua equagao cartesiana €y = —%xQ.

Figura 1.9: Superficie L do Exemplo 1.75.

Exemplo 1.76. Consideremos a equacdo diferencial implicita de Clai-
raut L(x,y,p) = pxr + %p‘q’ — y. Do Exemplo 1.74, o conjunto critico €
Y = {(—pQ,—gpg’,p) . p € PY(R)} de modo que a curva discriminante ¢
Iy = {(-p? —§p3) . p € PYR)}. Note que podemos parametrizar a curva discri-
minante por y(t) = (—t*,—2t%),t € R. Ou seja, 'y, tem um ponto de cispide na

origem.
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Figura 1.10: Solu¢ées da equacao diferencial do Ezxemplo
1.75.

Figura 1.11: Superficie L para o Exemplo 1.76.

Figura 1.12: Solucées da equacao diferencial do Exemplo
1.76.

Definicao 1.77. Um ponto do conjunto critico é chamado um ponto de tangéncia

com o plano de contato, se o vetor tangente a 3, estiver contido no plano de contato.

No Exemplo 1.73, todo ponto de > é um ponto de tangéncia com o plano

de contato, ja no Exemplo 1.72 nao ha ponto de tangéncia com o plano de contato.

Definigao 1.78. Consideremos a aplicagio ¥ : R? x PY(R) — R? dada por
U(u,v) = (L(u,v,p),Lp(u,v,p)). Dizemos que um ponto de (ug,vo,po) € X €
reqular (ou um ponto singular reqular da equagao L = 0), se nao for um ponto de
tangéncia com o plano de contato e se a matriz dV (u, ., p,) tem posto dois.

-1 0 0

No Exemplo 1.72, d¥ = 0 0 2 em Yy e como nao ha pontos de

tangéncias com o plano de contato, todo ponto de ¥;, é um ponto singular regular

neste exemplo.
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Teorema 1.79. (M. Cibrario, [14]) Consideremos (ug,vo,po) € X um ponto
singular reqular da equagao diferencial L(u,v,p) = 0. Existe um difeomorfismo
de uma vizinhanga de (ug,vo) numa vizinhanga de (0,0) transformando a equagao
L(u,v,p) =0 na forma P* = X, onde P = 4.

Demonstragao. Veja [4], pagina 27. O

Teorema 1.80. (Lak Dara, [16]) Suponhamos que, no ponto (ug,vo,po), vale L, =
Ly, =0, Ly Lppp(Luva - Lva) # 0 e seja:

Ly, L,
p= = LyLyy — LyLy,.

L up vp

Se p(ug,vo,po) > 0 as projegoes das curvas integrais num vizinhanga de (ug, v, po)

s@o homeomorfas as da Figura 1.13(a) e se p(ug, vy, po) < 0, as da Figura 1.13(b).

A \T}, vA I

u

(a) p(uo,vo,po) >0 (b) p(0,0,0) <0

Y=

Figura 1.13: llustracao do Teorema 1.80.

Figura 1.14: Superficie de Lie-Cartan para o caso do Teo-
rema 1.80.

Teorema 1.81. (J. W. Bruce, [8]) Se L,(uo,vo,po) =0 e L,,(uo,vo, po) # 0, entao

as curvas integrais proximas a (ug,vg) sao difeomorfas a cispides.



1.5 Equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem implicitas 33

Demonstragao. Para uma prova veja [8]. O

Teorema 1.82. (A. A. Davydov, [4, 17, 18]) Seja (ug,vo,po) € Xp tal que o
plano de contato é tangente a L neste ponto, ¥ € suave numa vizinhaga V de
(uo, v, po) € em V \ {(ug,v0,p0)} 0 plano de contato nao € tangente a Xp. Entao,

a equagdo L(x,v,p) = 0 € localmente redutivel a forma normal y = (p + kx)?, via

um difeomorfismo do plano, onde k = —1 ou k = % ou k = ;11. Além disso, o

campo LC = Lpa% —l—pr% — (Ly +va)a% tem genericamente, em (ug, Vo, Po), UMa
1

singularidade do tipo sela, né ou foco. Caso seja sela k = —1, se for um nd k= 5 e
foco k= 1.
Demonstragao. Veja [17] teoremas 6 e 7. O

Proposicao 1.83. (A. A. Davydowv, [4, 17, 18]) As proje¢oes, no plano v,
das curvas integrais de LC numa vizinha¢a de uma sela, né e de um foco sao
homeomorfas as apresentadas nas Figura 1.16, sendo da esquerda para direita a

sela, 0 nd e o foco, respectivamente.

(a) Singularidade  tipo  (b) Singularidade tipo né  (c) Singularidade  tipo
sela de LC. de LC. foco de LC.

Figura 1.15: Curvas integrais de LC' na vizinhanca de uma
sela, nd e foco.

(a) Proje¢io de uma (b) Projegao de um nd. (¢) Projegio de um foco.
sela.

Figura 1.16: Projecoes das curvas integrais de LC na vizi-
nhanca de uma sela, um nd e um foco.

Demonstragao. Veja [17] teoremas 6 e 7, ou o capitulo 6 de |24]. O



CAPITULO 2

Uma classe especial de equacoes diferenciais

binarias cubicas

2.1 Introducao:

Toda equacao diferencial que pode ser escrita na forma

> Aydu’ dv" =0, (2-1)

0<j<n

onde A; sao fungoes nas varidveis u, v, é dita uma equagao diferencial binaria de
grau n. Se L : R? x P1(R) — R ¢é dada por

L(u,v,p) = Z Aj(u,v)p,

0<j<n

para p = j—z, as solugoes de (2-1) s@o as solugdes da equagao diferencial implicita

L(u,v,p) = 0. Da demonstragao da Proposi¢ao 1.65, segue que, por cada ponto
regular da equacao (2-1) passa k solugoes com 1 < k < n. Temos, portanto, n
familias de solugoes. No nosso caso de interesse, que sao as binarias de grau trés,
por um ponto regular passa uma ou trés solugoes.

Sao exemplos de equagOes diferenciais binérias de grau dois a equagao

diferencial de linhas de curvaturas principais e a de linhas assintéticas e, a equagao

<dE)2 = 2@ 5 uy).

dr m

citada na introdugao da Secao 1.5.

Uma classe importante de equagoes diferenciais binarias é a das equagoes

(&) <pm. (2
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onde p ¢ uma fungao racional. No caso particular em que p(y) = 1 £ y?, a equagao
(2-2) define as fungoes trigonométricas inversas, arcsen e arccos.

O estudo das equagoes diferenciais binarias de grau dois
a(x,y)dz? — 2b(x, y)dxdy + c(x,y)dy* = 0, (2-3)
é importante na compreensao das solu¢oes da equagao diferencial parcial
a(z, y)uzy + 2b(z, y)ugy + c(z, y)uy, + F(z,y, 0, uy, uy) =0,

onde a, b e ¢ sdao fungoes diferenciaveis, F' é uma funcao dada e u uma funcao
desconhecida (veja, por exemplo, [18]). Segundo A. A. Davydov, “estas equagoes
desempenham papel importante em teoria de equagoes diferenciais parciais”([18],
p.7).

Um detalhe intrigante é, se ¢ = —a, a equagao (2-3) é equivalente a

Im[(=b +ia)(dx +idy)*] =0,

onde i? = —1 e Im(x +1iy) = y, quaisquer que sejam z, y € R. O mesmo ocorre com
a equacao diferencial das linhas de curvaturas principais, que nas coordenadas de
Bonnet toma a forma Im[(a+14b)(dz +1idy)?] = 0. Além disso, a equagao diferencial
das linhas de curvatura axial pode ser escrita na forma Im[(a + 4 b)(dz + i dy)*] = 0.
Isso nos motiva investigar qual significado geométrico possui as equagoes da forma
Im[(a + 1 b)(dz + i dy)?] = 0.

Neste capitulo apresentamos um estudo inicial que realizamos da classe de

equagoes diferenciais binérias da forma
w=1Im [(a+ib) (du+idv)*)] =0

onde a, b : R? — R, sao funcoes de classe C*°. Estudamos o comportamento
qualitativo genérico local, deduzimos uma expressao para a aplicacao de Poincaré e
classificamos as singularidades no infinito.

Com célculos simples vemos que esta equagao pode ser escrita nar forma
w=—adv® —3bdv*du+3advdu® +bdu® =0, (2-4)
ou seja uma equagao diferencial binaria ctibica. Seja L : R? x P1(R) — R dada por

L(u,v,p) = —a(u,v) p* — 3b(u,v) p* + 3a(u,v) p + b(u,v).
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Lembremos que ¥X; e I'y, s@o o conjunto critico e o conjunto discriminante,

respectivamente, definidos no Capitulo 1 para L(u,v,p) = 0.

2.2 Estudo local

Como L(u,v,p) = 0, é uma equagao polinémial de grau 3 em p, dado um
ponto (@, ¥) do plano tal que a(u, ©)? + b(u, v)? # 0, a equagdo L(u, 7,p) = 0 ter,
genericamente, n € {1, 3} solugoes reais. Assim, teremos, por (U, ), uma ou trés

solugoes que determinam folheacoes fi, fo, f3 do plano.

Definigao 2.1. Um ponto (u, v) do plano tal que a(w, v) = b(u,v) = 0 serd
chamado singularidade ou ponto singular da equag¢iao L = 0. Sejam Sp, = {(u,v) €
R%  a(u,v) = blu,v) = 0} e F o conjunto de todas as folheagies de (2-1).
Chamaremos de configura¢ao de (2-1) ao conjunto C = F U S.

Como L(u,v,p) = Ly(u,v,p) = 0 para qualquer que seja (u,v) € S, temos
que Sy, C I'y. Afirmamos que S;, = T'z,. Com efeito, se existisse (u, v, p) € R* xP}(R)
tal que a(u,v) # 0, e L(u,v,p) = Ly(u,v,p) = 0, teriamos

(a(u,v)* + b(u, v)?) (—b(u, v) + v/a(u,v)? + b(u,v)2> =0

e daf seria 0 = a(u,v) # 0, o que ¢ um absurdo.

2.2.1 Solucgoes regulares

Nesta sec¢ao descrevemos o comportamento qualitativo numa vizinhanca
de um ponto regular e apresentamos alguns exemplos construidos utilzando a

Proposicao 2.2 a seguir.

Proposicao 2.2. O menor dngulo formado pelas retas tangentes as curvas integrais
de w = 0 por um ponto reqular é rad. Em outras palavras, em um ponto regular,

as retas tangentes as trés folheagoes dividem o plano uv em seis dngulos de 60°.

Demonstragao. Seja (i, ?) um ponto regular. Entao a(a,0) # 0 ou b(a,v) # 0.
Suponhamos a(u, ) # 0. Por questao de simplificagao, escreveremos a(u,0) = a e

b(a,v) = b. Aplicando a mudanca de variaveis da Se¢ao 1.2.2, vemos que a equagao
—ap® —3bp* +3ap+b=0 (2-5)

é equavalente a
P H3Hz+G =0, (2-6)
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Figura 2.1: llustracao da Proposicao 2.2.

onde H = —9 (a2 +0?), G = —54b(a2+b*) e z = —3b—3ap. Como § = G2+ 4 H? =
—2916 a%(a2 + b%)? da Proposicao 1.14, a equacio (2-6) possui trés raizes reais. Da

Proposigao 1.15 as raizes de (2-6) sdo:

o =3Va+0 (Vb+v—a+Vb—v-a —a2)
2 =3V a2+ 02 (eTWVb+ V=a+eTVb—/-a
3 =3Va2+ b0 (e Vb+vV—a+eTVb—v—a?).

Z]'+3(~)

Como as raizes de (2-5) sao p; = —=5=—,J =1, 2,3, temos

(1-¢%) V(@ + P+ v=a) + (1-e%) V(@ + )6 - v=a)

P = i
(35— £i) ViV« (34 L) V- Vo] Y+
(e -4) 35+¢—_a2+&(§+3z-) ViV Va4
e ;
Lt prpy = 22300 +2) £9F

a

(2 -30) Vor V=@ + (F +30) Vb- V=@ V& +

<)}

Como p; € o coeficiente angular da reta tangente a j-ésima solugao por (4, v), se 6
for o menor angulo formado pelas retas tangentes a primeira e a segunda solucao,
entao

= /3.

P2 — D1
tg(f) = | ———
8(0) ’1+p1p2
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Com célculos idénticos, mostra-se que

= /3.

1+ paps3

‘ P3 — D1
I+ pip3

_‘P3—p2

Ou seja, 0 = Zrad.
Caso a(u,v) = 0, temos b(@,0) # 0 e a prova é a mesma somente trocando
a equacdo (2-5) pela equacio —a — 3bq + 3aq®> +bg® = 0 e, resolvendo em ¢, o

coeficiente b aparecera no denominador. O

A Proposi¢ao 2.2 nos inspira uma técnica de construir exemplos, com certas
caracteristicas, que detalharemos a seguir.

Consideremos duas funcoes f, g : R? — R quaisquer e o campo de vetores
X tal que X(u,v) = f(u, U)a% + g(u, v)%. Associada a X temos a 1-forma
w; = fdv— gdu. Seja Ry a matriz de rotagao de angulo §. Os campos Rz X e
R(_%)X sao tais que suas trajetorias intersetam as de X segundo angulo de Zrad e
2T’de respectivamente. Note que as 1-formas associadas aos campos RzXe R( W)X

sao, respectivamente:

s i
3 3

)= 5 (VB g dv—s (VB frg)du e w(_g) = 3 (F+Bg)dv— (9—VE ) dv

“(
Considerando w = wq W(z) W(_z); temos
3 3
w = —adv® —3bdv?du+ 3advdu®+ bdu?,

onde

1 1
CL(U, 1)) = _Z f(uv U) (f(u7 U)Q_?’g(uv 1))2) € b(ua U) = _Z g(“’a U) (g(u7 v)2—3f(u, U>2)'
Ou seja, w ¢ uma forma diferencial ctibica como a da equagao (2-4).
Exemplo 2.3. Para f(u, v) =1 e g(u, v) = v, temos

_ L 3 3o 1 2,3 9 2 39 1 3 _
w = 41}(1} 3)du +3<4v 4)dvdu +4fu(v 3)dvdu 1Y 71 dv® = 0.

Temos um esbogo das curvas integrais, numa vizinhanga da origem na Figura 2.2.

2.2.2 Singularidades

Nesta secdo e na préoxima estudaremos a configuracao da equagao diferencial

(2-4) numa vizinhanga de um dado ponto singular. Suporemos, sempre, que esta
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Figura 2.2: Curvas integrais do Exemplo 2.5.

singularidade é a origem de modo que tomaremos a e b na forma

a(u,v) = Z apuiv® e b(u,v) = Z bipuiv®,

1<j+k 2<j+k

onde aji, bjr; € R. Notemos que, para um disco V' com centro em (0, 0) suficiente-

mente pequeno V NI, = {(0,0)}. Como
La(0, 0, 0) = big, Ly(0, 0, 0) = by, e Ly(0, 0, 0) =0,

para garantir que a superficie de Lie-Cartan L seja regular numa vizinhanca da

origem deveremos ter big # 0 ou by; # 0. Como,

o(p) = (p* — 3p) (a0 + ao p) + (3p° — 1)(b1o + bo1 p),
para p # j:@ e aig + apr p # 0, temos:

p*—3p blo+bo1p:0
3p2—1  aw+anp

pp)=0 &

. 3 -
Sejam @1, @5 : P}(R) — R dadas por ¢;(p) = gpﬁf e pao(p) = —2131—%. A aplicacao

1 possui duas assintotas verticais como mostra a Figura 2.3. Ja o grafico de yq
possui uma das formas apresentadas na Figura 2.4. Note que a interseccao dos
graficos de ¢ e 9 é ndo vazia. Dessa forma, a equagao ¢(p) = 0, possui pelo menos
duas solugoes reais. Podemos supor, sem perda de generalidades, que uma delas é

p1 = 0. Como ¢(0) = —byp, isto equivale a supor bjp = 0. Fazendo by = 0, obtemos

©(p) = pg(p), onde

g(p) = (p° — 3)(a10 + ao1 p) + b1 (3p° — 1).
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P

Figura 2.3: Fsbo¢o do grifico de o.

i @10 _aio!
ao ao1

Figura 2.4: Esboco do grdfico de @2, genericamente.

Supondo bg; # 0, consideremos A = e B =32 e, sejam:
1—3p?
91(p) = o3 © 92(p) = A+ Bp.

Para p # £+/3, temos g(p) = 0 se, e s6 se, ga(p) = g1(p). O grafico de g; esta na

Figura 2.5. Para que ¢(p) = 0 tenha somente mais uma raiz real além de p; = 0, ¢

\

_V3 V3
3 4 73
3
............................... gl

Figura 2.5: Esbo¢o do grifico de g;.



2.2 Estudo local 41

necessario e suficiente que o grafico de gy intersete o de g; em um tnico ponto. De
modo geral, p(p) = 0 tera n raizes, n = 1, 2, 3, 4, se e somente se, a intersec¢ao dos
graficos de g; e g9 tiver n — 1 pontos.

Naturalmente que as curvas integrais de w = 0 sao as mesmas de ﬁ w = 0.
Dessa forma, por uma questao de simplificacao, consideramos em lugar da equagao

(2-4), a equagao
W= —adv® —3bdv?du + 3advdu®+ bdu® =0, (2-7)

onde

a(u, v) = Au+ Bv+c(u, v) e blu, v) =v+d(u, v),

sendo ¢ e d fungoes em u e v de classe C™ tais que ¢(0,0) = d(0,0) = ¢,(0,0) =
¢0(0,0) = dy(0,0) = dy(0,0) = 0. Assim,

9(p) = (0* = 3)(A+ Bp) + (3p* - 1),
e a matriz jacobiana de LC' em um ponto (0, 0, p) fica

3A(1—p? 3(B—-2p— Bp? 0
JLC(0,0,p) = 3Ap(1—p?) 3p(B—2p— Bp?) 0

_(Luu +pLuv>(0a 07 p) _(Luv - vav)(0> 07 p) @/(p)

Os autovalores de JLC|q,, ) sao:

M=0, =¢(p) e A3=—(¢(p) + Lu(0, 0, p)),

e, os autovetores correspondentes sao:
'17 o ( B(p2—1)+2 1 Lup(0,0,p) (Luv(0,0,p)ﬂo Loy (0707p)) —Luvp(0,0,p) (Luu(0,0,p)+p Luv(ovoap)))
1= - )

A (172*1) ’ » L’U-P(Oﬂ Ovp) LPl(p)

2
= = _p Lvv(0,0,p)+2p Luv(0,0,p)+Luu(0,0,p)
U2 =(0,0,1) e 3= (1, P, =557 606 p) 12 Lus(® 0 )+ L. (0.0.5)

Pelo teorema de Hartman-Grobman, se o produto

A(p) = X A3 = —¢'(p) (¢’ (p) + Lu(0, 0, p)), (2-8)

for nao nulo, entao (0, 0, p) é singularidade hiperbolica para o campo LC. Este

produto também pode ser escrito como segue:

Alp) =3¢'(p) 1 —p*) |(A+ Bp) —

— (2-9)
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Em particular, temos:

Se P # 0 & solugao de p(p) = 0, entao,

(A+3)p* — (3A+1) . A__Bﬁ3+3ﬁ2—331_9—1

B=— P L
p(p*—3) P’ —3

(2-10)

Substituindo as informagoes de (2-10) em (2-9), obtemos,

—9 2
pe+1
A+3
- (1‘92—3)

Para completar, precisamos entender o que ocorre quando p assume valores arbitra-

A(p) = -3 (P +1)" =3pB -4, (P> +1)". (2-11)

riamente grandes. Isto é feito considerando-se
T(U, U, q) = B(u7 U) q3 + ga(uv U) q2 - 3B(u7 U) q— E(U, U)a

onde ¢ = % e estudando o comportamento do campo

0 0 0
LCI :qTq%"'Tq%_ (un+Tv) a_q7

numa vizinhanga da origem. Como LC'{(0, 0, 0) = (0, 0, 120 B), para p arbitraria-

mente grande, LC' ¢ regular e “paralelo” a P(R).

2.3 Singularidades hiperbélicas

Definigao 2.4. Diremos que (0,0) é uma singularidade hiperbolica de (2-7) se toda
singularidade (0,0,p) de LC' for uma singularidade hiperbdlica de LC.

Nesta segao estudaremos condigoes necessarias e suficientes para que (0,0)
seja uma singularidade hiperbélica. Dividimos este estudo em dois casos: o caso em

que ¢(p) = 0 tem duas raizes reais e o caso em que tem quatro raizes reais.

Proposigao 2.5. Caso ¢(p) = 0 tenha somente duas raizes p; = 0 e ps # 0, entdo
(0, 0, 0) e (0, 0, pa) sao selas hiperbdlicas para LC.

Demonstragao. A equacao ¢(p) = 0 tem somente duas raizes reais se, e sO se, a
interseccao do grafico de g; com o de go tem um tinico elemento. Naturalmente que,

para haver somente um ponto de intersecgao entre os graficos de gy e g2, o valor de
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p correspondente deveré satisfizer p < —v/3 ou p > /3. Além disto, devemos ter
A< —% e dai,
A0)=-3ABA+1) <0,

o que mostra que (0, 0, 0) é uma sela hiperbélica.
Com relacio ps, se py < —V/3, temos B > 0 e gh(p2) < 0. Dai, B—g)(p2) > 0

e portanto,
A(p2) = 3p2 [B — g5(p2)] (p3 +1)* < 0.

Caso py > V/3, temos B < 0 e g)(p2) > 0. Dai, B — g(ps) < 0 e novamente,

A(ps) = 3ps [B — gy(p2)] (13 + 1)* < 0.
Logo, (0, 0, p2) € uma sela hiperbdlica para LC. O

Lema 2.6. Consideremos o caso em que ¢(p) = 0 tem quatro raizes reais distintas
e sejam p; = 0, pa, p3 e py tais raizes. Caso A # 0 e B # 0, temos as sequintes

possibilidades, conforme as interseccoes dos grificos de g1 e gs :

(a) pp < —V3 <p3 <0 <ps <V3;
(b) pr < —V3 €0 <ps <ps<V3;
(¢) pa < —V3 e /3 < p3 < pa;
(a) —V3<pr <0< ps<V3<py
(b)) —V/3 <ps<ps<0eps> 3
(¢) p2 <p3<—V3eps>V3

A demonstracao do lema acima é simples verificacdo das possibilidades de
intersec¢ao entre os graficos de g; e g2 para B > 0 e B < 0 e, variando A nos
intervalos (—%,oo), (—3,—%) e (—oo,—3). Note que, no caso (a) do Lema 2.6,
temos A > —1, no caso (b), A < —% e no caso (c), 4 < —3.

Proposigao 2.7. Caso ocorra (a) do Lema 2.6, entao a origem € uma sela ou um

nd para o campo LC. Jd (0, 0, p2), (0, 0, p3) e (0, 0, ps) sdo selas.

Demonstracao. Como

A(0) = —3A(3A+1),

se A > 0 temos
A(0) <0

ese, A¢ (—%, 0), temos
A1(0) > 0.

Ou seja, para A > 0 a origem é uma sela para LC' e se A € (—%, 0), ela & um no.
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Quanto a pj, j = 2, 3, 4, como

2
-+ 1 1
3(% >>—,

temos 2

+

A+3 % > 0.
p; — 3
Dai -
'+
Al(pj)——3A|:A+3 (p; )] (2 +1)" <o

p; — 3

o que conclui a prova. O

Proposicao 2.8. Caso ocorra (b) do Lema 2.6, entao (0, 0, p3) é um né para o
campo LC. Ja (0, 0, p1), (0, 0, p2) e (0, 0, ps) sao selas.

Demonstragao. Como A < —%, temos:
A(0)=-3ABA+1)<0.
Como, B > g5(p2), B > g5(ps) € B < g5(pa), temos:
B = g5(p2) > 0, B—g5(ps) >0 e B —gy(pa) <0.
Como, ps < 0 e pg > p3 > 0, segue
Ai(p2) = 3p2 [B — g3(p2)] (p3 +1)* <0,

Ai(ps) = 3ps [B—gs(ps)] (03 +1)* >0

Ai(ps) = 3ps [B — gh(pa)] (pf +1)* < 0.

O

Proposicao 2.9. Caso ocorra (c), entao (0,0, py) € um nd para o campo LC

enquanto, (0, 0, p1), (0, 0, p2) € (0, 0, p3) sao selas.
Demonstra¢ao. A demonstragao é idéntica a da propsi¢ao anterior. O

Lema 2.10. Seja Lo : R? x PY(R) — R dada por

Lo(u,v,p) = —(Au + Bv)p® — 3vp® + 3(Au + Bv)p + v.
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Para cada € > 0, seja V. = [—¢,¢] x [—¢,¢] x PY(R). Identificando P*(R) com S!
podemos definir || - ||, em VL, onde ||-||, é a norma C” definida no Capitulo 1 de [37]
e no Capitulo X de [32]. Entao, dado 6 > 0, existe € > 0 tal que ||L, — Loy, |1 <.

Demonstracao. Como
L=—ap®—3bp*+3ap+0,

onde

a=Au+Bv+ g ajpuivt e b=uv+ E birulo®,
2<j+k 2<j+k

segue que,
(L - LO)(O? 0,]?) = (L - LO)u(Oa Ovp) = (L - LO)U(Ov 0,]?) = (L - LO)p(()? Ovp) =0.

Dai segue que, para € > 0 suficientemente pequeno, as restrigoes de L e Lo a V.

estao C! proximas. O
Lema 2.11. A superficie de Lie-Cartan para Ly € Ly = U d,, onde d,, € a reta

pePL(R)
em R? x PY(R) dada por

hi(po) w4 ha(po) v =0, p = po,

sendo hy, hy : PY(R) — R dadas por h(p) = —Ap(p* — 3) e ho(p) = —Bp® — 3p* +
3Bp + 1. Ou seja, Ly € uma superficie regrada. Além disso, se A > 0 a medida que

p cresce dy, gira no sentido hordrio e se A < 0 no sentido anti-hordrio.

Demonstragio. Dado py € P'(R) fixado arbitrariamente,

Lo(po) =0 < hi(po)u + ha(po)v = 0.

Logo, d,, esté contida em Ly. Assim, Ly = U d,. Agora, observemos que, dado
pePL(R)
p, se hy(p) # 0 a reta m(dy()) tem equagao

v — _h1(P)u
h2(p) .
come. ) 3 +1)
d hi(p o 3A p2 +1)2 :
i ) s .

se A < 0, amedida que o valor de p aumenta a geratriz d, gira no sentido anti-horério

e se A > 0 no sentido horario. O
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Teorema 2.12. Caso p(p) = 0 tenha somente duas raizes reais, a configura¢ao
de (2-7) numa vizinhanc¢a da origem € homeomorfa a da Figura 2.6. Caso o
campo LC' tenha quatro singularidades, a configuragdo numa vizinhanga da origem
é homeomorfas a uma das que aparecem na Figura 2.7, sendo o caso em que
todas as singularidades sao selas a da esquerda, dp, as retas do Lema 2.11 e
7:R? x PY(R) — R € dada por n(u,v,p) = (u,v).

7(dp,)

7T(dl’1 )

Figura 2.6: llustracao do Teorema 2.12.

ﬂ'(dﬂl)
72X S “"-', = ﬂ'(dlll) W(dl’l)

™ (dl's )

w(d,,) 7(dp,)

(a) Caso com quatro selas. (b) Caso com trés selas e um nd.

Figura 2.7: llustracao do Teorema 2.12.

Demonstracio. Seja LCy o campo de Lie-Cartan para Ly = 0, onde Ly é a
aplicacao do Lema 2.10. Da demonstracao do Lema 2.10 vemos que (0,0, p;) é uma
singularidade de LC' se, e somente se, é uma singularidade de LC\y. Além disso, da
expressao de A(p;) vemos que as singularidades de LC' sao do mesmo tipo que as de
LCjy. Desse modo, para a compreengao da configuragao de L = 0 numa vizinhanca
da origem, podemos restringir nossa anéalise a configuracao de Ly = 0 nessa mesma
vizinhanga.
Dado p; ¢ {0, £v/3} uma raiz de o(p) = 0, temos

_Ap?—l—?)p?—SA— 1

B —
pi(p5 —3)
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Dai,
ha(p;) = A(p} = 3). (2-13)

Comecemos pelo caso em que ¢(p) = 0 tem, exatamente, duas raizes reais
p1 = 0 e py # 0. Faremos o caso py > v/3 (O caso py < —+/3 é analogo). Da
Proposigao 2.5, temos que (0,0,p;) e (0,0, p2) sao singularidades do tipo sela de
LCy. Sejam dy,, e dp, as retas dadas pelo Lema 2.11.

Consideremos ¢ > 0 e sejam o1 e 0y segoes transversais a LCy por
x1 € dp, NV. e por x5 € d,, NV, respectivamente, como ilustrado na Figura 2.8.
Identifiquemos o7 com (—¢ey,e1) e 03 com (—&3,£5) de modo que z; corresponda ao
nimero zero, onde &; > 0 é um ntimero real. Sejay : I — Lo, ¥(t) = (u(t), v(t), p(t))
uma curva integral de LC tal que y(t1) € o1, Y(t2) € 09 € (t) € 01 U 0 qualquer

que seja t entre t; e ty. Para fixar as idéias, suponhamos t; < t. Seja t; tal que

..................... P2 i Po
........... -3 R ER—— ]
...................... ]33 SN S—

Figura 2.8: llustra¢io do Teorema 2.12.
0<p(t) < V3. Como

diminuindo €, se necessério, o Teorema do Fluxo tubular garante que a aplicagao t —
p(t), t € (t1,tz) € estritamente crescente ou estritamente decrescente. Suponhamos
t — p(t),t € (t1,t) estritamente crescente (O caso decrescente ¢ inteiramente
analogo). Como p, > /3, diminuindo ¢, e €5, se necessério, temos p(ts) > V/3.

Do Teorema do Valor Intermediario, existe sg € (t1, ;) tal que p(so) = /3.

Como as equagoes da reta d, (s, sao

Ap(s0)(p(s0)* = 3)u+ ha(p(se))v = 0, p = p(s0),
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segue que dy(s,) ¢ dada por v =0 e p = p(sg). Ou seja, 7((s0)) = (u(s0),0), onde
7 R? x PY(R) — R? é definida por m(u,v,p) = (u,v). Isto significa que a curva
7 : I — R?* dada por () = m((t)) intersecta o eixo u no ponto (u(sg),0). Notemos
que u(sg) # 0, pois do contrario v([t1,t2]) conteria o ponto (0,0, ps).

Agora observemos que () pertence ao eixo v se, e somente se, ha(p(t)) = 0.
Como hy(0) =1 > 0 e h(v/3) = —8 < 0, existe s; € (t1,50) tal que ha(p(s1)) = 0.
Ou seja, 7([t1,t2]) intersecta o eixo v no ponto (0,v(s1)). Além disso, de ha(p1) =
1> 0, hg(—\/g) = —8 < 0 e como py > /3 implica B < 0, segue que existem pa, Ps
tais que Pz < —V3 < Pa < p1 e ha(P2) = hao(ps) = 0. Entdo, 5([t1,1s]) intersecta o
eixo u somente em (u(sp),0) e o eixo v somente no ponto (0,v(sy)) e, portanto um

esbogo de ([t1,t2]) € um dos apresentados na Figura 2.9.

v T(dp,) v 7(dp,)

Figura 2.9: llustracao do Teorema 2.12.

O caso ps < p(t1) < 0 é semelhante e fornece as outras duas possibilidades
que completa a configuragdo proximo a origem, para o caso em que ¢(p) = 0 tem
exatamente duas raizes reais.

Agora consideremos o caso em que @(p) = 0 possui quatro raizes reais
distintas p; = 0, ps, p3, ps. Conforme as proposicoes 2.7, 2.8 e 2.9, este caso possui
dois subcasos: o caso em todas as singularidades de LCjy sao selas e o que ele tem
um no e trés selas. Comecemos pelo primeiro deles e, suponhamos que ocorra o caso
do item (a) do Lema 2.6. Consideremos € > 0 e sejam o7 e 09 segdes transversais
a LCy por z1 € d,, N V. e por zy € dp, NV, respectivamente. Identifiquemos oy
com (—e1,€1) € 03 com (—eq,€2) de modo que x; corresponda ao ntimero zero, onde
g; > 0 & um namero real (Veja Figura 2.10(a) e 2.10(b) para uma ilustracao).
Seja v : I — Lo, y(t) = (u(t),v(t),p(t)) uma curva integral de LCy tal que
v(t1) € o1, Y(ta) € o3 e ¥(t) € o1 U oy qualquer que seja t entre t; e ty. Para
fixar as idéias, suponhamos t; < t3. Como ps < ps3, para €1 e €9 suficientemente
pequenos, p(t;) < —v/3 < p(ts), onde p(t) é a terceira coordenada de 7(t). Como
t — p(t) é continua, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe so € (t1, t2) tal que
p(s0) = —/3. De forma anéloga 4 primeira parte, mostra-se que 7(v(sq)) = (u(t), 0)

e que u(sp) # 0. Desse modo, 7(y([t1,%2])) ¢ uma das apresentadas na Figura 2.11.
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%—% Pa %—% Pa %— 02])4 pa % Pa
%%‘m:() %71)1—0 %%p1=0 %%P1=0
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Figura 2.10: llustracao do Teorema 2.12.

Caso seja 1 € dp, NV e x5 € dp, NV, (Figura 2.10(c) e Figura 2.10(d)) o Teorema

7r(d1,2 ) Tr(d,,2 )
(a) u(to) < 0. (b) u(to) > 0.

Figura 2.11: llustracao de w(vy([t1,t2])) para o caso (a) de
quatro selas e x1 € dp, NVz e 22 € dp, N V.

do Valor Intermediario garante que existe o € (¢1, %) tal que p(ty) = v/3 e mostra-se
que 7(y([t1,t2])) € uma das apresentadas na Figura 2.12.

Vamos ao caso em que z; € dp, N V. e x5 € dp, NV, exposto na Figura
2.13(a) e 2.13(b). Da demonstragdo da Proposicao 2.7, temos A > 0. Como |p;| <
V3, j =3, 4, tem-se hy(p;) < 0 dai, como h(0) = 1 > 0, existem p, ps € PY(R) tais
que f(p1) = f(p2) = 0. Além disso, |ps| > v/3, de modo que f(ps) > 0. Dai, como
ha(v/3) = —8 < 0, a terceira raiz de hy(p) = 0 esta entre py e —/3. De hy(p;) = 0,
segue que as equagoes da reta dj,, sao

Ap(p2 - 3)U = 07 b :ﬁjy
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(a) u(to) < 0. (b) u(to) > 0.

Figura 2.12: llustracao de w(vy([t1,t2])) para o caso (a) de
quatro selas e x1 € dp, N Vz e 22 € dp, N V.

I\ N | A,
N\l Pa NP Pa \%21)4 (% — Pa
.................. Do R R T )
_—J_ =0 ¥ =0 L —n; = () _—J_ =0
= 021)1 3%/—171 %/—m =z P1
.................. ]31 ]31 ]51 ﬁl
?,% — P ==t = ="
) - ) ) )
N\ N\ N\ I\

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.13: [lustra¢cao do Teorema 2.12.

para j = 1, 2. Ou seja, as equagoes de d;, sao v = 0, p = p;, j = 1, 2. Agora,
se v : [t1,ta] = Lo for uma curva integral de LC tal que (t1) € o1, Y(t2) € o9,
existe sop € (t1,t2) tal que p(sp) = p1. Assim, v(so) = (0,v(sg),p1) e, portante,
7(7(s0)) = (0,v(sp)). Notemos que v(sg) # 0, caso contrario y(sg) pertenceria ao
eixo projetivo. Além disso, v = 0 nao é solugao de

Ap(t) (p(t)* = V3)u(t) + ha(p(t)) v = 0,

qualquer que seja t € [t1,t2] que satisfaga u(t) # 0. Dessa forma temos uma das

possibilidades da Figura 2.14 para m(([t1,t2]))-

Com um raciocinio totalmente analogo, mostra-se que, para x; € d,, N V.
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m(d,)
(a) v(t) > 0. (b) v(to) < 0.

Figura 2.14: llustra¢ao do caso em que LCy tem quatro selas
ex1 €dp, NVz exa €dy NV

e Ty € dy, NV, as possibilidades para m(y([t1,?2])) sdo as apresentadas na Figura

2.15. Os casos (b) e (c) sao analogos.

m(d,)
(a) v(to) < 0. (b) v(to) > 0.

Figura 2.15: llustra¢ao do caso em que LCy tem quatro selas
ex1 €dp,, NV exa €dp, NV,

Por fim consideremos o caso (a) do Lema 2.6 em que a origem é um
no6. Sejam oy e 09 segOes transversais a LC; como na Figura 2.16(a) ou 2.16(b).
Neste caso —% < A < 0e B > 0. Mstra-se, utilizando os sinais de hy(p;) € o
Teorema do Valor Intermediario que, os zeros de hy s&o p1, pa € p3 satisfazendo
—V3 < 1 < ps, ps < Pa < V3 e V3 < ps. Notemos que, neste caso w(y([t1,1s]))
nao intersecta nenhum dos eixos coordenados e portanto, um esbogo para y([t1, t2]),
neste caso é um dos apresentados na Figura 2.17. O restante da demonstracao segue
de modo totalmente analogo a de duas e quatro selas, utilizando o Teorema do Valor

Intermediario e o Lema 2.11. O

Podemos construir exemplo para qualquer valor p, € (—oo, —\/§) U
(v/3, 00), pré escolhido.
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.................. 233 ]33 }55 i} P3
.................. \/3 \/§ \/3 \/3
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.................. D1 i1 i ;1 ik D1
.................. _\/3 _\/3 _\/g _\/3
¥¥ pz 4; ])2 llg ])2 #g pz
N N\ N\ N

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.16: llustra¢do do subcaso em que a origem é um nd
para o caso (a) do Lema 2.6.
Exemplo 2.13. Seja p; = 2. Resolvendo a equagio ¢(2) =0 em B, obtemos

A+11
;P iy

\)

Substituindo em p(p) = 0 e resolvendo em p, obtemos:

0 o9 84 V3A2+34A+T5
p1=VY, P2 =4, p3 = ATl

8 —3A2+34A+T5
b= At 1l

Impondo 3 A% + 34 A+ 75 < 0, obtemos —23—5 < A < =3. Escolhendo A = —5, temos
que B = =3, donde % > \/Tg Portanto,

w(u, v) =vdu® — 3(5u+3v) du?dv — 3vdudv® + (5u+ 3v) dv?

¢ um exemplo para o caso em que p(p) = 0 tem exatamente duas raizes reais.

Exemplo 2.14. Seja py = —2. Sequindo o mesmo raciocinio do exemplo anterior
chegamos que, novamente deve ser —%5 < A < —=3. Escolhendo A = —5, obtemos

B =3 e, nosso exemplo fica:

w(u, v) =vdu® —3(5u —3v) du* dv — 3vdudv® + (5u — 3v) dv.
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”(dm)
Tr(dpl)
Tr(dl)x)

77(617’2 )

(©)

Figura 2.17: Esbo¢co para mw(vy([t1,t2])) para o caso o1 e o9
como na Figura 2.16.

Exemplo 2.15. Consideremos o caso em que py = —2 ¢ A = 1. De p(ps) = 0

obtemos B = 6 e a equacgao diferencial é
—(u+6v)dv® —3vdudv® + (3u+ 18v) du® dv + v du® = 0.

O campo de Lie-Cartan tem quatro singularidades e da Proposicao 2.7 todas sao
selas e, do Teorema 2.12 seque que a configuracdo numa vizinhanga da origem € a
da Figura 2.7(a).

Exemplo 2.16. Escolhendo ps = —2 e A = —i. De ¢(ps) = 0 obtemos B = % ea

equacdo diferencial é:

1 43 , ) 1 43 , -
(4u 8v)dv 3vdudv 3(4u 8v)dudv+vdu =0.

O campo de Lie-Cartan possui quatro singularidades, da Proposi¢do 2.7 para p =0

tem-se um nd para LC e as demais sao selas. Do Teorema 2.12 segque que a
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) /
S L\

7
[ S
= /N
X%a) % (c)

Figura 2.18: llustracao do caso em que ¢(p) = 0 tem duas
raizes distintas.

=

Figura 2.19: [lustra¢io do Teorema 2.12.

configuracao prozimo a origem € a da Figura 2.7(b).

2.4 Aplicacao de Poincaré

Seja v : I — R? uma orbita regular de (2-4) parametrizada pelo com-
primento de arco s. Assim, t(s) = 7’ (s) é um vetor unitario. Escrevendo y(s) =
(u(s), v(s)), o campo vetorial n(s) = ( — u'(s)) é ortogonal a t(s). Existe
uma fungao k : I — R tal que /(s ) k(s ) ( ) (Veja [10]). Sejam tq, to € I com
t; < ty. Aretar: (u(N), v(\)) = An(t) divide R? em dois semi-planos. Um deles
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b))

(a) (b) (©)

Figura 2.20: Superficie de Lie-Cartan quando o campo de
Lie-Cartan possui quatro selas.

Figura 2.21: Proje¢io para o caso em que LC' possui quatro

selas.

|

T D
I

)

(a) (b) ()

Figura 2.22: Caso em que LC tem trés selas e um nd.
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Figura 2.23: Vetores tangente e normal a 7.

contem 7([t1, t2]). Seja A o semi-plano determinado por 1 e que contém ([t1, t]).
De forma andloga ocorre com a reta 5 : (u(A), v(A)) = An(tz), ela determina dois
semi-planos e, denominaremos por B o que contém «([tq, to]). Seja V = AN B. Note

que, para cada (u, v) € V existem s € [ e X\ € R tais que (u, v) = v(s) + An(s). Isto

Figura 2.24: llustracao da Proposi¢ao 2.17.

nos motiva definir a aplicagio @ : I X (—¢, ) — R?, dada por
B(s, A) = 7(s) + An(s) = (u(s) — M'(s), v(s) + Au'(s)), (2-14)

onde € > 0 seréd descrito a seguir.

Proposigao 2.17. Eriste uma vizinhanga tubular Vi de [t1, to] x {0} em R? tal que

Py, € um difeomorfismo.

Demonstragao. Como

0Dy — < uw'(s) — M'"(s) —v'(s) > ’

v'(s) + Aud(s)  u(s)

temos
det(d®(,. o) = |t(s)]? = 1.

Consequentemente, para cada s € [t1, 2], existem nimeros reais positivos d; e &

tais que @), o éum difeomorfismo. Como

U (s — 0s, S+ 05) X (—¢4, €5)

SE[t1,ta]
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¢ uma cobertura aberta para o compacto [t1, t3], entdo esta cobertura possui um
nimero de Lebesgue. Seja € o nimero de Lebesgue da cobertura acima. Dai é s6

tomar Vo = (t1 — 0y, ta + 0p,) X (—&, €) € CD‘VO ¢ um difeomorfismo. O

Pela Proposicao 2.17, ® é uma mudanca de coordenadas que esta bem
definida em uma vizinhaca de 7([t1, t2]). Como, u”’(s) = —k(s)v'(s) e v'(s) =
k(s)u/(s), de (u(s, A), v(s, \)) = ®(s, A), temos

du = (u'(s) = \"(s)) ds — v'(s) dX = /() (1 — Mk(s)) ds — v'(s) dX

dv = (V(s) + Au"(s)) ds + u'(s) dX = V'(s) (1 — N k(s)) ds + u'(s) dA.

Por uma questao de simplificagao, escreveremos de agora em diante a(CD(s, O)) =
ag, b(®(s, 0)) = bo, au(®(s,0)) = au, a,(P(s,0)) = ay, b,(P(s,0)) = b, e
bv(fb(s, O)) =b,.

Aplicando a mudanga de coordenadas ¢ a equagao (2-4), obtemos
—FdX} —3(1—kAN)Gd\ds+3(1 —kMN?Fd\ds® + (1 —k)N)>3Gds® =0 (2-15)

onde

F(®(s, \) = a(®(s, \)) u’((u’)2 -3 (v’)z) +b(P(s, A)) v’((v’)2 -3 (u')Q),
G(®(s, X)) = a(®(s, \) V(3 (W)* = (v')%) + b(®(s, N) v/ ((v)? — 3 (v')?).

Lema 2.18. Para todo s € [t1, ts], tem-se F(y(s)) # 0.

Demonstrac¢ao. Como 7(s) é uma curva integral de (2-4), temos

—a(y(s)) v'(s)* = 3b(v())u'(s) v/ (5)* + Bal(y(s) u'(s)* V() + b(v(s)) u'(s)* =0,

i.e, G(v(s)) =0, para todo s € [ty, to].

Agora, como v é uma orbita regular (ndo ha singularidade em =), segue:

F(y(s))? = F(1())? + G(7(s))* = () + (v/)2)" (af + b) # 0.
Logo, F(7(s)) # 0 para todo s € [ty, ta]. O

O Lema acima nos diz que F'(7(s)) ndo depende das derivadas u’ e v’. Além
disto ele garante que o denominador na expressao da derivada primeira da aplicacao
de Poincaré na Proposicao 2.19 é sempre nao nulo.

Sendo v uma curva regular existe £; > 0 tal que, se
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Y ={vt) +An(t): A€ (e, e},

toda orbita de (2-4) da mesma folheac@o que y que intersete ), também interseta rs.
Seja ), o conjunto de todos os pontos de 7, formados pela primeira interseccao de
uma folha da mesma folheacao de v como descrito acima. Podemos, entao, definir
uma orientacao local das orbitas desta folheacdo e consequentemente definir uma
aplicagdo m : >, — >, que associa a cada ponto p € ), o primeiro ponto
m(p) € >, de interseccao da folha orientada positivamente contendo p com ), .
Dado p = (1) + Xon(t1) € >, seja v, a folha, da mesma folheacao de 7, que o

-
L2

y , )
~1 (x(s1) — A(s1, Ao) ¥/ (s1). yls1) + Als1, Ao) 2'(s1))

(2(50) — Jo/(s0)s 9(50) + Ao 2'(50)) (2(s1), y(s1))
(z(s0),y(s0))

Figura 2.25: Aplicagdo de Poincaré.

contém. Dado s € [ty, to] existe A(s, Ag) real tal que 7,(s) = v(s) + A(s, Ao) n(s).
Sendo A = A(s, Ag), da equagao (2-15), temos

—F (L0 —3(1—kNG (LX)’ +3(1—kA2F LA+ (1—kA3G=0. (2-16)

Se v : [t1, t2) — R? for uma orbita regular de w tal que (t2) = v(¢1) diremos que y

¢ uma orbita fechada de w (ou érbita periddica ou compacta de w).

Teorema 2.19. Seja 7 : [t1, ta] — R? um arco de trajetoria reqular de w = 0. A

derivada da aplicagdo w: 31 — o de Poincaré de vy, em p = y(t1), €

L RG) (1 (X )T A ()T
(0= exp (3 / F(,(9) ds)

onde

v < div(a, —=b) div(b, —a) ) '
div(b, —a) div(a, —b)

Demonstragao. De (2-16), temos

d 3 2
i | —F (40 =3(1- kNG (£N) +3(1—EAPF£A+(1- kNG | =0.
Como A(s, 0) = 0, Vs € [t1, t2], temos que LA(s, Ao) =0, Vs € [t1, to]. Dai
Ao=0
d d dx dyl| d
3O (oA 60 [+ 600 F - G L goas <o
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onde G, = % e G, = %. Resolvendo a equagao acima obtemos
1[G, de _ 3, dy
R e
3 Ju F(y(s))

Como

1G(() E-Gu(rs) [ —[Cu(r() E-Gu(r(s) EHEF () L F(x(s)
3 F(() 3 F((s)) F((s))

_1 (“u_bv)[(%)2_<%)Q]_2(%+5u qray _ EF((s)
-3 F((s)) (v(s))
_1 <<X<~y(s>>w'<s>T,w'(s>T> _ %F<v<s>>)
3 F(v(s)) F(v(s))
) = 4F(3(s)
2 HF((s F(y(ty))
-/ & ds =In(F(y(t1))) — In(F(y(t2))) = In :
/tl (v(s)) (v(t2))
segue o resultado. O

Coroléario 2.20. Se v : [0, [] = R? for uma solugao periddica reqular, entdo

() =enp (3 [ FOCDTOLICR )

Definicao 2.21. Um odrbita reqular periddica de w = 0 € dita hiperbdlica se

7'(0) # 1. Caso contrdrio, ela é chamada de nao hiperbdlica.

Vamos apresentar alguns exemplos comecando por casos em que w =
wywewz onde w; = b;dr — a;dy é uma 1—forma X; = (a1, by) é um campo C*
que possui pelo menos uma solugao peridédica regular, X, = RgXl e X3 = R%XQ

sao os campos associados a wy e w3, respectivamente.

Exemplo 2.22. Se X|(u, v) = (—v, u), entio w; = udu + vdv, wy = (—/3v +
w) du + (V3u +v)dv e ws = (—v3v —u) du+ (vV3u —v) dv. Un esbogo das curvas
integrais de w = wiwows = 0 proximo da origem, € apresentado na Figura 2.26.
Todo circulo ~,(t) = (rcos(t), rsen(t)) € uma orbita de w = 0 e a derivada da

aplicagao de primeiro retorno de vy, €

7(0) = exp (% /02” (X(V(S))ZLO(Q;, V()T ds) _1

qualquer que seja r > 0 como era de esperar.

Exemplo 2.23. Sabemos que o campo

X(u, v) = (—v +u(l —u* —v?), u+v(l —u® — v?))
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Figura 2.26: Solucées da equacao diferencial do Ezxemplo
2.22.

possui uma orbita periddica hiperbdlica. Pondo X1 = X, temos:
wy = (u+v—u?v—0v¥)du+ (—u+v+ud+uv?)dv
(1 +vV3)u+ (1 — V3w —V3u? — V3urv? — v —v®) dut
(V3 —=Du+ (1 +v3)v—V3u?v— V30> +u? +uv?)dv
(v/(3) = Du — (1/(3) + D)v — v3u® + u?v — V3Buv? + v¥)du + (1 + V3)u+
(V3 — v — u® — V3u2v — wv? — V30%)dv
A equagao diferencial w = wiwsws = 0 possui duas drbitas fechadas hiperbolicas

7, (t) = (cos(t), sen(t)) ey, (t) = (V1 +v3cos(t), V1 + 3sen(t)). Temos

= (4 [T COEAT A 1) _ i

W

ws

7 (p) = exp (1 / <X(vz<s>>zé<é>;, 7(5)") ds) _ exp(m).

Figura 2.27: Solugdes da equacao w = 0 do Exemplo 2.23.

Exemplo 2.24. Sejam:

a(u, v) =4ud +12u?v — 12uv? —40* = 36u* v — 24 u? v® 4+ 120° — 124" + 36 u® v+
+12u® v? + 60 ut v® + 60 u v* + 12u? v® + 36 uv® — 1207,

b(u, v) =u® —3u?v —3uv?+v* —3u’ +6u*v? + 9uv? + 3u" + 9ubv — 3u’ v+
+15utv? — 15w vt + 3u? v — Qu b — 30",
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A equagao diferencial

w = 3adv du® — adv® + bdu® — 3bdv?du =0

V54
3
ser fatorada como produto de trés 1—formas de classe C'*°. Um esbogco das curvas

possui uma orbita fechada hiperbolica v(t) = (@ cos(t), sen(t)) e w nao pode

integrais de w = 0 proximo a origem, € apresentado na Figura 2.28. Temos

Figura 2.28: [ustracao do Exemplo 2.24.

7! (p) = exp (1 / " <X(7(S))7§ffﬁ> A1) ds) . (_ 320V > |

2.5 Singularidades no infinito

Nesta secao realizaremos um estudo global das folheagbes de w para

a(u,v) = Au+ Bv+ Z ag(u, v) e blu, v) =v+ Z br(u, v), (2-17)
k=2 k=2

com n, m, k € N e, a; e b, sao polinomios homogéneos de grau k.

Para este estudo associaremos w a forma diferencial ¢*(w) definida em S?
que descrevemos a seguir.

Sejam S2 = {(z,y,2) € $* 2z > 0} e S = {(z,y,2) € S* 2z < 0} e
consideremos ¢ : R? — §2 e ¢~ : R? — S? definidas por

P+ (u, v) = <p(uzf )’ p(qu v)’ p(ul, v));
P, v) = <_p(u1f v)’ _p(qu v) plu, “)) |
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onde p(u, v) = Vu? +v? + 1. Temos

p(uvv)_upu(uvv) _upv(uvv)
res) (o) o)
- - v py (U, v p(u, v)—v py (u, v
d‘P+(u,u) = _d(p*(u,v) = T o, 0)2 (4, v)2
_ pu(u,v) _ polu,v)
pu,v)? p(u,v)?
Como
p(u,v)(—up)z;(uyv) _urzu(u»)g) 1
P D P, Y =—F—#0,Y(u U)ER2
_ vpu(u,v) p(u, v)—v py(u,v) 2 2 2 ’ ’ ?
P, v)” P, v)’ (w402 +1)

as aplicacoes ¢4 e ¢_ sdo difeomorfismos, de modo que podemos definir, em S% e
S%, respectivamente, as formas diferenciaveis ¢ (w) e ¢* (w) que para cada p € S%
e cada U € T,S% associa o nimero real ¢%(w)(p) ¥ = w(pz'(p)) (dgpf)p?. Agora,
seja ¢*(w) a forma diferencial definida em S% US? cujas folheagdes ¢ a reunido das

folheacoes de ¢* (w) com as de ¢* (w). Denotaremos por fi, f2 e f5 as folheacoes de
i (w).

Proposigao 2.25. Seja S' = {(z, y, 2) € S*; 2 = 0}. A forma diferencial ¢*(w)
definida acima em S*—S' pode ser estendida analiticamente ¢ uma forma diferencial
@ definida em toda a esfera S? e o equador S' ¢ invariante pelas folheagoes f1, fa e
f3 de w.

Demonstragio. A esfera S? & totalmente coberta pelo atlas A =
{(qb“ Uz), (@Z)Z', V;), 1 = 1, 2, 3} onde Ul = {(.fL'l, T2, 1'3) € 827 x; > O}

e Vi = {(v1, 22, 23) € S%) a; < 0}. Defina, o; : U; UV, — R? por
oi(1, To, T3) = (— L) j<kiitj itk i=1,23

Dado p= (%7 %7 %) - 0;1($7 y) € Ul U Vvl) temos (.ZU, y) = (%7 %) € dai’
U = zl; ev = % o que implica em du = —y% dy e dv = ida: — ﬁdy. Dessa forma, se

wy(p)[dx; dy] = ¢*(w)(p)[dz; dy], na carta oy : Uy UV; — R?, temos

w (p)[dz; dy] = % [(x?’ — 39@)@(57 %) + 3(2% — l)b(i, f)] dy?

y
+3 (x a(zl/, 5) + b(i, %)) dy da? — %a(l, Q) da®
)
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Para p = o, '(z, y) € Uy U Va, temos (:1: y) = (4, l)edai,uz%evzioque

v v

implica em du = L de — L dy e dv = —% dy Neste caso, temos
y y

wa(p)|da; dy] = 5 [(1 —3a%)a(z, 1)+ (3x - 2%)b(2, 5)] iy

+5 [ma(%, D) 4 (22— 1)b(2, l)] dy2d

~& (a(z, 1) +2b(2, 1)) dyda® — Jb(2, 1) da?
= kl_&ﬂag,9+«h_x%wg§ﬂd¢

+3y [2za(2, 1) + (22~ 1)b(2, )] dyPde

—3y? (a( ) —|—:Cb(— —)) dy dz? —y3b( )dx3}.
Por fim, se p = o3 ' (z, y) € U3 U V3 temos (z, y) = (u,v) e dai,
ws(p)de; dy] = ¢* (w)(p)[dz; dy] = w(u, v)[du; dv].

Temos:

a(; E) Ay + Bxy~ —i—Zy (1, x);
k=2

b(L, L) =wy™ + Dy (1, @);

k=2
n
a2, 1) = Azy '+ By '+ )y Fa(e, 1);
k=2

(2 L) =yt + )y (e, 1),

k=2

Seja r = max{m, n}. Escrevendo a;(u,v) = Au+ Bv e bi(u,v) = v, temos:

- 1

a(t, z) = Zy”“ ax(1, ) = S P, y);
1

b(y 5 Zy "op(1, x) = EQl(x Y);
1

a(i, Zy ag(z, 1) ?Pg(:c Y);

5(57 i) = Zy‘kbk(a@, 1) = %QQ(%U);
k=1 Y
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onde
Zyr’“ ), Qu(z,y) = Zyrkbklx
Zy” , Qa(,y) = Zkabkifl

Dai,

wi(p)[dr; dy] = s { [(2° = 32) Pu(x,y) + (327 — 1) Qi(,y)] dy®

=3y[(z* = 1) Pi(z,y) + 22 Q1 (x,y)] dx dy?
+3y%[z Pi(z,y) + Q1(z,y)] da? dy — y°* Py(z,y) da®}

(&7

ws(p)[de; dy] = s {[(1 = 32%) Pa(,y) + (3 — 2%) Qa(w, y) | dy’
+3y [2$P2(£L', y) + (:EQ - 1) Q2($a y)}dx dy2
—39? [Pg(l’, y) + z Qa(x, y)] dz? dy — y3 Qa(z, y) da®}.

Seja RZ = {(z, y) € R?% y = 0}. Note que S' = o7 ' (R3) Uo; ' (R3) e que
w; e wy estdao bém definidas em R? \ RZ. Note ainda que podemos estender w; e wy

a todo R? multiplicando as mesmas por 3" % e obtendo as formas

w1 :Agdy5+3yz42dxdy2+3y2A1dx2dy+y3A0dxd

= Bsdy® + 3y Bydx dy* + 3y* B, da* dy + y* By dx®

onde
Az(z,y) = (2° = 3x) Pi(z,y) + (32 — 1) Qi (2, y);
(7, y) = (1 —2*) Pi(z,y) — 22 Q1 (7, y);
(z, y) =z Pz, y) + Qi(z,y);
( ) = —Pl(x,y);
Bs(z, y) = (1 = 32%) Py(z, 1) + 32 — 23)Qa(x, 1);
(7, y) = 22 Py(z,y) + (2? — 1) Qa(,y);
(z,y) = = (Pa(,y) + 2 Q2(2,y));
(z, y) = —Qa(z,y).

Agora, observe que (o7 ") (1), (051)*(w2) e (031)*(w3) induzem em S? uma forma

By

diferencial @ globalmente definida em S?. Como A;, B;, j = 0, 1, 2, 3, sdo polino-

mios, w é analitica. De
@i (z, 0)[dr; dy] = As(x, 0)dy® e wo(x, 0)[dz; dy] = Bs(x, 0) dy?,

temos @ (z, 0)[dz; 0] = ws(z, 0)[dz; 0] = 0, para todo z de modo que S' & invariante
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pelas trés folheagoes de w. O

Definicao 2.26. Chamaremos de compatificagio de w, que denotaremos por m(w),

a restrigio de @ ao disco S2.

Note que, considerando-se a notagao da Proposicao 2.25, um ponto p =
o7 (2, 0) €S, i =1 oui=2¢éuma singularidade de @ se, e 56 se, A3(z,, 0) =0
ou Bs(z,, 0) = 0.

Usaremos a notacao apresentada na Proposicao 2.25 em todas as defini¢oes

e resultados que seguem.

Definicao 2.27. A toda singularidade de w pertencente a S' chamaremos de

singularidade de w no infinito (ou singularidade infinita de w).

Lembrando que S' = o' (Rg) U oy’ (Rg) vemos que para estudar as
singularidades de w no infinito (equivalente as de w em S!') podemos usar as

mudancas de coordenadas:

M) u=3% v=2 du=— dyedv—ldx— > dy;
y y V2
(M2) u:g,vzi,d idaj——dyedv———dy

Lema 2.28. Os polinémios A;, Bj, j =0, 1, 2, 3 da Proposicio 2.25 satisfazem a

sequinte rela¢do:

A :A2(3$2—1>+2$A3 A :_2$A2+A3
° (2 +1)2 o 22+1

B :_B2(3$2—1)+2$Bg B :_2[EB2+B3
0 (22 +1)2 Pt 22 4+ 1

Demonstragao. De Py(z,y) = —Ap(z,y) e Q2(x,y) = —Bo(x,y) obtemos que

Ql(xay) = on(x,y) +A1($, y) € PQ(may) = l’Bo(l’,y) - Bl<$7 y)

Dali, tem-se:

As(z, y) = —(2* + 1) Ao(2,y) — 22 Ai(2, y),

As(z,y) =2z (22 +1) Ag(z,y) + (32* — 1) Ay (x, y),
By(z, y) = (22 + 1) By(z,y) — 22 Bi(z, y),

Bs(z,y) = —2x (22 + 1) Bo(z,y) + (32* — 1) By(z, ).

Das equagoes acima obtemos o resultado. O
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2.5.1 Casom=mn

No caso m = n, em (2-17), temos:

Pi(z,y) = an(1,2) +ya,_1(L,z) + ...+ y" Lai (1, 2),
Qi1(z,y) =by(1,2) +yby1(1,2) + ... +y" by (1, x),
Py(z,y) = an(z,1) +yap,_1(z,1) + ...+ y" Lai (2, 1),
Qa(z,y) = by(x, 1) +ybp_y(z, 1) + ... +y" by (x, 1)

Lema 2.29. Seja zp € R tal que < L ) € a7 (Ry) com Az(x,0) =0

o) 0
SRl e

e Ay(xo,0) # 0. Em uma vizinhanga de (o, 0) a equagio diferencial
_ 3 2 2 2 3 3 _
wy = Asdy’ + 3y Asdedy” + 3y~ Ay dx*dy +y° Agdz® =0
pode ser escrita na forma

(As(z,y) dy +y f(z,y) dz) (dy® + y g2, y) dw dy + y* bz, y) dz?) = 0,
onde f, g e h sao fungoes de classe C* e f(xq,0) = 3 As(x0,0).

Demonstracao. Temos:

w1 = (As(x,y) dy +y f(x,y) dx) (dy® + y g(, y) dx dy + y* h(z,y) da?),
se, e somente se:

3A2(l‘,y) = f(l’,
3A1($,y) :f( g(x,y)—i—Ag(x,y) h’(xPy)7 (2_18)
AO(xzy) = f(xay) h(xv )

Seja U : R? x R?* — R? definida por

\I’((:E,y), (r,s,t)) = (s As(z,y)+r—3 As(z,y), t As(x,y)+rs—3 Al(w,y),rt—Ao(x,y)).

2o

1 3z3—1
x3+1 eto

T 3 (22412

Sejam, ro = 3 As(x0,0), s = — . Como Aj3(xg,0) = 0, utilizando

o Lema 2.28, temos:

So Ag(fl)(), 0) + 79— 3A2([L’0,0) = 0,
to Ag(fL’o, 0) -+ 7989 — 3141(%0,0) = 3142(1’0, O) ( 2z > — 3A1({L'0,0) = O,

_zg—i-l
i —
To to - Ao(l'o,()) = 3A2(£B0,0) 35;00?1)2 - Ao(.fL'(],O) =0.
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Ou seja,
@ (20,0, (o, 50.10)) = (0,0,0).
Como,
1 0 0
D2‘I’(($0»0)7(T0730,7§0))= so ro 0 |,
to 0 1o

temos det (¥ ((zo,0), (1o, s0,t0))) = 13 = 9As(x0,0)*> # 0. Dai, do Teorema da
Funcido Implicita, existem uma vizinhanca V' de (z0,0) em R? e funcdes f,g,h
definidas em V satisfazendo (2-18). O

L 2.30. ‘ ' il L > (R
ema 2.30. Se no lema anterior considerarmos <\/x3+1’ 0, o € o5 (Ry)

com B3(xo,0) =0 e By(x,0) # 0, temos que, em uma vizinhanga de (xg, 0),

@y(x, y) = (Bs(z,y) dy + y f(z,y) dz) (dy® + y g(w,y) dz dy + y* h(z, y) da*) =0,
onde f, g e h sdo fungoes de classe C*°, com f(xy,0) = 3 By(xg,0).

Demonstragao. A prova é mutatis mutandis & do Lema 2.29. O
Teorema 2.31. Suponhamos m = n e consideremos (xq, 0) uma singularidade de

w no infinito. Se <\/;”§+1, 0, \/x13+1> € 07" (Ro), Az(x0,0) # 0 e 23(z0,0) # 0,

> € 0, (Ry) e, By(z0,0) #0 e 3B3(:CO7 0) #0),

(respectivamente

o 0 1
\/xg—&-l’ ’\/mg—i-l
entao:
(i) se 223 (2,0) As(20,0) < O (respectivamente 222 (xq,0) By(z0,0) < 0) entio
(zg, 0) € um nd-reqgular’ em (U U Vi) N (82+ U S') (respectivamente em
(Us UVa) N (ST USY)), conforme Figura 2.29(a).

(i) se 23(z0,0) As(20,0) > 0 (respectivamente 252 (zo,0) By(z0,0) > 0) entdo
(o, 0) ¢ uma sela-regular* em (U; U V;) N (82+ U SY) (respectivamente em
(U UVa) N (ST USY)), conforme Figura 2.29(b).

Demonstragao. Do Lema 2.29, as folheagoes de w proximo a (xg, 0) é a unido da

folheacao de
wy = As(z,y)dy +y f(z,y)de

'Uma das folheacoes é topologicamente equivalente a um né e as outras folheacdes sio curvas
regulares

2Uma das folheacdes é topologicamente equivalente a uma sela e as outras folheacdes sdo curvas
regulares
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(a) N6 regular. (b) Sela regular.

Figura 2.29: Configuracao genérica de w proximo a uma
singularidade infinita.

com as duas de
wy = dy* +y g(x,y) de dy + y* h(z,y) da”.

O ponto (zg, 0) é uma singularidade de w; e sua classificacao é dada pelo sinal do

determinante:
8A3 aAg
G2 (0,0) a—y(l’o,O) - % o % |
0 _f(x0,0) - f(IOaO) ox (I070) =-3 O (I()’O) 2({[;0’0)'

Sera um no se %‘i(xo,()) As(x0,0) < 0 e sela se %i(xo,O) As(x0,0) > 0.
Com relagao as folheagbes de wq, dado y € R suficientemente préoximo de

zero, wa(xg, y)[dx; dy] = 0 se, e somente se,

dy  3Ai(zo,y) — VAy) dy  3Ai(zo,y) +VAly)
dx 6 As(z0,y)

do 6 A2 (0, y) .
onde A(y) = g(zo,y)* — 4 h(zo,y). Pelo Lema 2.28, temos:

A(O):s§—4t0:m > 0.
Dai, para uma vizinhanca suficientemente pequena de (z¢,0), temos A(y) > 0 e
portanto, no ponto (zo, y) as folheagdes de ws possuem duas diregoes distintas e
proximas da linha horizontal.
Consequentemente, um esbogo das solugoes é o da Figura 2.29 conforme o
sinal de %(wo, 0) Az(z0,0). O

Corolario 2.32. Se em (2-17), os polinémios a e b forem de grau um, entdo, a

configuracdo genérica global de w € uma entre as da Figura 2.30.
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Figura 2.30: Configuragdo genérica global de w = 0 para o
caso em que a e b sao polindmios de grau um.

Demonstragao. No caso em que a e b, possuem grau um, temos:
Az(z,y) = z[(2® = 3)(A + B) + 32% — 1] = p(2),

onde p é a aplicagao da Secao 2.2.2. Ou seja, a cada (0, 0, pg) do campo de Lie-Cartan,
temos em correspondéncia uma singularidade (pg, 0) no infinito e vice-versa. Vimos,
na Secao 2.2.2, que uma singularidade (0,0, p) do campo de Lie-Cartan é uma sela
se A(p) <0 endseA(p) > 0, onde

Alp) = /() (¢/(0) + L0, 0. ) = 3 221, 0) A+(p. 0).
Logo,
%(po,o) %(Po; 0) = —A(po).

0 _f(pOa 0)

Desse modo, se (0,0, py) é uma sela para LC, no infinito, (pg,0) é um né regular e,
se (0,0,p0) € um no6 para LC, no infinito, (po,0) ¢ uma sela regular. Com isso, do

Teorema 2.31 e do Teoremas 2.12 segue o resultado. O

2.6 Estabilidade Estrutural

Consideremos a familia de formas diferenciais
wy = Im[e'* (a +ib) (du +idv)*],
onde a e b sdo fungoes de classe C°. Note que

wy = W + (adu3 —3bdu2dv—3adudvg+bdv3)t+wt,
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onde w ¢ a forma diferencial de (2-4), w; = ry du® — 3 ry du® dv — 371 du dv? + 1y dv?

- —1 i 2n—1 - —1 i 2n
“:<Z<§n)—m’f )“‘(E(wiﬂ’f )”’

*© (—1)ntL o O (—1)tHL _—

Assim, para e suficientemente préoximo de zero, se

w, = codu® + ¢ du? dv + ¢ du dv® + ¢ dv®,

w+ (adu® —3bdu® dv—3adudv® +bdv®) e = dy du® + dy du® dv + dy du dv* + ds dv®,

entao, ¢; estda C'! proxima de d;, para j =0, 1, 2, 3.

Definigao 2.33. Dada w como em (2-4) chamaremos de bissetriz de w a forma:

w* = adu® — 3bdu® dv — 3adudv® + bdv®. (2-19)

Ry — < cos(f) sen(6) > ’
—sen(f) cos(f)

w*(u, v, Rz[du : dv]) = w.

entao,

Ou seja, em cada ponto regular as folheagoes de w* = 0 e w = 0 se intersectam

formando angulo de rad. Veja que w* e w possuem as mesmas singularidades.

Lema 2.34. Seja vy : [0, I] — R? uma solugio reqular de w = 0 parametrizada pelo
comprimento de arco s. Sejam X1 = {y(0) + An(0); A € (—e1,€1)} = (—e1, 1) e
Yo = (—e9, €2), segoes transversais a v em v(0) e y(I) respectivamente, de forma
que a aplicagdo de primeiro retorno w : X1 — Yo de w esteja bem definida, e
consideremos

we =w+ew. (2-20)

Eziste eg > 0 tal que ¥y e X9 sao segoes transversais de w. para todo € € (—&g, £¢).
Diminuindo €1 se mecessdrio, a aplicacao de Poincaré ©w. : X1 — Yo de w. estd

bem definida para todo € € (—eq, €9). Desse modo podemos definir a aplicagao
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Configuragdo de w

Nw A

Configuragdo de w*

Wi \w A

Figura 2.31: Folheag¢des de w = 0 e w* = 0 préximo a um
ponto regular.

IT: %y X (—eg, €0) = X2 dada por TI(Ag, €) = m(N\o). Entao,

oIl
—(0, 0) < 0.
0.0
Demonstragao. Aplicando a mudanga de coordenadas ® de (2-14) em (2-20), obte-

mos:
—A3d\* — 3 AydN*ds + 3 Ay dNds® + Agds® =0, (2-21)

onde
A3:F—EG, Agz(l—k)\)(G+EF),
Al =(1—kN2(F —2G), Ay=(1—kN3G+cF)

e as fungoes F' e G sao as mesmas de (2-15), sendo que, agora, A = A(s, Ao, €). De
(2-21), temos

d d \* d \?* d

Avaliando a equacdo acima em Ay = 0 e ¢ = 0, obtemos

3F(1(5) = (L) =3k(s) G(1()) Dt (Gulr(5)) #'=Galr(5)) ') L+ F(3(s)) = 0.
ds \ de de de

Como, G(v(s)) =0 e F(y(s)) # 0, para todo s € [0, {], temos

£ (L) ) G-ty & __1
ds \ de 3F(v(s)) de 3

Seja z : [0,1] — R dada por z(s) = %(s, 0, 0). Como A0, 0, &) = 0
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qualquer que seja g, temos z(0) = 0. Consideremos, entdo o problema de valor

inicial:

_ GO TGO, 1
S 10
2(0)=0

Como I1(0, ) = A(l, 0, ), resolvendo o problema acima, obtemos:

0.0-— (/ o (‘%/ FZ(Z» dt) ds) o <‘% / %d) <

onde, R(t) = G,(~(t)) 2" — Gu(v(t)) v/, t € [0, I]. O

Proposigao 2.35. Sejam w = 0 como em (2-4), com a e b suaves, e y uma solu¢ao
periodica reqular isolada. Fxiste uma vizinhanga V' de v e um nimero 6 > tais que,
para todo € € (=9, 0) a forma diferencial cibica w. = w + € w*, possui um nimero
finito de orbitas periodicas em V. Além disto, o conjunto dos nimeros £ para o0s

quais w. possui alguma solucao periodica nao hiperbdlica tem medida nula.

A Proposigao 2.35 é um resultado andlogo ao Lema 2.6 de [7] s6 que para

bindrias cubicas. A prova dessa proposi¢ao ¢ a mesma do referido lema de |7].



CAPITULO 3

Linhas de Laguerre

Por volta do ano 1800 surge o interesse em compreender quando uma curva é
super osculada pelo seu circulo osculador em todos os seus pontos. Um dos pioneiros
desse estudo foi Jule de La Gournierie (1814 — 1883) e outro Edmond Nicolas
Laguerre (1834 — 1886). O segundo conseguiu provar, no ano de 1875 em [29], que
uma curva é super osculada pelo seu circulo osculador em todos os pontos se, e
somente se, satisfizer a equacgao diferencial apresentada na Proposicao 3.2. Isso fez
com que essas curvas fossem batizadas de linhas de Laguerre.

Nas trés primeiras se¢oes deste capitulo apresentamos as defini¢oes e resul-
tados fundamentais para os estudos nas secoes e capitulos posteriores. Na quarta

sec@o apresentamos um estudo de singularidades da equacao diferencial (3-2).

3.1 Definicoes e resultados importantes

Definicao 3.1. Sejam M uma superficie de classe C° no espaco Euclideano R3, p €
M,v € T,M e m o plano normal a M que contem v. Seja ¢ a curva formada pela
interseccao de m com M. Caso ¢ seja super osculada pelo seu circulo osculador em
p dizemos que v € uma direcao de Laguerre. Dizemos que uma curva v : I — M €

uma linha de Laguerre se ¥'(s) for uma diregao de Laguerre qualquer que seja s € I.

Figura 3.1: Ilustracao da Defini¢cdo 3.1.
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Proposicao 3.2. (Laguerre, [29]) Uma curva v : I — M parametrizada por

comprimento de arco € de Laguerre se, e somente se, satisfaz a equagdo
ki (s) = 2ky(s) 74(s) = 0, (3-1)

onde k,(s) € a curvatura normal no ponto p = (s) e na diregao v = '(s), ky(s)

e T,(s) sdo, respectivamente, a curvatura geodésica e a tor¢ao geodésica de vy em

_ _ dkn
p="(s) ek, ==

Proposicao 3.3. (Teorema de Laguerre, [/1] - p. 193) Para qualquer curva v em M

parametrizada por comprimento de arco, com o mesmo vetor tangente v'(0) € T,M,

Fn(s) = 2kg(s) 74(s)

tem o mesmo valor em s = 0.

Proposigao 3.4. (G. G. Arsan e A. Ozdeger, [5]) Numa carta local (u, v) a equagio

diferencial das linhas de Laguerre pode ser escrita na forma
Agdu® + 3 Ay du* dv + 3 Ay dudv® + Az dv® = 0, (3-2)
onde
Ag=e, —2(fT} +el}y),
Ar=e, = 2(fI%, +el),
As = gy —2(fF%2+gF%2),
Az :gv_Q(fFé2+gF§2)a

sendo e, f, g 0s coeficientes da sequnda forma fundamental e Ffj sao os simbolos de

Christoffel.

Demonstragao. Consideremos uma curva de Laguerre ¢ : (—¢, ) — M, parametri-
zada pelo comprimento de arco s, com ¢(0) = p e ¢/(0) € T,M. Numa carta local
(u, v) a tor¢ao geodésica é dada por:
(Fg—Gf)dv*+ (Eg — Ge)dudv + (Ef — Fe) du®
T, =
! VEG — F?
e curvatura geodésica é
ky = [[% du® + duv” — u"dv + (2T}, — T})) du*dv + (I'3, — 2T1,) dv? du —
I}, dv*| VEG - F?,

visto que,

Edu*+ Gdv* +2Fdudv = 1.
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Do triedro de Darboux, a curvatura normal no ponto ¢(s) e na dire¢ao ¢'(s) é

kn(s) = (T"(s), N(s)) = (c"(s), N(s)).
Desse modo,
k= (", NY+ (", N"). (3-3)

Aplicando as equagoes de Gauss e fazendo
fu=ey—elh+ f(01 =T%) + 905, e fo=gu+ely — f (Dl +T5) —gTh,
devido as equagoes de Codazzi-Mainardi, tem-se

(", N)= (er%l +fF11 +eu) (u I)3+3(fr 11 +9F11 + ) (u /)2”/+
+3 (6 F%Q frzz Jrgu) ( ) (f F%Q +QF22 Jfgv)( )3+ (3-4)
+3 (fullvl+gvlvll+eu/ull _"_ fulvll)

(", N') =—(eT1 + fTT) (W) = [gT] +2eTpy + f (D1, +2T%)](u)*0'
29T + el + f (2T, + T3]’ (v')? — [f Tgy + g T3, (v)*
(fv+eu)u" —(gv + fu')"
(3-5)
Lembrando que,
Edu?+2F dudv+ Gdv* =1,

e que (¢, ') = 0, temos
K. = (", NY+ (', NW)WEdu®+2F dudv + Gdv®) —2(c, "Y{", N). (3-6)

Usando (3-4), (3-5) e (3-6) em (3-3), obtemos o resultado. O

Corolario 3.5. (G. G. Arsan and A. Ozdeger, [5]) Em uma carta principal a

equacao diferencial das Linhas de Laguerre tem a forma:

8k‘1 (%1 8k2 @kQ _
E<8_d +3a du? dv)—l—G(Sa—d dv® +8 dv )—O.

Demonstrag¢io. Em uma carta principal f = F' = 0, de modo que k; = % e ky = Z.

Q
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Além disso,

o _GE-2FF+FE, _ B 4 _
e 2(EG — F?) 2 R

GE,-FG, E,
2(EG — F?)  2F’

EG,-FE, G,
2(EG — F?) 2@

EG,-2FF,+FG, G,
2(EG — F?) T 26

2 2 _
I = € IS =

Dessa forma:
Ay=e,—2el}, = B2
AlzeU—Qer:E%,
Ay =gu— 29T} = G52,

Agzgv—2gF§2:G%ij.

Disto segue o resultado. O

Corolario 3.6. Seja M uma superficie parametrizada pelo grdfico (u, v, h(u, v)),

onde h: U C R* — R?® é uma fungdo de classe C°. Entdo, na carta (u,v),

A pu—
’ (h2 + h2 +1)%7 ’
A P (R + B2 + 1) — 3 Iy By ey — Py B, Ty — 2 oy B2,
L (h2 + h2 + 1) ’
A — P (B2 4 12 4+ 1) — 3 hy By By — By B By — 2 By B2,
2 (h2 + h2 + 1)3/2 ’
Ag _ hvvv(hz + h% + ]-) - 3 hvv(hu huv + hv hvv).

(W2 + 12+ 1)372

Demonstragao. Os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental sao:

E=1+h2 F=hyhy, Glu,v) =1+ h2,

huu huv hUU
o=t f= 9= .
Vh:+h2+1 VhE+hZ+1 Vh2+h2+1
respectivamente. Aplicando a Proposi¢ao 3.4, conclui-se a prova. O

Corolario 3.7. Seja M uma superficie parametrizada pelo grdfico (u, v, h(u, v)),

onde
1 2 2 L g 2 2 3
h(u, v) = §(l<;1u +kov?) + é(au +3hu v+ 3buv+cv’)+O04).
Entao, p € P' € uma direcio de Laguerre na origem se, e somente se,

ap® +3bp* +3bp+c=0 ou a+3bp+3bp>+cp®=0.
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Demonstracio. Do Corolério 3.6, temos
Ag(o, 0) = C, AQ(O, 0) = b, Al(O, 0) = bl e Ao(o, O) = a.
Desse modo p é uma direcao de Laquerre na origem se, e s se,

ap®> +3b1p* +3bp+c=0 ou a+3bp+3bp*+cp®=0.

3.2 Configuracao préximo a curva discriminante
Seja L : R?* x P}(R) — R, dada por
L(“a Uap) = AO(ua ’U) +3 Al(uv U) D+ 3 AQ(ua ’U) p2 =+ A3(u> ’U) p3'

Assim, a equagao (3.4) é equivalente & equagao diferencial implicita L(u,v,p) = 0.

Lembremos que
Y1 = {(u,v,p) € R* x PY(R); L(u,v,p) =0 e Ly(u,v,p) =0}

e que I'y, = 7(3;). Dado um ponto (up,vy) € R? fixado arbitrariamente,
L(ug, v, p) = 0, € uma equagao polinomial de grau trés em p. Dai segue da Proposi-
¢ao 1.12 que o conjunto R? \ I'y, ¢ formado por dois subconjuntos disjuntos de R? e
que, em um destes subconjuntos cada ponto possui trés direcoes distintas tangentes
as linhas de Laguerre e no outro somente uma direcao. Analisaremos, nesta segao,
o comportamento das linhas de Laguerre em pontos da curva discriminante, ou seja
na curva de transicao de uma para trés diregoes. Discutiremos o comportamento
das linhas de Laguerre proximo a uma direcao tangente a 'y, que seja uma solugao
tripla de L(ug, v, p) = 0, uma solugao dupla e uma solugao simples.

Podemos supor que o ponto de I';, onde ocorre essa tangéncia seja (0, 0, po).
Faremos isto em todos os resultados desta secao.

Consideremos uma carta de Monge local (u, v) como no Corolario 3.7.
Assim,

L(0, 0, po) = cpy +3bps +3bipo+a=0 (3-7)

ou
L(0, 0, po) = ¢ +3bpy + 3byps + apd = 0. (3-8)

Usaremos (3-7).
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Proposigao 3.8. Caso a tangéncia seja tripla e L, (0, 0, po) Lpyp(0, 0, po) p # 0,
onde
pP= Lu(07 07 p0>va(07 Oa pO) - LU<O> 07 pO)Lup(0> 07 pO)v

a configuracdo proximo a origem € homeomorfa a uma das apresentadas na Figura
3.2.

A \Iy vA I
u u
/—\
(a) Configuragao para p > 0. (b) Configuragao para p < 0.

Figura 3.2: Configuracao genérica das linhas de Laguerre
numa vizinhanga da origem, caso L(0,0,p) = 0
tenha uma raiz tripla tangente o curva discrimi-
nante.

Demonstragao. Suponhamos que p = 0 seja essa dire¢ao tripla, i.e., seja raiz tripla

de (3-7). Assim, devemos ter a = by = b = 0. Do Teorema 1.80, segue o resultado. [

Proposicao 3.9. Caso, em um ponto da curva discriminante, haja uma dire¢ao
tangente e uma diregdao transversal raiz dupla de 3-7, a configuracao local é a

apresentada na Figura 3.5.

Figura 3.3: Configuracio genérica das linhas de Laguerre
numa vizinhanca de um ponto em que hd uma
solugao de L(0,0,p) = 0 tangente & curva dis-
criminante e uma solugdo dupla transversal.

Demonstragao. Da Proposi¢ao 1.12, devemos ter L(0,0,0) = L,(0,0,0) = 0 e

L,,(0,0,0) # 0. Dai, do Teorema 1.81, segue que as curvas integrais, de duas
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folheagbes sdo difeomorfas a cuspides, que naturalmente se tratam de direcGes
transversais a curva discriminante, raizes dupla de (3-7). Desse modo as curvas
integrais proximas a um ponto da tangéncia simples é homeoforma a da Figura
3.3. O

Proposicao 3.10. Se em um ponto da curva discriminante houver uma dire¢cao
transversal raiz simples de (3-7) e uma tangente raiz dupla, hd uma vizinhanga
do mesmo em que as curvas integrais sao homeomorfas a uma das configuragoes

apresentadas na Figura 3.4.

Figura 3.4: Configuracio genérica das linhas de Laguerre
numa vizinhanga de um ponto qua hd uma dire-

¢ao tangente & curva discriminante que seja raiz
dupla da equagao L(0,0,p) = 0.

Demonstragao. Para termos uma raiz dupla de (3-7) tangente a curva discriminante,
o plano de contato deve ser tangente a superficie de Lie-Cartan neste ponto. Logo o

resultado segue do Teorema 1.82 e da Proposicao 1.83. O

3.3 Configuracao préoximo a um ponto singular

Chamaremos de singularidade de Laguerre as singularidades da equagao
(3-2), i.e, aos pontos (u, ) tais que A;(u, v) = 0 para j =0, 1, 2, 3. Por questao de
simplificagio suporemos sempre T = ¥ = 0. Genericamente, a pré-imagem 7 (0, 0)
pode conter quatro, duas ou nenhuma singularidade do campo de Lie-Cartan.

O estudo que desenvolvemos trata de um caso particular que é o caso em
que a singularidade é composta por duas ou quatro singularidades do campo de
Lie-Cartan, sendo uma delas a origem. Tal simplificacao foi feita dado o grau de

dificuldade devido ao nimero de parametros.

3.3.1 Resultados preliminares

Proposicao 3.11. Seja M uma superficie de classe C", r > 6. Suponhamos

(0,0) uma singularidade da equagao diferencial das linhas de Laguerre em M. Se
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(u,v) = (u,v, h(u,v)) for uma parametrizagao local da superficie M em (0,0) com
1
h(u7 U) = §(k1(07 O)u2 + k?(ov O)UZ) + hl(ua U))

onde ki(u,v) < ko(u,v) sao as curvaturas principais e hi(0,0) = (h1),(0,0) =
(h1),(0,0) = 0. Entao, em (0,0),

(kl)u = (kl)v = (kZ)u = (k2)'u = huuu = huuv = huvv = h'uvv =0

P = (K1) uu + 33, h

Puwoo = (K1)vw 4 k1k3 = (Ko)uu + kika, R

howow = (K2)ww + 3K3, P = (K1 )
P = (K1) uuo h

Puvos = (k1) wow = (k2)uuos h
h )

VVVVY (kZ VUV

Demonstragao. Segue de ky = H —vH? - K eky = H+ VH?— K, onde H é a

fungao curvatura média e K a Gaussiana. O

Corolario 3.12. Os coeficientes da equagao diferencial das linhas de Laguerre,

numa carta na origem, SGo:

As(u,v) = (k2)uwwtt + (k2)owv + 5 (k1) vort® + 2kuppuv + (k2)uwv?) + hoo.t,
As(u,v) = ((kil)uv — k2ky + klkg)u + (k2)uov+

2 (k1) wut® + 2(k1) vwotwv + (k2)uwov?) + hoo.t,
k1) uwott + (k1) o + 3 (k1) uwuwts® + 2(k1)uowtiv + (k1) poov?) + heo.t,
k1) uwutt + (k1) uov + 3 ((F1)waute® + 2(k1)uwotwv 4+ (k1) wouv?) + heo.t.

Ay (u,v) = (k1)
Ao(u,v) = (k1)

Demonstragao. Segue da Proposi¢ao 3.4 e da Proposigao 3.11. O

E importante observar que, dada uma singularidade de Laguerre, pode
existir uma vizinhanca Vj dessa singularidade tal que I'r N V5 = {(0,0)} ou pode
ser que, para qualquer vizinhanga V' a interseccao I'r NV seja composta por dois
ou quatro arcos que se intersetam na origem. Como o método que sera utilizado é o
método de levantamento de Lie-Cartan, precisaremos analisar sob quais hipoteses a
equagcao

¢(p) = Lu(0,0,p) + pL,(0,0,p) =0, (3-9)

tem duas, quatro ou nenhuma solucao real. Dessa forma a diversidade de tipos de

configuragao proximo a uma singularidade depende da combinagdo da forma do
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conjunto I'r NV com o namero de raizes da equagao (3-9). Para entender melhor
isto, lembremos que se (0,0, py) € uma singularidade do campo de Lie-Cartan, entao
(0,0,p9) € X1 e, numa vizinhanga deste ponto, ¥, pode ser um ponto isolado ou
um arco de curva regular (caso genérico) intersetando o eixo P'(R) em (0,0, pg). O

motivo pelo qual aparece nimero par de arcos sera esclarecido na Proposicao 3.14.

Lema 3.13. Seja (0,0,py) uma singularidade do campo de Lie-Cartan. Se 'y =
(u(t), v(t)), comt € [po — €, po + €], u(po) = v(po) = 0 € a uma parametrizagio da

proje¢ao do arco da curva 3y, por (0,0,p0) € se:

(i) p(po) =0, entao a imagem de 'y, se resume ao ponto (0,0),

(i1) p(po) # 0, entdo a imagem de I'y, € um arco de curva,

onde

Demonstragao. Daigualdade L(u(t),v

—~
~
S~—
~
S~—
I

~
<
—

£
—~

t),v(t),t) = 0, temos o sistema:

{ Ly (0,0,p0) ' (po) + Lw(0,0,p0) v'(po) :—Lp[f(l 0, po) (3-10)

Lup(oa Ova) u/(pO) + va(o» 07p0) v/(pO) - Pp(07 07p0)
Como,

p(t) = Lu( (t),v(t) ti Ly (u(t), v(t), t)

Lup(u(t),v(t),t)  Lop(u(t),v(t),t) |

se p(po) = 0 o sistema (3-10) é impossivel ou indeterminado e a projegao se resume

a m(0,0,p0) = (0,0) e, se p(py) # 0 o sistema (3-10) possui solu¢do unica e teremos

uma curva. O

Proposicao 3.14. Numa vizinhanga V' da origem, suficientemente pequena, gene-

ricamente, 'y NV € homeomorfo a um dos conjuntos da Figura 3.5.

Figura 3.5: Conjunto ' N'V.

Demonstracao. Do Corolario 3.12

p(po) = dapj + dspy + do p§ + di po + do
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onde

dy = [3k1k2 — 3k2ksy + 3(k1)vv] (ko) ww — 3(k2)2,,
ds = 6[(k1)uo(k2)vo — (k1) ww(k2)uo]

dz = 6(k1)uo(k2)uw — 9(k1)3, + Okika(ky — k) (B1)ow + (k1 )uu (K2) oo,
dy = (6kTky — 6k1k3 — 6(k1)uw) (K1 )uv 4 6 (B1)uu (k2 ),

do = 3[(k0)uu(k1)ow — (F1)3, ]

Como p(p) = 0 tem no méximo quatro raizes reais (um namero finito), generica-
mente, p(po) # 0 para (0,0; pg) uma singularidade do campo LC (que também sao
em numero finito). Como o campo de LC' tem, duas, quatro ou nenhuma singulari-

dade singularidade, a Proposicao esta provada. O

Proposigao 3.15. Seja t € PY(R) a diregao da reta tangente a um arco da curva
discriminante pela origem e seja o a parte linear de A; onde Aj;,j = 0,1,2,3 sao

0s coeficientes de
L = A3 dv® + 3 Ay dudv® + 3 Aydu® dv + A du?,

entao

2 2 3 3 2 2
do=0agaz —6ayayasaz+4aga; +4ajaz —3aja;

vale zero mo ponto (1,t). A reciprova também é verdadeira, isto é, se §(0,t) = 0,

entao t € a diregao de um arco da curva discrimiante pela origem.

Demonstragao. Da Segao 1.2.2) a equagao L = 0 é equivalente a
2B +3Bz+~v=0,
onde
Assim, o discriminante da equagao L =0 é
§ =483+ =720 A3 5y,
onde
61 =A2A2 —6AgAj Ay Az +4 Ag A3 + 4 A3 Ay — 3 A3 A3

Agora, observemos que a reta de equagao v = tu é tangente & curva discriminante
na origem. O resultado segue de
O1(u, tu
lim 1(—4> = 0o(1,7)

u—0 u
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e de que para u = 0 a reta v = t u tangencia a curva discriminante. O

3.3.2 Caso em que o campo de Lie-Cartan tem singularidade
Do Corolario 3.12 e de (3-9) temos que as singularidades do campo de Lie-
Cartan sao os pontos (0,0,p), onde p é uma solugao da equagao

4,0(]3) = (kQ)va4+4(k2)uvp3+3(2<k1)vv+k1k§_k%k2)p2+4(kl)uvp+(k1)uu = 0. (3‘11)

Como (3-11) & de grau 4, se ela possui uma raiz real, ou essa raiz é dupla ou ela
possui mais uma raiz real. Suporemos que uma dessas é p = 0, o que equivale a fazer

(k1)ww = 0. Fazendo isto, (3-11) toma a forma py;(p) = 0, onde
Y1 (p) = (kQ)vvp?) + 4(k2>uvp2 + 3(2(k1)vv + klkfg - k%kZ)p + 4(k1)uv (3‘12)
Lema 3.16. Caso (k3)y, # 0,

16
kQUU (2 (kl)vv + kl k'g - k% kQ) - ?

(k2)2, >0,

o campo de Lie-Cartan possui no mdximo duas singularidades.

Demonstracio. Para o campo de Lie-Cartan ter exatamente duas singularidades
é necessario e suficiente que ¢;(p) = 0 possua uma tnica raiz real. Aplicando a
mudanca de coordenadas da se¢ao 1.2.2 vemos que p é uma solugao de ¢;(p) = 0 se,

e somente se, 2 = 3 (ka)yy P + 4(ka)uw € solugao da equagao:

2+ 3Hz+G =0, (3-13)
onde
H = (k2)oo (2 (k1)ow + k1 k3 — k3 k) — 28 (k)2
G =4 (ky)uw (k2)2, + 4 (k2)uw (K ko — k1 k3 — 2 (k1)vo) (K2)vo + 52 (k2)3,.

Da Tabela 1.1 no Capitulo 1, segue que (3-13) tem somente uma raiz real zq. Logo,
LC tem duas singularidades (0,0,0) e (0,0, po), onde py = % O

Lema 3.17. A singularidade (0,0,0) € uma sela hiperbdlica.

Demonstragao. A matriz jacobiana do campo de Lie-Cartan em (0,0,0) é

3 (kl)uv 3 (kl)vv 0
JLC(0,0,0)= | 0 0 01,
_(kl)uuu _(kl)uuv —4 (kl)uv
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de modo que os autovalores de JLC(0,0,0) sdao Ay = 3(k1)uw, A2 = 0 e A3 =
—4 (k1) uw. Como A1 A3 < 0, se trata de uma sela. O

Lema 3.18. Sejam,

M) = =3 (k2)ww p* — 8 (k2)uw p — 6 (k1)ow + 3 kT ko — 3 k1 k3,
)\2(17) = 3 (kZ)vv P2 + 8(152)1“;]9 + 6 (kl)vv - 5 k% k2 -+ 5 k/’l k’g

Se (0,0,p), com p # 0, é uma singularidade de LC, entao, ela serd uma sela
hiperbdlica se A\ (P)A2(P) < 0 e um né caso A\ (p)r2(p) > 0.

Demonstrag¢ao. Como ¢1(p) = 0,

1 _ 5 3 _
(kl)uv - _Z (kZ)vvp3 - (kQ)uUPZ + Z(k% k‘2 - kl k% - 2 (kl)vv)p'

Substituindo o valor de (k1),, na matriz jacobina JLC(0,0,7), obtemos:

JLC(0,0,p) = ( g ]3>\1(1_’§ ) 7

onde

(%(kl)vv - %k%kQ + %klkg)ﬁ - %(kQ)vv]_js B(kQ)U'U]_)Q + 6(k2)u71]3 + B(kl)v'u
%52(2(/7{31)% — Bkiky 4 5k1k3 — (k2)wD?) 3D((k2)vD” + 2(k2)ul + (K1)ww) |

9 _ [ 0 @T _ _(kQ)uva_?4 - 4(k1)vvv§3 - G(kl)uvvz_j2 - 4(k1)uuv]_3 - (kl)uuu
O ’ _(kQ)Uv'Up4 - 4(]{;2)1“17)]_?3 - G(kl)'uvvﬁQ - 4(k1)uvvﬁ - (kl)uuv ]

Como os autovalores de M sao 0 e 2pAs(D), se A (P)A2(p) < 0 a singularidade ¢

uma sela hiperbolica e caso A1 (p)A2(p) > 0 um no. O

3.3.3 Caso particular

Nesta secao analisamos o caso particular em que uma das singularidades é
(0,0,0) e outra esta no infinito (de P*(R)). Isto equivale a fazer (k;)yy = (k2)w = 0,
de modo que suporemos isto como hipotese em todos os resultados seguintes desta

secao.

Lema 3.19. A singularidade no infinito € genericamente uma sela.

du

o=, a jacobiana do campo de Lie-Cartan, em

Demonstragao. Na carta (u,v,q), ¢ =
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(0,0,0) é:
0 0
3((k1)vw + kik3 — kiks)  3(ka)uo 0
0 0 —4(ka)w
Como,
3(k2)uw 0
) = —12(ks)y, <0,
0 —4(k2)uw
a singularidade no infinito é genericamente uma sela. O

E importante observar que, os Lemas acima nao garantem que, dada uma
superficie qualquer uma singularidade do seu campo LC' tenha que ter duas selas.

Isto ocorreu dadas as particularidades que fizemos ((k1)uu = (k2)w = 0).

Proposicao 3.20. Suponhamos que (ka)ww # 0 € que o campo LC tenha quatro
singularidades distintas: (0,0,p1), (0,0,p2), (0,0,p3) e (0,0,p4), onde p1 = 0 e

(0,0,p2) € a singularidade no infinito. Sejam

_ 3k1 kQ (kl - k?) - 6 (kl)vv

_ 5 kl k’Q (kl - k2) -6 (kl)vv
8 (kQ)uv '

8 (k2)uv

01

e 09

Para j = 3,4, se p; estiver entre o1 e o9 entdo (0,0,p;) serd um nd e, caso p; nao
pertenga ao intervalo fechado de extremos oy e o a singularidade (0,0, p;) serd uma

sela.

Demonstrag¢ao. Como (ks).,, = 0, se p(p) = 0, temos

M (P)A2(p) = [3k1ka (k1 — ka) — 8(K2)wuD — 6(K1)vo) [8(ka)uw P — k1Ko (k1 — k) +6(k1) o]

Logo, Ai(0;)A2(0;) = 0 e o resultado segue da analise do sinal de uma polinomial

quadréatica. O

Da Proposicao 3.20, vemos que, com as hipdteses impostas podemos ter um
ou dois nos.

A seguir apresentamos alguns exemplos nos quais a origem é uma singulari-
dade da equagao diferencial das linhas de Laguerre. Ou seja, (k1) = (k1) = (k2)u =
(k2), = 0.

Exemplo 3.21. Para k’l = %, k’g = i—{— 11—2 21, (kl)'uv = O, (kg)uv = %, (kl)uv = %

as demais dertvadas de ordem superior de ki e ko valendo zero na origem, a equacdo

(&

diferencial das linhas de Laguerre €

vdu® + 3udu® dv + (u+ 3v) dudv® + udv® = 0.
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Como
(p) = 1, N 1 N 1
Y1p) = 2]) 8p 5
nao possui zeros, as singularidades do campo LC sao somente a origem e a no

infinito. Como,

11 13 ) 1 1
24 34 4

%0 = 12088 138240 3072 1024 1024 ¢

as direcoes tangentes a curva discriminante na origem sao:
t1 = 0,7244 e ty = 0,7962.

A configuracao préximo a origem € a apresentada na Figura 3.6.

/|

7z

Figura 3.6: Configuracdo do Ezemplo 3.21.

Exemplo 3.22. Se, na origem, ki = —1, ko = (k1)uww = (k1)ow = (k2)w = 1 €
demais derivadas de ki e ko sdo iguais a, entdo, a equacao diferencial das linhas de

Laguerre é
vdu® 43 (u+v) du* dv — 3 (u —v) dudv?® +udv® = 0.

Como
p1(p) =4p* +4

nao possui zeros, as singularidades do campo LC sdo somente a origem e a do
finito. Comeo,
So=t"— 1483+ 312 + 14t + 1,

as direcoes tangentes a curva I'p na origem sdo:

t1 & —0,9017, ty & 11.0902, t5 &~ —0, 3028, , ~ 3, 3028.
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A configuracao préoximo a origem € a apresentada na Figura 3.7.

Figura 3.7: Configuracdo do Ezemplo 3.22.

Exemplo 3.23. Para ky = 2/2, ky = 43/2, (k1)w = 8, (k1)uww = 41, (ko) = 8 €
as demais derivadas de k1 e ky nulas na origem, temos a sequinte equacao diferencial

para as linhas de Laguerre:
Alvdu® + (123u — 24v) du® dv — (120w — 24 v) du dv® + 8u dv® = 0.

Como
©1(p) = 32p* — 144 p + 164
nao possui zeros, as singularidades do campo LC sdo somente duas.
De
So = 71680 " — 901120¢* 4 3492352 — 2183168 ¢ — 5863328,

temos que as diregoes tangentes & curva discriminante na origem sao: t1 ~ —0,9330

ety &2 2,7886. A configuragao prozimo a origem € a da Figura 3.8.

Figura 3.8: Configuracdo do Exemplo 3.23.
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Exemplo 3.24. Fazendo ki = —1,ky = —1 4+ 3V129, (k1)ww = =8, (k2)uo =

8, (k1)uww = 39 e demais derivadas de ki e ky nulas na origem, em (3.12), obtemos:

39vdu® + (117w — 24v) du® dv — (120w — 24 v) du dv* + 8udv® = 0.

©1(p) = 32p® — 144 p + 156,

seque que o campo de Lie-Cartan tem mais duas singularidades: (0,0;ps) e (0,0; ps),
ondepg:%—}L 3 ep4=%+i\/§. Como,

A(ps)hi(ps) = —192(4+ V3)V3 <0 e M(pa)Mi(pa) = =192 (=4 + V3)V3 > 0,

seque que (0,0,p3) € um sela e (0,0,p4) um noé. A configura¢io prézimo a origem €
a da Figura 3.9.

Figura 3.9: Configuracdo do Ezemplo 3.24.

Exemplo 3.25. Para k1 = —4, ko = =2, (k1)ww = —4, (k2)w = —4 e demais

derivadas de k1 e ko valendo zero, temos:
3vdu® + (9u — 24v) du? dv + (T2 u + 24v) du dv? + 8udv® = 0,

¢1(p) = 16p* + 24 p + 6,
So = —384t* — 1024 % + 9504 t + 13824 t — 918.

Logo, o campo de Lie-Cartan possui mais duas singularidades: (0,0,p3) e (0,0, ps)
sendopgz—i—z—}l 3 ep4:_%_._i\/§.
Resolvendo a equacdo g = 0 obtemos que as dire¢oes tangentes a curva

discriminante na origem, sao:

t1 &~ —5, 837888736, t, ~ —1,420901758, t;3 ~ 0, 06364127813, t, ~ 4, 528482549.
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Analisando o sinal de \(pj)X2(p;), j = 3, 4 vemos que (0,0,p3) € um né e (0,0, py)

uma sela. A configuragao proximo a origem € a apresentada na Figura 3.10.

Figura 3.10: Configuracao do Exemplo 3.25.

Exemplo 3.26. Para k1 =1, ky = HT‘/%, (k1)pw = =16, (k2)up = 16, (k1)uw = ?_2 e

as demais derivadas de k1 e ko nulas, obtemos:

(%u —48 v) dv du® + (—24u + 48v) du dv® + 16 udv® + %vdu?’ =0,

33
¢1(p) = 64p° — T2p+ —,

4
16335
So = —1628161* — 14848¢> — T176 > + 1914 ¢ — i
Resolvendo p1(p) = 0 wvemos que LC tem mais duas singularidades (0,0,p3) e

(0707]74) onde pP3 = % - @ € Py = % + @ Do sinal de )\1([)]))\2(]9]),] = 37 4

seque que sao duas selas. Como 0o = 0 nao possui raiz real, a configura¢ao proximo

a origem € a da Figura 3.11.

Figura 3.11: Configuracio do Exemplo 3.26.



CAPITULO 4

Estabilidade Estrutural e Genericidade para

Linhas de Laguerre

Neste capitulo estudaremos a aplicacao de Poincaré associada um arco
compacto de uma dada folha das linhas de Laguerre, deduzimos uma expressao para
a derivada desta aplicacao. Estudamos obitas fechadas regulares (sem interseccao
com o conjunto critico). Por fim, apresentamos um estudo da estabilidade estrutural

das linhas de Laguerre para superficies compactas e orientéveis.

4.1 Aplicacao de Poincaré

Proposicao 4.1. Seja o : M — R? uma imersio de classe C*, com k > 6 e
consideremos v : [0,l] — M wuma linha de Laguerre fechada parametrizada pelo
comprimento de arco u. Se existir uma vizinhanga de v([0,1]), em M, na qual M

seja orientdvel, a expressao
1 1
X (u, v) = y(u)+v (NAT)(u)+ §kp(u) v? + 6 A(u)v® 4+ B(u,v) v* + R(u, v)| N(u)

define uma parametriza¢ao numa vizinhanga de v em M, onde A(0) = B(u,0) =
R(u, 0) =0 e ky(u) = kn(y(w), (NAT)(w)) € a curvatura normal no ponto p = ~(u)

e na dire¢io (N NT)(u). Além disso, A(u) = [2H, + ky(k, — kn) — 7)) (u), onde H

oH

€ a curvatura média de M e H, = 5.

Demonstragao. Existe uma vizinhanca V., de v em M tal que dado p € V,, existem

ue 0, ] ev,w e R tais que
p=7u)+v(NAT)(u)+wN(u).

Note que existe um aberto U em R? tal que 8(u, v, w) = y(u)+v (NAT)(u)4+w N (u),
¢ um ponto em M para (u, v, w) € [0, {] x U. A aplicacao 5 : I x U — M que fica
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assim definida é tal que

Bu(u, 0,0) =1-T(u)+0-(NAT)(uw)+0-N(u)
Bo(u, 0,0)=0-T(u)+1-(NAT)(u)+0-N(u) .
Buw(u, 0,0)=0-T(u)+0- (NAT)(u)+1-N(u)

~—

Desse modo det(df(,,0,0)) = 1 e portanto existe uma vizinhanga Uy = (—¢, €) x
(=&, €) de {(0, 0)}, tal que Bi5,: So — B(S), ¢ um difeomorfismo, onde Sy =
[0, [|xUy. Para cada u € [0, {] fixado arbitrariamente, o plano 7, gerado pelos vetores
N(u) e (NAT)(u) interseta 3(Sp) formando uma curva v,. Como 5 : So — B(S) ¢
um difeomorfismo, diminuindo € se necessério, 371(v,) é o grafico de uma aplicagao
Wy : (=€, ) = R. Dessa forma podemos definir uma aplicacdo w : Uy — R,
pondo w(u, v) = w)(v) e, portanto, ﬂ(u, v, w(u, v)) ¢ uma parametrizacao de
uma vizinhanga tubular de v em M. Note que 7, é tangente (N A T)(u) em
v = 0 de modo que 7v,(v) = y(u) + v (N AT)(u) + <¥ v? + 0(3)) N(u). Sendo
kn(v(w), (N AT)(w)) = ky(u) a curvatura de 7, em v = 0, temos que A(u) = ky(u).

Consequentemente,
1 2, 1 3, ,3
w(u, v) = §l€p(u)v + EA(U)U +v° B(u, v)
e portanto
1 1
Bu, v, w(u, v)) =vy(u)+v(NAT)(u)+ Ek‘p(u) v? + 6 A(u)v® 4+ B(u, v)| N(u),

onde A(0) = B(u,0) = 0.
Agora seja X (u, v) = f(u, v, w(u, v)). Dai

fu, v) = (Xyp(u, v), N(u, v)) = 74(u) + (kg(u)fg(u) + kl’,(u))v + O(v?),
), N(u, v)) = ky(u) + (A(u) + 6 B(u, O)) v+ O(w?) =

S
S
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Finalmente, pela definicdo de curvatura média,
2 eG+ FEg—2fF
- 2(EG - F?)
Com alguns calculos, obtemos
1
H,(u, 0) = 5( — kg(u) ky(u) + kn(u) kg(u) + 75 (u) + A(u))

e dai,

O

Figura 4.2: llustracao da Proposicao 4.1.

Lema 4.2. Seja v : [0, l] = M wuma linha de Laguerre reqular, entao:
ky(s)(kn(s) — ky(s)) +7,(s) # 0, Vs € [0, I].
Demonstraciao. Como, na parametrizacao da Proposicao 4.1,
Ao (0, 0) = ki, (s) — 27y(s) ky(s) =0,
temos

As(s, 0) dv® + 3 Ay(s, 0) ds dv® + 3 (kg(s)(kn(s) — ky(s)) + 75(s)) ds® dv = 0.
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Dai, se para algum p = 7(s) tivéssemos ky(s)(kn(s) — ky(s)) + 7,(s) = 0, terfamos

As(s, 0) (%) +3 Ay(s, 0) (3”) —0,

S

donde a diregdo tangente a v em (s, 0) seria uma solugao dupla da equacdo de
Laguerre. Dai, este ponto pertenceria ao conjunto critico. Mas v é uma curva regular

e portanto isto nao ocorre. O

Teorema 4.3. Sejam o« : M — R? uma imersio de classe C*, com k > 6 e
v i [s1, sa] = M um arco de linha de Laguerre parametrizada pelo comprimento
de arco u. Entao a derivada primeira da aplicagcao de Poincaré associada a vy € dada

por

, _ kg(s1)(kn(s1)—kp(s1))+7,(s1) 1 [s2 274(s) K(s,0)+4 kgy(s) Hs(s,0)
™(0) = B oo G2 F71Ge2) <‘ IS T moe ¢ ) )

3
onde K € a curvatura Gaussiana, H é a curvatura média e Hy = D1 H (s, 0).

Demonstra¢ao. Em uma carta (u, v) os coeficientes da equagao (3-2), sao:

As(u, v) = Au) + O(v),

Az (u, v) = ky(u) + 2kg(u)7y(w) + O(v),

Ar(u, v) = 7o(w) + ko(u) (kn(u) = kp(u)) + O(v),

Ao(u, v) =kl (u) — 2k, (u)7y(u) + (27'9 — 2k, (w) ko (u) 7y (u) — ki () kp(u) —
R (kg () + o () Ky (10) = Bk )y () + 77/ () ) + O(2),

= —(27,(u) K (u,0) + 4 ky(u) Hy(u,0) — 2 (u, 0))v + O(v?).

Derivando

As(u, vg) (%U(u, ’Ug))3 + 3 As(u, vy) (dd v(u, 1)0))2 + 3A(u, UO)%’U(U, vg) +
Ap(u, vg) =0,

com relagao a vy e aplicando em vy = 0, lembrando que %(u, 0) =0, temos

d dv 0A, dv

Ou seja,

L ()
j—:o du d’UO 3 Al(u, 0)’

de modo que
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Como
K(5,0) = kn(s) kp(s) = 74(s)* e Hy(s,0) = %(k‘;(S) + ki (s)),
temos
%(3, 0) = —271,(s) K(s,0) —4ky(s) Hs(s,0) + %(S,O).
Dai,

1
ds — 3 In|A; (s, 0)]

/52 274(s) K(5,0) +4ky(s) Hy(s,0) 82>

s Ay(s, 0) s1

kg(s1)(kn(s1) — Kp(s1)) 4+ 75(s51) o 12 27(s) K (s,0) + 4k,(s)Hs(s,0) .
o P ( / by (3)(ha(s) — Fy(s)) +72(5) )

3
O

Corolario 4.4. Nas hipdteses da Proposicao 4.3, se vy : [0, l] — M for uma curva
de Laguerre fechada parametrizada pelo comprimento de arco s, entdo a derivada

primeira da aplicacdo de primeiro retorno de v € dada por

1 ("2 K 4 H,

7r/(0) = exp (_/ Tg(s) (Sﬂ 0) + kg(s) 1(870) dS) ,

3Jo kg(s)(kn(s) — kp(s)) + 74(s)

onde K € a curvatura Gaussiana, H é a curvatura média e Hy = D1 H (s, 0).

Definicao 4.5. Uma solugido periddica reqular da equagao diferencial de Laguerre

serd dita linha periddica hiperbolica de Laguerre se w'(0) # 1.

Lema 4.6. Seja v : [0, [| = M wma linha de Laguerre fechada parametrizada por
comprimento de arco. Seja X (u, v) a parametrizacao dada pela Proposicio 4.1 e

consideremos a deformagao
X (u, v) = X (u, v) + %a(u) v §(v) N(u),

onde a e 0 sao fungoes C™ e § tem suporte contido num intervalo (=€, ) para & > 0
pequeno e tal que 6(v) = 1, para |v| < @ Entao, para € suficientemente proximo de

zero, v € uma linha fechada de Laguerre para X..

Demonstragao. Seja M, a superficie deformada. De
Xe(u, 0) = X(u, 0) = vy(u),

segue que 7y é um curva fechada em M,. Como, os coeficientes da equagao diferencial
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das linhas de Laguerre em M., sao:
Af = Ag — (k:pélc; — 271gky0ky, + koK, + Skgkpé’) ev+ O(v?),
A§ = Ay — kyky 0 e+ [(T2kp0 — 2k2knd — kpk26 4 26" + 8"k + 0K))e + O(e?)] v
+0(v?),
A = Ay + (k0 + kpd')e + (2kgky,0 — 27,k 0k, + 2kgkpd" + K0 + kpd')ev + O(v?),
Ay = Ag — [3k, 0 (1] 4+ 3K))e + O(e*)] v + O(v?),
temos:
A(v(w) = Ao(y(u)), Ai(v(u)) = A1(v(u)) = kg kpe,
A5 (v(w) = Az(y(u) + ke, A5(y(u)) = As(v(w)),

para cada u € [0, {]. Logo, a linha v = 0 é solugao da equagao diferencial,
Af du® + 3 AS du® dv + 3 A5 du dv® + A§ dv® = 0.

Ou seja, v é um linha de Laguerre fechada em M.. O

Lema 4.7. Se a curva v do Lema 4.6 é uma solugdo periddica, entao a derivada da

aplicacao de primeiro retorno de v em M, € dada por

1 /l 2((K), = knTg)ea — kpknty + 77 + KKy — Kkl — 2k kg — 7)) >
s ).
0

! g
_ 1 d
me(0) = exp ( 3 kg (ki — kp) + 7] — kgae

Demonstragao. Da demonstragao da Proposicao 4.3, temos que

Aé
3.45(s, 0) - (d“) _ 04 gt

ds d_vo ov d_vo
Ou seja,
1 d (dv>_ 2% (s,0)
;T”Ods dvy 3 AS(s,0)
Assim,

In (7

944 DAL . .
/(0)):_1 lwd 1/l<a_f(5,0)—3%141(5,0) 3%A1(S,o)>d&
0

6 3y Ai(5,0) 73 A5(s,0) A(s,0)
Como,
aA(E) d € / 3 ! / / "
5 (s,0)—3 EAI(S, 0) = 2[(k, — knTg)ea — kpky7y + 7, + k Ky — knkyy, — 2K kg — 7]
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A§(8,0) = kg(s) (kn(s) — kp(s)) + 74(s) — ky(s) als) €,
a prova esta concluida. O

Teorema 4.8. Existe uma funcdo a de classe C? tal que se ~y for uma linha periddica
hiperbolica de Laguerre em M, para €y > 0 suficientemente pequeno, v € uma
solugdo periddica hiperbolica de Laguerre em M, para todo € € (—eg,€y) €, se 7y
nao for hiperbdlica v € uma linha periddica hiperbdlica de Laguerre em M. para todo

€ € (—eo, €) diferente de zero.

Demonstracao. Tomando

a= (7'92 —]{/‘Z—4k5§)]{}ng+(k;—]{3nTg)7‘;—k‘gT;/,

temos
d ,

B 7_[_/(0) l a2
T B ey el

e=0 g

Assim, se 7'(0) # 1 existe g > 0 para o qual, 7.(0) # 1 sempre que |e|] < |e]| e se
7'(0) = 1, obtemos €, > 0 tal que 7.(0) # 1 sempre que 0 < |e] < |€. a

4.2 Estabilidade Estrutural

Consideremos uma superficie M de classe C", r > 6 no espaco euclidiano R?.
Sejam L, LC, 3, LC a superficie de Lie-Cartan, o campo de Lie-Cartan, conjunto
critico e o campo de diregdes tangente a L, respectivamente, para as linhas de
Laguerre em M.

Lembremos que o campo £LC é um campo de dire¢ées que nao é globalmente
orientével. Desse modo nao faz sentido falar em w—limite e a—limite para L£C, no
entanto, o campo LC determina uma folheagao F de dimensao um em £\ S, onde S
é o conjunto dos pontos singulares de £C. Desse modo, podemos falar em conjunto

limite como na definicao seguinte.

Definigao 4.9. Dada uma folha F de F se F for uma curva fechada diremos que o
conjunto limite de F ¢ Qp = F. Caso F nao seja fechada, Qp := F\ F. Chamaremos

de conjunto limite de F ao conjunto

0= UQF.

FeF

No que segue X" é o conjunto das superficies compactas e orientaveis de

classe C", com r > 6.
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Definicao 4.10. Consideremos My, My € X" e sejam L;, ¥;, Fi, S; a superfi-
cie de Lie-Cartan, o conjunto critico, a folheacao e o conjunto de singularidades
do campo de diregoes, respectivamente, das linhas de Laguerre em M;, i = 1,2.
Diremos que My e M, possuem estruturas qualitativas de linhas de Laguerre to-
pologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo h : Ly — Lo tal que
h(31) = h(X2), h(F1) = h(F2) e h(S1) = h(Sz). Chamaremos h de uma equiva-

léncia topoldgica de Laguerre entre My e M.

Definicao 4.11. Diremos que M € X" é C"-Laguerre estruturalmente estdvel se
existir uma vizinhanca V de M em X" tal que, se N € V existe uma equivaléncia

topoldgica de Laguerre entre M e N.

4.2.1 Condicoes para estabilidade estrutural

Vimos, na Sec¢ao 1.5 que, dada uma carta (u,v) : U — U C R%, o0 campo

(vetorial) de Lie-Cartan é dado por

0 0 0
LC(u,v,p) = Lp(u,v,p)% +pr(u,v,p)% — (Ly +va)8—p (4-1)
ou
LC(u,v,q) = qLy(u,v )£+L(uv )2—([/ —i—L)2 (4-2)
,U,4) = qLglUu, >q8u g\, >qav gLy v8q7

onde dv — pdu = du — qdv = 0 com p,q € P*(R). Como este campo de vetores é de
classe C" o campo de linhas LC é de classe C", pois LC =R - LC.

Lema 4.12. Sejam M € X", r > 6 e L a superficie de Lie-Cartan associada a

equacgao diferencial das linhas de Laguerre de M. Entao L é compacta.

Demonstragao. Como M é compacta existe uma cobertura finita {U;; i = 1,...,n}
por abertos que sao dominios de cartas ¢ : U; — R? Para cada i = 1,...,n
sejam L;(u,v,p) = 0 a equagao diferencial implicita das linhas de Laguerre em U; e
L; = L;'(0) a correspondente superficie de Lie-Cartan. Se £ é a superficie de Lie-
Cartan para as linhas de Laguerre em M, entao £ = U L;. Seja 7 : R2xPYR) — R?

i=1
dada por m(u,v,p) = (u,v) e consideremos as restrigoes m; = m, : L; = ¢;(U;).
Pela Proposicao 1.65, cada m; é uma aplicagdo propria e dai, cada composicao
;o m N pi(Us)) — U também é.
De L = U (cp;l o m)_l(Ui) segue que L é compacta. O
i=1
Chamaremos de elemento critico de £C a todo elemento de S e a toda

folha fechada de F. Sejam F' uma folha de F e x,y € F pontos e consideremos



4.2 Estabilidade Estrutural 98

v :[0,1] — F um caminho continuo tal que v(0) = z e (1) = y. Sejam D,
e D, discos de dimensao um topologicamente transversais a JF centrados em x
e y respectivamente. Da teoria de folheagoes, sabemos que existe uma aplicagao
fy Vo = V,, que é a aplicagao de holonomia associada a 7, de uma vizinhanca
V, de x em D, em uma vizinhanca V,, = f,(V;) de y em D,. A aplicagdo f, é um
difeomorfismo de mesma classe que a do campo LC (Veja [9], paginas de 60 & 64).
Para cada z € V seja F,, a folha de F tal que z € F,NV, e consideremos um caminho
continuo 7, : [0,1] — F, tal que 7,(0) = z e 7.(1) = f,(z). Agora, observemos que
V= U 7:([0, 1]) € uma vizinhanga tubular de v((0,1)), em £\ S e em V' podemos

ze€Vy
orientar o campo LC.

Seja U um aberto em £\ S contendo V' e tal que LC possa ser orientado.
Seja ¢, : I — L a curva integral de LC, em U, por z. Desse modo ([0, 1]) C ¢.({).
Note que, se IT : V,, — V,, é a aplicagao de Poincaré associada a ¢, e as secgoes
Ve e V,, entdo II(z) = f,(z) ou II(z) = f;'(2), z € V,. Disto decorre que II é um
difeomorfismo de mesma classe que o campo de Lie-Cartan. Caso F' seja uma folha
fechada, podemos considerar V,, C V,, teremos v([0,1]) = ¢(/) e IT: V,, — V, serd a

aplicacao de primeiro retorno associada a .

Definicao 4.13. Sejam M € X" e F uma folha fechada de F. Suponhamos que
exista uma vizinhanga tubular' V- de F' em L tal que LC seja orientdvel em V. Diremos

que I € hiperbolica se, dado x € F, tivermos |II'(z)| # 1.
Consideremos os seguintes conjuntos:

7 : conjunto de todas as superficies M € X" tais que todas as singularidades de
LC sao hiperbolicas;

3% conjunto de todas as superficies M € X" tais que todas as orbitas fechadas de
LC sao hiperbolicas;

3% : conjunto de todas as superficies M € X" tais que os conjuntos limites de
qualquer orbita de £C é uma o6rbita fechada ou uma singularidade de LC

3} : conjunto de todas as superficies M € X" tais que nao ha conexao de separatriz
de sela de LC;

YL : conjunto de todas as superficies M € X7 tais que o conjunto critico X seja
uma curva regular, ou uniao de arcos de curvas regulares, sem auto-intersecgao;

3§ © conjunto de todas as superficies M € X" tais que uma orbita fechada qualquer
de LC nao interseta o conjunto critico ¥y ou intersecta transversalmente.

Seja X" = ﬂ X

1<i<6
Definigao 4.14. Consideremos M € X". Diremos que M possui estrutura de

Laguerre se M € 3" e LC tem um nimero finito de elementos criticos.
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Denotaremos por I ao conjunto de todas as superficies em X" que possuem

estrutura de Laguerre.

Definigao 4.15. Sejam M € IV e LC o campo de dire¢oes para as linhas de Laguerre
em M. Chamaremos de um conjunto de vizinhancas candnicas para LC a todo

conjunto de vizinhangas {Vi,..., Vi, Vis1} tal que:
(a) U Vi=LeV,NV; =& sempre que i # j;

1<i<k+1
(b) Toda folha de F intersecta transversalmente OV,

(¢c) CadaV; contém uma inica singularidade de LC, para 1 < i < k, e Viy1 contém

todas as singularidades do tipo sela.

Para 1 <1i <k, cada conjunto V;\ o; serd denominado uma regiao canonica.

Note que, numa regiao canénica o campo LC é topologicamente equivalente ao campo

L2 ouao uZ + v em R?\ {(0,0)}. Veja Figura 4.3 para ilustragao.

N
ZN

Figura 4.3: llustra¢ao de regides candnicas.

Lema 4.16. Seja M € . Existe um conjunto de vizinhangas cononicas para LC.

Demonstracao. As vizinhancas Vi, ...,V sao obtidas semelhantemente as vizinhan-
) )
cas de poco, fonte e érbitas periddicas para o caso de campos de vetores. Por fim é
s6 considerar Vi = L\ U Vj. O
1<j<k

Definigao 4.17. Sejam M € X" e o : M — R3 imersao. Dizemos que uma
sequéncia de superficies M,, € X" converge no sentido C" para M se dadas tmersoes

a1 M, — R3, a sequéncia {a,} converge para a na topologia C".

Lema 4.18. Sejam M € X" e M,, € X" uma sequéncia de superficies convergindo
para M no sentido C", r > 6. Se L(u,v,p) =0 € a equagao diferencial implicita das
linhas de Laguerre em M e, L,(u,v,p) =0 € a de M, entio {L,}nen converge para

L na topologia C™3.

Demonstracao. Sejam E, F, G, e, f, g os coeficientes da primeira e da segunda forma
fundamental para M e sejam FE,, F,,, G, en, fun, g, 0s respectivos coeficientes para

M,,. Entao, £, — E, F, — F, G,, — G na topologia C" ' e e, — e, f, —
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f, g, — ¢ na topologia C"2. Segue da Proposicao 3.4 que L = Asp3 + 3A,p* +
3Aip+ Age L, =A3p> + 3450 + 341 p+ Ap e que 4; — A; na topologia C™~3.
Logo, L, — L na topologia C" 3. O

Teorema 4.19. Dada M € I com r > 6, existe uma vizinhanca V de M em X"
tal que YV C IZ.

Demonstragao. Seja & = {01,...,0k, Okt1,--+,0p,0p41,-..,0s} O conjunto dos
elementos criticos de L£C onde oy,...,04 sas singularidades do tipo foco ou
né, Ogi1,...,0,. sao Orbitas periddicas e o,y1,...,0, sdo selas. Consideremos
Viyoo oy Vi, Viat, ..., V. onde, para ¢ = 1,...k, cada V; é um disco topolégico de
dimensao dois com fronteira suave em L e para i = k+ 1,...,r os V; sdo vizi-
nhancas tubulares para as orbitas ojy1,...,0,, tais que 0; € V;, V; NV, = @ caso
Jj # k e LC é transversal a dV;. Note que as singularidades do tipo sela estao todas
em R = L\ U, Vi- Sejam s,,,s,,, 53,5, as separatrizes da sela 0;. Como nao
ha conexao de separatrizes de sela o conjunto limite de s, contem um elemento
Om; € {o1,...,0k, Oks1,...,0.} e dai, s,; intersecta avm]., transversalmente, em um
ponto i, -

Seja X : U C R?> - M uma parametrizagao de M. Para cada ¢ € [0, 1]
consideremos uma sequéncia de superficies M, . parametrizadas por X, . = X +
e, N, onde N é o normal unitario positivo para M e ¢, : R> — R é uma funcao
de classe C*°, com X, . convergindo para X na topologia C". Assim, se L, . ¢é
a superficie de Lie-Cartan para M, . temos que L, . converge para £ no sentido
que, L,. — L no sentido do Lema 4.18. Assim, para n suficientemente grande,
existem, em L, . vizinhangas "Vi,..., Vi, Viy1,..., V, onde cada "V; contém um
tnico elemento critico de £LC,, . que é do mesmo tipo que o; e "R = L\ U1§i§r "V
contém exatamente s — 7 elementos criticos de £C,, . e sao todos singularidades do
tipo sela. Sejam "0,,1,...," "0, estas selas. Aumentando n e diminuindo o valor de
e > 0, se necessario, cada "s;; intersecta transversalmente 9("V,,;) (fronteira de
"Vin;) € portanto, para n suficientemente grande o conjunto limite de "~;; contém

n

Om; € {"01,...," 0k, "Ok41,...,"0,} de modo que LC, . ndo possui conexdes de

J
selas. Disto temos que M, . € X7 N X5 N X5 N X). Do Teorema 1.66 segue que,
aumentando n se necessério, temos M,, . € 5. Por fim, caso alguma orbita fechada
oj de LC intersecte o conjunto critico Xy, isto ocorrera transversalmente e, como
L,. — L, C"3, a oOrbita fechada "o; intersecta Xy, transversalmente o que
mostra que M, . € Xf, para n suficientemente grande. Logo, existe a vizinhanga

VY afirma no teorema. O

Teorema 4.20. Se M € I, r > 6, entao M é C"-Laguerre estruturamente estdvel.
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Figura 4.4: llustra¢ao dos Teoremas 4.19 e 4.20.

Figura 4.5: llustracao dos Teoremas 4.19 e 4.20.

Demonstragao. Consideremos os dados da demonstracao do Teorema 4.19 com as
mesmas notacgdes. Vamos mostrar que, para n suficientemente grande existe um
homeomorfismo h,, : £ — L, . que é uma equivaléncia topologica de Laguerre entre
M e M, .. Da Proposicao 1.66, cada componente conexa de ¥, é a imagem de uma
curva regular v : [ — L. Sabemos também que, S = {01,...,0%, 0ps1,...,0s} C X,

e que, dado j = k+1,...,7, 0; pode ou nao intersectar ¥. Seja ny tal que,
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para n > ngp, tenhamos M, . € I e LC,,. tenha o mesmo nimero de elementos
criticos que £C e do mesmo tipo. Dado ¢ = 1,...k, diminuindo V;, se necessario,
Y, N'V; contém exatamente dois pontos ¢;1, ¢ e, aumentando ng e diminuindo
"V;, se for preciso, teremos também "X, N"V; = {"q;,"q2;}. Comecemos definindo
P (Pim;) = "Pim;» Pn(@ji) = "qji € hy(oj) ="058e 1 <j<kour+1<j<s.

O restante da demonstragao serd dividido em dois casos: o caso em que
nenhuma orbita fechada intersecta > e o caso em que ocorre pelo menos uma tal
interseccgao.

Consideremos o primeiro destes casos. Como, neste caso, nao ha intersecgao
entre ¥ e alguma Orbita fechada, podemos supor que V; N ¥, = &, para i =
k+1,...,r. Do Teorema 4.19, cada vizinhanca V; é homeomorfa a "V;, i =1,...,r.
Dessa forma podemos estender h,, em cada V;, i = 1,...,k a um homeomorfismo
de V; em "V tal que h,(V;NXL) ="V, N"YL e que leva as curvas integrais de £C
em V; nas de LC,, . em "V, e ainda podemos definir h, em V; parat =k +1,...,7
de modo que leve curvas integrais de £C em curvas integrais de £C, .. A estensao
de h, & R e consequentemente a toda L, é feita de forma andloga a de campos de
vetores feita em [37].

Vamos agora ao segundo caso. Consideremos uma o6bita fechada o; tal
que 0; N Y, # @. Como M € [, estas curvas se intersectam transversalmente e
possuem um numero finito de pontos de intersec¢ao aq,...,a;. Podemos diminuir
a vizinhanca V; de modo que a interseccao de ¥j com a fronteira de V; sejam
2l pontos by,...,by. O mesmo procedimento podemos fazer para cada "V, com
n > ng, afim de que o nimero de intersec¢bes sejam iguais e teremos, assim,
{"ay,...,"a;,"by,...,"by}, tais que "a; — a;, j = 1,...,l. Definimos h,, em V;
fazendo h,(a;) = "a; e h,(b;) = "b; e, em seguida estendendo a um homeomorfismo
de V; em "V, satisfazendo h,(V; N X) = "V; N "X, e que leva as curvas integrais
de £C em V; nas de LC, . em "V;. Realizamos este procedimento com cada érbita
fechada que possua interseccao nao vazia com X e, nas demais regides candnicas o
procedimento é o mesmo feito na primeira parte. A estensao de h, a R é feita da

mesma forma que na primeira parte. O

4.3 Equacao variacional

Nesta secao desenvolvemos um estudo com vista em trabalhos futuros de
investigacao se I’ é denso em X.

Consideremos uma superficie M de classe C",r > 6 em R3. Seja X :
I x I — M uma parametrizacao local de M, onde I =| — 1,1[, tal que as curvas v

constante sejam solugao da equacgao diferencial das linhas de Laguerre de M. Sejam
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Figura 4.6: llustracao do Teorema 4.20.

Figura 4.7: llustracao do Teorema 4.20.

Ey, i, Gy, eq, fi, g1 os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental
de M na parametrizacao X. Escolhendo X = X (u,v) de modo que (X,, X,) = 0,

temos F; = 0. Da Proposigao 3.4, afim de v = vy, para cada vy, ser uma solugao da

Figura 4.8: Solugdes v = vg na carta (u,v).

equagao diferencial das linhas de Laguerre na carta (u,v) dada por X !, deveremos
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ter
(e1)u — 2(ATT +eilyy) = 0. (4-3)

A equagao diferencial das linhas de Laguerre na carta (u,v) é

w = dv(As dv? + 3 Ay dv du + 3 Ay du®) = 0, (4-4)
onde: o o
As = (g1)s + f1( 1u 91(Gl1)v’
Ay = (g1)u — fl(EEll)u _ gl(gll)u’
e1(F1)y 1(G1)u
A1:<61)U_ El) _f(Gl) .

A superficie de Lie-Cartan £ é dada por
L :p(A3p2+3A2p+A1) =0
e o campo de lie-Cartan LC' é dado por

u’:3A3p2—|—6A2p—|—A1,
V' =pBA3p°+6A4p+ A,
pl: p[aAgp _'_(36142_'_6143)1) +(8A1 +38A2)p+ 8141]'

Sejam ¢ : R? — R suave tal que p(—1,v) =0e Y : U — R3 dada por
Y(’LL, ’U) = X(uv U) + 590(U7U)N1(u7 U)a

onde Ny = % ¢ o normal unitario em X (U) e € é um ntamero real. Note que,
u v

para € &~ 0, Y (U) é uma superficie de classe C" em R3.

Proposigao 4.21. Caso (X,, X,) =0 e (e1), = 2(fT?, + el'})) o0s coeficientes da

primeira e da sequnda forma fundamental de M. =Y (U) sao:

E, = E1—2e1g05+[( +f1>g0 +cpu] ,

Fy = -2 fipe+ [—fl(Eﬁlgflel)SOQ + %%} 2,

2
Go =Gy — 2gupe + (RO 2 4 oy,

, = 1 { [B1G1e1+(E1G1puu—E1 fRp—Gielp)el [E1G1—(E1g1+Gie1)p e+(e1g91— f2)p2e?]
TVurYol] (E1G1)?
_ [E1(BEV)uGi+(Er (B1)o fre—4E1Gre1ou—(E1)uGre19)e] [G1ou—(Pu—¢v) f1£e]
2(E1G1)2
+[El(El)vG1+(4E1G1f1<Pu+2E1G1(fl)u@—El(Gl)uJ;uﬂ—(El)leew) el[E1pu+(frpu—eipn)pe] 6},
2 (E\G1)3

3
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fy = 1 [E1G1f1+(E1Grouw—E1 figip—Giei f19)e][E1G1 —(B1g1+Gie1) pet(e191 — /1) p?e?]
2 [[YurYs| (ElGl)%
_ [E1G1(G)ut(B1(G1)v fro=2E1Gr frov—2E1 G (f w281 G191 00 =G (G uer Q)] [Er ov+(frou—er1ov) ge]
3
2(E'1G1)g
_ [El(EI)UG1+(E1(Gl)uf1<P+(E1)UG1€1‘P72E1G161@U*2§1G1(61)U<P72E1G1f1Lpu)S][Glcpuf(Lpuftpy)flipE] 5}
2(E1G1)2 ’
go = 1 {[E1G1gl+(E1G1me*watp*GHffso)E][E1C;1*(E191+G161)<P5+(6191*flz)90252]
[YunYol| (E1G1)%
_ [ErG1(C1)o+(Er(G1)ugro—4E1 Grg19v =2 E1 G1 (91 )= G1 (G uf19)e][Erov t(frou—erpv)pe]
3
2(E'1G1)E
4 [B1G1(G1)u+ BB G 1 oo 421G (1) o= E1 (G1)ugro=(B1)uGrLh10) ] [Gripu—(pu—pipu)fre] }
Q(ElGl)E

Demonstracao. Temos:

Y, = Xy + N1 + cp(N1)u,

Y, = Xy + cpu N1 + e(N1)o,

Yiu = Xuw + €0uuN1 4 2604 (N1)y + €0(N1) s

Yo = Xuo + €0uuN1 + €04 (N1)y + €0 (N1),, + €0(N1)
Yoo = Xow + €0uu N1 4 260, (N1)y + £0(N1) g

uv?

Aplicando as equacgoes de Gauss, temos

Y, = (1 - 5(p2—11> X, — epfi X, + ep Ny,

(4-5)
Y, = —aple + < 5@02—11> X, + ep,Ny.
Dai
= (1= 91E1+G1g1 +52Q02!% C{‘Cl)XU/\XU
+( — P, + 2p? Bution "GTlfl ”)Xv A Ni.
Como,
X. AN Xu A (Xu A Xv) <Xu; Xv>Xu - <Xua XU>XU El Xv
u 1= - - —
|1 Xu A X || X A X VEG,
(&
X AN Xo A (Xu A Xy) ( Xy, X)Xy — (X, X)X, G X,
v 1= = = y
|| X A X | || X A Xl VENG,
temos

E G uG*Z 2 u v
Y, \Y, :( 8('091 1+ 191 +52§02%G1)Xu/\Xv—ww 1 6\/%1(69:1140 flso)Xu

Py E1+52<p (f Pu=g1ev) Y
VE1G1 v
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Assim,

2
[—s%%Gl +e2p? (Lpugl —¢u f1> :|
Gy

2 2\ 2
IV nYall? = (1- ep g Bt + 2248 B, Gy +

2
|:8tP<Pu Ey+e2p? (‘Pufl *‘Pvgl) :|
— o .

O restante da prova segue de

E2 — <YU7KL>7 FQ - <Yu7Y:U>7 G2 — <}/117K)>7

€2 = <}/uu>N2>7 f2 = <Yuv7N2>7 g2 = <YUU)N2>7

onde Y.AY.
T oAl
O
Proposicao 4.22. A equagao diferencial das linhas de Laguerre em M, €
w + Bz dv® + 3 By du dv® + 3 By du® dv + By du® = 0 (4-6)

e a superficie de Lie-Cartan L. associada a (4-6) € dada por
L. ={(u,v,p) € R* x P(R); L(u,v,p) = L(u,v,p) + Q(u,v,p,€) = 0},
onde
Q(u,v,p, ) = Bsp® + 3Bap” + 3B1p + By,

w € a forma diferencial da equagao (4-4) e

Bs = @{ZGUQ [2E,G1(f1)s — 2E1Gr(g1)u + E1(G1)ugi — Er(Gh)ofo
+(E1)oGifi + Gi(Gh)uer | — GL[AE G frg1 + By (G1)u(Gh),
+2(E1),G1(Gh)u] ou + E1[2E:Grg? + 6GLf + 2E1(Gh); — Gi(Gh)3] e
FBELGH (G )apun — BERGH (G )upun f2 + O(),
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By = ﬁ{QGlfl (B (EY)ogr — 2E1G4(e1)y + 2E1G1(f1)u + E1(Gh)u i
—(E1)uG1f1 + (B1)oGrer] o — G1[2EY g} — 2E\G1ff — Er(Gh)2
(ED)G1(G)a + (B)2Ch] pu — Br[AGZerfy + 2E1(Gh)u(Gh)s
+(E1)oG1(G1)u] 0o — E1GHG1)upuu + E1G1[E1(Gh)y + 2(E1) oG] P
F2E2G1(G1)uspw e + O(E2),

By = @{2E1f1 [2E1G1(g1)u — 2E1G1(f1)0 — E1(Gh)ugr + Er(Gh)o fi
—(E1)yGifi = Gi(Gr)uer]  + GL[AET figy + Er(E1)o(Gh)u
+2(E7)u(E1)uGi)ou — By [2E1Gy [ — 2G3€} + Ei(E1)o(Gh)o — 1 (Gh)2
+(E1)2G1 v — 2E1(E1 ) Giouu — E1G1[2E1(Gh)y + (E1)uG1] uo
+EX () Grgw f2 + O(E2),

By = TElzlEg{QElfl [E1(Ev)ogr — 2E1G4(€1)y + 2E1G1(f1)u + E1(Gh)ufi
—(BE)uGifi + (E1),Grer| o + Gi[6E} 2 + 2E1G1 €2 — By (E))?
+2(E1);G1] oy — B [AE1Ghrer fi + 2E1(E1)o(Gh)u + (E1)W(E1)uGh
—3E1(E1)uGTPun + 3E12(E1)UG1%U}6 + 0(£2).

Demonstracao. Seja Csdv® + 30y dudv?® + 3C,du*dv + Cydu® = 0 a equacdo

diferencial das linhas de Laguerre em M,. Aplicando-se a Proposicao 4.21, obtem-se
Cs = A3+ B3, Cy = Ay + By, Cy = Ay + By, Co = By = Ao + By.

O

Corolario 4.23. Se LC € o campo de Lie-Cartan de (4-4) e LC. o de (4-6),
estendidos a todo o R?* x PY(R), tem-se

LCE =LC + (vaszm _(Qu +va))

Demonstracio. Segue imediatamente da Proposicao 4.22. O

Dado vy € I =] — 1, 1] seja T},, = {X(u,v9); u € I} a curva de Laguerre
em M correspondente ao segmento v = vy e seja I'; a folha em M. proveniente de
I, apos a deformagao de M. Notemos que, dado €9 > 0 suficientemente proximo de

zero, existe 0 €]0, 1] e uma fungao

V. IX] —5,6[><] —50,80[—>I
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tal que
L2 = {Y(u,v(u,vo,€)); ue€l—606]}.

Da equagao (4-6), a aplcacao u — v(u,vg,€) satisfaz ao seguinte problema de

v(1,vg,2)
v(u, vy, £)

.............................

— 1 :
: U

Figura 4.9: [lustracao da aplicagao v.

valor inicial:
+ Co(u,v,e) =0
(4-7)

C3(u,v,¢) (2—2)3 + 3Cy(u, v, €) (3—) +3C (u,v,e)%

V(—l, U0,€) = Vo

sendo C; = A; + B, j =0,1,2,3.
Derivando a equagao em (4-7) com relagio a € temos
(DaCs + DyCy) (42)° 4305 () L9 1 3(DyCh + DyCy) (42)° )
—|— Dgco — 0

dv d dv + 3(D201d + Ddcl)du + 301 d dz/ + DQCQ

+6C o dv

ddv __ ddv
Como - 92 = 4-92, segue que

du)2 d dv + 3<D202 + D3CQ) ( ) (4_9)

<D203 de + D3C3) ( ) + 303 ( du) dude
d dy + D2C0 + Dgoo =0.

+6C, 9= L 42 4 3(DyC1% + D3Ch) % + 30, L4

DyBy(u, v(u,19,0),0) = 0, Cj(u,v(u,v,0),0)

(09, v(u,0),0) =
4 By, avaliando (4-9) em & = 0, temos

Como o
Aj(“’a V(Uﬂ)oao)) e D3Cy =

d dv d
3A —B =0. 4-10
dude| TED (4-10)
Dessa forma v, = ‘;—Z satisfaz ao seguinte problema de valor inicial
3A1 Cg:f ‘l‘ BO == 0
=0 . (4-11)

1/8(—1,’0()) =0
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E importante observar que

G1E1G(e1)y — E1(Gh)ufi — (B1)oGhrer
E.Gy

Arfu) = ( ) o) £0
para todo u € [—1,1] visto que, se A(ug,0) = 0 para algum uy € [—1,1] o ponto
(ug, 0) pertenceria a curva discriminante. Logo,

dv _ 1 ru fi(Bi1(E1)eg1—2E1G1(e1)v+2E1G1 (f1)ut+E1(G1)uf1 —(E1)uG1f1+(E1)vGier)
de |le=0 9J-1 GI(E1G1(el)v—El(Gl)ufl_(El)leel)

v = vg

pdu

1 [u 6E}fI42E1Gief—E1(E1)24+2(E1)2G) du
18 J—1 E1(E1G1(e1)v—E1(G1)ufi—(E1)vGier) TY

_|_L uw 4E1G1e1 f1+2E1(E1)y(G1)u+(E1)u(E1)vG1
18 J—1  Gi(E1Gi(e1)v—F1(G1)ufi—(E1)vGier)

l u (El)ual S@uu_El(El)v Puv
+6 f_l E1G1(e1)v—E1(G1)ufi—(E1)vG1er du

wy du

Lema 4.24. Existe uma funcio ¢ : R? — R de classe C* cujo suporte estd contido
emU=1x1,1=][-1,1] tal que se g9 > 0 for suficientemente pequeno, para todo

£ €] —eo, €ol, M: = (X +eoNy)(U) € uma superficie de classe C" e o arco de linha

&g
U

de Laguerre I, que passa pelo ponto (—1, vg) e encontra o segmento {1} x I € tal

que e — v(1,vg,€) € estritamente crescente.

Demonstragao. Seja p : R — [0,1] uma fungao suave identicamente igual a um
numa vizinhanga de zero e com suporte contido em I. Como A;(u, 0) # 0, existe
g0 > 0 para o qual A;(u,v), possui o mesmo sinal para (u,v) € I X (—&g,&p). Além

disto, existe um ntmero real A tal que

! El(El)v o
- / M) e = Br(Gr)u s = (BryuCrey =020

Diminuindo &y se necessario, M. ¢ uma superficie suave. Tomemos ¢ : R?> — R

dada por op(u,v) = Apu(u)pu(v). Dai ¥ = —26 > 0. Logo, para g > 0

de |le=0
u=1

v = vg

suficientemente pequeno, v(1, v, €) é estritamente crescente. O

Este lema tem relevancia para o estudo de recorréncias e da densidade de
[ em X".



CAPITULO 5

Exemplos de linhas de Laguerre

Neste capitulo fazemos a descricao qualitativa das linhas de Laguerre nas

superficies de revolugao, nas superficies regradas e nas quadricas.

5.1 Linhas de Laguerre em superficies de revolucao

Consideremos uma curva regular v : I — R? contida no plano zz. Seja

v(w) = (a(u), 0, b(u))

e suponhamos a(u) > 0 para todo u € I. A superficie obtida pela rota¢ao de v em

torno do eixo z pode ser coberta por duas parametrizacoes cada uma dada por
X (u, v) = (a(u) cos(v), a(u) sen(v), b(u)), (5-1)

comu € [ ewv € (0,2m). A esta classe de superficies chamamos de “superficies de

revolucao.”

Lema 5.1. A equagdo das linhas de Laguerre numa superficie de revolugao, no

sistema de coordenadas definido por (5-1), €
du [(a'(u)? + V' (u)?) ki (u) du® + 3 a(u)? ky(uw) dv®] =0, (5-2)
onde ky e ko sdo as curvaturas principais.
Demonstragao. Os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental, sao:
E(u, v) = d'(u)? +b'(u)?, F(u,v)=0, Gu,v)=a(u)?

a(u) V' (u) .
V(d(W)? + ()

o VeV
N e () EEMEAU
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Como,

—e(u, v) _ u) e u,v) = 9(u, v) = kyo(u
E(u, U) _k1< ) kQ( ) ) G(u, 1)) kQ( )a

a equagao das linhas de Laguerre de uma superficie de revolugao é

ki(u, v) =

k k
Eﬁdu3+3G&dudv3:O.
ou ou

Ou seja,
du [(a'(u)? + V' (u)?) k(u) du® + 3 a(u)? ky(uw) dv®] = 0.

O

Admitindo « parametrizada por comprimento de arco a equagao (5-2) fica

como segue:
du [k} (u) du® + 3a(u)? ky(u) dv*] = 0. (5-3)

Corolario 5.2. Uma das folheagoes das linhas de Laguerre em uma superficie de
revolugao, satisfazendo kj(u)ka(u) + ki(u) ky(u) # 0, sdo as curvas de nivel da

curvatura Gaussiana.

Demonstrag¢ao. Da demonstracao do Lema 5.1, temos:
K(u, v) = ky(u) k2(u).

Assim,
K, (u, v) = K (u) ka(u) + ki (u) Ky(u) e K, =0.

De modo que, a equagao das curvas de nivel da curvatura Gaussiana é dada por
K, du+ K, dv = (K (u) ky(u) + ki (u) Ky (u)) du = 0.

De (5-2) e da equagao acima segue o resultado. O

Lema 5.3. Consideremos f, g : R — R funcgoes de classe C", com r > 4. Sejam
up, u; € R com ug # uy. Suponhamos que f(u)g(u) < 0 qualquer que seja u entre

Ug € Uy, f(uo) 7é 07 g(UO) - 07 gl(uo) 7é 0 €, f(ul) = 07 f/(ul) 7é 0e g(ul) 7é 0.

Entao, dado vg € R qualquer, a solu¢ao do problema de valor inicial
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€ dada por

u(t) = uo + 7 sng(g'(uo)) g'(uo) t* + O(t),

o(t) = vo +v/sng(F (o) Flun)t + 3 LB 12+ O(t%),

onde sng(x) = sinal de x, e a solugao do problema

Flu) () + gu) () =0
u(0) = uy (5-5)

v(0) = v

(e}

por

u(t) = uy — L2 4 0(t4),

v(t) = vy — 241 4+ O(19).

Demonstragao. Para (5-4), consideraremos o caso f(up) < 0. O outro caso ¢é

evidentemente analogo. Agora, basta ver que, se u e v sao tais que 2 = \/g(u(t)) e
@ — /= f(u(t)), entdo
du\? dv\?
— — ] =0.
s (%) +o00 ()

Calculando as derivadas em ug o resultado segue trivialmente.

Para a solugao de (5-5), consideraremos o sistema de equagoes

(5-6)

L(“) v, p) = f(u) —|—g(u)p2 =0
dv—pdu=0 '

O campo de Lie-Cartan LC' associado a (5-6) é dado por

LC(u, v, p) = (2 g(uw)p, 2g(w) p*, —f'(u) — ¢'(u) pz).

Como f'(u;) # 0, LC' nao possui singularidade em (ug, vy, p) qualquer que seja
p € P(R). Além disso, de L,(u1, vo, 0) = f'(u1) # 0, pelo Teorema da Funcao
Lp(u(p),li,p)

.D
P (u(p% v,p) essa

Implicita, v = u(p), numa vizinhanca de (u1, vy, 0) e u'(p) =

forma,

u(p) = —%ﬁ +0(p").

Agora, como u = u(p) satisfaz a equacao diferencial (5-7), de dv = p du, temos

dv _ pLy(u(p), v, p)
dp Ly (u(p), v, p)
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Resolvendo o problema de valor inicial

dv _pr(u(p), v, p)

— = , v(0) =00,
dp LU (u(p), v, p)
obtemos 2 o)
g\u1) 3 5
=y — = 0]
v(p) =v — 3 Fan? Tt ("),
concluindo a prova. O

Teorema 5.4. Em uma superficie de revolug¢ao a descri¢do qualitativa das linhas

de Laguerre € a sequinte:

(1) Uma familia de curvas paralelas (u=cte);
(it) As outras duas familias sao definidas no cilindro C = {(u, v) : k{(u)kjy(u) <
0};
(iii) Para (u,v) € OC, temos um comportamento tangencial caso k'|(u) #
0, ky(u) = 0 e k5 (u) # 0 ou temos um tipo cuspide caso kb(u) # 0, kj(u) =0
e kY (u) # 0.

Demonstragao. O item (i) é imediato. Para provar os demais itens precisamos

analisar a equacao
Ky (w) du® + 3 a(u)? ky(u) dv* = 0. (5-7)

Uma breve anélise nos permite ver que, para u(t) nao constante, (5-7) tem solugao
se e somente se, ki (u) ky(u) < 0, o que comprova o segundo item.

Agora, consideremos uy € 0C tal que kj(ug) # 0, k5(up) = 0 e k§(ug) # 0.
Pelo Lema 5.3 o P.V.I.

tem solugao

u(t) = uo + 3 a(uo)? sng(kj (uo)) k5 (uo) 1 + O(t),

) — % T 4 — 1 alw)? K (uo) kg (uo) 43 5.
v(t) = vy + +/sng(k] (uo)) K} (uo) 8 /S0, (w0)) k) (w0) + O(¢°)

Ou seja, temos um comportamento tangencial.
Por fim, consideremos u; € R tal que kb(uy) # 0, kj(u1) = 0 e kY (uq) # 0.
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Aplicando o Lema 5.3 ao problema
U U 2
k() (%)" +3a(u)? K(u) (4)* =0
u(0) = uy )
v(0) = v
obtemos ()2 Ko ()
a\uy)” Fo\U1) o 4
t)=u —3 t O(t
u( ) Uy k’{'(lﬂ) + ( )
a(ur)® ky(u1) 5 5
t) =1v9— 2 t O(t
U( ) Yo k/ll(ul) + ( )
Ou seja, (uq, v9) € um ponto de cuspide. O

Uy,

u,

Figura 5.1: Ilustra¢ao do Teorema 5.4.

Exemplo 5.5. Consideremos o toro de revolugao

T(u, v) = ((R + 1 cos(u)) sen(v), (R +r cos(u)) cos(v), rsen(u)),

onde R > r > 0. Note que a(u) =

R+ 1 cos(u) e b(u) = rsen(u).

Os coeficientes da primeira e da seqgunda forma fundamental sio respecti-

vamente:

E(u> ’U) = T27 F(ua

e(u, v) = —r, f(u,v)=0, g(u,v)=

Desse modo as curvaturas principais sao:

1
ki(u, v) = - ko (u, v) = —

e

v) =0, G(u, v) =

(R + 1 cos(u))?

—(R+1r cos(u)) cos(u).

cos(u)
R+ cos(u)

Consequentemente a equacao das linhas de Laguerre é

3(R+r cos(u))

5 d
du

_(_

cos(u)

R+ r cos(u)

) dudv® =0
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que € equivalente a
sen(u) du dv® = 0.

Note que u(t) = ug (ug constante) é raiz simples e v(t) = vy (vo constante) é
sulucao dupla da equacdo acima. De modo que, num toro de revolucdo, todas as
linhas de Laguerre sao orbitas fechadas. Além disso, esta equacdo possui duas linhas
de singularidades: (0, v) e (7, v). A uniao destas linhas de singularidades é a curva

discriminante, i.e., a curva discriminante do toro de revolugio é ' =11 Uy, onde

I = {((R —r)sen(v), (R —r) cos(v), 0); v € [0, 277]}

Iy = {((R—I—r) sen(v), (R+ 1) cos(v), 0); v € [0, 277]}.

Figura 5.3: Linhas de Laguerre no toro de revolucao.

5.2 Linhas de Laguerre em superficies regradas

Seja v : I — R3 uma curva diferencidvel e seja n : I — R3\ {(0, 0, 0)}
uma aplicagao diferenciavel que a cada u € [ associa um vetor ndo nulo n(u).
Consideremos a familia de retas r, formados por pontos p(v) = y(u)+vn(u), v € R.
O conjunto formado pela uniao de todas as r, é uma superficie S de uma classe

especial que passamos a definir:

Definicao 5.6. Chamamos de superficie regrada a toda superficie S que admite uma

parametrizagao da forma

X (u, v) = v(u) +vn(u), (u, v) € I xR, (5-8)
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onde I é um intervalo aberto da reta e, y: I — R3 en: 1 — R3\ {(0, 0, 0)} sdo

aplicacoes diferencidveis.
Cada reta r, é chamada uma geratriz e a curva o de uma diretriz de S.

Proposicao 5.7. A equacao das linhas de Laguerre em uma superficie regrada tem

a forma
du{[e,—2 (T} + fT3)] du*+3[e, —2(eT},+ fT%)] dudv—6 fT'1, dv*} = 0. (5-9)

Demonstragao. Basta observar que X,, = 0 e que, portanto, g = (X,,, N) = 0,
onde N é a aplicagao normal de Gauss da superficie. Em seguida é s6 aplicar a

Proposigao 3.4. O
Corolario 5.8. Numa superficie regrada as geratrizes sao linhas de Laguerre.

Demonstragao. Segue da equagdo (5-9) que as retas u constante sao linhas de

Laguerre numa superficie regrada. ([

Exemplo 5.9. (Cilindro) Quando o trago de~y estd contido em um plano 7 en € uma
dire¢ao fiza nao paralela a w, chamamos S de cilindro. Digamos que n(u) = p, u € I.
Dai,

X(u, v) =~y(u) +vp.

Assim, um cilindro é uma superficie regrada.

Exemplo 5.10. (Cone) Sejam 7 um plano em R® e P um ponto ndo pertencente a

7. Consideremos vy : I —m en: I —R3\ {(0, 0, 0)} dada por:
n(u) =P —~v(u), u € I.
A superficie regrada C, parametrizada por
X(u, v) =v(u) +vn(u), (u,v) € I xR,

¢ denominada cone. Como podemos, sempre, tomar P = (0, 0, 0), podemos reescre-

ver a parametriza¢ao do cone como segue:
X(u, v) =vvy(u), (u,v) €l xR. (5-10)

Proposicao 5.11. A equacao diferencial das linhas de Laguerre num cilindro €

GE,—2FF,\  ,
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Ou seja, num cilindro S qualquer, fora do conjunto de pontos singulares as unicas

direcoes de Laguerre sao as das geratrizes.

Demonstragio. Consideremos v(u) = (z(u), y(u), 0) e n(u) = (a, b, ¢) ndo paralelo

ao plano zy. Assim, f = g = 0. Dai

Az =g, = 2(fT5 +gT3) =0,
Ay =g, —2(fTl+90%) =0
A =e,—2(el}y+ fT%) =e, —2eTq,,
Ay=e,—2(eT} + fT}) =e, —2el},.

Como, X,, =+ nao depende de v e X, = (0,0,0), temos

Desse modo, temos

o GE,—FGy _
Al =e,—2e BB FT = 0,

_ GE,~2F Fy+F By _ GE,~2FF,
Ag=¢e,—2e¢ S G2 =e, —2e SEGF)
O resultado segue da Proposicao 3.4. O

Corolario 5.12. Em um cilindro reto a equagao (5-11) tem a forma

K, (v) du® = 0, (5-12)

onde ky(u) = ki(u, v) = 2((2’ l;)) ¢ a curvatura normal na diregio v'(u).

Demonstra¢do. Em um cilindro reto,

F = (X, X,) = (4, p) = 0.

Dali,
GFE,—2FF E. en D —ek d re
‘ EG-F ~“°E E? du \E !
Como E = ||7/||> > 0, segue que a equacao diferencial das linhas de Laguerre em
um cilindro reto é (5-12). O

Do corolario acima, vemos que, as geratrizes em que &k} muda de sinal,
num cilindro reto, sao linhas de singularidade da equacao diferencial das linhas de

Laguerre.
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Proposicao 5.13. A equacgdo diferencial das linhas de Laguerre em um cone é
du*{ (e = 2€T},) du+ 3 (e, — 2¢Ty) dof = 0. (5-13)
Demonstragao. De (5-10), temos

Xw="° e X,, =0.

Dai
f=Xuw, N)=0 e g=(Xy, N)=0.
Assim
Ag=re,—2(el}, + fT3%) =e, —2el},,
= _261—1%27

Ay =g, —2(fT{, +9T%,
A3:gv_2

( 1)
Al =e, —2(elfy + fTT,)
( )
(fTh +9T3,)

Entao, pela Proposigao 3.4, a equagao das linhas de Laguerre num cone é (5-13). O

5.3 Linhas de Laguerre nas superficies quadricas

O conjunto dos pontos do R? que satisfazem a equacao de segundo grau em
x, Yy, z€R:

a9x2+a8y2+a7z2+a6xy+a51:z+a4yz+a3x+a2y+alz+ao:0,

com coeficientes a; reais onde pelo menos um dos coeficientes de grau dois ¢ nao nulo,
pode ser um ponto, o vazio ou uma superficie quédrica. Nesta se¢ao analisaremos
a configuracao das linhas de Laguerre em superficies quadricas e mostraremos que,
com excecao do cone circular; nos cilindros e no cone as linhas de Laguerre sao as
linhas assintéticas e que nas demais quadricas a equagao das linhas de Laguerre em

uma carta local (u, v), tem a forma
(edu® + 2 f dudv + gdv?) (K, du+ K, dv) = 0,

onde K é a curvatura Gaussiana e, K, e K, sao as derivadas de K com relagdo a u

e v respectivamente.
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5.3.1 Linhas de Laguerre no paraboloide

Consideremos o paraboloide parametrizado por
X(u, v) = (u, v, av® + bv?), (5-14)

onde a, b sao constantes nao nulas e (u, v) € R% Caso, ab > 0 temos o paraboloide

eliptico e caso ab < 0 o hiperbolico.

Lema 5.14. A equagao diferencial das curvas de niveis da curvatura Gaussiana em

um paraboloide qualquer, €
a>udu+ b vdv = 0.

Demonstracao. Temos

_ 2a —_ — 2b

€= 4(a2u?+b2v2)+1’ f 0, g \/A(a2u2+b202)+1’

E=4a’u®+1, F=4abuv, G=4bv>+1.
Assim,

B dab
(4a2u? + 40202 + 1)
e dai
64 a®b 64 ab?
_[(u(u7 'U) = — abu e _[(v(’LL7 U) = — ki

(4 a?u? + 40?02 4 1)? (4a?u? + 4b%v% +1)%’

de modo que, a equagao diferencial das curvas de niveis da K é

64ab 9 9
_ d b*vdv) =
(4a2u2+4b2v2+1)2(a wau o v) 0

que equivale a
a*udu+ b vdv = 0.

O

Proposicao 5.15. A equacao diferencial das linhas de Laguerre num paraboloide

parametrizado por (5-14) é

(edu® +2 fdudv + gdv®)(a* udu + b*vdv) = 0. (5-15)
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Demonstracio. Aplicando o Corolério 3.6, obtemos:

Ao(u, v) = _(4a2uz+21§§§z+1)3/2’
A(u, v) = _(4a2uszle§ZZ+1)3/2’
As(u, v) = _(4a2u2i222:2+1)3/2’
AS(“; U) _ 24 b3v

(4 a2u2+4b2024+1)%/2"
Logo, a equacao das linhas de Laguerre num paraboloide qualquer é

24 (
(4a2u? + 4202 + 1)%?

aAudu® + ab*v dudv + a*budu dv® + b dv3) =0

de onde, aplicando o Lema 5.14, obtemos (5-15) sem muita dificuldade. O

Proposicao 5.16. As linhas de Laguerre no paraboloide eliptico consiste de uma

unica folheagdo correspondente a familia de curvas fechadas dadas por
e(t) = (\/Eab cos(t), vea?sen(t), a? b? c(a? cos?(t) + sen2(t>)), (5-16)

onde t € R e o pardmetro ¢ € real nao negativo (Ver Figura 5.4).

Demonstraciao. Como, no paraboloide eliptico, todos os pontos sao elipticos, igual-
dade
edu® +2 fdudv+ gdv? =0,

somente se verifica se du = dv = 0. J& a equagao
audu+b*vdv =0, (5-17)
tem por solucao as elipses dadas por

Fe(t) = (x/Eab cos(t), vea? sen(t)),

onde ¢ é um parametro real nio negativo. Como,
X(3:(t) = (\/Eab cos(t), vea?sen(t), a® b c(a® cos?(t) + senz(t))) = 7.(t),

a prova esta concluida. O

Da Proposigao 5.16 segue que as curvas de Laguerre no paraboloide eliptico

sao exatamente as curvas de nivel da curvatura Gaussiana.

Proposicao 5.17. As linhas de Laguerre de um paraboloide hiperbdlico, além de

conterem as curvas . dadas em (5-16) ainda possui mais duas folheagoes formadas
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\ \\\_4 _‘ﬂs
N
N\

(a) Paraboloide (b) Paraboloide hiperbdlico.
eliptico.

Figura 5.4: Linhas de Laguerre em um paraboloide.

pelas retas dadas por

rE(t) = (t,di,/—%t,bd%zbd,/—%t), (5-18)

onde t € R e o pardmetro d é um real qualquer.

Demonstragao. Como ab < 0, a equagao (5.3.1) tem por solugao as retas

FE(L) = (t, diﬂ—%t) ,
com d real qualquer. Temos

X(fc:it(t)) = (tad:l: \/—%t,at2—|—b(di —%t)2>
= (td£ /Tt bd>£2bd/—Ct).

Ou seja,
X (73 (1) =rz(t),

qualquer que seja t real e isso conclui a prova. O

Da proposigao acima segue que, no paraboloide hiperbdlico temos trés
folheagoes das linhas de Laguerre, a saber: uma familia de érbitas fechadas que
sao as curvas de niveis da curvatura Gaussiana e mais as geratrizes que sao as linhas

assintoticas.

5.3.2 Linhas de Laguerre no hiperboloide

Temos o hiperboloide de uma folha, cuja equagao na forma candnica é

56'2 y2 22

a? b2 2
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e o hiperboloide de duas folhas que pode ser escrito, na forma canénica, como

2?2 2 22
a? b2 2

Consideremos as parametrizagoes

4 u?  v?

X*(u, v) = | u, v, £c ¥+b_2_1 . (u,v) el, (5-19)
onde U = {(u, v) € R?: Z—; + Z—; —-1> 0} , para o hiperboloide de uma folha e as
parametrizacoes

u? w2
Y*(u, v) = | u, v, £cy/ = + L) (u, v) € R? (5-20)
a

para o de duas folhas.

Em todos os resultados desta secao utilzamos as parametrizagoes dadas por
(5-19) e (5-20).

Lema 5.18. A equacdo diferencial das curvas de nivel da curvatura Gaussiana num

hiperboloide qualquer é
b'(a* + ) udu+a* (b + ) vdv = 0. (5-21)

Demonstragao. Seja, K a curvatura Gaussiana do hiperboloide de i folhas i = 1, 2.
e sejam
wé =Kldu+ Kidv=0, i=1,?2,

as respectivas equagoes de suas curvas de nivel. Como

Kl — _ ab b8 c2 (a?+c?)u e K2 — ab b6 2
[b* (a2+¢2) u24a4 (b24c2) v2—at b4]2 [b* (a2+c?) u2+a? (b2+¢2) v2+at b4]2 ’
temos
Kl — 4a%b'0 ¢ (a®+c?)u Kl — 40000 ¢ (B2 +c2)v
U bt (a2 +c2) u2+at (b2+c?) v2—at b4]3 ) v T bt (a2 +c2) u2+at (b2+c?) v2—at b4]3 )
K2 — 4a%b'0 ¢? (a®+c)u K2 — 4a'080 (b2 +c2) v

U T bt (a2+c2) u2+at (b24c2) v2+at 643 v T bt (a2+¢2) u2+at (b24c2) v2+at 643
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Dai

61,6 .2
wh = 7 (a2+62)u2:4 1(>b2c+02)v27a4 o (b (a2 + ) udu + a* (b + ) vdv],

a6 602
wg = — T (a2+02)u2ia4 ?b2+c2)v2+a4 7 [b4(a® + ) udu + a* (B + ) v dv].

Logo, wi, = 0 se, e somente se,
b'(a® + ) udu+a* (b + ) vdv = 0.

O

Proposicao 5.19. (Odenal, B, [35]) As curvas de nivel da curvatura Gaussiana
no hiperboloide de uma folha, para a > b > 0 e ¢ > 0 possui duas singularidades
tipo sela em (0, £b, 0) e dois centros em (£a, 0, 0). As duas selas estao conectadas
por suas separatrizes que sao as curvas de nivel K, = K(0, £b, 0) = —% onde K

atinge seu minimo.

Para uma prova da Proposicao 5.19 pode-se consultar [35]. Para uma

ilustragao veja a Figura 5.5.

I
(a) Hiperboloide de (b) Hiperboloide de
uma folha. duas folha.

Figura 5.5: Curvas de nivel da curvatura Gaussiana no hi-
perboloide.

Proposigao 5.20. As curvas de nivel da curvatura Gaussiana no hiperboloide de
duas folhas, possui duas singularidades do tipo centro em (0, 0, £¢) correspondentes
a pontos de mdximo da K. Todas as drbitas requlares sdo curvas fechadas circun-

dando os dois centros.

Demonstragao. Do Lema 5.18 segue que a projecao das curvas de nivel da curvatura
Gaussiana no plano uv é a familia de elipses b*(a? + ¢®)u? + a*(b* + ?)v? = k, onde

k € um parametro real. Disto segue a Proposicao. O



5.3 Linhas de Laguerre nas superficies quadricas 124

Proposicao 5.21. As curvas de nivel da curvatura Gaussiana no hiperboloide de

revolucao, de uma folha possui uma linha de singularidades que € o circulo

e todas as curvas regulares sao circulos. O hiperboloide de revolucao de duas folhas,
possui as mesmas duas singularidades do caso a > b com a tinica diferenca que, no

de revolucgao, as orbitas da wg = 0 sao circulos.

Demonstragao. Fazendo b = a em (5-21) obtemos
a*(a® + ) (udu + v dv) = 0.

Assim, as orbitas regulares no de uma folha sdo interseccao do hiperboloide com a

familia de cilindros C,, tal que
O = {(u, v, 2) €RS: w407 = ),

com 7 > a, e no de duas folhas com r > 0. Como o circulo

esta contido na fronteira de U nao é possivel detectar a linha de singularidade no de

uma folha, através da parametrizagao (5-19). Parametrizando o de uma folha por
X(u, v) = (a cosh(u) cos(v),b cosh(u) sen(v), csenh(u)), (u, v) € R x (0, 27),
a equagao diferencial das curvas de nivel da K toma a forma
senh(u) du = 0,

e portanto, u = 0 ¢é uma singularide de wg = 0. Como, X(0,v) =

(a cos(v), asen(v), 0) segue que o circulo de raio @ é¢ uma linha de singularidades. O
Proposicao 5.22. A equagdo das linhas de Laguerre num hiperboloide é
II'ws, =0,i=1,2,

onde II' é a sequnda forma fundamental, wi, = Kidu + Kidv e K' é a curvatura

Gaussiana do hiperboloide de i folhas.
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(a) Hiperboloide de (b) Hiperboloide de
uma folha. duas folha.

Figura 5.6: Curvas de nivel da K num hiperboldide de revo-
lugao.

Demonstracao. Temos

2 2
I = ic\/[b‘l(a? + 2)u? + a*(b? + 2)v? — at b4] (Z_Q + % - 1) wy,

2 2
II* = +c \/[b4(a2 + 2)u2 + a*(B? + 2)v? + a b4] (% + Z_Z + 1) wo,

onde
w, = (b* —v?) du® + 2uvdudv + (a* — u?) dv?,

wy = (b* +v?) du® — 2uvdudv + (a® + u?) dv*.

Aplicando o Corolério 3.6, obtemos que, para o hiperboloide de uma folha a equagao

diferencial das linhas de Laguerre é

[a*b" — b (a® + ) v — a* (b* + ) v*] wiwg =0 (5-22)
e para o de duas folhas

[a' b +b* (a® + ) u® + a* (b + ) v*] wowf, = 0. (5-23)

Como, IT'w} = 0 equivale a (5-22) e IT*w? = 0 equivale a (5-23) a prova esta

concluida. O

Corolario 5.23. As linhas de Laguerre num hiperboloide de duas folhas possui
somente uma folheagdo que sdo as curvas de nivel da K e no de uma folha possuem
trés folheagoes: uma formada pelas curvas de nivel da curvatura Gaussiana e duas

pelas linhas assintdticas.
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(b) Caso a =b.

Figura 5.7: Linhas de Laguerre no hiperboldide de uma folha.

5.3.3 Linhas de Laguerre no elipsoide

O elipsoide ¢é a quadrica cuja equagao cartesiana é

.I2 y2 2,2

; + b_2 + 0_2 =1.
Quando um elipsoide tem dois eixos do mesmo tamanho e um diferente ele é chamado
de biaxial e quando tem trés eixos de tamanhos distintos o chamamos de triaxial ou

escaleno.

Proposicao 5.24. As linhas de Laguerre no elipsoide biaxial sdo circulos fechados
com centro no eizo diferente. Além disso o circulo de maior raio é uma linha de

singularidades da equacdo diferencial das linhas de Laguerre.

Demonstragao. O elipsoide

pode ser parametrizado por

X(u, v) = (r cos(u) cos(v), r cos(u) sen(v), csen(u)),

s
2
nesta parametrizacgao, é

com u € (—%, ) ev € (0, 2m). Pelo Lema 5.1, a equagao das linhas de Laguerre,

du <(a'(u)2 U (0)2) K, (u) du® + 3 a(u)? K (w) va) —0,

onde

a(u) = rcos(u), b(u) = esen(u), ki(u) =
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Como
el v) = ot B v) = (&~ 1) cos(w) + 1%
TC 2 u
glu, ) = S Glu, v) = cos(u)?r?,
segue que

(u)? + b'(u)? K} (u) du® + 3 a(u)? Ky (u) dv? = ?ET;(C QTXCZS(“);:I;()") (du® + cos?(u) dv?)
Como

du® + cos®(u) dv?

nao se anula, a equagao diferencial das Linhas de Laguerre equivale a

sen(u) du = 0.

(5-24)
Consequentemente, as linhas de Laguerre, no elipsoide biaxial, sao os circulo corres-

pondentes aos seguimentos u constante, sendo v = 0 uma linha de singularidade. [

(0,0, ¢)

(0,0, =€)

Figura 5.8: Linhas de Laguerre em um elipsoide biazial

Passaremos a analisar, agora, o elipsoide triaxial

2 2

z
Ea,b,c:{(x7y7 )ERS a2 Z_—i_—g:l}a
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com a > b > c > 0. Sabemos que, E, ;. pode ser parametrizado por
| M (u, v, a2 M (u, v, b2 M (u, v, ¢?)

5-25

( W (a, b c) W (b, a, c) W(e, a, ) ) ( )

M(u, v, w) = w(w—u)(w—v), W(r, s, t) = (r*—s*)(r*—t*),u € (%, b*) e v € (V*, a?).

com

Lema 5.25. Na parametriza¢io (5-25), a equagao diferencial das curvas de nivel

da curvatura Gaussiana em Eqp . €

vdu + udv =0,
‘ b
abce
II =+ h(u) dv? — h(v) du®
1 fuvh(u)h(v)( (u) dv” — h(v) du®),
onde

h(t) = (a* = t)(b* — t)(c* —1).

Demonstragao. Os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental sao

I (u—v)u 1 (u—w)w
E = - —— F — = ——
(u, v) 1 hw (u, v) =0, G(u,v) 1 hw
1 abe(u — v) lLabe(v—u)
=4 — 7 =0 =t-—7
Assim,
K (u, v) = e(u, v) g(u, v) _ a®b? c?
’ E(u, v)G(u,v)  wu?v?’
Dai 2a%b? 2a%b? ?
Ke=——=mm e lh="=75
e portanto
wg=0 < vdu+udv=0.
Por fim,
[T = cdu?+2 fdudv+ gdv? — +— ¢ (h(u) dv? — h(v) du?)
4 \/uvh(u) h(v) ’
concluindo a prova. O

Proposicao 5.26. As linhas de Laguerre em E,;. sio as curvas de nivel da

curvatura Gaussiana.
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Demonstrag¢ao. Da demonstracao do Lema 5.25, temos

e(u, v) abce abc

k1 (u, U):E(u, v):u\/ﬁ e ky(u, U):U\/m.

Pela Corolario 3.5, a equagao diferencial das linhas de Laguerre é

8k1 8k1 8/472 8k’Q
E|=—du®+3=—du*dv G | 3 == dudv? dvd ) = 0.
(8u oG M > * ( Du 0
Como
B (% du® + 3% da?dv) = LU (<8 _ebedud — § Cebe i dv)
_ abe(u—v) du?
= 9= W(%d“JF%dU)
(]
G (3% dude? + %2 dv?) = —L e (-8 abe guay — 3 ehe av?)
_ abe(u—v) do?

a equagao diferencial das linhas de Laguerre pode ser escrita como
3abc(u—v) [ dv du

= d d =

e (i i) (s ) =

Ou, equivalentemente,

= —————— (h(u) dv® — h(v) du®) (vdu+ udv) = 0.

Como
1 abc(u—v)

4 h(u) h(v) Vuo

nao se anula em nenhum ponto de E, ., segue que a equagao diferencial das linhas

(h(u) dv® — h(v) du®) = I1

de Laguerre equivale a

wag = 0,
como queriamos mostrar. O

Proposicao 5.27. A equagao diferencial das linhas de Laguerre no E,p . possui

duas singularidades do tipo sela e quatro do tipo centro.

Demonstragao. Consideremos as parametrizagoes

2 2 2 2
XE(y,2) = (:I:a“l—:Z—2 ZQ,y, >,Comz;—2+z_<1
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2

a? 2’ a2 2

2 2 2
Yﬂx,z)-(m,ib 1= Z—z),comw—+z—<1,

xz P 22 2
Zi(xay):<xvyaj:c 1—¥—§>,com¥+b—2<1,

A equagao diferencial das curvas de nivel da curvatura Gaussiana na parametrizagao
X*teé
w, = (b* —a®) tydy+ (> —a*)b*zdz =0

na parametrizacio Y+ é

w, = (a®> = bt rdr+ (2 —b*)a* zdz = 0
e na parametrizacao Z* é

w, = (a®> — ) btadr + (b — ) a*ydy = 0.

Agora observemos que, w, e w, possuem cada uma, uma singularidade do tipo centro
que resultam em quatro centros no elipsoide. J& w, possui uma singularidade do tipo

sela que resulta em duas selas no elipsoide. O

Corolario 5.28. As curvas integrais das linhas de Laguerre em um elipsoide triaxial

sao as da Figura 5.9.

(—a, 0,0)4

(0,0, —¢)

Figura 5.9: Linhas de Laguerre em um elipsoide triazial.

Demonstragao. Da demonstragao da Proposicao 5.27,
X*%(0,0) = (£a, 0,0) e Z£(0,0) = (0,0,%¢)
sao singularidades do tipo centro e,
Y£(0,0) = (0,%b,0)

sao selas. O restante da prova segue por simetria. O
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5.3.4 Linhas de Laguerre nos Cilindros

Existem quatro tipos de cilindros que sao quadricas: o cilindro parabélico,

o eliptico, o circular e o hiperbdlico. Suas equagoes cartesianas sao

2 2 2 2
x x
y:ax2,5+g;—2=1,x2+y2:r2 ea——y—zl,

respectivamente, sendo ab # 0, r > 0.

Podemos parametrizar

(i) o parabolico por
X(u, v) = (u, au?, v), (u, v) € R?;
(ii) o eliptico por
X(u, v) = (acos(u), bsen(u), v), (u, v) € (0, 27) x R;
(iii) o circular por
X(u, v) = (rcos(u), rsen(u), v), (u, v) € (0, 27) X R;
(iv) o hiperbélico por

X_(u, v) = ( — acosh(u), bsenh(u), v), (u, v) € R?,
Xi(u, v) = (a cosh(u), bsenh(u), U), (u, v) € R%

Como se tratam de cilindros retos, pelo Corolério 5.12, a equacao diferencial das

linhas de Laguerre em qualquer dos cilindros acima é
K (u) du® = 0,

onde ki = £.

No cilindro parabdlico

40a3u

K(u) = ———
1) (4a2u? +1)*?

e, portanto, ha uma linha de singularidades da equagao diferencial que é u = 0.

No cilindro eliptico

_ Sab (a* — b?) cos(u) sen(u)

(a? sen?(u) 4 b2 cos?(u))*/?

I{?l (U)
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Figura 5.10: Linhas de Laguerre num cilindro parabolico.

Logo, a equagao diferencial das linhas de Laguerre, no cilindro eliptico, possui quatro

linhas de singularidades que sao as retas: u =0, v =+5 e u =T.

Figura 5.11: Linhas de Laguerre num cilindro eliptico.

No cilindro circular

e daf toda diregao é direcao de Laguerre no cilindro circular.

No cilindro hiperbdlico

5ab(a*+ b*) cosh(u)senh(u)

k() = - : :
(a2 (cosh(u))” + b2 (cosh(u))” — a?)

3/2°

Entao a equagao diferencial possui uma linha de singularidades, u = 0.

g —

|~ ‘\ \\
~——_
// —

L—
Figura 5.12: Linhas de Laguerre num cilindro hiperbdlico.
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5.3.5 Linhas de Laguerre nos Cones
S6 existem dois cones que sao quadricas: o cone circular e o eliptico com
parametrizacoes

X(u, v) = (rv cos(u), rvsen(u),v) e Y(u, v) = (av cos(u), bvsen(u),v),

respectivamente, para (u, v) € (0, 27) X R, sendo a > b > 0. Da Proposi¢ao 5.13 a

equacao diferencial das linhas de Laguerre em qualquer deles é
duQ{(eu — Zth) du+3 (ev — QeF%Q) dv} =0.

No cone eliptico

€y — 2 BF%I = — 3ab (a®—b%)v2 cos(u) sen(u) ’

((cos2 (u)—b2—1) a2—b? cos? (u)) \/71)2 ((cos2 (u)—b%2—1) a?—b? cos? (u))

v_2 Fl — abv )
‘ e \/—vz((cos2(u)—b2—l)a2—b2cosz(u))

(5-26)

Assim, no conte eliptico,
(eu — 2@1“}1) du+ 3 (ev — Qer) dv =10

equivale a

3ab(a® — b*)vcos(u)sen(u)
— d bdv = 0.
(cos?(u) — b* — 1) a® — b? cos?(u) o abdy

Resolvendo a equagao acima, obtemos

Cc

(2 (cos(2u) — 1 — 202) a2 — 212 cos(2u) — 212)*

v =

Como,
2 (cos(2u) — 1 —2b?) a* — 2b% cos(2u) — 2b* < 0,

as linhas de Laguerre no cone eliptico sao somente as geratrizes.
Fazendo a = b = r, em (5-26), obtemos
ey —2el}; =0

e, —2elt, = —4—

v2 (r2+1) .
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Entao, a equagao diferencial das linhas de Laguerre no cone circular é
2 —
vdu®dv = 0.
Dessa forma, as linhas de Laguerre, no cone circular, sdo as geratrizes e os circulos
X (u, v9) = (7“ vo cos(u), 7 vgsen(u), vo), u e (0,2m)

para cada vy # 0, fixo.

(a) Cone eliptico. (b) Cone circular.

Figura 5.13: Linhas de Laguerre em um cone quddrico.

5.3.6 A equacgao diferencial das linhas de Laguerre em uma
quadrica

Reunindo todos os resultados obtidos nas se¢oes anteriores sobre quadricas

obtemos o Teorema 5.29 a seguir.

Teorema 5.29. Com excecio do cone circular, a equacdo das linhas de Laguerre

numa quddrica, em uma carta local (u, v), tem uma das sequintes formas:

(i) (edu® +2 f dudv + g dv?)(K, du + K, dv) = 0;
(ii) edu?® 4+ 2 f dudv + g dv* = 0;
(v) K,du+ K,dv=0;

onde e, f e g s@o os coeficientes da sequnda forma fundamental e, K, e K, sdao as

derivadas da curvatura Gaussiana com relacdo a u e v respectivamente.

5.4 Problema inverso para linhas de Laguerre

O problema inverso para linhas de Laguerre é o seguinte: “Dada uma curva

~ em R3 existe uma superficie M em R? tendo v como linha de Laguerre?”
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O teorema seguinte nos diz que existe uma superficie regrada que tem esta

curva como linha de Laguerre.

Teorema 5.30. Seja v uma curva reqular de R3 parametrizada por comprimento
de arco, com curvatura k > 0, tor¢ao 7 e triedro de Frenet {t, n, b}. Entao vy é uma

curva reqular de Laguerre da superficie M parametrizada por
X (u, v) =7(u) + v (cos(a(u)) n(u) + sen(a(u)) b(u)) (5-27)
se, e sd se, a(u) satisfizer a equagao diferencial

—3k(u) cos(a(u))a'(u) + 2 k(u) 7(u) cos(a(u)) — k' (u) sen(a(u)) =0

d"(u) — 7' (u) — k*(u) cos(a(u))sen(a(u)) # 0.

Demonstracio. Seja N a aplicagdo normal de Gauss de X. Dai
N(u, 0) = —sen(a(u)) n(u) + cos(a(u)) b(u).
Os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental, em pontos de ~y, sdo:
E(u,0)=1, F(u, 0) =0, G(u, 0) =1,

e(u, 0) = —k(u) sen(a(u)), f(u, 0) = d'(u) — 7(u) e g(u, 0) =0,

respectivamente. Com alguns célculos obtemos

Ao(u, 0) = =3 k(u) cos(a(u)) a’'(u) + 2 k(u) 7(u) cos(a(u)) — k' (u) sen(a(u))

Ay(u, 0) = a”"(u) — 7' (u) — k*(u) cos(a(u))sen(a(u)).

Sabemos que Ay(u, 0) = 2k/,(u) — 27,4(u) ky(u) de modo que v serd uma linha de

Laguerre de (5-27) se, e s0 se, a(u) satisfizer a equagao
—3k(u) cos(a(u))a'(u) + 2 k(u) 7(u) cos(a(u)) — k' (u) sen(a(u)) = 0.

Por fim, a condigao de regularidade é A;(u, 0) # 0. O



Contribuicoes e perspectivas de trabalhos futuros

As contribuigoes deste trabalho so:

e Prova do Teorema 1.66.
e Descricao do comportamento qualitativo genérico local para as equacoes da

forma
Im[(a + ib)(du + idv)?] = 0.

e Classificacao das singularidades, genéricas, no infinito para as equagoes da

forma
Im|[(a + ib)(du + idv)?] = 0.
e A classificagdo global da configuracao de equacoes da forma
Im[(a + ib)(du + idv)?] = 0,

para o caso particular em que a(u,v) = au + agv, b(u,v) = byu + byv sendo
aj, bj € R.

e Deducao de uma expressao para a derivada da aplicagao de primeiro retorno
para um arco de uma 6rbita e para uma Orbita fechada, tanto para as equacoes
da forma Im[(a + ib)(du + idv)3] = 0, como para as equagoes diferencias das
linhas de Laguerre.

e Estudo das singularidades da equacao diferencial das linhas de Laguerre para
o caso particular em que o campo de Lie-Cartan possui duas ou quatro
singularidades, sendo uma para p = 0 e a outra no infinito.

e Prova de que o conjunto de superficies I’ da Defini¢do 4.14 é aberto no conjunto
X" das superficies compactas e orientaveis.

e Prova de que todo elemento de II' é C"-Laguerre estruturalmente estével.

e Descricao das linhas de Laguerre em superficies de revolugao, em superficies

regradas e em superficies quadricas.

Perspectivas futuras:

e (lassificagao global da configuracao de equagoes da forma
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Im[(a + b)(du + idv)®] = 0.
Estudar o6rbitas regulares peridédicas no infinito das equacgoes
Im[(a + ib) (du + idv)3] = 0.

Investigar quais problemas da Geometria, da Mecanica ou de outra area da
ciéncia, estao relacionados com a equacao Im[(a + ib)(du + idv)?] = 0.
Classificacao completa das singularidades das equagoes das linhas de Laguerre.
Estudo de recorréncias para linhas de Laguerre.

Responder a questao: O conjunto I’ é denso no conjunto X7

Responder a questao: Todo elemento de X", C"-Laguerre estruturalmente

estavel, pertence & 127
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