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Resumo

Esta tese investiga a influéncia da dispersdo de quarta ordem na formagdo de estados
localizados e na quebra espontanea de simetria em sistemas descritos pela Equacdo de Schro-
dinger Nao Linear Generalizada. Inicialmente, foi analisado um modelo contendo dispersao
de segunda e quarta ordem, na auséncia de potencial externo e ndo linearidade defocalizante
espacialmente modulada, com o objetivo de determinar a existéncia e a estabilidade de estados
estaciondrios fundamentais e excitados. Em seguida, foi estudado um sistema com potencial de
poco duplo e ndo linearidade atrativa, visando compreender a influéncia da dispersao de quarta
ordem sobre os diagramas de bifurcagdo e o fendmeno de quebra espontinea de simetria. As
solugdes estaciondrias foram obtidas por meio do método de propagacdo em tempo imaginério,
empregando o procedimento de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para a obtenc¢ao dos estados
excitados, enquanto a estabilidade dinamica foi investigada por propaga¢do em tempo real uti-
lizando o método Split-Step Fourier. Os resultados mostram que a dispersdo de quarta ordem
modifica significativamente as propriedades dos estados localizados, influenciando sua ampli-
tude, largura espacial e regides de estabilidade. Além disso, verificou-se que esse termo altera
o comportamento dos diagramas de bifurcacdo, deslocando os limiares para a ocorréncia da
quebra espontanea de simetria e favorecendo a estabilizacao de solugdes em determinados regi-
mes de parametros. Esses resultados contribuem para uma melhor compreensao dos efeitos da
dispersdao de alta ordem em sistemas Opticos ndo lineares e podem contribuir para o desenvol-
vimento de dispositivos fotonicos baseados no controle de estados localizados e de fendmenos
de quebra de simetria.

Palavras-chave: equagdo de Schrodinger ndo linear generalizada; dispersdo de quarta or-
dem; estados localizados; quebra espontanea de simetria; estabilidade dinamica; método Split-

Step Fourier.
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Abstrct

This thesis investigates the role of fourth-order dispersion in the formation of localized
states and spontaneous symmetry breaking in systems described by the Generalized Nonlinear
Schrodinger Equation. Initially, a model including second- and fourth-order dispersion, in the
absence of an external potential, and a spatially modulated defocusing nonlinearity was analy-
zed to determine the existence and dynamical stability of fundamental and excited stationary
states. Subsequently, a double-well potential with attractive nonlinearity was considered to
examine the influence of fourth-order dispersion on bifurcation diagrams and the spontaneous
symmetry-breaking phenomenon. Stationary solutions were obtained using the imaginary-time
propagation method, while excited states were obtained using the Gram—Schmidt orthogonali-
zation procedure. Their dynamical stability was investigated by real-time propagation using the
Split-Step Fourier method. The results show that fourth-order dispersion significantly modifies
the properties of localized states, affecting their peak amplitude, spatial width, and stability re-
gions. Furthermore, it alters the bifurcation structure by shifting the thresholds for spontaneous
symmetry breaking and promoting the stabilization of localized solutions within specific para-
meter regimes. These findings contribute to a deeper understanding of higher-order dispersion
effects in nonlinear optical systems and may provide valuable insights for the design of photonic
devices based on the control of localized states and symmetry-breaking phenomena.

Keywords: Generalized Nonlinear Schrodinger Equation; fourth-order dispersion; loca-

lized states; spontaneous symmetry breaking; dynamical stability; Split-Step Fourier method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Optica nio linear e o desenvolvimento das fibras épticas

A O6ptica ndo linear consolidou-se, nas ultimas décadas, como uma das dreas mais im-
portantes da Fisica moderna, impulsionada pelo desenvolvimento dos lasers de alta poténcia e
pelos avancos na tecnologia de fibras Opticas. Esses progressos revolucionaram as telecomuni-
cacoes, viabilizando a transmissdo de informacdes em altas velocidades e por longas distincias
com baixas perdas, além de impulsionarem aplicacdes em sensores Opticos, processamento de
sinais, fotOnica integrada e diversas outras tecnologias baseadas na propagacdo da luz. Nesse
contexto, as fibras Opticas passaram a desempenhar nao apenas um papel tecnoldgico, mas tam-
bém cientifico, consolidando-se como uma das principais plataformas para o estudo da interagao
entre a radiacdo eletromagnética e os meios materiais.

Do ponto de vista tedrico, a propagagdo da luz em fibras opticas € descrita pelas equa-
coes de Maxwell, que constituem o fundamento da teoria cldssica do eletromagnetismo, con-
forme apresentado por Jackson e Haus [1, 2]. Em meios dielétricos submetidos a campos Op-
ticos de baixa intensidade, a resposta do material pode ser considerada linear, de modo que a
polarizacdo elétrica é proporcional ao campo elétrico aplicado. Entretanto, quando a intensi-
dade luminosa aumenta, como ocorre em sistemas laser de alta poténcia ou na propagacdo de
pulsos ultracurtos, essa aproximagao deixa de ser vélida. Nessa situagao, a polarizagdo do meio
passa a depender também de poténcias superiores do campo elétrico, caracterizando o regime
da 6ptica ndo linear.

Os principais fundamentos desse regime foram estabelecidos e sistematizados por Shen

[3], Boyd [4] e Butcher e Cotter [5], cujas obras descrevem de forma abrangente os mecanis-



mos fisicos responsaveis pelos efeitos ndo lineares observados em meios dielétricos. Entre esses
fendmenos destacam-se a automodulacdo de fase, a mistura de quatro ondas, o espalhamento
Raman estimulado e a instabilidade modulacional, todos resultantes da resposta nio linear do
meio ao campo eletromagnético incidente. Em fibras dpticas, tais efeitos tornam-se particular-
mente relevantes devido ao forte confinamento espacial da luz, que aumenta significativamente
a interagdo entre o campo Optico e o material, permitindo a observacao de fendmenos ndo line-
ares mesmo para poténcias relativamente moderadas.

O desenvolvimento da teoria da propagacdo de pulsos em fibras dpticas mostrou que
a dinadmica desses sistemas pode ser descrita por uma equacao de envelope obtida a partir das
equagdes de Maxwell sob a aproximacdo da envoltdria lentamente variante. Como demonstrado
por Agrawal [6], essa aproximacdo conduz a Equacdo de Schrodinger Nao Linear (ESNL),
internacionalmente conhecida como Nonlinear Schrodinger Equation (NLSE). Ao reunir, em
uma tnica equacao, os principais mecanismos responsaveis pela evolucdo de pulsos 6pticos em
meios ndo lineares, a ESNL tornou-se um dos modelos matematicos mais importantes da optica
moderna, servindo como base para a investigacdo de uma ampla variedade de fendmenos fisicos

em fibras dpticas e em outros sistemas nao lineares.

1.2 Solitons e a equacao de Schrodinger nao linear

O estudo de ondas localizadas capazes de se propagar preservando sua forma constitui
um dos temas mais importantes da Fisica Nao Linear. As primeiras observacdes desse compor-
tamento remontam aos trabalhos de Korteweg e de Vries [7], que investigaram a propagagao
de ondas em canais rasos. Décadas mais tarde, Zabusky e Kruskal [8] demonstraram nume-
ricamente que determinadas ondas ndo lineares permaneciam estdveis mesmo apds sucessivas
colisdes, introduzindo o termo séliton para caracterizar esse comportamento singular.

Na O6ptica ndo linear, o conceito de sdliton adquiriu importancia fundamental apés o
trabalho pioneiro de Hasegawa e Tappert [9], que demonstrou teoricamente a possibilidade de
propagacdo de pulsos Opticos sem alteracdo significativa de sua forma em fibras Opticas. Poucos
anos depois, Mollenauer, Stolen e Gordon [10] confirmaram experimentalmente essa previsao,
consolidando os soélitons Opticos como um dos fendmenos mais importantes da fotdnica mo-
derna e abrindo novas perspectivas para aplicacdes em sistemas de comunicagao Optica.

A descricdo matemadtica da propagacao desses pulsos é fornecida pela ESNL, que re-



presenta o0 modelo fundamental para o estudo da dindmica de pulsos 6pticos em meios Kerr.
Nessa equacgdo, a dispersdo de segunda ordem tende a promover o alargamento temporal do
pulso, enquanto a ndo linearidade Kerr induz uma modulag¢do de fase capaz de compensar esse
espalhamento. Quando esses dois mecanismos se equilibram, formam-se estruturas localizadas
que podem propagar-se por longas distancias preservando, em primeira aproximacao, sua forma
e velocidade.
A descrigdo matemadtica desses pulsos € realizada pela ESNL padrao:
oy P’y

—_— _—— 2 =
st Sy TVl =0,

onde f3, representa a dispersdo de segunda ordem, y descreve a ndo linearidade Kerr e y/(x,1)
representa o envelope complexo do pulso 6ptico [6].

Além de seu papel na 6ptica ndo linear, a ESNL tornou-se um modelo matemético de
grande relevancia em diversas dreas da Fisica, incluindo hidrodinamica, fisica de plasmas, con-
densados de Bose—Einstein [6, 9-11] e sistemas de ondas ndo lineares. Sua ampla aplicabili-
dade estimulou o desenvolvimento de inumeros métodos analiticos € numéricos para investigar
a existéncia, estabilidade e dindmica de solugdes localizadas, consolidando a ESNL como um

dos modelos mais importantes da Fisica Matematica contemporanea.

1.3 Sistemas integraveis e nao integraveis

Um dos aspectos mais importantes da ESNL padrdo € sua integrabilidade matematica.
Em termos gerais, um sistema integravel admite um nimero infinito de quantidades conservadas
e pode ser resolvido por métodos analiticos que permitem descrever com precisdo a evolugdo
de suas solugdes. Essa caracteristica explica o grande interesse despertado pela ESNL desde
sua introducdo, tanto do ponto de vista matematico quanto em aplicagdes fisicas.

O desenvolvimento da teoria dos sistemas integraveis levou ao surgimento de diversos
métodos analiticos capazes de obter solugdes exatas para equacdes nao lineares. Entre os mais
importantes destacam-se o método da transformada do espalhamento inverso, desenvolvido por
Gardner, Greene, Kruskal e Miura [12], a formulacdo do par de Lax proposta por Lax [13], o
método bilinear introduzido por Hirota [14] e o formalismo AKNS, desenvolvido por Ablowitz,
Kaup, Newell e Segur [15]. Esses métodos permitiram a obtengdo de solucdes multi-séliton e

contribuiram significativamente para a compreensao das propriedades fundamentais das equa-



coes ndo lineares integraveis.

Entretanto, os sistemas fisicos observados experimentalmente raramente permanecem
perfeitamente integraveis. A propagacdo de pulsos Opticos em fibras reais € influenciada por
diversos mecanismos adicionais, como dispersdo de ordem superior, perdas dissipativas, ndo
homogeneidades espaciais, saturacdo ndo linear, espalhamento Raman e efeitos associados a
pulsos ultracurtos. A presenga desses mecanismos rompe a integrabilidade da equacgao, tor-
nando invidvel, na maioria dos casos, a obten¢@o de solucdes analiticas exatas.

Nessas situagdes, a investigacao das solugdes passa a depender de métodos aproximados
e de técnicas numéricas. Nesse contexto, destacam-se os métodos variacionais desenvolvidos
por Anderson [16], o critério de estabilidade proposto por Vakhitov e Kolokolov [17] para
estados localizados e diversos métodos numéricos classicos apresentados por Hartree [18], Fox
e Goodwin [19] e Keller [20]. Uma visdo abrangente dessas técnicas € apresentada por Yang
[11], cuja obra constitui uma das principais referéncias para o estudo de equacdes diferenciais
nao lineares.

A distincdo entre sistemas integraveis e ndo integraveis possui importancia fundamental
para esta tese. Enquanto a ESNL padrao pertence a primeira classe, a inclusdo de mecanismos
fisicos adicionais, como a dispersdo de quarta ordem, conduz naturalmente a modelos ndo in-
tegraveis, nos quais a existéncia, a estabilidade e a dinAmica das solu¢des localizadas passam a
depender essencialmente de métodos numéricos. Essa mudanca de paradigma motiva o estudo

desenvolvido nos capitulos seguintes.

1.4 Avancos recentes em Optica nao linear e na equacao de

Schrodinger nao linear generalizada

Nas ultimas décadas, a dptica ndo linear passou por uma evolucao significativa, impulsi-
onada tanto pelos avancos tecnoldgicos na fabricacao de fibras dpticas e dispositivos fotonicos
quanto pela crescente necessidade de descrever fenomenos que extrapolam o dominio de vali-
dade da ESNL. O desenvolvimento de lasers ultrarrdpidos, a obtenc¢do de pulsos 6pticos com
duracdo cada vez menor e o projeto de fibras Opticas com propriedades dispersivas cuidado-
samente controladas evidenciaram que diversos efeitos fisicos anteriormente desprezados pas-
sam a desempenhar papel importante na dindmica de propagacao da luz. Como consequéncia,

tornou-se necessdria a incorporacao de novos mecanismos fisicos ao modelo classico, condu-



zindo ao desenvolvimento da Equagdo de Schrodinger Nao Linear Generalizada ( Generalized
Nonlinear Schrodinger Equation, GNLSE ), atualmente considerada um dos principais modelos
matematicos da dptica ndo linear moderna [3-6].

A formulag¢do da GNLSE permitiu incorporar diferentes efeitos fisicos associados a pro-
pagacdo de pulsos ultracurtos, incluindo dispersdao de ordem superior, espalhamento Raman,
auto-inclinacdo temporal (self-steepening), autoenrijecimento espectral e outras contribui¢des
ndo lineares responsaveis por ampliar significativamente o dominio de validade da ESNL. Os
trabalhos pioneiros de Kodama e Hasegawa, Blow e Wood, bem como Cavalcanti e colabora-
dores, estabeleceram as bases para essa generalizagdo ao demonstrarem que a inclusao desses
mecanismos torna possivel descrever regimes de propagacao inacessiveis ao modelo convenci-
onal [6, 21-23].

Nesse contexto, diversas linhas de pesquisa passaram a se desenvolver de forma para-
lela, destacando-se os estudos envolvendo dispersao de ordem superior, formacao de estados
localizados em meios com nao linearidade espacialmente modulada, sélitons puramente quar-
ticos (pure-quartic solitons) e mecanismos de quebra espontanea de simetria. Embora essas
areas tenham evoluido de maneira relativamente independente, todas compartilham um obje-
tivo comum: compreender como diferentes mecanismos fisicos modificam o equilibrio entre
dispersdo, ndo linearidade e confinamento responsavel pela existéncia e estabilidade de estrutu-
ras localizadas.

Os primeiros avancgos na generalizacdo da ESNL concentraram-se na descri¢cao da pro-
pagacdo de pulsos Opticos em regimes nos quais a duracio temporal torna-se suficientemente
pequena para que efeitos de ordem superior nao possam mais ser negligenciados. Nessas condi-
coes, termos associados a dispersdao de ordem superior e a diferentes mecanismos nao lineares
passam a exercer influéncia significativa sobre a evolucdo dos pulsos pticos, exigindo uma
reformulacdo do modelo convencional. Os trabalhos desenvolvidos por Kodama e Hasegawa,
Blow e Wood e Cavalcanti e colaboradores estabeleceram os fundamentos da GNLSE e demons-
traram que a incorporacao desses efeitos amplia consideravelmente a capacidade descritiva da
teoria [21-23].

Desde entdo, a GNLSE consolidou-se como uma ferramenta fundamental para o estudo
de sistemas Opticos complexos, sendo amplamente empregada na investigacao de fibras 6pticas
especiais, guias de onda integrados, cristais fotonicos e outros meios ndo lineares. A flexibili-

dade desse modelo permitiu explorar novos regimes fisicos, favorecendo o desenvolvimento de



diversas linhas de pesquisa relacionadas a propagacao ndo linear da luz, ao controle da dispersao
e a formacdo de estados localizados [4, 6, 11].

Entre os diversos mecanismos incorporados a GNLSE, a dispersdo de quarta ordem
ocupa atualmente uma posi¢do de destaque. Entretanto, sua importancia nao foi reconhecida
imediatamente. Nos primeiros modelos, esse termo era frequentemente tratado como uma pe-
quena correcdo aos efeitos produzidos pela dispersdao de segunda ordem, sendo considerado
relevante apenas em situacdes particulares. A medida que novas fibras 6pticas, guias de onda
fotdnicos e dispositivos com dispersdo projetada passaram a ser desenvolvidos, tornou-se evi-
dente que, em determinados regimes de propagacdo, a contribui¢ao da dispersao de quarta or-
dem deixa de representar um efeito secunddrio e passa a influenciar diretamente a dindmica dos
pulsos opticos.

Os fundamentos tedricos dessa linha de pesquisa foram estabelecidos pelos trabalhos
pioneiros de Karpman e colaboradores, que investigaram sistematicamente a influéncia dos ter-
mos dispersivos de ordem superior sobre a propagacdo de pulsos nio lineares. Esses estudos
demonstraram que a inclusdo da dispersao de quarta ordem modifica significativamente a estru-
tura das solugdes, altera suas condicdes de estabilidade e produz novos regimes de propagagao
que ndo podem ser descritos pela ESNL convencional. Além disso, verificou-se que a intera-
cdo entre a dispersdo de segunda ordem, a dispersdo de quarta ordem e a ndo linearidade Kerr
pode originar uma rica variedade de comportamentos dinamicos, estabelecendo as bases para
investigacoes posteriores sobre estados localizados governados por efeitos dispersivos de ordem
superior [24-30].

A partir desses resultados pioneiros, diversos pesquisadores ampliaram significativa-
mente o escopo dessas investigacdes. Estudos posteriores passaram a analisar diferentes regi-
mes de propagacdo, novas configuracdes experimentais e distintas formas de interac@o entre os
mecanismos dispersivos e ndo lineares presentes na GNLSE. Como consequéncia, verificou-se
que a dispersao de quarta ordem pode modificar profundamente as propriedades dos estados lo-
calizados, influenciando sua largura espacial, amplitude, estabilidade e dindmica de interagdo.
Esses resultados evidenciaram que os efeitos dispersivos de ordem superior ndo representam
apenas correcdes quantitativas ao modelo convencional, mas podem produzir novos regimes
fisicos caracterizados por solucdes inexistentes na ESNL classica [31-39].

O crescente interesse por esse tema foi impulsionado pelo avango das técnicas de fabri-

cacdo de fibras Opticas e guias de onda, que possibilitaram o controle preciso das propriedades



dispersivas do meio. Tornando-se possivel reduzir significativamente a contribui¢cdo da disper-
sao de segunda ordem, fazendo com que a dispersdo de quarta ordem passasse a desempenhar
papel dominante na propagacao dos pulsos opticos. Esse cendrio ampliou o campo de aplicagdo
da GNLSE e motivou o desenvolvimento de novos estudos tedricos e experimentais sobre os
efeitos de mecanismos dispersivos de ordem superior.

Um marco importante nessa evolucdo ocorreu em 2016, quando Blanco-Redondo et al.
[40] demonstraram experimentalmente a existéncia dos pure-quartic solitons. Nesse regime, o
equilibrio responsdvel pela formacgdo dos estados localizados € estabelecido predominantemente
pela dispersdo de quarta ordem em conjunto com a ndo linearidade Kerr, diferentemente dos
sOlitons convencionais, cuja formacao € governada principalmente pela dispersdo andmala de
segunda ordem.

A demonstracdo experimental dos pure-quartic solitons representou uma mudanca de
paradigma na Optica nao linear, pois evidenciou que a dispersido de quarta ordem ndo deve ser
interpretada apenas como um termo corretivo da GNLSE, mas como um mecanismo fisico ca-
paz de governar diretamente a formacgao e a propagacao de estruturas localizadas. Esse resultado
estimulou o desenvolvimento de novas pesquisas dedicadas ao estudo de sistemas nos quais a
dispersdo de quarta ordem exerce papel predominante, motivando investigacdes sobre estabili-
dade, dinamica nao linear, propagacdo em guias de onda fotdnicos e diferentes aplicacdes em
plataformas 6pticas modernas [41-46].

Além de ampliar significativamente a compreensdo sobre os mecanismos responsaveis
pela formagao de estados localizados, esses trabalhos evidenciaram que a interag@o entre disper-
sdo de quarta ordem e diferentes tipos de nao linearidade constitui um campo fértil para novas
investigacdes. Entretanto, a maior parte dessas pesquisas concentrou-se em meios homogé-
neos ou em sistemas descritos por nao linearidades convencionais. Permanecia, portanto, uma
questdo importante: como a dispersdo de quarta ordem modifica a formacdo e a estabilidade de
estados localizados quando a ndo linearidade varia espacialmente?

Essa pergunta conduz naturalmente a primeira linha de pesquisa discutida nesta tese: os
meios com ndo linearidade defocalizante espacialmente modulada, inaugurados pelo trabalho
pioneiro de Borovkova et al. [47].

Enquanto a primeira linha de pesquisa discutida nesta secdo, dedicada aos efeitos da
dispersdao de ordem superior e, em particular, da dispersdo de quarta ordem, evoluia rapida-

mente, outra importante linha de investigacdo transformava a compreensdo dos mecanismos



responsaveis pela formagdo de estados localizados em sistemas ndo lineares. Nesse contexto,
destacam-se os soélitons brilhantes, que correspondem a estruturas localizadas caracterizadas
por um maximo de intensidade sobre um fundo de intensidade nula ou muito reduzida e que
podem manter sua forma devido ao equilibrio entre os mecanismos de espalhamento e a res-
posta ndo linear do meio. Durante muitas décadas, predominou a interpretacdo de que esses
estados somente poderiam existir em meios focalizantes, nos quais a ndo linearidade favorece
a concentracdo da funcdo de onda e pode compensar os efeitos da dispersdo ou da difragdo.
Sob essa perspectiva, meios defocalizantes eram tradicionalmente associados ao espalhamento
espacial da energia, sendo considerados incapazes de sustentar estados localizados brilhantes
na auséncia de potenciais externos.

Essa interpretacdo comegou a ser modificada de forma decisiva com o trabalho pioneiro
de Borovkova et al. [47]. Nesse estudo, os autores demonstraram que uma ndo linearidade
defocalizante cuja intensidade aumenta suficientemente rapido com a coordenada espacial pode
atuar como um mecanismo efetivo de confinamento. Em vez de favorecer a expansdao do campo,
a modulacdo espacial da ndo linearidade cria uma barreira ndo linear que restringe a propaga-
cdo para regides afastadas do centro do sistema, permitindo a formacgao de estados localizados
brilhantes mesmo na auséncia de potenciais lineares externos.

Esse resultado representou uma mudancga conceitual importante na teoria dos sélitons.
Até entdo, o confinamento era geralmente associado a acao de potenciais externos ou a presenca
de uma ndo linearidade focalizante. O trabalho de Borovkova mostrou que a prépria distribui-
cdo espacial da ndo linearidade pode exercer o papel de mecanismo de confinamento, ampliando
significativamente as possibilidades de engenharia de estados localizados em meios nao linea-
res. Essa nova perspectiva despertou grande interesse da comunidade cientifica, inaugurando
uma linha de pesquisa dedicada ao estudo de sistemas com nao linearidades espacialmente mo-
duladas.

Paralelamente ao desenvolvimento internacional dessas pesquisas, o Grupo de Optica
N3ao Linear do Instituto de Fisica da Universidade Federal de Goids vem contribuindo continu-
amente para o avanco dos estudos envolvendo a GNLSE. Nos ultimos anos, o grupo investi-
gou diferentes problemas relacionados a propagagdo ndo linear da luz, incluindo dispersdo de
ordem superior, difracdo fraciondria, estados localizados em meios com nao linearidade espa-
cialmente modulada e mecanismos de quebra espontinea de simetria, estabelecendo uma linha

de pesquisa continua sobre sistemas nao lineares governados por efeitos dispersivos de ordem



superior [48-50].

Dando continuidade a essa linha de pesquisa, como parte do desenvolvimento desta tese,
foi publicado recentemente um trabalho de nossa autoria no qual investigamos a influéncia da
dispersao de quarta ordem sobre estados localizados sustentados por uma nio linearidade defo-
calizante espacialmente crescente [S1]. Nesse estudo, demonstramos que a inclusao do termo
dispersivo de quarta ordem modifica significativamente as propriedades estruturais das solu-
coes, alterando sua amplitude, largura espacial, espectro de autovalores e estabilidade dinamica.
Esses resultados evidenciaram que a interacao entre a dispersao de quarta ordem e a ndo line-
aridade espacialmente modulada produz efeitos que ndo podem ser compreendidos a partir da
andlise isolada de cada um desses mecanismos. Os resultados desse trabalho constituem a base
da investigacdo apresentada no Capitulo 4 desta tese, no qual o problema € discutido de forma
mais detalhada, incluindo a formulacao do modelo, os procedimentos numéricos empregados e

uma andlise ampliada das propriedades e da estabilidade dos estados localizados.

1.5 Quebra espontanea de simetria

Além das modificagdes introduzidas pela dispersao de alta ordem, outro tema que tem
despertado grande interesse na Fisica Nao Linear € a quebra espontanea de simetria (Spontane-
ous Symmetry Breaking — SSB). De maneira geral, esse fendmeno ocorre quando um sistema
governado por equagdes simétricas admite solugdes inicialmente simétricas que, ao ultrapassar
determinado limiar de controle, tornam-se instdveis e evoluem para estados assimétricos. A
quebra espontanea de simetria constitui um mecanismo fundamental em diversas areas da Fi-
sica, estando presente em sistemas que vao desde a fisica de particulas até a matéria condensada
e a Optica ndo linear.

No contexto de sistemas macroscopicos quanticos, Smerzi et al. [52] demonstraram te-
oricamente que condensados de Bose—Einstein confinados em potenciais de po¢o duplo podem
apresentar transi¢oes entre regimes de tunelamento coerente e autoaprisionamento induzido pela
ndo linearidade. Alguns anos mais tarde, Albiez et al. [53] observaram experimentalmente esse
fendmeno, confirmando que a interacdo nao linear € capaz de romper a simetria originalmente
imposta pelo potencial externo.

Esses resultados estimularam uma intensa atividade de pesquisa em diferentes sistemas

descritos por equacdes do tipo ESNL. Em particular, Malomed e colaboradores [54, 55] mos-



traram que a competi¢do entre dispersdo, ndo linearidade e potencial externo pode originar
diagramas de bifurcacdo complexos, multiplos estados estaciondrios e diferentes mecanismos
de quebra espontinea de simetria. Desde entdo, o fendmeno passou a ser investigado em fibras
Opticas, guias de onda acoplados, meios espacialmente modulados e diversos outros sistemas
ndo lineares.

Apesar dos avangos obtidos nas ultimas décadas, a influéncia da dispersao de quarta or-
dem sobre os processos de quebra espontinea de simetria ainda permanece relativamente pouco
explorada. Em particular, ainda ndo estd completamente esclarecido como esse mecanismo dis-
persivo modifica os diagramas de bifurcacdo, a estabilidade dos estados assimétricos e a tran-
sicdo entre solugOes simétricas e assimétricas. Essas questdes constituem uma das principais

motivacdes do presente trabalho e serdo investigadas detalhadamente no Capitulo 5.

1.6 Objetivos e organizacao da tese

A revisdo apresentada nas secdes anteriores evidencia que a inclusdo de mecanismos
dispersivos de ordem superior amplia significativamente o escopo da ESNL, permitindo descre-
ver fendmenos que ndo podem ser explicados pela formulacdo convencional. Embora diversos
trabalhos tenham investigado a influéncia da dispersdo de quarta ordem em diferentes contex-
tos, permanecem em aberto questdes relacionadas a existéncia, a estabilidade e as propriedades
espectrais de estados localizados, bem como ao papel desempenhado por esse mecanismo em
processos de bifurcacdo e quebra espontinea de simetria.

Inserida nesse contexto, esta tese tem como objetivo investigar a influéncia da dispersao
de quarta ordem em dois problemas distintos, porém complementares, descritos pela GNLSE.
No primeiro problema, analisa-se a existéncia, as propriedades fisicas e a estabilidade dina-
mica de estados estaciondrios em um meio com niao linearidade defocalizante espacialmente
modulada. No segundo, estuda-se como a dispersao de quarta ordem modifica os diagramas
de bifurcacdo associados a quebra espontanea de simetria em um potencial de poco duplo, en-
fatizando sua influéncia sobre a emergéncia de estados assimétricos e sobre a estabilidade das
diferentes familias de solucdes.

Além de contribuir para a compreensao dos efeitos produzidos pela dispersao de quarta
ordem em sistemas ndo integraveis, este trabalho busca estabelecer uma conexdo entre dois

temas atualmente relevantes na dptica ndo linear: o estudo de estados localizados em meios
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espacialmente modulados e os processos de quebra espontianea de simetria em potenciais ex-
ternos. Dessa forma, pretende-se ampliar o entendimento dos mecanismos fisicos responsaveis
pela formacao, estabilidade e evolucdo dessas estruturas em sistemas governados pela Equagao
de Schrodinger Nao Linear Generalizada.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 € apresentada a formulacao
tedrica do modelo, partindo das equacdes de Maxwell até a obtencdo da Equacdo de Schro-
dinger Nao Linear Generalizada. O Capitulo 3 descreve os métodos numéricos empregados na
obtencdo das solugdes estaciondrias e na andlise de sua estabilidade dinamica. No Capitulo 4
sdo apresentados os resultados referentes a influéncia da dispersao de quarta ordem sobre esta-
dos estaciondrios em um meio com ndo linearidade espacialmente modulada. O Capitulo 5 é
dedicado ao estudo da quebra espontanea de simetria em um potencial de poco duplo, enfati-
zando os efeitos introduzidos pela dispersao de quarta ordem sobre os diagramas de bifurcacao e
a estabilidade das solucdes. Finalmente, o Capitulo 6 retine as principais conclusdes do trabalho

e apresenta algumas perspectivas para pesquisas futuras.
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Capitulo 2

Formulacao Teorica do Modelo

Neste capitulo € desenvolvida a formulagdo tedrica que conduz a equacao de Schrodin-
ger ndo linear generalizada (GNLSE) empregada ao longo desta tese. O objetivo € descrever a
propagacdo de pulsos Opticos em meios dielétricos ndo lineares, incorporando tanto a dispersao
cromadtica quanto os efeitos ndo lineares responsaveis pela formagao de estados localizados.

Na formulagdo convencional da Equacdo de Schrodinger Nao Linear, a dispersdo cro-
matica € descrita predominantemente pelo termo de segunda ordem, associado ao coeficiente
(B>). Essa aproximagdo é adequada para uma ampla classe de fendmenos em fibras Gpticas
convencionais, nas quais a contribui¢do da dispersdo de segunda ordem € significativamente
maior do que a dos termos dispersivos de ordem superior. Entretanto, o desenvolvimento de
plataformas fotdnicas com propriedades dispersivas cuidadosamente projetadas, como fibras de
cristal fotonico, fibras com dispersao achatada (dispersion-flattened fibers) e guias de onda in-
tegrados, tornou possivel modificar o perfil de dispersao do meio e operar em regides espectrais
nas quais (f3;) assume valores muito pequenos ou pode até se anular. Nessas condi¢des, 0s
termos de ordem superior, normalmente tratados como pequenas corre¢des, passam a exercer
uma influéncia relativamente maior sobre a evolucio do pulso. Em particular, quando a contri-
bui¢cdo de segunda ordem € suficientemente reduzida e as demais contribui¢cdes relevantes sao
controladas, a dispersdo de quarta ordem, associada ao coeficiente (f34), pode tornar-se um dos
principais mecanismos responsaveis pelo espalhamento dispersivo. Dessa forma, sua inclusao
na GNLSE torna-se necessaria para descrever adequadamente a dindmica do sistema.

A dedugdo apresentada neste capitulo parte das equagdes de Maxwell, que fornecem a
descricao fundamental da propagacdo do campo eletromagnético em meios materiais. A partir

delas, obtém-se a equacdo de onda e, mediante aproximacgdes adequadas ao regime de propa-
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gacdo em fibras Opticas, passa-se da descri¢cdo do campo eletromagnético completo para uma
equacgdo que governa apenas a evolucdo de sua envoltéria. Nesse processo, emprega-se a apro-
ximacao da envoltdria lentamente variante (SVEA), que permite separar as rapidas oscilacdes
da onda portadora da evolu¢@o mais lenta da amplitude e da fase do pulso. Em seguida, a de-
pendéncia da constante de propagacio (fB¢) com a frequéncia é expandida em série de Taylor
em torno da frequéncia central (@), permitindo identificar separadamente os diferentes me-
canismos dispersivos, representados pelos coeficientes (By, B2, B3, B4, -..). Essa sequéncia
de aproximacdes conduz a Equacdo de Schrodinger Nao Linear Generalizada utilizada neste
trabalho. Ao longo da dedugdo, sdo também discutidos o significado fisico das aproximacoes
adotadas e as condi¢des em que elas permanecem vélidas, estabelecendo a conexdo entre o
modelo matematico e os sistemas Opticos que motivam os estudos desenvolvidos nos capitulos
seguintes.

A propagacdo de pulsos 6pticos em fibras dielétricas constitui um problema eletromag-
nético cuja descricdo fundamental é fornecida pelas equacdes de Maxwell. Essas equacdes
estabelecem as relacdes entre os campos elétrico e magnético e a resposta eletromagnética do
meio material, constituindo o ponto de partida para a obtenc¢do da equacdo de Schrodinger nao
linear generalizada utilizada nesta tese. No Sistema Internacional de Unidades, as equagdes de

Maxwell sdo escritas em meios materiais, como [1, 56]:

B
VXE = - 2.1)
oD
VxH:JJrE, (2.2)
V.-D=p, 2.3)
V.B=0, (2.4)

onde os vetores de campo E e B representam o campo elétrico e o campo magnético, respecti-
vamente. As densidades de fluxo de deslocamento elétrico e magnético sdo denotadas por D e
H. As fontes externas sdo a densidade de corrente J e a densidade de carga p;.

As Egs. 2.1, 2.2, 2.3, and 2.4 mostram que a propagacao de ondas eletromagnéticas
resulta da interac@o entre os campos elétrico e magnético e a resposta do meio material. No

contexto da Optica ndo linear, essa resposta € descrita principalmente pela polarizacao elétrica
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induzida pelo campo 6ptico incidente. E justamente essa polarizacdo que incorpora tanto os
efeitos lineares associados ao indice de refra¢do quanto os efeitos ndo lineares responsaveis por

fendmenos como automodulagdo de fase, formagdo de sélitons e geracdo de estados localizados.
A relagdo entre (E,H) e (D,B) é dada por:

D = gE +P, (2.5)

B= poH+M, (2.6)

onde P € a polarizacao elétrica (dipolo elétrico por unidade de volume) e M é a magnetizacdo
(momento de dipolo magnético por unidade de volume). A decomposi¢do acima evidencia que
as propriedades eletromagnéticas do material estdo incorporadas nas grandezas P e M. Em fi-
bras dpticas de silica, utilizadas na maioria das aplicacdes em Optica nao linear, a resposta mag-
nética é desprezivel, permitindo considerar M = 0. Consequentemente, toda a interacdo entre
o pulso 6ptico e o meio passa a ser descrita pela polarizacdo elétrica, que desempenharé papel
central na obten¢do da equacdo de propagacdo. Além disso, em materiais dielétricos isolantes,
ndo existem cargas livres (p = 0) nem correntes de conducao (J = 0). Essas hipoteses refletem
as condicdes experimentais normalmente encontradas em fibras dpticas dielétricas operando em
regime transparente, onde os mecanismos dominantes da propagacao decorrem exclusivamente
da interacdo entre o campo eletromagnético e a polarizacao induzida do material.

Ao se tomar o rotacional da Eq. (2.1) e usar as Egs. (2.2), (2.5) e (2.6), é possivel

eliminar B e D em favor de E e P [1, 56], resultando:

1 9’E 2P

VXVXE= =% — llg=.
xvx c2 ot? “Oatz

2.7)

A equagdo de onda obtida acima representa a propagacdo do campo elétrico em um meio dielé-
trico polarizavel. Diferentemente da equacao de onda no vécuo, o termo envolvendo a polariza-
cdo elétrica mostra que a evolug@o do pulso depende diretamente da resposta microscopica do
material ao campo eletromagnético incidente. Dessa forma, todas as propriedades 6pticas do

meio, incluindo dispersado e nao linearidade, passam a estar incorporadas na polarizacao elétrica

P.

2.1 Polarizacao linear e nao linear

A polarizacdo elétrica P € induzida pelo campo elétrico aplicado E. Em regime nao

linear, pode ser expandida como série de poténcias:
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P=e)(x VE+xPE>+ yOE + ),

onde V) é a susceptibilidade linear (resposta proporcional ao campo, Optica usual), 2@ se-
gunda ordem ( onde gera efeitos como geracio de segundo harmonico, s6 aparece em materiais
sem centro de simetria), x(3) ¢ a terceira ordem, responsavel por efeitos nao lineares em meios
centrossimétricos (como o vidro de silica ).

Para a silica, que é um material centro-simétrico [6], X 2) = 0. Assim, a contribui¢do

nao linear dominante provém de )((3). Portanto, podemos separar a polarizagao como:

P(l‘,l‘) = PL<I‘,I) -|-PNL(I’,I), (2.8)

onde Py, representa a polarizacdo linear e Pnp, representa a contribui¢do nao linear.
Como a resposta de um meio dielétrico ndo € instantanea, as susceptibilidades devem

ser tratadas como fungdes de resposta temporal [3—-5]. Assim:

+OO / / /
Por,)=¢g | xW@e—1) -E(x1)dr, (2.9)

—o0

A susceptibilidade elétrica linear x! caracteriza a resposta do material em baixas intensidades
Opticas. Experimentalmente, ela estd diretamente relacionada ao indice de refracdo e as propri-
edades dispersivas do meio. E essa dependéncia da resposta linear com a frequéncia que dard
origem, posteriormente, aos coeficientes de dispersao presentes na equacdo de Schrédinger ndao

linear.

Pn(r,2) = so/ dll/ dtz/ dtz x x(3)(t —11,t —tr,t —13):E(r, 1)) E(r,10)E(r,13),
T (2.10)
onde : representa o produnto tensorial.

Em fibras 6pticas de silica, a susceptibilidade elétrica de segunda ordem pode ser des-
prezada devido a simetria aproximadamente centrossimétrica do material. Nessas condi¢des, a
resposta nao linear dominante é descrita pela susceptibilidade de terceira ordem x(3), respon-
savel pelo efeito Kerr. Esse efeito corresponde a dependéncia do indice de refracdo do material
com a intensidade da prépria luz, podendo ser expresso, em sua forma mais simples, como
n = ng+ nyl, onde ng € o indice de refracdo linear, n, € o coeficiente de indice nao linear e /
representa a intensidade Optica. Assim, regides do campo com diferentes intensidades expe-
rimentam indices de refracdo ligeiramente diferentes, produzindo alteracdes na fase da onda
durante sua propagacdo. O efeito Kerr constitui, portanto, a origem fisica da ndo linearidade

ctibica representada pelo termo y|w/|?y na ESNL.
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As equacdes (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10) fornecem um formalismo geral para o estudo
dos efeitos ndo lineares de terceira ordem em fibras 6pticas. Devido a sua complexidade, é

necessario fazer varias aproximagdes simplificadoras.

2.2 Equacao de onda no dominio da frequéncia

Inicialmente vamos discutir sobre a nocdo bésica de Optica linear, com isso logo entra-
mos em Optica ndo linear. No regime linear, a polarizagdo é proporcional ao campo elétrico
aplicado: P =gyx(VE, aplicando em (2.5), chega-se D = gy¢E, onde € = 1 + x(l) que € a per-
missividade relativa ou constante dielétrica relativa do meio.

Em meios ndo magnéticos onde 1 = Ly, a relacdo entre a permissividade relativa € e o

indice de refracaon é: .

n?=g=1+yW. 2.11)
Podemos tomar o rotacional da Eq. (2.1) e substituir pela Eq. (2.2), chega-se
~V°E = — ,uo%z—tlz), substituindo D =€Eev = \/ﬁ, agora com a defini¢cdo original n =

c __ € 4 ~
v\ 5 obtém-se a equacao (2.11).
Em fisica 6ptica pode ocorrer o fendmeno de absor¢cao de onda eletromagnética pelo

proprio material com tal relacdo:

20

2
() = (n(a))—f—ia(w)c) , 2.12)

onde o € a constante de absorcdo. De fato, num meio absorvedor, o indice de refracdo nao
é real, é complexo: 7i(®) = n(w) + ik(w), onde n(w) é parte real e k(w) é o coeficiente de
extingdo. Para uma onda plana E(z,t) = Egel(kz—ot) cuja intensidade decai no espaco com
I(z) = Iye”*, onde a é o coeficiente de absor¢do do material e em geral depende da fre-

N . ~ i _ 1@ _o —i
quéncia @ da onda. Com k = 9 = 2¢ = @7 E(z,t)= Epeikz—0t) — Eyelcnze—¢Kzg—iot —
@ ® - .
Eoellcn?~ e~ ¥2 sabemos que o |E|%, entdo chega-se o = 22k, isolando k, k(®) = ocgc;)))c’

entio i(®) = n(®) +i%2<. Com (2.11) obtém-se (2.12).

20

Agora precisamos introduzir a no¢ao de convolucao da fisica matemética. Dadas duas

fungdes f(x) e g(x), definimos a convolucao de f com g por:

+oco
fx)xg(x) = / f(p)g(x—p)dp,
entdo podemos demonstrar que

F(fxg)=V2nF(f)F(g), (2.13)
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onde F é operador de transformada de Fourier.

De fato, considere x-p=q e aplique a transformada de Fourier em (2.13), entdo F(f*g) =
T 22 22 F(p)gla— p)dpedx = = [17 [Z 7 f(p)g(a)dpe P 9dqdp, assim chega-
mos a 2%\/#27 [t f(p)e_"“’pdp\/%? [ f(p)g(q)dpe®9dg, concluimos a demonstragio da
Eq. (2.13).

Em uma das principais simplificagcdes, a polarizagdo ndo linear Pyp. na Eq. (2.8) €
tratada como uma pequena perturbagao da polarizacao total induzida. Isso € justificado porque
os efeitos ndo lineares sdo relativamente fracos em fibras de silica. O primeiro passo, portanto,
consiste em resolver a Eq. (2.7) com Py = 0. Como a Eq. (2.7) torna-se entdo linear em E, é
util escrevé-la no dominio da frequéncia como:

- w2 .
VxVxE(r,0)= s(a))c—zE(r, o), (2.14)

onde E(r, ®) é a transformada de Fourier de E(r,?) definida como:
~ too
E(r,o)= / E(r,t)exp(iot)dt. (2.15)

De fato, aplicamos a transformada de Fourier em (2.7) considerando a equacdo (2.9) e (2.13)
chegamos em (2.14), A constante dielétrica dependente da frequéncia que aparece na Eq. (2.14)
¢ definida como:

e(w)=1+7"V(0) (2.16)

onde } ()¢ a transformada de Fourier de X (). Da Eq. (2.12) e (2.16) n e o estdo relacionados

a )((1) pelas relagdes

n(o) =1 +%Re[7((1)(w)], (2.17)
a(0) = L1m[z ) (). (2.18)
nc

Duas simplificacdes adicionais podem ser feitas antes de resolver a Eq. (2.14). Primeiro,
devido as baixas perdas Opticas em fibras na regido de comprimento de onda de interesse, a
parte imagindria de £(®) é pequena em comparagdo com a parte real. Assim, podemos substi-
tuir £(®) por n*(®) na discussio a seguir sobre os modos da fibra e incluir a perda da fibra mais
tarde de forma perturbativa. Segundo, como n(®) frequentemente é independente das coorde-
nadas espaciais tanto no nicleo quanto no revestimento de fibras de indice em degrau, pode-se

usar:
VxVxE=V(V-E)-V’E=-V’E, (2.19)

onde se utilizou a relagcdo V-D = €V - E = 0 a partir da Eq. (2.3). Com essas simplificacoes, a
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Eq. (2.14) assume a forma da equa¢do de Helmholtz:

VE+ 2 2 (0)E = 0. (2.20)

As aproximagdes introduzidas nesta etapa permanecem validas enquanto a resposta do
material puder ser considerada instantanea e isotropica. Para pulsos extremamente curtos, com
duracdo da ordem de poucos femtossegundos, efeitos adicionais, como a resposta Raman retar-
dada e termos ndo instantaneos da polarizacdo, podem tornar-se relevantes, exigindo modelos

mais completos.

Até este ponto, foi obtida uma equacdo geral para a propagacdo do campo 6ptico em
um meio dielétrico linear. Entretanto, essa formulagdo ainda envolve o campo eletromagnético
completo, cuja solucdo permanece excessivamente complexa para aplicacdes em fibras Opticas.
Na préxima se¢do serd introduzida a representacdo em termos da envoltéria complexa do pulso,
etapa que permitird separar a rdpida oscilagdo da portadora da evolugdo lenta da amplitude

Optica e conduzird naturalmente ao modelo utilizado neste trabalho.

2.3 Aproximacao da envoltoria lentamente variavel

A partir da década de 1960 o estudo da maioria dos efeitos ndo lineares em fibras Opticas
envolve o uso de pulsos curtos, com larguras variando de aproximadamente 10 ns a 10 fs.
Quando esses pulsos Opticos se propagam dentro de uma fibra, tanto os efeitos dispersivos
quanto os ndo lineares influenciam suas formas e espectros. Daqui para frente derivamos uma
equacdo basica que governa a propagacao de pulsos Opticos em fibras ndo lineares e dispersivas.
O ponto de partida é a equacdo de onda (2.7). Utilizando as Egs. (2.8) e (2.19), ela pode ser

escrita na forma:
1 0%E 0P, 0PN

2g Mg TH TG

onde as partes linear e ndo linear da polarizac¢do induzida estdo relacionadas ao campo elétrico

(2.21)

E(r,t) por meio das Egs. (2.9) e (2.10), respectivamente.

Embora a equacdo de onda obtida descreva completamente a propaga¢ao do campo ele-
tromagnético, sua resolucio direta torna-se extremamente complexa quando se pretende ana-
lisar pulsos Opticos propagando-se por longas distancias em fibras. Uma maneira eficiente de
simplificar esse problema consiste em separar a rdpida oscilacdo da onda portadora da lenta
evolugdo espacial e temporal de sua amplitude. Essa ideia conduz a aproximacao da envoltdria
lentamente variante (Slowly Varying Envelope Approximation, SVEA), amplamente empregada

na Optica ndo linear e que constitui a base para a dedugdo da equacao de Schrodinger nao linear.

18



E necessdrio fazer vdrias suposicdes simplificadoras antes de resolver a Eq. (2.21).
Primeiro, Py, € tratado como uma pequena perturbacdo em relacdo a Pr. Isso € justificado
porque, na prética, as mudancas ndo lineares no indice de refracio sdo menores que 107, Se-
gundo, assume-se que o campo Optico mantém sua polarizagdo ao longo do comprimento da
fibra, de modo que uma abordagem escalar é vélida. Isso ndo é exatamente o caso — a menos
que se usem fibras de manuten¢do de polarizacio — mas a aproximacdo funciona muito bem
na pratica. Terceiro, assume-se que o campo 6ptico é quase monocromadtico, ou seja, em Op-
tica de pulsos ultracurtos e propagacdo em fibras, o campo elétrico E(r,?) é composto de uma
oscilagdo rdpida na frequéncia central @y modulada por uma envoltéria complexa lentamente
variante E(r,?), isso ocorre porque a fonte que gera luz (laser, modulador etc.) opera em torno
de uma frequéncia @y, mas a amplitude do campo, devido a dispersao e efeitos ndo lineares,
varia mais lentamente no tempo e no espago.

Na aproximacgdo da envoltéria lentamente varidvel adotada aqui, € util separar a parte

que varia rapidamente do campo elétrico escrevendo-o na forma:

E(r,t) = %f([E(r,t)exp(—ia)ot) +c.cl, (2.22)

onde E(r,t) é a envoltéria complexa que contém a informacao sobre amplitude e fase do pulso,
mudando lentamente no tempo e no espago, exp(—impt) é a oscilagdo rapida na frequéncia
central e c.c. O conjugado complexo garante que E(r,t) seja real.

Fisicamente, essa decomposi¢ao representa 0 campo 6ptico como o produto entre uma
onda portadora, responsavel pelas rdpidas oscilacdes na escala do comprimento de onda, e uma
envoltéria complexa que descreve a modulacdo lenta da amplitude e da fase do pulso. Essa
separacdo permite concentrar a andlise na dinAmica da envoltéria, que contém a informacao

relevante para os fendmenos de propagacao em fibras opticas.
Os componentes de polarizacdo Pr, e Pyp. também podem ser expressos de forma seme-

lhante, escrevendo

P (r,t) = %f([PL(r, t)exp(—iwpt) +c.cl, (2.23)
PNL(I',t) = %)?[PNL(r,t)exp(—ia)ot) + C.C]. (2.24)

O componente linear Py, pode ser obtido substituindo a Eq. (2.23) na Eq. (2.9) e é

—+oo
Py(r,t) 280/ x (e — t/)E(r, t/)exp[ia)o(t — tl)]dt' (2.25)
:28_;): 2"(@)E(r, 0 — wo)exp[—i(o - ay))da, (2.26)

onde E(r, ) é a transformada de Fourier de E(r,?) e é definida como na Eq. (2.15), o compo-
nente ndo linear Pny(r,t) é obtido substituindo a Eq. (2.24) na Eq. (2.10).
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2.4 Polarizacao nao linear efetiva

Uma simplificacdo considerdvel ocorre se assumirmos que a resposta ndo linear € ins-
tantanea, de modo que a dependéncia temporal de X(3) na Eq. (2.10) € dada pelo produto de trés

funcdes delta na forma 6(t — t;). A Eq. 2.10 entdo se reduz a
Pri(r,t) = gox 3 E(r,1)E(r,1)E(r,13). (2.27)

A suposi¢do de resposta ndo linear instantanea equivale a desprezar a contribui¢do das vibracdes
moleculares para X(3) (o efeito Raman). Em geral, tanto os elétrons quanto os nicleos respon-
dem ao campo 6ptico de maneira ndo linear. A resposta dos nicleos € intrinsecamente mais
lenta em comparacio com a resposta eletronica. Para fibras de silica, a resposta vibracional ou
Raman ocorre em uma escala de tempo de 60-70 fs. Assim, a Eq. (2.27) é aproximadamente
valida para larguras de pulso superiores a 1 ps.

Quando a Eq. (2.22) é substituida na Eq. (2.27), a polarizagdo ndo linear Py (r,7) passa
a ter um termo oscilando na frequéncia ® e outro termo oscilando na terceira harmonica, ou
seja, na frequéncia 3wy. Este ultimo termo exige casamento de fase (phase matching) e, em
geral, é desprezivel em fibras Opticas. Fazendo uso da Eq. (2.24), Pni(r,7) é dada por:

Pt =~ goen E(T, t), (2.28)

onde a contribui¢cdo ndo linear para a constante dielétrica é definida como

3
en(r,t) = : 23 E(r,0)]%. (2.29)

De fato, a partir de Eq. (2.22),
1 . : 1 . .
PrL :E3 280%(3) (5 [Ee—la)()t + E*ela)()t])3 _ ggox@) [Ee—la)()t + E*ela)()t]3
1 . . . .
PaL :ggox(?)) (E3e—3lwot + 3E2E*e—la)0t + 3E(E*)2€zwot + (E*)ZeSLQ)Ot)
1 . .
~—gx ) (BEZE* e~ 4 3E(E¥)2e/™)

8

3 1 . ,
:Z£OX(3) |E|2§(E€_lw0t +E*el&)0t)

3
eoenLE =7 eox ¥ [EPE

onde chegamos resultado de Eq.(2.29).
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2.5 Separacao de variaveis e modos da fibra

Para obter a equac@o de onda para a amplitude lentamente varidvel E(r,¢), é mais con-
veniente trabalhar no dominio de Fourier. Isso, em geral, ndo € possivel, pois a Eq. (2.21)
¢ ndo linear devido a dependéncia da intensidade de €yr.. Em uma abordagem, &enp € tratado
como constante durante a deducdo da equacdo de propagacdo [2]. Essa abordagem ¢é justifi-
cada em razao da aproximacgdo da envoltdria lentamente varidvel e da natureza perturbativa de
Pnp. Substituindo as Egs. (2.22), (2.23) e (2.24) na Eq. (2.21), a transformada de Fourier
E(r, o — ay), definida como

o0
B(r, o — wp) = / E(r.t) expli(® — ao)t]dt, (2.30)
satisfaz a equacdo de Helmholtz
VZE+e(w)k3E =0, (2.31)
onde ko = Ze além disso,
e(w)=1+x(w)+en (2.32)

€ a constante dielétrica cuja parte ndo linear ey, € dada pela Eq. (2.29). A presenca de um termo
dependente do tempo pode parecer estranha em um tratamento no dominio da frequéncia. Seu
uso, porém, pode ser justificado para um pulso cuja envoltdria varia relativamente devagar em
comparacao com um ciclo 6ptico — ou seja, cuja largura espectral € uma pequena fracdo da sua
frequéncia portadora.

De maneira semelhante a Eq. (2.12), a constante dielétrica pode ser usada para definir
o indice de refragdo 7 e o coeficiente de absor¢do @. No entanto, tanto 77 quanto ¢ passam a

depender da intensidade devido a ent. E comum introduzir

~ .0
€= — 2.33
(n+i oo ) (2.33)
onde 7 € o indice de refragdo efetivo(linear + ndo linear), & é o coeficiente de absor¢ao (linear

+ ndo linear). Por isso podemos definir

i =n+|E]? (2.34)
o = o+ mEf (2.35)
Substituimos na Eq. (2.33)
.a+ o |E)?
€= (n+ﬁ2]E|2+l+H)2. (2.36)
0
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Expandimos isso até ordem linear em |E|?e assumimos nio linearidades fracas:

. o+ m|E?

€ ~ n* + 2niy|E|> +in + resto (2.37)

onde o resto sdo termos de ordem superior em |E[%>. Do outro lado, a permissividade é & =

eL.+en,onde g, =1+ yWMeen, = %%(3) |E|?>. Como sabemos que 1°

A €€ comparamos os ter-
mos proporcionais a [E|?, 2niiy|E|* + ing—g|E\2 = %xw |E|. A susceptibilidade ¥ ®)é complexa,
23 =Re(x®)) +ilm(x), entdo igualando as partes reais e imagindria, 2nii, = %Re(x@) e

ng—é = %Im( 23). Assim concluimos duas relacdes:

3

iz = ¢ -Re(x"”), (2.38)
_ 3w 3)

o = 4nclm(x ). (2.39)

A Eq. (2.31) pode ser resolvida usando o método de separagdo de varidveis. Se admitir-

mos uma solucdo da forma

E(r,0— wy) = F(x,y)¥(z, ® — o) exp(—iPoz), (2.40)

onde Y(z,®) é uma fungio que varia lentamente com z e ffy é o nimero de onda a ser determi-

nado mais adiante. Substituindo a Eq 2.40 na equacao de Helmohotz 2.31:

J°E N J°E N J°E
ox2  dy? 972

+k3e(®)E=0,

chegamos

_ N I AT
(Fc+Fy) W+ F(=Byv— Zlﬁoa—z + 8_z2) +kpe(@)Fy =0,
agora, como F depende s6 de X, y € ¥ s6 de z, podemos separar essa equagdo em duas e
admitimos uma constante de separacio B2 que representa o valor associado ao autovalor do
modo na fibra 2 2
F F ~
—— + = + [kje(®) — BAF = 0. 2.41
Sz + gy + WBe(@) B (2.41)

o~ . . 2~ 7
A outra parte admitimos que Y/(z) é lentamente variante, ou seja, %7‘2” € pequeno e pode ser

desprezado, entdo: N
Ziﬁoga—li/Jr (B>~ B3)w=0. (242)
A hipétese central da SVEA consiste em assumir que a envoltdria varia muito mais lenta-
mente ao longo da direcdo de propagacao do que a propria onda portadora. Consequentemente,
derivadas espaciais de segunda ordem da envoltdria tornam-se significativamente menores que

as derivadas de primeira ordem e podem ser desprezadas. Essa aproximacao permanece valida
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para pulsos contendo um ndmero suficientemente grande de ciclos dpticos, situagdo encontrada
na maior parte dos experimentos envolvendo fibras dpticas convencionais.

Entretanto, quando a duragdo temporal do pulso torna-se da ordem de poucos ciclos 6p-
ticos, a separagdo entre portadora e envoltdria deixa de ser rigorosamente valida. Nesses casos,
efeitos associados a auto-inclinacao temporal (self-steepening), a resposta Raman retardada e
a derivadas de ordem superior passam a desempenhar papel relevante, exigindo modelos mais

completos do que a aproximacao utilizada nesta tese.

2.6 Expansao da constante de propagacao

A representacdo espectral do pulso permite analisar separadamente cada componente de
frequéncia presente na envoltéria 6ptica. Essa mudanga de representacdo simplifica significa-
tivamente o tratamento da dispersdo cromdtica, uma vez que a constante de propagacao passa
a depender explicitamente da frequéncia angular. A expansdo dessa dependéncia em série de
Taylor permitird identificar, nas préximas se¢des, os diferentes coeficientes dispersivos respon-

saveis pela evolugao temporal do pulso.
Quando hd ndo linearidade fraca, a constante dielétrica €(®) pode ser expandida como

£~ (n+/An)? ~n*+2n/An e com a Eq. (2.37) podemos concluir que

a
An=m|E*+i—. 2.43
n=rip| ]+12k0 ( )

Agora resolvemos a Eq. 2.41 que pode-se reescrever como: (V2 + kgn?(x,y) — B2)F =

0, onde V2 = 3—22 + 8‘9—;2 ¢ a laplaciana transversal, Ez = B2+ 2BAB, ii(x,y) =n+ An(x,y) e

An € uma pequgna perturbacdo. Queremos resolver isso usando teoria de perturbacdo de pri-
meira ordem [57]. Sem a perturbacdo(An = 0) a equagdo fica (V2 +kjn® — BHF O (x,y) =0.
Para fibra monomodo circular, a solucao é conhecida como modo fundamental HE . Essa equa-
cdo € a equacao de Helmholtz 2D no plano transversal, e a sua solucdo depende da geometria
da fibra que assumimos que seja fibra circularmente simétrica, usa-se coordenadas cilindri-
cas, entdo a equagdo sera ViF 0) = %%(raa—FrO) + r%%z—g. Assumimos separacdo de varidveis
FO(r,0) = R(r)e™9, substituindo isso na equagdo de Helmholtz: }%(ri’l—lf) - ’f—;R +7°R = 0.
Essa é equacdo de Bessel, a solucdo geral é: R(r) = AJy(yr) + BYu(yr). A forma do modo
transversal F(x,y) permanece a mesma na primeira ordem, ou seja, F(x,y) ~ F°(x,y), apenas

o autovalor € corrigido por:

B(w) = B(0)+AB(w) (2.44)
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onde
_ @n(w) [T An(@)|F (x,y) Pdxdy

- ?B() ffj—w |F (x,y)|[2dxdy

(o)

AP (2.45)

Para entender o porqué de A, a teoria de perturbac@o de autovetores de primeira ordem
nos diz que uma equagio diferencial do tipo LF = AF sofre uma pequena perturba¢do L —

L+ 6L, o autovalor sofre uma corre¢do de primeira ordem dada por

F|oL|F
Ap = S |OL|F >
< F|F >

onde o produto interno no caso bidimensional é

<A|B>= //A*(x,y)B(x,y)dxdy. (2.46)

Aplicando isso ao nosso caso onde o operador L = V2 +k3&(®), o autovalor é A = f3, a pertut-

bagdo 6L = ZnAnk(Z), portanto, a corre¢ao de autovetor AE é:

_ [ F*(x,y)(2nnk3)F (x,y)dxdy
JT1F (x,)|*dxdy ’

AB2

simplificando
~ An|F (x,y)|*dxd
Aﬁ2:2nk(2) f I’ll ('x7y3| X y
IT1F (x,y)[2dxdy
Como a perturbagio é pequena, podemos usar E = B+ AB, entio (B +AB)? ~ B2 +2BAB.

Logo ABZ ~ 2B /B, substituindo na Eq. (2.47), e isole AB, entdo chegamos na Eq. (2.45)

2 _ o?
onde kjj = o

(2.47)

Esta etapa completa a solug¢do formal da Eq. (2.21) até a primeira ordem na perturbagao

Pni. Usando as Egs. (2.22) e (2.40), o campo elétrico E(r,t) pode ser escrito como:

E(r,t) = %ﬁ{F(X,y)l]/(z,t)exp[i(ﬁoz — mpt)] +c.c.} (2.48)

onde y(z,) é aenvoltéria do pulso que varia lentamente. A transformada de Fourier y(z, 0 — @)

de y(z,t) satisfaz a Eq. (2.42), que pode ser escrita como

oy . -
S =i(B(w)+LB(@) — o)V (249)
De fato, com a Eq. (2.42) assumindo que 52 - B~ 2[30([5 — Bo). Mas como B =B+ AB,
entdo obtemos a Eq. (2.49).
Neste ponto, podemos voltar ao dominio do tempo aplicando a transformada de Fourier
inversa na Eq. (2.49) e obter a equagdo de propagagdo para y(z,7).

A propagacio de um pulso 6ptico em uma fibra é fortemente influenciada pela dependén-
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cia da constante de propagacdo 3(®) com a frequéncia angular. Como diferentes componentes
espectrais propagam-se com velocidades de fase distintas, ocorre uma redistribui¢do temporal
do pulso durante sua evolu¢do ao longo da fibra. Esse fendmeno € conhecido como disper-
sdo cromadtica e constitui um dos principais mecanismos responsaveis pela dindmica de pulsos
opticos.

No entanto, como a forma funcional exata de (@) raramente é conhecida, € ttil expan-

dir (@) em uma série de Taylor em torno da frequéncia portadora @y como

B() = Po+ (@ @)1 + 5 (0~ @)+ (0~ ) s+ 5 (@) Byt (250

onde By = B(my) e outros pardmetros sdo definidos como

_(4"B
B = (W) . (2.51)

Uma expansdo semelhante deve ser feita para AB(w), ou seja,

1 1 1
(2.52)
onde AP, é definido de forma semelhante a Eq. (2.51).

2.7 Equacao de propagacao

O modelo fisico considerado € até o termo quarto e de ordem superior na expansao (2.50)
sao despreziveis que Andrea Blanco-Redondo justificou [40], podemos usar a aproximagdo A3
~ ABp na Eq. (2.52). Apds essas simplificagdes na Eq. (2.52), aplicamos a transformada de
Fourier inversa usando

~+oo

1 ~
y(z,t) = x| V(z,0 — ay)exp|—i(® — ap)tldo. (2.53)

Durante a operacdo de transformada de Fourier, @ — @ € substituido pelo operador diferencial
i(d/dt). A equagdo resultante para y(z,t) torna-se
oy B’y Bty Pidty

9 TP T Ga T an Tia g — ARV (239

O termo APy no lado direito da Eq. (2.54) € obtido a partir da Eq. (2.45) apds se
fixar @ = @wy. Embora, em geral, /An possa ser diferente nas regides de nicleo e casca de uma

fibra, ele é praticamente 0 mesmo em ambas as regides na maioria das fibras préticas e pode
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ser retirado da integral. Uilizando B(®) ~ n(®)®/c e assumindo que F(x,y) na Eq. (2.45) ndo

varia muito ao longo da largura espectral do pulso, e An = 75 |E|?, a Eq. (2.54) assume a forma

oy B’y By Bdty a 2
a——l—ﬁlw—i-lgﬁ—gﬁ—lﬁﬁ‘*'aw—17(0)0)|‘l/| Y, (2.55)

onde o parametro ndo linear y é definido como

_ ooy ] |F (x,y)[*dxdy

al . (2.56)
¢ [[1Z|F (x,y)|2dxdy

Y(ay)

A amplitude do pulso ¥ na Eq. (2.55) estd em unidades de campo elétrico (V/m).
Por razdes praticas, é comum normalizar ¥ de forma que |y|*represente a poténcia 6ptica.

Para isso, introduz-se ¥ tal que |y'|> = Leoncy,|y|?, onde w,, = [[ |F(x,y)|Pdxdy é a drea do

modo. E ficil verificar que l,t//também satisfaz a Eq. (2.55), desde que o parametro nao linear y

seja redefinido como

Wony
= , (2.57)
1 cAors
271y
ny =——, (2.58)
Eync
e a area efetiva do modo da fibra € definida como
([ 72 |F (x,y)|*dxdy)?
Verr = (2.59)

JZSF () [fdxdy

O termo P representa a constante de propagagao avaliada na frequéncia central do pulso.
Esse coeficiente determina apenas a fase global acumulada durante a propagacdo e, por nao
alterar a forma da envoltdria, pode ser eliminado mediante uma transformacdo conveniente da
variavel de fase.

O coeficiente 3; corresponde ao inverso da velocidade de grupo e descreve a velocidade
com que a envoltoria do pulso se propaga ao longo da fibra. Como o interesse deste trabalho esta
concentrado na evolugdo da forma do pulso, a contribui¢io de 8| pode ser eliminada adotando-
se um sistema de referéncia que se desloca com a velocidade de grupo.

O coeficiente B, caracteriza a dispersio de velocidade de grupo (Group Velocity Disper-
sion — GVD), responsavel pelo alargamento ou compressio temporal do pulso. Quando 3, < 0,
o sistema encontra-se no regime de dispersdo andmala, no qual a dispersdo pode equilibrar
a ndo linearidade Kerr, possibilitando a formacdo dos sdlitons convencionais da ESNL. Para

B2 > 0, ocorre o regime de dispersdo normal, no qual esse equilibrio deixa de existir na formu-
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lagdo classica da equag@o. Como mostrado no Capitulo 4, ambos os regimes serdo investigados
nesta tese, juntamente com o caso particular $, = 0, no qual a dindmica passa a ser governada
predominantemente pela dispersdo de quarta ordem.

O coeficiente 33 representa a dispersao de terceira ordem, cujo efeito torna-se relevante
para pulsos ultracurtos ou em regides espectrais proximas ao ponto de dispersdo nula. Embora
desempenhe papel importante em diversos problemas envolvendo propagagdo dptica, esse termo
nao serd considerado no modelo desenvolvido nesta tese, uma vez que o objetivo principal
consiste em investigar especificamente os efeitos introduzidos pela dispersao de quarta ordem.

O coeficiente B4 descreve a dispersdo de quarta ordem e constitui o principal objeto de
investigagdo deste trabalho. Em fibras Opticas convencionais sua contribui¢do é frequentemente
muito menor que a dispersdo de segunda ordem, razdo pela qual costuma ser desprezada na
deducao da ESNL padrao. Entretanto, essa aproximacdo deixa de ser vdlida quando o sistema
opera nas proximidades do comprimento de onda de dispersao nula ou em plataformas fotdnicas
especialmente projetadas para reduzir a contribuicdo de f;, como fibras de cristal fotonico,
fibras com dispersdo achatada e determinados guias de onda integrados.

Nessas condicdes, a dispersao de quarta ordem passa a exercer influéncia significativa
sobre a propagacdo dos pulsos Opticos, modificando sua largura espacial, estabilidade e pro-
priedades espectrais. Além disso, esse termo permite a existéncia de novos regimes fisicos,
incluindo os sélitons puramente quérticos observados experimentalmente por Blanco-Redondo
et al. [40]. Por esse motivo, o termo proporcional a 34 serd mantido explicitamente na deducio

da Equacdo de Schrodinger Nao Linear Generalizada utilizada ao longo desta tese.

2.8 Forma final do modelo

A equagdo de propagacdo obtida na secdo anterior (2.55) descreve a evolucdo da en-
voltéria do campo elétrico em funcdo da distancia de propagacdo z e do tempo retardado ¢.
No entanto, para a andlise de estados estaciondrios e propriedades estruturais das solucoes,
€ conveniente reescrever essa equacdo em uma forma adimensional equivalente a equacao de
Schrodinger ndo linear.

Inicialmente, realiza-se a mudanca para o referencial que se move com a velocidade
de grupo, eliminando o termo de primeira ordem B;. Em seguida, desprezam-se os termos de

terceira ordem, assumindo que seus efeitos sdo subdominantes no regime considerado.
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Além disso, para estabelecer a conexdo com o modelo utilizado nesta tese, introdu-
zimos varidveis adimensionais por meio de escalas caracteristicas de comprimento e tempo,
juntamente com uma reescala apropriada da amplitude do campo. Além disso, realizamos a

identificagcdo formal entre as varidveis de propagacao e evolucao temporal:

Z—tt —Xx,

permitindo interpretar a dinamica como uma equacao de evolucdo temporal para uma fun¢do de
onda espacial.

Adicionalmente, incorporamos efeitos de confinamento por meio de um potencial ex-
terno V(x) e consideramos uma néo linearidade espacialmente dependente g(x), o que genera-
liza 0 modelo fisico para incluir mecanismos de aprisionamento e modula¢do do meio.

Com essas transformagdes, obtemos a forma final do modelo estudado nesta tese:

oy
ox?

Ity 2
+Bi T + VW + (o) vy (2.60)

oy
ZW = P>
Essa equacdo descreve a dindmica de estados localizados sob a acdo combinada da dispersao
de segunda e quarta ordem, de um potencial externo e de uma ndo linearidade espacialmente
modulada.
A equagdo acima constitui 0 modelo fundamental adotado neste trabalho, incorporando
simultaneamente efeitos de dispersdo de segunda e quarta ordem, bem como a ndo linearidade

cubica do meio. Essa formulacdo permite investigar regimes em que a dispersdao de ordem

superior desempenha papel relevante na dinamica de estados localizados.
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Capitulo 3

Métodos Numéricos

3.1 Introducao

A equacgdo de Schrodinger ndo linear generalizada estudada nesta tese incorpora simul-
taneamente dispersdao de segunda e quarta ordem, potencial externo e nao linearidade cubica
espacialmente dependente. A presenca desses termos torna a obten¢do de solugdes analiticas
extremamente restrita, sendo possivel apenas para casos particulares ou sob hipdteses simpli-
ficadoras. Assim, a investigacdo das propriedades dos estados estaciondrios e de sua dindmica
requer o emprego de métodos numéricos apropriados.

Neste trabalho foram utilizados diferentes procedimentos numéricos, cada um destinado
a uma etapa especifica da investigacdo. A obtencdo das solugdes estaciondrias foi realizada por
meio do método de propagagcdo em tempo imaginario, amplamente empregado em problemas
envolvendo equacOes de Schrodinger devido a sua robustez e capacidade de convergir para es-
tados de equilibrio. Para a obtencao dos estados excitados, utilizou-se o procedimento de orto-
gonalizacdo de Gram-Schmidt, impedindo que a evolu¢do numérica convergisse repetidamente
para o estado fundamental.

A discretizagdo espacial foi realizada utilizando métodos espectrais baseados na Trans-
formada Répida de Fourier (Fast Fourier Transform — FFT). Essa escolha permite representar
as derivadas espaciais com elevada precisdo, especialmente o termo de quarta derivada pre-
sente na equacdo governante, além de reduzir significativamente o custo computacional quando
comparada a métodos tradicionais de diferencas finitas.

Ap6s a obtencao das solugdes estaciondrias, sua estabilidade foi investigada por meio da

propagacdo em tempo real utilizando o método Split-Step Fourier. Nesse procedimento, peque-
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nas perturbagdes aleatorias foram adicionadas as solucdes estaciondrias, permitindo avaliar sua

robustez frente a perturbagdes e identificar possiveis mecanismos de instabilidade dindmica.
As proximas se¢Oes apresentam detalhadamente cada um desses métodos, bem como as

justificativas para sua utilizagdo, os parametros numéricos adotados e os critérios empregados

para garantir a convergéncia e a confiabilidade dos resultados apresentados nos Capitulos 4 e 5.

3.2 Discretizacao espacial e método espectral de Fourier

Para resolver numericamente a equacao de Schrodinger ndo linear generalizada, é ne-
cessario discretizar o dominio espacial e calcular, de forma eficiente, as derivadas presentes na
equacgdo.Além disso, como o modelo estudado inclui um termo de quarta derivada, os métodos
espectrais apresentam vantagem em relagao aos métodos de diferencas finitas, pois reduzem os
erros de discretizacdo associados a operadores diferenciais de ordem elevada.

A Transformada de Fourier permite representar a funcao de onda no espaco dos ndimeros
de onda, convertendo derivadas espaciais em operagdes algébricas. Dessa forma, o célculo das
derivadas deixa de ser realizado diretamente no espago fisico, tornando a implementa¢do nu-
mérica mais simples e computacionalmente mais eficiente. A transformada direta e sua inversa

sdo definidas, respectivamente, por

—+oo
lﬁ(k):/l//(x)exp(—ikx)dx, 3.1)

enquanto a transformada inversa € dada por

o0
1
y(x) = E/lf/(x) exp(ikx)dk. (3.2)

A principal vantagem dessa representacao € que as derivadas espaciais podem ser escritas como
multiplicacdes pelo nimero de onda k. Assim, a segunda e a quarta derivadas utilizadas neste

trabalho tornam-se

d’y 2
gl * — _ A
J [ d.x2 ] k ‘l/(k)7

d*y

ze ¥
[dx4

] =k (k),
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simplificando significativamente a resolugcdo da parte linear da equacao.

O dominio computacional foi escolhido de modo que a func¢do de onda apresentasse
amplitude desprezivel nas extremidades do intervalo considerado, minimizando a influéncia das
condi¢des de contorno sobre os resultados. Da mesma forma, a discretizagao espacial foi defi-
nida de forma a representar adequadamente todos os perfis estaciondrios analisados, garantindo

a convergéncia das solu¢des sem aumentar desnecessariamente o custo computacional.

3.3 Método de propagacao em tempo imaginario

A obtencdo das solugdes estaciondrias foi realizada por meio do método de propagacao
em tempo imagindrio (Imaginary Time Propagation — ITP), amplamente utilizado na resolu-
cdo numérica da Equagdo de Schrodinger Nao Linear. A principal vantagem desse método €
transformar a busca por estados estaciondrios em um processo iterativo estavel, permitindo de-
terminar solucdes localizadas sem resolver diretamente um problema de autovalores nio linear.

Para isso, realiza-se a substituicdo da varidvel temporal real ¢ pelo tempo imaginério 7,

definida por

t— —IT.

Com essa transformacdo, a equagdo de evolugdo deixa de apresentar comportamento oscilatorio
e passa a descrever um processo semelhante a difusdo. Como consequéncia, as componentes
associadas aos estados de maior energia sdo progressivamente amortecidas durante a evolugao
numérica, favorecendo a convergéncia para um estado estaciondrio.

Aplicando essa transformacdo a Equacdo de Schrodinger Nao Linear Generalizada,
obtém-se

J 9? o*
S =By B~ VW) vy, (3:3)

que passa a ser integrada iterativamente até que sejam satisfeitos os critérios de convergéncia
adotados neste trabalho.

Durante esse processo, a norma da fun¢do de onda tende a diminuir continuamente. Para
evitar que a solugdo evolua para a fun¢do nula, realizou-se a renormalizacao apds cada passo

de propagacdo em tempo imagindrio, preservando a poténcia total da solu¢do e garantindo a
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estabilidade do processo iterativo.

A convergéncia foi considerada atingida quando a diferenga entre duas iteragdes conse-
cutivas tornou-se inferior ao critério de tolerancia estabelecido. Esse procedimento assegura que
as solucdes utilizadas nos Capitulos 4 e 5 correspondam efetivamente a estados estaciondrios

da equacao estudada.

3.4 Estados excitados e ortogonalizacao

Embora o método de propagacdo em tempo imagindrio seja bastante eficiente para a
obtencdo de solugdes estaciondrias, sua aplicacdo conduz naturalmente ao estado fundamental
do sistema. Para determinar os estados excitados analisados no Capitulo 4, foi empregada a
ortogonaliza¢do de Gram—Schmidt, procedimento que elimina, a cada iteragdo, as componentes
da solucdo associadas aos estados previamente calculados. Dessa forma, a evolucdo numérica
deixa de convergir para o estado fundamental e passa a ser direcionada para o proximo estado
excitado, possibilitando a obtencao sucessiva dos diferentes modos.

Matematicamente, esse procedimento consiste em projetar a solucdo corrente sobre os
estados ja obtidos e subtrair essas projecdes, impondo a condicdo de ortogonalidade entre as
solugcdes. Apds a ortogonalizagdo, a fungdo de onda é novamente normalizada e utilizada como
condicdo inicial para a etapa seguinte da propagagcao em tempo imagindrio.

Como condicao inicial para cada modo, foram utilizadas func¢des do tipo Gauss—Hermite,
uma vez que sua estrutura reproduz o nimero de nds esperado para cada estado excitado.
Assim, adotaram-se as fungdes Yy = exp(’sz), vy = (x) exp(’sz), v = (2% — 1)exp(’Tx2),
w3 = (2x° — 3x) eXp(’sz), e Yy = (4x* — 12x% 4 3) exp(’sz), que serviram como aproxima-
coes iniciais para o estado fundamental e os quatro primeiros estados excitados. A combinag¢do
dessas condi¢des iniciais com o procedimento de ortogonaliza¢do permitiu obter, de forma sis-
temadtica, solucdes estaciondrias com diferentes nimeros de nds, tornando possivel investigar
a influéncia da dispersdo de quarta ordem sobre cada uma das estruturas modais consideradas

neste trabalho.
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3.5 Método Split-Step Fourier

Ap6s a obtencao das solugdes estaciondrias, sua estabilidade foi investigada por meio da
propagacdo em tempo real utilizando o método Split-Step Fourier (SSF). Esse método foi esco-
lhido por permitir a integragdo eficiente da GNLSE, separando a evolugdo dos termos lineares
e ndo lineares da equacgdo. Essa estratégia reduz o custo computacional e mantém elevada pre-
cisdo numérica, sendo amplamente empregada em problemas envolvendo propagacdo de ondas
nao lineares.

A equacdo governante pode ser escrita como a soma de um operador linear, que retne
os termos de dispersdo e o potencial externo, e de um operador ndo linear, associado ao termo

cubico da equacao,

Essa decomposi¢do permite tratar cada operador no dominio em que sua implementacao € mais
eficiente. A evolucdo do operador linear € realizada no espago espectral, onde as derivadas
espaciais sdo representadas por multiplicacdes algébricas, enquanto o operador nao linear é
calculado diretamente no espaco fisico, por depender apenas da amplitude local da funcdo de
onda.

Neste trabalho foi empregada a decomposi¢ao simétrica de Strang,
LN AL eim/zeﬁmeim/z’

que proporciona maior precisdo na integracdo temporal quando comparada a decomposi¢cdo
simples dos operadores. Esse procedimento foi utilizado em todas as simulagdes apresentadas

nos Capitulos 4 e 5.

3.6 Analise de estabilidade

A estabilidade das solugdes estaciondrias foi investigada por meio da propagagcdao em
tempo real utilizando o método Split-Step Fourier. Para isso, cada solucdo obtida pelo método
de propagacdo em tempo imagindrio foi utilizada como condicao inicial, sendo adicionada uma
pequena perturbagdo aleatdria a sua amplitude antes do inicio da evolucdo temporal. Esse pro-

cedimento permite avaliar a robustez das solugdes frente a pequenas perturbagdes, simulando
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imperfei¢cdes que podem ocorrer em situacdes fisicas reais.

A condig¢do inicial perturbada € escrita como

Y(x,0) = ¢ (x) [1 +&(x)],

em que ¢ (x)representa a solugdo estaciondria obtida numericamente e €(x) corresponde a um
ruido aleatdrio de baixa amplitude. Neste trabalho, foi utilizada uma perturbagcdo de aproxi-
madamente 5% da amplitude da solucdo, valor suficientemente pequeno para caracterizar uma
perturbacdo linear sem modificar significativamente a estrutura inicial do estado estaciondrio.

Durante a evolucao temporal, foram monitoradas a forma do perfil, sua amplitude e a
distribui¢do espacial da funcdo de onda. As solucdes que preservaram essas caracteristicas ao
longo da propagacdo, mantendo praticamente inalterada sua estrutura localizada, foram classifi-
cadas como dinamicamente estaveis. Em contrapartida, solu¢des que apresentaram crescimento
das perturbagdes, deformacdo do perfil ou perda da localizagdo espacial foram consideradas di-
namicamente instaveis.

Esse procedimento foi aplicado a todas as solu¢des apresentadas no Capitulo 4, per-
mitindo identificar as regides de estabilidade e instabilidade em fun¢do dos parametros fisicos
considerados. Dessa forma, a analise em tempo real complementa os resultados obtidos pela
propagacdo em tempo imagindrio, verificando se os estados estaciondrios encontrados perma-

necem fisicamente robustos quando submetidos a pequenas perturbacdes externas.

3.7 Escolha dos parametros numéricos

Os parametros numéricos utilizados nas simula¢des foram definidos de modo a garantir
uma resolugdo adequada das solugdes estaciondrias e a confiabilidade dos resultados apresen-
tados nos capitulos seguintes. Como os Capitulos 4 e 5 abordam problemas fisicos distintos,
foram empregadas discretizagdes espaciais diferentes, adequadas as caracteristicas e as varredu-
ras paramétricas realizadas em cada caso. Em ambos os problemas, o dominio computacional
foi escolhido suficientemente amplo para que as solu¢des permanecessem localizadas na regidao
central e apresentassem amplitude reduzida nas proximidades das fronteiras. O método Split-
Step Fourier foi utilizado para realizar a propagacdo, enquanto as solucdes estaciondrias foram
obtidas por propagacdo em tempo imagindrio, com renormalizacdo da funcdo de onda ap6s cada

passo.
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Para as simulagdes referentes aos estados localizados em meios com ndo linearidade
defocalizante espacialmente inhomogénea, discutidas no Capitulo 4, foi utilizado o dominio
espacial x € [—10, 10], discretizado em N, = 512 pontos. Essa escolha corresponde a um passo

espacial

Ax = 51220 = 0.0390625, (3.4)

aproximadamente igual a 0.04, valor utilizado na descri¢do numérica do trabalho publicado que
constitui a base desse capitulo. O passo de propagacdo em tempo imagindrio foi fixado em
At = 0.001, enquanto o mesmo valor, At = 0.001, foi empregado nas simula¢des em tempo
real. O processo iterativo foi considerado convergido quando a diferenga entre duas solucdes
consecutivas satisfez o critério ||y 1) — y"™| < 10712, O artigo correspondente informa
explicitamente o passo temporal df = 0.001, o passo espacial aproximado dx = 0.04 e o incre-
mento Ay =0.1.

Nesse primeiro conjunto de simulacdes, considerou-se o perfil de ndo linearidade defo-
calizante g(x) = cosh?(x), na auséncia de potencial externo. Foram investigados os trés regimes
de dispersdo de segunda ordem, 3, = —1, 0 e +1, correspondentes, respectivamente, aos re-
gimes andmalo, puramente qudrtico e normal. A dispersdo de quarta ordem foi variada com
incremento Af34 = 0.1, sendo analisada principalmente no intervalo 0 < 4 < 10. No regime
puramente quartico, B, = 0, as andlises foram iniciadas em B4 = 0.1, uma vez que a esco-
lha simultanea 3, = B4 = 0 eliminaria os mecanismos dispersivos lineares do modelo. Foram
calculados o estado fundamental e os quatro primeiros estados excitados, correspondentes a
n=0,1,2,3,4, utilizando-se N = 1 como poténcia de referéncia para a comparacdo das propri-
edades estruturais.

Os estados excitados foram obtidos mediante a aplicacdo do procedimento de ortogona-
lizagdo de Gram—Schmidt durante a propagacao em tempo imagindrio, evitando a convergéncia
para estados de menor ordem. Para investigar a estabilidade dinamica, as solugdes estaciondrias
foram utilizadas como condic¢des iniciais para a propagacio em tempo real e submetidas a uma
perturbacao aleatdria de aproximadamente 5% em sua amplitude. As evolucdes foram acompa-
nhadas por tempos de até r = 10°. Além das simulacdes realizadas com poténcia de referéncia
N =1, a influéncia da poténcia sobre a estabilidade foi investigada no intervalo 0.1 <N < 10,
mantendo-se B4 = 1.

Para as simulacdes referentes a quebra espontanea de simetria em um potencial de poco
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duplo, apresentadas no Capitulo 5, foi mantido o dominio x € [—10,10], porém utilizando-se
N, = 256 pontos, o que corresponde ao passo espacial
20

= — =0.078125.
Ax 756 0.078125

O passo de propagacdo em tempo imagindrio foi fixado em A7 = 0.001, com um limite
maximo de 10° iteracdes. Nesse caso, a convergéncia foi determinada pela diferenca maxima

ponto a ponto entre duas iteracdes consecutivas, adotando-se o critério

max |U" ) (x) =0 (x)| < 10714

X

ApOs cada passo de propagagdo, a solugdo foi renormalizada de modo a preservar a
poténcia total especificada para cada simulacao.
O potencial externo utilizado nesse segundo problema foi definido pela superposi¢ao de

dois pogos idénticos,

Vo Vo
cosh?(x+x9)  cosh?(x—xg)’

V(x)=

com Vp = 2 e xo = 2, parametros mantidos fixos nas analises apresentadas. Foram considerados
os regimes B, = —1, 0 e +1, bem como diferentes valores do coeficiente ndo linear g, com
particular aten¢do ao regime atrativo g = —1. A poténcia P e a dispersdo de quarta ordemf34
foram utilizadas como parametros de controle na constru¢do dos diagramas de bifurcacio e na
determinacdo dos limiares associados a quebra espontanea de simetria.

Para permitir a obtencdo dos ramos assimétricos, a propagacdo em tempo imagindrio foi

inicializada com uma fungao gaussiana ligeiramente deslocada em relacao ao centro,

U(x,0) = exp[—(x£ 0)2],

utilizando-se 6 = Ax = 0.078125. Esse pequeno deslocamento quebra apenas a simetria da
condicdo inicial e permite ao procedimento numérico explorar solucdes preferencialmente lo-
calizadas em cada um dos pocos, sem modificar a simetria do potencial externo. Essa estratégia
corresponde a utilizada no trabalho que fundamenta o Capitulo 5.

Na andlise do modelo convencional, correspondente a 34 = 0, foram investigadas di-

ferentes combinacdes de f3,, g e poténcia. Para B, = —1 e g = —1, foi identificado o limiar
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P, ~ 0.45 associado a bifurcagdo supercritica do tipo pitchfork. Para avaliar diretamente a in-
fluéncia da dispersdo de quarta ordem, foram comparados, entre outros casos, B4 =0e By =2
para B, = —1,0,+1 ¢ g = —1. A dependéncia da poténcia critica com a ndo linearidade foi
calculada para 4 = 1, enquanto as anélises do parAmetro de assimetria em funcio de B4 foram
realizadas, em particular, para P = 1 e g = —1. Também foram determinados os valores criticos
Bac no plano (P, B4) para B, = —1,0,+1 e g = —1, além da dependéncia de B4, com g para
B> = —1, comparando-se as poténcias P=1e P = 2.

De forma geral, a escolha do dominio, da resolu¢do espacial, dos passos de propagacao
e dos critérios de convergéncia buscou assegurar que os resultados nao fossem determinados
por efeitos de discretizacao ou pela proximidade das fronteiras computacionais. A utilizagdo de
malhas distintas nos dois problemas reflete as diferentes necessidades das respectivas varreduras
numéricas, enquanto os critérios rigorosos de convergéncia e a renormaliza¢do a cada passo

garantem a obtencdo consistente dos estados estaciondrios utilizados nas andlises posteriores.
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Capitulo 4

Estados Localizados em Meios com Nao

Linearidade Inhomogénea

4.1 Introducao

O estudo de estados localizados constitui uma das dreas mais importantes da dptica nao
linear, pois essas estruturas resultam do equilibrio entre os efeitos dispersivos e a resposta nao
linear do meio. Conforme discutido no Capitulo 1, um avango importante nessa drea ocorreu
com o trabalho pioneiro de Borovkova et al. [47], que demonstrou que uma nao linearidade de-
focalizante espacialmente crescente pode atuar como um mecanismo efetivo de confinamento.
Esse resultado mostrou que estados localizados brilhantes podem existir mesmo na auséncia de
potenciais externos, desde que a intensidade da ndo linearidade aumente suficientemente rapido
com a coordenada espacial.

Esse trabalho inaugurou uma nova linha de pesquisa dedicada ao estudo de meios com
ndo linearidade espacialmente modulada, ampliando significativamente a compreensao dos me-
canismos responsdveis pela formacao de estados autoaprisionados. Diversos estudos posterio-
res confirmaram que a modulagdo espacial da ndo linearidade constitui uma estratégia eficiente
para controlar a existéncia, as propriedades estruturais e a estabilidade de estados localizados
em diferentes sistemas fisicos. Entretanto, a maior parte dessas investigagdes foi desenvolvida
considerando a equacdo de Schrodinger ndo linear convencional, na qual apenas a dispersdo de
segunda ordem € levada em consideragao.

Por outro lado, o desenvolvimento da equacdo de Schrodinger ndo linear generalizada

evidenciou que a inclusdo da dispers@o de quarta ordem pode modificar significativamente a for-
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macao, a propagacdo e a estabilidade de estruturas localizadas, especialmente em regimes nos
quais a dispersao de segunda ordem deixa de ser dominante. Embora diversos trabalhos tenham
investigado esse mecanismo em meios homogéneos e em sistemas Opticos convencionais, sua
influéncia sobre estados localizados sustentados por ndo linearidades espacialmente modula-
das permanece relativamente pouco explorada. Essa lacuna motiva a investigacio desenvolvida
neste capitulo.

Nesse contexto, considera-se um modelo unidimensional descrito pela equagdo de Schro-
dinger ndo linear generalizada contendo dispersdo de segunda e quarta ordem, na auséncia de
potencial externo e com uma nao linearidade defocalizante espacialmente crescente. O objetivo
¢ compreender como a dispersdo de quarta ordem modifica a existéncia, as propriedades es-
truturais e a estabilidade dinamica dos estados localizados, bem como investigar sua influéncia
sobre a constante de propagacao e sobre os diferentes modos estaciondrios do sistema.

Os resultados apresentados neste capitulo correspondem ao primeiro estudo desenvol-
vido no 4mbito desta tese e ampliam o trabalho recentemente publicado pelo Grupo de Optica
Nao Linear do Instituto de Fisica da Universidade Federal de Goias [51]. Em comparacdo com
o0 artigo, a presente tese apresenta uma discussao mais abrangente da fundamentacdo fisica do
problema, detalha os procedimentos numéricos empregados e amplia a andlise dos resultados,
oferecendo uma compreensdo mais completa do papel desempenhado pela dispersao de quarta
ordem em meios com nao linearidade espacialmente modulada.

Por fim, este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo 4.2 € apresentado o
modelo matemético utilizado nas simulagdes. Em seguida, discutem-se as condi¢des de exis-
téncia das solucgdes estaciondrias e seus perfis espaciais para diferentes regimes de dispersao.
Posteriormente, analisa-se a influéncia da dispersdo de quarta ordem sobre a localizag¢do das so-
lucdes, a constante de propagacdo e a estabilidade dinamica dos diferentes estados localizados.

Finalmente, sdo apresentadas as principais conclusdes obtidas.

4.2 Modelo matematico

Para investigar a influéncia da dispersdo de quarta ordem na formacgao de estados loca-
lizados em meios com ndo linearidade espacialmente inhomogénea, considera-se uma versao
particular da equagdo de Schrodinger nao linear generalizada apresentada no Capitulo 2. Neste

caso, o potencial externo € omitido, de modo que o mecanismo responsdvel pelo confinamento
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das solugdes decorre exclusivamente da modulacdo espacial da nao linearidade. O modelo ado-
tado € dado por
2 4
Y g2V g s elviy,

onde y(x,t) representa a fungdo de onda complexa, enquanto os coeficientes 3, e B4 correspon-
dem, respectivamente, as dispersdes de segunda e quarta ordem.

Ao contrario do modelo estudado no capitulo seguinte, neste problema ndao ha um poten-
cial externo responsavel pelo aprisionamento das solu¢des. Toda a dindmica de confinamento
resulta da distribui¢do espacial da ndo linearidade, cuja intensidade depende explicitamente da

posicdo. Neste trabalho considera-se o perfil
g(x) = cosh®(x),

que descreve um meio defocalizante espacialmente inhomogéneo.

A escolha desse perfil ndo é arbitraria. Como a fung@o cosh(x) cresce exponencialmente

para grandes valores de | x |, a intensidade da néo linearidade aumenta continuamente 2 medida
que a distancia em relacdo a origem cresce. Consequentemente, regides afastadas do centro
tornam-se energeticamente desfavordveis para a permanéncia da fun¢do de onda, produzindo
um mecanismo efetivo de confinamento ndo linear.

Esse comportamento difere significativamente daquele observado em meios homogeé-
neos. Em uma nao linearidade uniforme, o confinamento das solucdes normalmente depende
da presenga de um potencial externo ou de uma nao linearidade focalizante. No presente mo-
delo, entretanto, o préprio crescimento espacial da resposta ndo linear € suficiente para sustentar
estados localizados, mesmo na auséncia de qualquer potencial de aprisionamento.

Outro aspecto relevante deste estudo consiste na presenca simultanea dos termos dis-
persivos de segunda e quarta ordem. Enquanto a dispersdo convencional de segunda ordem
determina a tendéncia basica de espalhamento das solugdes, o termo de quarta ordem introduz
uma nova escala espacial na dindmica do sistema. A interacdo entre esses dois mecanismos
dispersivos modifica o equilibrio entre espalhamento linear e confinamento nao linear, podendo
alterar significativamente a forma, a largura e a estabilidade das solugdes estaciondrias.

Ao longo deste capitulo serdo considerados trés regimes distintos para o coeficiente de

dispersao de segunda ordem:
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* B, = —1, correspondente ao regime de dispersdo andmala;
* B> =0, caracterizando o regime puramente quartico;
* B, = +1 correspondente ao regime de dispersdo normal.

Essa divisdo permite investigar separadamente como a dispersao de quarta ordem atua quando
combinada com diferentes mecanismos dispersivos, possibilitando uma comparagdo direta entre
os trés regimes fisicos considerados.

Para determinar as solug¢des estaciondrias, procura-se uma soluciao da forma

w(x1) = ¢x)e M,

em que ¢(x) representa o perfil espacial da solugdo e u € a constante de propagagio (ou po-
tencial quimico, dependendo do contexto fisico considerado). Substituindo essa expressao na
equacgao dindmica, obtém-se a equacao estaciondria
2
¢ ¢

d4
N‘P:BZW +ﬁ4w +g(x)¢°, 4.1)

que serd resolvida numericamente utilizando o método de propagacdo em tempo imagindrio
descrito no Capitulo 3.

As solugdes obtidas permitirdo investigar ndo apenas sua existéncia, mas também a in-
fluéncia da dispersao de quarta ordem sobre suas propriedades estruturais e sua estabilidade

dinamica.

4.3 Existéncia das solucoes localizadas

Antes de analisar as propriedades das solucdes estaciondrias, € necessdrio determinar
os intervalos de parametros para os quais estados localizados podem efetivamente existir. Em
particular, este trabalho busca compreender como o sinal e a intensidade da dispersdo de quarta
ordem influenciam a formag¢do dessas estruturas em um meio com nao linearidade espacial-
mente inhomogénea.

Com esse objetivo, foram realizadas simula¢des numéricas considerando valores posi-
tivos e negativos do coeficiente de dispersdo de quarta ordem, mantendo fixos os demais pa-

rametros do modelo. Para cada conjunto de pardmetros, o método de propagacdo em tempo
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imagindrio foi inicializado com diferentes condi¢des iniciais, incluindo fungdes gaussianas e
perfis correspondentes aos estados excitados descritos no Capitulo 3. Essa estratégia teve como
finalidade verificar se a convergéncia das solucdes dependia da escolha da condi¢do inicial ou
se representava uma caracteristica intrinseca do sistema.

Os resultados mostraram que solucgdes estaciondrias localizadas sdo obtidas apenas quando

o coeficiente de dispersdo de quarta ordem satisfaz a condi¢ao

Ba > 0.

Em contraste, para todos os valores negativos investigados, o algoritmo numérico nao
apresentou convergéncia para nenhum estado estaciondrio localizado, independentemente da
condicdo inicial utilizada ou do nimero de itera¢des realizadas. Esse comportamento foi ob-
servado de maneira consistente nos trés regimes de dispersdo de segunda ordem considerados
neste trabalho.

Embora a auséncia de convergéncia numérica, por si s6, ndo constitua uma demonstra-
cdo matemdtica da inexisténcia de solugdes, ela fornece uma forte evidéncia de que estados
estaciondrios localizados nao sdo sustentados pelo sistema quando a dispersdao de quarta ordem
assume valores negativos. Consequentemente, toda a andlise apresentada nas proximas secoes
serd restrita ao intervalo B4 > 0, no qual solucdes fisicamente relevantes puderam ser obtidas.

Uma interpretacao fisica desse resultado pode ser construida analisando o papel desem-
penhado pelo termo dispersivo de quarta ordem na equacdo governante. Para valores positivos
de B4, esse termo contribui para o equilibrio entre os mecanismos dispersivos e o confinamento
imposto pela ndo linearidade espacialmente dependente, permitindo a formacdo de estados es-
taciondrios. Entretanto, quando 4 < 0, essa contribuicdo modifica profundamente esse equili-
brio, favorecendo a perda de confinamento das solu¢des durante a evolu¢cdo numérica.

Como consequéncia, a fun¢do de onda tende a espalhar-se continuamente ao longo do
dominio computacional, impedindo a formacao de perfis estaciondrios localizados. Esse com-
portamento sugere que a dispersao qudrtica negativa atua como um mecanismo desfavordvel a
existéncia de estados ligados nesse tipo de meio, mesmo na presenga da ndo linearidade cres-
cente g(x) = cosh?(x).

O resultado obtido nesta etapa estabelece uma restri¢do importante para o restante do ca-
pitulo. A partir desse ponto, todas as andlises serdo desenvolvidas exclusivamente para valores

nao negativos de f4, investigando como sua intensidade influencia as propriedades estruturais e
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a estabilidade das solugdes estaciondrias.

4.4 Perfis estacionarios

Ap6s estabelecer o intervalo de valores de B4 para os quais existem solucdes localizadas,
passa-se a andlise de suas propriedades estruturais. Nesta secao sdo comparados os perfis estaci-
ondrios obtidos para diferentes regimes de dispersao de segunda ordem, buscando compreender
de que maneira a dispersao de quarta ordem modifica a forma espacial das solugdes.

As solucdes estaciondrias foram calculadas para cinco modos distintos, correspondentes
ao estado fundamental (n = 0) e aos quatro primeiros estados excitados (n = 1,2,3,4). Em
todos os casos, a poténcia total foi mantida constante (N = 1), permitindo comparar diretamente
as alteracdes produzidas exclusivamente pela variacdo do coeficiente de dispersdo de quarta
ordem.

Para evidenciar a influéncia desse parametro, foram selecionados valores representativos
de B4 em cada regime dispersivo. Nos casos em que 3, = —1 e B, = 1, consideraram-se 0s
valores 34 =0, 1 e 10, enquanto no regime puramente qudrtico (8, = 0) utilizaram-se 34 = 0.1,
1 e 10, uma vez que a auséncia completa da dispersdo de quarta ordem eliminaria todos os
mecanismos dispersivos lineares do modelo.

As Figs. 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam os perfis estaciondrios obtidos para os trés regimes

de dispersao considerados.

Observa-se inicialmente que, independentemente do regime dispersivo, o aumento da
dispersao de quarta ordem modifica significativamente a distribui¢do espacial das solucdes. Em
todos os modos analisados ocorre uma redugdo gradual da amplitude maxima acompanhada
por um aumento da largura espacial, indicando que a dispersdo quartica tende a favorecer o
espalhamento da fun¢do de onda.

Embora essa tendéncia geral seja comum aos trés regimes, existem diferengas importan-
tes na forma como ela se manifesta. No regime de dispersdo andmala (8, = —1), o aumento de
B4 produz uma reducéo praticamente monotonica da localizagdo das solu¢des. Todos os modos
preservam sua estrutura nodal, porém tornam-se progressivamente mais largos e apresentam
menor amplitude de pico.

Quando a dispersdo de segunda ordem é removida (8, = 0), o termo de quarta ordem
passa a ser o unico responsavel pela dindmica dispersiva do sistema. Apesar dessa diferenca

fundamental, observa-se um comportamento qualitativamente semelhante ao caso anterior: o
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Figura 4.1: Perfis localizados estaciondrios |1//(x)|2 calculados para 3, = —1 e diferentes va-

lores do coeficiente de dispersdo de quarta ordem: 34 = O (linha sélida laranja), B4 = 1 (linha
tracejada azul) e B4 = 10 (linha tracejada e pontilhada preta). Cada painel corresponde a uma
solugdo distinta: (a) modo fundamental (n = 0); (b) modo com 1 né; (c) modo com 2 nds; (d)
modo com 3 nés; e (¢) modo com 4 nés. Os painéis ilustram como o aumento de B4 modifica a
estrutura espacial e o grau de localizacdo de cada modo.
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Figura 4.2: Perfis localizados estacionarios | w(x) |? calculados para 8, = 0 e diferentes valores
do coeficiente de dispersdo de quarta ordem: P4 = 0.1 (linha sélida laranja), B4 = 1 (linha
tracejada azul) e B4 = 10 (linha tracejada e pontilhada preta). Cada painel corresponde a uma
solugdo distinta: (a) modo fundamental (n = 0); (b) modo com 1 né; (c) modo com 2 nés; (d)

modo com 3 nds; e (e) modo com 4 nos.
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Figura 4.3: Perfis localizados estaciondrios | y(x) |* calculados para B, = +1 e diferentes va-
lores do coeficiente de dispersdo de quarta ordem: 34 = O (linha sélida laranja), B4 = 1 (linha
tracejada azul) e B4 = 10 (linha tracejada e pontilhada preta). Cada painel corresponde a uma
solugdo distinta: (a) modo fundamental (n = 0); (b) modo com 1 né; (c) modo com 2 nés; (d)
modo com 3 nds; e (e) modo com 4 nos.
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crescimento de 34 promove a diminui¢do da amplitude das solu¢des e aumenta sua extensiao
espacial. Entretanto, como toda a dispers@o do sistema passa a depender exclusivamente do
termo quartico, essas modificagdes tornam-se mais pronunciadas.

O comportamento mais interessante ocorre no regime de dispersdo normal (8, = +1).
Diferentemente dos casos anteriores, as alteragdes produzidas por 34 deixam de ser monotdni-
cas. Para valores pequenos e intermediérios da dispersdo de quarta ordem, observa-se inicial-
mente um aumento do confinamento espacial das solucdes, acompanhado por um crescimento
da amplitude maxima. Somente para valores mais elevados de B4 a tendéncia de deslocalizacéo
passa a predominar, produzindo novamente perfis mais largos € menos intensos.

Esse resultado evidencia uma competicao direta entre os mecanismos dispersivos de se-
gunda e quarta ordem. Enquanto no regime andmalo ambos contribuem de maneira semelhante
para a dindmica do sistema, na dispersdo normal ocorre uma interacdo mais complexa entre
esses dois termos, originando um comportamento ndo monotdnico que ndo aparece nos demais
Ccasos.

Outro aspecto importante observado nas trés figuras € a preservacao da estrutura topo-
l16gica das solu¢des. Em todos os regimes, o nimero de nds permanece inalterado a medida que
B4 varia, indicando que a dispersdo de quarta ordem modifica principalmente as propriedades
quantitativas dos perfis , como largura e amplitude, sem alterar sua classificacdo modal.

Os resultados apresentados nesta se¢do mostram que a dispersao de quarta ordem influ-
encia significativamente a geometria das solucdes estaciondrias. Entretanto, a inspe¢do visual
dos perfis ndo permite quantificar essas modificacdes de forma precisa. Para isso, torna-se ne-
cessdrio analisar grandezas capazes de caracterizar objetivamente o grau de localizacdo das so-
lucdes. Essa andlise serd realizada na préxima se¢ao por meio do estudo da amplitude méxima

e da variincia espacial.

4.5 Influéncia da dispersao de quarta ordem sobre a locali-

zacao das solucoes

A andlise qualitativa dos perfis estaciondrios mostrou que a dispersdo de quarta ordem
modifica significativamente a forma espacial das solugdes localizadas. Entretanto, para carac-
terizar essas alteracdes de maneira objetiva, torna-se necessario utilizar grandezas quantitativas

capazes de descrever o grau de confinamento das solugdes.
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Figura 4.4: (a) Amplitude maxima max(|y, ]2) e (b) variancia espacial em fun¢do do coeficiente
de dispersdo de quarta ordem f4, para modos localizados com niimero crescente de nds n =
0,1,2,3,4. Cada curva corresponde a um modo nodal diferente: n = 0O (linha pontilhada preta),
n = 1 (linha vermelho tracejada com pontos duplos), n = 2 (linha verde tracejada e pontilhada),
n =3 (linha azul tracejada) e n = 4 (linha continua ciano). Em ambos os casos usamos 3, = —1.

Neste trabalho, a influéncia da dispersdo de quarta ordem € avaliada por meio da ampli-

tude mdxima da fun¢@o de onda e da variancia espacial,

» _ SIS 9 ()P
21900 2dx

que fornece uma medida direta da largura efetiva da solu¢do. Enquanto a amplitude méxima in-

dica o grau de concentra¢do da funcio de onda na regido central, a varidncia permite quantificar
sua extensdo espacial. A andlise simultanea dessas duas grandezas fornece uma descricao mais
completa dos efeitos produzidos pela dispersao de quarta ordem.

As Figs. 4.4, 4.5 e 4.6 apresentam, respectivamente, a evolu¢do da amplitude maxima e
da variancia para os diferentes modos estaciondrios obtidos nos trés regimes dispersivos consi-

derados.

Observa-se inicialmente que o comportamento da amplitude depende diretamente do
regime de dispersdo de segunda ordem.

No regime de dispersdo andmala (8, = —1 ), o aumento de 34 provoca uma redu-
cdo gradual da amplitude mdxima em todos os modos estaciondrios. Esse comportamento €
acompanhado por um aumento correspondente da variancia espacial, indicando que as solucdes
tornam-se progressivamente menos localizadas a medida que a dispersdao de quarta ordem se
intensifica.

Esse resultado estd de acordo com a interpretacdo fisica discutida anteriormente. O

fortalecimento da dispers@o quartica aumenta a tendéncia ao espalhamento espacial da fungao
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Figura 4.5: (a) Amplitude maxima max(l//n|2) e (b) variancia espacial em fun¢@o do coeficiente
de dispersdo de quarta ordem f4, para modos localizados com niimero crescente de nds n =
0,1,2,3,4. Cada curva corresponde a um modo nodal diferente: n = 0 (linha pontilhada preta),
n =1 (linha vermelha tracejada com pontos duplos), n = 2 (linha verde tracejada e pontilhada),
n =3 (linha azul tracejada) e n = 4 (linha continua ciano). Em ambos os casos usamos f3; = 0.
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Figura 4.6: (a) Amplitude maxima max(| W, |) e (b) variancia espacial em fungio do coeficiente
de dispersdo de quarta ordem f34, para modos localizados com niimero crescente de nés n =
0,1,2,3,4. Cada curva corresponde a um modo nodal diferente: n = O (linha pontilhada preta),
n =1 (linha vermelha tracejada com pontos duplos), n = 2 (linha verde tracejada e pontilhada),
n =3 (linha azul tracejada) e n = 4 (linha continua ciano). Em ambos os casos usamos 3, = +1.

49



de onda, reduzindo a concentracdo de energia na regido central e produzindo perfis mais largos.

O mesmo comportamento geral é observado no regime puramente quartico (3, = 0).
Embora a dispersdo de quarta ordem seja agora o unico mecanismo dispersivo presente no
sistema, verifica-se novamente uma diminui¢do monotdnica da amplitude acompanhada pelo
crescimento da varidncia. A auséncia da dispersdo de segunda ordem torna essa dependéncia
ainda mais evidente, uma vez que todas as modificacdes estruturais passam a ser determinadas
exclusivamente pelo coeficiente f4.

Em contraste, o regime de dispersdo normal (3, = 41) apresenta uma resposta signi-
ficativamente diferente. Para pequenos valores de 4, observa-se inicialmente um aumento da
amplitude maxima das solugdes, acompanhado por uma reducdo da variincia espacial. Isso
indica que a introdu¢do de uma pequena contribuicdo de dispersdo quartica favorece um maior
confinamento da funcdo de onda.

Entretanto, esse comportamento ndo se mantém para valores elevados de f4. A me-
dida que a intensidade da dispersdo de quarta ordem continua aumentando, a amplitude passa
a diminuir e a varidncia volta a crescer, reproduzindo a tendéncia observada nos demais regi-
mes. Como consequéncia, tanto a amplitude quanto a largura das solugdes apresentam uma
dependéncia ndo monotdnica em relacdo ao coeficiente de dispersdo de quarta ordem.

Essa diferenca evidencia que o comportamento do sistema nao depende apenas da inten-
sidade de 34, mas também da forma como esse termo interage com a dispersio de segunda or-
dem. Nos regimes andmalo e puramente quartico, os mecanismos dispersivos atuam de maneira
relativamente uniforme, produzindo uma evolucao monotodnica das propriedades estruturais das
solugdes. Ja no regime de dispersdo normal, ocorre uma competicao entre os termos de segunda
e quarta ordem, originando uma resposta mais complexa e resultando em um ponto de maximo
confinamento para valores intermedidrios de f4.

Outro aspecto importante observado nas trés figuras € que os diferentes estados excitados
respondem de maneira qualitativamente semelhante as variagdes da dispersao de quarta ordem.
Embora apresentem amplitudes e larguras distintas, todos preservam a mesma tendéncia geral
dentro de cada regime dispersivo. Isso indica que o efeito de B4 constitui uma propriedade
global do modelo e ndo uma caracteristica especifica de um determinado modo estaciondrio.

Os resultados apresentados nesta secdo demonstram que a dispersao de quarta ordem
controla diretamente o grau de localizagdo das solugdes estaciondrias. Contudo, as modifica¢des

observadas na forma espacial das solu¢des também afetam sua constante de propagacdo, cuja
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Figura 4.7: A constante de propagagdo u em funcdo de (a) B4 e (b) N. Os resultados obtidos a
partir da Eq. 4.1 sdo representados por losangos (amarelo), tridngulos invertidos (azul), tridngu-
los (verde), circulos (vermelho) e quadrados (magenta), correspondentes aos estados ,(x,7),
comn = 0,1, 2, 3 e 4, respectivamente. Os demais pardmetros sao: (a) N =1¢e (b) B4 = 1.
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Figura 4.8: O mesmo da Fig. 4.7, porém para 3, = 0.

dependéncia com o coeficiente 34 serd analisada na proxima secao.

4.6 Constante de propagacao das solucoes estacionarias

Além das alteragOes observadas na forma espacial das solucdes, a dispersdo de quarta
ordem também modifica a constante de propagacdo associada aos estados estaciondrios. Essa
grandeza desempenha papel fundamental na caracterizac@o espectral das solugdes, uma vez que
determina a fase acumulada durante a propagacao e estd diretamente relacionada ao equilibrio
entre os mecanismos dispersivos e ndo lineares presentes no sistema.

Ap6s a obtengdo dos perfis estaciondrios, calculou-se a constante de propagagdo y para
diferentes valores do coeficiente de dispersdo de quarta ordem, considerando os cinco modos
analisados neste trabalho. Os resultados correspondentes aos trés regimes dispersivos sdo apre-
sentados nas Figs 4.7, 4.8 ¢ 4.9.

As curvas mostram que a dependéncia de u em relacdo a dispersdo de quarta ordem
varia significativamente conforme o regime determinado pelo coeficiente f3;.

No regime de dispersdo andmala (3, = —1), observa-se que a constante de propagagdo
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Figura 4.9: O mesmo das Figs. 4.7 e 4.8, porém para 3, = 1.

aumenta continuamente com o crescimento de 4. Esse comportamento ocorre para todos os
estados estaciondrios considerados, indicando que o fortalecimento da dispersao quartica altera
progressivamente o equilibrio entre os termos lineares e ndo lineares da equag¢do governante.

Esse aumento de y acompanha as modificagdes estruturais discutidas na se¢ao anterior.
A medida que a dispersdo de quarta ordem modifica a estrutura espacial das solugdes, torna-se
necessario um novo valor da constante de propagagao para satisfazer a condi¢ao de equilibrio
da equacdo estaciondria.

No regime puramente quartico (f3; = 0), verifica-se uma tendéncia semelhante. A cons-
tante de propagacdo também cresce monotonicamente com o aumento de 4, embora a taxa de
crescimento apresente diferencas quantitativas em relac@o ao caso anterior. Como toda a disper-
sdo do sistema € determinada exclusivamente pelo termo de quarta ordem, pequenas variacoes
desse coeficiente produzem alteracdes mais pronunciadas na estrutura espectral das solucoes.

Em contraste, o comportamento observado para o regime de dispersao normal (S, = +1)
€ significativamente diferente. Nesse caso, a constante de propagacdo apresenta uma evolugdo
nao monotdnica, refletindo a mesma competi¢do entre os termos dispersivos que ja havia sido
identificada na andlise da amplitude e da variancia.

Para valores reduzidos de B4, observa-se inicialmente uma rapida variacdo de u, asso-
ciada ao aumento do confinamento espacial das solu¢des. Entretanto, a medida que a dispersao
quartica continua aumentando, essa tendéncia torna-se gradualmente menos intensa, indicando
que o sistema passa a um novo regime dominado pelos efeitos de espalhamento induzidos pelo
termo de quarta ordem.

Essa diferenca evidencia novamente que a resposta do sistema depende nio apenas da
intensidade da dispersao quartica, mas também da maneira como ela interage com a dispersao
convencional de segunda ordem. Nos regimes 3, = —1 ¢ B = 0, os efeitos produzidos por B4

manifestam-se de forma essencialmente monotdnica. J4 para 3, = +1, a competicdo entre 0s
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dois mecanismos dispersivos produz uma resposta mais rica, caracterizada por uma dependéncia
ndo linear da constante de propagacao.

Outro aspecto relevante observado nas trés figuras € que todos os estados estaciondrios
preservam a mesma tendéncia qualitativa de evolucdo de . As diferencas entre os diversos
modos aparecem principalmente nos valores absolutos da constante de propagagdo, enquanto a
influéncia exercida pela dispersdo de quarta ordem permanece consistente em toda a familia de
solugdes.

Além da dependéncia da constante de propagacdo com o coeficiente de dispersdo de
quarta ordem, também foi analisada sua variagao em fun¢do da poténcia total N, conforme
mostrado nas Figs. 4.7(b), 4.8(b) e 4.9(b). Em todos os regimes dispersivos considerados,
observa-se que a constante de propagacao cresce monotonicamente com o aumento da poténcia
para todos os estados estaciondrios. Esse comportamento indica que solu¢des mais energéticas
requerem valores mais elevados de u para satisfazer a condicao de equilibrio da equagao esta-
ciondria. Embora os diferentes modos apresentem valores absolutos distintos de (t, a tendéncia
qualitativa permanece praticamente inalterada, evidenciando que a dependéncia da constante de
propagacdo com a poténcia € uma caracteristica comum de toda a familia de solugdes.

Os resultados apresentados nesta se¢cdo mostram que a dispersao de quarta ordem modi-
fica simultaneamente as propriedades espaciais e espectrais das solu¢cdes estaciondrias. Entre-
tanto, para que essas solugdes possuam relevancia fisica, € necessdrio verificar se permanecem
estdveis quando submetidas a pequenas perturbacdes. Essa andlise serd realizada na préxima

secdo por meio de simulagdes em tempo real.

4.7 Estabilidade dinamica das solu¢oes estacionarias

A obtencdo de solugdes estaciondrias constitui apenas a primeira etapa da anélise. Para
que essas solucdes possuam relevancia fisica, é necessdrio verificar se elas permanecem pre-
servadas quando submetidas a pequenas perturbacdes. Em sistemas descritos pela equacao de
Schrédinger ndo linear, estados matematicamente bem definidos nem sempre correspondem
a configuracdes observdveis experimentalmente, uma vez que perturbacdes inevitaveis podem
provocar sua deformacdo ou mesmo sua completa destruicdo durante a evolucdo temporal.

Com o objetivo de investigar esse aspecto, foram realizadas simulacdes em tempo real

utilizando como condig¢do inicial as solucdes estaciondrias obtidas pelo método de propagagao
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em tempo imagindrio. Para testar a robustez dessas soluc¢des, adicionou-se uma perturbacdo
aleatdria correspondente a 5% da amplitude da funcdo de onda. A evolugao temporal foi entdao
acompanhada durante um intervalo suficientemente longo para identificar possiveis processos
de instabilidade.

As Figuras 4.10, 4.11 e 4.12 apresentam exemplos da evolucao temporal dos diferentes

modos estaciondrios para os trés regimes dispersivos considerados.

Observa-se inicialmente que os estados fundamentais (n = 0) permanecem praticamente
inalterados durante toda a propagagdo, independentemente do valor de 3,. Mesmo apds a in-
troducdo da perturbacdo inicial, a distribuicao espacial da fun¢do de onda conserva sua forma
original, apresentando apenas pequenas oscilacdes em torno da configuracio estaciondria. Esse
comportamento caracteriza a estabilidade dindmica dessas solugdes.

Resultado semelhante € observado para o primeiro estado excitado (n = 1). Embora esse
modo possua uma estrutura espacial mais complexa devido a presenca de um né central, sua
evolugdo temporal também permanece limitada a pequenas oscilacdes, sem qualquer evidéncia
de crescimento das perturbacdes introduzidas inicialmente. Isso indica que o primeiro estado
excitado também pertence ao conjunto de solugdes dinamicamente estdveis do sistema.

O comportamento dos modos superiores difere significativamente daquele observado
para os dois primeiros estados. As simulagdes mostram que os estados correspondentes a (n > 2)
desenvolvem instabilidades durante a evolugdo temporal, perdendo gradualmente sua estrutura
inicial. Dependendo do regime dispersivo considerado, essas instabilidades manifestam-se atra-
vés da deformacdo progressiva do perfil espacial, da emissdo de pequenas oscilacdes ou da
reorganizagdo da solu¢do para estados de menor energia.

Esse comportamento pode ser compreendido considerando a estrutura nodal dos diferen-
tes modos estaciondrios. A medida que o nimero de nés aumenta, a solu¢iio passa a apresentar
maior energia interna e torna-se mais sensivel a amplificacdo de perturbacdes numéricas ou
fisicas. Como consequéncia, estados altamente excitados tendem a perder estabilidade mais
facilmente do que os modos de menor ordem.

Outro aspecto importante revelado pelas simulagdes é que a introducdo da dispersao de
quarta ordem modifica quantitativamente a dindmica da evolucdo temporal, mas nao altera a
hierarquia de estabilidade dos modos estaciondrios. Em todos os regimes analisados, o estado
fundamental permanece estdvel, enquanto os modos de ordem superior apresentam comporta-

mento instavel. Isso indica que a dispersao de quarta ordem influencia principalmente a forma
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Figura 4.10: Simulag@o numérica direta dos modos localizados sob uma perturbagdo aleatdria
de 5% na amplitude. Os painéis (a)—(e) mostram a evolugdo espaco-temporal da densidade
| (x,1)|?> para modos com n = 0, 1,2,3 e 4 nds, respectivamente. Os parimetros utilizados em
todas as simulagdes sdo B, = —1 (CasoI) e B4 = 1.
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Figura 4.11: Simulag@o numérica direta dos modos localizados sob uma perturbagdo aleatdria
de 5% na amplitude. Os painéis (a)—(e) mostram a evolugdo espaco-temporal da densidade
| W (x,¢) |*para modos com 1 = 0,1,2,3 e 4 nés, respectivamente. Os pardmetros utilizados em
todas as simulagdes sdo 3, =0 (CasoIl) e B4 = 1.
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Figura 4.12: Simulag@o numérica direta dos modos localizados sob uma perturbagdo aleatdria
de 5% na amplitude. Os painéis (a)—(e) mostram a evolugdo espaco-temporal da densidade
| W, (x,1) |? para modos com n = 0,1,2,3 e 4 nés, respectivamente. Os parAmetros utilizados
em todas as simulag¢des sdo B, = +1 (Caso Ill) e By = 1.
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das solugdes e seus parametros espectrais, preservando, entretanto, a organizacdo global da
estabilidade dinamica do sistema.

Comparando os trés regimes dispersivos, verifica-se que o comportamento qualitativo
permanece praticamente inalterado. Apesar das diferencas observadas na amplitude, largura
espacial e constante de propagacao, a estabilidade dinamica segue o mesmo padrdo geral, suge-
rindo que essa propriedade estd mais fortemente relacionada a estrutura modal das solug¢des do
que ao valor especifico dos coeficientes dispersivos.

Os resultados obtidos nesta secdo demonstram que apenas o primeiro modo apresenta
robustez suficiente para serem considerados candidatos vidveis a observacdo fisica. Os esta-
dos excitados, embora matematicamente existentes, apresentam instabilidades que limitam sua

persisténcia durante a evolugdo temporal.

4.8 Conclusoes

Neste capitulo foi investigada a influéncia da dispersdao de quarta ordem sobre a for-
macdo e as propriedades de estados localizados em uma equacdo de Schrodinger ndo linear
generalizada com nio linearidade espacialmente inhomogénea. Diferentemente dos modelos
convencionais, nos quais o confinamento das solucdes depende da presenca de um potencial ex-
terno ou de uma nfo linearidade focalizante, o modelo considerado utiliza uma nfo linearidade
defocalizante cuja intensidade cresce espacialmente de acordo com o perfil g(x) = cosh?(x).
Essa configuracdo permite a existéncia de estados localizados sustentados exclusivamente pela
modulacdo espacial da resposta ndo linear.

Inicialmente foi analisada a existéncia de solu¢des estaciondrias para diferentes valores
do coeficiente de dispersdo de quarta ordem. As simula¢des numéricas mostraram que estados
localizados foram obtidos apenas para 34 > 0. Para valores negativos desse parimetro, o método
de propagacdo em tempo imagindrio ndo convergiu para solucdes estaciondrias, indicando que,
nas condicdes investigadas, a dispersdo quartica negativa ndo favorece a formagdo de estados
ligados.

A andlise dos perfis estaciondrios mostrou que a dispersdo de quarta ordem modifica
significativamente a geometria das solucdes. Em todos os regimes dispersivos considerados,
verificou-se que o aumento de 34 altera a distribui¢do espacial da fun¢do de onda, embora a

intensidade dessas modificacdes dependa da contribui¢cdo da dispersdao de segunda ordem. Nos
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regimes de dispersdo andmala (B, = —1) e puramente quértico (3, = 0), observou-se uma
tendéncia monotodnica de reducio da amplitude mdxima acompanhada pelo aumento da largura
espacial das solugdes. Em contraste, para o regime de dispersdo normal (8, = 1), essa evolucdo
apresentou comportamento nao monotdnico, evidenciando a competi¢ao entre 0S mecanismos
dispersivos de segunda e quarta ordem.

Essas alteragOes estruturais também se refletiram na constante de propagacao das solu-
coOes estaciondrias. Verificou-se que a dispersdao de quarta ordem modifica o equilibrio entre
os termos lineares e ndo lineares da equagdo governante, produzindo mudancas sistematicas
na estrutura espectral do sistema. Mais uma vez, o regime de dispersdao normal apresentou
comportamento distinto dos demais, reforcando a importincia da interagdo entre os diferentes
mecanismos dispersivos presentes na equagao.

A estabilidade dindmica das solu¢des foi investigada por meio de simulacdes em tempo
real utilizando perfis perturbados como condi¢do inicial. Os resultados mostraram que o estado
fundamental permanece estavel durante toda a evolucdo temporal, enquanto os modos excitados
desenvolveram instabilidades que conduziram a perda gradual de sua estrutura espacial. Esse
comportamento foi observado nos trés regimes dispersivos analisados, indicando que a estabili-
dade esta fortemente relacionada a estrutura modal das solugdes e apenas secundariamente aos
valores especificos dos coeficientes de dispersao.

De maneira geral, os resultados apresentados neste capitulo demonstram que a dispersao
de quarta ordem exerce influéncia significativa sobre a existéncia, a localizacdo, a estrutura es-
pectral e a estabilidade das solugdes estaciondrias em meios com ndo linearidade espacialmente
inhomogénea. Esses efeitos evidenciam que contribui¢des dispersivas de ordem superior nao
devem ser tratadas apenas como corre¢des perturbativas da equacdo de Schrodinger ndo linear
convencional, mas como mecanismos capazes de modificar qualitativamente as propriedades
dos estados localizados.

Os resultados obtidos estabelecem a base para a investigagdo desenvolvida no capitulo
seguinte. Uma vez compreendido o papel da dispersdao de quarta ordem na formacgdo e esta-
bilidade das solucdes estaciondrias, torna-se natural analisar como esses mesmos efeitos in-
fluenciam fendmenos coletivos mais complexos. No Capitulo 5, essa questdo serd abordada
através do estudo da quebra espontdnea de simetria em um sistema submetido a um potencial
simétrico do tipo duplo-poco, permitindo avaliar como a dispersdo de quarta ordem modifica os

mecanismos de bifurcagdo e a formagao de estados assimétricos.
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Capitulo 5

Quebra Espontanea de Simetria em

Potencial de Poco Duplo

5.1 Introducao

Conforme discutido na Secao 1.5, a quebra espontanea de simetria constitui um dos
fendmenos mais importantes em sistemas descritos pela equacdo de Schrodinger ndo linear.
Embora esse processo tenha sido amplamente investigado em potenciais de poco duplo e em
diferentes sistemas Opticos e de matéria condensada [52-55], a influéncia especifica da dis-
persdo de quarta ordem sobre os diagramas de bifurcacdo e sobre a estabilidade das solucdes
permanece relativamente pouco explorada.

A presenca da dispersdo de quarta ordem modifica o equilibrio entre dispersdo, nao
linearidade e confinamento, podendo alterar significativamente as condi¢des necessdrias para o
surgimento de estados assimétricos. Em consequéncia, espera-se que esse mecanismo influencie
tanto o limiar critico para a quebra espontianea de simetria quanto a estabilidade das diferentes
familias de solucdes estaciondrias. A compreensdo desses efeitos é importante nao apenas do
ponto de vista fundamental, mas também para o desenvolvimento de estratégias de controle de
estados localizados em sistemas Opticos nao lineares.

Motivado por essas questdes, este capitulo investiga sistematicamente a influéncia da
dispersdo de quarta ordem sobre a quebra espontanea de simetria em um sistema descrito pela
equacdo de Schrodinger ndo linear generalizada contendo um potencial de poco duplo. Sao
analisados os diagramas de bifurcacdo, a poténcia critica para a transicao entre estados simétri-

cos e assimétricos, a dependéncia dos limiares criticos com os parametros do sistema e o papel
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desempenhado pela dispersao de quarta ordem na estabilidade das solucdes.

Os resultados apresentados neste capitulo constituem a segunda parte desta tese e com-
plementam naturalmente o estudo desenvolvido no Capitulo 4. Enquanto o capitulo anterior
analisou a influéncia da dispersao de quarta ordem na formacdo e na estabilidade de estados
localizados em meios com nio linearidade espacialmente modulada, o presente capitulo inves-
tiga como esse mesmo mecanismo dispersivo modifica os processos de quebra espontanea de
simetria em potencial de po¢o duplo. Dessa forma, obtém-se uma visdo mais abrangente do
papel desempenhado pela dispersdo de quarta ordem em diferentes problemas governados pela
equacgado de Schrodinger nao linear generalizada.

Por fim, este capitulo estd organizado da seguinte forma. Inicialmente, apresenta-se o
modelo matemadtico utilizado para descrever o sistema. Em seguida, sdo discutidos o procedi-
mento numérico empregado na construcdo dos diagramas de bifurcacao e os resultados obtidos
para diferentes regimes de dispersdo e nao linearidade. Finalmente, analisam-se os efeitos da
dispersdo de quarta ordem sobre os limiares de quebra espontanea de simetria e sobre a estabi-

lidade das solugdes.

5.2 Modelo matematico

Com o objetivo de investigar a influéncia da dispersao de quarta ordem sobre os mecanis-
mos de quebra espontanea de simetria, considera-se neste capitulo uma versao generalizada da
equacgdo de Schrodinger nado linear unidimensional. O modelo adotado inclui simultaneamente
os termos dispersivos de segunda e quarta ordem, além de um potencial externo simétrico e de
uma nao linearidade cubica do tipo Kerr. A dindmica do sistema € descrita pela equacdo

2 4
2 g2 Y BT Vv sy, 5.0
onde y(x,7) representa a fungdo de onda complexa do sistema, V(x) corresponde ao potencial
externo, g € o coeficiente de ndo linearidade ctbica, enquanto 3, e B4 representam os coefici-
entes associados a dispersao de segunda e quarta ordem, respectivamente.

O termo proporcional a 3, corresponde a contribuicdo dispersiva presente na equagio
de Schrodinger ndo linear convencional. Dependendo do seu sinal, esse termo pode favorecer
ou dificultar os processos de localiza¢do espacial. J4 o termo associado a 4 representa os

efeitos de dispersdao de quarta ordem, cuja influ€ncia torna-se relevante em situacdes nas quais
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os mecanismos dispersivos convencionais nao sao suficientes para descrever adequadamente a
dindmica do sistema.

A contribui¢io nio linear g(x)|y|>y descreve uma interacio ciibica local do tipo Kerr.
Quando g < 0, a ndo linearidade € atrativa e favorece a concentracdo espacial da fungdo de
onda. Em contraste, quando g > 0, a interagcdo torna-se repulsiva, dificultando os processos
de auto-localizacdo. Como a quebra espontanea de simetria resulta da competi¢do entre con-
finamento externo e efeitos ndo lineares, o regime atrativo desempenha papel fundamental na
andlise desenvolvida neste trabalho.

Para possibilitar a formacgao de estados simétricos e assimétricos, considera-se um po-

tencial externo do tipo duplo-poco simétrico dado por

Vo Vo

V(x) =— — .
) cosh?(x+xo)  cosh?(x —xg)

Esse potencial é formado pela superposi¢dao de dois pogos idénticos localizados em
x = £x9. O pardmetro V( controla a profundidade dos pog¢os, enquanto xo determina a dis-
tancia entre seus centros. Ao longo deste capitulo sao adotados os valores Vo =2, e xg = 2, 0s
quais produzem uma configuracido adequada para a investigacao dos fendmenos de bifurcacao
e quebra espontanea de simetria.

O potencial de poco duplo adotado neste trabalho representa uma idealizagao tedrica am-
plamente empregada na literatura para descrever sistemas de confinamento simétricos. Embora
sua forma analitica seja expressa por fungdes do tipo sech?, perfis de potencial com caracterfs-
ticas equivalentes podem ser obtidos experimentalmente em diferentes sistemas fisicos, como
condensados de Bose—Einstein confinados por armadilhas dpticas ou magnéticas e estruturas
Opticas constituidas por guias de onda acoplados ou redes fotonicas. Nesses sistemas, a enge-
nharia do potencial de confinamento permite produzir dois minimos de energia espacialmente
separados, reproduzindo de maneira aproximada a configuracdo de po¢o duplo considerada
neste modelo. A escolha desse potencial deve-se ndo apenas a sua relevancia fisica, mas tam-
bém as suas propriedades matematicas, que possibilitam descrever de forma suave e controlada
a dinamica dos estados localizados e dos processos de quebra espontinea de simetria.

A escolha de um potencial duplo-poco é particularmente interessante porque ele per-
mite a coexisténcia de diferentes configuracdes estaciondrias. Em baixas poténcias, a solugcdo
fundamental tende a distribuir-se de forma aproximadamente uniforme entre os dois pocos,

preservando a simetria espacial do sistema. Entretanto, a medida que a intensidade dos efeitos
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ndo lineares aumenta, essa configuragdo pode tornar-se instdvel, favorecendo a concentragcdo da
fun¢do de onda em apenas um dos pocos. Nesse caso, apesar de a equagdo governante perma-
necer simétrica, as solucdes deixam de apresentar essa mesma propriedade, caracterizando a
ocorréncia da quebra espontanea de simetria.

As solugdes estaciondrias sdo procuradas na forma:

) = 9(x)e ™,

onde ¢ (x) representa o perfil espacial estaciondrio e i corresponde ao pardmetro de propagagio
associado a solugdo. Substituindo essa expressdao na equacdao dindmica obtém-se a equacgdo

estacionaria:
4

d? d 2 N3
= Po—— + Pa——5 +cosh”(x)9".
pno ﬁZ dr2 ﬁ4 dd ( )q)

A determina¢@o numérica dessas solucdes serd realizada por meio do método de propa-
gacdo em tempo imagindrio, descrito no Capitulo 3. Esse procedimento permite calcular tanto
estados simétricos quanto estados assimétricos, possibilitando a constru¢ao dos diagramas de
bifurcagdo que serdo apresentados nas se¢oes seguintes.

Para quantificar o grau de assimetria das solucdes obtidas, introduz-se o parametro

_ PRR—-FPL
n - PR "’PL’
em que Pg e P representam as poténcias localizadas nas regides direita e esquerda do dominio

espacial, respectivamente,

400
&:A 1),

0
&:/|wm%n

—o0

A poténcia total da solugdo € definida por

~+oo

P=P+P =/ |0 (x)|*dx.

—o0

Por construgdo, 1 = 0 corresponde a estados perfeitamente simétricos, enquanto valores

nao nulos de M indicam solucdes espacialmente assimétricas. Dessa forma, o parametro 1
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atua como um parametro de ordem capaz de identificar o surgimento da quebra espontinea de

simetria e determinar os limiares criticos associados as bifurca¢des observadas no sistema.

5.3 Procedimento numérico e construcao dos diagramas de
bifurcacao

Para investigar a ocorréncia de quebra espontianea de simetria, foram calculadas solu-
coes estaciondrias da Eq. (5.1) para diferentes valores dos parametros dispersivos e ndo lineares.
A obteng¢do dessas solugdes foi realizada por meio do método de propagacdo em tempo ima-
gindrio, descrito detalhadamente no Capitulo 3. Esse procedimento permite que componentes
associadas a estados excitados sejam progressivamente eliminadas durante a evolu¢do numé-
rica, conduzindo o sistema a solucdes estaciondrias estaveis.

A discretizacdo espacial foi realizada em um dominio suficientemente grande para evitar
efeitos de contorno sobre as solucdes localizadas. Em todas as simulacdes, utilizou-se uma
malha uniforme, garantindo consisténcia entre os diferentes resultados apresentados ao longo
da tese.

Como o objetivo principal deste capitulo consiste em analisar a quebra espontinea de
simetria, tornou-se necessario calcular ndo apenas estados simétricos, mas também estados as-
simétricos. Para isso, as iteracdes foram inicializadas utilizando perfis gaussianos ligeiramente
deslocados em relag@o ao centro do potencial. Esse deslocamento introduz uma pequena pertur-
bacdo inicial que permite ao algoritmo convergir para solugdes preferencialmente localizadas
em um dos po¢os quando tais estados existem.

Mais especificamente, foi utilizado um perfil inicial da forma

U(x,0) = exp(—(x — 6)?), (5.2)

onde o parametro ¢ desloca o centro da funcédo inicial. Neste trabalho consideramos o = Ax,
corresponde ao valor da discretizagdo na direcdo x. Esse pequeno deslocamento permite a
exploracdo de solugdes preferencialmente localizadas em qualquer um dos pogos do potencial
de poco duplo e facilita a identificagdo de estados com quebra de simetria.

Apo6s a obtengdo das solucdes estaciondrias, calculou-se o pardmetro de assimetria 1,

definido na secdo anterior. A dependéncia desse parametro em relagdo a poténcia total da solu-
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cdo foi utilizada para construir os diagramas de bifurcacio apresentados nas préximas secoes.
Esses diagramas constituem uma ferramenta fundamental para a identificacdo da quebra espon-
tanea de simetria. O valor da poténcia no qual esses ramos surgem define a poténcia critica P,
associada ao limiar de quebra espontinea de simetria.

A partir dessa metodologia, foi possivel analisar sistematicamente a influéncia da dis-
persdo de quarta ordem sobre a estrutura das bifurcacdes. Em particular, investigou-se como
diferentes combinacdes dos coeficientes B, e B4 modificam a poténcia critica, a existéncia de
estados assimétricos e a extensdo das regides de estabilidade. Os resultados obtidos sdo apre-

sentados e discutidos nas secdes seguintes.

5.4 Quebra espontanea de simetria na equacao de Schrodin-

ger nao linear convencional

Antes de analisar os efeitos produzidos pela dispersdo de quarta ordem, € conveniente
examinar o comportamento do sistema na auséncia desse termo. Nesse caso, a Eq. (5.1) reduz-
se a equacdo de Schrodinger ndo linear convencional, na qual a dindmica resulta exclusivamente
da competi¢cdo entre a dispersdo de segunda ordem, o potencial externo e a nao linearidade
ctbica.

O estudo desse regime fornece uma referéncia importante para a compreensao dos re-
sultados apresentados posteriormente, permitindo identificar quais caracteristicas do sistema ja
estdo presentes na dindmica convencional e quais surgem exclusivamente devido a introdug@o
da dispersao de quarta ordem.

Para essa andlise foram considerados os parAmetros 3, = —1,g=—1,Vy =2 e xy = 2,
correspondendo a um regime de dispersdo anomala combinado com uma ndo linearidade atra-
tiva. Nessas condic¢des, tanto o mecanismo dispersivo quanto a interagdo nao linear favorecem
a formacao de estados localizados dentro do potencial duplo-pogo.

A Fig. 5.1 apresenta o diagrama de bifurcacdo obtido para esse conjunto de parametros.
O gréfico mostra a evolucdo do parametro de assimetria 11 em fun¢do da poténcia total P da
solucdo.

Observa-se que, para baixos valores de poténcia, a Gnica solucdo existente corresponde
a um estado simétrico caracterizado por = (0. Nessa situagdo, a funcido de onda distribui-se

aproximadamente de forma equilibrada entre os dois pocos do potencial, preservando a simetria
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Figura 5.1: Diagrama de bifurcagdo do parametro de assimetria 11 em func¢do da poténcia total
P para o regime padrido (f, = —1, B4 =0, g = —1, Vi = 2) Os ramos representam os estados
assimétricos estdveis que emergem de uma bifurcagao supercritica do tipo forquilha (pitchfork)
no limiar critico P. =~ 0.45.

espacial do sistema.

A medida que a poténcia aumenta, os efeitos ndo lineares tornam-se progressivamente
mais importantes. Como consequéncia, a distribuicao simétrica da solu¢do deixa de representar
a configuracdo energeticamente mais favordvel. Quando a poténcia atinge um valor critico,
ocorre uma mudanca qualitativa na estrutura das solugdes estaciondrias: o ramo simétrico perde
estabilidade e surgem dois novos ramos assimétricos equivalentes.

Esse comportamento caracteriza uma bifurcagdo do tipo pitchfork, um dos mecanismos
mais conhecidos de quebra espontianea de simetria em sistemas ndo lineares. A partir desse
ponto critico, o sistema passa a admitir duas solugdes estaveis fisicamente equivalentes. Em
uma delas, a maior parte da poténcia encontra-se concentrada no poco esquerdo, enquanto na
outra ocorre a concentragdo predominante no poco direito.

E importante destacar que a assimetria observada ndo estd associada a qualquer modifi-
cacdo do potencial externo, que permanece rigorosamente simétrico durante toda a andlise. A
quebra de simetria surge exclusivamente devido aos efeitos ndo lineares presentes no sistema.
Em outras palavras, embora a equacido governante possua invariancia sob reflexdo espacial, as
solucdes estaveis deixam de apresentar essa propriedade acima da poténcia critica.

Fisicamente, esse fendmeno pode ser interpretado como uma competi¢do entre dois me-
canismos distintos. O potencial duplo-poco tende a distribuir a fun¢c@o de onda igualmente entre
as duas regides de confinamento, preservando a simetria do sistema. Por outro lado, a ndo li-
nearidade atrativa favorece a concentracao da poténcia em uma regido espacial cada vez menor.

Para baixas poténcias, o confinamento imposto pelo potencial predomina e a solu¢do permanece
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simétrica. Entretanto, acima de determinado limiar, os efeitos ndo lineares tornam-se suficien-
temente intensos para romper esse equilibrio, conduzindo a formacao de estados assimétricos.

O valor da poténcia correspondente ao surgimento dos ramos assimétricos define a po-
téncia critica de bifurcacdo P.. Para os parametros considerados, observa-se que esse limiar
ocorre em torno de P. ~ 0.45, valor que serd utilizado como referéncia nas andlises subsequen-
tes envolvendo a dispersdo de quarta ordem.

A identificacdo desse comportamento € particularmente importante porque estabelece o
cendrio basico de quebra espontanea de simetria presente na ESNL convencional. A partir dessa
referéncia torna-se possivel investigar de que forma a introducdo da dispersao de quarta ordem
modifica a posi¢do do ponto critico, altera a estabilidade das solucdes e amplia as regides de

existéncia dos estados assimétricos.

5.5 Influéncia da dispersao de quarta ordem nos diagramas

de bifurcacao

Uma vez estabelecido o comportamento do sistema na auséncia da dispersdo de quarta
ordem, passa-se agora a andlise dos efeitos produzidos pela introdugdo do coeficiente 4. O
objetivo desta etapa consiste em determinar como os mecanismos de bifurcac¢do sdo modificados
quando contribuicdes dispersivas de ordem superior passam a atuar simultaneamente com a
dispersao convencional de segunda ordem.

Para isso, foram construidos diagramas de bifurcacio para diferentes combinacdes dos
parAmetros dispersivos, mantendo-se a nao linearidade atrativa (g = —1) e o potencial duplo-
poco fixo. Os resultados obtidos sdo apresentados na Fig. 5.2, onde sdo comparados os di-
agramas correspondentes a ESNL convencional (84 = 0) com aqueles obtidos na presenca da
dispersdo de quarta ordem (B4 = 2).

A Fig. 5.2(a) apresenta os resultados para o regime de dispersdo andmala (8, = —1).
Conforme discutido na secdo anterior, a quebra espontanea de simetria ja estd presente mesmo
quando B4 = 0. Entretanto, observa-se que a introduc@o da dispersdo de quarta ordem desloca
o ponto de bifurcacdo para valores maiores da poténcia total.

Esse resultado indica que a presenca de B4 dificulta o aparecimento dos estados assimé-
tricos. Em outras palavras, a dispersdao de quarta ordem atua como um mecanismo estabilizador

da configuracdo simétrica, exigindo uma intensidade ndo linear mais elevada para que a quebra
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Figura 5.2: Diagramas de bifurcacdo da taxa de assimetria 11 em funcdo da poténcia P para
g = —1 e diferentes valores 3: (a) B, =—1, (b) Bo =0e (c) B = 1. A inclusdo da dispersao de
quarta ordem desloca o limiar de bifurcac@o no caso (a) e induz a quebra espontinea de simetria

nos casos (b) e (c), onde ela estd ausente no modelo padrao.
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de simetria ocorra. Embora a estrutura global da bifurca¢do permaneca do tipo pitchfork, o
valor da poténcia critica aumenta significativamente.

Fisicamente, esse comportamento pode ser compreendido observando-se que o termo de
quarta ordem introduz um mecanismo adicional de espalhamento espacial da solucio. Como
consequéncia, torna-se mais dificil para a ndo linearidade concentrar a funcdo de onda em ape-
nas um dos pocos, retardando o processo de localizacdo responsavel pela quebra espontianea de
simetria.

Uma situagdo bastante distinta é observada nos casos 3, = 0 e B, = 1, apresentados nas
Fig. 5.2(b) e 5.2(c). Na auséncia da dispersao de quarta ordem, ndo sdo observadas bifurcacdes
dentro da faixa de poténcias analisada. As solu¢des permanecem simétricas para todos os va-
lores considerados, indicando que a interacdo entre o potencial duplo-poco e a ndo linearidade
ndo € suficiente para provocar a quebra espontanea de simetria.

Entretanto, quando o termo dispersivo de quarta ordem € introduzido, o cendrio muda
drasticamente. Em ambos 0s casos surgem novos ramos assimétricos acima de uma determi-
nada poténcia critica, caracterizando a ocorréncia de bifurcagdes que ndo existem na versao
convencional do modelo.

Esse resultado demonstra que a dispersdo de quarta ordem ndo atua apenas como uma
correcdo quantitativa da dinamica. Pelo contrério, ela modifica qualitativamente a estrutura
das solugdes estaciondrias, permitindo o aparecimento de estados assimétricos em regides do
espaco de parametros onde a ESNL convencional prevé apenas solu¢des simétricas.

Particularmente interessante é o caso 3 = 0, no qual a dispersdo de quarta ordem passa
a ser o Unico mecanismo dispersivo presente no sistema. Nessa situacdo, a quebra espontanea
de simetria observada na Fig. 5.2(b) constitui uma consequéncia direta dos efeitos associados
a dispersdo quartica. Esse resultado evidencia que mecanismos de bifurcacdo podem surgir
mesmo na auséncia completa da dispersdao convencional de segunda ordem.

Por outro lado, para 3, = 1, a dispersdo de segunda ordem atua em um regime distinto
daquele observado para 3, = —1. Ainda assim, a presenga de 4 torna possivel o surgimento
de estados assimétricos, mostrando que a dispersdo de quarta ordem amplia significativamente
aregido de existéncia da quebra espontanea de simetria.

De forma geral, os resultados da Fig. 5.2 revelam dois efeitos fundamentais produzidos
pela dispersdo de quarta ordem. O primeiro consiste no deslocamento dos limiares criticos

de bifurcacdo quando a quebra espontanea de simetria ja existe na dindmica convencional. O
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segundo, ainda mais relevante, corresponde ao aparecimento de novos regimes de bifurcacao
em situa¢des nas quais nenhuma quebra de simetria seria observada na auséncia de f34.

Essas observagdes indicam que a dispersdo de quarta ordem exerce influéncia direta
sobre o equilibrio entre confinamento linear e auto-localiza¢do ndo linear. Como consequéncia,
a inclusdo desse termo amplia significativamente o conjunto de parametros para os quais estados
assimétricos podem existir, tornando-se um mecanismo eficiente de controle dos processos de

quebra espontanea de simetria.

5.6 Dependéncia da poténcia critica com a intensidade da

nao linearidade

Os diagramas de bifurcagdo apresentados na secdo anterior demonstram que a dispersao
de quarta ordem modifica significativamente o surgimento dos estados assimétricos. Entretanto,
para compreender de forma mais quantitativa esse efeito, € necessdrio analisar como a poténcia
critica de bifurcacdo depende da intensidade da ndo linearidade presente no sistema.

Com esse objetivo, foi calculado o valor da poténcia critica P. para diferentes valores do
coeficiente ndo linear g, mantendo-se 34 = 2 fixo. Os resultados obtidos para os trés regimes
dispersivos considerados sao apresentados na Fig. 5.3.

Observa-se inicialmente que, para todos os regimes analisados, a poténcia critica au-
menta a medida que o médulo da ndo linearidade diminui. Em outras palavras, quanto mais
fraca se torna a interagdo atrativa, maior deve ser a poténcia total da solucio para que ocorra a
quebra espontanea de simetria.

Esse comportamento possui uma interpretacao fisica direta. A origem da quebra espon-
tanea de simetria estd associada a capacidade da ndo linearidade atrativa de concentrar a fungao
de onda em uma das regidoes do potencial duplo-po¢o. Quando a intensidade da interagdo €
elevada, esse processo ocorre com relativa facilidade, permitindo o aparecimento de estados
assimétricos mesmo para poténcias moderadas. Por outro lado, quando a nao linearidade se
aproxima de zero, sua capacidade de promover auto-localiza¢do torna-se progressivamente me-
nor, exigindo uma quantidade cada vez maior de poténcia para produzir o mesmo efeito.

Esse resultado pode ser observado claramente nas trés curvas da Fig. 5.3. Em todos os
casos, verifica-se um crescimento mondétono de P, conforme g aproxima-se de zero pelo lado

negativo. Tal comportamento evidencia que a intensidade da ndo linearidade constitui um dos
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Figura 5.3: Poténcia critica para a quebra de simetria P. em fun¢do da nao linearidade g para
B4 = 2 e diferentes valores de B,: (a) B = —1, (b) B =0¢ (c) fo = 1. Em todos os casos,
P, aumenta quando g — 0, indicando que uma nao linearidade atrativa mais fraca requer
maior poténcia para desencadear a bifurcacdo de quebra de simetria. A dependéncia em relagao
a B, reflete regimes distintos resultantes da intera¢do entre a dispersdo de segunda ordem, a
dispersdo de quarta ordem e a ndo linearidade.
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parametros fundamentais responsaveis pela determinacao do limiar de bifurcagdo.

Embora essa tendéncia geral seja comum aos trés regimes dispersivos, diferengas quan-
titativas importantes podem ser observadas entre eles. Essas diferencas refletem a influéncia da
dispersdo de segunda ordem sobre o equilibrio entre confinamento linear e auto-localizacdo nao
linear.

No caso B, = —1, a quebra espontinea de simetria jd estd presente mesmo na auséncia
da dispersdo de quarta ordem. A introduc¢do de B4 modifica os valores da poténcia critica,
mas preserva a estrutura geral do mecanismo de bifurcagdo. Consequentemente, a curva P.(g)
apresenta uma evolucao relativamente suave ao longo do intervalo considerado.

Ja para os casos B, =0e 3, = 1, a situagdo € distinta. Conforme discutido anteriormente,
a quebra espontinea de simetria nesses regimes surge apenas devido a presenca da dispersao de
quarta ordem. Como resultado, a dependéncia entre P, e g torna-se uma manifestacdo direta
da competi¢do entre a dispersao quartica e os efeitos ndo lineares. Pequenas variacdes na in-
tensidade da interacdo atrativa produzem mudancas significativas na poténcia necessdria para o
aparecimento dos estados assimétricos.

Outro aspecto importante revelado pela Fig. 5.3 € que ndo existe um valor universal para
a poténcia critica. Pelo contrario, o limiar de bifurcacdo depende simultaneamente dos coefici-
entes dispersivos e da intensidade da ndo linearidade. Isso evidencia que a quebra espontanea
de simetria ndo é determinada por um Unico mecanismo fisico, mas resulta do equilibrio entre
diferentes contribui¢des presentes na equacao governante.

De maneira geral, os resultados obtidos mostram que a dispersio de quarta ordem amplia
consideravelmente a regido do espaco de parametros na qual a quebra espontinea de simetria
pode ocorrer. Além disso, demonstram que o valor da poténcia critica pode ser ajustado por
meio da intensidade da nao linearidade, fornecendo um possivel mecanismo de controle para a
transicdo entre estados simétricos e assimétricos.

A andlise realizada nesta se¢a@o estabelece uma visdo global da influéncia da nao lineari-
dade sobre o processo de bifurcacdo. Entretanto, ainda permanece a questao de como a prépria
dispersao de quarta ordem afeta diretamente a assimetria das solu¢des. Essa questio serd inves-

tigada na préxima sec¢do, através da andlise da evolucdo do parametro de assimetria em fungdo

de B4
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Figura 5.4: Taxa de assimetria 11 em fung@o da dispersdao de quarta ordem 4 para P =1 e
g = —1, considerando (a) B, = —1, (b) B, =0e (¢) B = 1. Em todos os casos, o aumento de
B4 conduz a uma transic¢do de estados assimétricos para estados simétricos, destacando o papel
estabilizador da dispersdo de quarta ordem.

5.7 Controle da quebra de simetria pela dispersao de quarta

ordem

Nas secOes anteriores foi demonstrado que a dispersao de quarta ordem modifica signi-
ficativamente os diagramas de bifurcacdo e os valores da poténcia critica associados a quebra
espontinea de simetria. Entretanto, permanece a questdo de como a propria intensidade da
dispersao quartica influencia diretamente o grau de assimetria das solucdes estaciondrias.

Para responder a essa questao, foi analisada a evolugdo do parametro de assimetria 7 em
fungdo do coeficiente de dispersdo de quarta ordem 34, mantendo-se a poténcia total fixa em
P =1 e considerando o regime atrativo g = —1. Os resultados obtidos para diferentes valores
de B, sdo apresentados na Fig. 5.4.

A Fig. 5.4 revela que a dispersdo de quarta ordem exerce influéncia direta sobre a
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simetria das solucdes estaciondrias. Dependendo do regime dispersivo considerado, variagdes
em B4 podem tanto favorecer quanto suprimir a formagdo de estados assimétricos.

Inicialmente, considera-se o caso 3, = —1, mostrado na Fig. 5.4(a). Nesse regime,
a quebra espontinea de simetria ji existe na auséncia da dispersdo quartica, conforme discu-
tido anteriormente. Observa-se, contudo, que o aumento de 4 provoca uma reducdo gradual
do parametro de assimetria. Isso significa que a dispersdo de quarta ordem tende a restaurar
parcialmente a distribui¢do equilibrada da solucdo entre os dois pogos.

Fisicamente, esse comportamento estd associado ao aumento da tendéncia dispersiva
induzida pelo termo de quarta ordem. A medida que f4 cresce, torna-se mais dificil manter a
concentracao da funcdo de onda em apenas uma das regides do potencial, reduzindo progressi-
vamente a assimetria observada.

Nos casos B, =0 e B, =1, apresentados nas Fig. 5.4(b) e 5.4(c), observa-se um compor-
tamento qualitativamente diferente. Nesses regimes, a dispersao de quarta ordem € justamente o
mecanismo responsavel pelo aparecimento dos estados assimétricos. Consequentemente, existe
uma faixa de valores de B4 para a qual o parAmetro de assimetria torna-se diferente de zero,
indicando a existéncia da quebra espontanea de simetria.

Esse resultado € particularmente relevante porque demonstra que a dispersao quartica
pode atuar como um verdadeiro parametro de controle da bifurcacdo. Enquanto nos modelos
convencionais a transi¢do entre estados simétricos e assimétricos € normalmente controlada
pela poténcia ou pela intensidade da ndo linearidade, no presente sistema a propria dispersao de
quarta ordem torna-se capaz de induzir ou eliminar a quebra de simetria.

Outra caracteristica importante observada na Fig. 5.4 € a existéncia de valores criticos
de B4 que delimitam regides distintas de comportamento. Dependendo do regime considerado,
pequenas variacoes desse coeficiente podem provocar mudangas abruptas na estrutura das solu-
coes estaciondrias, conduzindo o sistema entre estados simétricos e assimétricos.

Sob o ponto de vista fisico, esse resultado evidencia que a dispersdo de quarta ordem
ndo deve ser interpretada apenas como uma corre¢ao de alta ordem a dindmica convencional.
Pelo contrério, ela participa ativamente do mecanismo responsavel pela formacao dos estados
localizados, alterando a competicao entre confinamento linear, dispersdo e auto-localiza¢do nao
linear.

Os resultados obtidos nesta secao reforcam a conclusao de que a dispersdo quartica am-

plia significativamente o espaco de pardmetros no qual a quebra espontanea de simetria pode
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Figura 5.5: Diagrama de fase no plano (P, 34) mostrando o valor critico do pardmetro de dis-
persdo de quarta ordem By, correspondente a transi¢@o entre estados simétricos e assimétricos,
para g = —1 e B, = —1 (quadrados), 3, = O (circulos) e B, = 1 (tridngulos). A curva B4.(P)
separa as solucdes simétricas (regido acima da curva) das assimétricas (regido abaixo da curva),
com o limiar critico aumentando com a poténcia.

ocorrer. Além disso, mostram que sua intensidade pode ser utilizada como uma ferramenta
adicional para controlar a transi¢cdo entre diferentes estados estaciondrios, o que pode ser rele-
vante em aplicacdes envolvendo estruturas fotdnicas e outros sistemas descritos por equacoes
de Schrodinger generalizadas.

De maneira geral, a andlise apresentada até este ponto demonstra que a inclusio da dis-
persdo de quarta ordem modifica profundamente a estrutura das bifurcagdes e os mecanismos de
estabilidade do sistema. Na proxima sec¢do, esses resultados serdo sintetizados para estabelecer

as principais conclusdes obtidas neste estudo.

5.8 Diagrama de fase no plano (P, 3,)

A andlise apresentada na sec¢do anterior mostrou que o aumento da dispersdo de quarta
ordem pode induzir uma transicdo entre estados assimétricos e simétricos. Entretanto, para
obter uma descri¢do mais completa desse fendmeno, torna-se conveniente determinar os valores
criticos de 34 responséveis por essa transi¢do para diferentes niveis de poténcia.

Com esse objetivo, foi calculado o valor critico B4 correspondente ao desaparecimento
da assimetria das solugdes estaciondrias. Os resultados obtidos sdo apresentados na Fig. 5.5, na
forma de diagramas de fase construidos no plano (P, B4) para diferentes valores de f3,.

Observa-se que, para todos os regimes analisados, o valor critico 4. aumenta monoto-

nicamente com a poténcia total da solugdo. Isso significa que estados de maior poténcia exigem
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valores mais elevados de dispersao de quarta ordem para que a simetria espacial seja restaurada.

Esse comportamento evidencia a competicao existente entre dois mecanismos fisicos
distintos. Por um lado, a ndo linearidade atrativa favorece a auto-localizacdo da fun¢ao de onda,
promovendo o surgimento de estados assimétricos. Por outro, a dispersdo de quarta ordem atua
no sentido oposto, aumentando o espalhamento espacial da solucdo e favorecendo configuracdes
mais simétricas.

Como consequéncia, quanto maior a poténcia da solu¢cao, mais intensa se torna a tendén-
cia a auto-localizagdo, tornando necessério um valor maior de 34 para compensar esse efeito.

As curvas f4.(P) definem, portanto, uma fronteira bem definida entre duas regides di-
namicas distintas. Acima dessa fronteira predominam estados aproximadamente simétricos,
enquanto abaixo dela observam-se solugdes assimétricas associadas a quebra espontinea de si-
metria. Dessa forma, o diagrama de fase fornece uma visao global das condi¢des necessdrias

para a ocorréncia das transicoes estudadas neste capitulo.

5.9 Dependéncia do parametro critico 4. com a nao lineari-

dade

Embora o diagrama de fase apresentado anteriormente descreva a influéncia da poténcia
sobre a transicdo de simetria, ainda € importante compreender como a intensidade da interacao
ndo linear afeta o valor critico de dispersao necessdrio para restaurar a simetria do sistema.

Para essa finalidade, fixou-se o regime 3, = —1 e calculou-se o valor critico B4 era
diferentes intensidades da ndo linearidade atrativa. Os resultados correspondentes as poténcias
P =1e P =2 sao apresentados na Fig. 5.6.

Observa-se inicialmente que, para um mesmo valor de g, a curva correspondente a P = 2
apresenta valores de f4. sistematicamente superiores aos obtidos para P = 1. Esse resultado
confirma a tendéncia observada na Fig. 5.5: solu¢des mais energéticas apresentam maior capa-
cidade de auto-localizacdo e, consequentemente, exigem uma dispersao de quarta ordem mais
intensa para restaurar a simetria espacial.

Outro aspecto relevante é a diminuicéo progressiva de B4, 2 medida que g se aproxima
de zero. Nesse regime, a interacdo atrativa torna-se cada vez mais fraca, reduzindo a tendéncia a
formacao de estados assimétricos. Como consequéncia, valores menores de dispersao de quarta

ordem tornam-se suficientes para eliminar a quebra de simetria.
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Figura 5.6: ParAmetro critico de dispersdo de quarta ordem 4. em fungio do coeficiente de
ndo linearidade g para B, = —1 e dois valores de poténcia, a saber P =1¢ P =2. O caso de
maior poténcia apresenta valores mais elevados de B4, indicando que uma dispersao mais forte
€ necessdria para suprimir a autolocalizacdo e restaurar a simetria.

Por outro lado, quando o médulo de g aumenta, a auto-localiza¢do torna-se mais in-
tensa. Nessa situagdo, a dispersdo de quarta ordem precisa atuar de maneira mais forte para
contrabalangar os efeitos da ndo linearidade, produzindo o aumento observado em f4..

Os resultados da Fig. 5.6 demonstram que a transi¢@o entre estados simétricos e assimé-
tricos nao depende exclusivamente da poténcia ou da dispersao de quarta ordem. Pelo contrario,
ela é determinada pelo equilibrio simultineo entre poténcia, intensidade da ndo linearidade e
efeitos dispersivos de ordem superior. A combinagdo desses fatores define os limiares criticos
observados ao longo deste estudo e estabelece B4 como um pardmetro efetivo para o controle

da quebra espontanea de simetria.

5.10 Comentarios finais

Neste capitulo foi realizada uma investigacao sistemdtica dos efeitos da dispersdo de
quarta ordem sobre a quebra espontinea de simetria em uma equagao de Schrodinger ndo linear
submetida a um potencial simétrico do tipo duplo-pogo. A andlise foi conduzida através da
obtencdo de solucdes estaciondrias e da construcdo de diagramas de bifurcagdo que permitiram
identificar os regimes de existéncia de estados simétricos e assimétricos.

Inicialmente foi estudado o caso correspondente a equacao convencional, na auséncia da
dispersao de quarta ordem. Os resultados mostraram que a quebra espontanea de simetria ocorre

apenas para um conjunto restrito de parametros, caracterizado pela combinagdo de dispersdo
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andmala e ndo linearidade atrativa. Nesse regime, observou-se uma bifurcacdo do tipo pitchfork,
na qual o estado simétrico perde estabilidade acima de uma poténcia critica e da origem a dois
estados assimétricos equivalentes.

A inclusdo da dispersdo de quarta ordem alterou significativamente esse cendrio. Em
regimes onde a quebra espontanea de simetria ja estava presente, verificou-se um deslocamento
da poténcia critica para valores mais elevados, indicando que a dispersdo quartica tende a es-
tabilizar os estados simétricos. Além disso, foram identificados novos regimes de bifurcacdo
para combinagdes de parametros que niao apresentavam quebra de simetria na equagdo con-
vencional. Esse resultado evidencia que os efeitos dispersivos de ordem superior modificam
qualitativamente a estrutura das solugdes estaciondrias.

A andlise da dependéncia da poténcia critica com a intensidade da ndo linearidade mos-
trou que a reducdo do médulo de g exige valores progressivamente maiores de poténcia para
induzir a quebra espontanea de simetria. Tal comportamento demonstra que a formagao dos
estados assimétricos depende diretamente da capacidade da intera¢do ndo linear promover pro-
cessos de auto-localizagdo espacial.

Posteriormente foi investigada a influéncia direta do coeficiente de dispersdo de quarta
ordem sobre o pardmetro de assimetria. Observou-se que o aumento de 34 conduz gradualmente
a restauracdo da simetria espacial, reduzindo a assimetria das solucdes até o desaparecimento
completo dos estados localizados em um dnico pogo. Esse resultado permitiu identificar a
dispersao de quarta ordem como um mecanismo efetivo de controle das transi¢des de simetria.

A construgdo dos diagramas de fase no plano (P,4) forneceu uma descri¢do global
dessas transi¢oes. Verificou-se que existe um valor critico 4. que separa claramente as regides
simétrica e assimétrica do espaco de parametros. Além disso, observou-se que esse valor critico
cresce monotonicamente com a poténcia da solucdo, indicando que estados mais energéticos
necessitam de dispersao mais intensa para que a simetria seja restaurada.

Por fim, a andlise da dependéncia de B4 em relagdo ao coeficiente ndo linear revelou
que os limiares criticos resultam da competicdo entre trés mecanismos fundamentais: auto-
localizag@o induzida pela ndo linearidade, confinamento imposto pelo potencial externo e es-
palhamento associado a dispersdo de quarta ordem. O aumento da poténcia ou da intensidade
da nio linearidade favorece estados assimétricos, enquanto o crescimento de 4 atua no sentido
oposto, promovendo a restauracao da simetria.

De forma geral, os resultados apresentados demonstram que a dispersdo de quarta ordem
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nao deve ser interpretada apenas como uma correcdo perturbativa da dindmica convencional.
Pelo contrério, ela desempenha papel ativo na determinagdo da estabilidade das solugdes e dos
mecanismos de bifurcacio do sistema. A possibilidade de controlar a transi¢do entre estados
simétricos e assimétricos por meio da variagdo de 34 sugere novas perspectivas para o estudo
de processos de localiza¢do ndo linear em sistemas descritos por equacdes de Schrodinger ge-

neralizadas.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, investigamos a dinamica de estados localizados em sistemas descritos
por uma equacdo de Schrodinger ndo linear generalizada, incorporando simultaneamente ter-
mos de dispersdo de segunda e quarta ordem, bem como diferentes mecanismos de confina-
mento, incluindo nao linearidades espacialmente inhomogéneas e potenciais externos do tipo
pogo duplo.

Os resultados obtidos evidenciam que a dispersao de quarta ordem desempenha um pa-
pel fundamental na estrutura e estabilidade das solu¢des do sistema. Em particular, mostramos
que a inclusao desse termo pode modificar de maneira significativa o equilibrio entre dispersdao
e ndo linearidade, levando ao surgimento de novos regimes dindmicos e estruturais.

No Capitulo 4, analisamos a existéncia e estabilidade de estados localizados em um meio
com nao linearidade defocalizante espacialmente dependente, descrita por um perfil do tipo
g(x) = cosh?(x). Demonstramos que a dispersdo de quarta ordem atua como um mecanismo
de controle da localizacdo das solugdes, promovendo deslocalizagdo a medida que seu valor
aumenta. Além disso, verificamos que solugdes estaciondrias ndo existem no regime B4 < 0,
indicando que a dispersdo quértica negativa impede o confinamento da fun¢do de onda.

Ainda nesse contexto, identificamos que os estados fundamentais sdo robustamente esta-
veis em diferentes regimes de dispersao, enquanto estados excitados apresentam instabilidades
dinamicas, frequentemente decaindo para estados de menor energia. Esses resultados mostram
que a interacdo entre dispersdo de ordem superior e ndo linearidade inhomogénea gera uma
dindmica rica e altamente ndo trivial.

No Capitulo 5, investigamos a quebra espontanea de simetria em um sistema com po-

tencial externo do tipo poco duplo. Os resultados mostraram que, na auséncia de dispersao de
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quarta ordem, a quebra de simetria ocorre apenas em regimes restritos do espaco de parame-
tros. Entretanto, a inclusdo do termo 34 amplia significativamente esses regimes, permitindo o
surgimento de bifurcacdes mesmo em situacdes onde elas ndo estavam presentes anteriormente.

Mostramos ainda que a dispersdo de quarta ordem pode deslocar os pontos criticos de
bifurcag¢do e atuar como um mecanismo de controle da simetria das solu¢des. Em particular,
identificamos a existéncia de valores criticos 4. que determinam a transi¢do entre estados si-
métricos e assimétricos, os quais dependem tanto da poténcia quanto da intensidade da ndo
linearidade.

De maneira geral, os resultados desta tese evidenciam que a dispersao de quarta ordem
ndo apenas introduz correcdes quantitativas, mas também altera qualitativamente o comporta-
mento do sistema, influenciando a existéncia, estabilidade e dindmica de estados localizados,
bem como os processos de quebra de simetria.

Os resultados obtidos neste trabalho abrem diversas possibilidades para investigacoes
futuras. Uma direcdo natural consiste em estender o modelo para dimensdes superiores, onde
a presenca de dispersdo de quarta ordem pode levar a formacao de estruturas mais complexas,
como voértices e padrdes bidimensionais.

Outra possibilidade € a inclusdo de efeitos adicionais, como termos dissipativos ou nao
linearidades de ordem superior, que podem enriquecer ainda mais a dindmica do sistema e
aproxima-lo de situacdes experimentais realistas.

Também € de interesse investigar diferentes perfis de ndo linearidade inhomogénea, bem
como potenciais externos mais complexos, a fim de compreender como diferentes mecanismos
de confinamento interagem com a dispersdo de ordem superior.

Do ponto de vista experimental, os resultados obtidos sugerem que sistemas com en-
genharia de dispersdo, como fibras Opticas estruturadas e guias de onda fotdnicos, constituem
plataformas promissoras para a observac¢do dos fendmenos aqui descritos.

Por fim, a andlise detalhada dos mecanismos de estabilidade e das transicdes dindmicas
observadas neste trabalho pode contribuir para o desenvolvimento de novos dispositivos opticos

e sistemas de controle de propagacao de ondas em meios nao lineares.
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