Universidade Federal de Goids

([ ] /
T Instituto de Fisica

LucAs DE SOUZA FERREIRA

Simulacoes entréopicas do modelo de
Bell-Lavis para a agua

Goiania
2020



'] |
‘..‘
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE FISICA

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZI-}CI:\O (TECA) PARA DISPONIBILIZAR
VERSOES ELETRONICAS DE TESES

E DISSERTACOES NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade
Federal de Goias (UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital
de Teses e Dissertacbes (BDTD/UFG), regulamentada pela Resolucao CEPEC n@
832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com a Lei 9.610/98, o
documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impressao
e/ou download, a titulo de divulgacao da producao cientifica brasileira, a partir desta
data.

O conteudo das Teses e Dissertacdes disponibilizado na BDTD/UFG é de
responsabilidade exclusiva do autor. Ao encaminhar o produto final, o autor(a) e o(a)
orientador(a) firmam o compromisso de que o trabalho nao contém nenhuma
violacao de quaisquer direitos autorais ou outro direito de terceiros.

1. Identificacao do material bibliografico
[ ] Dissertacao [X] Tese

2. Nome completo do autor

Lucas de Souza Ferreira

3. Titulo do trabalho

Simulacdes entrépicas do modelo de Bell-Lavis para a agua

4. Informacoes de acesso ao documento (este campo deve ser
preenchido pelo orientador)

Concorda com a liberacao total do documento [ X ] SIM [ 1NAO!

[1] Neste caso o documento serd embargado por até um ano a partir da data de
defesa. Apds esse periodo, a possivel disponibilizacao ocorrerd apenas mediante:
a) consulta ao(a) autor(a) e ao(a) orientador(a);

b) novo Termo de Ciéncia e de Autorizacao (TECA) assinado e inserido no arquivo da
tese ou dissertacao.

O documento nao serd disponibilizado durante o periodo de embargo.

Casos de embargo:

- Solicitacao de registro de patente;

- Submissao de artigo em revista cientifica;

- Publicacdo como capitulo de livro;

- Publicacao da dissertacao/tese em livro.

Obs. Este termo devera ser assinado no SEl pelo orientador e pelo
autor.

.1 ) Documento assinado eletronicamente por Alvaro de Almeida Caparica,
SEAJ ) | Usudrio Externo, em 28/05/2020, as 18:02, conforme horario oficial de



;E_ﬁ:r; L l Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n2 8.539, de 8 de
outubro de 2015.

Documento assinado eletronicamente por LUCAS DE SOUZA FERREIRA,
Usuario Externo, em 02/06/2020, as 10:49, conforme horério oficial de
Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n2 8.539, de 8 de
outubro de 2015.

1 ,
assinatura
eletrénica

A autenticidade deste documento pode ser conferida no site

* https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?

nf2> acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0, informando o cédigo
v verificador 1355855 e o codigo CRC CE1A6A23.

Referéncia: Processo n? 23070.012434/2020-86 SEIn2 1355855



LUCAS DE SOUZA FERREIRA

Simulacoes entropicas do modelo de
Bell-Lavis para a agua

Tese apresentada ao Programa de Pés—Graduacao
do Instituto de Fisica da Universidade Federal de
Goias, como requisito parcial para obtencao do
titulo de Doutor em Fisica.

Area de pesquisa: Fisica Estatistica

Orientador: Prof. Dr. Alvaro A. Caparica

Goiania
2020



Ficha de identificacéo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracdo Automética do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Ferreira, Lucas de Souza

Simulag8es entropicas do modelo de Bell-Lavis para a agua
[manuscrito] / Lucas de Souza Ferreira. - 2020.

106 f.: il.

Orientador: Prof. Dr. Alvaro de Almeida Caparica.

Tese (Doutorado) - Universidade Federal de Goias, Instituto de
Fisica (IF), , Goiania, 2020.

Bibliografia. Apéndice.

Inclui gréfico, tabelas, lista de figuras.

1. Modelo de Bell-Lavis. 2. Simulag@es Entrépicas. 3. Modelo de

Ising. 4. Transicdes de Fase. |. Caparica, Alvaro de Almeida , orient. II.
Titulo.

CDU 531.21




UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE FiSICA
ATA DE DEFESA DE TESE

Ata N° 56 da sessado de Defesa de Tese de Lucas de Souza Ferreira que confere o titulo de
Doutor em Fisica, na area de concentracdo em Fisica.

Aos 07 dias do més de abril de 2020, a partir das 10h00min, por meio de videoconferéncia,
realizou-se a sessao publica de Defesa de Tese intitulada “Simulacdes entropicas do modelo de
Bell-Lavis para a 4gua”. Os trabalhos foram instalados pelo Orientador, Professor Doutor Alvaro
de Almeida Caparica (IF/UFG), com a participagao dos demais membros da Banca Examinadora:
Professor Doutor Marco Aurélio Alves Barbosa (FUP/UnB), membro titular externo; Professor
Doutor Jorge Chahine (IBILCE/UNESP), membro titular externo; Professor Doutor Andris Figueiroa
Bakuzis (IF/UFG), membro titular interno; e Professor Doutor José Nicodemos Teixeira Rabelo
(IF/UFG), membro titular interno. Durante a argui¢ao, os membros da banca nao fizeram sugestao
de alteracao do titulo do trabalho. A Banca Examinadora reuniu-se em sessdo secreta a fim de
concluir o julgamento da Tese, tendo sido o candidato aprovado pelos seus membros.
Proclamados os resultados pelo Professor Doutor Alvaro de Aimeida Caparica, Presidente da
Banca Examinadora, foram encerrados os trabalhos e, para constar, lavrou-se a presente ata que
€ assinada pelo mesmo e pelo Professor Doutor Wesley Bueno Cardoso, Vice-Coordenador do
Programa de Pd6s-Graduacao em Fisica da UFG, aos 07 dias do més de abril de 2020.

TITULO SUGERIDO PELA BANCA

Documento assinado eletronicamente por Alvaro de Almeida Caparica,
Usuadrio Externo, em 07/04/2020, as 17:11, conforme horério oficial de
Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de
outubro de 2015.

1
sel B
JS&Ir’I:}EI_Jhl l‘-‘?
eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Wesley Bueno Cardoso, Vice-
Coordenador de Pds-graduacao, em 07/04/2020, as 19:34, conforme
horério oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 19, do Decreto n®
8.539, de 8 de outubro de 2015.

1
sel B
JS&Ir’I:}EI_Jhl l‘-‘?
eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Andris Figueiroa Bakuzis,
Coordenador de Pds-graduacao, em 15/05/2020, as 12:46, conforme
horério oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 19, do Decreto n®
8.539, de 8 de outubro de 2015.

1
sel B
JS&Ir’I:}EI_Jhl l‘-‘?
eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Jose Nicodemos Teixeira Rabelo,
Professor do Magistério Superior, em 19/05/2020, as 16:54, conforme
horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 19, do Decreto n®
8.539, de 8 de outubro de 2015.

1
sel B
JS&Ir’I:}EI_Jhl l‘-‘?
eletrénica

(=1 10 A autenticidade deste documento pode ser conferida no site
=r https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?




Referéncia: Processo n°23070.012434/2020-86 SEINn® 1219927



© 2020 Lucas de Souza Ferreira.
Todos os direitos reservados. E proibida a reproducao total ou parcial do
trabalho sem autorizacao da universidade, do(a) autor(a) e do orienta-

dor(a).

Lucas de Souza Ferreira

Graduou-se em Fisica na UFG - Universidade Federal de Goias. Durante
sua graduacao, foi pesquisador do CNPq em um trabalho de iniciacao
cientifica. Fez o mestrado com o professor Dr. A. A. Caparica na UFG
e atualmente trabalha com simula¢oes de Monte Carlo com énfase em
simulagoes entropicas para sistemas magnéticos, polimeros e liquidos.



Dedico este trabalho aos meus filhos Gabriela e André Lucas.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus pelo amor e perseveranca que me tem concedido.
Aos meus pais por todo o apoio e carinho.
A minha esposa pela paciéncia e compreensao.
Ao grande amigo Lucas Nunes Jorge pelas horas de conversa e discussoes.
Aos companheiros de percurso Rhayson e Ricardo Maycon.
Ao orientador Prof. Dr. Alvaro de Almeida Caparica que iluminou o caminho em dias
escuros.
A todos os amigos da pés graduagao em Fisica da UFG.

E a CAPES pelo apoio financeiro.



“Porque Deus amou o mundo de tal maneira que deu o seu Filho unigénito, para que
todo aquele que nele cré ndao pereca, mas tenha a vida eterna. Jodo 3:16”

— Jesus Cristo



RESUMO

Neste trabalho usamos a simulagao entropica para estudar o modelo de Bell-
Lavis para agua. Estimamos a densidade de estados conjunta com a qual obtivemos as
médias das propriedades termodinamicas energia, calor especifico, densidade de particulas,
energia de ligacdo de hidrogénio e a susceptibilidade da densidade de particulas para
varios valores das constantes ey e u. Através da analise dessas grandezas determinamos
os possiveis estados fundamentais e os valores de ey e pu para os quais ocorre transicao
entre os estados fundamentais. Observamos que para ez = 1,0 e 0,0 < u < 0,5 a
densidade de particulas apresenta um maximo que estd associado a transicdo de uma
configuragao de baixa densidade para a configuracao de alta densidade. Nesse intervalo
o calor especifico apresenta dois maximos, o primeiro estda associado ao maximo na
densidade, e ndao apresenta efeito de tamanho finito, e o segundo a uma transi¢ao ordem-
desordem. Para 0,5 < p < 1,5 os dois maximos do calor especifico se fundem. Fazendo
um estudo de tamanho finito para p = 1,0 observando grandezas que caracterizam uma
transicdo de segunda ordem encontramos uma temperatura critica 7, = 0,510718(49)
e quando observamos o cumulante de energia de quarta ordem, conhecido por revelar
transi¢do de primeira ordem, obtemos T, = 0,564520(37). Tais resultados sugerem a
presenca de duas ordens de transicao de fase a temperaturas préximas. Para entender
esse comportamento analisamos o comportamento do parametro de ordem para o modelo
de Ising em uma dimensao e concluimos que a escolha correta do parametro de ordem
é crucial para a visualizagdo de uma transicao de fase. Para o modelo de Bell-Lavis a
escolha de tal parametro ainda é um desafio a ser superado, devido ao grande niimero de

configuragoes existentes para a fase de alta densidade.

Palavras - chave: Modelo de Bell-Lavis, Simula¢oes Entrépicas, Modelo de Ising, Tran-

sicoes de Fase.



ABSTRACT

In this work we used the entropic sample simulation to study the Bell-Lavis model
for the liquid water. We estimed the joint density of states with which we obtain the
average of the termodynamic properties of the energy, specific heat, density of particles,
hydrogen bond energies, and the susceptibility of the density of particles to many values
of the constants ey and pu. Through of the analyze of this quantities we determined
the possible ground states and the values for ey and p for which happen the transition
between the ground states. We observe that for ez = 1,0 and 0,0 < pu < 0,5 the density
of particles shows a maximum associated to transition from a configuration of low density
to a configuration of high density. In this range the specific heat show two maxima, the
first associated to maximum in the density, and do not shows finite size effects , and the
second a transition order disorder. For 0.5 < p < 1.5 we have only one maximum for the
specific heat which is the fusion of the two before. We performed a finite size scaling study
for ;4 = 1,0 observing the thermodynamic quantities that characterize a second order fase
transition and we found a critical temperature T, = 0,510718(49), while when observing
the thermodynamic quantities that characterize a first order fase transition we obtain
T. = 0,564520(37). Such results indicate the presence of two orders of phase transitions
at very close temperatures. For understand the behavior we analise the order parameter to
the one dimensional Ising model and conclude that the right choice of the order parameter
for the model is decisive to visualize the phase transition. For the Bell-Lavis model the

choice of this parameter is yet a challenge to be overcome.

Key - words: Bell-Lavis model, Entropic simulation, Ising model, Phase Transition.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A 4gua é fundamental para a existéncia da vida, além de ser um excelente
solvente para a maioria das substancias. Tendo em vista a sua importancia, compreendé-
la se torna essencial para o desenvolvimento de novas tecnologias que aprimorem o uso
desse bem precioso. Entretanto seu estudo nao é simples. Ela apresenta varias anomalias,
entre elas um maximo na densidade em torno da temperatura de 4 °C. Essa anomalia
estd relacionada a um comportamento de metaestado da dgua [4], que por sua vez
estd intimamente ligado a uma transi¢ao liquido-liquido (TLL) que ocorre em &gua
super-resfriada [5]. Tal transi¢do é alvo de intensos debates, uma vez que os resultados
experimentais nao fornecem dados definitivos que provem a existéncia dessa hipdtese
[6, 7], tendo assim a simula¢do um papel fundamental para a confirmagao. Nesse sentido
as modelagens computacionais usando o potencial nomeado de ST2 [8], que suporta em
principio a existéncia de uma transicao liquido-liquido, propondo, em vez disso, que o que
foi previamente interpretado como uma TLL é, na verdade, cristalizagao do gelo [9, 10].
Esse desafio a hipdétese da TLL estimulou uma quantidade significativa de novos trabalhos
para resolver a controvérsia e para entender melhor a natureza de uma TLL em modelos de
computador semelhantes a dgua. Resolvendo inequivocamente esse debate, foi mostrado
recentemente que o codigo usado nos estudos que mais desafiam a hipotese da TLL
contém um sério erro conceitual que impediu os autores de caracterizar adequadamente
o comportamento de fase do modelo de dgua ST2[11]. Como estado final da arte temos a
hip6tese de uma TLL confirmada por varios modelos computacionais [5].

Diferentes tipos de interacao tém sido propostos para descrever esse cenario.
Muitos deles reproduzem o maximo na densidade, outros, propriedades parecidas com as
da agua. Podemos agrupar esses modelos em dois grupos: isotropicos e orientacionais. Em
ambos existem modelos continuos e de rede. Os do primeiro grupo, também chamado
de core-softened models, visam obter as caracteristicas da dgua usando um potencial que
é atrativo, como de costume, e uma repulsao suave, além de considerar esfera rigida
[12, 13, 14, 15, 16]. O segundo grupo enfatiza a caracteristica orientacional das ligagoes de

hidrogénio. Sob esse ponto de vista as propriedades termodinamicas, anomalias e a TLL
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também estao presentes [17, 18, 19, 20].

Dentro do segundo grupo se enquadra o modelo de Bell-Lavis para a agua, que
considera as moléculas de dgua em uma rede bidimensional, na qual possuem apenas
duas orientagoes espaciais. Este modelo ja foi estudado previamente por aproximacoes
de campo médio[21, 22], andlise de grupo de renormalizac¢ao[23, 24], método de variagdo
de clusteres [25] e célculos de Bethe para Husimi cactus[2]. Simulag¢des de Monte Carlo
também foram realizadas [26, 3, 27|. Os resultados encontrados para TLL sdo controversos.
Para campo médio a transi¢ao é de primeira ordem ja para grupo de renormalizacao e
simulagoes de Monte Carlo a transicao ¢ de segunda ordem, e em alguns casos existe a
possibilidade de uma transicao de primeira ordem fraca. Essa situacao é muito parecida
com a encontrada no modelo de Baxter-Wu (BW) 2D spin 1 [28], onde trabalhos usando
grupo de renormalizagdo [29] encontraram uma transi¢do de primeira ordem e simulagoes
de Monte Carlo [30] uma transicdo de segunda ordem. Recentemente uma nova visao
sugere a coexisténcia entre transi¢oes de fases para o modelo de BW 2D [31]. A de primeira
ordem est4 relacionada & passagem de uma configuracao ordenada (ferromagnética) para
outras duas configuragoes, uma desordenada e outra ordenada (ferrimagnética), enquanto
que a de segunda ordem passa de uma configuracao ferrimagnética para a desordem.

Esse cenario abre oportunidades para que a TLL possa ser analisada sobre um
novo ponto de vista: ao invés de existir uma controvérsia a respeito da ordem da transicao
de fase, podemos supor que hd uma coexisténcia de duas transicoes. Partindo desse
pressuposto a pergunta que deve ser respondida é: Quais fases participam da transi¢oes
de fases e de qual ordem elas sao? Nesse sentido, estudos prévios mostraram a existéncia
de competicao entre duas fases especificas para a regiao onde encontra-se o maximo da
densidade de particulas, elas sdo chamadas de liquido de baixa densidade e liquido de
alta densidade, cuja sigla em inglés sdo LDL (Low density liquid) e HDL (High density
liquid) respectivamente. Existem vdrias técnicas para responder a essa pergunta, porém
em 2001 foi desenvolvido um método baseado no nivelamento do histograma de energia
que possibilita o calculo da densidade de estados. Ele ficou conhecido como simulagoes de
Wang-Landau [32] ou simulagoes entrépicas e tém se mostrado uma poderosa ferramenta
no estudo de transicoes de fases e fendomenos criticos. Nenhum estudo anterior usou este
método para obter informacoes do modelo de Bell-Lavis para dgua. Esse formalismo para
estudar a agua ¢ particularmente interessante, pois permite que a densidade de estados
seja obtida de forma direta e com isso possibilita o calculo das médias termodindmicas
de quaisquer grandezas do modelo, tais como a energia interna, o calor especifico, o
parametro de ordem, a densidade, entre outras. A vantagem em relagdo a outros métodos
de simulacao é a quantidade de informacao obtida através de uma tnica simulacio, além
de ter menor custo computacional.

Neste trabalho estudaremos o modelo de Bell-Lavis para a 4gua usando simulacoes

entropicas com objetivo de encontrar uma coexisténcia entre duas transi¢coes de fase,
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fazendo uma analise completa do diagrama de fases. Para isso iremos melhorar o tempo
computacional propondo uma metodologia simples durante a simulagao[33], ver capitulo
de simulagoes. Iremos realizar simulacoes entropicas usando a densidade de estados
conjunta para um modelo de dimeros interagentes unidimensional com o [34] intuito de
estabelecer um procedimento para elaboracao do diagrama de fases de um sistema. Esse
modelo possui solugao exata no ensemble grand-canonico, obtida através da técnica da
matriz de transferéncia, possibilitando a comparacao direta dos resultados simulados para
qualquer valor dos parametros energéticos e temperatura. Com isso podemos analisar
a regiao de validade das nossas simulagoes e prever o comportamento das grandezas
termodindmicas nas regides de transi¢cdes de fases, bem como construir o diagrama de
fases dependente dos parametros energéticos e da temperatura. Os resultados dos dimeros
em uma dimensao abrem uma nova visao sobre transi¢oes de fases em modelos em uma
dimensao, uma vez que ao se escolher corretamente o parametro de ordem ¢é possivel
observar transi¢ao de fase entre duas fases ordenadas e a desordem, que coexistem para
um dado valor dos parametros energéticos e temperatura.

Tal resultado contraria o teorema de Mermin-Wagner que afirma que sistemas
unidimensionais que possuem solucao via técnica da matriz de transferéncia nao podem
apresentar transicao de fase a temperatura finita. Afim de validar nossos resultados
voltamos ao modelo precursor do estudo de transi¢oes de fases, o modelo de Ising para
um ferromagneto, e mostramos que ao se escolher adequadamente o parametro de ordem
a unica forma de obter uma solucao exata ¢é através da contagem das configuracoes, que
somente é factivel para tamanhos pequenos. Entretanto com a simulagao alcangamos os
tamanhos de rede necessarios e mostramos que o modelo de Ising com interacao de curto
alcance possui transicdo de fase a temperatura finita através de um estudo de tamanho
finito. A temperatura encontrada estd em pleno acordo com os resultados encontrados
na literatura[35]. Por fim discutimos as implicagdes dos resultados encontrados para o

modelo de Bell-Lavis para a agua.
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CAPITULO

REVISAO DA LITERATURA

Nesta secao relembraremos alguns pontos importantes que serao necessarios no

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Mecanica Estatistica

Quando nos propomos a estudar as propriedades da matéria condensada uma
dificuldade crucial associada a um sistema fisico é que ele possui muitas partes consti-
tuintes, tipicamente atomos e moléculas. Muitas vezes todas essas particulas sao iguais e
obedecem a equacoes de movimento. Entretanto o grande ntimero de graus de liberdade
torna inviavel o célculo dessas equacgoes. Por isso utilizamos a estatistica para obter as
propriedades macroscépicas do sistema através de uma média sobre as configuragdes mi-
croscopicas. Todo esse estudo foi realizado por Gibbs, Maxwell e Boltzmann, formando a
base da fisica estatistica.

Considere um sistema que esteja em um dado estado p (configuragao). Definimos
R(p — v)dt como a taxa de probabilidade de transigao de p para v depois de um tempo
dt. Ela é tudo que sabemos sobre a dinamica do nosso sistema e em geral é considerada
independente do tempo. Também definiremos um conjunto de probabilidades w,(t) que
representam a probabilidade do sistema estar no estado p no instante ¢. A mecanica
estatistica se firma sobre essas probabilidades e nela esta todo o conhecimento sobre o
sistema. De posse dessas definicoes podemos escrever a equagao da evolugao de w,(t) em

termos da taxa de transicio R(u — v):

dew, (1)

5 = Sl (R — 1) — wut)R(p — v)]. (2.1)

14
Esse conjunto de equagdes é conhecido como equacao mestra. O primeiro termo
do lado direito representa a taxa de transicao do sistema para o estado u, ao passo que

o segundo representa a taxa de transicdo do sistema para o estado v. As probabilidades



Capitulo 2. Revisdo da Literatura 25

w,(t) devem obedecer a regra da soma
d_walt) =1, (2.2)
o

em todos os instantes de tempo. A resolucdo da equacao 2.1 com o vinculo 2.2 determina
a evolucao temporal das probabilidades w), ().
O valor esperado de uma grandeza termodinamica A num dado instante de tempo

é dado por:

(A) = Z Apwp(t) (2.3)

onde A, ¢ o valor dessa grandeza para um determinado estado p.

2.1.1 Equilibrio

Considere a equacao mestra 2.1 novamente. Se os dois termos do lado direito dessa
equacao forem iguais entdo w,(t) se tornam constantes no tempo. Esse seria um estado
de equilibrio. A equacado mestra se torna entdo uma equacdo de primeira ordem com
valores reais e com os valores de w), entre zero e um (proibindo uma solucao exponencial).
Neste trabalho trataremos o sistema termodindmico usando a técnica de Monte Carlo em
simulagoes de equilibrio. Falaremos mais adiante sobre as taxas de transicao R(u — v).

Um importante ponto que devemos conhecer a priori sao as probabilidades de
equilibrio w,, que chamaremos de probabilidade de ocupacao de equilibrio e a denotaremos
por

pp = lim w, (1) (2.4)

t—o00

Em 1902 Gibbs mostrou que para um sistema em equilibrio térmico com um

reservatorio a temperatura T as probabilidades de ocupacao sao dadas por

1 _
Pp = Ee BE#? (25)
onde E, é a energia da configuracdo p, § = 1/kgT onde kg é a constante de Boltzmann,

cujo valor é 1.38 x 1072 JK~!. Ao satisfazer o vinculo 2.2 encontramos Z como
Z =Y e b (2.6)
o

Z é conhecida como funcao de particdo e é muito mais do que somente uma constante
de normalizacdo. O conhecimento dessa funcao da temperatura pode nos dizer muito
sobre o comportamento macroscépico do sistema. A distribuicao de probabilidades 2.5 é
conhecida como distribuicao de Boltzmann.

Para um sistema no equilibrio o valor esperado de uma grandeza termodinamica
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Aé
1 _
(A) =D Aup = 5 3 Ape " (2.7)
1 I

onde a soma é realizada sobre todas as configuracoes. Em algumas situagoes é conveniente
agruparmos as configuragoes com mesma energia e realizar a soma sobre os niveis
energéticos do sistema. Para isso precisamos conhecer a densidade de estados, ou niimero
de microestados do sistema para uma energia E, que denotaremos por g(F). Com isso em
maos podemos realizar a média da seguinte forma

_ Ze(A)pg(E)e F

W= (B 28)

onde (A)g corresponde a média microcanénica para cada nivel de energia.

Boltzmann demonstrou que a entropia é dada por
S =kplng(F) (2.9)

lembrando que nessa representacao todas as configuragoes sao equiprovaveis, para energia
fixa. Essa definicdo possibilita a conexao entre o ensemble microcanénico e a termodi-
namica. No entanto, essa conexao deve ser feita no limite termodinamico, ou seja para
E, V., N — o0, com densidades fixas, E'//N = const e V/N = const. Somente nesse
limite podemos eliminar os efeitos das condicdes de contorno. Na pratica esse limite é
determinado através da teoria de escala de tamanho finito, que permite obter expoentes

criticos a partir de uma escala universal.

2.2 Transicao de fase

Em vista do que esperamos, o objetivo geral da mecanica estatistica ¢ calcular
a fungdo de particdo Z para o volume de configuragoes do sistema () definido pela
Hamiltoniana do sistema Hgq. Definimos o volume e a area da superficie do espaco por
V() e A(2) . Frequentemente sera melhor nos referirmos ao nosso sistema como apenas
uma caracteristica da dimensdo linear L, entdo V() oc L% e A(Q) oc L%t onde d é a
dimensao do sistema. As condig¢oes de contorno do volume e da superficie sdo especificadas
sobre ().

Em geral podemos representar a Hamiltoniana para um sistema como

Hgq

T T > K,0, (2.10)

onde K, sdo as constantes de acoplamento e ©,, sdo as combinacoes dindmicas dos graus

de liberdade do sistema, que sdo somados sobre as configuracoes. As constantes de acopla-
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mento sdo parametros externos, tais como campo de troca, campo externo,- - - . Ao definir
os modelos a serem estudados abordaremos esse conceito com mais detalhes. A funcao
de particao depende das constantes de acoplamento de forma que podemos reescreve-la
como Z[K|, onde [K| = [{ K, }| representa um conjunto de possiveis constantes.

A energia livre do sistema é definida por
FolK] = —kpgTIn Zg (2.11)

e contém toda a informacao termodinamica do sistema (2 através de suas derivadas
0Fg/0K,, 0*Fo/0K,0K,,, que incluem efeitos de bulk, efeitos de superficie e efeitos de

tamanhos finitos.

2.2.1 O limite termodinamico

A experiéncia mostra que a energia livre é extensiva para um sistema muito
grande: Fq o< V(€2). Entao, esperamos que para um tamanho finito do sistema, possamos

escrever

Fo=V(Q)fy +AQ)f, + O(L*?), (2.12)

onde f; é a energia livre por unidade de volume ou densidade de energia livre do bulk e f, é
a energia livre de superficie por unidade de area. Uma defini¢do precisa dessas quantidade

pode ser obtida como segue:
Fq

1i

K] = (2.13)

quando o limite existe e é independente de 2. Para sistemas que sao definidos em uma

rede, com N(2) sitios de rede, a energia livre por unidade de sitios é

’ Fq
N(@)5oe N(Q)

quando o limite existe e é independente de 2. A energia livre de bulk f,[K] descreve
o comportamento termodindmico extensivo, mas nao descreve a superficie ou efeitos de

tamanho finito. Essa informacao pode ser computada a partir da energia livre de superficie

2.1

flK] = lim [Fﬂ—wmfb[ml

A(Q)

quando o limite existe e é independente de (2.

Os limites nas equagoes 2.13, 2.14 e 2.15 sao conhecidos como limite termodina-
mico. As vezes uma restricio auxiliar também é imposta sobre o sistema: por exemplo,
em um sistema fluido, impomos que a densidade seja constante, assim o limite V' (2) — oo
e N(2) — oo deve satisfazer N(Q)/V(Q) = const. O conceito de fase e de transigao de

fase serdao definidos a partir desses limites.
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2.2.2 Contorno de fase e transicao de fase

Quando f,| K] existe, entdo uma defini¢ao precisa de contorno de fase é a seguinte.
Vamos supor que ha D constantes de acoplamentos. Os eixos do diagrama de fases sao
Ky, Ky, ---, Kp, assim a dimensao do diagrama de fase é D. Como fungao de [K], f,[ K]
¢ analitica em quase todos os pontos. As possibilidades de nao analiticidade de f,[K]
sao pontos, linhas, planos e hiperplanos, etc. no diagrama de fase. Esses locais singulares
tem uma dimensionalidade associada com eles (Ds = 0, 1, 2,--- respectivamente), e o

invariante importante para cada tipo de local singular é a codimensao C"
C=D-D,. (2.16)

Esse ¢ um invariante no sentido de que se decidirmos incluir uma variavel extra no conjunto
{K,}, ambos D e D; aumentam 1, de maneira que C' permanece invariavel.

As regioes de analiticidade de f,[K] sdo chamadas de fases. O local de codimensao
C' =1 (local que separa as fases), sdo chamados de contorno de fases. Locais de codimensao
maiores que um nao podem representar um contorno de fase. Um exemplo prosaico, para
dividir uma sala em duas parte precisamos construir uma parede, um poste no centro da
sala nao seria suficiente.

A definicao de fase é ambigua. Pode existir um caminho ao longo do qual f,[K] é
analitico indo de um lado a outro de um contorno de fase. Usando nossa analogia da sala,
isso seria como se a parede nao chegasse ao teto, sendo assim um mosquito pode passar
voando de um lado a outro sem encontrar nenhum impedimento, enquanto que a nivel do
solo a sala encontra-se repartida em duas partes. Essa definicdo de contorno de fase pode

ser encontrada no livro do Goldenfelde [36].

2.2.3 Tipos de transi¢coes de fases

Partindo da suposi¢ao de que f,[K] é continua em quase todos os pontos do
diagrama de fases. Temos que os contornos de fases existem e podem ser divididos em

duas classes:

(1) 0fy[K]/OK; é descontinua através do contorno de fase. Isso pode acontecer para uma
ou mais derivadas de f;[K]. Se isso acontece dizemos que a transigdo é de primeira

ordem ou descontinua.

(2) A outra possibilidade é que 0fy[K]/0K;, seja continua através do contorno de fase
e a segunda derivada apresente uma descontinuidade, neste caso dizemos que ¢ uma

transicao de fase continua.
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2.2.4 Existéncia da transicao

Uma questao fundamental é: Para um modelo especifico existe transicao de fase
para algum valor de [K]? Para responder a essa pergunta é necessario a constru¢ao do
diagrama de fases do sistema. Uma técnica bastante til é a chamada argumento energia-
entropia, que serd apresenta a seguir. A altas temperaturas a entropia S sempre domina a
energia livre, e a energia livre é minimizada pela maximizacao de S. A baixas temperaturas
é possivel que a energia interna F domine T'S na energia livre, a energia livre pode
ser minimizada pela minimizacao da energia interna E. Se o estado macroscopico do
sistema obtido por esses dois métodos sao diferentes, entao concluimos que pelo menos

uma transicao de fase ocorreu em alguma temperatura intermediaria.

2.2.5 Modelo de Ising

Para entender como sao observadas as transi¢oes de fases na pratica, precisamos
de um modelo que sirva de referéncia, para isso iremos utilizar o modelo pioneiro no estudo
das transicoes de fases, o modelo de Ising.

Proposto em 1925 por Lenz e Ising como um modelo para descrever o compor-
tamento de um material ferromagnético ou anti-ferromagnético, o qual foi resolvido por
eles para a dimensdao d = 1, e pela auséncia de transicao de fases acreditava-se estar
incorreto, nao representando um sistema magnético real. Entretanto ele serve como base
para o estudo de transicoes de fases e tém figurado como modelo padrao, uma vez que
varias aproximagoes podem ser testadas, dentre elas destaca-se a técnica da matriz de
transferéncia, introduzida por Kramers e Wannier (1941). O modelo de Ising tenta repre-
sentar um sistema magnético de spin 1/2 em uma rede. Ao tratar os spins dessa forma as
constantes de acoplamento entre os spins que dependem da distancia entre eles se tornam

constantes, sendo assim, podemos escrever a Hamiltoniana do sistema como

H:—JZO'iO'j—HZO'i, (217)
(i.3) i
onde .J e H sao a constante de acoplamento e o campo externo aplicado, respectivamente,
(i,7) representa a soma sobre os primeiros vizinhos e 0; sdo chamadas de varidveis de
spins e podem assumir os valores +1 ou —1.
Para o caso unidimensional essa Hamiltoniana pode ser reescrita da seguinte

forma

H
H == _J20i0i+1 — 5 Z(O’z + Uz‘—i—l); (218)

juntamente com a condigdo de contorno oy, = 01. A partir daqui podemos escolher qual

aproximacao sera usada. Iremos obter as grandezas termodinamicas do sistema usando a
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técnica da matriz de transferéncia. Para isso escrevemos a fun¢do de particao do sistema

Z(J,H,B) = Z exp 5Z{J010'2+1 + ]Z(al- +0i11)} (2.19)
{o:}

O termo {o;} refere-se a todas as configuragbes possiveis para o modelo. Podemos

reescrever de forma mais concisa

Z(JH,B)=> 1[Tri0i (2.20)
{oi} @
onde Ty, .., ¢ a matriz de transferéncia que leva em conta todas as possiveis interagoes

entre os primeiros vizinhos

H
Tgi,gi+1 = exXp |:5{J0'i0'2'+1 + 5(0'1 + O-Z'Jrl)} . (221)
Escrevendo em formato matricial temos
Thy T U)o
entao
Z(J,H,pB) Z Z:Tgl702TUZ,,UE,)T(,.M74 Ty on (2.22)

A partir das regras de multiplicacdo de matrizes e do trago de uma matriz, chegamos a
Z(J,H,B) = Tr(TY) (2.23)
Diagonalizando a matriz T obtendo os autovalores \; e Ao, encontramos
Z(J, H,B) =AY+ \). (2.24)

Consideremos o caso em que A; # Ay € que A\; > Ay assim

1+ (ii) ] : (2.25)

Z(J, H,B) ~ A1+ O(e M), (2.26)

Z(J.H,B) =X\’

no limite termodindmico N — oo

onde a = In(A\/A\y) é uma constante positiva. Entao somente o maior autovalor da

matriz de transferéncia é importante para o limite termodinamico. Determinando o maior
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f(1,T,H)

IS SENIC S I NI OO

IS SEENIINC NS T NGO CRIEN

Figura 2.1: Representacao da energia livre como fungdo da temperatura e do campo externo.
O valor da constante de acoplamento entre os spins é J =1

autovalor de T obtemos:

A= e [COSh(BH) + \/Sinhz(ﬂH) + e 487 (2.27)

com ele podemos determinar a energia livre do sistema dada por

Fy(J,H,T
F(J,H,B) = ]35%0% = —kpTln ) (2.28)

e a partir dela derivar todas as demais grandezas termodinamicas.

2.2.6 Transicao de fase

Para compreender o surgimento da transicao de fase precisamos analisar o
comportamento do maior autovalor da matriz de transferéncia, pois é a partir dele que
teremos todas as propriedades termodinamicas do sistema. Para § > 0 o argumento da
raiz quadrada na equacao 2.27 é positivo, para J e H reais. A expressao de f é analitica
para 3 > 0 como pode ser vista na figura 2.1. Entretanto apresenta uma cispide para
H = 0 e baixas temperaturas, 0 < T < 0, 5.

As possibilidades para que ocorra uma transicao de fase sdo: que A; seja uma
funcao nao analitica de J e H, que a raiz quadrada desapareca, neste caso os autovalores

se tornam degenerados:\; = Ao, ou que A\; = 0. Para T" > 0 nenhuma dessas condi¢oes
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podem ocorrer. Podemos ver isso a partir do teorema de Perron.

Teorema 1 Para uma matriz N x N (N < oo) A com A;; > 0 para todo i,j, o maior

autovalor é
1. real e positivo
2. nao degenerado

3. uma fungdo analitica de A;;.

Em uma dimensao, a matriz de transferéncia para uma gama finita de interacoes satisfaz
o teorema de Perron. Assim nenhuma transicdo de fase pode ocorrer para 1" > 0. Agora

veremos o que acontece quando T'= 0. O maior autovalor pode ser expandido e se torna

A = e {cosh(BH) + sk (BH)(1 + O(e~7))] . (2.29)

Relembrando que

Va2 = |z (2.30)

obtemos
A = e [cosh(BH) + | sinh(BH)|(1 + O(e™**))] . (2.31)
Agora
cosh(BH) + |sinh(BH)| = el (2.32)
e
Ay = eP/HIBH] (2.33)

Assim, em T = 0 a energia livre se torna
F=-N(J+|H]). (2.34)
Calculando a magnetizacao em 7" = (0 obtemos

1 oF 1, H>0;

NoH |1 H<o

como esperado para o valor da magnetizacao. Note que a nao analiticidade decorre de um
termo /(BH)? = |fH|. Para T' > 0 esse termo ¢ da forma /(8H)? + €2 que é analitico
em H = 0 enquanto e # 0.
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2.2.7 Propriedades termodinamicas

Comecgamos por H = 0. Assim
M= e (14 e777) = 2cosh(8.). (2.35)
A energia livre é portanto
F = —kgTN 8] +n (142} (2.36)
no limite de baixas e altas temperaturas

F —J, T — 0;
N | —kpTn2, T — .

Para altas temperaturas o termo dominante para a energia livre é devido a entropia do
sistema, enquanto que para baixas temperaturas o comportamento é dado pela energia
interna.

O calor especifico é facil de se obter, basta derivar a energia interna E:

0
E=- a3 InZ (2.37)
0
=— N%ln(Q cosh 3.J) (2.38)
= — NJtanh 5J. (2.39)
Portanto
oFE oFE
C =77 = _kBB% (2.40)
=NJ?kpBsech?(Jj). (2.41)

O calor especifico nao exibe nenhuma singularidade, mas nota-se a presenca de
um maximo perto de J ~ kgT', que é conhecido como anomalia de Schottky.
Para calcular a magnetizagao, escrevemos a energia livre por spin da seguinte

forma

f=—J—kyTh [cosh BH + /sinh? BH + 62} , (2.42)

—487 & a probabilidade relativa de duas configuracées abaixo, que diferem por

onde €2 = e
um unico spin:

T AT

N
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Assim

1 OF

:k;BT;;_Iln {cosh BH 4+ \/sinh® BH + 62} (2.44)
sinh S H

= (2.45)

\/sinh? BH + e

A suscetibilidade magnética yr descreve como a magnetizacao muda em resposta

ao campo externo aplicado:

oM
= 2.46
XT OH ( )
Antes de tomarmos a derivada é conveniente tomarmos o limite
H
lim M ~ 6— (2.47)
BH—0 €
Assim, temos
02J/kBT
— 2.48
XT kT ( )

No limite de baixas e altas temperaturas os comportamentos sao

1/k’BT, T — o0;

2J/kpT _1
e T T — 0.

XT ~

2.2.8 Finite-size scaling (FSS)

Devido ao grande ntimero de graus de liberdade contidos num sistema macrosco-
pico a simulagao do tamanho real do sistema ¢é praticamente impossivel para a capacidade
de processamento dos atuais computadores. Entretanto podemos estudar uma pequena
parte desse sistema e extrapolar o resultado para um sistema macroscépico. Tal estudo é
chamado de finite-size scaling [37, 38, 39, 40]. De acordo com essa teoria, a parte singular
da energia livre reduzida pode ser descrita fenomenologicamente por uma forma de escala

universal
f(t,H; L) = L~ (atL*" , bHL”/") (2.49)

onde t = (T, —T)/T. é a temperatura reduzida que nos mostra quao distante ou proximos
estamos da temperatura critica, H é o campo de ordenamento externo, a e b sao fatores
métricos, d é a dimensao espacial do sistema, A e v sdo expoentes criticos estaticos e L é
a dimensao linear do sistema. Partindo da defini¢ao da energia livre pode-se obter varias

quantidades termodinamicas, tais como a expressao da magnetizacdo para campo zero, a
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susceptibilidade magnética e o calor especifico, respectivamente,

m ~ L~ M(tLYY), (2.50)
X~ LY X (LYY, (2.51)
¢ R Coo + LYVC(LLMY), (2.52)

onde M, X e C sao fungoes universais de escala desconhecidas que na criticalidade (¢ = 0)
sao constantes e «, § e v sdo também expoentes criticos estaticos que devem satisfazer as

relacoes de hiper-escala.

A=pi=p+7y (2.53)
2—a=dv=20+n. (2.54)

Podemos perceber que todas as relagoes expostas nao permitem calcular os expo-
entes criticos separadamente. Por isso usualmente define-se um conjunto de quantidades

termodindmicas provenientes do logaritmo da derivada da magnetizagao [41],

Vi = 4[m®] — 3[m*], (2.55)

Vo = 2[m? — [m?], (2.56)

Vi = 3[m?] — 2[m?], (2.57)

Vi = (4[m] — [m")/3, (2.58)

Vs = (3[m] — [m?))/2, (2.59)

Vs = 2[m] — [m?], (2.60)

onde .

im"] = n 2 (2.61)

Esses cumulantes permitem determinar o expoente critico ¥ mesmo desconhe-

cendo ainda a temperatura critica, pois partindo da equacao 2.50 é facil mostrar que
Vi(L) ~ (1/v)In L + V;(tLV") (2.62)

para ¢ = 1,2,...,6. Na temperatura critica T, (¢ = 0), temperatura na qual as fungoes
assumem o valor maximo, os coeficientes V; sao constantes independentes do tamanho do
sistema e através do ajuste linear do grafico de V;(L) x In L, encontramos o expoente 1/v
que é o coeficiente angular da reta. Uma vez determinado o expoente v a temperatura

critica T, pode ser estimada através dos picos do calor especifico e da suscetibilidade, pois
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nessa posicao as equagoes 2.51 e 2.52 variam assintoticamente como
T.(L) = T, + agL ™", (2.63)

onde a, ¢ uma constante, permitindo entao a determinacao de 7.

2.2.9 Transicoes Descontinuas

Numa transicao de fase descontinua as relacoes de escala definidas na transicao
continua nao sao satisfeitas. Geralmente as propriedades termodinamicas, tais como
magnetizacao e calor especifico escalam com a dimensao do sistema. A temperatura de
transicao do sistema pode ser determinada usando o cumulante de energia que escala com

o tamanho da rede [42]. O cumulante de quarta ordem da energia é definido como

(E)r
Ug(T)=1-— . 2.64
Essa fungao tem um minimo [43, 44, 45], cuja temperatura escala com
T, =T.+ L7 (2.65)

onde d é a dimensao do sistema. Extrapolando para L — oo temos a temperatura de

transicao T, para um sistema infinito. E o minimo escala como
Up(L)=Uy +bL™" (2.66)

onde Ug® é o valor para uma rede infinita e b ¢ uma constante.

Outra forma de determinar a temperatura de transicao ¢ a andlise da distribuigao
de probabilidade de energia. Na regiao da temperatura de transicao a probabilidade tem
um pico duplo de mesma altura e a regiao entre os picos tem probabilidade nula [46, 47, 48|.

No ensemble canonico a distribuicao de probabilidade de energia é calculada como

E

P(E,T)=g(E)e *sT. (2.67)

Este método permite calcular o calor latente da transicao como a diferenca entre as energia
AFE}, entre os dois picos, que obedece a relagdo de escala com L~ [46]. A temperatura
para a qual os dois picos alcancam a mesma altura também escala como a equagao 2.65.

Se a entropia é dada como um func¢ao da energia pode-se calcular a temperatura

microcandnica diretamente pela defini¢ao

(2.68)
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e o comportamento dessa quantidade muda com a ordem da transicao de fase. Na transicao
descontinua ela tem o formato de um s, que a linha reta na temperatura de transi¢ao divide

em duas partes de mesma area [49, 50].

2.3 Flutuacoes

As flutuagoes de uma grandeza termodinamica sao propriedades fisicamente in-
teressantes, pois podem ser relacionadas com propriedades termodinamicas do sistema
utilizadas para determinar o comportamento dos expoentes criticos. A flutuagao quadra-
tica de uma média é dada por 02 = (A4%) — (A)?, ela nos diz quao afastada da média esta

nossa amostragem. Calculando para a energia obtemos:

s SpBg(B)e " (zE E9<E>e-ﬂE>2, (2.60)

Y pg(E)e Pk Ypg(E)e FE

Esta expressao ¢ exatamente o negativo da derivada da energia média com respeito a f3.
Além disso, da termodindmica sabemos que a capacidade térmica é dada por C'= 90U /0T

e usando a regra da cadeia chegamos em

(E?) — (E)*

¢= kpT?

(2.70)

Vemos assim que a flutuacdo da energia estd relacionada diretamente com a
capacidade térmica do sistema estudado. Outro ponto importante da flutuagdo da energia
¢ que ¢ através dela que demonstramos a equivaléncia entre a energia interna e a energia

média calculada pela fisica estatistica, para N,V — oo com a densidade N/V constante.

2.4 Simulacao de Monte Carlo

A principal fungdo da simulacao de Monte Carlo é obter o valor esperado de
uma grandeza termodindmica (A) relacionado com a quantidade observada A, tal como
energia interna de um gas ou magnetizacao para um modelo magnético. Como definido
anteriormente, a forma ideal de calcular a média de uma grandeza é através da Eq.
2.7 percorrendo todos os estados possiveis do sistema. Entretanto isso s6 é tratavel para
sistemas extremamente pequenos. Em sistemas enormes a quantidade de estados visitados
pela simulagao é somente uma fragdo muito pequena do total, que introduz imprecisao no
resultado do calculo. A técnica de Monte Carlo se assenta na escolha de um subconjunto de
estados aleatorios de alguma distribuicao de probabilidade p, que especificamos. Suponha

que escolhemos M estados do total, uma melhor estimativa da quantidade A serd dada
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por
Mo 1 —BE,,
A — i1 Dy, A7
M= -
Sy ppte
J=1p;

Ajr é chamado de estimativa de A. A medida que M é incrementado a média se torna cada

(2.71)

vez mais proxima do valor real, e quando M — oo temos Ay = (A). A grande questao
é como escolher a distribuicao de probabilidade que melhor representa seu sistema. No
algoritmo de Metropolis [51] ¢ utilizada a distribuicdo de Boltzmann, tornando assim a

estimativa numa simples média aritmética dos valores visitados

M
i=1 AHi

Ay = =50

(2.72)
Uma outra opcao é realizar a simulacao entrépica, utilizada pela primeira vez por
Lee [52], que significa escolher nossa distribuicdo como sendo proporcional ao inverso da

densidade de estados microcanoénica
p(F) x —— (2.73)

onde g(F) é o numero de estados com energia E. Entao a probabilidade de escolher uma
configuracao que tenha energia F é

9(B) p(E) = (2.74)

K
onde K é uma constante de proporcionalidade. Em outras palavras, a probabilidade de
se escolher uma configuracao com energia E é constante para todas as energias. Dessa
forma a equacao para estimar uma quantidade termodinamica é da forma da Eq. 2.8.
Conseguindo estimar a densidade de estados a média passa a ndo depender da quantidade
M de estados visitados e sim da eficiéncia do algoritmo utilizado para realizar a estimativa
de g(E).

2.5 Condicoes periddicas de contorno

Nas simulacoes de Monte Carlo usamos condicoes periddicas de contorno para
evitar efeitos de borda. Em simulagoes de sistemas de spin de Ising os spins das bordas
interagem com os vizinhos mais proximos e com os da extremidade oposta ao sentido da
interacao, esse procedimento ¢ analogo ao de replicar o sistema em todos os lados da caixa
de simulagao, como mostrado na Fig. 2.2. Nela temos a caixa de simulacao no centro e
as réplicas no entorno, assim podemos perceber com facilidade que o spin da posigao 1
realizara interagao com os spins 2, 3, 4 e 5. Os demais spins das bordas seguem o mesmo

padrao de interacao.
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CAPITULO

SIMULACAO ENTROPICA

A funcdo da simulagao entrépica é estimar a densidade de estados do sistema
estudado. Esse tipo de simulacao tem chamado a atencao pela eficiéncia em abordar
comportamentos criticos. Por ser uma simulacao razoavelmente nova, pesquisadores em
geral tém aplicado a sistemas que possuem solug¢ao bem conhecida para testar sua validade,
obtendo resultados animadores. De certa forma os procedimentos realizados por esse
algoritmo foram propostos de forma empirica.

O algoritmo ¢ baseado na criacdo e monitoramento de um histograma de energia
[32, 53]. Toda vez que o histograma fica suficientemente nivelado temos uma estimativa
da densidade de estados, onde a equacao 2.74 torna-se, aproximadamente, valida. Assim
consideramos que o critério de nivelamento garante que a probabilidade de obter uma
configuragdo com uma energia qualquer é constante.

Em nossa simulagao estamos interessados em determinar o nimero de configura-
¢oes em uma dada energia. Como esse nimero ¢é extremamente grande para sistemas com
muitas particulas, simulamos o logaritmo da densidade de estados, definindo a quantidade
S(E) como

S(E)=Ing(FE). (3.1)

S(E) é conhecida como entropia microcanonica e g(E) a densidade de estados que
inicialmente nao é conhecida, de forma que atribuimos a ela o valor unitario para todos
os niveis de energia, que corresponde a S(F) = 0. Para iniciar a simulacdo partimos de
uma configuracao qualquer que, por conveniéncia pode ser a configuracao de mais baixa
energia, e a partir dela fazemos pequenas alteragdes na configuragdo, modificando apenas

um spin, essa nova configuracao é aceita com probabilidade dada por

S(Eu)—S(Ev) E E

e , Se < v

Pin s ) = o(E,) < o(F,)
1, caso contrario.

O passeio aleatorio acontece sobre todos os niveis de energia desde FE,,;, até

E, ... Todas as vezes que uma nova configuragdo ¢é aceita o histograma ¢é alterado
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H(E,) — H(E,)) +1e S(E,) — S(E,) + F, é atualizado, onde F; = Inf;, com
fo = e = 2.71828.... O parametro f; é chamado de fator modificador e sua atualizagao
esta relacionada a passagem dos niveis de Wang-Landau, ou seja, quanto maior o indice ¢
maior o refinamento na atualizacao da densidade de estados. Esse procedimento é repetido
por varios passos de Monte Carlo e entao realiza-se a verificacao de nivelamento exigindo
que H(E) > r(H) para todas as energias, onde (H) ¢ a média sobre todas as energias. Se
essa condicio ¢ satisfeita entdo f;. 1 = +/f; e o histograma ¢ zerado H(E) = 0. O valor do
parametro r é escolhido visando obter uma boa estimativa da densidade de estados em
um tempo computacional viavel, geralmente escolhe-se r = (0.8. O artigo de Wang-Landau
[32, 53] sugere finalizar a simulagao quando f ~ 1+ 107%, porém recentemente Caparica
[54] propos algumas alteragoes nesse algoritmo que levam a melhorias significativas. A

saber as alteragoes sao

o Atualizar a densidade de estado e o histograma somente depois de cada passo de
Monte Carlo. ( Um passo de Monte Carlo corresponde a dar a cada componente do

sistema a possibilidade de se alterar.)

e Acumular as médias microcandnicas somente apés f7, o oitavo nivel do Wang-

Landau.

« E por dltimo, finalizar a simulagao em ff;nqa definido pela média candnica durante

a simulagao.

Para realizar esta ultima alteracao investigamos o comportamento do maximo do
calor especifico, dado pela equagao 2.70 onde as médias da energia sdo realizadas com
0 g(E) corrente. A partir do f; quando o histograma ¢é considerado nivelado calculamos
a temperatura do méximo do calor especifico T.(0). Durante a simulagdo do préximo f

calculamos o valor do pardmetro
e = |T.(t) — T(0)], (3.2)

todas as vezes que verificamos a condigdo de nivelamento, onde T.(t) é a temperatura
do méaximo do calor especifico obtida pela densidade estados corrente, se o valor de ¢
permanecer menor que 10~* durante todas as verificacoes feitas para um mesmo nivel
fi entdo na passagem para o préximo nivel do fator modificador salvamos a densidade
de estados e as médias microcandnicas e finalizamos a simulacao. Caso contrario, na
passagem para o novo nivel, atualizamos 7,(0) como a temperatura do maximo do calor
especifico obtido com a ultima densidade de estado, prosseguindo com a simulac¢ao. Esse
procedimento é um critério de finalizacao da simulagao, tendo como base a invariancia dos
resultados para o calor especifico, que nos remete a estabilizagao da densidade de estados,

pois esses resultados dependem exclusivamente de g(E).
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Todas as mudancas sao de facil implementagao, além de concordar com a teoria
da simulacao de MC. A primeira das alteragdes leva a escolha de configuracoes menos
correlacionadas, tornando a amostragem no espaco de energia mais eficaz. A segunda
evita levar em consideracao nas médias microcanonicas configuragoes que nao sao ainda
compativeis com aquelas de maxima entropia. Ja a terceira leva em conta a caracteristica

estocastica da simulagao, prevendo que cada simulacao podera ter um fy;,q diferente.

3.1 Limiar da convergéncia

Devido ao grande ntimero de amostras que sao tomadas para obter uma amostra-
gem que possibilita a obtencao de resultados com alta precisao temos o aumento do tempo
de CPU. Visando amenizar esse efeito propomos investigar o algoritmo usando o modelo
de Ising 2D para mostrar que nao é preciso iniciar cada nova roda tomando In g(E) = 0
para todas as rodadas, mas ao invés disso, pode-se inicid-la usando os resultados de um
nivel mais avancado de WL de uma simulacao prévia. Para isso analisamos para qual nivel
de WL a temperatura do pico do calor especifico comecga a convergir para um valor final
particular de uma rodada, caindo fora de uma distribuicdo Gaussiana. Observamos que
antes desse nivel a simulacao ainda nao esta tendenciosa e pode prosseguir para qualquer
valor de uma distribuicao Gaussiana. Consequentemente os primeiros niveis podem ser si-
mulados apenas uma vez. Nota-se que o ganho no tempo de CPU ¢é mais expressivo quanto
maior o tamanho do sistema, aumentando a eficiéncia do nosso método. Esse resultados
foram publicados na referéncia Ref.[33].

Para demonstrar a eficiéncia desse procedimento usaremos o modelo de Ising 2D,
visto que podemos comparar com os resultados exatos conhecidos da literatura. O modelo
de Ising 2D para spin 1/2 é definido em uma rede quadrada L x L contendo varidveis
de spin o; em cada sitio da rede que podem tomar os valores +1 e —1 e obedecem a

Hamiltoniana

H = —JZ 0034, (33)
(i.9)

onde a soma corre sobre todos os primeiros vizinhos de ¢;, e J é a constante de acoplamento
que define a escala de energia. Esse modelo foi resolvido exatamente por Onsager em 1944,
demonstrando que o sistema passa por uma transicao ordem-desordem a uma temperatura
critica T, = m = 2.269185.... Usando as fungoes de escala universal, e tomando
v = 1, podemos estimar a temperatura critica e os expoentes criticos § e . Onsager
obteve para esses expoentes estaticos os valores 5 = 0.125 e v = 1.75.

Em nossas simulagoes, a partir do nivel f; em diante, sempre que verificamos
se o histograma estd nivelado, calculamos também a temperatura do pico do calor
especifico usando a densidade de estados corrente, como descrito anteriormente. Na Fig.

3.1 (esquerda) mostramos o comportamento dessa varidvel durante a simulagdo como
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funcao do ntimero de passos de Monte Carlo para uma tunica rodada iniciando no nivel
de WL fs. Podemos ver como essa quantidade converge para um valor particular de
uma distribuicdo Gaussiana em torno do valor exato para aquele tamanho de rede,
aproximadamente no nivel WL f14. A linha reta mostra o valor correto obtido usando

a enumeracao exata por Beale [1].

2.312 2312 b

2.306

2.304 b 2.300

— 4
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L5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 45

10° MCS 10° MCS
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Figura 3.1: Esquerda: Evolucdo da temperatura do méximo do calor especifico durante a
simulacao de Wang-Landau, iniciando a partir fg, para um rodada particular. Os pontos mostram
onde o fator modificador foi atualizado e a linha reta o resultado obtido usando os dados exatos
retirados da Ref.[1]. Direita: Evolu¢do da temperatura do pico do calor especifico para sete
simulag¢bes independentes iniciando dos mesmos resultados no fim do nivel fg. A linha reta
mostra o valor exato. O figura inserida é uma ampliacdo dos passos iniciais.

Surge uma pergunta: o que aconteceria se no final de qualquer nivel de WL nés
salvassemos todos os dados atuais e inicidssemos todas as simulag¢oes a partir deste ponto?
Os resultados seriam tendenciosos ou nao? Como ilustrado na Fig. 3.1 é intuitivo que,
para um nivel WL mais avancado, os resultados estejam préximos do valor final de fi4. A
Fig. 3.1 (direita) mostra a evolugao da temperatura do pico do calor especifico para sete
execucoes independentes iniciando a partir dos mesmos dados da simulagao de referéncia.
O ponto preto mostra o ponto de partida. Na insercao, mostramos uma ampliacao dos
passos iniciais. Nos vemos que embora todas as rodadas iniciem a partir dos mesmos dados
iniciais, elas evoluem para resultados finais distintos distribuidos em torno do valor exato,
mostrando que é possivel iniciar as simulagoes a partir de uma simulagao prévia.

Para investigar mais a fundo esta questao, realizamos uma simulagao para L = 32
e, no final de cada nivel de WL, salvamos i) a densidade de estados atual, ii) configuragao,
iii) as somas acumuladas para as médias microcandmicas (magnetizagao, quadrado de
magnetizacdo e nimero de entradas), iv) temperatura do pico do calor especifico, vi) o
proximo fator modificador. Entao fizemos 24 rodadas independentes comegando dos dados
do final de fy, ou seja, do nivel de WL fi, até f14 e tiramos a média obtendo os resultados
finais. Em seguida, repetimos o mesmo procedimento, comecando pelos dados do final

de f1, o fim de f5, ..., o final de fi3. Como prescrito na Ref.[54], produzimos dez desses
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Figura 3.2: Topo: Simulacao para a temperatura do pico do calor especifico iniciando a partir
do fim de cada nivel de WL para L = 32 (esquerda) e L = 80 (direita). As linhas retas abaixo
sado obtidas usando o valor exato dado por Ref. [1] para L = 32 e o melhor resultado para L = 80
a partir de simulagoes prévias. Abaixo: Tempo de CPU para simulagoes iniciando de diferentes
niveis de WL para L = 32 (esquerda) e L = 80 (direita). A linha reta mostra o tempo de CPU
gasto pela simulagdo completa. Estes resultados foram obtidos a partir de um computador com
processador Intel quad core com frequéncia de 2.7 GHz e 16 Gb de memoria ram.
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Figura 3.3: Resultados do efeito de escala de tamanho finito para a temperatura critica T,
usando o calor especifico e a suscetibilidade (esquerda), os expoentes criticos 3 (centro), e 7y
(direita) para o primeiro conjunto de simulagdo, usando o procedimento para o inicio no nivel
de WL f7.

resultados independentes e, em seguida, a média de todos os conjuntos desprezando as

barras de erro.
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Os resultados sao mostrados na Fig. 3.2 (em cima, a esquerda). Pode-se ver que até
o nivel WL f7 os resultados finais para a temperatura do pico do calor especifico converge
para valores proximos ao valor exato, enquanto os seguintes niveis ja tendem para o valor
particular da rodada original. Isso indica que o limiar de convergéncia para o valor correto
¢ o nivel WL f5 (o nivel WL f7 comega a usar as saidas do nivel WL f; da simulagao de
referéncia). Para corroborar esta afirmagao repetimos o mesmo procedimento para L = 80.
Na Fig. 3.2 (em cima, a direita) apresentamos o que acontece neste caso. Vemos que o
comportamento é semelhante, mas agora o limiar de convergéncia foi deslocado para o
nivel fg, onde o valor de referéncia é agora a nossa melhor estimativa de todos os nossos
estudos anteriores para L = 80. Isso significa que, para tamanhos maiores de rede, a partir
de f7 ainda ¢é mais seguro.

Na Fig. 3.2 (abaixo) mostramos os tempos de CPU gastos em todos os conjuntos
para as simulagoes iniciadas a partir do final de cada nivel de WL para os tamanhos de
rede L = 32 e L = 80, incluindo a execucao inicial de referéncia. As linhas retas em ambos
os graficos indicam o custo computacional para a simulacao completa. Pode-se observar
que para L = 32 a economia nao é muito significativa, mas para L = 80 o tempo de
CPU aumenta, para o nivel de WL f7 é em torno de 30 — 40% da simulacido completa.
Portanto, a economia no tempo de CPU é mais relevante onde o tempo computacional é
maior. Estes resultados foram obtidos a partir de um computador com processador Intel

quad core com frequéncia de 2.7 GHz e 16 Gb de memoria ram.

Tabela 3.1: Dez resultados de estudo de efeito de tamanho finito para a temperatura critica
T., e os expoentes [3 e y para simulagoes iniciadas a partir de fy (& esquerda) e a partir de f; (a
direita). A média sobre todas as rodadas e o valor exato para uma rede infinita sdo mostrados
nas duas tltimas linhas.

T, B g T, B g
fr

2.26872(50) [ 0.1280(27) | 1.7584(38) | [ 2.26861(19) | 0.1275(10) | 1.7624(39)
2.26892(25) | 0.1270(10) | 1.7467(40) | | 2.26914(35) | 0.1265(22) | 1.7557(42)
2.26923(26) | 0.1245(12) | 1.7574(38) | | 2.26958(21) | 0.1245(14) | 1.7630(45)
2.26920(35) | 0.1254(21) | 1.7556(26) | | 2.26926(30) | 0.1253(17) | 1.7610(37)
2.26949(32) | 0.1273(17) | 1.7489(49) | | 2.26934(21) | 0.1235(10) | 1.7536(30)
2.26953(32) | 0.1263(17) | 1.7643(22) | | 2.26923(32) | 0.1249(16) | 1.7627(32)
2.26956(19) | 0.1246(11) | 1.7597(42) | | 2.26899(28) | 0.1263(15) | 1.7673(45)
2.27028(16) | 0.1227(10) | 1.7509(41) | | 2.26873(24) | 0.1276(14) | 1.7541(24)
2.26915(15) | 0.1265(10) | 1.7624(42) | | 2.26918(30) | 0.1254(11) | 1.7649(39)
2.26908(20) | 0.1270(11) | 1.7573(26) | | 2.27002(18) | 0.1221(13) | 1.7522(62)
2.26932(43) | 0.1259(16) | 1.7562(57) | | 2.26921(40) | 0.1253(17) | 1.7597(53)
2.269185... 0.125 1.75 2.269185... 0.125 1.75

A fim de estabelecer a eficiéncia de nossas simulac¢oes a partir dos dados salvos
no final do nivel WL fg, o nivel WL f7, inicialmente realizamos simulacdes adotando os

critérios estabelecidos na Refs. [55, 54], assim, obtemos dez conjuntos contendo estudo
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de efeito tamanho finito e, em seguida, obtivemos as médias de todos os conjuntos. Em
cada conjunto adotamos os tamanhos de rede L = 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 64, 72 e
80 com o numero de execugoes independentes N = 24, 24, 20, 20, 20, 16, 16, 16, 12 e
12, respectivamente, usando o critério normal de 80% de nivelamento. Os resultados para
T., 5 e v sao mostrados na Tabela 3.1 (a esquerda).

Em seguida, repetimos as mesmas simulagoes comegando no nivel WL f; para
todos tamanhos de rede. Os resultados sao descritos na Tabela 3.1 (direita). Pode-se
notar que as estimativas sao equivalentes em ambos os procedimentos, onde T, e f3
concordam dentro barras de erro estatistico dadas como =+o, onde o é o desvio padrao
da média, enquanto vy concorda dentro das barras de erro de +20. No entanto, o tempo
total de CPU gasto para obter os resultados posteriores foi de cerca de 40% do tempo
consumido nas simulagoes a partir de fy, representando uma consideravel economia de
recursos computacionais. Ao aplicar nosso método a outros modelos, seria aconselhavel
realizar um teste como o mostrado na Fig. 3.2 para o menor tamanho da rede para
confirmar o limiar da convergéncia. Testamos nosso método para o modelo spin-1/2
Baxter-Wu simulado na ref. [56] adotando apenas redes multiplas de trés. Nés encontramos
o limiar de convergéncia a partir de fs e simulando a partir deste nivel WL obtivemos
os seguintes resultados (este trabalho / Ref. [56]): T. = 2.269175(51)/2.269242(17),
v = 0,6543(46)/0,6514(50), 5 = 0,0879(89)/0,0797(99) e v = 1,165(22)/1,174(29).
Vimos que todos os nossos resultados estao de acordo dentro das barras de erro com
aqueles da ref. [56]. Para esse modelo a economia em tempo de CPU foi de 64%,
comparando o tempo total entre as duas simulacdes. Esta nova técnica ao executar a
simulacao Wang-Landau abre oportunidades promissoras para enfrentar problemas que
demanda grande tempo computacional.

O estudo sobre o limiar da convergéncia foi publicado na revista Journal of

Computational Physics [33].

3.2 Densidade de estados conjunta

Simulagbes entrépicas provaram ser uma ferramenta poderosa no estudo de
transigoes de fase [34, 56, 57, 58, 59, 60] devido a amplitude das informagoes obtidas, uma
vez que estimando a densidade de estados, pode-se calcular valores médios para todos as
grandezas termodinamicas de interesse para qualquer temperatura. Outra vantagem ¢é a
possibilidade de estimar a chamada densidade de estados conjunta, que além da energia,
pode depender de outros parametros.

Estimamos a densidade de estados conjunta, para que se possa calcular as

médias canonicas, para diferentes valores das constantes de acoplamento K,,. Tomando a
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Hamiltoniana da forma dada na equacao 2.10 podemos escrever a energia total como:

kBET — K10y + K205 + - KO, (3.4)
onde K, sdo as constantes de acoplamento e ©,, sdo as combinac¢oes dindmicas dos graus
de liberdade do sistema, que sao na verdade energias adimensionais que dependem da
configuragdo. Assim no inicio da simulacao configuramos a densidade de estados conjunta
9(©1,04,---,0,) =1 para todos os valores de energia. Agora o passeio aleatério através

do espacgo das energias acontecem com probabilidade dada por:

0,,0,,---.0,
p(01,0,,---,0, — 6,,6), - ,@;)zmin{g( Do ,),1} (3.5)
g( 15 27"'?671)
onde O, Oy, ---, O, e O], O, ---, O sdo os numeros de ocupagao de cada tipo de

energia da corrente e da nova configuracao tentativa. A densidade de estados e histograma
sao atualizados a cada passo de Monte Carlo e o histograma ¢é considerado nivelado quando
H(©1,09,---,0,) > 0.8 (H) para todos os nimeros de ocupagao, onde (H) é a média
sobre todas essas entradas. Em adicional acumulamos as médias microcanonicas somente
a partir do nivel f; de Wang-Landau em diante [55]. A finalizacdo da simulagdo ocorre
quando se completa o nivel 15 de Wang-Landau. Aqui nao estamos utilizando o critério
de finalizagao das simulagoes devido ao alto custo computacional para a execucao.

As médias grand-canonica de qualquer variavel A pode ser calculada como

A KK K — 291,62,--- On <A>@1’@27.,. 7@ng(@1, @27 S @n)6_(K191+K2@2+~..+Kn®n)
( 1, 2,77, n) - Zel Ogorr O 9(91; @27 e 7@n)e—(K191+K2@2-|-“--i-Kn@n) ’

(3.6)

onde (A)o, 0, 0, ¢ a média microcandnica acumulada durante a simulacao.

Devido ao grande tempo computacional requerido para execucgao desse algoritmo
ele somente sera usado para tamanhos de redes pequenos, com a finalidade de obter o
comportamento das grandezas termodinamicas para diferentes constantes de acoplamento,
que permite construirmos o diagrama de fase para qualquer modelo, identificando assim

as fases e as possiveis transi¢oes de fases.
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CAPITULO

MODELOS

A mecénica estatistica dos polimeros tem sido estudada ao longo dos anos na
explicacao de varios problemas reais. A mecéanica estatistica permite uma compreensao
da fenomenologia descrita pela termodinamica a partir de abordagens microscopicas.
Os modelos de gas de rede vém ao longo dos anos sendo estudados nesse contexto. Na
literatura, ao longo da histéria, também podemos encontrar o estudo de fenémenos na
fisica da matéria condensada [61]. Apesar da simplicidade dos modelos aqui apresentados
eles podem nos proporcionar resultados que podem auxiliar na descrigdo de modelos mais
complexos. O primeiro modelo apresentado aqui deu origem ao trabalho [34], sendo este

uma extensao do artigo [60].

4.1 Modelo de dimeros interagentes

Nesse trabalho aplicamos o técnica da matriz de transferéncia para obter solucoes
exatas para dimeros interagindo em um sistema unidimensional e realizamos simulacoes
entrépicas para obter os mesmos resultados. A simulagdo entrépica usando a densidade de
estados conjunta é adotada, de tal forma que nao depende apenas da energia, mas também
do numero total de dimeros e do nimero de interagoes entre os dimeros interagentes.
Estimamos a densidade de dimeros e de sitios vazios, juntamente com o ntmero de
interagoes por sitio e comparamos com os resultados exatos. A concordancia é excelente.
Algumas caracteristicas dos nossos resultados podem lancar alguma luz sobre problemas
complexos, como por exemplo, desnaturacao de proteina, que em poucas palavras ¢é a

mudanca do formato da cadeia polimérica que constitui uma proteina.

4.1.1 Modelo

Consideramos um modelo unidimensional em que as moléculas sao representadas
por N dimeros. O nimero de dimeros pode variar como 0 < N < L, onde L é o

comprimento da rede. Cada sitio pode assumir um de trés estados: vazio, dimero energético
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com energia €, ou molécula interagente. As particulas interagentes, quando colocadas
lado a lado, interagem entre si com uma energia . O pardmetro £ pode ser visto
como um campo que afeta apenas um tipo de molécula, enquanto & representa uma
ligacao forte entre dimeros que é atraente ou repulsiva quando &’ é negativo ou positivo,

respectivamente. Este modelo simples pode ser descrito pelo Hamiltoniano

L L

H=¢ Z 53,%‘ +é Z 52,q¢52,q¢+17 (4'1)

i=1 i=1

onde a soma se estende por todos os sitios da rede e ¢; representa o estado do sitio:
¢; = 1 para vazio, ¢; = 2 para dimeros interagentes e ¢; = 3 para particulas energéticas. O
estado fundamental pode ser determinado pela escolha dos parametros €, £/, e o potencial
quimico, que ficard mais claro adiante. Na Fig.4.1 mostramos uma configuracao possivel
para L = 12. Cada circulo com uma barra horizontal representa um dimero interagente, os
circulos com barras verticais correspondem a dimeros com energia ¢ e os circulos abertos

sao locais vazios, enquanto as linhas em zig-zag representam os elos de interacao.

SESHONORORORORSAS LS RORD

Figura 4.1: Esquema de rede com L = 12 para uma configuragao aleatoria.

4.1.2 Técnica da matriz de transferéncia: ensemble grand-

canonico

Uma maneira de estudar esse modelo, devido a simplicidade, é a técnica da
matriz de transferéncia, que permite o acesso a todas as propriedades termodinamicas

de interesse. No ensemble grand-candnico a funcao de particao é dada por

== Y exp(—H; + BulNy). (4.2)
J

onde = 1/kgT, p é o potencial quimico dos dimeros, H; e N; sdo a energia configu-
racional e o nimero de dimeros na rede, para uma dada configuracao respectivamente, e
a soma corre sobre todos as configuracoes possiveis. O potencial quimico é igual para os
dois tipos de particulas quando € = 0 e no caso contrario € representa a diferenga entre
potencias quimicos € = s — pug. Tal situagao fica clara na equagaod.3, em que o = p e
H3 = [ —E.

Assim cada estado do sistema é caracterizado por um conjunto de variaveis de

rede ¢;, que podem assumir um de trés estados, a funcao de particao para nosso modelo
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pode ser escrita como

L L L
== exp | —fe Z 637%' - 65/ Z 52,qz‘52,qz‘+1 + 6:“ 2(52,% + 637(11') (43)
} i=1 i ;

{a =1 i=1

onde, usando condic¢oes peridédicas de contorno, adotando uma soma dupla sobre todos os
sitios e dividindo por 2 a fim de obter a notacao usual da técnica da matriz de transferéncia.
Mais concisamente temos .
== Z HTi qit1° (4'4)
{gi} =1

onde
1 = 1) (0 ) ) 1) '89.4.0
i qi+1 eXp _5(5 - )( 3,q: + 37‘1i+1) + ?( 2,q; + 21q1'+1) - 65 2,¢:Y2,qi11 | - (45)

onde organizamos os termos de acordo com o estado, facilitando a escrita da matriz de

transferéncia que é portanto definida por (4.5) e pode ser escrita como

Ty, Ty Ti3 1 22 (wz)?
T=| Ty Ty T | = Z1/2 2 wt?z |,
T31 T32 T33 (U}Z)l/2 wl/Qz wz

— J— !/ . ~
onde z = e®, w =77 e w' = e7°#. Os auto valores da matriz sao

1+ 2w +wz n \/(1 + 2w’ +wz)? + 4[z(1 — w') + wz?(1 — w')]

A 4.6
* 2 2 ’ (4.6)
e Ao = 0. O maior auto valor pode ser expresso como A = “Tij, onde a e b sao dados por
a=1+4zw +wz (4.7)

b=1/(1+ 2w +wz)? + 4[z(1 — w') + w2(1 — w')]. (4.8)

O grande potencial por sitio é definido como

¢ =—kgTIn\. (4.9)
Derivando a entropia do sistema usando a equacao de estado s = —g—%’ e as
relagoes Inw'z = ’Izb%; elnwz = ]’:;:;, ap6s algumas operagoes algébricas obtemos
kB a ’ ’
S:kBln)\_Q)\(1+b> (Wzlnw'z +wzlnwz) (4.10)

k k
— Pz 4+ ww?) Inw — TB (zlnz + wz? lnwz2) (1—w').

A
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A densidade de particulas é definida como

N  z0\
-z 4.11
P=T = Xo- (411)
Considerando o maior auto valor nao degenerado A da matriz de transferéncia, a densidade

de dimeros como funcao de A é escrita como

a—1 a z
= 14— — (142 1—w). 4.12
p=" (1) + 201 — ) (4.12)
Partindo de (4.3) segue que N3 = —%8(1;;’\, dando
N; 2w a wz? ,
S P S 41
BT 2/\(+b>+/\b( W) (4.13)
e usando (4.12) temos
2w’ a z ,
ng—p—ng—2>\<1+b>+)\b(1+wz)(1—w) (4.14)
¢ 1
a z
—1—p=— (122 = (1 —=w). 4.1
" P 2)\<+b>+)\b( w) (4.15)

Com a temperatura indo para o infinito, todas as densidades tendem para 1/3, o
que significa que para altas temperaturas a rede esta igualmente ocupada por dimeros
energéticos, ndo energéticos, e sitios vazios. A energia média e calor especifico podem ser

obtidos a partir da definigao e(T, ¢,&’, u) = — Bé%)‘ ec(T e e n) = g—;. Os desdobramentos

sao mostrados no apéndice A. Em todas as equacgoes acima, se tomarmos ¢ = 0, que é

w" = 1, reproduzimos os resultados descritos em [60].

4.2 Modelo de Bell-Lavis para agua

A 4gua é a substancia mais importante para a vida, compreendé-la é fundamental
para o desenvolvimento de novas tecnologias. Entretanto seu estudo é demasiadamente
complicado, uma vez que ela possui varias propriedades anémalas. Em sua forma liquida
chama a atencao um maximo na densidade de particulas. Tal anomalia tem sido alvo
de diversos estudos afim de compreender o que dé origem a esse fendmeno. A hipdtese
mais aceita é da transi¢do entre dois tipos de agua liquida uma de alta densidade (High
density liquid - HDL) e outra de baixa densidade (Low density liquid - LDL)[4, 62,
63, 64]. Essa hipotese vém sendo atacada por diversos lados sendo eles experimentais e
computacionais. Em ambos os casos ha uma grande dificuldade no reconhecimento dessas
duas fases, primeiro porque estamos tratando um liquido que por definicdo nao apresenta

ordem de longo alcance, e segundo, a tecnologia necessaria para obter os resultados
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a) * Tipo I b)
* Tipo II

Figura 4.2: a) Os dois tipos de moléculas que podem estar na rede. b) Exemplo de uma
configuracao do tipo LDL.

que comprovem essa hipotese ainda nao esta desenvolvida.As simulagbes computacionais
mais bem sucedidas utilizam potenciais como TIP4P, SPC/E e ST2 [8, 65|, que ainda
apresentam limitacoes.

Como dito anteriormente o reconhecimento dessas duas fases ainda é um ponto
chave para desvendar o que realmente acontece com a agua. O que sabemos é que a uma
temperatura extremamente baixa, —120 °C, e pressao ambiente a dgua encontra-se em
uma regiao superesfriada na qual dois liquidos super viscosos podem coexistir. Teorica-
mente podemos supor uma estrutura para esses dois liquidos levando em consideragao as
ligacoes de hidrogénio feitas pelas moléculas de dgua. Para isso Bell e Lavis [21] propu-
seram um modelo bidimensional para sistemas liquidos que leva em conta as ligacoes de
hidrogénio em uma rede triangular. Os componentes da rede sao trimeros que possuem
trés diregoes de interagao a 120° uma da outra, havendo apenas dois tipos de moléculas
que possuem simetria de rota¢ao de 60°, como pode ser visto na figura 4.2 a). As intera-
¢oOes entre primeiro vizinhos podem ocorrer de duas formas: potencial de van der Waals ou
ligagdo de hidrogénio, sendo que o tltimo tipo s6 ocorre se os trimeros vizinhos apontam
um para o outro, como representado na figura 4.2 b). Cada sitio preenchido com uma
molécula tem apenas trés possibilidades de realizar interacoes do tipo ligacao de hidroge-
nio e as dire¢oes dependem do tipo da molécula, sendo que as dire¢oes de interacao estao
rotacionadas de 120° uma da outra. O circulo aberto representa a auséncia de particula
no sitio.

Tal representacao é bastante pictorica quando comparada a situagao real, contudo
a caracteristica a ser considerada ¢ facilmente alcangada por esse modelo. O hamiltoniano

do sistema pode ser escrito como

H=—> nm (Evdw + EHTijji) + > n; (4.16)
(4.3) i
onde 7; é uma varidvel de ocupagao do sitio sendo 1(0) para ocupado(vazio). €,qw € €y sa0

os pardmetros energéticos dos dois tipos de interagao. Os termos 7;7 e 7' sdo responsdveis

pelas dire¢oes de interagoes dos trimeros, sendo 7,7 = 1(0) para o caso de a molécula

do sitio ¢ possuir um brago que aponte para o sitio j (caso contrario), da mesma forma

para 77'. O tltimo termo representa a interagao devido ao potencial quimico p. A soma
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do primeiro termo corre sobre os primeiros vizinhos e a tltima sobre todos os sitios da

rede. Para realizar as simulagoes entropicas usamos uma transformacao isomorfica de

YR
\

) g gy
Figura 4.3: Representacdo de uma configuracdo em uma rede triangular e sua transformagao
para a rede quadrada.

e

uma rede triangular para uma rede quadrada cuja representacdo encontra-se na figura
4.3, os circulos abertos representam os sitios vazios. Tal pratica foi realizada para facilitar
a escrita do programa computacional, uma vez que a representacao num rede quadrada

pode ser feita por uma matriz.

a) / Q) >_
Dratoin )ﬁh)— [ X
Y- ‘”74\ <

Figura 4.4: Algumas fases apresentadas pelo modelo Bell-Lavis. Em a) e b) sdo duas represen-
tagOes para a fase HDL e ¢) uma possivel fase intercalada.

A

Na figura 4.4 sdo mostradas algumas fases do sistema. A energia dessas configu-
ragoes dependem dos parametros energéticos. E juntamente com as fases caracterizada
pela rede vazia e rede preenchida com moléculas que nao interagem entre si (fase gasosa),
formam as configuragoes que fazem parte do diagrama de fases do modelo [2], a tempera-
tura zero. A fase representada na Fig. 4.2 b) é conhecida como liquido de baixa densidade
(LDL). As fases 4.4 a) e 4.4 b) sdo chamadas de liquido de alta densidade (HDL). Mos-
tramos apenas duas dessas configuragdes, no entanto existem varias outras como, por
exemplo, na figura 4.4 a) os centros dos hexdgonos estao preenchidos com moléculas do
tipo 2, elas poderiam ser do tipo 1 ou até mesmo a mistura das duas moléculas. As fa-
ses LDL e HDL possuem ordem de longo alcance que é a definicdo de um sélido, o que
contraria os nomes dados a essas estruturas. Porém um liquido de alta e baixa densidade
deve conter majoritariamente uma dessas estruturas, respectivamente. Esperamos que um
liquido de baixa densidade se manifeste numa regidao do diagrama de fases onde a fase

LDL é o estado fundamental. Da mesma forma para o liquido de alta densidade. Em 4.4
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Figura 4.5: Diagrama de fases do modelo Bell-Lavis. Reproduzido a partir da referéncia [2],
com autorizacao do autor.

c¢) estd mostrado uma possivel fase gasosa onde os sitios da rede estdo preenchidos por
1/3 de cada tipo de molécula e os demais permanecem vazios.

Uma ilustracao de como essas fases estdo dispostas com relagdo aos parametros
energéticos foi obtida pela referéncia [2] e estd representada na figura 4.5. No eixo z estd
representado px = p/ey € No y: ¢ = €paw/€x-

Outro ponto importante a ser definido é o pardmetro de ordem do sistema. Em
geral para sistemas de rede é usado um parametro de ordem analogo a magnetizagao para
sistemas magnéticos [3]. Entretanto esse pode ndo ser uma boa escolha por causa das
muitas fases que o sistema pode ocupar. Uma alternativa para isso é observar a densidade
de cada tipo de particula que podera revelar qual o estado de agregacao do sistema. Esse
tipo de parametro ¢é utilizado para sistemas liquidos e foi usado para caracterizar as fases
de um modelo de dimeros unidimensional no qual foram levados em conta as energias
devidas a interacao e a um tipo de campo[34].

Usaremos mais de um parametro de ordem para caracterizar as fases do sistema.
O primeiro deles é a densidade de particulas que é representado por meio de deltas de
Kronecker, o primeiro indice refere-se ao tipo de molécula e segundo n; ; o tipo da molécula

que ocupa o sitio 1, j,
1
p= ﬁ Z<517ni,j + 5277%,;') (417)

i?j
que fara a distin¢do de uma fase totalmente preenchida da fase com buracos. Entretanto

ainda nao descreve com clareza qual o estado de agregacao do sistema, sendo possivel que
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ele se encontre com todos os sitios em um sé estado. Sendo assim definimos

1
ny = ﬁ Z 51,”1’,3‘ (4].8)
z’]
¢ 1
No = ﬁ Z 627ni,j7 (419)
7/7]

como as densidades de particulas do tipo 1 e 2, respectivamente. Outro importante
parametro de ordem é o ntimero de ligagoes de hidrogénio dado por

S
ST T (4.20)
2%

Além disso analisaremos a flutuacao da densidade de particulas e da energia de
ligacoes de hidrogénio. Com esse conjunto de parametros de ordem mais a energia do
sistema podemos caracterizar inequivocamente o estado de agregacao do sistema.

O calor especifico e a susceptibilidades dos pardmetros de ordem sao dados por

(H?) — (1)

=t (4.21)

(07) — (6:)?
T

onde ¢; representa os diferentes parametros de ordem, essas quantidades apresentam um

Xi = (4.22)

maximo em torno da temperatura de transicao de um estado de agregagao para outro.

kaTfan__

0.51 (b))

P

0.4+

1.3

0.24

0.14

1]

0 04 08 12 18
plem

Figura 4.6: Diagrama de fases do modelo Bell-Lavis, adaptado de [3], para e,qy = 0 e L = 120:
Os pontos foram obtidos a partir da temperatura do calor especifico. Os circulos sélidos sao
pontos T, as cruzes vermelhas denota os pontos da anomalia Schottky e o tridngulo representa
o ponto tricritico. A notagdo HON corresponde a ocupagao nj = ng, ng > 0, e HONy (fase
HON nperfeita) correspondente a n; = ng, ng = 0. A densidade ng corresponde ao nimero de
sitios vazios.
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Na referéncia [3] os autores usaram a temperatura do maximo do calor especifico
para elaborar um diagrama de fase de ux pela temperatura que reproduzimos na figura
4.6. Nela os circulos sao pontos de temperatura critica, as cruzes vermelhas os pontos de
maximo do efeito Schottky e o tridngulo o ponto tricritico. A notacdo HON se refere
a uma fase LDL com algumas moléculas no centro dos hexadgonos e HON, a fase LDL
perfeita.

As propriedades termodindmicas avaliadas na primeira parte desse trabalho
servirao de base para determinar a ordem da transicdo de fase do sistema. A principio
sabemos que o sistema sofre transi¢do continua para o intervalo 0 < p < 1.5, regido onde
obtém-se um maximo na densidade de particulas e para g > 1.5 a transi¢ao ¢ descontinua
[3, 2]. Contudo avaliaremos o comportamento das grandezas termodindmicas que indicam
transicao continua e descontinua em todo o intervalo —2 < p < 2. Em uma transicao
continua a energia média e os parametros de ordem nao possuem descontinuidade e sao

calculados conforme a equacao 3.6.
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CAPITULO

RESULTADOS

Iniciaremos a apresentacao dos resultados partindo dos dimeros interagentes
uma vez que eles servirao como base para o modelo de Bell-Lavis para a agua. Como
mencionado anteriormente os resultados apresentados aqui sao parte do trabalho [34],
sendo este uma extensao do artigo [60].

Na segunda parte mostramos os resultados da simulagao entrépica para o modelo
de Bell-Lavis, de onde podemos obter todas as quantidades termodinamicas que possibi-
litam o estudo dos fendmenos criticos da dgua causados pelas mudangas dos parametros
energéticos. Nesse tipo de estudo estamos interessados nos estados de agregacao do sistema
e na temperatura para a qual ocorre a transicao de fase. Devido a grande quantidade de
informagao proveniente da simulagao entrépica, podemos obter o diagrama de fases para
o sistema para diferentes parametros energéticos. Contudo esse estudo ¢é realizado com
um tamanho de rede pequeno, devido ao custo computacional, ele serve como base para
simulagoes que levam em conta o efeito de escala. Esse resultado prévio nos auxilia na

escolha dos parametros energéticos que melhor representam o sistema a ser estudado.

5.1 Dimeros interagentes

Neste trabalho estimamos a densidade de estados conjunta, para que se possa
calcular as médias canonicas, para diferentes valores dos pardmetros de energia ¢, ' e p.

Dessa forma podemos reescrever a energia total como

E =eN3+¢£'U— puN (5.1)
onde
L
N3 - 2(537%, (52)
i=1

L
U= Z 52,qz‘52,qz‘+1 (53)

i=1
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Figura 5.1: (em cima) Densidade de dimeros interagentes, energéticos e sitios vazios, juntamente
com calor especifico para € = 0, e escolhas diferentes dos pardmetros £’ e p. (em baixo) Energia
total por sitio e a configuragdo do estado fundamental para cada caso. As linhas representam
os resultados exatos usando a técnica da matriz de transferéncia, e os pontos sdo os dados da
simulacdao com barras de erro sendo menores que os simbolos.

L
N = 2(52,% + 53,%)' (54)

i=1
Nosso modelo tem trés graus de liberdade, que sdo os nimeros de ocupacao: N3 dos
dimeros energéticos, U de interacoes entre os dimeros interagentes e N do nimero
total de dimeros. Por conseguinte, devemos procurar uma densidade de estados conjunta
g(N37 U7 N)

Nosso modelo exibe um amplo cenario de opcoes para os parametros ¢ - a energia
dos dimeros energéticos, €’ - a constante de acoplamento que define a energia de interacao
de primeiros vizinhos, e - o potencial quimico. A escolha desses parametros conduzem
a diferentes conformagoes de agregacdo no estado fundamental. Cada sitio possui trés
estados possiveis: dimero energético, dimero interagente ou vacancia. O protocolo de
evolucao consiste em uma tentativa de mudanca do estado atual para um dos outros
dois com igual probabilidade. Por causa da simetria de alguns estados fundamentais, o
tamanho da rede tem que ser um multiplo de trés par. Como o modelo ¢ independente do
tamanho da rede, adotamos L = 54, para o qual o tempo de CPU é pequeno. Realizamos
dez rodadas independentes e os resultados para todas as quantidades termodinamicas sao
uma média sobre eles.

Em todas as situagoes o sistema sofre uma transicao de uma fase ordenada para
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Figura 5.2: (em cima) Densidade de dimeros interagentes, dimeros energéticos e sitios vazios,
juntamente com calor especifico para ¢ = 1, e diferentes escolhas para os pardmetros ¢’ e p. (em
baixo) Energia por sitio e a configuracao fundamental para cada caso. As linhas representam o
resultado exato usando a técnica da matriz de transferéncia e os pontos sdo os dados simulados
com barra de erro menor que os simbolos.

uma desordenada. Tal afirmacao é baseada no fato que para T' — oo a densidade por
sitio de cada tipo de dimeros e vazios tende a 1/3. Nas figuras 5.1 e 5.2 incluimos o
calor especifico por sitio, de modo que a temperatura dos picos indicam a temperatura
de transicao ordem-desordem e nas insercoes apresentamos a configuracdo do estado
fundamental.

Inicialmente consideramos € = 0, de modo que a tnica diferenca entre os dimeros
é que eles podem estar interagindo com energia €', ou nao interagindo. Tomando p = 1
e ¢ = —3 temos uma situacdo que favorece a adsorcao das particulas, assim como a
agregacao dos dimeros interagentes. Na Fig. 5.1(a) mostramos que nesse caso o sistema
transita de uma fase polimérica, onde todos os sitios estdo preenchidos por dimeros
interagentes, para uma desordenada, com uma energia por sitio no estado fundamental
e = —4.0, uma vez que em baixas temperaturas a rede é completamente preenchida
por dimeros interagentes. A diminui¢do acentuada do nimero de interagoes por sitio u
em comparagao com o numero de dimeros interagentes evidenciam a quebra das cadeias
poliméricas, enquanto a presenca de sitios vazios e os dimeros energéticos aumentam com
uma pequena vantagem para os dimeros energéticos.

Por outro lado, quando escolhemos = —2 e &/ = 2, a rede repele as particulas
e a interagao entre dimeros interagentes é repulsiva. A Fig. 5.1(b) descreve essa situagao,

onde observamos que a baixas temperaturas temos uma rede vazia e a adsorcao dos
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Figura 5.3: (Em cima) Densidade de dimeros interagentes/nao-energéticos, dimeros energéticos
e vazios, juntamente com o calor especifico para u = 3.5, ¢ = 1, e diferentes escolhas
dos pardmetros ¢’. (Abaixo) Energia por sitios e as configuragoes para cada caso. As linhas
representam os resultados usando a matriz de transferéncia, e os pontos sdo os dados simulados
com barra de erro sendo menores que os simbolos.

dimeros ocorre apenas em altas temperaturas, inicialmente com um aumento dos dimeros
energéticos. A baixa incidéncia de interacao por sitios u indica que as configuragoes
favorecem a intercalagao dos dois tipos de dimeros.

Finalmente, se tomarmos p = 2 e ¢’ = 2, arede é receptiva a entrada de particulas,
mas a interagdo é repulsiva. Na Fig. 5.1(c) vemos que o estado fundamental é preenchido
por 2/3 de dimeros energéticos e 1/3 de dimeros de interagao de tal forma que nenhum
dimero interagente é vizinho um ao outro, de modo que e = —2,0. Com o aumento da
temperatura, o nimero de dimeros interagentes permanece quase constante enquanto os
dimeros nao interagentes dao lugar aos sitios vazios. Mais uma vez, os dimeros sao na sua
maioria intercalados, produzindo um pequeno ntimero de interacoes por sitio u.

Em seguida, vamos considerar os dimeros energéticos e interagentes, tomando
¢ = 1. Os dimeros interagentes sao as particulas nao energéticas. Escolhendo novamente os
mesmos conjuntos de pardmetros, tomamos primeiro y = 1 e’ = —3. Na Fig. 5.2(a) vemos
mais uma vez a presenca de uma fase polimérica com e = —4.0, mas agora na transicao
para a fase desordenada os sitios vazios e os dimeros interagentes apresentam nimeros
idénticos de ocupagao. No segundo caso, i = —2 e ¢’ = 2, mais uma vez a configuracao
de baixa temperatura é a rede vazia, mas agora vemos uma pequena predominancia de
dimeros interagentes na transicao ordem-desordem. O tultimo conjunto de parametros,

=2 e e = 2 apresenta um comportamento bem diferente, com uma configuragao de
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estado fundamental alternando dimeros energéticos e interagentes. Agora, cada tipo de
dimero esta igualmente presente no estado fundamental e com o aumento da temperatura
a entrada de dimeros energéticos é inicialmente favorecida e esta prevaléncia permanece
até altas temperaturas. Nesse caso os dois tipos de dimeros dao lugar a sitios vazios com
o aumento da temperatura.

Como situagao final, vamos considerar uma forte interacdo entre a rede e os
dimeros, tomando p = 3,5, ¢ = 1 e trés valores diferentes para ¢’. Na Fig. 5.3(a)
mostramos os resultados para ¢ = 1. O calor especifico exibe dois picos, de tal forma
que a primeira temperatura pode ser relacionada a transicao da configuracao do estado
fundamental com dimeros energéticos e interagentes alternados para configuragoes com
a rede ainda completamente preenchida, mas com a presenca de dimeros interagindo
proximos. Os nimeros de cada dimero por sitio permanecem n; = ny = 0,5, enquanto o
numero de interacao apresenta um claro aumento. Por sua vez, a segunda temperatura
estd relacionada ao surgimento de vazios. A Fig. 5.3(b) mostra os graficos obtidos
quando ¢’ = 0,4. Desde que ¢’ < ¢, a configuracdo do estado fundamental consiste em
uma fase polimérica com apenas dimeros interagentes. A temperatura do primeiro pico
agudo corresponde a entrada de dimeros energéticos com a consequente diminuicao das
interagoes, enquanto a temperatura do segundo pico aponta novamente para o surgimento
de vazios. Finalmente quando ¢ = 0 vemos na Fig. 5.3(c) que os dois picos tendem a se
fundir. O estado fundamental é o mesmo da ultima situacao, mas as transicoes sao agora

mais suaves.

5.1.1 Transicao de fase

Nosso principal objetivo aqui é construir o diagrama de fases do sistema e analisar
o comportamento das grandezas termodinamicas do sistema para os pontos de nao
analiticidade. Comecaremos fixando € = 0 tendo portanto um diagrama que depende de p
e ¢’. Para cada par (u, ') temos todas as grandezas como fungao da temperatura, o que nos
da a liberdade de escolher uma dada temperatura para a construgao do diagrama de fases.
A partir dos resultados mostrados vemos que o calor especifico apresenta um maximo que
pode ser visto como a passagem de um ordenamento para a desordem. Sendo assim, a
temperatura escolhida para cada par (u,e’) pode ser tomada como a correspondente ao
méaximo do calor especifico. O resultado para este procedimento é mostrado na figura 5.4.
Nela percebemos claramente os contornos de fases, dos quais trés nao apresentam uma
linha de coexisténcia, apenas em um existe a coexisténcia de fases.

Aplicando a regra de fases de Gibbs [66] para esse modelo consideramos os campos
i, € e a temperatura, sendo assim f =3+ n — v, onde f representa o grau de liberdade
do diagrama de fases, v o niimero de fases coexistindo e n o nimero de componentes. Para

uma componente temos f = 3+ 1—v, de modo que podemos relacionar o nimero de fases
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Figura 5.4: Diagrama de fases para o modelo de dimeros interagentes para ¢ = 0. As cores
definem a temperatura critica para cada par (u:e’). Os nomes sobre a superficie denota a
estrutura do estado fundamental para a escolha dos parametros energéticos dentro dos contornos
de fases.

coexistindo com os graus de liberdade do diagrama, essa construcao esta representada na
tabela 5.1

Tabela 5.1: Relacdo entre o niimero de fases coexistindo e os graus de liberdades do diagrama
de fases.

W N~
O =N W

Para a existéncia de uma tnica fase temos um volume tridimensional, ou seja
f = 3, como pode ser notado na Fig. 5.4, abaixo da superficie temos um volume que
representa a existéncia de apenas uma fase. O nome da fase estd escrito na figura e foi
identificada a partir das propriedades termodinamicas do sistema, como pode ser visto nas
figuras 5.1. As superficies desse diagrama representam o local onde temos a coexisténcia
de duas fases, f = 2, e neste caso a parte superior representa a configuracao desordenada
e a inferior a ordenada. A coexisténcia de trés fases s6 ocorre sobre a linha que define

o contorno entre a fase polimérica e a vazia. E por fim a coexisténcia das quatro fases
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Figura 5.5: Comportamento da energia, calor especifico, energia de interagdo e densidades de
dimeros na transi¢do de fase quando ¢’ = —1 e 4 = —1. As linhas sdo os resultados analiticos e
os pontos obtidos através da simulacao.

ocorre no ponto central do diagrama.

Se existir uma transicao de fase de segunda ordem no modelo de dimeros
unidimensional ela devera acontecer sobre a linha de coexisténcia. Esperamos que o
comportamento das derivadas da energia livre apresentem alguma descontinuidade e a
simulagao entrépica so ird corresponder ao caso analitico no limite termodindmico. Os
resultados para as derivadas da energia livre, ou seja energia, calor especifico e densidade
de cada tipo de particula estdo mostradas na figura 5.5, onde usamos os parametros
g = —1 e p = —1. Quando observamos a energia total do sistema, figura 5.5(a), nao
encontramos o padrao de uma transicio de fase. J& para o numero de interagoes e a
densidade de particulas os comportamentos nao apresentam efeito de tamanho finito,
mas para baixas temperaturas o resultado simulado difere do analitico.

Esse comportamento reflete uma carateristica das simulac¢oes entrépicas, pois se
o nivel energético for degenerado a quantidade visitada de uma configuragao pode nao ser
a mesma das outras causando erros na média microcanonica. Por isso as simulacoes da
densidade de particulas e do nimero de interagoes sobre a linha de coexisténcia nao comeca
exatamente em (0.5. Outro ponto importante é que o nimero de dimeros interagentes e
sitios vazios sofre uma variacdo a uma temperatura menor que a do inicio da variacao
do nimero de dimeros energéticos, pode-se dizer que o inicio da variacao dos dimeros
energéticos se da quando o nimero de sitios vazios apresenta um maximo.

Até agora o comportamento de transicao nao foi observado, apenas uma pequena
variacao no comportamento das grandezas analisadas que pode ser atribuida ao método de
simulacao utilizado. Entretanto a analise do diagrama de fase indica que deve haver uma
transicdo. Para que essa transicdo exista, uma condigdo necessaria é que os autovalores
da matriz de transferéncia devem ser iguais para algum valor de (T, u, €'). Fazendo a
diferenca entre A\, — A_ e configurando ¢’ = —1 obtemos o resultado mostrado na figura
5.6. As cores indicam a diferenca, sendo que a distribuicao de cores vai de preto a amarelo,

zero a trés.
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Figura 5.6: Diferenca entre os auto valores Ay — A_ em funcdo da temperatura e potencial
quimico para ¢’ = —1.
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Figura 5.7: Comportamento do pardmetro de ordem do modelo de dimeros interagentes com
¢/ =—1epu=—1 para as redes L = 54, 72, 84 e 102.
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-

E visivel que temos uma regiao onde os dois auto valores sdao iguais e a tem-
peratura onde isso acontece coincide com as variagoes obtidas nas outras grandezas ter-
modindmicas. A grande questdo é qual grandeza termodinamica demonstrara o efeito de
tamanho finito? Sabemos que a energia total, o calor especifico e as densidades de particu-
las nao apresentam esse efeito, nos restando apenas a derivada do parametro de ordem do
sistema, que até agora nao foi definido, pois o comportamento do sistema era totalmente

caracterizado pelas grandezas ja mencionadas.

100 T T |

54 —B—

72 ——

84
0 L 102 =
60 N
b

40 N
20 N
0 s I

0.4 0.6 0.8 1

T

Figura 5.8: Comportamento da susceptibilidade do parametro de ordem para as redes L = 54,
72,84 ¢ 102 usando ¢/ = —1 e p = —1.

O parametro de ordem do sistema tem como objetivo caracterizar determinada
ordem sendo ele igual a um quando a configuracdo do sistema apresenta a ordem
desejada. Para o modelo de Ising um bom parametro de ordem é a magnetizagao pelo
numero de particulas, sendo igual a unidade quando o sistema esta totalmente ordenado
ferromagnético, independentemente da orientagao dos spins, seja para cima ou para baixo.
J& para o nosso caso temos duas configuracoes possiveis: todos os sitios da rede preenchidas
por dimeros interagentes (polimero) e a rede totalmente vazia. Diferentemente do modelo
de Ising os dois ordenamentos sao distintos. Uma propriedade que poderia ser usada como
parametro de ordem é as densidades de particulas, pois através dela podemos determinar

qual o ordenamento do sistema.
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Definindo o parametro de ordem do sistema como
m = |ng — nq| (5.5)

onde ny e ny sao as densidades de dimeros interagentes e a densidade de sitios vazios,
podemos definir a susceptibilidade do parametro de ordem de forma analoga a do modelo

de Ising, assim temos

(5.6)

Os comportamentos dessas duas grandezas sao apresentados nas figuras 5.7 e
5.8, percebemos que eles exibem os comportamentos esperados. Assim podemos utiliza-
los para realizar um estudo de tamanho finito e determinar a temperatura critica e os

expoentes criticos 3, v e v.

2.7

26 —
25 —
24 —
=~ 23 b
22

2.1 |

1/v = 0.49117(81)

1.9 | | | | |
4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6

In L

Figura 5.9: Dependéncia de V;(L) na temperatura critica com o tamanho da rede L. O
coeficiente angular é o inverso do expoente critico v.

No estudo de efeito de tamanho finito utilizamos os seguintes tamanhos de rede
L = 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96, 102 com 24, 20, 20, 20, 16, 16, 16 e 12 rodadas
independentes, respectivamente. Na figura 5.9 mostramos o ajuste linear para as funcoes
2.55 4 2.60 utilizando a equacao 2.62. O coeficiente angular das retas é a estimativa do
inverso da expoente critico v, cujo o valor médio considerando as barras de erros desiguais

das seis estimativas estd mostrado na figura 5.9. Calculando o expoente critico v = 1/ % e

o erro Av = A(L)/(2)? obtemos v = 2.0360(34).

v
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Estimamos o valor da temperatura critica T, usando a temperatura do maximo
da susceptibilidade do parametro de ordem que escala com o tamanho da rede na forma
da equagao 2.63. O resultado do ajuste linear esta mostrado na figura 5.10. O coeficiente
linear indica a temperatura critica para uma rede infinita, a qual foi obtida com o valor
T. = 0.06339(35).

Os expoentes criticos § e v foram obtidos através da dependéncia do logaritmo do
pardmetro de ordem na temperatura critica T.(L) com o tamanho da rede e o logaritmo
do méaximo da susceptibilidade do pardmetro de ordem com o tamanho da rede L. As
fungoes usadas nos ajustes lineares sao os logaritmos das equagoes 2.50 e 2.51, que
estdo mostradas na figura 5.11 e 5.12. Os valores dos coeficientes angulares das retas
fornecem /v = 1.2522(37) e /v = 0.01726(43). Usando v = v com erro dado por
Ay = TAv+vAT, obtemos v = 2.549(12). De maneira andloga obtemos 3 = 0.03514(93).

0.14 _
0.12 _
a
010 .
0.08 — 0.06339(35) i
0.06 ' ' '
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16

L-l/v

Figura 5.10: Dependéncia da temperatura do maximo do pardmetro de ordem com o tamanho
da rede L com v = 2,0360(34).

Os valores obtidos para os expoentes criticos ndo obedecem a lei de escala
dv = v+24. O estudo de tamanho finito ¢ inédito para sistemas em uma dimensao. Ele s6
tornou-se possivel devido a escolha do pardmetro de ordem do sistema como m = |ny —n;|
que é indistinguivel com relacdo as duas configura¢oes do estado fundamental. Sob
essas circustancias podemos nos perguntar se esse resultado esta correto, uma vez que

o modelo nessas condi¢oes é analogo ao modelo de Ising em uma dimensao conhecido por
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Figura 5.11: Gréfico log-log da dependéncia do maximo da susceptibilidade do pardmetro de
ordem.
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Figura 5.12: Gréfico log-log da dependéncia do parametro de ordem na temperatura do maximo
da susceptibilidade.
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apresentar transicao de fase apenas para T = 0. Quando observamos a temperatura de
transicao vemos que, aparentemente, estd muito préxima de zero, contudo ao comparar
matematicamente vemos que essas duas quantidades na verdade estao muito distantes
uma da outra, isso porque a temperatura critica encontrada é muito precisa.

Nao encontramos na literatura resultados que podem confirmar a veracidade dos
resultados obtidos acima. O que pode ser feito agora é aplicar a mesma idéia do parametro
de ordem para o modelo de Ising e comparar os dois resultados. Se um nova escolha
do parametro de ordem para o modelo de Ising mostrar transicao de fase para uma
temperatura finita, entdo concluimos que a escolha correta do pardmetro de ordem pode

mostrar ou mascarar os efeito de uma transicao de fase.

5.2 Modelo de Bell-Lavis

O modelo de Bell-Lavis é representado pela Hamiltoniana 4.16, que reproduzimos

aqui
H= —anj (evdw+€HTiUT;l) —i-,uZm. (5.7)
(4,) i
160
160 140
—_ 120
z, 1207 100
T 80 ' N : 80
g 60
740 40
20
0 0
0

N %0100

120

140

160 0

Figura 5.13: Densidade de estados conjunta para uma rodada independente, para L = 12.

Para o modelo de Bell-Lavis (BL) inicialmente realizamos simulagoes entrépicas
usando a densidade de estados conjunta com dois pardmetros energéticos S(Ep, N)

relacionados com as energias de interacao do sistema, onde

2
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N = Z(él,nm + 5277%,3')' (59)
7
A densidade de estados estda mostrada na figura 5.13.

O diagrama foi realizado fixando o valor da interagao de van der Waals e variando
a interacao da ligacao de hidrogénio, potencial quimico e temperatura. Seguimos o mesmo
protocolo usado para a elaboracao do diagrama de fases dos dimeros interagentes. A
saber, comecamos fixando €,qpy = 0 tendo portanto um diagrama que depende de u,
eg e da temperatura. Para cada par (u,ey) temos todas as grandezas como fungao
da temperatura, o que nos da a liberdade de escolher uma dada temperatura para a
construcao do diagrama de fase. Assim como no caso dos dimeros a temperatura escolhida
para cada par (u,ey) pode ser tomada como a correspondente ao méximo do calor
especifico. Esse diagrama esta apresentado na figura 5.14, para melhor visualizacao das
transicoes de fases estamos mostrando o maximo do calor especifico como funcao de p e
ey, figura central.

Ao redor do diagrama de fases mostramos o comportamento das quantidades
termodinamicas: calor especifico (C'), densidade de particulas e as médias das energias
relacionadas com p e ey, como funcao da temperatura. Nas regides onde o calor especifico
apresenta os maiores valores o pico ¢ agudo, o que ¢ um indicativo da ocorréncia de
efeitos de tamanho finito. Outro fator importante a ser observado é que nesses locais
temos a fusao de dois picos, o que sugere a ocorréncia de duas transicbes numa mesma

temperatura, assim como nos dimeros, figura 5.3.
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2.0
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Figura 5.15: Diagrama de fases para a temperatura do méaximo do calor especifico para L = 12
usando €,qw = 0. Percebemos claramente os contornos de fases.

Na figura 5.15 mostramos o diagrama de fases para a temperatura do maximo do
calor especifico para a rede L = 12, percebemos claramente os contornos de fases.

Inicialmente analisamos a regidao para ey > 0, isto significa que a interacao
devido a ligacao de hidrogénio é sempre atrativa, em particular ez = 1. Assim a energia
relacionada com essa interacao sera sempre negativa. Para p = —1 a interagao das
particulas com a rede é atrativa, o que favorece a permanéncia das moléculas na rede,
figura 5.14(a). Nessa regido a configuracao fundamental é uma HDL, figuras 4.4(a) e (b),
uma vez que a rede estd preenchida por 50% de cada tipo de molécula e as energias
de interagdo e potencial quimico estdo nos valores minimos, ey = nu = —1. O calor
especifico apresenta dois picos, o primeiro esté relacionado com a variacao da energia de
ligacao de hidrogénio e o segundo com o potencial quimico. Devido ao grande ntimero
de configuracoes no estado fundamental e ao fato das configuragoes terem arranjamentos
diferentes temos a possibilidade da ocorréncia de efeitos de escala, como observado no
estudo com os dimeros, onde o efeito de tamanho finito s6 foi encontrado na regiao onde
o estado fundamental era degenerado.

Para p = 1/2 o estado fundamental é uma configuragdo LDL como pode ser visto
na figura 4.2. As densidades de particulas e sitios vazios iniciam em 1/3, assim o potencial
quimico e a energia de intera¢ao possui valor nu = 1/3 e ey = —1, figura 5.14(b). O calor
especifico apresenta dois maximos, o de baixa temperatura esta relacionado com a entrada
de moléculas na rede, e por sua vez a uma transicao LDL para HDL. Esse maximo pode
ser descrito como efeito Schottky e nao apresenta comportamento de tamanho finito [3].

Ja o segundo pico é mais pronunciado e estd associado a uma transi¢ao ordem desordem.
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Esse pico apresenta efeito de tamanho finito e foi utilizado para obter expoentes criticos
para o modelo de Bell-Lavis [3]. Nessa regiao ocorre o maximo da densidade de particulas.
Para o primeiro pico, cuja transicdo parte de um estado com apenas uma configuragao
para outro de alto grau de degenerescéncia, nao observamos comportamento de tamanho
finito. J& quando a transicao parte de um estado altamente degenerado para outro o efeito
de tamanho finito é observado, segundo pico.

Adotando p = 1, figura 5.14(c), notamos que os dois maximos se fundiram e
formaram um tnico pico agudo. O comportamento das densidades de particulas e sitios
vazios continua igual ao caso anterior, mantendo também a configuracdo fundamental.
A energia de interacao devido a ligacao de hidrogénio tornou-se mais abrupta. Supomos
que a transicdo LDL para HDL ocorre juntamente com a transicao ordem-desordem.
Nessa regiao nao conseguimos separar as duas transi¢oes, o que pode levar as grandezas
termodinamicas a demonstrarem caracteristicas de duas transi¢oes diferentes. Em geral
quando o efeito de tamanho finito nao esta presente a transicao de fase do sistema é dito
de primeira ordem e as grandezas escalam com o tamanho do sistema, fato observado para
o primeiro pico do caso anterior. Assim, supomos que teremos caracteristicas de primeira
e segunda ordem nessa regiao.

Para visualizar o que estd ocorrendo fizemos um corte nos diagramas de fases
em € = 1, que estao representados nas figuras 5.16 e 5.17. Como visto na figura 5.14
ha regides onde existe a presenga de dois maximos para o calor especifico, entao para
representar essas duas caracteristicas representamos com linhas os maximos para aquela
que possui maior temperatura e os quadrado e as cruzes para a de menor temperatura,
usando L = 6 e L = 12. Dessa forma percebemos as regides onde ocorre a presenca de
dois picos e o seus comportamentos.

Para p < —1 conseguimos distinguir os dois maximos, sendo que o de temperatura
menor apresenta efeito de tamanho finito, enquanto o outro nao. Para —1 < pu < 0 temos a
presenca de apenas um méaximo definido pela fusao dos dois anteriores, nessa regiao temos
comportamento de tamanho finito. Em p = 0 ocorre a transicdo do sistema totalmente
preenchido, p = 1, para o sistema parcialmente preenchido, p = 2/3, mudanga que é
caracterizada pela diminuicdo abrupta da temperatura do maximo do calor especifico.
Para 0 < 1 < 0,5 temos a presenca de dois maximos bem definidos. O primeiro possui
maximo constante, figura 5.17, e aumenta a temperatura de transicao com o aumento do
potencial quimico, o que o faz fundir-se com o segundo maximo, nessa regiao o efeito de
tamanho finito s6 é observado para o pico de maior temperatura.

Para 0,5 < p < 1,5 nao existe distingao entre os dois maximos e a taxa de
aumento do calor especifico com o potencial quimico é alta, figura 5.17. Em torno de
p = 1,5 o sistema sofre uma transicdo de fase, que ocorre entre as fases LDL/HDL,
a rede totalmente vazia e a rede desordenada. A notacdo LDL/HDL é devido ao nao

conhecimento de qual fase o sistema estd realmente sofrendo a transicao, nessa situagao
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Figura 5.16: Corte do diagrama de fases da temperatura do maximo do calor especifico em
eg =1eeygy =0para L =6 e L =12. A linha representa o méximo para a maior temperatura
e os quadrado e as cruzes os de menor temperatura.

a fase LDL pode passar diretamente para a rede totalmente vazia bem como para a
desordem sem encontrar uma configuragdo HDL, ou sofrer uma transicio para HDL e
depois a passagem para as outras duas. Nesse ponto as quatro configuracoes coexistem,
sendo este chamado de ponto tetracritico. Alguns autores nao levam em consideracao a
configuragao desordenada na nomeacao desse ponto, pois o efeito da temperatura nao esta
presente, assim as possiveis configuracoes sao as encontradas no estado fundamental, de
modo que pela literatura esse ponto seria referenciado como tricritico. Estamos falando
da existéncia de um ponto, pois estamos olhando apenas para um corte do diagrama de
fases, se voltarmos ao diagrama tridimensional percebemos que na verdade existe uma
linha de pontos tetracriticos, regiao de maior intensidade do calor especifico 5.14.

Calculando o valor da codimensao, equacao 2.16, usando o corte do diagrama de
fases, temos D = 1 e D, = 0 para u = 1,5, o que leva a C' = 1. J4 para o diagrama
tridimensional D = 2 e D, = 1, logo C = 1, como o esperado, a codimensao C' é um
invariante.

Para p > 1,5 temos que a tnica configuracao possivel no estado fundamental
é a rede totalmente vazia, que pela acao da temperatura passa para uma configuracao
desordenada, de modo que nao é observado efeito de tamanho finito como comentado

anteriormente.
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Afim de caracterizar a ordem da transicao de fase mostramos na figura 5.18 o
comportamento dos parametros de ordem e de suas derivadas como funcdo de p e da
temperatura, fixando ey = 1. Para ns,0 nimero de particulas do tipo II, canto superior
esquerdo, percebemos dois comportamentos de transicao de fase, em p=0e u = 1,5, 0
comportamento para n; ¢ identico. O primeiro aparentemente é continuo enquanto que o
segundo acontece de forma abrupta, descontinua. Em altas temperaturas o sistema passa
de uma configuracao totalmente preenchida para rede vazia de forma continua.

Em ambos os casos a susceptibilidade da densidade de particulas apresenta um
maximo correspondente, que ¢ mais agudo para o primeiro caso. Ja para o densidade de
ligacoes de hidrogénio, canto superior direito, percebemos apenas uma transicao de fase
em g = 1,5 que possui comportamento muito parecido com ns.

Com respeito a ligacao de hidrogénio e ao potencial quimico temos apenas
uma transicdo de fase, na qual o sistema passa de uma configuracao fundamental para
outra. Além disso temos a transicdo ordem-desordem que ocorre devido a temperatura.
No caso dos dimeros nao houve efeito de escala, pois as configuragoes dos estados
fundamentais eram tnicas. J4 no modelo de Bell-Lavis vimos que o estado fundamental é
nao degenerado, configuracao LDL, para 0,5 < p < 1,5, porém ocorre uma transicao para

um estado altamente degenerado e depois o sistema passa para a desordem, isso causa o
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Figura 5.17: Corte do diagrama de fases para o maximo do calor especifico em e = 1 e
€vaw = 0 para L = 6 e L = 12. A linha representa o maximo para a maior temperatura e os
quadrado e as cruzes os de menor temperatura.
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efeito de tamanho finito nessa regiao.
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5.2.1 Transicao de fase continua

Agora vamos analisar o que ocorre num ponto onde observamos o maximo na
densidade de particulas. A regiao de maior interesse nesse trabalho é aquela que apresenta
maximo na densidade de particulas, ou seja 0 < pu < 1,5. Sendo assim, a escolha que
facilita a elaboragdo do algoritmo é = 1, eg = 1 e €,qw = 0. O comportamento das
quantidades termodindmicas estao mostradas na figura 5.14(c). Note que esse ponto esté
bem préximo da transicao de fase e o maximo do calor especifico é a fusao de dois picos.

Uma dificuldade surge nesse momento. Até agora nao definimos, univocamente,
o parametro de ordem do sistema, ao invés disso usamos varios para a caracterizacao do
comportamento do sistema. E a partir dele que determinamos o expoente critico v, sendo
este essencial para a determinacao da temperatura critica e dos demais expoentes. Vimos
no modelo de dimeros que o comportamento das derivadas logaritmicas do parametro de

ordem nao funcionaram como o esperado, acontecendo o mesmo no modelo de Bell-Lavis.

Contudo iremos realizar um estudo de tamanho finito para o sistema usando
o expoente critico v reportado na referéncia [3], a saber 1/v = 1,20(2), eles usam o
parametro de ordem para o sistema como um tipo de magnetizacao. Porém achamos
mais conveniente estudar todos os detalhes do modelo para s6 entdo propormos um
parametro de ordem que funcione de maneira geral. Realizamos simulacoes entrépicas
usando os seguintes tamanhos de rede L = 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72 com
24, 24, 20, 20, 16, 16, 16, 12 rodadas independentes, respectivamente.

Na figura 5.19 mostramos um estudo de efeito de tamanho finito para a tem-
peratura e expoente «, resultando em 7, = 0,510718(49) e a/v = 0,4488(40), assim
a = 0,374(34) estando em pleno acordo com os resultados reportados, ver tabela I [3]. A
incerteza foi calculada usando (%)2 = (U“/ ”)2 + (U—”)Q.

alv v

Esses resultados mostram a existéncia de uma transi¢do continua, porém quando

analisamos o diagrama de fases chegamos a conclusao de que poderia haver uma mistura

0.517 ‘ 19

0516 [ - 18k

| m—0s510718(49) )
0515 Uv=0.4488(40)

= 0514 | €%, —
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Figura 5.19: Ajuste linear para a temperatura e expoente « para o modelo de Bell-Lavis usando
u=1, eHzleevdW:O.
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de transicoes de fases devido a fusdo dos picos no calor especifico. Assim é conveniente

analisar as grandezas que revelam o comportamento descontinuo.

5.2.2 Transicao de fase descontinua

Uma das grandezas que caracterizam uma transicao de fase descontinua ¢é o
cumulante de quarta ordem da energia. Inicialmente seu valor é 2/3 e numa transigao
descontinua apresenta um vale abrupto. Na figura 5.20 mostramos o comportamento
dessa grandeza como fung¢ao de p e da temperatura. Percebemos que para > 0,5 temos
a presenca de um vale, entretanto seu comportamento é bastante desordenado quando
comparado com a regiao p > 1,5. Esse comportamento pode ser atribuido a mistura de
transi¢oes de fases do sistema, pois é justamente nessa regiao onde temos a juncao dos
dois picos do calor especifico.

Visto que o comportamento de transicao descontinua estd presente no caso em
estudo podemos analisar o efeito de tamanho finito para essa quantidade. Na figura
5.21 mostramos o efeito de escala da temperatura do minimo do cumulante com L? e
a convergéncia do minimo do cumulante de quarta ordem da energia. Nela percebemos
que a temperatura de transicao ¢é diferente da temperatura critica encontrada na segunda
ordem, entretanto elas sdo muito proximas. A convergéncia do minimo apresenta um
comportamento diferente do esperado escalando com L? e o minimo nao sofre grande
variacao com o tamanho da rede.

Outra quantidade que revela a ordem da transicio de fase do sistema é a
distribuicao de probabilidade de energia e a derivada da entropia com relagdo a energia,
dS/dE = 1/T ou seja o inverso da temperatura microcanonica, cuja representacao para
uma rede L = 30 encontra-se na figura 5.22.

Seu comportamento ¢ tipico de segunda ordem, no qual a distribuicao de energia

apresenta apenas um pico na temperatura do maximo do calor especifico e o inverso da

0.1 -0.4

& L \\\\*\v\f\(\ﬂ\w N

83 Uy 1 T -0.8
0.4
0.5 0.5

0.7 ‘ 2

—o

Figura 5.20: Comportamento do cumulante da energia de quarta ordem como funcdo de p e
T. Para pu > 0,5 percebemos um comportamente diferente do convencional para uma transicao
continua e descontinua. Para yp > 1,5 o comportamente e tipico de uma transicdo descontinua.
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Figura 5.21: Ajuste linear para o minimo e para a temperatura do minimo do cumulante da
energia de quarta ordem usando pu =1, eg = 1 € €,qw = 0. O valor de a é o coeficiente linear
da reta de ajuste e mostra um comportamento de transicao de descontinua.
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Figura 5.22: Distribuicao de probabilidade de energia e inverso da temperatura microcanénica
para L =30 e u =1, e = 1 e €,qw = 0. A linha horizontal representa a temperatura do
maximo do calor especifico.

temperatura microcanonica nao apresenta a forma de "S".

Porém se olharmos para a distribuicao de probabilidade de energia como funcao da
energia de ligacao de hidrogénio, potencial quimico e temperatura, vemos que ela apresenta
comportamento bastante exético, contendo varios picos que aparecem a medida que a
temperatura aumenta. Este comportamento é dificil de ser mostrado através de figuras, por
isso disponibilizamos um link para download de um gif com esse comportamento,<https:
//www.youtube.com/watch?v=vany7Y57pOE>. O vale entre os picos cresce com a
temperatura, fazendo com que eles se confundam. Assim podemos supor que essa transi¢ao
é formada por varias transi¢oes de primeira ordem, que ficam cada vez mais proximas com
o aumento da temperatura, até atingir o estado de desordem. Nessa regiao do diagrama
de fases temos a mistura de trés estados: LDL, HDL e desordenado, sendo que a fase HDL
é altamente degenerada tendo varias configuragoes com simetrias distintas.

Tendo esses dois estudos em maos podemos concluir que estamos em face de
uma mistura de fases que sofre transicdo para o estado desordenado. Comportamento

semelhante a esse foi observado no modelo de Baxter-Wu spin 1/2 quando simulado
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usando redes nao multiplas de trés. Mais recentemente o estudo do modelo Baxter-Wu spin
1 mostrou duas transi¢oes de fases acontecendo na mesma temperatura e as propriedades
termodinamicas apresentavam comportamento de primeira e segunda ordem, tornando
dificil a caracterizagdo da ordem da transicao de fase[31].

Para entender o que estd ocorrendo investigamos as configuragoes mais provaveis
para uma determinada temperatura e potencial quimico. Para isso usamos a probabilidade

de uma configuragao estar em equilibrio térmico com reservatério a temperatura 7" como

_ g(EH, N)e_EHEH—uN
N Z:EH,N g(EH; N)e_eHEH—uN

P(T, ) (5.10)
onde Ey e N sao dados pelas equagoes 5.8 e 5.9, em nossa analise ¢ = 1 e g(Ey, N) é dado
por uma simulagao entrépica. Para encontrar as configuragoes correspondentes ao maximo
da probabilidade para um dado 7" e p usamos uma densidade de estado previamente
simulada como entrada da simulacao entropica. Antes de propor uma nova configuragao
calculamos quais os valores das quantidades EY e N° que satisfazem a condigao de maximo
da probabilidade, para entdo propormos uma modificacdo aleatéria na configuracao. Se
novos valores de Ey e N forem iguais a EY e N entdo essa configuragao é salva, se nao
o processo continua modificando a configuracao até que a condi¢ao seja satisfeita. Para

que as configuragdes nao fiquem correlacionadas as configuragoes so sao salvas depois que

Figura 5.23: Representagoes das configuragGes mais provaveis para u = 1,0 e temperaturas
T = 0,05, 0,40, 0,50, 0,60. Percebemos que ocorre uma transicio de uma fase LDL para
HDL quando T = 0.40. Para temperaturas T° > 0.40 temos configuragbes com varias ordens
coexistindo.
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o programa encontra uma certa quantidade de configuragoes que satisfazem o critério de
maximo da probabilidade. Nesse protocolo nao atualizamos a densidade de estados, ela é
mantida constante durante todo o procedimento de escolha das configuragoes. Repetindo
esse processo para outras temperaturas temos um conjunto de configuragoes provaveis
para um potencial quimico p, de modo que podemos organizar todas em uma sequéncia

que vai da menor para a maior temperatura, tal sequéncia pode ser posta num formato

de video.
—o- °- * *—
0.6 - |
=.
=
= 00 | —
35)
g‘r—i
>
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| C ] i
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Figura 5.24: Propriedades termodinamicas c¢,, n;, €g € n para o modelo de Bell-Lavis usando
=1 ecg =1¢e€ eqw = 0. onde L = 12. Percebemos que as densidades ndo possuem um
comportamento de pardmetro de ordem e possuem um maximo na mesma regido de temperatura
do méximo do calor especifio.

Elaboramos videos com p = -—1,5, —1,0, —0,5, 0,0, 0,3, 0,5, 1,0, 1,5 e
temperatura variando de 0 < T" < 1,6, o resultado pode ser encontrado em <https://
lucas-if-ufg.github.io/>. A figura 5.23 mostra algumas configuragoes para o caso u = 1,0,
cuja temperatura de transicao esta em torno de 1" ~ 0, 5. Nela vemos que a configuracao
do estado fundamental é a LDL. A medida que a temperatura aumenta particulas do tipo
I e tipo II comecam a ocupar os sitios vazios fazendo com que a densidade aumente, como
pode ser visto na figura 5.24 onde estao representadas as propriedades termodinamicas do
sistema para = 1. A medida que a temperatura aumenta mais particulas entram na rede
fazendo com que a configuragao passe para um estagio intermediario da fase HDL. Porém

o aumento da temperatura também quebra as ligagoes de hidorgénio fazendo a rede ficar
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desordenada. Em T = 0, 60 varios ordenamentos HDL e LDL existem e para T > 0,60 a
mistura de varios ordenamentos da origem a configuragoes totalmente desordenadas.
Concluimos que o sistema passa por duas transi¢oes a temperaturas bem proxi-
mas, uma delas muda o ordenamento LDL para HDL e a outra de uma fase ordenada
para a desordem. A teoria da transicao de fase estabelecida até agora estuda a transicao
ordem-desordem definindo um parametro de ordem que é igual a um para a fase ordenada
e zero para a desordenada. Através dele calculamos os expoentes criticos e a temperatura
critica. Em nosso modelo nao temos apenas uma transi¢cao da ordem para a desordem, de
modo que se escolhermos um parametro de ordem para representar a transicao da con-
figuragdo LDL para a desordem certamente a presenca da fase HDL influenciaria nessa
transicdo. Da mesma forma para um parametro de ordem que representa a transicao da
fase HDL para a desordem. Para entender de que forma devemos escolher o parametro de

ordem fizemos um estudo com o modelo de Ising em uma dimensao.

5.3 Modelo de Ising em uma dimensao

Com o progresso de métodos de crescimento heteroepitaxial tornou-se possivel
fabricar matrizes continuas, 1D mono ou dupla camada de um metal sobre um substrato
nao magnético[67], o que possibilitou o estudo de sistemas no limite de uma dimensao. Em
2002 foi mostrado que uma cadeia 1D de atomos de Co depositado sobre uma superficie de
Pt pode ter uma fase ferromagnética a uma temperatura abaixo de 15 K[68], contrariando
resultados tedricos classicos[69, 70].

Tal estudo empulsionou a procura de uma explicacao para esse fenémeno, dentre
as quais podemos citar o trabalho[71] que investiga a temperatura critica do modelo de
Ising com um termo de longo alcance através de uma lei de poténcia que decai a grandes
distancias, porém nao ha nenhuma comparagao com resultado encontrado pela Ref.[68].
Li e Liu[72] propoem um modelo de Heisenberg com uma grande anisotropia magnética
e um campo magnético aplicado para explicar a cadeia monoatomica de Co. Logo em
seguida Vindigni et. al.[67] elabora um trabalho que combina resultados experimentais e
estudos tedricos da magnetizagao de sistemas em uma dimensao, usando como referencia
o modelo de Heisenberg com um termo de anisotropia, solucionado através da técnica da
matriz de transferéncia.

Recentemente [73] foi realizado um estudo sobre as propriedades magnéticas de
uma cadeia unidimensional de Au-Co sobre uma superficie de cobre usando a teoria do
funcional da densidade e Monte Carlo cinético (MCC). A simulagdo MCC utilizou a
Hamiltoniana de Heisenberg para uma cadeia unidimensional com termo de anisotropia
magnética e o parametro de ordem como o médulo da magnetizacao. Os resultados obtidos

mostram a existéncia de uma temperatura nao nula para a transicio de fase. Os autores
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argumentam que esse resultado nao viola o teorema de Mermin-Wagner|[69] devido o termo
de anisotropia ser diferente de zero.

Em todos esses trabalhos observamos o uso do modelo de Heisenberg com um
termo de anisotropia, contudo a primeira aproximagao para um modelo magnético em uma
dimensao é o modelo de Ising, porém, esta bem estabelecido na literatura que tal modelo
nao apresenta transicao de fase a uma temperatura finita. Os resultados tedricos mostram
que a magnetizacao é nula para qualquer temperatura e a susceptibilidade magnética
diverge a baixas temperaturas. Porém os resultados experimentais abrem caminho para
que o modelo possa ser abordado sob um novo ponto de vista partindo de teorias bem
consolidadas.

Em 1966, baseado na discussao de Widom|74] sobre as consequéncias de consi-
derar a energia livre préxima a transicao de fase de segunda ordem como uma funcao
homogénea dos parametros que descrevem o desvio do ponto critico, como por exemplo
e = (T —1T.)/T., Kadanoff aborda o modelo de Ising usando esse argumento e determina
as leis de escala para uma transicao de segunda ordem[37]. Para isso, supde que uma rede
infinita possa ser dividida em tamanhos menores de lado L, mas ainda grandes, porém
muito menores que o comprimento de correlacdo do sistema. A aproximacao de ordem
zero se baseia na suposicao de que a energia livre para um sistema isolado de lado L
seja uma funcao analitica com relacao a €, porém singular com respeito ao tamanho do
sistema.

Kadanoff considera duas possibilidades para a divergéncia do calor especifico,
que é dada por e . A primeira supoe que o expoente a # 0 e a segunda que a = 0,
sendo esta tultima a que representa o modelo de Ising bidimensional, ou seja, os resultados
obtidos com a = 0 corroboram os experimentos[37]. Sendo assim, podemos afirmar que
numa transicdo de fase de segunda ordem o calor especifico é uma funcao analitica da
temperatura e a singularidade ocorre com o aumento do tamanho do sistema.

A teoria de Landau sobre transigoes de fases de segunda ordem[70] baseia-se na
mudanca do ordenamento do sistema de um estado para outro de maneira continua. As
transigoes de fases de segunda ordem podem estar relacionadas com alguma propriedade
de simetria, como por exemplo o ponto de Curie em que uma substancia ferromagnética
passa para a fase paramagnética. Para descrever a mudanca no estado do corpo, Landau
define o parametro de ordem como uma quantidade 1 que pode assumir valores nao zero
(positivo ou negativo) para uma fase ordenada e zero para uma fase desordenada. Além
disso ele propoe que a singularidade é observada quando o potencial termodinamico é
expandido em termos do parametro de ordem. Para um sistema magnético a propriedade
que tem tal comportamento é a magnetizacao, pois é diferente de zero na fase ordenada e
zero na desordenada, cabendo aqui enfatizar que ela esta relacionada com o tamanho do
sistema.

O modelo padrao no estudo das transi¢oes de fase de segunda ordem foi proposto
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por Lenz no trabalho de doutorado de seu aluno Ernst Ising para descrever o compor-
tamento de um material magnético em uma dimensao. A solucao mostrou que a campo
magnético nulo uma transicao de fase de segunda ordem s6 poderia ocorrer a T = 0.
Posteriormente a solucao para o modelo foi obtida também por grupo de renormalizacao
e campo médio. Para o tltimo obtém-se uma temperatura maior que zero para a transicao
de fase, porém esse resultado é descartado devido a simplicidade do método. Todos esses
métodos objetivam determinar a funcao de particao do sistema e através dela calcular a
energia livre, cujo resultado para o modelo é uma funcao analitica de T- a temperatura,
H- o campo externo e J- a constante de acoplamento, conforme predito por Kadanoff.

Neste trabalho mostramos que como a magnetizagao na fase ordenada com H = 0
pode ser tanto positiva como negativa, ela na média é nula e nao satisfaz o critério de
Landau para um parametro de ordem. A escolha adequada é na verdade o mddulo da
magnetizagao. Adotando esse parametro de ordem, fizemos cédlculos exatos da funcao de
particdo para alguns tamanhos pequenos e mostramos que os resultados de simulagoes
entrépicas para esses tamanhos coincidem com os resultados exatos com elevada precisao.
Verificamos que, tomando-se o médulo da magnetizagao, o sistema apresenta efeitos de
tamanho finito e conseguimos assim determinar a temperatura critica de transi¢cao, bem
como os expoentes criticos. Discutimos este resultado a luz da convic¢ao estabelecida na
literatura da impossibilidade da sua existéncia.

O modelo de Ising em uma dimensao é bastante conhecido e difundido nas
literaturas bésicas, por isso iremos fazer um breve comentéario a respeito do modelo. Em

uma dimensio a Hamiltoniana é
L L
H = _JZUiUiJrl - HZO’Z', (511)
i=1 i=1

onde 0; é uma variavel de rede que pode assumir os valores 1, que é associada ao spin,
e L é o nimero de sitios. O primeiro termo ¢é a energia de interagdo entre os primeiros
vizinhos, que é realizada em pares. O segundo é a energia de interacao da orientacao
dos spin com o campo magnético. Quando H # 0 esse termo diferencia a configuracao
com todos os spins para cima da configuragdo com todos os spins para baixo. No entanto
quando H = 0 essas duas configuracdes possuem a mesma energia. A magnetizacao do
sistema é dada por

1L

720 (5.12)

m =
=1

A funcao de particao para o modelo pode ser calculada a partir da definicao

Z =Y exp|-pSH], (5.13)
{oi}

onde a soma é realizada sobre todas as configuragoes e § = 1/kgT.
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5.3.1 O Parametro de ordem

O parametro de ordem deve sinalizar a passagem de uma determinada ordem para
a desordem através de seu comportamento. Tomando a magnetizagdo como parametro de
ordem do sistema e H # 0 temos que a magnetizacao por sitio da configuracao do estado
fundamental é condicionada ao sinal da campo aplicado, sendo igual a m, = 1 quando o
campo ¢ positivo e m_ = —1 quando negativo.

Em H = 0 temos uma singularidade, com as duas fases sendo igualmente
provaveis. Partindo da probabilidade candnica de obter uma dada configuracdo com

energia H a uma temperatura 7', dada por

exp [—fH]

P(H, ) = ==, (5.14)

quando 7" — 0 a configuracao que apresenta menor energia ¢ a mais provavel, e como nessa
situagao a energia é duplamente degenerada a probabilidade de uma das configuracoes
¢ igual a da outra. Essa situacao ¢ a mesma descrita por Landau para uma transicao
de primeira ordem, ou seja, temos o equilibrio de duas fases. Calculando a média da

magnetizacao em 7' = 0 temos
(m) = my Py +m-_Pyy, (5.15)

onde {1171} ({{4)}) representa uma configuracao com todos os sitios com spin para cima
(baixo). Substituindo os valores de m, e m_ obtemos (m) = 0.

Para altas temperaturas as configuragoes mais provaveis saos aquelas que possuem
energias comparaveis a kg1 e no limite T'— oo elas sao as configuracoes em que H = 0,
ou seja, as de maiores energia. Nessas configuragoes a magnetizagao ¢ nula e corresponde
as configuragoes em que o nimero de spins com sinal positivo é igual aos de spins de sinal
negativo.

Para H = 0 a magnetizacao ndo é um bom parametro de ordem para estudar
a transicdo de fase de segunda ordem no modelo de Ising unidimensional, pois ela nao
diferencia uma configuracao ordenada de uma configuracao desordenada.

Escolhendo o parametro de ordem como o absoluto da magnetizacao temos

1 L
m' =|m|=—|> 0, (5.16)

L=
assim m/_ = m’_ = 1 e obtemos para a magnetizacao, em T' = 0, (m/) = Py + Py,

cujo o valor é diferente de uma configuracao desordenada, que independente do modulo
¢ nula. Essa escolha ja é usada pelos métodos de simulacao de Monte Carlo para obter
resultados de expoentes criticos para o modelo de Ising 2D e recentemente para obter a

magnetiza¢ao de uma cadeia unidimensional de Au-Co sobre uma superficie de Cu [73],

N
ssUFG & Instituto de Fisica



Capitulo 5. Resultados 87

cujos resultados simulados corroboram os analiticos.

5.3.2 Resultados

Se adotamos o modulo da magnetizacdo com pardmetro de ordem e escrevemos

a hamiltoniana em termos desse parametro de ordem

L L
H=—J> 0001 —H|Y ai, (5.17)

i=1 i=1
entao podemos calcular a funcao de particdo Z usando H tal que quando H = 0 produzird
resultados confiaveis. Nesse caso a solugao via matriz de tranferéncia torna-se inviavel,
porque o médulo no segundo termo nao é fatoravel. Assim uma solucdo para um tamanho
de rede infinito neste caso nao esta disponivel, o que pode ser feito é o calculo direto da

fungao de particdo para tamanhos pequenos.
Definindo F; e M; como

L L
Ej = Zo.io-iJrl e Mj = ZO’Z‘ (518)

i=1 i=1
onde o indice j denota uma configuracio, podemos escrever H = —JE; — HIM;| e a

funcao de particao pode ser escrita como

7 Zeﬁ(JEﬁH\MJD’ (5.19)
J

onde a soma ¢é realizada sobre todas as possiveis configuragoes. Em termos da densidade

de estados conjunta gy (F, M) para uma rede finita de tamanho L

L L
ZL: Z Z gL(E,M)eﬂ(JE+H|M|)
E=—L M=—L
L L

=3 3 gu(B, M)ePUETHM), (5.20)

E=—L M=0

onde
go(E,—M) + gr(E, M), se M #0;

gr(E, M), se M = 0.

gL(E7M) =

Na figura 5.25 representamos as configuragoes possiveis para uma rede L = 4, a
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OSIIS IEY
DRDD 3,5 (0. 0 =a}z(0, 0)=4
OOOD L= L a4, 0 =2} g4, 0) =2

Figura 5.25: Configuracgoes de spin para L = 4. O primeiro representa duas configuracoes,
o segundo oito e assim por diante. g(E, M) enumera os estados considerando a magnetizagao
como parametro de ordem, enquanto g(E, M) representa a degenerecéncia quando o pardmetro
de ordem é o médulo da magnetizagao.

partir da qual podemos escrever a funcao de particdo para esse tamanho de rede como

Zy =3a(4,4)e* BT 1 5,(0,2)e2PH
+ §4(07 0) + §4(_4’ O)€_4ﬂJ
=2 A8 | ge2PH | 4 4 9487

onde g4(E, M) é o ntimero de configuracoes com energia de interacao adimensional F
e pardmetro de ordem M. Podemos ver que §4(4,4) = 2, §4(0,2) = 8, §4(0,0) = 4 e
g4(—4,0) = 2, onde o primeiro termo corresponde aos estados ordenados, o segundo a
uma configuragao com um spin desemparelhado e o restante configuragoes com dois spins
desemparelhados, de modo que eles podem ser vizinhos ou nao, correspondendo aos termos
94(0,0) e gs(—4,0), respectivamente.

Usando o mesmo processo de contagem para L = 8 obtemos

Zg =2e3PH 807 4 16081 487 1 e4ﬁH(16e4ﬁ‘7 + 40)
+e*M(16¢*7 + 64 + 32¢74)
+ 8e*7 4- 36 + 24e 47 4- 27807 (5.21)

Qualquer quantidade termodindmica pode ser obtida a partir da funcao de
particdo. Aqui calculamos o valor médio da magnetizacio My, uma vez que ela é a

quantidade apropriada para observar a transiciao de fase em nosso modelo. Podemos obter

M, usando a energia livre de Helmholtz F;, = —kgTIn Z;, com M = limH_m(—%%),
obtendo 157
~ 1+ 2e”
My=4 1+ 6e=487 4 =887 (5:22)
e
5 1 12 —48J 18 —88J 4 —128J
YA + 1Ze + lse + 4e (5.23)

~ 7 14 28¢ %57 70887 4 28¢ 1267 ¢ 168
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Inspecionando o numerador e o denominador das duas quantidades acima vemos

que elas podem ser descritas pelas seguintes séries

D= :zj <2Lk> e~ kBT (5.25)

onde | | denota o maior inteiro ndo maior que o argumento e L deve ser uma poténcia de
2.
Para confirmar essas conjecturas, realizamos simulagoes entropicas para L =

4, 8, 256, 512, e 1024 para construir a densidade de estados conjunta.

5.3.3 Detalhes da simulacgao

Simulagoes entrépicas sdo baseadas no método de Wang-Landau[32] onde introdu-
zimos algumas mudangas para aprimorar e ajudar a diminuir o tempo de CPU[55, 54, 33].
Finalizamos a simulagdo quando o décimo sexto nivel de Wang-Landau (fi5) torna-se ni-

velado. Com a densidade de estados disponivel podemos obter as médias candnicas como
Zé,M:,L Eleg(E, M)e—ﬁ(—JE—HM)

N ZJLE,M:,L g(E, M)e=B(-JE-HM) ’
k=012, ...,

(E* MY 7 i (5.26)

que estao presentes na estimativa das quantidades termodinamicas como energia média,
magnetizagao, calor especifico, susceptibilidade e cumulantes.

A densidade de estados conjunta para uma rede de tamanho L pode ser usada na
Eq.(5.26). Fazendo k = 0, ] = 1 e tomando | M| antes g (E, M), obtemos via simulagao a

mesma magnetizacao para esses tamanhos de rede para H = 0 com

_ b Xhi—r [M|gr(E, M)eP?

<|M|>T,L - Zé:_[/ Zﬁ/[:_L gL(E,M)eﬁJE (527)

Na figura 5.26 mostramos o resultado analitico e aqueles da simulacao para esses
tamanhos de rede, tomando J = 1. Podemos ver que eles estdo em pleno acordo. E
também claro que o sistema apresenta efeito de de tamanho, sugerindo um estudo de
escala de tamanho finito. E importante notar que para tamanhos de rede maiores que 8
as simulagoes corroboram nossa conjectura sobre as séries mostradas anteriormente. As
expressoes analiticas da funcao de particao para L > 8 e nao uma poténcia de 2 sao
inatingiveis. Entretanto as simulacoes estao livres para ir a maiores e aos mais diversos

tamanhos de rede quanto necessarios.
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Figura 5.26: Magnetizacdo como funcao da temperatura exibindo um comportamento claro de
efeito de tamanho finito As linhas representam o resultados analiticos, e os pontos os simulados.
As barras de erros sdo menores que os simbolos.

Seguindo as equagoes 2.55-2.60 definimos um conjunto de quantidades termodi-

namicas relacionadas as derivadas logaritmicas da magnetizacdo que escalam com
1 1/v
Virm —InL+V;(tL"") (5.28)
v

para j = 1,2,...,6, onde t = (T — T.)/T, é a temperatura reduzida. Esses cumulantes
permitem estimar o expoente critico v antes de determinar a temperatura critica.
Realizamos simulag¢oes para L = 256, 320, 384, 448, 512, 640, 768, 896, 1024,
e 1152 com n = 24, 24, 20, 20, 20, 16, 16, 16, 12, e 12 rodadas independentes
para cada tamanho, respectivamente. Na figura 5.27 mostramos o comportamento dessas
quantidades, obtendo 1/v = 0.34159(72) como valor médio das inclinagoes dos seis ajustes
lineares, produzindo v = 1/(1/v) +1/(1/v)?A(1/v) = 2.9274(33). O expoente v também
foi obtido para um estudo com o modelo de Ising unidimensional com interacao de longo
alcance, como J;; = Jo/|i — 7|*, tal que quanto maior ¢ mais o sistema se aproxima
de uma interagdo de curto alcance. Na referéncia [75] eles obtém v = 2.602721 para 10
spins interagindo e o = 1.0, enquanto na referéncia [76] a estimativa usando método de
histograma de Monte Carlo com ¢ = 1.0 é v = 2.42(1). Esses resultados sugerem que
nosso v consiste em um limite de interagoes de curto alcance para o sistema de interacao

de longo alcance.
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Figura 5.27: Dependéncia com o tamanho para o maximo de Vj. As inclinacoes produzem 1/v.
As barras de erros sao menores que os simbolos. E a dependéncia dos extremos nas diferentes
quantidades termodindmicas com v = 2.92749. As barras de erros sdo menores que os simbolos.

Agora, com o expoente comprimento de correlagdo v bem determinado podemos

usa-lo na relagao de escala de tamanho finito
T.(L) =T, + aL*", (5.29)

onde a é uma constante, para determinar 7, para uma rede infinita. Essa relacao é valida
para as quantidades x, Dk,, Dg,, Dk,, ¢ Uy, definidas nas referéncias [77, 41]. Para uma
rede infinita (L — oo) obtemos cinco estimativas para a temperatura critica, obtendo
como valor médio T, = 0.171008(63).

Nosso resultado pode ser comparado com o resultado experimental reportado
na referéncia [68], onde uma temperatura de transicio de 15 £ 5 K foi obtida com
a definicdo do valor de 2J = 15 meV para a constante de acomplamento. Entao
obtemos nossa temperatura critica como 7T, = 0.171008(63).J/kp = 14.8835(55) K, onde
kp = 8.6173324(78) x 107° eV /K, em excelente acordo com o experimento.

E importante notar que neste trabalho analisamos apenas a descontinuidade sobre
o parametro de ordem, uma vez que o calor especifico ndo apresenta efeito de tamanho
finito, em contraste com o sistema em 2D. Na figura 5.28 mostramos como o resultado
da simulacao ajusta a solugdo analitica dada pela técnica da matriz de trasferéncia. Tal
comportamento é conhecido como efeito Schottky, observado pela primeira vez no sistema
de dois niveis, e em geral nao é aceito com uma assinatura de transi¢ao de fase. Sistemas
mais complexos também exibem esse efeito e um entendimento completo da origem desse
efeito ainda é desconhecido. Acreditamos que a ocorréncia desse efeito é devido ao fato
do primeiro termo na equacgao 5.11 ser fatoravel quando calculamos a funcao de particao,
0 que nao acontece para dimensoes maiores.

Resumindo vemos que a escolha apropriada do parametro de ordem para o modelo
de Ising 1D como o médulo da magnetizagao, e nao simplesmente como a magnetizacao

que na média nao distingue um estado ordenado do desordenado, revela a existéncia de
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Figura 5.28: Calor especifico como fung¢do da temperatura para L = 1024. A linha sélida
representa a solucdo exata dada pela técnica da matriz de transferéncia.

uma transi¢ao de fase de segunda ordem com uma temperatura critica finita e bem definida

para o modelo, em contraste com o que se acreditava que tal transicao era impossivel.
Esse resultado abre uma ampla variedade de oportunidades para entender transi-

¢oes de fase em uma dimensao e pode ter ramificagoes e aplicagoes em potencial, levando

subsequentemente a possiveis avangos em um contexto muito mais amplo.
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CAPITULO

CONCLUSOES

Neste trabalho estudamos o comportamento de dois modelos de rede para varias
constantes de acoplamento e analisamos as mudancas nos estados de agregacao das
particulas através da técnica da matriz de transferéncia e das simulag¢oes entropicas. Para
o caso dos dimeros interagentes em uma cadeia unidimensional percebemos que os estados
fundamentais sao tinicos na maior parte do espaco de fase formado pelas constantes de
acoplamento pu, € e &’. Construimos o diagrama de fases para o modelo dependendo das
constantes de acoplamento e da temperatura, o qual possibilitou a determinagao das fases
e dos contornos de fases, que estd em pleno acordo com a regra de fases de Gibbs. As
grandezas termodinamicas nao apresentam efeito de tamanho finito, porém observamos
que com o aumento da temperatura o sistema muda o estado de agregacao passando de
uma configuracao ordenada para uma configuracao de desordem. Analisamos também as
regides onde o sistema apresenta dois maximos no calor especifico, eles foram atribuidos a
duas mudancas na conformagao das particulas na rede, em geral o de temperatura menor
estd associado a uma transicao ordem-ordem e o outro a uma transicao ordem-desordem.
A mistura dessas duas transicoes é caracterizada pela fusao dos picos do calor especifico
tornando-se mais alto e agudo.

Teoricamente uma transicao de fase esta relacionada com a mudanca do estado
fundamental do sistema, advinda de uma mudanca nas constantes de acoplamento. Na
pratica observamos os comportamentos das grandezas termodinamicas com a temperatura
e através delas caracterizamos as transigoes de fase. Entretanto observamos no modelo de
dimeros que cada uma das visoes estd relacionada a um tipo de transicao. A mudanca nas
constantes de acoplamento favorece a transicao ordem-ordem, enquanto que o aumento
da temperatura a transicao ordem-desordem.

Estudamos a transicao entre as fases polimérica e a rede vazia. Percebemos que
a energia, o calor especifico, a densidade de particulas e a densidade de intera¢ées como
funcoes da temperatura nao apresentam efeito de tamanho finito, caracteristica presente
em transicoes de fases. Porém os dois autovalores da matriz de transferéncia tornam-

se idénticos para temperaturas menores que 0,2 ¢/kpg, indicando uma transigao de fase.
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Propusemos um parametro de ordem que depende da densidade de dimeros interagentes
e da densidade de sitios vazios e obtivemos o efeito de tamanho finito para essa grandeza,
bem como para a susceptibilidade do parametro de ordem. Estimamos os valores dos
expoente critico = 0.03514(93), v = 2.549(12) e v = 2.0360(34) e da temperatura critica
T. = 0.06339(35). Com esses resultados podemos afirmar que nesse modelo unidimensional
com interagoes de curto alcance temos uma transicao de fase de segunda ordem entre as
fases ordenadas polimérica e rede vazia para a fase desordenada.

No caso do modelo de Bell-Lavis para a agua o cendrio é um pouco mais
complexo. Construimos o diagrama de fases para o modelo e determinamos as fases
para cada regiao delimitada pelos contornos de fases. Investigamos em particular a
regiao na qual ocorre um méaximo na densidade de particulas. Percebemos que o estado
fundamental é degenerado em quase toda a regiao, e atribuimos a essa caracteristica o
efeito de tamanho finito. Também observamos a fusao de dois picos no calor especifico,
neste caso um apresenta comportamento de transicdo continua e o outro de transicao
descontinua. Analisamos o comportamento das grandezas que caracterizam o ordenamento
das moléculas na rede como func¢ao do potencial quimico e da temperatura. Vimos que para
baixas temperaturas o sistema sofre duas transi¢oes de fase com o aumento do potencial
quimico. A primeira é continua e a segunda descontinua, em ambas as susceptibilidades das
densidades de particulas apresentaram um maximo bastante pronunciado. As constantes
de acoplamentos e a temperatura desse maximo estao relacionados ao ponto tetracritico
do modelo, onde as fases LDL, HDL, rede vazia e a fase desordenada coexistem.

Estudamos a transicao ordem-desordem em um ponto onde ocorre o maximo da
densidade de particulas. O maximo do calor especifico é a fusdo de dois picos, de modo
que as caracteristicas de uma transicao continua é observada e esta em pleno acordo com
os resultados reportados. Obtemos a temperatura critica T, = 0,510718(49) e o expoente
a/v = 0,4488(40). Por outro lado, quando analisamos as quantidades que caraterizam
uma transicado descontinua encontramos um comportamento bastante peculiar. Na regiao
da fusao dos picos do calor especifico o cumulante de quarta ordem da energia apresenta
um minimo tipico de uma transicdo de primeira ordem. Entretanto outras grandezas
devem ser analisadas para confirmar a ocorréncia de uma transicao descontinua. Contudo
temos um indicativo da ocorréncia de duas ordens de transicao.

Todas essas caracteristicas reforcam a teoria de uma transicao liquido-liquido na
agua. Na pratica essa transicao é bastante complicada de ser observada uma vez que
ela estd ocorrendo simultaneamente com uma transicdo ordem-desordem. As grandezas
termodinamicas devem mudar rapidamente de uma estrutura para outra, fazendo com que
os instrumentos de medidas leiam diversas estruturas obtendo como resultado a média
das configuracoes. E como existem varias transi¢oes ocorrendo os resultados das medidas
podem ser a mistura das transicoes, dificultando ainda mais a caracterizacgao.

Como prespectivas futuras investigaremos o efeito da interagdo de Van der Waals
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na transicao de fase do sistema. Esperamos que ela quebre a degenerescéncia do estado
fundamental, distinguindo a fase LDL da fase HDL, e com isso o desaparecimento do efeito

de tamanho finito para a regiao onde a densidade de particulas apresenta um maximo.
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A

APENDICE

CALCULO DAS PROPRIEDADES

TERMODINAMICAS PARA O MODELO DE

DIMEROS

A.1 Energia média

Para calcular a energia do sistema usamos a definicao de energia média

_8111)\
B

e =

e escrevendo A em termos de a e b obtemos

___1 (0a
‘T ato\og " 88

Derivando a e b obtemos

a = da _ (u—e")zw" + (p —€)zw,

Q

=

yzgg:;«1+mw+wauu—&wqwu—@p

+2[pz — (p— w'z + 2u — wz* — (2u — € — €)22ww']}.

Usando a e a’ podemos reescrever b’ como

1
V= 3{ad +2[nz = (n = €)zu’ + (2p — w2’ — (2n — e = €)Pww]},

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)



A.2. CALOR ESPECIFICO 98

tal que a energia média é dada por

e = — o dd 4 o+ 2z — (u— )zl + (2 — w2 — Q- e~ )Pun]} (AS)

A.2 Calor especifico

Partindo da definigdo de calor especifico ¢ = —@%g—g. Calculando inicialmente
Oe 0 1 ,
oe _ 9 (__1 % )
o8 = 9P ( avp @Y
= @) Db = (a0 @ )
op ap
1 , 0
— _ b/ 7 / bl
o [e(a + >+(96<a + )1
e a derivada de a’ e b/
!/
a’ = a” _ (n— )22 + (p — e)*zw, (A.6)
op
11 ab/ 1 11 / 2 N2,/ 2 2 N2 _ 2 ! b/b,
V' = 5 5{@@ +ad'a+2[pz—(p—€)wz+ 2u—e)wz® — (2u—e—€)* 2z ww'] %
(A.7)
obtemos a equacao para o calor especifico como
= (@ +0V)+ (" +b")]. (A.R)

(& + b)k’BTZ [e

A.3 Numero de interacoes por sitio

Jln A\
oe’

. /{ZBT 8@ 8b

Derivando a e b com respeito a &', temos

assim temos

O numero de interagoes por sitio é definido como u = —kgT

da ,
) o B
Ay
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e substituindo na equacao acima, obtemos o niimero de interagoes por sitio como

u= Z;\, <1 + 11) [a —2(1 + zw)]> : (A.12)

E facil mostrar que no limite de altas temperaturas

lim u = ; (A.13)

T—o00
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