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Resumo

de Oliveira, Robson Medrado. Coloracao de Identificacio Local em Algumas
Classes de Grafos. Goidnia, 2026. 125p. Tese de Doutorado Programa de Pés
graduacdo em Ciéncia da Computacdo, Instituto de Informatica, Universidade
Federal de Goias.
Uma coloracao de identificacao local (lid-coloracdo) de um grafo é uma coloracgio proé-
pria tal que, para qualquer aresta uv, se u e v t€m vizinhangas fechadas distintas, entdo os
conjuntos de cores usados nos vértices das vizinhancas fechadas de u e v sdo distintos.
O nimero cromatico de identificacao local (nimero lid-cromatico) do grafo G, deno-
tado por y4(G), é o menor nimero de cores necessarias em qualquer lid-coloragdo de
G. Estudamos a lid-coloragdo em grafos poténcia de caminho. Além disso, investigamos
a lid-coloracao em grafos split e em subclasses, como grafo split completo e grafo split-
comparabilidade, obtemos valores exatos e limites para o nimero lid-cromético dessas
classes. Além disso, mostramos que o problema de decidir se um grafo split admite uma
lid-coloragdo com um nimero dado de cores é NP-completo. Na sequéncia, estudamos
a lid-coloracao no produto corona de grafos. Nesse contexto, além de resultados estrutu-
rais e de limites, mostramos que o problema de decidir a existéncia de uma lid-coloracao
em grafos obtidos pelo produto corona também é NP-completo. Determinamos, ainda,
valores exatos do numero lid-cromético do produto corona para diversas familias, in-
cluindo casos em que os fatores sdo caminhos, ciclos, grafos completos e complementos
de grafos completos. Também estabelecemos limites inferiores e superiores para o nu-
mero lid-cromatico em casos mais gerais. Finalmente, estudamos o nimero lid-cromético
do produto Cartesiano do grafo completo por caminho. Além disso, fornecemos limi-
tes inferiores e superiores para os grafos resultantes do produto Cartesiano entre o grafo

completo e o ciclo, bem como entre dois grafos completos.

Palavras—chave
Lid-coloracao, Poténcia de caminho, Grafo split, Produto corona, Produto Car-

tesiano.



Abstract

de Oliveira, Robson Medrado. Locally identifying coloring in Some Graph
Classes. Goiania, 2026. 125p. PhD. Thesis Programa de Pés graduacdo em Ci-
éncia da Computacdo, Instituto de Informética, Universidade Federal de Goias.

locally identifying coloring (lid-coloring) of a graph is a proper coloring such that,
for any edge uv, if u and v have distinct closed neighborhoods, then the sets of colors
used on the vertices of the closed neighborhoods of u and v are distinct. The locally
identifying chromatic number (lid-chromatic number) of a graph G, denoted by %;;4(G),
is the minimum number of colors required in any lid-coloring of G. We studied locally
identifying colorings of powers of paths graphs. We investigate lid-colorings in split
graphs and in subclasses such as complete split graphs and split-comparability graphs,
obtaining exact values and bounds for the lid-chromatic number in these classes. In
addition, we show that the problem of deciding whether a split graph admits a lid-coloring
with a given number of colors is NP-complete. Next, we study lid-colorings in the corona
product of graphs. In this context, besides structural results and bounds, we prove that
the problem of deciding the existence of a lid-coloring in graphs obtained through the
corona product is also NP-complete. We also determined exact values of the lid-chromatic
number of the corona product for several families, including cases in which the factors are
paths, cycles, complete graphs, and complements of complete graphs. We also establish
lower and upper bounds for the lid-chromatic number in more general cases. Finally, we
study the lid-chromatic number of the Cartesian product of a complete graph with a path.
Moreover, we provide lower and upper bounds for graphs obtained from the Cartesian

product between a complete graph and a cycle, as well as between two complete graphs.

Keywords

Lid-coloring, Powers of paths, Split, Corona product, Cartesian product.
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CAPITULO 1

Introducao

A histéria do famoso Teorema das Quatro Cores remonta ao século X/X e en-
volve uma série de desenvolvimentos fascinantes na teoria dos grafos. Uma das narra-
tivas mais detalhadas sobre a origem e evolugdo desse teorema pode ser encontrada em
Chartrand e Zhang [11]. Neste livro, os autores tracam uma jornada que nos leva aos
primérdios do estudo dos grafos e a resolugdo de um dos problemas mais intrigantes da
matematica.

Segundo esses autores, tudo iniciou em 1852, quando Francis Guthrie (1831-
1899), recém-formado no University College London, observou que o mapa dos condados
da Inglaterra poderia ser colorido com quatro cores de forma a garantir que condados
vizinhos tivessem cores diferentes.

Francis Guthrie deparou-se com mapas nos quais trés cores nao eram suficientes
para essa tarefa, mas ele conjecturou que quatro cores seriam o bastante para todos os
mapas e buscou fundamentar essa hipétese com uma prova. Tal problema ficou conhecido
como o “Problema das Quatro Cores”, isto €, “Quatro cores sdo suficientes para colorir
qualquer mapa no plano com a condi¢do de que regides adjacentes (que tenham uma linha
de fronteira) ndo sejam coloridas com a mesma cor?”. Francis Guthrie compartilhou essa
prova com seu irmao mais novo, Frederick, que estava estudando na época sob a tutela do
renomado Augustus De Morgan. No entanto, Francis ndo estava completamente satisfeito
com a validade da prova que havia apresentado. Com autorizagdo de Francis, Frederick
mostrou o conteudo que Francis havia escrito a De Morgan em 23 de outubro de 1852.
De Morgan reagiu de forma positiva, considerando a ideia algo inovador.

Passados 28 anos, durante um encontro ocorrido em 1878 na London Mathema-
tical Society, sob a lideranca de Henry Smith do Exeter College, Oxford, houve um res-
surgimento do interesse em relacdo ao Problema das Quatro Cores. Entre os estudantes
presentes no encontro estava Percy John Heawood. No dia 13 de junho de 1878, Cay-
ley levantou a questdo de saber se esse problema ja havia sido solucionado. Durante o
encontro, encontrava-se um matematico amador brilhante conhecido como Alfred Bray
Kempe.

Apenas um ano apds o encontro, em 17 de julho de 1879, Kempe fez um
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andncio na revista Nature no qual afirmava ter solucionado o problema e demonstrado
que todos os mapas poderiam ser coloridos com quatro cores ou menos. Kempe (1849-
1922) havia concluido seus estudos na Universidade de Cambridge em 1872, tendo se
aprofundado na matemadtica sob a orientagdo de Cayley. Foi Cayley quem incentivou
Kempe a compartilhar sua descoberta, o que ocorreu em 1879, quando ele publicou seu
achado no segundo volume do American Journal of Mathematics. Kempe foi honrado
por sua conquista ao ser eleito membro da Royal Society em 1881 e ao atuar como seu
tesoureiro por vérios anos. Ele também publicou duas melhorias em sua prova, sendo
que uma delas despertou o interesse do matematico Peter Guthrie Tait (1831-1901), que
apresentou suas proprias solugdes para o Problema das Quatro Cores.

Um marco subsequente na trajetéria do Problema das Quatro Cores teve a par-
ticipacdo do matematico britanico Percy John Heawood. Heawood (1861-1955) realizou
seus estudos na Universidade de Oxford e foi membro do corpo docente do Durham Col-
lege por mais de cinquenta anos. Em 1890, Heawood publicou um artigo intitulado “Te-
orema de colora¢cdo de mapas”, no qual identificou uma “deficiéncia” na célebre solucdo
proposta por Kempe para o Problema das Quatro Cores, apresentando um contraexemplo
a prova de Kempe. Kempe admitiu a validade das observacdes de Heawood, reconhe-
cendo o desafio que isso representava. De forma proativa, informou a London Mathema-
tical Society sobre as contribui¢des de Heawood e reconheceu sua propria incapacidade
de retificar o equivoco presente em seu trabalho inicial. Por outro lado, Heawood também
enfrentou dificuldades ao tentar corrigir o erro de Kempe. Curiosamente, o enigma pro-
posto pelo Problema das Quatro Cores cativou Heawood de tal maneira que ele se dedicou
a ele incansavelmente ao longo de sua vida.

A Conjectura das Quatro Cores, que postula a possibilidade de colorir todo
mapa utilizando quatro cores ou menos, recebeu ampla notoriedade. A convic¢do em
sua veracidade era compartilhada por muitos. O caso apresentado por Heawood ndo
constituia uma refutacdo direta a Conjectura das Quatro Cores, mas sim um desafio a
técnica empregada por Kempe. De fato, ndo era uma tarefa tdo drdua demonstrar que
o mapa desenvolvido por Heawood admitia uma coloracdo com apenas quatro cores.
Apesar do insucesso do método de Kempe, Heawood soube aproveitar essa abordagem
para estabelecer que a coloracdo de qualquer mapa era vidvel com cinco cores ou menos.
Por outro lado, a existéncia de mapas que demandassem exatamente cinco cores, se de fato
existissem, permaneceu uma incégnita, revelada somente 86 anos depois da refutacdo da
prova apresentada por Kemp. Apesar de vdrias tentativas ao longo dos anos, a conjectura
s foi finalmente demonstrada em 1976 por Appel e Haken [1]. Para assegurar a solidez
da prova de Appel e Haken, Robertson et al. [37] apresentaram em 1997 uma abordagem
mais simplificada, baseada nas mesmas ideias e apoiada pelo uso de computadores.

Tal problema pode ser modelado por um grafo, que € uma representacao abstrata



18

de um conjunto de objetos e das relagcdes existentes entre eles. Problemas de coloracdo
estdo entre os mais estudados em teoria dos grafos. O interesse por esse tipo de problema
foi iniciado com o Teorema das Quatro Cores. Desde entdo, surgiram diversas variantes
do problema de coloracdo em grafos. Dentre essas variantes, podemos mencionar a
coloragdo de vértices, a coloracdo de arestas, a coloragcdo de identificacdo local, a
coloracdo gulosa, a coloragdo total, etc.

O problema de colorac¢io de vértices consiste em atribuir cores aos vértices de
um grafo de tal forma que vértices adjacentes tenham cores diferentes. Essa coloragdo
¢ chamada de coloracido propria. O nimero minimo de cores necessarias para colorir
um grafo G é seu nimero cromatico, denotado por ¢ (G). A fungdo ¢ : V — N associa
a cada vértice v € V(G) uma cor c¢(v) € N. Na Figura 1.1, apresentamos um grafo G e
sua coloragdo minima de vértices, ou seja, ¥ (G) = 3. Em caso de indisponibilidade de
cores, cada cor € representada por um nimero natural. Na Figura 1.1, a cor vermelha é

associada ao ndmero 1, a cor azul ao numero 2, e a cor verde ao nimero 3.

3 1

1
2
Figura 1.1: Coloracdo de vértices de G.

A tarefa de colorir os vértices de um grafo €, em principio, uma tarefa simples,
no entanto, encontrar uma coloragdo propria com o menor nimero possivel de cores &,
em geral, uma tarefa desafiadora. O método de forga bruta, que consiste em considerar
todas as combinagdes possiveis, pode ser aplicado, mas sua aplicagdo torna-se altamente
insatisfatoria a medida que o tamanho do grafo aumenta, tornando-se rapidamente impra-
ticavel [14].

Uma coloracao de identificaciao local (lid-coloragdo) de um grafo € uma colo-
racdo propria tal que, para qualquer aresta uv, se u e v tém vizinhancas fechadas distintas,
entdo os conjuntos de cores usados nos vértices das vizinhangas fechadas de u e v sdo dis-
tintos, isto €, cada vértice do grafo serd identificado localmente, o que justifica o nome de
coloracdo de identificacdo local. O nimero cromatico de identificacdo local (nimero
lid-cromético) do grafo G, denotado por ¥4(G), é o menor nimero de cores necessa-
rias em qualquer lid-colora¢do de G. Na Figura 1.2(a), apresentamos uma coloracio de
identificacd@o local do grafo G, e na Figura 1.2(b), além da coloracdo, apresentamos 0s
conjuntos de cores das vizinhangas fechadas de cada vértice, neste caso, todos distintos.
Observa-se que a coloragdo de identificagdo local do grafo G apresentada € minima, ou

seja, Yia(G) = 5. Note que o grafo da Figura 1.2 tem (G) = 3 (vide Figura 1.1), porém
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X1id(G) = 5. Observe que como a lid-coloragio é uma coloragio prépria, para qualquer

grafo G, é valido que %(G) < x5i(G). O grafo completo satisfaz a igualdade.

{1,2,3} {1,2,3,4,5} {2,4}

4
Vi @ ! @
O,
2

o ®

{1,2,3,5} {2,3,5} {2,5}

V4

3 5

(a) Lid-coloragdo de G. (b) Conjunto de cores da vizinhanga fe-
chada de cada vértice.

Figura 1.2: Grafo G com y;;4(G) =5.

A lid-colorac¢ao foi introduzida na literatura em 2012, por Esperet et al. [16].
Eles propuseram diversos limites para o parAmetro X;;4(G) em vérias familias distintas
de grafos, abrangendo desde grafos planares até subclasses de grafos perfeitos, bem
como grafos com grau maximo limitado. Um resultado importante apresentado foi a
demonstracdo de que, para qualquer grafo bipartido G, tem-se ¥;4(G) < 4. Além disso,
foi estabelecido que decidir se um grafo bipartido é 3-lid-colorivel é um problema NP-
completo, enquanto, por outro lado, é possivel decidir em tempo linear se uma arvore é
3-lid-colorivel. Esperet et al. [16] também conjecturaram que, para qualquer grafo cordal
G, %ia(G) < 2x(G). Eles verificaram a conjectura para subclasses de grafos cordais,
como grafos de intervalos, grafos split e cografos. Recentemente, Bhyravarapu, Kumari
e Reddy [8] demonstraram que a conjectura é vélida para grafos blocos, que constituem
uma subclasse de grafos cordais.

Para o caso em que G € um grafo planar, Gongalves, Parreau e Pinlou [19] de-
monstraram que X;;4(G) < 1280. Eles também estabeleceram que, para qualquer classe de
grafos com expansdo limitada, o nimero lid-cromético € limitado, fornecendo, assim, um
limite superior explicito para o ndmero lid-cromético de grafos planares. Essa conclusdo
responde a uma questdo apresentada em Esperet et al. [16], que indagava se y;4(G) é
limitado para a classe de grafos planares. Martins e Sampaio [26] obtiveram algoritmos
de tempo linear para calcular o nimero lid-cromético em algumas classes de grafos com
poucos P4’s, como cografos, grafos Ps-esparsos e (g,q — 4)-grafos. Além disso, mostra-
ram que, dado um grafo G com n vértices, o niimero lid-cromitico xj;4(G) é O(n' ~)-
inaproximavel em tempo polinomial para qualquer € > 0, a menos que P = NP.

Recentemente, Bhyravarapu, Kumari e Reddy [8] forneceram uma caracteriza-
cdo completa dos grafos cujo nimero lid-cromético igual a n, onde n € o nimero de
vértices do grafo. Além disso, eles demonstraram que o nimero lid-cromético, quando
restrito a grafos bipartidos biconvexos, pode ser calculado em tempo linear. Bhyravarapu,

Kumari e Reddy [7] apresentaram limites superiores para os produtos Cartesiano e direto
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de dois grafos, em funcdo do nimero cromadtico dos fatores. Adicionalmente, eles deter-
minaram o nimero lid-cromatico dos produtos Cartesiano e direto em que os fatores sdo
ciclos e caminhos.

Pavithra e Reji [35] estudaram a lid-coloragdo do produto forte de grafos,
obtendo resultados gerais e valores exatos para algumas classes de grafos. Em particular,
estabeleceram o limite superior Y;y(G X H) < %iqa(G)¥iia(H), mostraram que G X H
nao é 4-lid-colorivel quando os fatores ndo sdo isomorfos a K, e provaram que, se G
e H sdo grafos bipartidos conexos 3-lid-coloriveis, entdo ¥;;;(GX H) = 6. Além disso,
determinaram valores exatos e limites para ¥z (P X P,) € Ytia(Pn X Cy).

Ap6s revisar a literatura disponivel, constatamos uma escassez de estudos abor-
dando a lid-coloracdo, possivelmente devido a dificuldade do problema e também por ser
um tema relativamente recente. Diante desse cendrio, decidimos direcionar nossa pesquisa
para essa area, reconhecendo a relevancia e o desafio que esse problema representa.

Ao conjecturar que X;;4(G) < 2x(G) para qualquer grafo cordal G, Esperet et
al. [16] apresentaram o grafo poténcia de caminho como um exemplo de grafo cordal
que satisfaz tal conjectura. Além disso, eles demonstraram o caso em que a igualdade é
alcancada. Assim, iniciamos nosso estudo investigando o nimero lid-cromatico no grafo
poténcia de caminho para os casos ndo estudados. Como o grafo split também € um grafo
cordal, Esperet et al. [16] provaram que ele satisfaz a conjectura apresentada. Em nosso
trabalho, determinamos o numero lid-cromatico para casos especificos de grafos split.
Além disso, mostramos que o problema de decidir se um grafo split admite uma ¢-lid-
coloracdo € um problema NP-completo.

No que diz respeito a lid-coloracdo no produto entre dois grafos, observamos a
auséncia de trabalhos abordando o produto corona. Por isso, investigamos também a lid-
coloragdo nesse contexto. Para o produto corona, apresentamos o nimero lid-cromético
para o caso em que os fatores s@o caminhos, ciclos, grafo completo e o complemento de
um grafo completo. Além disso, fornecemos limites inferiores e superiores para alguns
casos. Apresentamos limites superiores justos para o produto corona de dois grafos
quaisquer. Além disso, mostramos que o problema de decidir se um grafo produto corona
admite uma /¢-lid-coloracdo € um problema NP-completo, com ¢ > 5.

Esperet et al. [16] demonstraram que o ndmero lid-cromético do grafo resultante
do produto Cartesiano entre dois grafos bipartidos € trés. Assim, em nosso estudo,
consideramos o produto Cartesiano em que um dos fatores é o grafo completo, ou
seja, pelo menos um dos dois grafos € diferente de um grafo bipartido. Nesse sentido,
mostramos o numero lid-cromdtico do produto do grafo completo por caminho. Além
disso, fornecemos limites inferiores e superiores para os grafos resultantes do produto
Cartesiano entre o grafo completo e o ciclo, bem como entre dois grafos completos.

Ressaltamos que parte dos resultados desta tese foi divulgada em periddicos
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cientificos e em anais de eventos, além de ter sido apresentada em congressos. Um artigo
contendo resultados sobre a lid-coloragdo de poténcias de caminhos e de grafos split
completos, conforme detalhado nos Capitulos 3 e 4, foi publicado na revista Matemdtica
Contemporanea [28]. Um resumo expandido envolvendo o produto Cartesiano, tratado
no Capitulo 6, foi apresentado no VIII Encontro de Teoria da Computagdo [30]. Os
resultados referentes a lid-coloragdo do produto corona de ciclos e caminhos, estudados
no Capitulo 5, foram apresentados no IX Encontro de Teoria da Computacdo [31].
Além disso, um artigo reunindo resultados sobre a /id-coloracdo do produto corona
quando ambos os fatores sdo grafos completos, assim como resultados de complexidade
associados a esse produto, foi apresentado no LVI Simpdsio Brasileiro de Pesquisa
Operacional [29]. Atualmente, esse trabalho encontra-se em processo de ampliacdo para
posterior submissao a uma revista da drea. Por fim, encontra-se em revisdao, um artigo
submetido em outubro de 2025, contendo os resultados de NP-completude para grafos
split e os resultados sobre grafos split-comparabilidade desenvolvidos no Capitulo 4 [32].

O restante deste texto organiza-se em seis capitulos. No Capitulo 2, apresentamos
conceitos preliminares de teoria dos grafos e as notac¢des utilizadas ao longo do trabalho.
No Capitulo 3, revisamos resultados da literatura sobre os grafos caminho e ciclo, poténcia
de caminho e os grafos bipartidos; em seguida, expomos nossos resultados sobre poténcia
de caminho. No Capitulo 4, desenvolvemos resultados de lid-coloracao em grafos split.
Na sequéncia, no Capitulo 5, reunimos nossos resultados sobre a lid-coloragdo no produto
corona. No Capitulo 6, apresentamos resultados para o produto Cartesiano. Por fim, no
Capitulo 7, trazemos as consideracdes finais, destacamos os principais resultados obtidos

e possiveis dire¢des para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Conceitos preliminares

Neste capitulo, sdo apresentadas definicdes e notacdes fundamentais para a
compreensdo desta tese. Os conceitos aqui expostos seguem a terminologia adotada por
Bondy e Murty [9], Chartrand [11] e Diestel [15]. Outras defini¢des serdo gradualmente
introduzidas nos capitulos subsequentes, quando apropriado.

Um grafo G é um terna ordenada G = (V(G),E(G),ys), onde V(G) é um
conjunto ndo vazio de vértices, £(G) é um conjunto de arestas, disjunto de V(G), e
yi : E(G) — {{u,v} :u,v € V(G)} é uma fungdo de incidéncia que associa a cada aresta
e € E(G) um par nio ordenado de vértices de G. Se yg(e) = uv, entdo dizemos que a
aresta e liga os vértices u e v, e os vértices u e v sdo chamados de extremidades de
e. Além disso, vértice universal ¢ um vértice adjacente a todos os outros vértices do
grafo. Duas arestas sdo adjacentes se compartilham uma mesma extremidade. Se uma
aresta possui extremidades iguais, ela é um laco, enquanto que se duas arestas distintas
possuirem duas extremidades iguais, sdo chamadas de multiarestas. Grafos que possuem
lagos e multiarestas sdo denominados multigrafos. Dizemos que um grafo € finito se os
seus conjuntos de vértices e arestas sao finitos. Um grafo é chamado de nulo quando nao
possui vértices nem arestas e € considerado vazio quando possui um conjunto de vértices,
mas ndo contém arestas. Um grafo que ndo possui lagos nem multiarestas é denominado
grafo simples. Nesse caso, o grafo é representado pelo par ordenado G = (V, E), onde V
denota o conjunto de vértices e E o conjunto de arestas. A Figura 4.14(a) apresenta um

grafo simples, enquanto que na Figura 4.14(b) é exibido um multigrafo.

(a) Grafo simples G. (b) Multigrafo G.

Figura 2.1: Grafo e multigrafo.

A partir de agora, toda vez que mencionarmos o termo grafo, estaremos nos



23

referindo a um grafo simples, ndo nulo e finito. O complemento de um grafo G = (V,E) é
o grafo G = (V,E) tal que uv € E se, e somente se, uv ¢ E. Na Figura 2.2(a) apresentamos
um grafo G, enquanto que na Figura 2.2(b) exibimos o seu complemento G. Observa-se

que todos os pares de vértices adjacentes em G ndo sao adjacentes em G, e vice-versa.

V4 Vs V6

O/
(a) Grafo G. (b) Grafo G.

Figura 2.2: Grafo G e seu complemento G.

Em um grafo G, o grau de um vértice v € o nimero de arestas inciden-
tes a v e é denotado por dg(v). O grau maximo de G é representado por A(G) =
max{dg(v),v € V(G)} e, de forma andloga, o grau minimo do grafo G é denotado por
d(G) = min{dg(v),v € V(G)}. Quando nio houver ambiguidade em relagdo ao grafo em
questdo, o grau de um vértice v é denotado simplesmente por d(v). Se A(G) = 8(G) =k,
entdo G é denominado de k-regular. Um grafo 3-regular é também chamado de grafo
cubico. Na Figura 2.3, temos um exemplo de um grafo cuibico com duas representagdes
distintas.

Para qualquer vértice u, denotamos por Ng(u) sua vizinhanca aberta, que con-
siste no conjunto de vértices adjacentes a u. O conjunto Ng[u] = Ng(u) U {u} representa
a vizinhanca fechada de u. Observe que na Figura 2.3, temos Ng(vi) = {v2,v3,v4}, que
¢ a vizinhanga aberta, enquanto que Ng[vi| = {vi,v2,v3,v4} é a vizinhanca fechada do
vértice v;. Dois vértices, u e v, sdo denominados gémeos verdadeiros se N[u] = N[v] e
gémeos falsos se N(u) = N(v). Dizemos que um grafo G ¢ livre de gémeos verdadeiros
se ndo possui dois vértices distintos que sejam gémeos verdadeiros, e que G € livre de
gémeos falsos se ndo possui dois vértices distintos que sejam gémeos falsos. Conside-
rando o conjunto S C V(G), denotamos Ng|[S] como a unido das vizinhangas fechadas dos

vértices de S, isto é, Ng[S] = U Ng[u]. Ndo havendo ambiguidade, escrevemos N[u] ou

ucs
N|[S] em vez de Ng[u] ou Ng[S].

Um grafo € denominado planar se puder ser representado em um plano de tal
forma que ndo haja cruzamento de suas arestas, exceto nas extremidades.

Na Figura 2.3, apresentamos duas formas distintas de desenhar o mesmo
grafo. Observe que tanto na Figura 2.3(a) como na Figura 2.3(b), o conjunto E =
{viv2,v1v3,viva,v2v3,v2v4,v3v4} € 0 mesmo, porém na Figura 2.3(b) ndo héd cruzamento

de arestas, exceto nas extremidades. Portanto, esse grafo € planar.
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(a) Com arestas cruza- (b) Sem arestas cruza-
das. das.

Figura 2.3: Formas distintas de representar o mesmo grafo planar.

Um grafo H é um subgrafo de Gse V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Se H contém
todas as arestas uv € E(G) para todo u,v € V(H), entdo H € um subgrafo induzido de G,
denotado por G[V (H)]. Dizemos que V (H) induz ou gera H em G.

Denomina-se passeio em G uma sequéncia de vértices (vo,vy,...,vx) tal que
vi—1v; € E(G) para todo 1 <i < k. Quando todos os vértices da sequéncia sdo distintos, o
passeio € chamado de caminho. Um grafo com n vértices que ¢ um caminho é chamado
de grafo caminho e é denotado por P,. O comprimento de um caminho € o nimero de
arestas que o compdem. Na Figura 2.5(b), apresentamos o caminho P. A distancia entre
dois vértices u ¢ v em um grafo G é o comprimento do menor caminho que os conecta
em G e é denotada por dg(u,v), ou simplesmente d(u,v). Denominamos de didmetro e
denotamos por diam(G) a maior distancia existente entre dois vértices quaisquer de um
grafo G. Um passeio fechado ¢ aquele que comeca e termina no mesmo vértice, isto é
vo = V. Observe que se o passeio fechado incluir todos os vértices de forma distinta,
exceto Vg e v, entdo é denominado ciclo. um grafo que é um ciclo com n vértices (n > 3)
¢ chamado de grafo ciclo e é denotado por C,. Na Figura 2.5(c), € ilustrado o ciclo Cs.
Um hipergrafo H = (V,E) é um par onde V é o conjunto de vértices do hipergrafo e
E C 2" é chamado de hiperarestas do hipergrafo H. Diferente dos grafos tradicionais,
onde cada aresta conecta exatamente dois vértices, em um hipergrafo, cada aresta pode
conectar um numero arbitrdrio de vértices. Na Figura 2.4, apresentamos um hipergrafo

em que ep,e,e3 € e4 sao as hiperarestas.

Sy

Figura 2.4: Exemplo de hipergrafo.



25

Chamamos de cintura a cardinalidade do menor ciclo em um grafo G, represen-
tada por g(G). No caso em que o grafo € aciclico, ou seja, ndo possui ciclo, definimos
g(G) = . Um grafo é considerado conexo se, para todo par de vértices distintos em
G, existe um caminho entre eles; caso contrario, ¢ desconexo. Uma arvore é um grafo
conexo e aciclico. Denotamos o conjunto {1,2,3,...,n} como [r]. Dados a,b € Z, com
a < b, denominamos o intervalo fechado [a,b] = {x € Z | a < x < b}.

Um grafo que possui arestas entre qualquer par de vértices € denominado grafo
completo. Um grafo completo com n vértices € representado por K,,. Um grafo que ndo
possui nenhuma aresta é chamado de grafo vazio. Um tridngulo em um grafo G é um
subgrafo de G isomorfo ao grafo completo K3. Um grafo G € dito livre de triangulos se
nao contém tridngulos como subgrafos. Na Figura 2.5, apresentamos os grafos completos
K,com1<n<4.

@) D )

(a) Kl. (b) K2 = Pz. (C) K3 = C3. (d) K4.

Figura 2.5: Representagdo do grafo completo K, com 1 <n < 4.

Se G é um grafo com n vértices, denotamos a sua ordem por n(G) ou simples-
mente n, representando o nimero total de vértices em G. Observa-se que se n(G) = 1,
entdo o grafo é chamado de trivial. Na Figura 2.5(a), observe que n(K;) = 1, assim o
grafo K; é um grafo trivial.

Um grafo ¢ bipartido se os seus vértices podem ser particionados em dois
conjuntos disjuntos X e Y tais que toda aresta possui um extremo em X e outro em Y.
A biparti¢ao (X,Y) é chamada de particdo do grafo, onde X e Y sdo as suas partes.
Um grafo € bipartido se, e somente se, ndo contém ciclo impar. Um grafo € bipartido
completo quando cada vértice do conjunto X € adjacente a todos os vértices do conjunto
Y. O grafo bipartido completo com m vértices na parte X e n vértices na parte Y € denotado
por K, . O grafo bipartido completo K, € chamado de grafo estrela e possui n + 1
vértices. Na Figura 2.6 apresentamos alguns exemplos de grafos bipartidos completos.

Em cada grafo, destacamos uma das partes com a cor vermelha e a outra com a cor azul.
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(a) K 3. (b) K 3.

Figura 2.6: Exemplos de grafos bipartidos completos.

Um grafo bipartido G = (X UY,E) é convexo se existe uma ordenagdo dos
vértices de Y, y1,y2,... Yyl tal que para cada vértice v € X, os vértices em N(v) sdo

consecutivos nessa ordenacdo. Na Figura 2.7, mostramos um grafo bipartido convexo.

Figura 2.7: Grafo bipartido convexo.

Um grafo bipartido G = (X UY,E) é biconvexo se existem ordenacdes X =
{x1,%2,.. ., xx1} € Y = {y1,¥2,...,y)y|} tais que para cada vértice v € X, N(v) C Y sdo
consecutivos na ordenagéo de Y, e para cada vértice u € Y, os vértices N(u) C X sdo
consecutivos na ordenacao de X. Na Figura 2.8, apresentamos um exemplo de um grafo

biconvexo.

Figura 2.8: Grafo bipartido biconvexo.

Seja G um grafo e C um ciclo em G. Uma corda de G € uma aresta entre dois
vértices nao consecutivos de C. Um grafo € dito cordal quando todo ciclo de tamanho
maior que trés possui pelo menos uma corda. O grafo representado na Figura 2.9(a) é
um grafo cordal, pois ndo possui ciclos de tamanho maior do que trés sem cordas. Ja o
grafo apresentado na Figura 2.9(b) ndo € cordal, uma vez que possui um ciclo de tamanho

quatro que nao possui cordas, representado pelos vértices vy, v3,Vv4 € Vvs.
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(a) Grafo cordal. (b) Grafo ndo cordal.

Figura 2.9: Exemplos de grafo cordal e ndo cordal.

Definimos uma clique como um conjunto de vértices que induzem um grafo
completo. O nimero de vértices na maior clique de G é chamado de nimero de clique
de G, denotado por ®(G). Um conjunto independente de um grafo G é um conjunto
de vértices que induzem um grafo vazio. O grafo split G = (KUS,E) é um grafo cujo
conjunto de vértices pode ser particionado em uma clique K de tamanho |K| = k e um
conjunto independente S de tamanho |S| = s. Um exemplo de grafo splif é apresentado na
Figura 2.10.

K (Vi V2 V3 V4 Vs

S (51 §2 §3 S4 S5

Figura 2.10: Grafo split.

Uma orientacdo transitiva das arestas de um grafo G é uma atribuicdo de
orientacdo a cada aresta de G tal que, para quaisquer vértices u,v,w € V(G), se as
arestas uv e vw pertencem a G e sdo orientadas como (u,v) e (v,w), entdo a aresta uw
também pertence a G e é orientada como (u,w). Um grafo G é denominado grafo de
comparabilidade se admite uma orientacdo transitiva de suas arestas. Dizemos que G
¢ um grafo split-comparabilidade se G pertence simultaneamente as classes dos grafos
split e dos grafos de comparabilidade. A Figura 2.11 apresenta um exemplo de grafo

split-comparabilidade.
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N ORORORCACMINCNG)

Figura 2.11: Grafo split-comparabilidade.

Seja G um grafo e seja k > 1 um inteiro. A k-ésima poténcia de G, denotada por
Gk, é o grafo tal que V(G*) = V(G) e dois vértices distintos u,v € V(G) sio adjacentes
em G* se, e somente se, 1 < dg(u,v) <k.

Uma k-arvore € um grafo cujos vértices podem ser ordenados como vy, vy, ..., v,
de tal modo que os vértices de vy até vi, | induzem uma clique de tamanho k 4+ 1, e para
cada k+2 < i < n, os vizinhos de v; em {v; | j < i} induzem uma clique de tamanho k.
Por defini¢do, para todo k+ 1 <i < n, o grafo G; induzido por {v; | j <i} é uma k-arvore,
e toda clique de tamanho k em uma k-4rvore estd contida em uma clique de tamanho
k+ 1. Na Figura 2.12, apresentamos a constru¢do de uma 3-arvore. A construcio foi
realizada com base na defini¢do. Adiciona-se um vértice adjacente aos vértices de uma
clique de tamanho 3 do grafo da Figura 2.12(a), resultando em uma clique de tamanho
4 representada pela Figura 2.12(b). Em cada etapa, trés arestas sdo inseridas, indicadas
em pontilhado apenas para destacar o processo de constru¢ao do grafo. Note que a cada
passo, uma nova clique de tamanho 4 é formada. Os rétulos dos vértices representam a

sequéncia de insercoes.

(d) (e) ®

Figura 2.12: Construgdo de uma 3-drvore.
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Sejam G e H grafos com V(G) = {u,uz,...,uy} e V(H) = {vi,v2,...,v,}. O
produto Cartesiano de G e H, denotado por GLIH, é o grafo com conjunto de vértices
V(G) xV(H), e dois vértices (u;,v;) e (up,vi) de GOH sdo adjacentes se (v;,vi) € E(H)
e i=h,ouse (uj,uy) € E(G) e j =k. Umn exemplo de produto Cartesiano é exibido na
Figura 2.13.

D
9O, uivzi i@j @ L—)

(a) K4. (b) P2. (C) K4DP2.

Figura 2.13: Grafos K4, P> e o produto Cartesiano K4[1P,.

O produto corona G © H de dois grafos G e H € definido como o grafo obtido
a partir de G e H ao tomar uma cépia de G e |V(G)

copias de H e, em seguida,
ligar todos os vértices da i-ésima copia de H com o i-ésimo vértice de G. Assim, se
V(G) = {x1,x2,...,x,} e V(H) = {a1,a2,...,an}, entdo V(GO H) = V(G)UV(H,) U
V(H>)U...UV(H,),onde V(H;) = {a;jj | 1 < j <m} é o conjunto de vértices da i-ésima
copiade HL e E(GOH) =E(G)U{xja;j | 1 <i<n,1 <j<m}U{agjjap|1<i<n,1<
Jj <k <m, sempre que ajax € E(H)}. O grafo produto corona K4 ® P3 é apresentado na
Figura 2.14.

Q=== @)

(a) K. (b) Ps. (c) K4 O Ps.

Figura 2.14: Grafos K4, P3 e o corona K4 © P;.

Um grafo G é chamado de grafo grade se seus vértices podem ser dispostos em
uma matriz m X n ( com m linhas e n colunas) de modo que cada vértice esta conectado aos
seus vizinhos adjacentes horizontais e verticais. O grafo grade pode ser obtido através do
produto Cartesiano de P, por P,. O grafo grade P,,L 1P, possui m-n vértices e 2m-n—m—n

arestas. Na Figura 2.15, apresentamos o grafo grade P4[1Ps.
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Figura 2.15: Grafo grade Ps[1Ps.

Um hipercubo de dimensao n, também conhecido como n-cubo, ¢ um grafo
que pode ser definido recursivamente da seguinte forma: um hipercubo de dimensao 0,
Qo, consiste em um unico vértice. Um hipercubo de dimensao n, Q,, é formado a partir
de dois hipercubos de dimensdo n — 1, Q,_1, conectando cada vértice de um Q,_| a
cada vértice correspondente do outro 9,1 com uma aresta. Formalmente, o hipercubo
de dimensao n, Q,, pode ser construido como o produto cartesiano de n grafos completos
K>. O niimero de vértices em Q, é 2" ¢ o niimero de arestas é n-2" 1. Na Figura 2.16 esta

ilustrado um hipercubo de dimensao 3.

Figura 2.16: Hipercubo Q5.

Uma coloracao de vértices propria é uma atribui¢ao de cores aos vértices de um
grafo de forma que vértices adjacentes nao compartilhem a mesma cor. Uma k-coloracao
de um grafo G € uma coloragdo de vértices que utiliza um conjunto de k cores. Um grafo
€ k-colorivel se existe uma k-coloragdo de vértices de G. Além disso, dada uma coloragéo
¢V — N, definimos ¢(S) como o conjunto de cores atribuidas aos vértices em S.

No decorrer do texto, utilizaremos a seguinte notacdo: dada uma sequéncia M
de cores, (M)* indica que a sequéncia M sera repetida x vezes. Se x = x, significa que
a sequéncia M pode ser repetida zero ou mais vezes. Se x = op, entdo a sequéncia é
opcional, no caso em que a sequéncia opcional aparecer mais de uma vez, apenas uma
delas serd usada. Além disso (M) = (M)".

Um isomorfismo de um grafo G; para um grafo G, é uma bijecdo f : V(G;) —
V(G,) entre os conjuntos de vértices de G e Gy, tal que quaisquer dois vértices u e v sdo
adjacentes em G| se, e somente se, f(u) e f(v) sdo adjacentes em G,. Nesse caso, dizemos
que G é isomorfo a G, e denotamos por G| = G>. Um exemplo de grafos isomorfos pode

ser visualizado na Figura 2.17.
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(a) Grafo Gj. (b) Grafo G,.

Figura 2.17: Os grafos G| e G, sdo isomorfos.

Observe que G| = G, pois existe uma fungdo bijetora f : V(Gy) — V(G,) tal
que f(v;) = u;, com 1 <i < 8 preservando todas as arestas e ndo arestas do grafo G;. Por
exemplo, N[vi] = {vi,v2,va,v6} em G| e N[f(vi)] = {f(v1),f(v2),f(va),f(ve)} em G2,
onde f € a funcdo bijetora que estabelece o isomorfismo entre G| € G;. O mesmo padrao
ocorre com os demais vértices.

Dizemos que os inteiros a € b sdo congruentes médulo m se possuem 0 mesmo
resto quando divididos por m. Denotamos tal relagdo por a = b (mod m). A diferenca
simétrica de dois conjuntos A e B € o conjunto de elementos que estdo em qualquer um
dos conjuntos, mas ndo em sua intersecdo. A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e
B € denotada por AAB.

Esperet et al. [16] introduziram o conceito de coloraciao de identificacao local
forte (lid-coloracao forte). Seja G um grafo e ¢ uma lid-coloracio de G utilizando as cores
[k]. Dizemos que ¢ é uma lid-coloragdo forte de G se, para todo vértice v € V(G) tal que
N[v] # V(G), temos ¢(N[v]) # [k]. Em outras palavras, para todo vértice v € V(G), se
¢(N[v]) = [k], entdo v € um vértice universal. O menor inteiro & tal que G admite uma lid-
colorag@o forte com k cores € chamado de nimero lid-cromatico forte (ou nimero slid-
cromdtico) de G, sendo denotado por Ys(G). A Figura 2.18 ilustra uma lid-coloragdo

forte do grafo G. Note que ¢(N[vi]) = ¢(N[vz]) = [4], onde v; e v, sdo vértices universais.

Vi

3 4
Figura 2.18: Lid-coloracdo forte de G.

Pavithra e Reji [34] definiram uma boa coloracao de identificacao local (boa
lid-coloracdo). Seja G um grafo e seja ¢ uma k-lid-coloracdo de G. Dizemos que ¢ € uma

boa k-lid-coloragdo se, para todo vértice v € V(G), tem-se ¢(N[v]) # [k]. Em particular,
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em grafos sem vértices universais, as no¢des de boa lid-coloracdo e lid-coloracdo forte
coincidem. Figura 2.19 apresenta uma boa lid-coloracdo do ciclo C;. Note que, para todo
vértice v € V(C7), tem-se c(N|[v]) # [5]. Assim, a coloracdo exibida também constitui uma

lid-coloracdo forte.

Figura 2.19: Boa lid-coloragdo e lid-coloragdo forte do ciclo Cy.



CAPITULO 3

Coloracao de identificacao local em algumas

classes de grafos

Neste capitulo, reunimos resultados conhecidos sobre lid-coloracdo em grafos
caminhos, ciclos, grafos bipartidos e poténcia de caminho, além de apresentarmos nos-
sos proprios resultados para essa ultima classe. Inicialmente, na Secao 3.1, introduzimos
formalmente o problema da lid-coloracdo. Em seguida, na Secao 3.2, apresentamos resul-
tados obtidos por Esperet et al. [16] e Foucaud et al. [17] para caminhos e ciclos, respec-
tivamente. Na Secdo 3.3, discutimos resultados de Esperet et al. [16] e de Bhyravarapu,
Kumari e Reddy [7] relacionados a grafos bipartidos. Por fim, na Secao 3.4, abordamos
alguns resultados apresentados por Esperet et al. [16] para grafos cordais, em particular
para k-arvores. Nessa mesma secdo, estudamos a lid-coloragdao em poténcia de caminho,
que constituem um caso particular de k-arvore, e apresentamos nossos novos resultados

para essa classe de grafos.

3.1 O problema da coloracao de identificacao local

Em 2012, Esperet et al. [16] introduziram o problema da coloragdo de identifi-
cacdo local (lid-coloracdo). Definiram a lid-coloragcao como uma coloragdo ¢ de vértices
de um grafo G satisfazendo as seguintes condi¢des: 1) ¢ € uma coloragdo propria de G,
ou seja, nao ha dois vértices adjacentes com a mesma cor, e ii) para cada par de vértices
adjacentes u e v, se N[u] # N[v], entdo c¢(N[u]) # c(N[v]). O nimero cromético de identifi-
cagdo local do grafo G, denotado por Y;;4(G), € o menor niimero de cores necessarias para
se obter uma lid-coloracao de G. Uma k-lid-coloracao de um grafo G € uma lid-coloragao
de vértices que utiliza k cores, sendo que um grafo € k-lid-colorivel se existe uma k-lid-
coloracdo de vértices de G. Na Figura 3.1(a), apresentamos uma lid-coloracdo de G, e na
Figura 3.1(b), além da coloragdo, apresentamos os conjuntos de cores das vizinhancas fe-
chadas de cada vértice. Note que os vértices v, € v4 possuem 0 mesmo conjunto de cores

em suas respectivas vizinhancas fechadas, porém v; e v4 ndo sdo adjacentes.
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) 3 {1,2,3} {2,3}

1 2 {1,2} {1,2,3}
(a) Lid-coloragdo de G. (b) Conjuntos ¢(N[v]) comv € G.

Figura 3.1: Grafo G com y;4(G) = 3.

Esperet et al. [ 16] propuseram uma variedade de limites para o pardmetro ¥;4(G)
em diversas familias distintas de grafos, que incluem desde grafos planares até subclasses
de grafos perfeitos, além de grafos com grau méximo limitado. Demonstraram que
X1id(G) < 4 para qualquer grafo bipartido G. Estabeleceram também que decidir se um
grafo bipartido € 3-lid-colorivel € um problema NP-completo, enquanto que € possivel
decidir em tempo linear se uma drvore € 3-lid-colorivel. Esses resultados podem ser vistos
na Secdo 3.3. Além disso, Esperet et al. [16] conjecturaram que, para qualquer grafo
cordal G, tem-se ¥;;4(G) < 2y (G). Eles verificaram a conjectura para subclasses de grafos
cordais, como grafos de intervalos, grafos split e cografos. Alguns desses resultados
podem ser vistos nas Se¢oes 3.4 e 4.1.

Esperet et al. [16] mostraram que o produto Cartesiano resultante de dois grafos
bipartidos G e H € 3-lid-colorivel. Bhyravarapu, Kumari e Reddy [7] demonstraram que,
mesmo ao restringir-se aos grafos bipartidos biconvexos, é possivel calcular o nimero

lid-cromatico em tempo polinomial. Ambos os resultados sdo apresentados na Secao 3.3.

3.2 Lid-coloracao em caminhos e ciclos

Para caminhos, o problema de determinar o nimero lid-cromdtico pode ser
deduzido dos resultados apresentados por Esperet et al. [16]. O resultado para o nimero

lid-cromatico do grafo caminho € exposto no Teorema 3.1.

Teorema 3.1 [16] Para um niimero inteiro positivo n, onde n > 2, temos:

2, sen=2,
Xiid(Pn) = {3, sen é impar,

4, senéparen=+?2.
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Utilizamos a seguinte nota¢do: dada uma sequéncia M de cores, (M)* indica
que a sequéncia M pode ser repetida zero ou mais vezes. Do Teorema 3.1, sabemos que
X1id(P2) = 2, 0 que representa um caso trivial em que ¥;4(P2) = ¥ (P2). Além disso, o
Teorema 3.1 estabelece que ;4(P,) = 3 se n é impar. Note que para o caso em que n = 3,
o grafo P; serd lid-colorido com a sequéncia de cores (123). Na Figura 3.2, apresentamos
uma lid-coloragdo para o caminho Py. Utilizamos a sequéncia de cores (12321)(2321)*
para colorir os vértices do caminho Py. Essa mesma sequéncia de cores (12321)(2321)*
pode ser empregada para colorir os vértices de qualquer caminho Py, 1, onde k é um

numero inteiro positivo.

1 2 3 2 1 2 3 2 1
() () (9 ) (9

Figura 3.2: Lid-coloragdo de Py.

Na Figura 3.3 apresentamos uma lid-coloracdo para o caminho P;;. Empregamos
a sequéncia de cores (1232)*(123) para colorir os vértices deste caminho. Essa mesma
sequéncia de cores (1232)*(123) pode ser utilizada para colorir os vértices de qualquer

caminho Py 3, onde k € um niimero inteiro positivo.

1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3
) () () ) (9 ¢

Figura 3.3: Lid-coloracdo de Py.

Por fim, conforme estabelecido no Teorema 3.1, temos que ¥;4(P,) = 4 se n é par
e diferente de 2. Na Figura 3.4, apresentamos uma lid-coloracao para colorir os vértices
de Pjo. Nesse caso, utilizamos a sequéncia de cores (1234)*(12) para colorir os vértices
do caminho Pjo. Essa mesma sequéncia de cores (1234)*(12) pode ser empregada para

colorir os vértices de qualquer caminho Py;7, onde k € um nimero inteiro positivo.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2
() O—(—® O—(9—®
Figura 3.4: Lid-coloragdo de Py.

Na Figura 3.5, apresentamos uma lid-coloragdo para os vértices do caminho Py».
Nesse caso, utilizamos a sequéncia de cores (1234)* para colorir os vértices do caminho
Py;. Observa-se que a coloragdo (1234)* pode ser aplicada aos vértices de qualquer

caminho Py, onde k € um nimero inteiro positivo.
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
i) @ O—(—®
Figura 3.5: Lid-coloracdo de P;.

A lid-coloracdo ndo € hereditdria, isto €, um subgrafo induzido de um grafo G
pode ter nimero lid-cromético maior que G. Por exemplo, na Figura 3.3 y4(P1) = 3
enquanto que na Figura 3.4 ¥;;,4(P1o) = 4. No que se refere ao grafo ciclo, Foucaud et
al. [17] propuseram uma lid-coloracdo para estes grafos. Esse resultado € apresentado no
Teorema 3.2.

Teorema 3.2 []7] Para um niimero inteiro positivo n, onde n > 4, temos:

3, sen=0 (mod4),
X1id(Co) =45, sen=5oun=1,

4, caso contrdrio.

Pelo Teorema 3.2, sabemos que yy;4(C,;) = 3 sempre que n =0 (mod 4). Na
Figura 3.6, apresentamos uma lid-colorac¢ao dos ciclos C4 e Cg. Para esses ciclos, utili-
zamos a sequéncia (1232)* para colorir os vértices de C,. Observe que, de modo geral,
essa mesma sequéncia pode ser empregada para qualquer ciclo C, tal que n =0 (mod 4).
Além disso, a coloragdo obtida é propria. Ademais, para quaisquer vértices adjacentes
vi,v; € V(C,), tem-se ¢(N|[v;]) # c(N[v,]). Portanto, a colora¢do apresentada é uma lid-

coloragdo. Consequentemente, ;i (Cs) = X1ia(Cs) = 3.

2 3 2

2
@ s

©-

(D) q O, @
1 2 1 2 3 2
(a) Lid-coloracdo de Cy. (b) Lid-coloragdo de Cs.

Figura 3.6: Grafo Cy e Cg com Alid <C4) = Xlid (Cg) =3.

De forma anéloga ao exemplo anterior, pelo Teorema 3.2, temos que ¥;;4(C,) = 4
paratodon=1,2,3 (mod 4), exceto quando n =15 ou n = 7. Na Figura 3.7, apresentamos
uma lid-coloragdo dos ciclos Cg e Co. Utilizamos a sequéncia (421232) para colorir
os vértices de Cg e a sequéncia (124341232) para colorir os vértices de Cy. De modo

geral, para ciclos pares Cp;, com k > 3, pode-se utilizar a sequéncia (42)(1232)*.
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Analogamente, para ciclos impares Cyy1, com k > 4, pode-se utilizar a sequéncia
(124341232)(42)(1232)*. Observe que, em ambos 0s casos, a coloragdo obtida é propria
e, para quaisquer vértices adjacentes v;,v; € V(C,), tem-se ¢(N[v]) # ¢(N[v,]). Portanto,
a coloragdo apresentada é uma lid-coloracdo. Consequentemente, %4 (Ce) = X1ia(Co) = 4.

2 1 2 2 4 3 4 1

D@ D@ ®
2

4 2 3 1 3 2
(a) Lid-coloragdo de Cg. (b) Lid-coloragdo de Cy.

Figura 3.7: Grafo Ce e Co com Yia(Cs) = X1ia(Co) = 4.

Por fim, conforme estabelecido pelo Teorema 3.2, temos que X;;4(C,,) = 4 quando
n =3 (mod 4). Na Figura 3.8, apresentamos uma lid-coloragdo para colorir os vértices
do grafo C, onde a sequéncia de cores (124341232)(42) ¢ utilizada. Da mesma forma

como feito anteriormente, podemos concluir que ;4 (Ci1) = 4.

> 4 3 4 1 2

D@ O>—@—@
2
Figura 3.8: Grafo Ci1 com X[,‘d(cll) =4.

E importante destacar que as coloragdes apresentadas tanto para os grafos

caminhos quanto para os grafos ciclos serdo posteriormente utilizadas.

3.3 Lid-coloraciao em grafos bipartidos

Esta secdo é dedicada aos grafos bipartidos. Apresentamos resultados existentes
sobre a lid-coloragdo em grafos bipartidos. No Lema 3.3, Esperet et al. [16] caracteriza-

ram grafos nos quais o nimero lid-cromético € limitado superiormente por 3.

Lema 3.3 [16] Se um grafo conexo G satisfaz ¥;iq(G) < 3, entdo G é um tridngulo ou
um grafo bipartido.

No Lema 3.4, os mesmos autores propdem uma lid-coloracdo para o caso em que

G € um grafo bipartido 3-lid-colorivel.
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Lema 3.4 [16] Seja G um grafo bipartido conexo com pelo menos trés vértices que
admite uma 3-lid-colorag¢do, com biparticdo (U,V), e seja ¢ uma 3-lid-colorag¢do de G
utilizando as cores 1,2,3. Entdo G possui um vértice u tal que ¢(N[u]) = {1,2,3} e, se
uecU, entdoc(U)={cu)}ec(V)={1,2,3}\{c(u)}.

Como corolério, os autores conseguiram uma descri¢do precisa de drvores com

3-lid-colorag@o. Isso pode ser observado no Corolario 3.5.

Corolario 3.5 [16] Uma drvore T com pelo menos 3 vértices é 3-lid-colorivel se, e

somente se, a distdncia entre cada duas folhas é par.

Esperet et al. [16] demonstraram no Teorema 3.6 que o produto Cartesiano de G

por H, onde G e H sdo grafos bipartidos, é 3-lid-colorivel.

Teorema 3.6 [16] Se G e H sdo grafos bipartidos sem vértices isolados, entdo GLIH é

3-lid-colorivel.

Como corolario do Teorema 3.6, eles concluiram que hipercubos e grades em
qualquer dimensao sdo 3-lid-coloriveis. A seguir, apresentamos resultados de grafos bi-
partidos que nao podem ser 3-lid-coloriveis. No Teorema 3.7, Esperet et al. [16] mostram
que o nimero lid-cromatico de qualquer grafo bipartido G € limitado superiormente por
4.

Teorema 3.7 [16] Se G é um grafo bipartido, entdo ¥4(G) < 4.

Prova. Podemos assumir que G é um grafo conexo com pelo menos cinco vértices.
Entdo existe um vértice u de G que ndo € adjacente a um vértice de grau um. Para
qualquer vértice v de G, definimos ¢(v) como o elemento de {0,1,2,3} congruente com
d(u,v) médulo 4. Afirmamos que ¢ é uma lid-coloragdo de G. Como G ¢ bipartido, ¢ é
claramente uma coloracio propria. Sejam v,w dois vértices adjacentes em G. Podemos
supor que eles estdo a uma distancia k > 0 e k+ 1 de u, respectivamente. Se k = 0,
entdo v = u e w tem um vizinho a uma distancia dois de u, entdo c¢(N[v]) = {0,1} e
c(N[w]) ={0,1,2}.Se k > 1, entdo (k—1) mod 4 estd em c¢(N[v]) mas ndo em c¢(N|[w]),
entdo c(N[v]) # c(N[w]). O

Para ilustrar a constru¢@o descrita na prova do Teorema 3.7, considere o grafo
bipartido G representado na Figura 3.9. Sejam X = {xj,xz,x3} ¢ ¥ = {y1,y2,y3,y4} as
duas partes da biparticdo. Escolhemos u = x| e definimos ¢(v) = d(u,v) (mod 4). Nesse
caso, obtemos c(x1) =0, c(y1) = c(y2) =1, c(x2) = c(x3) =2 e c(y3) = c(ys4) = 3.
Além disso, pode-se verificar que, para quaisquer vértices adjacentes v e w de G, temos

c(N[v]) # ¢(N[w]), de modo que ¢ é uma lid-coloragdo de G.
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1 1 3 3

Figura 3.9: Uma lid-coloracdo de um grafo bipartido G obtida
pela fungdo c¢(v) = d(u,v) (mod 4), utilizando quatro
cores.

Um de nossos objetivos neste trabalho € estudar a complexidade computacional
dos problemas abordados ao longo do texto. Antes de introduzirmos o problema da ¢-lid-
coloragdo, recordamos o classico problema da /-coloracdo em grafos, que consiste em
decidir se € possivel colorir os vértices de um grafo utilizando no méximo ¢ cores, de
modo que vértices adjacentes recebam cores distintas. Esse problema pode ser formulado

como o seguinte problema de decisao.

/-COLORACAO

Instancia: Um grafo G e um inteiro positivo .

Questao: O grafo G admite uma ¢-colorag@o propria, isto é, existe uma func¢io
c:V(G) = {1,2,...,0} tal que, para quaisquer vértices adjacentes u,v € V(G),
vale c(u) # c(v)?

Uma varia¢do natural desse problema é a /¢-lid-coloracdo, na qual, além de
exigir que a coloracdo seja propria, impoe-se também uma condi¢do adicional sobre os
conjuntos de cores nas vizinhangas fechadas de vértices adjacentes. Mais precisamente,

temos o seguinte problema de decisao.

{-LID-COLORACAO

Instancia: Um grafo G e um inteiro positivo .

Questao: O grafo G admite uma ¢-lid-coloragdo, isto é, existe uma coloragio
propria ¢ : V(G) — {1,2,...,£} tal que, para quaisquer vértices adjacentes
u,v € V(G) com N[u] # N[v], vale c¢(N[u]) # c¢(N[v])?

Esperet et al. [16] demonstraram no Teorema 3.8 que decidir se um grafo

bipartido € 3-lid-colorivel € um problema NP-completo.
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Teorema 3.8 [16] Para qualquer inteiro fixo g, decidir se um grafo bipartido com cintura

pelo menos g e grau mdximo 3 é 3-lid-colorivel é um problema NP-completo.

Os autores apresentam uma reducdo polinomial a partir do problema de 2-
coloracdo de hipergrafos 3-uniformes, que € conhecido por ser NP-completo. Mais
precisamente, eles mostram que decidir se um grafo bipartido admite uma 3-lid-coloragcdo
€ NP-completo ao transformar uma instancia de um hipergrafo 3-uniforme em um grafo
bipartido com grau maximo 3 e cintura arbitrariamente grande, preservando a existéncia
de uma coloracao valida.

Uma implica¢do imediata do Teorema 3.8 € que € possivel verificar em tempo
polinomial se um grafo planar G com grau méaximo trés é 3-lid-colorivel.

Uma vez que a lid-coloragdo é NP-completa em grafos bipartidos, Bhyravarapu,
Kumari e Reddy [8] demonstraram no Teorema 3.9 que o numero lid-cromatico, quando

restrito aos grafos bipartidos biconvexos, pode ser calculado em tempo polinomial.

Teorema 3.9 [8] Se G = (X UY,E) é um grafo bipartido biconvexo conexo com pelo

menos trés vértices, entdo:

4, seZNX#0 e ZNY #0,
X1id(G) =

3, caso contrdrio ,
onde Z={x € XUY | dg(u) =1}.

Foi provado por Burstein [10] e Penaud [36] que todo hipergrafo planar no
qual todas as hiperarestas t€ém tamanho pelo menos trés é 2-colorivel. Thomassen [39]
demonstrou que, para qualquer k > 4, qualquer hipergrafo k-regular k-uniforme € 2-

colorivel. Como consequéncia, Esperet et al. [16] obtiveram os dois resultados seguintes.

Teorema 3.10 (/6] Seja G um grafo planar bipartido com biparticdo {U,V} tal que
todos os vértices em U ou todos os vértices em V tenham grau pelo menos trés. Entdo G

é 3-lid-colorivel.

Teorema 3.11 [16] Para k > 4, um grafo k-regular é 3-lid-colorivel se, e somente se, for
bipartido.

Uma vez que grafos bipartidos possuem nidmero lid-cromatico limitado, surge
naturalmente a questdo de saber se X;;; € limitado superiormente por uma funcio do
nimero cromadtico usual. No entanto, Esperet et al. [16] mostraram que isso ndo € verdade.
Para ilustrar esse fato, os autores consideraram o grafo G obtido a partir de uma clique
com n vértices pela subdivisdo de cada aresta exatamente duas vezes. Nesse caso, temos

X1id(G) = n, pois dois vértices da clique inicial ndo podem receber a mesma cor no grafo
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subdividido, enquanto G € 3-colorivel. Esse exemplo também mostra que, se as arestas de
um grafo G sdo particionadas em dois conjuntos Ej € E, e os subgrafos de G induzidos
por E| e E; possuem nimero lid-cromético limitado, entdo ¥;;4(G) ndo é necessariamente
limitado.

Nesse contexto, Esperet et al. [16] propuseram uma conjectura que relaciona
X1ia © X para grafos cordais. Na proxima secdo, estudamos a lid-coloracdo em poténcia de

caminho, que constituem um exemplo de grafos cordais.

3.4 Lid-coloracao em poténcia de caminho

Sobre grafos cordais, Esperet et al. [16] conjecturaram que todo grafo cordal G
possui X < 2x(G). A seguir, apresentamos alguns exemplos que satisfazem esse limite,

juntamente com alguns desses resultados.
Teorema 3.12 [16] Se G € uma k-drvore, entdo ¥;iq(G) < 2k + 2.

Prova. Considere que as cores sao nimeros inteiros médulo 2k 4+ 2. Em particular, isso
implica que a funcao de inteiros x — x+k+ 1 € uma involucio, ou seja, € uma funcao que
¢ igual a sua inversa. Sejam vy,Vv, ..., v, os n vértices de G ordenados conforme definido
acima.

Construimos a seguinte coloragdo ¢ de G de forma iterativa para 1 <i < n. Se
i <k+ 1, entdo definimos c¢(v;) = i. Suponha que i > k + 2. Por defini¢do, para todo
k+1 <i<n,o grafo G; induzido por {v; | j <i} é uma k-arvore. Seja C a vizinhanga de
vi em G;. Como G;_1 é uma k-drvore, a clique C estd contida em uma (k + 1)-clique C’ de
Gi—1.Sejav; = C’\ C. Definimos c¢(v;) = ¢(vj) +k+ 1 (pode haver vérias opgdes para C’
e, portanto, para j).

Resta provar agora que ¢ € uma lid-coloracdo. Ao longo do procedimento, as
duas propriedades a seguir permanecem trivialmente satisfeitas: (1) ¢ € uma coloragdo
prépria de G, e (ii) nenhum vértice colorivel com i tem um vizinho colorivel i +k + 1.

Considere uma aresta v;v; de G onde N[v;] # N[v;|. Podemos assumir, sem perda
de generalidade, que existem vizinhos de v; que ndo sdo adjacentes a v;. Se i e j sdo
ambos menores ou iguais a k+ 1, considere o indice minimo [ tal que v; seja um vizinho
de v; que ndo € adjacente a v;. Pela defini¢do de ¢ e pela minimalidade de /, temos
c(vj)=clv)+k+1.

Caso contrério, assumimos que j >ie j > k+ 1. Seja C a vizinhanga de v; em
G|. Pela definigdo de c, existe uma (k+ 1)-clique C' em G;_; que contém C e tal que
c(vj) =c(vi)+k+1,onde C"\C = {v}.
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Em ambos os casos, temos c(v;) € c¢(N[v;]) enquanto c(v;) ¢ ¢(N[v,]) devido a

Propriedade (i1). Portanto, ¢ € uma lid-coloracdo de G. 0J

A seguir, aplicamos a colorag¢do ¢ construida no Teorema 3.12 para colorir o
grafo 3-arvore. Sabemos que para i < k+ 1, temos i < 4. Portanto, temos c(v;) = 1,
c(v2) =2, ¢(v3) =3 e c(vq) = 4. Observe a Figura 3.10.

Figura 3.10: Cores em que c(v;) = i na 3-drvore.

Resta colorir os vértices em que i > k+ 2, ou seja, i > 5. Portanto, precisamos
colorir os vértices vs, vg € V7.

Para colorir o vértice vs, consideramos C = {v,,v3,v4} como a vizinhanga de vs
em Gs, e C' = {v,v2,v3,v4} como a 4-clique em Gy. Seja {v;} =C"\ C = {v }. Portanto,
acordevséc(vs)=c(vi)+3+1=14+3+1=5.

Da mesma forma, para colorir o vértice v, consideramos C = {v3,v4,vs} como
a vizinhanga de ve em Gg, e C' = {v2,v3,v4,vs} como a 4-clique em Gs. Seja {v;} =
C'\ C = {v,}. Portanto, a cor de vg é c(vg) =c(v2) +3+1=2+3+1=06.

Finalmente, para colorir o vértice v7, consideramos C = {v4,vs,v¢} como a
vizinhanga de v7 em G7, e C' = {v3,v4,v5,v6} como a 4-clique em Gg. Seja {v;} =
C'\ C = {v3}. Portanto, acorde v7 é ¢c(v7) = c(v3)+3+1=3+3+1=7.

Na Figura 3.11, apresentamos a coloracdo ¢ da 3-arvore. Observe que o nimero

lid-cromético da 3-arvore é menor que oito, satisfazendo o resultado anterior.

Figura 3.11: Lid-coloracdo da 3-drvore.

A seguir, aplicamos a coloragdo ¢ construida no Teorema 3.12 para colorir uma 3-
arvore com 10 vértices. Como k = 3, temos 2k +2 = §; portanto, as cores sao consideradas
mdédulo 8. Inicialmente, para i < k+ 1 = 4, definimos ¢(vy) = 1,¢(v2) = 2,¢(v3) =3 ¢
¢(v4) = 4. Observe a Figura 3.12.
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Resta colorir os vértices vs,vg,...,vi0. Em cada passo, consideramos a vizi-
nhanca C do novo vértice no grafo ja construido e uma 4-clique C’ que contém C. O tnico
vértice de C'\ C determina a cor do novo vértice pela regra ¢(v;) = c(vj) +k+1=c(v;) +
4 (mod 8). Para vs, temos C = {v2,v3,va} e C' = {v1,v2,v3,v4}. Logo, C'\C = {v; } e,
portanto, c(vs) =c(v)) +4=1+4=5.

Para vg, temos C = {v3,v4,vs} e C' = {v2,v3,v4,v5}. Logo, C'\ C = {1}
e, portanto, c(vg) = c(v2) +4 = 2+4 = 6. Para vy, temos C = {v4,vs,v6} € C' =
{v3,v4,vs,v6}. Logo, C'\ C = {v3} e, portanto, ¢(v7) = c(v3) +4 =3 +4 = 7. Para vg,
temos C = {vs,vg,v7} € C' = {v4,vs,v6,v7}. Logo, C"\ C = {v4} e, portanto, c(vg) =
c(v4) +4 =4+4=38.Paravg, temos C = {vg,v7,vg} € C' = {vs,vg,v7,v8}. Logo, C'\C =
{vs} e, como as cores sdo tomadas médulo 8, segue que c¢(v9) =c(vs)+4=5+4=9=1
(mod 8). Assim, escrevemos c(vg) = 1. Por fim, para vjg, temos C = {v7,vg,v9} ¢
C' ={ve,v7,v8,v9}. Logo, C'\ C = {vg } e, como as cores sdo tomadas médulo 8, obtemos
c(vig) =c(vg) +4=6+4=10=2 (mod 8). Assim, escrevemos c(vjg) = 2. Na Figura

3.13 apresentamos um exemplo de uma 3-arvore com uma 8-lid-coloragao.

Figura 3.13: Lid-coloragdo da 3-drvore.

Se G € uma k-drvore com pelo menos k + 1 vértices, entdo x(G) = k+ 1 [12].
Pelo Teorema 3.12, temos ¥;;4(G) < 2k+ 2. Assim, ¥;4(G) < 2x(G), o que implica que
k-arvores satisfazem a conjectura proposta por Esperet et al. [16].

Uma poténcia de caminho é um grafo PX onde V(PX) = {v{,v2,...,v,} € existe

uma aresta v;v j se, e somente se,

i— j| <k, 1 <i, j<n. NaFigura 3.14, apresentamos
uma poténcia de caminho P5.

Ve

Figura 3.14: Grafo poténcia de caminho P73 .
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O grafo P¥ é uma k-drvore, onde sua construcdo ocorre a partir de uma clique
formada pelos vértices vy, ..., v+ adicionando, a cada passo k+2 < i < n, um vértice v;
adjacente a v;_g,...,v;—1. Observa-se que, se todo grafo P,’f € uma k-arvore, entdo, a partir

do Teorema 3.12, pode-se chegar no seguinte resultado.
Corolario 3.13 [16] Se G é uma poténcia de caminho P¥, entdo ¥4(G) < 2k + 2.

A i1gualdade foi apresentada no Corolério 3.13 por Esperet et. al [16] para o caso
em que n = 2k + 2. No Lema 3.14, mostramos que s@o necessdrias 2k + 1 cores para
colorir os 2k + 1 primeiros vértices de P,’l‘ . Por simetria, a mesma quantidade de 2k + 1

cores é necesséria também para os tltimos vértices de PX.

Lema 3.14 [28] Se G é uma poténcia de caminho P,’f comk>1en>2k+1, entdo
lc(vis- o vapr)| =2k + 1.

Prova. Seja ¢ uma lid-coloracio de P¥. Sem perda de generalidade, vamos assumir que
c(v;) = iparacada 1 <i<k+ 1. Observamos que para qualquer 1 <i <k, a diferenga si-
métrica N[v;]AN[vi+1] = {Vitk+1}- Além disso, N[v;] = {v1,...,vik}, € portanto c(N[v;])
contém as cores de 1 até k + 1. Consequentemente, temos que c¢(v;) > k+ 1 sempre que
k42 <i<2k+1.Portanto, |c(vi,...,vs1)| = 2k+ 1. O

A partir do Teorema 3.12 e do Lema 3.14, temos os seguintes limites para
Xiia (Py)-

Corolario 3.15 [28] Se G ¢ uma poténcia de caminho P,’l< comk>1en>2k+1, entdo
2k+1< Xlid(G) <2k-+2.

Apresentamos valores para n tal que X4 (P,’f) = 2k + 1 no Teorema 3.16 e para
Yzia(PX) = 2k + 2 no Teorema 3.17.

Teorema 3.16 [28] Parak > 1,n>2k+1,en=k (mod k+ 1), temos ¥;;q(P*) = 2k + 1.

Prova. Pelo Coroléario 3.15, temos (iq (P,’f) > 2k + 1. Agora precisamos mostrar que
X1id (P¥) < 2k 4 1. Construimos uma lid-coloracio ¢ com essa cardinalidade: ¢(v;) = k+ 1
sei =0 (mod 2k+2),ec(v;) =i (mod 2k +2), caso contrario.

E facil ver que ¢ é uma coloragio prépria de P¥. Para mostrar que para cada par
de vértices adjacentes v; e v}, c(N[v]) # ¢(N[v;]), apresentamos o conjunto c¢(N[v;]) para
todo1 <i<n.Sel <i<k—1,temos c(N[v]) = [k+i]. Se k <i<n—k+1, temos os

conjuntos a seguir:
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2k+1], se c(vi) =k+1,
c(Nvi]) =< 2k+ 1]\ {j— 1}, sec(v)) =k+j,2<j<k+1,
Rk+1\{j+k+1}, sec(vi)=j,1<j<k.

Paran—k+1 <i<n, temos os conjuntos a seguir:

k+1]U[c(vi) +k+2,2k+ 1], sec(v;i) <k,

c(N Vi|l) =
W) [c(vi) —k,2k+1], se c(v;) > k.

Uma vez que existem conjuntos distintos de cores para vértices com cores

diferentes, ¢ € uma lid-coloracao. O

Aplicamos a coloracdo ¢ obtida no resultado anterior ao grafo P131- Utilizando
a relacdo c(v;) =i (mod 2k +2), obtemos a colora¢@o c(vy) = 1, ¢(v2) =2, ¢(v3) =3,
c(va) =4,c(vs)=5,c(ve) =6,c(v7) =7,c(v9) =1, c(vio) =2 e c(vi1) = 3. Sabemos que
c(vi)=k+1sei=0 (mod 2k+2), logo, c¢(vg) = 4. A coloragdo resultante estd ilustrada
na Figura 3.15. Portanto, xl,-d(Pfl) =2-3+1=17.

Figura 3.15: Lid-coloragdo de P,

Teorema 3.17 [28] Para k> 1 e 2k+2 < n < 3k+ 1, temos que yq(P) = 2k +2.

Prova. Do Corolario 3.15, temos xud(P,lf) < 2k + 2. Agora, mostramos que
Xsia(PY) > 2k 4+ 2. Suponha por contradi¢io que yiq(P¥) = 2k + 1, pelo Lema
3.14, |c(vi,...,vak41)| = 2k + 1. De forma simétrica, |c(vy_o,...,vn)| = 2k + 1.
Portanto, ¢(N[vk+1]) = c¢(N[va—k]) = [2k + 1]. Uma vez que n < 3k + 1, temos
n—k—(k+1)<3k+1—k—(k+1) <k, o que implica que v¢| e v,_; sdo adja-

centes, o que contradiz a lid-coloragdo. Assim, concluimos que ¥y (PY) > 2k +2. O

A seguir, aplicamos a coloracdo ¢ estabelecida no Teorema 3.12 ao grafo Pg’ .
Como i é limitado por k+ 1, que é igual a 4 no nosso caso, temos que ¢(v;) =1, ¢(v2) =2,
c(vz)=3ec(vq) =4.

Resta agora a coloracdo dos vértices com i > k+ 2, ou seja, i > 5. Assim, pre-
cisamos atribuir cores aos vértices vs, vg, V7 € vg. Para colorir o vértice vs5, consideramos
C = {v2,v3,v4} como a vizinhanga de vs em Gs, e C' = {v{,v2,v3,v4} como a 4-clique em
Gs.Seja{v;} =C'\C={v}. Assim,acorde vs é c(vs) =c(vi)+3+1=1+4+3+1=5.



3.4 Lid-coloracdo em poténcia de caminho 46

Seguindo a mesma abordagem, para colorir o vértice vg, analisamos C =
{v3,v4,vs} como a vizinhanga de v em Gg € C' = {v2,v3,v4,v5} como a 4-clique em Gs.
Tomando {v;} = C'\ C = {v,}, atribuimos a cor c(v¢) = c(v2) +3+1=243+1=6.
J4 para colorir o vértice v7, observamos C = {v4,Vvs,vg} como a vizinhanga de v; em G7
e C' = {v3,v4,v5,v6} como a 4-clique em Gg. Seja {v;} = C'\ C = {v3}. Logo, a cor de
viéc(vi)=c(v3)+3+1=34+3+1=717.

Agora, passamos a coloragdo do vértice vg, considerando C = {vs,ve,v7} como
a vizinhanga de vg em Gg, e C' = {v4,vs,V6,v7} como a 4-clique em G7. Seja {v;} =
C'\C ={v4}. Assim, acorde vg é ¢(v3) = c(v4) +3+ 1 =443+ 1= 8. Na Figura 3.16,
apresentamos a coloragdo c resultante. Portanto, y4(P;) =2-3+2 = 8.

Figura 3.16: Lid-coloragdo de P;.

Para fecharmos a classe de poténcia de caminho, resta-nos demonstrar a Conjec-

tura 1.

Conjectura 1 /28] Parak > 1,n>3k+3,en=0,1,...,k—1 (mod k+ 1), y5ia(P") =
2k +2.

Note que podemos representar P, como P!, ou seja, o grafo P, é uma poténcia de
caminho com k = 1. Dessa forma, podemos aplicar os resultados anteriormente obtidos
para encontrar uma lid-coloragdo de P,. A seguir, apresentamos as lid-coloragdes minimas
para Py, Ps, Pg (caso em que n € par) e Ps, P; (quando n € impar).

Pelos Teoremas 3.1 e 3.17, temos que i (Ps) = 4. Portanto, c(vy) = 1, ¢(v2) =2,

c(v3) =3 e c(v4) =4, como mostrado na Figura 3.17.

1 2 3 4

Figura 3.17: Lid-coloragdo de Px.

Pelo Teorema 3.1, temos que ¥;;4(P,) =4 para n par e n > 2. Assim, por simetria,
podemos repetir a mesma sequéncia de cores para colorir qualquer P, nessas condigdes.

Esse fato pode ser observado na Figura 3.18.
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1 2 3 4 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4
(a) Lid-coloracdo de Ps. (b) Lid-coloragdo de Pg.

Figura 3.18: Lid-coloracdo de P, para valores pares de n.

Pelos Teoremas 3.1 e 3.16 , temos que Xjig(P,) = 3, se n é impar. Uma lid-
colorag@o ¢ pode ser construida tomando ¢(v;) =k+1sei=0 (mod 2k+2) e c(v;) =i
(mod 2k +2) caso contrario. A seguir, aplicamos a lid-colorac@o ¢ para colorir os grafos
Ps e Py. Para colorir o grafo Ps, temos c(vi) = 1,¢(v2) =2,¢(v3) =3,c(va) =2ec(vs) = 1.
Para colorir P7, temos c(vi) = 1,c(v2) = 2,¢(v3z) = 3,¢(v4) = 2,¢(vs) = 1,c(vg) =2 €

c(v7) = 3, conforme apresentado na Figura 3.19.

1 2 3 2 1 1 2 3 2 1 2 3
(a) Lid-coloracdo de Ps. (b) Lid-coloragao de P;.

Figura 3.19: Lid-coloracdo de P, para valores impares de n.



CAPiTULO 4

Coloracao de identificacao local em grafos split

Neste capitulo, investigamos a lid-coloragdao em grafos split e em subclasses de
particular interesse, com €nfase tanto em aspectos estruturais quanto computacionais.
Inicialmente, na Secdo 4.1, estudamos o problema em grafos split gerais. Nessa secdo,
apresentamos limites bdsicos para o nimero lid-cromético e provamos que o problema
de decidir se um grafo split admite uma lid-coloragcdo com no maximo p cores é NP-
completo. Na Secdo 4.2, apresentamos uma lid-coloracdo para o grafo split completo.
Na Secao 4.3, estudamos os grafos split-corona, isto é, grafos da forma K, ® K,,. Nessa
parte, determinamos valores exatos para o nimero lid-cromdtico em casos especificos,
como K, ® K| e K,, ® K3, além de estabelecermos o valor exato de ;s (K;n © K;;) quando
n > log, m e limites gerais para os demais casos. Na Sec¢do 4.4, estudamos a lid-coloragado
em grafos split-comparabilidade. Explorando a decomposicao estrutural dessa classe,
estabelecemos lemas sobre classes de gémeos falsos e sobre a preservacdo do nimero lid-
cromético sob remogao desses vértices. Em seguida, obtemos valores exatos de %;;4(G)
sob restri¢cdes estruturais especificas, particularmente no caso em que S; = 0, distinguindo
as situacdes em que K; € vazio ou ndo. Também analisamos o efeito da remocao de gémeos
verdadeiros na clique K, mostrando que, sob hipéteses adequadas, essa operacdo reduz o
numero lid-cromdtico em uma unidade. Por fim, na Secdo 4.5, reunimos os principais

resultados obtidos neste capitulo.

4.1 Complexidade da lid-coloracao em grafos split

Nesta secdo, investigamos a complexidade computacional de determinar o nu-
mero lid-cromdtico de grafos split. Pela Proposicao 4.1 e pelo Teorema 4.2, o nimero
lid-cromatico de um grafo split G satisfaz os limites |K|+ 1 < %;,4(G) < 2|K|— 1. Uma
observacao fundamental € que a coloragao do conjunto independente S C G desempenha
um papel central na obten¢do do nimero lid-cromatico de um grafo split. O grafo split é

um grafo cordal, onde o tamanho méximo da clique e seu nimero cromdtico sdo iguais.
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Proposicao 4.1 Seja G = (KUS, E) um grafo split conexo com S # 0. Entdo, %;;4(G) >
K|+ 1.

Prova. Se |K| =1, como S # 0 e G é conexo, o resultado segue diretamente. Assim,
assuma |K| > 2. Suponha, por contradi¢do, que ¥;;s(G) = |K|. Primeiro, considere
que existam dois vértices em K, digamos v; € v;, que ndo sdo gémeos verdadeiros.
Entdo, pelo menos um desses dois vértices possui algum vizinho em S. No entanto,
¢(N[vi]) = ¢(N|v]) = [k], o que leva a uma contradi¢do. Agora, considere que todos os
vértices de K sejam mutuamente gémeos verdadeiros. Nesse caso, como G € conexo, todo
vértice de S é adjacente a cada vértice em K. Para a € S, segue que c¢(a) € K, e, portanto,

¢ ndo € uma coloragdo propria. 0

Teorema 4.2 [16] Seja G = (KUS,E) um grafo split. Se ®(G) > 3 ou se G for uma
estrela, entdo ¥;q(G) < 20— 1.

Relembramos como p-LID-COLORACAO o problema de decisdo que, dado um
grafo G e um inteiro positivo p, consiste em determinar se );;,4(G) < p. Até onde sabemos,
a complexidade de p-LID-COLORACAO para grafos cordais permanece em aberto. No
Teorema 4.3, provamos um resultado mais forte: p-LID-COLORACAO para grafos split é

NP-completo.
Teorema 4.3 O problema p-LID-COLORACAO é NP-completo em grafos split.

Prova. A pertinéncia a NP ja foi estabelecida em [16]. Para demonstrar a dificul-
dade, realizamos uma redugdo a partir do problema 3-COLORACAO. Dado um grafo
G=(V,E), comV ={vy,...,v,} e E ={ey,...,en}, uma instdncia do problema 3-
COLORACAO, construimos um grafo split H = (V(H),E(H)) pelos seguintes passos.
Seja L = (V(L),E(L)) o grafo de Levi (ou grafo bipartido de incidéncia) de G, obtido
por V(L) =V UE e vje; € E(L) se, e somente se, v; € e, para i € [n], j € [m]. O grafo H
¢ obtido a partir de L pela adi¢do dos seguintes conjuntos de vértices, para todo j € [m] e
Ce 3]

{eo}, Xo={x;}, Yo= {6} 91 = {j}, X = {xi}, v = ()

Além disso, para todo subconjunto de 2 elementos {a,b} C [m] e todo subcon-
junto de 3 elementos {a,b,c} C [m], adicionamos a V(H) os conjuntos de vértices que

denominamos gadgets de combinagdo:

%= syt Yy = Wiapy L€ B 5= Dapa )t
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Para os elementos em E(H ), além das arestas em E (L), definimos a split parti¢ao
do grafo H como um clique K (adicionamos as arestas de forma correspondente) e um

conjunto independente S, dados por:

K ={eg} UEU (Uzem %) U <Uje[m]u{0} YJ’) U (U{a,b}g[m],a#b 9/{0717}) ;

S=Vu (Uje[m]U{O}Xj> '

Para as adjacéncias restantes, adicionamos a E(H) os seguintes conjuntos de
arestas, para todo j € [m], £ € [3], subconjunto de 2 elementos {a,b} C [m] e subconjunto

de 3-elementos {a,b,c} C [m]:

* {ejxj,xjyj}s

o {¥iyo. Xyl xpyt)

* {XaY{ap} XY {ap) >

. ‘ ¢ 0
(Y by 203 apy ¥ 0y b

* {xay{a,b,c} »XbY{a,b,cysXcY{ab,c} } .

Um esbogo do grafo split construido € apresentado na Figura 4.1. Os retangulos
agrupam os vértices que pertencem a clique K. As arestas duplas representam todas as
possiveis arestas entre dois conjuntos de vértices em uma elipse. Vértices e arestas em

cinza ilustram conexdes entre os gadgets de combinagdo.

\% Xo X1 X2 X
%VQV\&lxﬁx\ 1.2.3 1.2.3 1.,2.3
-t ) X.l/’{l ST SR R RN TR TR
S
\
Z\\\\
|0 ¢ & ¢ ¢ 6 & & O/\\(q [ b)\\( [ 4)*(» q)l
ey e1€2 €e; YIY2 Ym vyly2y3 142,43 1.2.3 1,2.,3
. A ) Mp_yﬁ) JIViVi ¥2Y2Y2 YmYmYm
E N Y Y; )4 Y.
Xa Xp Xa Xp x% Xa Xp x% Xa Xp x? Xa Xp X¢
] i — w— v R e
Y{ab 1 2 3 Y{ab
et avy Vany  Viaby Nt
2 %a,b} L

Figura 4.1: Construcdo para o Teorema 4.3.
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Primeiro, fazemos algumas observacdes sobre a construcao. Pela defini¢ao dos

conjuntos que compdem a clique K, temos

K| = Heo} + 1E1+ | (Urers) 92) 1+ (Usemutor ¥5) 1+ (Ugabyclmars Viany ) |

=1+m+ (m+(5)+ (%)) +(Bm+3)+3(%)
_ 244+18m+12m* 4m(m—1)(m—2)
- 6

_ M H9m?+20m+24
= Ot 2Om s

A partir de agora, pela construgdo p = |K|+ m+ 3. Portanto,

m3 4+ 9m? +20m + 24 m3 +9m? 4+ 26m + 42
p= 6 +m+3 = 6 .

Assim, |[K| = O(m?) e p = O(m?). E ficil verificar que H é um grafo split, pois
sua constru¢do fornece uma particio V(H) = KU S, em que K induz uma clique e S
induz um conjunto independente. Além disso, como K induz uma clique, a adi¢do das
arestas entre todos os pares de vértices de K exige (|12( ‘) = O(|K|?) = O(m®) operagées.
As demais arestas da constru¢cdo envolvem conjuntos de tamanho polinomial em m e,
portanto, também podem ser adicionadas em tempo polinomial limitado por O(m®).
Consequentemente, H pode ser construido em tempo 0(m6).

Mostramos que G possui uma 3-coloragao se, e somente se, H possui uma p-lid-
coloragdo.

Pela construcéo, K é uma clique méaxima de H, logo ;s (H) > x(H) > |K|. Além

disso, sabemos que p — = m+ 3. Primeiro, suponha que G possui uma 3-colorag¢do

cc:V(G) —{1,2,3}. Definimos uma p-lid-coloragdo ¢ : V(H) — [p] dada por:

* ¢(vi) = cg(v), paratodo i € [n];

(vi)

* c(xj) = j+3, paratodo j € [m];

. C()CZ) ¢, para todo j € [m], £ € [3];
(K)

J
e ¢(K)y={m+4,...,p}.

Para mostrar que ¢ é uma p-lid-coloracao de H, observamos primeiro que, para
quaisquer vértices u € V(K) e w € V(S), tem-se |c¢(N[u])| > |c¢(N[w])|. Para u,w € V(K),
podemos verificar que ¢(N[u]) # c¢(N[w]), considerando os seguintes conjuntos de cores,
para todo j € [m], ¢ € [3], subconjunto de 2 elementos {a,b} C [m] e subconjunto de
3-elementos {a,b,c} C [m]:

* ¢(Nuleo]) = c(K);
* ¢(Nulej]) = c(K)Uc({xj,vi,vs}), onde ej = {vi,vs} € E(G);
* ¢(Nulyj]) = c(K) Uc(x;);
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*C

(Nulyg)) = c(K) Uc(x]);
(Nulyi]) = c(K) Uc({x},x;});
* ¢(Nuly{ap
(
(

°
o

1) = c(K) Uc({xa,%}):
NitV, ) = €(K) Ue({xa,xp, )
Nt (aet]) = e(K) Ue({xa,xpuxc}).

]
)

*C

Para a reciproca, seja ¢ : V(H) — [p] uma p-lid-coloragdo de H. Como K ¢é
uma clique, podemos assumir que todos os vértices de K recebem cores distintas. Além
disso, dado que p — |K| = m+ 3, definimos o conjunto de cores disponiveis para S como
{1,...,m+ 3}. Primeiro, provamos algumas afirmacdes tteis. A Afirma¢do 1 mostra que
as cores dos vértices em X, j € [m]U{0}, sdo todas distintas e, em seguida, a Afirmagao 2
mostra que, se u ¢ um vértice em Xy, entdo todos os vértices em X; U ---U X, t€m cores

diferentes de c(u).
Afirmacdo 1 Seja X € {Xy,...,Xy}. Para todos u,v € X, tem-se c(u) # c(v).

Prova (da Afirmagdo 1). Considere primeiro X € {Xj,...,X,,}. Sejau=x;,v=x;y € X,
para algum par j, j € [m]. A constru¢do de H implica que Ny[y;| = KU {x;} bem como

Nylyj] = KU{xj }. Como ¢ é uma lid-coloracdo de H, temos que c(Nu[y;]) # c(Nuly;]).
l
J /
par 4,0’ € [3]. A construgio fornece NH[yj] =KU {xj,xj} e NH[yj |=KU {xf ,xj}. Como
¢ é uma lid-coloragdo de H, temos que ¢(Ng [y*]g]) # ¢(Ng [y‘?]), o que implica c(u) # c¢(v).

o que implica c(u) # c(v). Agora considere X = Xp. Seja u = x',v = xﬁ-/ € X, para algum

Em seguida, mostramos que, se u € um vértice em X, entdo todos os vértices em

X1 U---UX,, possuem cores diferentes de c(u).
Afirmacio 2 Seja u € Xo. Para todo v € U jem X, tem-se c(u) # c(v).

Prova (da Afirmagdo 2). Sejau=x; € Xopev = xﬁ,, para alguns j,j € [m] e £ € [3].
Suponha, por contradi¢do, que ¢(u) = c¢(v) = a. Se j = j/, a constru¢do implica que
Nuly;] = KU {x;} C NH[yi.,] =KU {xj,xf}. Dado que ¢(x;) = c(xﬁ.,) = a, obtemos que
¢(Nulyj]) = e(K)U{a} = c(Nu[y';]), o que é uma contradigo.

Caso contrdrio, a construgdo implica que Ny[y;] = KU {x;} C Ny [yﬁ.,] =KU
{xj/,xﬁ,}. Assim, c¢(Nglyj]) = c¢(K)U{a} e ¢(Nu [yﬁ,]) = c(K)U{c(xj),a}. Do pardgrafo
anterior sabemos que c(x;) # c(xﬁ.,), seja c(xjy) = B, com B # a. Consequentemente,
c(Nu Lyﬁ,]) = c(K)U{a, B} = c(Nu[yg) 1)) (recorde que o combination gadget 95 contém
vértices yg para todo subconjunto de dois elementos de [m]). |

As Afirmagdes 1 e 2 implicam que as cores dos vértices em Xy U X; s@o todas
distintas. Assim, |c(XpUX))| = m+ 3. O mesmo vale para Xo UX>,...,Xo UX,,. Agora,

mostramos que uma cor de um vértice em K ndo aparece entre os vértices em S.
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Afirmagéio 3 Seja v € S. Entdo c(v) € [p]\ ¢(K).

Prova (da Afirmacdo 3). Suponha, por contradi¢do, que ¢(v) = o € ¢(K). Dividimos a
prova de acordo com a posi¢ao de v na particdo S = (X; U---UX,,) UXoUV.

Caso 1. v = x§- € X1 U---UX,, para algum j € [m], ¢ € [3]. Pela construgdo, temos
que NH[yﬁ-] = KU {xj,xﬁ} e Nuly;] = KU {x;}. Recorde que c(x?) = a € ¢(K). Entdo,
c¢(Nyg [yﬁ]) = c(Nglyj]) = ¢(K)U{c(x;)}, uma contradigo.

Caso 2. v =x; € Xo, para algum j € [m]. Sabemos que Ny|y;] = KU {x;} e Ny[eo] = K.
Portanto, ¢(Ny[y;]) = c¢(Nuleo]) = c¢(K) U{a} = ¢(K), uma contradigdo.

Caso 3. v =v; € V, para algum i € [n]. Considere i € [n] e j € [m] tais que e; =
vivy € E. Revisitando a construgdo, temos Nglej] = K U {v;,vy,x;}. Lembre-se tam-
bém de que ¢(vi) = a € ¢(K). Entdo, c(Nglej]) = c(K) U{a,c(vy),c(xj)} = c(K) U
{c(vir),c(xj)}. Ja sabemos pelo Caso (2) que c(x;) ¢ c(K). Assim, se c(vy) € ¢(K), entdo
c(Nulej]) = ¢(Nuly;]) = ¢(K)U{c(x;)}, uma contradi¢do. Caso contrdrio, ¢(Nu[e;]) =
c(K)U{c(vy),c(x;j)}. Recorde que c(vy),c(x;) € [p] \ c(K). Se c(vy) =c(x;) =B ¢ c(K),
entdo ¢(Ngle;|) = ¢(K)U{B} = c(Nguly;]), novamente uma contradi¢do. Agora, suponha
que c¢(vy) = B1 e c(xj) = B2, com By, B distintos em [p] \ c(K).

Recorde a definicdo do gadget de combinacdo 9)>. O conjunto 9> contém 0s
vértices yy, 1 para todo subconjunto de dois elementos {a,b} C [m], com adjacéncias
dadas por Nu[y(apy] = KU {x4,xp}. Recorde também que Ny [y?] =KU {xj,xﬁ}, para
todo j € [m],£ € [3]. Pelas Afirmacdes 1 e 2, temos que ¢(XoUX;) = [p] \ ¢(K). Assim,
a construgdo de E(H) implica que existe j' € [m] tal que c(xy) = Bi, o que implica
c(Nulej]) = e(K) U {B1,B2} = c(Nu [y, ;1)), ou c(x;) = B1, para algum £ € [3], o que
implica c(Nyle;]) = c(K)U{B1,B2} = c¢(Ny [yﬁ.,]), uma contradi¢do em ambos 0s casos.

|

Agora, mostramos que para um vértice u € X, todos os vértices em V possuem

cores diferentes de c(u).
Afirmacéo 4 Seja u € Xo. Para todov €V, c(u) # c(v).

Prova (da Afirmagdo 4). Suponha, por contradi¢do, que existau =x; € X ev=v;, €V,
para algum i € [n], j € [m], tal que ¢(x;) = c(v;) = 0. Seja j' € [m] tal que e s = v;vy, para
algum i’ € [n]. Recorde que Ny[e ] = KU {v;,vy,x}. Considere que c¢(vy) =B, c(x;) =7.
Sabemos pela Afirmagdo 3 que o, B,y € [p] \ ¢(K). A prova é dividida de acordo com o
fato de 3 ou y serem iguais a .

Caso 1. a = B = v. Nesse caso, temos que c(Ng[ej]) = ¢(K) U {a}. Como c(x;) = a,
obtemos que ¢(Nu[y;]) = ¢(K) U {a}, uma contradigdo.

Caso 2. 0. = B, a0 # v. Temos que c(Ny[ej]) = c(K)U{a,v}. Como c(x;) = ae c(xj) =7,
a defini¢do de 95 implica que ¢(Nu[y(; j3]) = ¢(K) U{a., Y}, uma contradigéo.
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Caso 3. o # B, = . Temos que ¢(Nylejy]) = c¢(K)U{a,B}. Se B € ¢(Xp), digamos
c(xjn) = B, entdo a defini¢do de 95 implica que c¢(Nyly;y my]) = ¢(K) U {a,B}, uma
contradicdo. Caso contrdrio, como as Afirmagdes 1 e 2 implicam que ¢(Xo UX;) =
[p] \ c(K), temos que B aparece em c(X), de modo que existe ¢ € [3] tal que c(Ny [yﬁ]) =
c(K)u{a, B}, uma contradigao.

Como c(xj) = o e c(x;) =, a defini¢do de 9> implica que c(Nuly(; i) =
c(K)U{a,v}, uma contradicdo.
Caso 4. o # B, # 7. Nesse caso final, recorde que ¢(Nyley]) = c(K) U {a,B,v}.
Temos que, se B € c¢(Xp), digamos c(x;») = B, entdo a definicdio de 93 implica que
c(Nulygj,y.jm)) = e¢(K)U{a,B,v}, uma contradi¢do. Caso contrdrio, seja B € c(X),
digamos c(x!) = B, para algum ¢ € [3]. A partir da defini¢do de 9{;.j;} obtemos que
¢(Ng [ygjyj,}]) = c(K)U{o,B,v}, uma contradigdo. |

Pela Afirmacdo 4, temos que as cores dos vértices em V sdo distintas das cores
dos vértices em Xy, entdo c(V) = [p] \ (c¢(K)Uc(Xo)) e |c(V)| = 3. Além disso, o Caso 3
da Afirmacio 4 garante que, para quaisquer u,v € V, se uv € E, entdo c(u) # ¢(v). Assim,
a aplicacdo cg : V(G) — [p] \ (¢(K)Uc(Xp)), definida por c¢G(v) = ¢(v) paratodo v € V,

fornece uma 3-coloragdo vélida de G, como desejado. O

Motivados por esse resultado de complexidade, determinamos o nimero lid-

cromdtico para certas subclasses de grafos splif nas proximas trés segoes.

4.2 Lid-coloraciao em grafos split completos

O grafo G € chamado de split completo se cada vértice da clique K for adjacente
a todos os vértices do conjunto independente S. No Teorema 4.4, apresentamos o nimero
lid-cromatico para grafos split completos com |S| > 2. Sempre que necessario, omitiremos

as arestas da clique e a representaremos por meio de um retangulo.

Teorema 4.4 [28] Seja G = (KU S,E) um grafo split completo. Se |S| > 2, entdo
X1id(G) = |K|+2.

Prova. Suponha que |K| =k e |S| = s, represente os vértices de K por v; com 1 <i<k
e os vértices de S por u; com 1 < j <'s. Agora, vamos construir uma coloragdo ¢ para o

grafo G da seguinte forma:

e para 1 <i<k,c(vi)=1;
e c(u)=k+2;
e parau; €S, c(uj) =k+1com j>2.
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Observe que ¢ é uma coloracdo propria de G. Como os vértices da clique
K sdo universais, entdo resta verificar as vizinhangas v;u;. Assim, temos c¢(N[v;]) =
[k + 2], enquanto ¢(Nui]) = [k]U{k+2} e ¢(N[u,]) = [k+ 1] para j > 2. Portanto,
c(N[vi]) # c¢(N[u;]), o que implica que ¢ é uma lid-colora¢do de G. Consequentemente,
Xiia(G) < [K[+2.

Como o grafo split completo possui uma clique de tamanho |K |+ 1, entdo temos
X1ia(G) > |K| + 1. Suponha que YX;;4(G) = |K|+ 1. Nesse caso, atribuimos a cor k + 1
ao vértice u; mantendo a propriedade de colora¢do prépria. No entanto, c(u;) = k+ 1
implica que ¢(N[v;]) = ¢(N[u;]), o que leva a uma contradi¢do. Portanto, concluimos que
X1id(G) > |K|+ 2. Assim, podemos afirmar que ¥;;4(G) = |K| + 2. O

Na Figura 4.2, aplicamos a coloracao ¢ conforme descrito no Teorema 4.4 para
um grafo split completo. Para 1 < i < k, temos c¢(v;) = i, resultando em c¢(v;) = 1,
c(v2) =2, c(v3) =3, c(va4) =4, c¢(vs) =5 e c(vg) = 6. Além disso, para j > 2, temos
c(uj) = k+1, o que implica c(u2) =7, c(uz) =7, c(us) =17, c(us) =7, c(us) =7, €
c(u1) = k+2 = 8. Portanto, ¥;,4(G) =| 6 | +2 = 8.

Figura 4.2: Lid-coloracdo do grafo split completo.

Note que os vértices da clique K¢ sdo gémeos verdadeiros, ou seja, N[u] = N[
implica ¢(Nu]) = ¢(N[v]) para todo u,v € K. Por outro lado, o conjunto independente
ndo possui vértices gémeos falsos, ou seja, N[u| # N[v| implica c¢(N[u]) # c¢(N[v]) para
todo u,v € S.

4.3 Lid-coloracdo de K,, O K,

Nesta se¢do, apresentamos resultados sobre o nimero lid-cromético de grafos
split-corona, isto €, grafos corona que também sdo split. Esses grafos sdo precisamente
aqueles da forma K, ®K,, com m,n > 1.

Determinamos o niimero lid-cromético de K,, ® K> e de K,, ® K,, paran > log, m,
e estabelecemos limites inferior e superior para o caso geral n < log, m. Ao longo desta

se¢do, assumimos V(G) = {vi,va,...,vu} e V(H) = {uj,u2,...,up}. Em GO H, os
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vértices da copia de G sdo denotados por {1),19,...,19}, e para cada i € [m], escrevemos
0

HY para a copia de H cujos vértices sdo adjacentes a v;.

Em K, ®K,,, com m > 2, 0 grafo K, é livre de gé€meos verdadeiros. Assim,
aplicamos um resultado de Oliveira et al. [28], que fornece um limite inferior para o
nimero de cores de uma lid-colorag¢do na vizinhanga fechada de uma clique sem gémeos

verdadeiros.

Proposicao 4.5 [28] Seja G um grafo contendo uma clique K sem vértices gémeos

verdadeiros, com |K| =m > 2. Se ¢ é uma lid-coloragdo de G, entdo
|[c(NIK])| = m+logym.

Prova. Seja G um grafo livre de gémeos verdadeiros contendo uma clique K de tamanho
m>2eK={vy,...,vu}. Suponha que c seja uma lid-coloragdo de G. Sem perda de
generalidade, suponha que c(v;) =i para i € [m]. Seja S = N[K]\ K. Como G é um grafo
livre de gémeos verdadeiros, afirmamos que |S| > log, m; caso contrdrio, 2181 <« K| e,
como cada N[v;| \ K é um subconjunto de S, isso implica que pelo menos dois vértices
de K sdo gémeos verdadeiros, contradizendo as hipéteses iniciais. Mostraremos que
lc(S) \ [m]| > log, m. Por contradigdo, suponha que |c(S) \ [m]| < log, m. Sabemos que
1P(c(S))| = 2¢O < 2llogam=1 < 1y _ 1. Como m — 1> 1, isso implica que existem dois
vértices, digamos u e v, em K tais que ¢(N[u]) = ¢(N[v]). Como u e v ndo sdo gémeos

verdadeiros, ¢ ndo é uma lid-coloragdo de G. Portanto, ¢(N[K]) > m+log, m. O

Observe que, como consequéncia da Proposicdo 4.5, temos o Corolario 4.6, o
qual estabelece um limite inferior para o nimero lid-cromadtico de grafos livres de vértices

gémeos verdadeiros.

Corolario 4.6 Seja G um grafo sem vértices gémeos verdadeiros e m = ®(G) > 2. Entdo,
Xiid(G) = m+log, m.

Antes de apresentarmos nossos resultados sobre ¥y;q (K ® K,,), mostramos con-

digdes suficientes para que uma coloragio ¢ em K,,, ® K,, seja de identificacdo local.

Lema 4.7 Sejamm>3,n>1, G=K, ®K,, X,Z CN com X disjunto de Z, e seja c uma
coloragdo prépria de G tal que c(V(Ky,)) = Z. Se, para todo i € [ml],

* Ay,..., Ay sdo subconjuntos distintos de X com |A;| < n;
. c(VE)) Nx =4,

entdo c é uma lid-coloracdo de G.
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Prova. Sejam X,Z C N como descrito, e seja ¢ uma coloracdo propria de G tal que
c¢(V(Ky)) = Z. Claramente, |Z| = m. Sejam x e y dois vértices adjacentes de G. Vamos
mostrar que ¢(N[x]) # c¢(N[y]). Se x € V(E,") e y € V(Ky), entdo |[c(N[x])| =2 e
|c(N[y])| > 3. Portanto, ¢(N[x]) # ¢(N[y]). Suponha que x = e y = v?- para i, j € [m].
Pela segunda condic@o, c(V(E(i))) NX =A;e c(V(Kn(j ))) NX =A;. Como, pela primeira
condigdo, A; # A, concluimos que ¢(N[x]) # ¢(N[y]). Portanto, ¢ € uma lid-coloragdo de
G. 0

No Lema 4.7, o uso dos conjuntos A; garante que quaisquer dois vértices de K,
em K,, ® K,, sejam identificados por c. Por exemplo, para a lid-colora¢io de K4 ® K3,
Z={1,2,3,4}, X = {5,6}. Podemos fazer A = {0}, Ay = {5}, A3 = {6}, e Ay = {5,6}.

Na Proposicao 4.9, apresentamos o nimero cromatico do produto K, ® Kj.
Para isso, no Lema 4.8, estabelecemos um limite inferior para grafos com caracteristicas

semelhantes ao grafo K,,, © K.

Lema 4.8 [28] Seja G um grafo que contém uma clique K de tamanho k. Se, para todo
vértice v € K, v é adjacente a apenas um vértice u que ndo pertence a K, e u ndo é

adjacente a nenhum outro vértice em K, entdo temos ¥;iq(G) > 2k — 1.

Prova. Considere |K| = k, onde os vértices de K sdo denotados por v; com 1 <i < k. De

acordo com a hipdétese, cada vértice v; em K possui um vizinho u;, com 1 < i < k, que ndo
k

pertence a K e ndo € adjacente a nenhum outro vértice em K. Denotamos por S = U {u;}.
i=1
Agora, considere uma coloracdo ¢ de G na qual, para 1 <i <k, ¢(v;) = i. Vamos mostrar

que para colorir os vértices de S, precisamos de pelo menos k — 1 cores diferentes das
cores em [k]. Suponha que pelo menos dois vértices em S sejam coloridos com duas
cores distintas pertencentes a [k|. Sem perda de generalidade, suponha que c(u;) = 2
e c(up) = 1, o que implica que c¢(N[vi]) = ¢(N[v2]) = [k], o que é uma contradi¢@o.
Portanto, concluimos que ¥;;4(G) > 2k — 1. O

Proposiciao 4.9 [28] Seja o grafo split G = K,, ©® K}, com m > 3. Se ®(G) > 3, entdo
Xlid(G) =2m—1.

Prova. Observe que m = ®(G). De acordo com o Teorema 4.2, temos que X;4(G) <
20— 1. Além disso, pelo Lema 4.8, temos que Y;;4(G) > 2m — 1. Portanto, concluimos
que Xia(G) =2m—1=20—1. O

Vale ressaltar que o ndmero lid-cromético do grafo K, ©® K satisfaz a igualdade

do Teorema 4.2. Na Figura 4.3, apresentamos uma lid-colora¢do do grafo Kg ® K| de
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acordo com a coloragdo apresentada no Lema 4.8. Observa-se que, dado que Kg forma
uma clique, temos c(v;) =i para 1 <i < 8. Assim, temos que ¢(vi) = 1, c(v2) = 2,
c(v3)=3,c(va) =4, ¢c(vs) =5, c(vs) =6, c(v7) =T e c(vg) =8.

A coloragdo dos vértices nas copias de K; é dada por ¢(vg) =2 e c(v;) =i—1
para i # 9. Portanto, temos c(vio) =9, ¢c(vi1) =10, c(vi2) = 11, ¢(v13) =12, ¢(v1a) = 13,
c(vis) = 14 e ¢(vi6) = 15. Portanto, ¥;;4(Ks ©K;) =2-8—1=15.

® 00000 0 o

14 1

@)

(9,1

Figura 4.3: Lid-coloragdo de Kg ® K.

A seguir, no Teorema 4.10, apresentamos o numero lid-cromatico do grafo
Kn® K, comm >5en>log,m.

Teorema 4.10 Seja G = K,,, ®K,, comn >log,m e m > 5. Entdo, ¥;;4(G) = m+ [log, m].

Prova. Como K, ® K,, contém uma clique de tamanho m sem vértices gémeos verdadei-
ros, a Proposi¢do 4.5 garante que Xy (K © K,,) > m+ [log, m|. Para o limite superior,
construimos uma lid-coloracdo ¢ para G com a cardinalidade descrita. Colorimos a clique
propriamente definindo ¢(v?) = i para todo i € [m]. Seja x = [log,m] € X = [m+x]\ [m].
Denotemos por X = P(X) o conjunto das partes de X. Para cada i € [m], seja A; um
subconjunto distinto de X. Além disso, se A; = 0, entdo definimos c(V(fn(i) )) = j, com
j€[mlei+# j. Note que |X| = 222" > . Portanto, os vértices de E(i) devem ser
coloridos propriamente com as cores de A;. E fécil verificar que essa coloragio é pré-

pria e, pelo Lema 4.7, ¢ € uma lid-coloragio de G. Logo, ¥jiq(Kin © K,) < m+ [log, m]. [

A seguir, aplicamos a coloracdo ¢ conforme descrito no Teorema 4.10 para
colorir o grafo K7 ® K. Para i € [7], c(vi) = i, ou seja, c(vi) = 1,¢(v2) = 2,¢(v3) =
3,c(v4) = 4,¢(vs) = 5,¢(vs) = 6 € c(v7) =7, como pode ser visto na Figura 4.4. Note
que omitimos as arestas de K7, representadas pelo retingulo, para maior clareza na

visualizacdo.

7

) iy oo o

Figura 4.4: Lid-coloracdo de K7 ® K.
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Sejam & = V(& ),V (&) V(D) v (1G9),v (&), v (&), v (&),
x = [log,7] =3, X = {7+ 1,7+ 2,7+ 3} = {8,9,10}, o conjunto de no-
vas cores que serdo utilizadas para colorir os vértices de E(i), e X =
{0,{8},{9},{10},{8,9},{8,10},{9,10},{8,9,10}} o conjunto ordenado das partes
de X.

Utilizaremos a func¢do g : X — X para associar cada E(i) a um subconjunto de
X. Considere g(K ") = X;. Portanto, q(V (K3'"))) = 0. ¢(v (Ks”)) = {8}, ¢(v (K5 "))
{9} V(&™) = {10}, g(vV(K5™) = {8.9}. a(v(K5"™)) = 8,10} e q(v(K5"))
{9,10}.

Para colorir os vértices de cada K3

© usaremos conjuntos de cores pertencentes a
[7]\ {i} U {X;}. E importante observar que niio pode haver repeticio dos subconjuntos X;
em cada E(l) , mas pode haver repeti¢ao de cores, desde que todas as cores de X; precisam
(@)

ser utilizadas em K3~ . Tal fato pode ser visto na Figura 4.5.

) NN N ) N

Figura 4.5: Lid-coloragdo de K7 ® K.

Note que a coloragdo c € prépria e, como para cada E(i) e E(Z) com i # z, entdo
c(N[K"]) # c(N[K:™)), o que implica ¢(N[vi]) # c(N[v]). Portanto, xiia(K7 © K3) =
7+ [log, 7] = 10.

Note que existem valores de n < log, m para os quais o Teorema 4.10 nao €
valido. Na Figura 4.6, apresentamos o grafo K3 ® K> e sua correspondente lid-coloragdo,

confirmando essa constatacdo.

PR
) 08 06 08 b8 88 06 06 @

1 11
Figura 4.6: Grafo Ks © Ky, Yia(Ks ©K>) = 12 # 8 +log, 8 = 11.

A seguir, no Teorema 4.11, apresentamos o numero lid-cromético do grafo
Ky, © K.

Teorema 4.11 Seja G = K,, © Ky com m > 5. Entdo, ¥;;4(G) = m+ [—@—1-"
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Prova. Para o limite superior, construimos uma lid-coloracdo ¢ para G com a cardinalidade
desejada. Para cada i € [m], atribuimos c(+?) =i. Sejax = {@-‘ e X = [m+x]\[m].
Para cada i € [m], seja A; um subconjunto distinto de P(X) tal que |4;| < 2. O niimero
de subconjuntos de X de tamanho no maximo dois pode ser expresso como ):%:0 (f) =
I+x+ )@ > m. Assim, E(i) deve ser propriamente colorido com as cores em A;. E
facil verificar que a coloragdo ¢ € propria e, pelo Lema 4.7, ¢ é uma lid-coloragado de G.

Para o limite inferior, suponha que ¢ seja uma lid-coloracdo de G com a cardi-
0

nalidade minima. Sem perda de generalidade, assuma que c¢(v;) = i para todos i € [m].

Se E(i) e E(j ) recebem apenas cores de [m], para i, j € [m] com i # j, temos c(N[W]) =
c(N [v(J)]) = [m]. Portanto, cores adicionais estdo sendo usadas para identificar todos os pa-
res de vértices de K, em G. Sejax > 1 e X = [m+x] \ [m] o conjunto dessas cores. Como
n = 2, subconjuntos de X de tamanho no méaximo dois podem ser usados para colorir os
(@)

vértices de cada K> . Assim, o niimero de conjuntos distintos de cores sobre o conjunto

X de tamanho no médximo dois € representado pela seguinte expressao:

2 X
Y (:) > m. 4-1)

i=0
Pode-se observar que o primeiro membro da inequacao 4-1 representa a quanti-
dade de subconjuntos de tamanho até dois pertencentes a ), necessarios para colorir os
(i)

vértices de cada K>, identificando assim cada vértice de K,,,. Simplificando a inequacio

4-1, obtemos:

()-)+()=n

x!

1 —_ > 4-3
Ry T 4-3)

x(x—1)(x—2)!
1 > 4-4
LT TR 44
X Fx+2-2m>0 (4-5)

Resolvendo a Inequacgdo 4-5, temos a seguinte solugdo:

—1+v8m—17

x> _—EVOmT (4-6)

2

> [—11\/8141—7-‘ 4-7)

2
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Logo, x1ia(G) > m—+ rH— W-‘ . Portanto, %1ia(G) = m+ {—ngzq*l-‘ ) O

Ressaltamos que o Teorema 4.11 ndo decorre do Teorema 4.10, uma vez que
considera o caso particular n = 2, o qual, em geral, ndo satisfaz a condi¢ao n > log, m. No
entanto, para alguns valores de m, como m € {5,6,7}, as expressdes fornecidas por esses
teoremas coincidem numericamente.

A medida que n aumenta, o grau da desigualdade também cresce, o que torna
invidvel obter uma solu¢do exata para n > 4, tornando a abordagem algébrica impraticé-
vel, uma vez que ndo existe féormula geral por radicais para polindmios de grau arbitrario.

Assim, no Teorema 4.12, apresentamos limites inferior e superior para esses casos.

Teorema 4.12 Seja G = K, ©K,, comn > 2 e n < m. Entdo, m+ [logym] < %ia(G) <
2m— 1.

Prova. Pelo Teorema 4.10, temos que ¥y (K © K,;) > m+ [log, m]. Além disso, como
K., ® K,, é um grafo split, pelo Teorema 4.2, concluimos que ¥jig(Kn ©K,) <2m—1. O

4.4 Lid-coloracao em grafos split-comparabilidade

Passamos agora a considerar uma subclasse especifica dos grafos split, os grafos
split-comparabilidade. Nesse contexto, nossa andlise concentra-se em determinar 0s
valores exatos do nimero lid-cromdtico ;s (G) sob diferentes condi¢des estruturais.

Um grafo G é um grafo de comparabilidade se ele admitir uma orientagdo
transitiva de suas arestas, isto €, uma orientacdo tal que, se existirem as arestas uv e vw,
entdo também existe a aresta uw. Um grafo G € um grafo spliz-comparabilidade se ele for
simultaneamente um grafo split e um grafo de comparabilidade. Ortiz e Villanueva [33]

caracterizaram os grafos de split-comparabilidade da seguinte forma.

Lema 4.13 [33] Um grafo split G = (KUS,E) é um grafo de comparabilidade se, e
somente se, K pode ser ordenado vi < vy < -+ < v, e K, = [v,vp], Ky = [vg,v/] €

K: = K\ (K, UK,) tal que, para qualquer s € S, N(s) tem uma das seguintes formas:

l) [Vl,Vi], lS ps
ii) vi,vl, q<j<r
iii) [vi,vi]U[vj,v], parai<peq<j<r.
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Figura 4.7: Diagrama geral de um grafo split-comparabilidade.
As arestas da cliqgue K foram omitidas para melhor
visualizagdo.

Considere um grafo split-comparabilidade G = [K, S]. Seja [K,, K;, K,;| uma par-
ticdo de K, conforme definido no Lema 4.13. O subconjunto de vértices de S que ndo
sdo adjacentes a vértices em K, € denotado por S, e aqueles que ndo sdo adjacentes
a K, sdo denotados por S,. Defina S; = S\ (S, US,). Note que [K,,K;,K;,S,,5:,5]
¢ uma particdo de V(G). Assim, denotamos um grafo split-comparabilidade por G =
K, Ki,Kyq,Sp,Si,S4]. Um diagrama geral de um grafo split-comparabilidade é apresen-
tado na Figura 4.7. Sem perda de generalidade, podemos assumir, a partir de agora, que
1Sp] > 1,

Além disso,

K| =k, |S| =,

denotados por v;, com i € [k], os vértices em Sp porag, com 1 </ <w, e os vértices em S,

Syl =w e |S; =z Os vértices em K serdo

por by, com 1 < f < z. Para maior clareza, os vértices em S sdo ordenados de acordo com
seus graus, isto é,d(a;) <d(ap) <...<d(ay)ed(by) <d(by) <...<d(b;). Assumimos
que todo vértice v; € K tal que N|v;] = [k] pertence ao conjunto K;.

Seja T ={T1,T»,...,T;}, com £ > 1, uma partigio de S, (S,) tal que, para todo
i € [¢], T; é uma classe de gémeos falsos de S » (8¢). Consideramos que, sea; € T e a; € T
com i < j, entdo d(a;) < d(a;). Veja a Figura 4.8 para um exemplo do conjunto 7. Note
que, em um grafo split-comparabilidade G = [K,,K;, Ky, Sp,S;, 54, onde K, = S; = S, =0,
K,=ViuWuVs, K, =Vse S, =TI UT, UT5. Os vértices em cada V;, i = 1,...,3, s@o
gémeos verdadeiros, enquanto os vértices em cada 7; sdo gémeos falsos. Uma aresta entre
dois conjuntos indica que todo vértice de um conjunto é adjacente a todo vértice do outro
(isto é, uma conexao bipartida completa). As arestas dentro da clique K sdo omitidas para

maior clareza.
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T, 1> I3

Figura 4.8: Representagido do conjunto ‘T no grafo split-
comparabilidade.

Se ¢ é uma coloragdo de G = [K, S|, dizemos que uma cor x; € ¢(7;) é exclusiva
em 7T se x; ¢ Upzjc(Tj)Uc(K).

Lema 4.14 Seja G = [K,,K;,K,,S,,S:,S4] um grafo split-comparabilidade com |K| > 3
e S; =0. Se ¢ é uma lid-coloracdo de G, entdo, para todo i € [{ — 1|, existe uma cor

x; € ¢(T;) tal que x; é exclusiva em ‘T.

Prova. Por simetria, seja 7 uma particio de S,. Suponha, por contradi¢do, que
o(Ti) \ (Ujic(Tj) Uc(K)) = 0, tal que i seja minimo. Isso implica que todos os vér-
tices de c(7;) possuem apenas cores no conjunto Uj;c(7;) Uc(K). Como i é minimo,
(T (Upsie(T)) Ue(K)) = 0, sto &, (c(T)\ e(K)) € (Ujie(T5) \ e(K)). Seja v € N(T)
e vj € N(Tiy1). Pela estrutura do grafo, N[v;] # N[v,] e N[v;] C N[v;]. Além disso,
Ns, vi] = Uj>iTj e Ns, [vj] = U;»;Tj. Como ndo existe cor exclusiva para T;, obtemos
¢(N[vi]) = ¢(N[vit1]), o que contradiz o fato de que ¢ é uma lid-coloracdo de G. Portanto,
(T, (Upe(Ty) Ue(K)) 0. 0

Dada uma ordenagdo vy, va,..., vk, dizemos que as vizinhangas fechadas desses
vértices sdo aninhadas se N[vi] C N[vx_1] C --- C N[v;]. O Lema 4.15 afirma que, em
uma lid-coloracdo minima, todos os vértices de uma mesma classe de gémeos falsos 7;

podem receber a mesma cor.

Lema 4.15 Seja G = [K,,K;,K;,S),S:,S4] um grafo split-comparabilidade com |K| > 3
e S; = 0. Entdo, existe uma lid-colora¢do minima ¢’ de G tal que todos os vértices de cada

classe T;, com i € [{), recebem a mesma cor, isto é, ¢'(a) = x; para todo a € T,

Prova. Por simetria, seja 7 uma parti¢do de S,. Seja ¢ uma lid-coloragio minima de G.
Pelo Lema 4.14, para cada i € [¢ — 1], existe uma cor x; € ¢(7;) que é exclusiva em 7.
Seja ¢’ uma lid-coloragdo de G’ obtida a partir de c, tal que, para todo vértice a € T;,

tem-se ¢’(a) = x;. Se o conjunto ¢(7;) contém uma cor exclusiva xy, entdo ¢(a) = xy
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para todo a € Ty; caso contrério, escolha qualquer cor y € ¢(7y) e atribua ¢(a) = y para
todo a € Ty. As cores dos demais vértices de G permanecem as mesmas de c¢. Assim,
|| <c|. Sejam vg,v; € K, com N[vg4] # N[v;] e d < j. Como as vizinhancas em K, sdo
aninhadas, temos 7; C Ng(vg4) e T; € Ng(vj). Como x; € ¢/(Ns(vq)) e x4 & ¢'(Ns(v;)),
segue que ¢'(N[vq]) # ¢/(N[v;]). Como ¢ é uma lid-colora¢do minima, |¢’| > |c|, o que
implica |¢’| = |c|. Portanto, ¢’ é uma lid-coloragdo minima de G. O
No Lema 4.16 mostramos que, sob as hipdteses consideradas, a remog¢do de um

vértice pertencente a uma classe de gémeos falsos em § preserva o numero lid-cromaético.

Lema 4.16 Seja G = [K,,K;,K,,S,,S:,S4] um grafo split-comparabilidade com |K| > 3
e S; = 0. Se x5;4(G) = d, entdo, para qualquer par de gémeos falsos u,w € S, tem-se que
Xlid(G — W) =d.

Prova. Por simetria, suponha que u,w € S,. Seja G’ o grafo obtido a partir de G ap6s
a remocdo de w. Se u e w sdo gémeos falsos em S, entdo u e w pertencem a mesma
classe de equivaléncia, digamos 7;. Seja ¢ uma lid-coloracdo de G. Pelo Lema 4.15,
podemos assumir que c(u) = c(w). Além disso, como c(u) = ¢(w) em G, segue que
¢(Ng[v]) = ¢'(Ng[v]) para todo vértice v € K. Portanto, ¥;s(G—w) =d. O

Podemos aplicar o Lema 4.16 sucessivamente a um grafo split-comparabilidade
G com S, = 0, de modo a obter um grafo G’ no qual ndo restam vértices gémeos falsos em
S. Assim, a partir deste ponto, podemos assumir que S € livre de gémeos falsos. Contudo,
vale destacar que a remogao de vértices gémeos falsos em um grafo split geral ndo garante
a preservacao do nimero lid-cromético. Por exemplo, no grafo G ilustrado na Figura 4.9,
os vértices vs € vg sdo gémeos falsos. Enquanto ¥;;s(G) = 6, no grafo G’ obtido pela

remogdo do vértice vs tem-se ;4(G') = 7.

5 6 5 6 1

Figura 4.9: Um grafo G com dois vértices gémeos falsos cuja
remogdo de um deles produz um grafo G' com niimero
lid-cromdtico maior.

Como consequéncia imediata dos Lemas 4.14 e 4.16, obtemos o seguinte coro-

lario.
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Corolario 4.17 Seja G = [K,,K;,Ky,S),S:,S4] um grafo split-comparabilidade com
K| >3 ¢S, =0. Entao, ¥5i4(G) > |K|+|S,| — 1.

Sob certas restri¢des adicionais, aprimoramos o limite inferior apresentado no

Corolario 4.17, conforme estabelecido no resultado a seguir.

Lema 4.18 Seja G = [K,,K;,K,,S,,S:,S4] um grafo split-comparabilidade com |K| > 3
eS; =0.Se K=K, ouK; #0, entdo Xiq(G) > |K|+S,|.

Prova. Pelo Coroldrio 4.17, tem-se que ¥;i4(G) > |K|+|S,| — 1. Seja ¢ uma lid-coloragdo
de G. As |K| cores sdo utilizadas para colorir a clique K. Suponha, por contradi¢do,
que S, possa ser colorido com apenas |S,| — 1 cores restantes. Pelo Lema 4.14, para
todo i € [w — 1], o vértice a; possui uma cor exclusiva em Sp. Assim, concluimos que
c(aw) € c(K). Se K; # 0, entdo c¢(N[v;]) = ¢(K) para algum v; € K;. Seja v, € N(ay).
Nesse caso, N[v¢] = KU {a,}, e portanto c(N[v¢]) = ¢(K) = ¢(N[v,]), o que contradiz o
fato de ¢ ser uma lid-coloracdo. Se K = K),, como c(a,,) € ¢(K) e N(a,,) = K, segue que

¢ ndo é uma coloragdo propria de G. Portanto, X;is(G) > |K|+|S,|. O

No Lema 4.19, mostramos que a atribuic@o de cores distintas aos vértices de S,
sem reutilizacdo de cores de K, € suficiente para garantir que quaisquer dois vértices de

K, sejam distinguidos pelos conjuntos de cores de suas vizinhangas fechadas.

Lema 4.19 Seja G = [K,,K;,K,,S,,S:,S4] um grafo split-comparabilidade com |K| > 3
e S; = 0. Seja c uma coloragdo de G. Se as cores no conjunto c¢({ai,...,ay,—1}) sdo todas
distintas e c({ai,...,ay—1}) NK =0, entdo c(N|vj]) # c¢(N[vj]) para todos v;,v; € K),.

Prova. Sejam v;,v; € K. Os conjuntos Ng,[vi] e Ns,[v;] diferem em pelo menos um
elemento. Como as cores atribuidas a S, sdo distintas, temos |c(N[v;])| # [c(N[v;])|, o
que implica ¢(N[v;]) # c¢(N[v;]). O

Um grafo split G = [K,S] é chamado de split aninhado (também conhecido
como grafo de limiar) se os vértices de K = {vy,vy,...,v} estdo ordenados de forma
que suas vizinhancas fechadas sejam aninhadas, isto é, N[vi] C N[vx_1] C --- C N[vy].
Um grafo split aninhado é um grafo split-comparabilidade com conjunto S; vazio e em
que pelo menos um dos conjuntos S, e S, também € vazio. O conjunto K; pode ou nio
ser vazio. Assim, analisamos inicialmente a lid-coloragdo de um grafo split aninhado
G = [K,, K, S)).

Teorema 4.20 Seja G = [K,,K;,Sp| um grafo split aninhado, com |K| > 3. Se S, é livre
de gémeos falsos, entdo ¥;q(G) = |K| +S,|.
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Prova. Como K; # 0 ou, caso contrdrio, K = K,,, pelo Lema 4.18, podemos concluir que
X1id(G) > |K|+|Sp|. Resta provar que ¥;is(G) < |K|+ |S,|. Para isso, construimos uma

lid-coloracdo minima ¢ para o grafo G da seguinte forma:

e c(vi)=i,paral <i<k;
e clag) =k+ /L, paral </l <w.

Mostremos agora que c¢ €, de fato, uma lid-coloragdo de G. Se S, = 0, entdo
K, =0, K = K;, e o resultado segue diretamente. Logo, daqui em diante, suponhamos
S, # 0. Como as cores em ¢(S,) sdo todas distintas e ¢(S,) 1K = 0, pelo Lema 4.19,
temos que ¢(N[v;]) # c(N[v;]) para todo v;,v; € K,,.

Agora, suponha K; # 0, com v; € K, e v; € K;. Nesse caso, c¢(N[v;]) = [k]. Como
c(Sp) Ne(K) =0, segue que ¢(N[v;]) # c¢(N[v;]) e, além disso, como v; ndo é adjacente a
nenhum vértice ay € S, concluimos também que c(N[v;]) # c(Nlay]).

Por fim, considere o caso K; =0, com v; € K, e as € §p. Se v; € as ndo sdo ge-
meos (nem verdadeiros nem falsos), entdo existe uma cor que distingue seus conjuntos de
vizinhanga fechada. Em particular, temos que c(v,,) € ¢(N[vi]) e ¢(v,) ¢ ¢(Nlae]). Logo,
c(N[vi]) # c(Nlay]), e portanto ¢ é uma lid-coloragio de G, como querfamos demonstrar.
0

A seguir, aplicamos a coloracio ¢, conforme descrito no Teorema 4.20, para
colorir um exemplo de splif aninhado. Para i € [6], ¢(v;) =i, ou seja, c(vi) =1, ¢(v2) =2,
c(v3) =3, c(va) =4, c(vs) =5 e c(vg) = 6. Ja para ay € S, com 1 </ < w, tem-se
clag) =k+4,isto é, c(a;) =17, c(az) =8, c(az) =9, c(as) =10, c(as) = 11 e c(ag) = 12,
como pode ser visto na Figura 4.10. Note que omitimos as arestas de K7, representadas

pelo retangulo, para maior clareza na visualizagdo.

7 8 9 10 11 12

Figura 4.10: Split aninhado em que %;q(G) = 6+6 = 12.

Em um grafo split-comparabilidade, o conjunto de cores atribuidas a cada parte

Sp € §4 ndo pode ser igual. O Lema 4.21 explicita essa propriedade.

Lema 4.21 Seja G = [K,,K;,Ky,Sp,Si,S4] um grafo split-comparabilidade com S; = 0,
Sy, #0eS,#0, e seja c uma lid-coloragdo de G. Entdo, c(Sp) # c(Sq).
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Prova. Observe que N[vi] = V(K)UV(S,), o que implica que c(N[vi]) = c¢(K)Uc(S,).
De modo andlogo, N[vi] = V(K)UV(S,) e, portanto, c(N[vx]) = ¢(K) Uc(S,). Como ¢ é

uma lid-colorac@o, temos que ¢(N[v]) # c(N[vk]), e, consequentemente, ¢(S,) # c(S;). O

Dividimos a anélise do nimero lid-cromatico de grafos split-comparabilidade em
dois casos, a depender de K; ser vazio ou ndo. O Teorema 4.22 fornece a caracteriza¢ao

exata desse valor para o primeiro caso.

Teorema 4.22 Seja G = [K,,K:,K,,S),S:,S,4] um grafo split-comparabilidade com |K| >
3,5=0,8,#0, S, #0eS élivre de gémeos falsos. Se K; = 0, entdo

K|+ 1Sy, se |Sp| —[Sq| <1,

Xiid(G) =
K[ +[Sp| =1, se|Sp|—[Sq] > 1.

Prova. Como K,US), ¢ K;US, induzem grafos split aninhados e disjuntos, podemos
aplicar o Coroldrio 4.17, o qual nos fornece a desigualdade y,;4(G) > |K|+|S,| — 1. Parao
caso em que |S,| — |S,| < 1, suponha, por contradi¢do, que |S,| — 1 cores, além das k cores
utilizadas em K, sejam suficientes para colorir os vértices de S. Pelo Lema 4.14, temos
que a cor c(ay) é exclusivapara 1l </ <w—1eacorc(bs)éexclusivaparal < f<z—1.
Se as cores ¢(ay,) e ¢(b;) ndo forem exclusivas em seus respectivos subgrafos aninhados,
entdo c(ay,) € k] e c(b;) € [k], o que implica c(N[v,]) = ¢(N[v,4]) = [k], contradizendo a
lid-coloragdo de G. No caso em que |S,| — |S,| = 1, existe uma cor exclusiva utilizada
em S, que nio € utilizada em S,. Suponha que essa cor seja atribuida a b,. Nesse
caso, ¢(N[vi]) = ¢(N[vk]), o que contradiz a definicdo de uma lid-coloragdo. Portanto,
Xi1id(G) > |K|+|S,|. Para provar o limite superior, construimos uma lid-colora¢do minima

¢ para o grafo G da seguinte forma:

e c(v;) =i, paral <i<k;

s c(by)=k+f,paral < f <z

o clag)=k+{,paral </ <w-—1,;
(

* c(ay) =k+w,se |S,| —|S4| = 1; caso contrério, c(ay,) = k.

Mostramos agora que ¢ é uma lid-coloragdo de G. Como S, #0 e S, # 0, a
andlise pode ser restrita aos vértices v;,v; € K, quando N[v;] # N[v;]. Note também que
todas as cores atribuidas aos vértices de S, sdo distintas entre si, € 0 mesmo vale para o0s
vértices de S,. Além disso, a,, € o tnico vértice em S que pode receber uma cor de [k].
Assim, pelo Lema 4.19, temos que ¢(N[v;]) # c(N[v,|) para todos v;,v; € K,,, bem como
para todos v;,v; € K.

Sejav; € K, e vj € K,. No caso em que |S,| —|S,| = 1, temos ¢(ay,) € c(N[vi]),
mas c(ay,) ¢ c(N[v;]), logo ¢(N[vi]) # ¢(N[v;]). No caso em que |S,| — |S,| = 0, temos



4.4 Lid-colorag@o em grafos split-comparabilidade 68

c(b;) € ¢(N[vj]), mas c(b;) ¢ c(N[vi]), portanto c¢(N[v;]) # c¢(N[v;]). Finalmente, no caso
em que |S,| —[S,4| > 1, se ay—1 ¢ N[vi], entdo ¢(N[v;]) = [k], e temos c(b;) € c(N[v,])
e c(b;) ¢ c(N[v;]). Caso contrério, c(ay—1) € N[vj] e c(ay—1) ¢ N[v;], de modo que
c(Nvi]) # c(Nvj]). Assim, provamos que a coloragio c ¢ de fato uma lid-coloragdo. [

Na Figura 4.11 apresentamos um exemplo de grafo split-comparabilidade G =
Ky, Ki,Kyg,Sp,S:,54] em que K; =0, S; =0e |S,| = |Sy|. Neste caso, como |S,| — |S,| =
0 < 1, segue pelo Teorema 4.22 que ;i4(G) = |K| +|S,|. Na figura temos |[K| =8 e
S,| =4, 10g0 X/ia(G) =8+4 = 12.

1 2 3 4 5 6 7 8

Kp | JORN LY
\\\ /r/

SP Sq
9 9

Figura 4.11: Split-comparabilidade em que |Sp] = ]Sq], com
Wid(G) =8+4=12.

A seguir, consideramos o caso em que K; # 0 e apresentamos um limite inferior
para o nimero lid-cromdtico em grafos split-comparabilidade quando |S,| = |S,|, o
qual requer ao menos uma cor adicional em comparacio ao limite inferior estabelecido

anteriormente.

Lema 4.23 Seja G = [K,,K;,K,,S),S:,S4] um grafo split-comparabilidade com |K| > 3,
St -
Xiid(G) = |K|+Sp| + 1.

Spl = |Sq| e S € livre de gémeos falsos. Se K; # 0, entdo

Prova. Como K; # 0, pelo Lema 4.18, tem-se que ¥;i4(G) > |K| + |S,|. Suponha, por
contradigdo, que |S,| cores, além daquelas usadas em K, sejam suficientes para colorir os
vértices de S. Se i < j, entdo c¢(N[v;]) C c(N[vi]) e, portanto, se N[v;] # N[v,], existe uma
cor x € ¢(N[v;]) tal que x ¢ ¢(N[v;]). Assim, além das cores em c(K), sdo necessarias
|S,| cores para distinguir os vértices de K,,. De forma andloga, as mesmas |S,| cores sdo
necessdrias para distinguir os vértices de K. No entanto, ¢(S,) = ¢(S;), 0 que contradiz
o Lema 4.21. Portanto, ;;4(G) > |K|+|S,|+ 1. O

Com o lema anterior, obtemos a caracterizacdo exata do nimero lid-cromético
dos grafos split-comparabilidade no caso em que K; # 0, apresentada a seguir no Teo-
rema 4.24.
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Teorema 4.24 Seja G = [K,,K;,K;,S),S:,S4] um grafo split-comparabilidade com |K| >
3,8 =0eS élivre de gémeos falsos. Se K; # 0, entdo

K| +1Sp], se |Sp| > [Sq],
K[+ |Sp|+1, se|S,| =[S,

Xiid(G) =

Prova. O subgrafo induzido por K, US, UK; € um split aninhado, assim como o subgrafo
induzido por K, US, UK;. Pelo Lema 4.18, temos que ¥;is(G) > |K|+ |S,|. Além disso,
pelo Lema 4.23, se [S,| = | S|, entdo ¥i¢(G) > |K| +S,| + 1. Para demonstrar os limites

superiores, construimos uma lid-coloracdo minima ¢ de G da seguinte forma:

e c(vi)=i,paral <i<k;
e clag) =k+{, paral </l <w;
* c(bf) =k+f,paral < f <z se|S,| > |Sy]; caso contrdrio, c(by) =k+ f+ 1.

Mostremos agora que ¢ é uma lid-coloragdo de G. Como S, #0 e S, # 0, a
andlise pode ser restringida aos vértices v;,v; € K, quando N[v;] # N[v;]. Note também
que todas as cores atribuidas aos vértices de S, sdo distintas entre si, € 0 mesmo
vale para as cores atribuidas aos vértices de S,. Assim, pelo Lema 4.19, tem-se que
c(N[vi]) # ¢(Nvj]) para todos v;,v; € K, bem como para todos v;,v; € K.

No caso em que v; € (K, UKy) e v; € K;, temos ¢(N[v;]) = [k]. Como
c(Sp)Ne(K) =0, segue que ¢(N[v]) # c(N[v;]). Sejavi € K, e v; € K. Se |Spy| > |S,], en-
tdo c(ay) € c¢(N[vi]), mas c(ay,) ¢ c(N[v}]), logo c(N[vi]) # c(N[v;]). Se |S,| = |Sy|, entdo
c(b;) € ¢(N[v;]), mas c(b;) ¢ c¢(N[vi]), o que novamente implica que c(N[v;]) # c(N[v]).

Portanto, ¢ € uma lid-coloragao e o resultado estd demonstrado. O

Na Figura 4.12, apresentamos um exemplo de grafo split-comparabilidade G =
K, Ki,Kyg,Sp,Si,54] tal que S; =0, K, # 0 e |S,| > |S,|. Pelo Teorema 4.24, segue
que X;iqa(G) = |K| +|S,|. No grafo ilustrado, temos |K| = 10 e |S,| = 5. Portanto,
X1id(G) = 10+5 = 15.

6 7 8 9 10
@) Ky
K; ]
b @) b)) Sq
11 12 13 14 15 14 1 12 11

Figura 4.12: Split-comparabilidade em que |S,| > |S,|, com
id(G) =10+5=15.

Investigamos também o efeito da remocdo de vértices gémeos verdadeiros da

clique K. Quando |K| > 4, a exclusdo de um desses vértices reduz o nimero lid-cromético
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do grafo exatamente em uma unidade. Por outro lado, para |K| < 3, esse comportamento
ndo € garantido. Por exemplo, no grafo G ilustrado na Figura 4.13, os vértices v, € v3 sdo
gémeos verdadeiros e ;4 (G) = 4. Apds a remogao de v, o grafo resultante G’ permanece

com Y;;4(G') = 4. O teorema a seguir estabelece formalmente esse resultado.

V1 V3

® O @
3 3 4 Z

Figura 4.13: Grafo G para o caso em que a remogdo de um vértice
na clique K ndo reduz o seu niimero lid-cromadtico.

Teorema 4.25 Seja G = [K,,K;,Ky,S),S:,S,] um grafo split-comparabilidade conexo,
com|K|>4,8=085,#0eS,#0. Se existirem u,w € K tais que u e w sejam gémeos
verdadeiros, entdo Y;q(G —w) = ¥ia(G) — 1.

Prova. Seja G um grafo split-comparabilidade conexo conforme descrito. Se K; = 0,
aplica-se o Teorema 4.22 para obter Y;4(G); caso contrdrio, utiliza-se o Teorema
4.24. Seja G' = [K,,K[,K,,S),,S;,S;] o grafo obtido de G pela remogio de w, onde
K' = K, UK; UKj. Como w possui um gémeo verdadeiro u, o grafo G’ também € conexo,
com |K'| > 3,
Assim, 0 mesmo teorema utilizado para determinar ¥;;;(G) pode ser aplicado para obter

Xiia(G'). Como |K'| = |K| — 1, segue que Yyiq(G') = yia(G) — 1. 0

Syl = 1Syl e |Sg] = 1Sy|. Além disso, K] = 0 se, e somente se, K; = 0.

A Figura 4.14 apresenta um grafo split-comparabilidade G =
Ky, Ki, Ky, Sp,Si,54] que possui vértices gémeos verdadeiros na clique K. Na subfigura
(a) exibimos uma lid-coloracdo de G, na qual o vértice v3 possui um gémeo verdadeiro
em K. Na subfigura (b) mostramos o grafo obtido pela remocao do vértice vz, juntamente
com uma lid-coloracdo desse grafo. Observa-se que, nesse caso, o nimero lid-cromético
diminui em uma unidade, isto €, {;is(G') = Y1ia(G) — 1, onde G’ denota o grafo obtido a

partir de G pela remocao de v3, conforme estabelecido no Teorema 4.25.
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 S
K@ @ | | @] Ky K@ @ | ® [® @k
K; l K;
@ @ &) @) @) &) @
7 8 9 8 7 6 7 7 8 7
(a) Lid-coloracdo de G. (b) Lid-coloracdo G'.

Figura 4.14: Grafo G para o caso em que a remog¢do de um vértice
na clique K reduz o seu niimero lid-cromdtico.

Em um grafo split-comparabilidade com S; = 0, sem gémeos verdadeiros em
K e sem gémeos falsos em S, tem-se que |K,| = |S,|, |Ky| = |S4| e |K;| < 1. Quando
K; = K, = 0, o numero lid-cromatico se aproxima do limite superior estabelecido no
Teorema 4.2. O valor minimo ¢ alcangado, por exemplo, quando K; =0¢ |S,| —[S,| =1,
caso em que 1ia(G) = K| + [|K1/2).

4.5 Resumo dos resultados do capitulo

Neste capitulo, reunimos resultados sobre a lid-coloracdo em grafos split e
em subclasses de split. Além de demonstrarmos a NP-completude do problema ¢-LID-
COLORACAO em grafos split, obtivemos valores exatos e limites para o nimero lid-
cromético em grafos split completos, em grafos da forma K,, ©® K,, e em grafos split-
comparabilidade. Em especial, exploramos propriedades estruturais dessa ultima classe
para determinar y;;4(G) em diferentes cendrios, distinguindo os casos em que K; é vazio
ou ndo, bem como o efeito da remogdo de vértices gémeos falsos em S e gémeos

verdadeiros em K. A Tabela 4.1 sintetiza os principais resultados apresentados neste

capitulo.
Tabela 4.1: Resumo dos principais resultados sobre lid-coloracdo
em grafos split.
Classe / problema ‘ Condic¢ao ‘ wid(G)
Grafos split gerais
G = (KUS,E) split S#0 > |K|+1
conexo
G = (KUS,E) split ®(G) > 3 ou G é uma estrela <2m(G)—1
Grafos split completos
G = (KUS,E) split S| >2 = K[ +2
completo
Grafos split-corona
G =K, oK m>3 =2m—1
=K,OK, m>5en>log,m =m+ [log, m|
G=K,0K m>5 =m+ %
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Classe / problema Condicao Resultado
G=K, 0K, n>2en<m > m+ [log, m|
G=K,0K, n>2en<m <2m—1

Grafos split-comparabilidade
G= K| >3eS =0 > |K|+1Sp| -1

(Kp: Ki, Ky, Sp, St54]

G= |K|>3,85=0¢e(K=K,ouk; #0) > |K|+1Sp]

Ky, Ki, Ky, Sp,5:, 5]

G = [K,,K;,Sp) (split |K| >3 e S, livre de gémeos falsos = |K|+1Sp]

aninhado)
G= |K|>3,8=0,S,#0,S, #0, S livre de gémeos =

(Kp,K1,Kq,Sp,St,S4] falsos e K; = 0 K| +1Sp], se Sy — Sy < 1,

[K]%KMK(/?S]??SMS(]}
split-comparabilidade

lit- bilidad
split-comparabilidade IK|+|Spl—1, se|Spl—[8q| >1
. . K| +1Spl, se |Sp| > [Sql,
G= |K| >3, =0, S livre de gémeos falsos e K; # 0 =
[K|+[Sp|+1, selSy| =S4l

G=
[K]th?Kq?Sp?SlySq}
split-comparabilidade
conexo

|K|>4,8=0,8,#0,S; #0eexistem u,w € K
gémeos verdadeiros

X1ia (G —w) = %1ia(G) — 1




CAPITULO 5

Coloracao de identificacao local em produto

corona

Neste capitulo, estudamos a lid-coloragdo no produto corona de dois grafos G
e H, de ordens m e n, respectivamente, denotado por G ® H. Inicialmente, na Se¢do 5.1,
apresentamos uma revisdo de trabalhos da literatura relacionados ao produto corona e a
lid-coloracdo nesse contexto. Na Secdo 5.2, apresentamos dois resultados preliminares. O
primeiro caracteriza quando o produto corona € livre de vértices gémeos verdadeiros, € o
segundo estabelece limites para o ndmero lid-cromético quando um dos fatores é o grafo
P;. Além disso, na Se¢do 5.3, investigamos aspectos estruturais e computacionais do pro-
blema, mostrando que decidir se um grafo produto corona admite uma lid-colora¢do com
no maximo ¢ cores ¢ um problema NP-completo. Na Secdo 5.4, estabelecemos limites
inferiores e superiores para o ndmero lid-cromético desse produto. Na Secao 5.5, apre-
sentamos resultados para o caso em que os fatores sdo grafos bipartidos. Na Secdo 5.6,
investigamos os grafos produto corona que sdo 4-lid-cromaticos, buscando uma caracte-
rizagdo dessa classe ou um reconhecimento polinomial. Em seguida, na Se¢do 5.7, anali-
samos o numero lid-cromdtico quando os fatores sdo caminhos e/ou ciclos. Na Secao 5.8,
determinamos o ndmero lid-cromético do produto corona entre dois grafos completos.
Em alguns casos, também obtemos limites inferiores e superiores para esse parametro.

Finalmente, na Se¢do 5.9, reunimos os principais resultados obtidos neste capitulo.

5.1 Trabalhos relacionados ao produto corona

As operagdes entre grafos desempenham um papel importante tanto em estudos
tedricos quanto em diversas aplicacdes, uma vez que grafos encontrados em vdrias
modelagens podem ser obtidos por meio de diferentes operacdes. Dentre essas operagdes,
destaca-se o produto entre grafos. Uma abordagem detalhada dos principais produtos pode
ser encontrada em Hammack, Imrich e Klavzar [20]. Neste capitulo, daremos uma atengao
especial ao produto corona entre dois grafos. A no¢do do produto corona entre dois grafos

foi introduzida por Frucht e Harary [21].



5.1 Trabalhos relacionados ao produto corona 74

A teoria dos grafos quimicos é uma subdrea da quimica matematica que utiliza
véarias ferramentas da teoria dos grafos para modelar fendmenos quimicos de forma
matemadtica. Além disso, as moléculas e os compostos moleculares sdo representados
por grafos moleculares, nos quais os vértices correspondem aos dtomos e as arestas
representam as ligagdes quimicas entre eles. Um indice topolégico € um valor numérico
que permanece inalterado sob transformagdes do grafo e esté relacionado as propriedades
fisico-quimicas de um grafo molecular. Esses indices sao empregados para investigar
as relagdes quantitativas entre a estrutura e a atividade, bem como entre a estrutura e
a propriedade, a fim de prever diversas caracteristicas de compostos quimicos e suas
atividades bioldgicas. Nilanjan [13] estudou alguns indices topoldgicos baseados na
excentricidade, juntamente com suas respectivas versdes polinomiais do produto corona
entre dois grafos. Segundo este autor, os indices de algumas classes importantes de grafos
moleculares de interesse quimico sdo determinados especificando os componentes do
produto corona.

Na literatura, encontramos varios estudos sobre a coloracao do grafo produto
corona. Com relagdo ao numero cromatico do produto corona entre dois grafos G e
H, Yero, Kuziak e Aguilar [43] demonstraram que ¥(G © H) = max{x(G),x(H) + 1}.
Uma coloracao total de um grafo é uma atribui¢do de cores a todos os seus elementos
(vértices e arestas), garantindo que elementos adjacentes ou incidentes nio recebam a
mesma cor. A conjectura da coloragdo total afirma que, para qualquer grafo G com grau
mdximo A, " (G) < A+ 2, onde " (G) é o nimero cromitico total de G. Mohan, Geetha
e Somasundaram [27] investigaram a coloragdo total no produto corona de dois grafos G
e H, considerando H como um ciclo, um grafo completo ou um grafo bipartido.

Uma coloracio total distintiva nos vértices adjacentes (AVD-total) de um
grafo simples G €é uma coloracao total propria de G tal que, para qualquer par de vértices
adjacentes u e v, temos C(u) # C(v), onde C(u) é o conjunto de cores atribuidas ao
vértice u e as arestas incidentes em u para u € V(G). A conjectura da coloragdo AVD-
total afirma que, para qualquer grafo G com grau maximo A, X/ (G) < A+ 3, onde ¥/ (G)
€ o numero cromdtico AVD-total. Verma e Panda [40] demonstraram que para qualquer
grafo G colorivel AVD-total e qualquer grafo H colorivel total com A(H) < A(G), o
produto corona G ® H de G e H satisfaz a conjectura de coloragdao AVD-total. Também
demonstraram que o grafo G ® K, admite uma coloragdo AVD-total usando (A(GOK,) +
p) cores, se houver uma coloragdo AVD-total do grafo G usando (A(G) + p) cores, onde
p € {1,2,3}. Além disso, mostraram que dado um grafo colorivel total G e inteiros
positivos r e p onde 1 < p <3, o produto corona generalizado G(r) =GO GO ...0G
(r+ 1 vezes) podem ser classificados de forma que ¥/ (G(r)) = A(G(r)) + p.

O ndmero cromético de localizagdo de um grafo combina dois conceitos, a

coloracdo de vértices e a dimensdo de particdo. Baskoro e Purwasih [5] investigaram o
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nimero cromdtico de localizacdo para os produtos corona entre um grafo caminho e um
grafo completo, entre um grafo completo de ordem m e o complemento de um grafo
completo de ordem n, bem como entre dois grafos completos de ordens n e m. Aramugam
et al. [3] estudaram a colorag@o local antimégica do produto corona, determinando o
nimero cromatico local antimagico para o produto corona de um grafo G por K,,;, quando

G € um caminho, ciclo ou grafo completo.

5.2 Resultados preliminares

Assumimos que V(G) = {vi,va,...,vpu} e V(H) = {u1,u2,...,un}. EmM GOH,
denotamos os vértices da copia de G como {W,19,...,v0}. Para i € [m], (H?)) é a
copia de H cujos vértices sdo adjacentes a v;, € os vértices de H () sdo denotados por
{u,uy,.. .}

A presenca de vértices gémeos verdadeiros pode afetar significativamente a lid-
coloracdo do grafo. No contexto do produto corona de dois grafos G e H, surge a questao
interessante de saber sob quais condi¢des o grafo resultante serd livre de vértices gémeos

verdadeiros. O Teorema 5.1 fornece uma reposta para essa questao.

Teorema 5.1 Sejam G e H dois grafos com m e n vértices, respectivamente, onde m,n > 2
e G conexo. O grafo G® H ¢é livre de vértices gémeos verdadeiros se e somente se H é

livre de gémeos verdadeiros.

Prova. Suponhamos que o grafo G ® H seja livre de vértices gémeos verdadeiros. Isso
significa que para quaisquer dois vértices v e u em G ® H, temos N[v] # N|u|. Observa-se
que cada vértice v; de G no grafo G ® H € adjacente a todos os vértices de H (), Assim,
se dois vértices sao gémeos verdadeiros em H, eles também sdo gémeos verdadeiros em
G ® H. Portanto, podemos concluir que H € livre de vértices gémeos verdadeiros.
Suponhamos agora que o grafo H seja livre de vértices gémeos verdadeiros.
Isso significa que para quaisquer dois vértices v e u em H, temos N[v] # N[u]. Observe
que os vértices de cada H () sdo adjacentes ao vértice v; no produto G ® H. Assim, como
H ¢ livre de vértices gémeos verdadeiros, o grafo G[H (i)] também € livre de vértices
gémeos verdadeiros em G © H. Considere dois vértices distintos quaisquer v; € v, de
G no produto G ® H. Tomemos H ) e H@ no produto G ® H. O grafo induzido pelos
vértices V(H)) UV (H\) é desconexo, ou seja, para quaisquer dois vértices arbitrarios
u’j ceHO e u: € H (2), estes ndo sdo vizinhos no grafo G ® H. Portanto, N[v;] # N[v.],
0 que implica que v; e v, no grafo G ® H nao sdo vértices gémeos verdadeiros. Além
disso, como m > 2 o vértice v; possui pelo menos um vizinho em G no grafo G ® H, isso
()

implica que os vértices v; em G ndo podem ser gémeos verdadeiros dos vértices u;~ em

HY no produto G ® H. Logo, no produto G ® H, ndo pode haver dois vértices gémeos
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verdadeiros. Portanto, G ® H € livre de vértices gémeos verdadeiros. O

O préximo resultado estabelece limites inferior e superior para o nimero lid-
cromético do produto corona P; ® H, relacionando-o diretamente com o nimero lid-

cromatico de H.
Teorema 5.2 Seja H um grafo conexo. Entao, Yjiq(H)+ 1 < Yia(P1 ©H) < ¥ia(H) + 2.

Prova. Denotemos por u € P; o vértice universal. Para o limite inferior, considere uma
lid-coloragdo minima ¢ de H. Observe que, em uma coloragdo prépria de P © H, como u
€ adjacente a todos os vértices de H, a cor atribuida a u deve ser distinta de todas as cores
utilizadas em H. Assim, ¥;q(P1 © H) > Yiq(H) + 1. Para o limite superior, seja ¢ uma
lid-coloragdo minima de H, com Y;;4(H) = k e cores em [k]. Definimos uma nova colora-
¢do ¢/ de P ® H onde ¢/(v) = ¢(v) paratodov € V(H) e ¢/(u) = a, onde o ¢ [k]. Assim,
¢’ é prépria. Para todo v € V(H), vale Np,on[v] = Nu[v]|U{u} e Npoulu] =V (H) U {u},
e portanto ¢’ (Npon[v]) = c¢(Ng[v]) U{a} e ¢/(Npeorlu]) = ¢(V(H)) U{a}. Como
¢ é uma lid-coloragdo de H, se v,w € V(H) sdo adjacentes e Ny[v] # Ng[w], entdo
¢(Ng[v]) # ¢(Nu[w]), o que implica ¢’ (Np,ou[v]) # ¢’ (Np,or[w]), logo, todas as distin-
coes exigidas entre os vértices de H permanecem vdlidas em P; ® H. Por outro lado,
se existe w € V(H) tal que Np,ou(u] # Npor|[w] e ¢/ (Nporlu]) = ¢ (Np,or[w]). Como
Np,orlu] # Npou[wl], segue que Ny[w] # V(H), isto é, V(H) \ Nu[w| # 0; escolha
x € V(H) \ Ng[w] e modifique ¢’ recolorindo apenas x com uma nova cor B ¢ [k] U {a}.
Assim, B € ¢'(Npon[u]) € B ¢ ¢'(Npou[w]), logo ¢'(Npou(u]) # ¢'(Npou[w]). Como
B ¢ [k] U{a}, dados v,w € V(H) adjacentes com Ny[v] # Ng[w], continua vdlido que
¢(Ng[v]) # ¢(Ng[w]), e portanto obtemos uma lid-colora¢do de P; ©® H com k + 2 cores;
consequentemente, ¥;;s (P OH) < k+2 =Y4(H) + 2. O

5.3 Complexidade da lid-coloracao em grafos produto

corona

Nesta se¢@o investigamos a complexidade computacional do problema da lid-
coloragdao em grafos produto corona. Mais precisamente, consideramos o seguinte pro-
blema de decisdo: dado um grafo produto corona G ® H e um inteiro ¢, é possivel decidir
em tempo polinomial se ¥;;s(GO H) < £?

Martins e Sampaio [26] mostraram que, dado um grafo G’ com n vértices,
o nimero lid-cromético ¥;;4(G’) é O(n'~%)-inaproximavel em tempo polinomial para

qualquer € > 0, a menos que P = NP. Em sua demonstracio, os autores consideram um
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grafo da forma G’ = G® K}, onde G é uma instincia do problema cléssico de coloragio de
grafos. Um ponto fundamental dessa construgio é que x(G) < xia(G') < 2x(G), ou seja,
obtém-se limites inferior e superior para y;;(G’), sem determinar explicitamente o seu
valor exato ao longo da prova. Motivados por esse resultado, apresentamos a seguir uma
construcao que estabelece a NP-completude do problema ¢-LID-COLORACAO quando ¢

¢ um inteiro fixo com £ > 5, mesmo quando restrito a classe dos grafos produto corona.

Teorema 5.3 [29] Para todo ¢ > 5 fixo, o problema {-LID-COLORACAO é NP-completo

em grafos produto corona.

Prova. E fécil ver que o problema pertence a classe NP. Para provar a NP-dificuldade,
fazemos uma redugdo a partir de /-COLORACAO, que é NP-completo [23]. A demons-
tracdo apresenta trés construgcdes, de acordo com alguns valores de ¢: (1) { = 2k — 1, para
k> 3;(2) £ =2k, para k > 4; e (3) { = 6. Ao longo da prova, trataremos cada um des-
ses casos conforme necessario. Quando o contexto for ambiguo, poderemos adicionar um
subscrito (1), (2) ou (3) para especificar o caso considerado para /.

A partir de agora, fixamos um inteiro £ > 5. Dada uma instancia G do problema
¢-COLORACAO, construimos um grafo H e, em seguida, consideramos o grafo produto
corona G’ = H ® Kj. Pela prépria defini¢io da constru¢do, G’ pertence a classe dos
grafos produto corona. Além disso, G’ pode ser obtido em tempo polinomial no tamanho
de G. De fato, para cada vértice v € V(G), a construgdo introduz um conjunto YV =
{vo,v1,...,ve}, com £+ 1 vértices. Como ¢ é fixo, cada conjunto Y" possui tamanho
constante. Para cada aresta e = uv € E(G), adicionamos uma c6pia do gadget W¢, cujo
tamanho depende apenas de ¢ e, portanto, também é constante. Assim, se |V (G)| =ne
|[E(G)| = m, entdo o nimero de vértices e arestas de H é limitado por uma fungéo linear
em n + m, com constantes dependendo apenas de /.

Por fim, ao construir G’ = H ® K, adicionamos exatamente um vértice pendente
para cada vértice de H. Portanto, o niimero de vértices e arestas de G’ continua sendo
polinomial no tamanho de G. Consequentemente, G’ pode ser construido em tempo
polinomial. Inicialmente, descrevemos um gadget de aresta W€ que estard associado a
cada e =uv € E(G).

Caso 1.1. / =2k — 1. Para k > 3, o subgrafo W("l) surge da unido disjunta entre
dois vértices up, vo € uma clique X¢ = {x{,x5,...,x{}. Adiciona-se a W(el) o conjunto de
arestas {uox{,uox§} U{vox{ : 3 <i <k}. Vejaum exemplo de W), induzido pelos vértices
em preto na Figura 5.1(a).

Caso 1.2. ¢/ = 2k. Para k > 4, o subgrafo W(ez) surge de W(e]) pela adi¢do de
um novo vértice x;_ ; adjacente a todos os vértices em {x§,x5,...,x,vo}. Além disso,
adiciona-se um vértice pendente x; ligado a x_ ;. Inclui-se x_ | e xj em X°. Observe que
X* induz uma clique de ordem k4 1 com um vértice pendente em exatamente um vértice.

Um exemplo de W(ez) pode ser visto induzido pelos vértices em preto na Figura 5.1(b).
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Caso 1.3. / = 6. O subgrafo Wé) possui conjunto de vértices XU {ug,vo}, onde
X¢ = {x{,x5,...,x¢}. Adicionam-se a W(es) as arestas necessdrias para que X ¢ induza uma
roda Ws com vértice central xg e ciclo Cs : x1x2x3x4x5x1. Incluem-se também em Wé) as
arestas {uox{ : 1 <i < 5}U{voxg}. Um exemplo de W, € ilustrado na Figura 5.1(c),

induzido pelos vértices em preto.

Figura 5.1: Grafo G' construido para o Teorema 5.3. A figura
apresenta um exemplo da constru¢do correspondente
a uma aresta uv € E(G).

Agora prosseguimos com a construcdo de H. Exceto pelos gadgets de aresta, o
restante da construgdo é o mesmo para qualquer ¢ > 5. Para cada v € V(G), adicione a
H um conjunto de vértices Y¥ = {vo,vy,...,v¢} e as arestas vgv;, para todo i € [¢]. Para
cada e = uv € E(G), adicione a H um subgrafo W*" identificando u com ug e v com vy.
Para cada v € V(H), conectamos a v um vértice pendente v'. Isso completa a descrigdo de
G' = H®K). A Figura 5.1 ilustra as constru¢des de H quando G = P»; a Figura 5.1(a)
mostra o caso ¢ = 2k — 1, a Figura 5.1(b) mostra £ = 2k, e a Figura 5.1(c) mostra ¢ = 6. Os
vértices em preto representam os gadgets de aresta, e os vértices em branco representam
os vértices pendentes resultantes de H ® K. Provaremos que G € ¢-colorivel se, e somente
se, G' é ¢-lid-colorivel.

Para a suficiéncia, suponha que G seja ¢-colorivel. Seja ¢g : V(G) — [¢] uma
¢-coloragdo de G. Definimos ¢ : V(G') — [¢] uma /¢-lid-coloracdo de G’ da seguinte
forma. Para cada vértice v € V(G), definimos c(vp) = cg(v) e atribuimos qualquer cor em
0]\ {cc(v)} a c(vj). Considere i € [¢]. Se i # cg(v), definimos ¢(v;) = i; caso contrdrio,
escolhemos qualquer cor em [/] \ {i} para c(v;). Além disso, se i+ 1 # cg(v) (adigdo

médulo ¢), atribuimos ¢(v.) = i+ 1; caso contrério, escolhemos ¢(v;) em [¢]\ {i,i+ 1}.
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Neste ponto, observe que c¢ atribui cores diferentes a vértices adjacentes em
Y", para todo v € V(G). Para cada i € [{], tem-se que |c¢(Ng[vi'])| = 2, |c(Ng/[vi])| =3
e |¢(Ng'[vo])| = ¢. Isso implica imediatamente que todo par de vértices adjacentes em
YV possui codigos distintos. Prosseguimos com a defini¢do da coloracdo ¢ no gadget de
aresta, de acordo com os casos estabelecidos para /.

Caso 2.1. ¢ =2k — 1. Lembre que k > 3. Para cada e = uv € E(G), seja A =
{a1,ay,...,ax_2,cG(u),cc(v)} um subconjunto de [2k — 1] com k elementos. Definimos
c(xy) =a1, c(x§) =cg(v), c(x§) = cg(u) e, se k >4, c(x{) = a;_ paratodo i € {4,...,k}.
Em seguida, seja B = {b1,by,...,bx_1} = [2k — 1] \ A. Atribuimos c(x{’) = cg(u) e
c(x¢") = b;j_y para todo i € {2,...,k}. Observe que c atribui cores diferentes a vértices
adjacentes em V(W(e])). Antes de prosseguir, mostramos que c¢ identifica corretamente os
vértices adjacentes do subgrafo W, \ {uo,vo}. Dado que cg(u) # cg(v) e, pela defini¢do
de A, temos que A C ¢(Ng/[x¢]), para todo i € [k]. Além disso, dado que ¢(x¢") = c(ug) =
cg(u) € A, obtemos c(Ng [x{]) = A e, pela defini¢do de B, temos ¢(Ng [x{]) = AU{b;i_1}
para todo i € {2,...,k}. Consequentemente, ¢(Ng [x{]) # c(Ng/[x¢]), para todos i,j €
k]. Para as arestas x¢x¢’, i € [k], a conclusdo c(Ng/[x¢]) # c¢(Ng[x¢']) € trivial, pois
(N (x{"))| =2 e |A] =k = 3.

Seja e = uv € E(G). Pela construgdo, upx{, vox§ € E(G'), para todo i € [2]
e j € {3,...,k}. Basta mostrar que cada par de vértices up,x e vo,x, para x € X¢,
possui cédigos distintos. Como k > 3, tal conclusdo € imediata, pois ja4 sabemos que
lc(Ngr[uo))| = |c(Ngr[vo])| =2k —1 =4 e que |c(Ng[x])| é k (se x =x{) ou k+1 (se
x=x5,i€{2,...,k}).

Caso 2.2. ¢/ = 2k. Lembre que k > 4. Prosseguimos de modo semelhante ao
Caso 2.1. Para cada e = uv € E(G), seja A = {ay,ay,...,ak—1,cG(u),cg(v)} um sub-
conjunto de [2k| com (k+ 1) elementos. Definimos ¢(x{) = a1, c(x5) = cg(v), c(x§) =
cg(u) e, (se k > 4) c(x¢) = aj_p, para todo i € {4,...,k+ 1}. Em seguida, seja B =
{b1,ba,...,br_1} = [2k] \ A. Atribuimos c(x§) = bx_1, c(x§) = c(x§") = cg(u) e c(x¢') =
bi_y,paratodoi € {2,...,k+1}.

E claro que ¢ atribui cores diferentes a vértices adjacentes em V(W(ez)). Isso
pode ser visto observando que, se dois ou mais vértices recebem a mesma cor, entdo
eles pertencem a um dos dois conjuntos independentes ndo triviais I} = {x§,x¢',x¢'} e
L = {x§,x¢'}, pois c(I1) = {cg(u)} e ¢(lr) = bx—1. Mostramos que a funcdo c restrita a
W5 \ {uo,vo} € de fato uma lid-colorag@o.

Lembre que ¢ € uma ¢-coloragdo e, portanto, cg(u) # cg(v). Dadas as de-
finigdes de ¢, A e Wy, sabemos que ¢(Ng[x§]) = {ak—1,bk—1,c6(u)}, c(Ng[x{]) = A,
c(Ng/[x{]) = AU{bi_1}, para todo i € {2,...,k}, e ¢(Ng[x{, ]) = AU{br_1,br}. Reu-
nindo essas descri¢des de conjuntos e a cardinalidade |c(Ng/[x¢'])| = 2, para todo i €

[k+1]U {0}, concluimos que, para quaisquer vértices adjacentes w,z € V(W5 \ {uo,vo}),
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vale ¢(Ngr[w]) # ¢(Ng[z]).-

Finalmente, para a aresta e = uv € E(G), pela construgdo, uox;, Vox§ € E(G),
parai€ [2]e j€{3,...,k+ 1}. Dado que k > 4, como temos |c(Ng [uo])| = |c(Ng[vo])| =
2k e, para todo x € X¢, |c¢(Ng/[x])| < k+ 3 (S4), os pares ug,x € v, x possuem c6digos
distintos.

Caso 2.3. { = 6. Paracada e = uv € E(G), seja A = {ay,az,cc(u),cc(v)} C [6].
Definimos c(x{) = c(x§) = cg(v), c¢(x5) = c(x§) = a1, c(x§) = az e c(x§) = cg(u).
Em seguida, seja B = {b1,b2} = [6] \ A. Atribuimos c(x¢') = c(x§') = c(x§') = by,
c(x§) = c(x¢') = cg(u) e c(x¢') = by. E fécil ver que c atribui cores diferentes a
vértices adjacentes em V(Wé)). Para mostrar que ¢ € uma 6-lid-coloragdo restrita a W, \
{uop,vo}, observamos que c(Ng [x§]) = ¢(Ne'[x§]) = AU{b1}, x{x§ ¢ E(G'), ¢(Ng [x§]) =
fan,bu,ca(u),ca(v)}, o(Ngy b)) = {ar,caw),ca ()} e(Ne ) = A e c(Ngr[xé]) = AU
{b,}.1sso implica que vértices adjacentes de X ¢ tém c6digos distintos. Além disso, para as
arestas x¢x¢’, i € [6], a conclusdo c(Ng/[x¢]) # c(Ng/[x¢']) é direta, pois |c(Ng: (x¢'))| =2 €
|c(Ngr(x¢'))| > 3. Seja e = uv € E(G). A construgdo fornece upx¢, voxé € E(G') para todo
i € [5]. Como |c(Ng[uo])| = |c(Ng'[vo])| =6 e |c(Ng [x])| <5, para todo x € X¢, temos
que ug e x tém codigos diferentes, assim como v e x. Isso conclui a prova da suficiéncia.

Para a necessidade, suponha que G’ seja ¢-lid-colorivel. Seja c : V(G') — [¢] uma
¢-lid-coloragdo de G'. Afirmamos que ¢(ug) # c(vp), para todo uv € E(G).

Caso 3.1. ¢/ = 2k — 1. Por contradi¢do, seja e = uv € E(G) tal que c(up) =
¢(vo) = i. Pela construgdo, X¢ é uma clique; entdo, como ¢ é uma (lid-)coloragdo, devemos
ter |c(X¢)| =k e i¢ c(X). Seja j € [k]. Isso implica que ¢(X¢) U {i} C c(Ng/[x9]).
Lembre que |c(X¢)U{i}| = k+ 1. Assim, para colorir adequadamente os vértices em
X ={x§",x§',...,x¢'}, estdo disponiveis |[(]\ (c(X*)U{i})|=2k—1—(k+1) =k—2
cores. Pelo fator K; da construcdo, temos que ¢(Ng/[x]) = c(X*) U{i} ou ¢(Ng/[x5]) =
c(X°)U{i,p}, para algum p € [¢]\ (¢(X¢) U{i}). Entdo, temos no maximo k —2+ 1 =
k — 1 subconjuntos distintos para identificar os k vértices em X, uma contradi¢do. Dada
a contradi¢do anterior, concluimos que c¢(up) # c¢(vo), para todo uv € E(G). Definindo
c(v) = ¢(vp), para todo v € V(G), obtemos uma (2k — 1)-colorag@o c¢ para G.

Caso 3.2. / = 2k. Novamente, por contradi¢@o, seja e = uv € E(G) tal que c(u) =
c(v) = i. Pela construgdo, X¢\ {xo} é uma clique, entdo devemos ter |c(X¢\ {xo})| =k+1
ei¢ c(X¢). Seja j € [k+ 1]. Isso implica que ¢(X“\ {xo}) U{i} C c¢(Ng[x¢]). Lembre que
le(X\ {x0})U{i}| = k+2. Assim, para colorir adequadamente os vértices em X°\ {xo},
estdo disponiveis |[¢] \ (¢(X¢) U {i})| = 2k — (k+2) = k — 2 cores. Pela construcdo de
X\ {xo}, temos que, para alguns p,q € [¢]\ (c(X°\ {xo}) U{i}) distintos, a cor da
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vizinhanga de x ¢ uma dentre

¢(Nexj]) = (X \ {xo}) U{i}, (5-1)
¢(Ne [xj]) = (X \{xo}) U{i, p}, (5-2)
¢(No'[xj]) = c(X\{x0}) Ui, p gy, se j=k+1. (5-3)

Entdo, exceto por x{, |, 0s outros k vértices em X\ {xo} devem ser identificados
com os conjuntos ¢(X¢\ {xo})U{i} ou c(X°\ {xo0})U{i,p}. Mais precisamente, apenas
um deve ser identificado com o conjunto ¢(X¢\ {xo}) U{i}. Assim, temos k — 1 vértices a
serem identificados com ¢(X¢\ {xo}) U {i, p}. Lembre que p € [¢]\ (c(X¢\ {xo}) U{i}).
Temos a cardinalidade |[¢]\ (c¢(X¢\ {xo})U{i})| =2k — ((k+ 1)+ 1) = k — 2. Portanto,
ha no méaximo k — 2 escolhas de p, levando a no méximo k — 2 subconjuntos distintos do
tipo ¢(X¢\ {x0}) U{i, p} para identificar k — 1 vértices em X°\ {xo}, uma contradi¢do.

Dada a contradigdo anterior, concluimos que c¢(ug) # c¢(vo), para todo uv € E(G).
Definindo cg(v) = ¢(vp), para todo v € V(G), obtemos uma 2k-coloragéo para G.

Caso 3.3. ¢/ = 6. Para a contradi¢do final, seja e = uv € E(G) tal que c(up) =
c(vo) = i. Pela construgdo, X¢ induz uma roda Ws. Sabemos que x(Ws) = 4 e, como
c(up) = i, o nimero de cores disponiveis para X¢ é 5. Assim, 4 < |¢(X¢)| < 5. Fixe-
mos c(xg) = j, c(x{) = a1, c(x§) = az e c(x§) = az. Se |c(X¢)| = 4, digamos ¢(X¢ \
{x¢}) = {a1,a2,a3}, entdo c(x3) € {ay,a2} e c¢(x$) € {az,a3}. Em qualquer dos casos,
existem trés vértices r,s,1 € {x{,x5,x5,x¢} tais que c(Ng[r]) = ¢(Ng/[s]) = c(Ng'[t]) =
{a1,az,a3,i,j} = A. Seja B= {b1} = [6] \ A. Observe que estdo disponiveis dois c6di-
gos, A e AU{b;}, para identificar trés vértices r,s,t, o que é uma contradi¢do. Agora, se
lc(X€)| =5, sejac(X°\{x¢}) = {a1,a2,a3,a4}. Podemos supor que c(x§) = a4 e c(x$) =
ay. Temos ¢(Ng [x§]) = c¢(Ng[x§]) = {a2,a3,a4,i, j} e c(Ng/[xg]) = {a1,a2,a3,a4,i, j}.
Entdo ndo hé cor disponivel em [6] a ser atribuida a {x§',x§'} para identificar x§ e x, 0

que € uma contradic¢ao.

Dadas as contradi¢des anteriores, inferimos que c(ug) # c¢(vo), para todo
uv € E(G). Definindo cg(v) = ¢(vp), para todo v € V(G), obtemos uma ¢-coloragio cg

para G, o que conclui a prova. 0

Motivados por esses resultados preliminares e de complexidade, nas secdes
seguintes determinamos o nimero lid-cromadtico para certas subclasses de grafos produto
corona. Vamos definir uma fungio parcial de coloracdo da seguinte maneira. Seja R =
{R1,R2,...,R;} tal que, para todo i € [t], R; ¢ um conjunto de vértices, e seja X =
{X1,X>,..., X}, tal que, para todo j € [s|, X; é um conjunto de cores (possivelmente
vazio) definidas sobre X = {1,...,x}. Além disso, |R;| > |X;| para todo par i, j. A fungdo

g : R — X associa cada elemento de & a um elemento de X de forma que, se g(R;) =X,



5.4 Limites para ¥;s(GOH) 82

entdo para toda cor y € X; existe um vértice v € R; com c(v) =y, e nenhum vértice de
R; pode ser colorido com alguma cor em X \ {X;}. Note que a fungdo ¢é injetora. Vale
destacar que ela ndo define como os vértices de R; serdao coloridos. No entanto, cada cor
em X; deve ser atribuida a algum vértice de R;, o que ¢ possivel, pois |R;| > |Xj|. Se
|X;| = 0, entdo nenhum vértice de R; pode ser colorido com alguma cor de X. A aplicagio

da fung@o ¢ a um conjunto R garante que ¢(R;) # ¢(R;), para todo par i,z com i # z.

5.4 Limites para x;;;(GOH)

Nesta secdo, estabelecemos alguns limites inferiores e superiores que serao
utilizados nas secoes seguintes. Em particular, no Teorema 5.6, obtemos um limite inferior
para ;;4(G ® H) em funcdo de ;;,4(H), quando G é um grafo conexo.

Apresentaremos nos proximos resultados limites superiores para o nimero lid-
cromético do produto corona considerando dois grafos arbitrarios, ou seja, o produto
corona de G ® H. No Teorema 5.4, apresentamos o limite superior para o nimero lid-

cromatico do produto corona de G por H e mostramos que o limite € justo.

Teorema 5.4 Sejam G e H dois grafos conexos de ordens m e n, respectivamente, com
m > 3. Entdo, %5ia(GOH) <X(G)+m- (Xiia(H)) — 1.

Prova. Sejam ¥(G) = k = ko e Yiq(H) = k'. Vamos construir uma coloragdo ¢ para
o grafo G ® H com a cardinalidade anunciada. Sejam k; = k+i-k com 1 <i <m,
¢: V(G) — [k] uma coloragdo prépria de G e ¢ : V(H¥) — [k;] \ [k;_1] uma lid-colorago
de H(. Agora, no grafo H (m) | substituimos a cor k +m - k' pela cor 1 pertencente a [k]. E
facil perceber que ¢ é uma colorag@o prépria, pois c¢(v;) é diferente de toda cor utilizada
nos vértices de H). Observe que cada H D com1<i<m—1 possui pelo menos uma
cor que € exclusiva daquele grafo. Logo, em G, v; serd identificado por uma dessas cores.
Do mesmo modo, dados v; € G e ugi) e H no produto G ® H, existe pelo menos uma
cor em V(G) que ndo foi utilizada em V (H)®, assim ¢(N[vi]) # ¢(N [uﬁi)]), o que implica
que ¢ é uma lid-coloragdo. Portanto, ¥;;s (GO H) < x(G)+m- (xiia(H)) — 1. O]

Apresentamos na Figura 5.2 um exemplo da constru¢do descrita no Teorema 5.4.
Na figura, ilustramos uma lid-coloracdo do grafo G ® H obtida ao colorir os vértices de G
com [k| e cada c6pia H () com um conjunto disjunto de k’ cores, conforme a constru¢io
da prova, realizando apenas na tltima cépia H™) a substituicdo da cor k4 m - k' pela cor
1.
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Figura 5.2: Xlid(P4 ©C4) < 2—|—4(3) —1=13.

O grafo K,,, © K| satisfaz a igualdade do Teorema 5.4. De fato, como % (K,,) = m
e xiia(K1) = 1, segue que ¥yiq(Kn © K1) = 2m — 1, conforme demonstrado na Propo-
sicdo 4.9. Esse exemplo motiva o aprimoramento do limite do Teorema 5.4, obtido no
Teorema 5.5, no qual apresentamos um limite superior mais preciso € mostramos que ele
€ justo. Observe ainda que o produto corona ndo é comutativo. Pavithra e Reji [34] es-
tudaram a lid-coloragdo do produto corona de dois grafos e afirmaram que, para grafos
conexos G e H, vale ;;4(G® H) < %ia(G) + X1ia(H). Entretanto, o exemplo K,, ® K|
mostra que essa afirmacao pode falhar. Assim, no préximo resultado estabelecemos uma
versdo correta desse limite ao acrescentar a hipdtese de que G € livre de vértices gémeos

verdadeiros.

Teorema 5.5 [29] Sejam G e H dois grafos conexos de ordens m e n, respectivamente,

com m > 3. Se o grafo G ¢€ livre de vértices gémeos verdadeiros, entdo ¥;ia(G© H) <
Xiid (G) + X1ia(H).

Prova. Sejam Y;;4(G) = k' e y5iq(H) = k”. Vamos construir uma coloragio ¢ para o
grafo G ® H com a cardinalidade em questdo. Para isso, considere ¢ : V(G) — [K] e
c:V(HD) = [K + K"\ [K] como lid-coloracdes de G e H®), com 1 < i < m, res-
pectivamente. Como G € livre de vértices gémeos verdadeiros e estd lid-colorido,
para dois vértices adjacentes u e z em G, temos c¢(N[u]) # c¢(N[z]). Sejam v, e
v, os vértices correspondentes a u e z, respectivamente, em G © H. Logo, temos
que c(N[vi]) = c(N[u]) U [K' + K]\ [K'] e c(N[v:]) = c(N[z]) UK+ K]\ [K], isto ¢,
c¢(N[vy]) # ¢(N[v;]). Além disso, como nenhuma cor utilizada em V(G) é usada para
colorir V(H), dados v; € G e u() e HY no produto G ® H, temos ¢(N[v;]) # ¢(Nu (l)]).

J
Assim, ¢ é uma lid-coloracéo de G ® H. Portanto, X;ia(GOH) < %ia(G) +xuia(H). O

Apresentamos na Figura 5.3 um exemplo da constru¢do descrita no Teorema 5.5.
Na figura ilustramos uma lid-colora¢do do grafo Py © Cy4, obtida ao colorir os vértices de
P4 com [4] e cada cépia Cé(li) com um conjunto disjunto de trés cores, 7]\ [4] = {5,6,7},
conforme a construgdo da prova. Assim, utilizamos 7 cores e obtemos Yiy(Ps © Cs) <
Xiid(Pa) +X1ia(Cs) =4+3=17.
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Figura 5.3: Xlid(P4 @C4) <4+4+3=".

Pelo Teorema 3.1, temos que YX;;z(P,) = 3 quando n é impar. Além disso, pelo
Teorema 3.2, sabemos que ¥;4(Cn) =3 se m =0 (mod 4). Assim, temos que ¥iq(P, ©
Cm) = X1ia(Pn) + %ia(Cin) = 6. Vale ressaltar que, no Teorema 5.18, demonstramos que
Xid(Phn©Cy) =6comm>2,n>3en#5,7. Logo, o limite apresentado ¢ justo.

Teorema 5.6 [31] Sejam G e H dois grafos com m e n vértices, respectivamente, onde G
é conexo, m > 2 en > 1. Entdo, Yiq(GOH) > Yia(H) + 2.

Prova. Seja x;;4(H) = k, e seja ¢ uma lid-coloragdo minima de G ® H. observe que,
como todos os vértices de H) sdo adjacentes a v;, € necessario pelo menos uma nova cor
diferentes das k cores. Suponhamos por contradi¢do que ¥;;4(G® H) = k+ 1 e entdo, que
cada copia H () ¢ colorido com k cores em [k]. Sem perda de generalidade, assuma que
c(vi) = k+ 1. Nesse caso, como G é conexo, tem-se ¢(N[v;]) = [k + 1] para todo v; em G
no produto G ® H. Seja v; um vizinho de v; em G. Logo, ¢(V(HU)U{v;}) = [k+1], 0
que implica em ¢(N[v;]) = ¢(N[v;]) = [k+ 1], o que contradiz que ¢ é uma lid-colorag@o.
Portanto, x;;,4(G©OH) > k+2. O

O préximo resultado estabelece um limite inferior para o nimero lid-cromético
do produto corona G ® H quando o grafo H possui uma componente conexa isomorfa ao

grafo K,.

Teorema 5.7 Seja G um grafo conexo com m > 2 vértices e seja H um grafo. Se H possui

uma componente conexa isomorfa a K,, para algum n > 1, entdo ¥;4(G©H) > n+3.

Prova. Suponha, por contradi¢do, que exista uma (n + 2)-lid-coloragdo ¢ de G ® H
usando as cores [n +2]. Para cada i € [m], seja H') a cépia de H anexada a v; e seja %
a componente de H () isomorfa a K,,. Como K,(li) ¢ uma clique e todo vértice de K,(li) é
adjacente a v;, o subgrafo induzido por {v;}U V(K,gi)) € isomorfo a K, 1; logo, seus n+1
vértices recebem n + 1 cores distintas. Assim, existe exatamente uma cor o; € [n + 2]
que ndo aparece em {v;} U V(K,(li)). Como K. ¢ uma componente de H¥), para todo
x € V(K,(,i)) vale N[x] = {v;} UV(K,gi)), e portanto ¢(N[x]) = [n+ 2]\ {o;}. Como G é

conexo e m > 2, o vértice v; possui um vizinho em G, de modo que N[v;] # N[x]; além
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disso, v; é adjacente a x. Pela condicdo de lid-coloragdo, devemos ter ¢(N[v;|) # c(N|[x]).
Entretanto, como N[x] C N|v;|, segue que ¢(N[x]) C ¢(N[v]), e entdo necessariamente
o; € ¢(N[vi]), isto é, c¢(N[vi]) = [n+ 2] para todo i € [m]. Tomando dois vértices adjacen-
tes v;,v; € V(G) C V(GO H), obtemos c¢(N[v;]) = c(N[vj]) = [n+2], o que contradiz a
defini¢ao de lid-coloragdo. Portanto, ndo existe uma (n + 2)-lid-coloragdo de G® H, e
concluimos que X1ig(GOH) > n+ 3. O

Como consequéncia imediata do Teorema 5.7, obtemos o seguinte resultado para

o caso particular em que o segundo fator do produto corona é um grafo completo.

Corolario 5.8 Seja G um grafo conexo com m > 2 vértices e seja K, o grafo completo
comn > 1 vértices. Entdo, ¥iq(G® K,) > n+3.

Prova. Como K,, é conexo, ele possui uma componente conexa isomorfa a K,. Assim, o

resultado segue diretamente do Teorema 5.7. 0

Aplicando novamente o Teorema 5.7, agora ao caso em que H = K,,, obtemos o

seguinte limite inferior para o nimero lid-cromatico do produto corona.

Corolario 5.9 Seja G um grafo conexo com m > 2 vértices e seja K, o complementar de

K, com n > 1 vértices. Entdo, ¥;ia(G®K,) > 4.

Prova. O grafo K, é a unidio disjunta de n componentes conexas isomorfas a Kj. Apli-
cando o Teorema 5.7 com n = 1, obtemos Yiq (GO K,) > 1+3 = 4. O

No Teorema 5.10, estabelecemos um limite inferior para o nimero lid-cromatico
do grato G © H, no caso em que H € livre de vértices gémeos verdadeiros. Esse resultado

serd fundamental para a demonstracdo dos resultados apresentados nas secdes seguintes.

Teorema 5.10 [37] Se G e H sdo grafos conexos com m e n vértices, respectivamente,

onde m,n > 3, e H é livre de gémeos verdadeiros, entdo ¥;;4(G©H) > 6.

Prova. Do enunciado, sabemos que H € livre de vértices gémeos verdadeiros. Assim,
pelo Teorema 5.1 o grafo G © H também € livre de vértices gémeos verdadeiros. Observe
que cada vértice v; de G estd contido numa clique de tamanho 3, digamos c, livre de
gémeos verdadeiros, formada pelo vértice v;, e dois vértices adjacentes de H @), digamos
u’l e u’2 Logo, pelo Corolério 4.6, %;i4(G ® H) > 5. Suponhamos por contradi¢do que
%ia(G ® H) = 5. Pela Proposi¢io 4.5, [c(N[CY]| > 5 e como v; é adjacente a todos
os vértices em N[C]\ {v;}, concluimos que c(N[v;]) = [5], para todo i € [m], o que
contradiz o fato de que ¢ é uma lid-colorag¢do de G ® H. Portanto, ¥;;,s(GOH) > 6. O
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5.5 Lid-coloracao em produtos corona de grafos biparti-

dos

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados sobre lid-coloracio em produtos
corona de grafos bipartidos e também analisamos o caso em que o produto € bipartido.
Pelo Teorema 3.7, todo grafo bipartido G satisfaz %;;;(G) < 4. No Teorema 5.11,
mostramos que o nimero lid-cromatico do produto corona de dois grafos bipartidos

conexos € 6.

Teorema 5.11 [31] Sejam G e H dois grafos bipartidos conexos com m e n vértices,

respectivamente, onde m > 3 e n > 4. Entdo, Y;;s(G©OH) = 6.

Prova. Como H ¢ bipartido e, portanto, livre de gémeos verdadeiros, entdo segue que H
ndo possui vértices gémeos verdadeiros. Pelo Teorema 5.10, temos que ¥;;4(G© H) > 6.
Para mostrar o limite superior, vamos construir uma lid-coloracdo minima ¢ para o grafo
G © H com a cardinalidade 6. Como o grafo G € bipartido, consideramos as biparti¢cdes
A e B de V(G). Para cada i € [m], atribuimos c(v;) =5 para v; em A e c¢(v;) = 6 para
v; em B. Note que existe um vértice u € H que ndo é adjacente a um vértice de grau
um. Assim, para colorir os vértices de H @ adjacentes a v; em que c¢(v;) = 5, definimos
c(u) =1+ (d(u,u;) mod4)eno caso em que c(v;) = 6, c(u’) =2+ (d(u,u’}) mod 4).
Observe que ¢ é uma coloracdo prépria e cada H () esta lid-colorido. Além disso, a cor
1 € ¢(N[vj]) quando v; € A, mas 1 ¢ ¢(N[v;]) para v; € B. Isso implica que, para dois
vértices adjacentes u e z em G no produto G ® H, tem-se ¢(N[u]) # ¢(N[z]). Ainda,
5<|e(N[vi])| <6eparaye V(HD), |c(N[y])| <4, o que implica em c(N[v;]) # c¢(N[y]).
Portanto, ¢ € uma lid-colora¢do de GO H e ¥ia(GOH) < 6. O

Aplicamos na Figura 5.4 a construgdo utilizada na prova do Teorema 5.11. Na
figura apresentamos uma lid-coloragdo do grafo Ps ® K3 3 obtida ao colorir os vértices
do caminho Pg com as cores 5 e 6, de acordo com a biparti¢cdo de Py. Para cada copia

i L. . .. e
K3( )3, escolhemos um vértice u e colorimos 0s vértices de acordo com as distincias a

)

u, conforme a regra descrita na prova do teorema. Dessa forma, cada cépia 1(3(l3 utiliza
apenas as cores {1,2,3,4}, enquanto os vértices de Py utilizam as cores {5,6}, obtendo

assim uma lid-colora¢do com 6 cores.
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Figura 5.4: Lid-coloragdo do grafo corona Ps ® K3 3.

Pavithra e Reji [34] obtiveram um resultado mais geral para o produto corona
G ® H, no caso em que G ¢ bipartido e );;;(H) = k. A abordagem utilizada pelos autores
emprega técnicas distintas das nossas e caracteriza o valor de ¥;;s(G ® H) em fungéo
da existéncia de uma boa k-lid-coloracdo do grafo H. O resultado correspondente é

apresentado no Teorema 5.12.

Teorema 5.12 [34] Sejam G e H dois grafos conexos e suponha que ¥;iq(H) =k. Se G é

bipartido, entdo

Xiia(H)+2, se H admite uma boa k-lid-coloragao,
Yia(GOH) =™
Yiia(H)+3, caso contrdrio.

A proposicdo a seguir caracteriza quando o produto corona de dois grafos é
bipartido. Mostramos que essa propriedade ocorre exatamente quando o primeiro fator
¢ bipartido e o segundo fator ndo possui arestas, isto €, quando ele é o complemento de

um grafo completo.

Proposicao 5.13 Sejam G e H grafos, com |V(G)| > 1 e |V(H)| = n. Entdo, GOH é

bipartido se, e somente se, G é bipartido e H = K,,.

Prova. (=) Suponha que G © H seja bipartido. Como todo subgrafo induzido de um
grafo bipartido € bipartido, segue que G € bipartido (pois G € subgrafo induzido de
G ® H). Além disso, mostraremos que H ndo possui arestas. Suponha, por contradi¢o,
que existam x;,y; € V(H) com x;y; € E(H). Escolha um vértice v; € V(G) e considere
a copia H () de H anexada a v; no produto corona. Sejam x) e y"i) o5 vértices de
HY correspondentes a x; e y;. Entdo x(V")y(W) € EH (i)) e, pela definicdo do corona, v;
¢ adjacente a todos os vértices de H (), em particular a xi) e ylvi), Logo, vy, x0i) y(vi)
formam um tridngulo em G ® H, o que contradiz o fato de que grafos bipartidos ndo

contém ciclos fmpares. Portanto, E(H) = &, isto é, H = K,,.
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(<) Suponha agora que G seja bipartido, com biparticdo (A,B), e que H = K,,.
Para cada v; € V(G), denote por H (@) a cOpia de H anexada a v;, e observe que H () ¢ um

conjunto independente. Defina

A=aulJvHD) e B=BulJvH).
v;EB V,EA

Como as arestas de G cruzam (A, B) e cada vértice de H () ¢ adjacente apenas a v; (que
estd no lado oposto por construgdo), toda aresta de G ® H tem uma extremidade em A’ e

a outra em B’. Logo, (A’,B’) é uma biparti¢do de G® H, e portanto G ® H € bipartido. [J

No proximo resultado, determinamos exatamente o nimero lid-cromdtico do

produto corona entre um grafo bipartido conexo e o grafo K,,.

Teorema 5.14 Seja G um grafo bipartido conexo com m > 2 vértices. Entdo, ¥ia(G ©®
K,) =4.

Prova. Pelo Corolério 5.9, temos X1a(G® K,;) > 4. Além disso, como G é bipartido e
H = K, segue pela Proposi¢io 5.13 que G ® K,, é bipartido. Logo, pelo Teorema 3.7,
obtemos ¥4 (G ® K,,) < 4. Portanto, ¥;i¢(G® K,) = 4. O

A Figura 5.5 mostra a lid-coloragio ¢ para o grafo Cg ® P4. Observa-se que a
coloragdo ¢ é prépria e para qualquer par de vértices v;,v, € V(Cs ® Py) adjacentes, temos

c¢(N|v; ¢(N|[v,]), o que implica que ¢ é uma lid-coloracdo. Portanto, ;s (Ce ® Ps) = 4.
(N[vi]) # c(N[vZ]), o que implica que ¢ ¢ uma lid-colorago. P Xiid(Co © Py) =4

@ @)W W W @:>

Figura 5.5: Lid-coloragdo do grafo corona Cs ® Py,
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5.6 Sobre o problema da 4-lid-coloracao no produto co-

rona

Com base no resultado de complexidade e nos resultados anteriores, passamos a
investigar os grafos produto corona que sdo 4-lid-cromédticos. Nosso objetivo é determinar
se os grafos produto corona que sdo 4-lid-cromdticos podem ser caracterizados, ou seja,
se ha um reconhecimento polinomial para estes grafos.

Inicialmente, levantamos as restricdes para G e H que garantem que X;;z(G ®
H) <4,

Teorema 5.15 Sejam G e H grafos tais que G é conexo com m > 2 e n > 1 vértices,

respectivamente. Se ¥;4(G ® H) < 4, entdo G é livre de triangulos e H é isomorfo a K,,.

Prova. Se G possui tridngulo, entdo G ® K,, possui uma clique de ordem trés, livre de
gémeos verdadeiros, e pelo Coroldrio 4.6, ¥;,4(G ® H) > 5. Logo, concluimos que se
X1id(G®© H) < 4, entdo G é livre de tridngulos. Por outro lado, se yys(H) > 3, pelo
Teorema 5.6, Xiu(G ® K,;) > 5. Se Yia(H) < 2, entdo H possui componentes com, no
maximo, uma aresta. Se H possui uma componente com uma aresta, pelo Teorema 5.6,
X1id(G @ H) > 5. Portanto, podemos concluir que se ¥;,4(G ® H) < 4, entdo G ¢ livre de

tridngulos e H ndo tem arestas, ou seja, H é isomorfo a K,,, com n > 1. O

Os resultados anteriores indicam que a condi¢do x(G) < 3 parece ser necessaria
para que G ® K,, admita uma 4-lid-coloracdo, quando G é ndo bipartido e livre de

triangulos. Isso nos leva a seguinte conjectura:

Conjectura 2 Seja G um grafo ndo bipartido e livre de tridngulos. Se Y;;4(G® K,) = 4,
entdo Y (G) < 3.

Note que a condi¢do % (G) < 3 mostra que, entre os grafos nio bipartidos e
livres de tridangulos, os tnicos candidatos possiveis sdo os grafos 3-coloriveis. De fato,
hd grafos nessa classe para os quais ¥4 (G ® K,;) = 4. Entre eles, estdo os ciclos fmpares
Cor+1, com k > 1, e o grafo de Petersen. Em particular, se G = Cy;41, com k > 1, entdo
xl,-d(G@fn) = 4. Além disso, o grafo de Petersen, por ser 3-colorivel, também satisfaz
Xiia(G ® K,) = 4. Na Figura 5.6, apresentamos uma 4-lid-coloragio para o grafo P ® Py,
onde P denota o grafo de Petersen.
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4 1
Figura 5.6: Lid-coloracdo do grafo corona P P;.

Por outro lado, a condi¢o (G) = 3 nao ¢ suficiente para garantir que ¥;;4(G ©
K,) = 4. Na Figura 5.7, apresentamos uma 5-lid-coloragdo do grafo G ® P;. Note que o
grafo base G é 3-colorivel, isto é, x(G) = 3. Entretanto, o produto corona G ® P; ndo
admite uma 4-lid-colorac@o, e, portanto, ¥;;s(G ® P;) = 5. Assim, este exemplo mostra

que a 3-colorabilidade de G, embora seja uma condi¢@o necessdria em alguns contextos,

nao € suficiente para assegurar a existéncia de uma 4-lid-coloracao.

Ug

4 (ug

4 5

Figura 5.7: Uma 5-lid-coloracdo do grafo G ® P).

Observe que o problema da 3-coloragdo de grafos consiste em decidir se um
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grafo G admite uma coloracio prépria utilizando trés cores. Esse problema é conhecido
por ser NP-completo, conforme mostrado por Karp [23] em seu trabalho cldssico sobre
redutibilidade entre problemas combinatérios. No caso da 4-lid-coloracdo, o problema
parece estar intimamente relacionado a 3-coloracdo do grafo G. De fato, os resultados
obtidos indicam que a condi¢do ¥;;s(G ® K,,) = 4 impde fortes restricdes estruturais
sobre G, em particular sugerindo que % (G) < 3 quando G é ndo bipartido e livre de
triangulos. Como o problema da 3-coloracao é NP-completo, isso nos leva a conjecturar
que, Mesmo nesse caso mais restrito, o problema de decidir se X4 (G® K, ) = 4 permanece

computacionalmente intratavel.

Conjectura 3 O problema 4-1LID-COLORACAO é NP-completo mesmo quando restrito a

classe dos grafos produto corona.

5.7 Lid-coloracao do produto corona quando os fatores

sao caminhos e ciclos

Na secdo anterior, estudamos a lid-colora¢do do produto corona G ® H no caso
em que G e H sdo grafos bipartidos. Nesta sec@o, voltamos nossa atencao para casos em
que essa condi¢ao ndo € necessariamente satisfeita. Em particular, apresentamos valores
exatos para o numero lid-cromatico de grafos da forma G © H, quando G e H pertencem
as classes dos caminhos e dos ciclos.

Note que, como consequéncia imediata do Teorema 5.11, temos o Corolario 5.16,

o qual estabelece o nimero lid-cromético do grafo P, ® P,.
Corolario 5.16 Seja G =P, ® P, comm >3 e n > 4. Entdo, ¥;;4(G) = 6.

Aplicamos a colora¢do ¢ conforme descrito no Teorema 5.11 para colorir os
vértices do grafo P ® Ps. Como o grafo P, é bipartido, podemos particionar seus vértices
nas biparti¢des A e B. Para colorir os vértices de P, para i € [6], atribuimos c¢(v;) = 5 para
vi € A e c(v;) = 6 para v; € B. Portanto, temos ¢(v;) =5, ¢(v2) =6, c(v3) =5, c(v4) =6,

c(vs) =5 e c(ve) = 6, conforme ilustrado na Figura 5.9.

\v@’ NN

9% A s NIV N

Figura 5.8: Lid-coloragdo do grafo corona Ps © Pj.
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Na coloracdo dos vértices u’] € Pf) adjacentes a v; em que c(v;) = 5, temos
c(ulj) recebe uma cor de {1,2,3,4} congruentes a 1+ d(u,v) médulo 4, ji no caso em
que c(v;) = 6 usaremos {2,3,4,5} congruentes a 2 + d(u,v) médulo 4. Essa coloragdo é

ilustrada na Figura 5.9.

N2

5

\v Ra\d
Ag‘

2 3 4 5 2 3 4 5

6
()

Figura 5.9: Lid-coloragdo do grafo corona Ps ® Py.

Observa-se que todos os pares de vértices adjacentes tém cores distintas, es-
tabelecendo assim que ¢ € uma coloracdo propria de Py © P4. Além disso, devido a
¢(N[vj]) = [6] para v; € A e ¢(N[v;]) = [2,6] para v; € B, concluimos que ¢ é uma lid-
coloragdo de Py ® Py. Portanto, y;s(Ps © P4) = 6.

Observe que o mesmo ocorre nos casos em que um dos fatores € um ciclo
par, ou seja, um grafo bipartido. Por exemplo, aplicamos a lid-coloracdo ¢ construida
no Teorema 5.11 no caso em que n € par para colorir os vértices do grafo Ps ® Cg,
conforme ilustrado na Figura 5.10. Destaca-se que a coloracdo € propria, ou seja, para
quaisquer dois vértices v;,v; € P, ® Cg adjacentes, temos c(v;) # c¢(v;). Como c([vi]) = [6]
parav; € A e c([vi]) = [2,6] para v; € B. Portanto, ¢ é uma lid-colorag@o, concluindo que
X1id(Ps ©Cs) = 6.

Figura 5.10: Lid-coloragdo do grafo corona P ® Ce.

A seguir determinamos o nimero lid-cromatico do produto corona quando os

fatores sdo ciclos e/ou caminhos. Inicialmente tratamos os casos em que H = P, com
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n < 2. Em seguida, determinamos o valor de y;4(G ® H) para H € {P,,C,} com n > 3.
Utilizamos a seguinte nota¢do: dada uma sequéncia M de cores, (M)* indica que a
sequéncia M pode ser repetida zero ou mais vezes, (M)°P indica que a sequéncia M é

opcional, e (M} UM>) indica que uma das sequéncias deve ser utilizada.

Teorema 5.17 [31] Seja G € {P,,,C,n} com m > 2. Entdo,

4, sen=1eG2Cs,
X1ia (GO P,) =
5, sen=2.

Prova. Pelo Corolério 5.8, temos que X;;4(G® P1) > 4 e %ia(G ® P2) > 5. Resta mostrar
os limites superiores. Se G é um caminho ou um ciclo parem GO P, para 1 <i<m
definimos c(v;) = 1 quando i é impar e c(v;) = 2 quando i é par. Se G = Cy;1 em GO Py,
definimos ¢(v;) = 1 para i impar, c¢(v;) =2 para i par com 1 <i<m—1¢e c(v,) = 3.
Dividimos a coloragdo dos vértices de P,gi) em dois casos:

Caso 1: No caso em que n = 1, cada vértice v; possui um unico vértice adjacente
u; € Pl(i). Definimos a seguinte regra: c(u;) = 4 se c(vi) = 2, c(u;) =2 se ¢(v;) = 3,
c(ui) =4 se 3 € ¢(N[v]), e c(u;) = 3 caso contrdrio. Note que a coloragdo é prépria.
> |c(N[ui])|. Além disso, se G é caminho

Observe que, em ambos os casos, |c¢(N[v;])
ou ciclo par, entdo ¢(N[v;]) = [3] se i for impar e c(N[v;]) = {1,2,4} se i for par, o
que implica que, dados v;,v; € V(G) adjacentes em G ® P, temos ¢(N[v;]) # c¢(N[v;]).
Portanto, ;4(G® P;) = 4.

Caso 2: No caso em que n = 2, cada vértice v; € adjacente aos dois vértices
Xi,yi € Pz(i). Definimos a colora¢do das copias conforme a paridade de i: usaremos a
sequéncia (34) se i é impar e a sequéncia (45) se i € par. No caso em que G = Cy; 1, para
i = m utilizamos a sequéncia (15). Note que a coloragdo é propria. Além disso, note que
N[x;] = Nlyi] e paratodo i, vale |c(N[vi])| > |c(N[xi])], |c(N[vi])| > |c(Nlyi])|- Agora, se G
¢ caminho ou ciclo par, entdo ¢(N|v;]) = [4] se i impar e ¢(N|v;]) = {1,2,3,4,5} se i par.
Assim, para vértices adjacentes v;,v; € V(G) em G ® P,, obtemos c¢(N[v;]) # c(N[vj]).

No caso em que G = Cypy 1, para 1 <i < m — 2, os conjuntos sdo os mesmos do caso
bipartido, ¢(N[vi,—1]) = [5] e ¢(N]vi]) = {1,2,3,5}. Portanto, para vértices adjacentes
vi,vj € V(G) em G® P, obtemos ¢(N[v;]) # ¢(N[v;]). Portanto, ;i¢(G ® P>) = 5. O

Aplicamos a lid-coloragdo ¢ proveniente do Teorema 5.17, no Caso 1, para
colorir os vértices do grafo Cs ® Py, conforme ilustrado na Figura 5.11. Observa-se que
¢ é uma coloragdo prépria e que, para quaisquer vértices adjacentes v;,v, € V(Cs ® P}),
temos c¢(N|[vi]) # c(N[v;]). Assim, ¢ é uma lid-colorag¢do de Cs ® P e, consequentemente,
X1id(Cs © Py) = 4.
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2

Figura 5.11: Lid-coloragdo do grafo corona Cs ® Pj.

Aplicamos a lid-coloracdo ¢ descrita no Teorema 5.17, Caso 2, para colorir os
vértices do grafo Cs ® P», conforme apresentado na Figura 5.12. E ficil verificar que
a coloragdo ¢ é propria e que, para todo par de vértices adjacentes v;,v, € V(Cs ®© P»),

vale ¢(N[vi]) # ¢(N|v,]). Portanto, ¢ é uma lid-coloragdo de Cs ® Ps, o que implica que

X1id(Cs © P») = 5.
5 3 4 4
2 ‘v@ ,
1
4 5

4 1

3 5
Figura 5.12: Lid-coloragdo do grafo corona Cs ® P;.

A seguir determinamos o nuimero lid-cromatico do produto corona quando
ambos os fatores sdo caminhos ou ciclos com pelo menos trés vértices. O resultado mostra
que esse valor € sempre 6, exceto quando o segundo fator € um dos ciclos Cs ou C7, caso

em que sdo necessdrias 7 cores.
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Teorema 5.18 [31] Seja G € {P,,,Cy,} comm >2 e seja H € {P,,C,} comn > 3. Entdo,

7, seH e {C5,C7},
Xiia(GOH) =
6, caso contrdrio.

Prova. Se G e H sdo bipartidos, isto é, se nenhum deles é um ciclo impar, entdo o
resultado segue do Teorema 5.11. Consideramos, portanto, os casos em que pelo menos
um entre G e H é um ciclo impar. Os limites inferiores seguem do Teorema 5.10 e, quando
H € {Cs,C7}, dos Teoremas 3.1, 3.2 e 5.6. Para os limites superiores, apresentamos lid-
coloracdes minimas ¢ de G© H com 6 e 7 cores, conforme os casos descritos. Dividimos
a prova em dois casos:

Caso 1: G ¢ bipartido. Nesse caso, G € um caminho ou um ciclo par, e H € um
ciclo impar. Para 1 < i < m, definimos c(v;) =4 se i é impar e c(v;) = 5 se i é par. Para
colorir os vértices de cada H (i), consideramos dois subcasos:

Subcaso 1.1: H ¢ {Cs,C7}. Nesse caso, para obter uma colora¢do com 6 cores,
distinguimos inicialmente o caso n = 3. Se H € {P3,C3}, colorimos os vértices de H (1)
com a sequéncia (123) se i é impar e (126) se i é par. Nesses casos, c¢(N[v]) = [5]
se i é impar e ¢(N[vj]) = [6] \ {3} se i é par. Para n > 4, utilizamos a sequéncia
(12d3d1232)°P(d2)°P(1232)*, onde d = 4 se i é impar e d = 6 se i é par. Nesse caso,
c¢(N|vi]) = [5] se i é impar e c(N[v;]) = [6] se i é par.

Subcaso 1.2: H € {Cs,C;}. Colorimos H') com a sequéncia (13267)(63)°”
se i é impar, e (13246)(43)°P se i é par, obtendo uma coloragdo com 7 cores. Temos
¢(N[vi]) = [7] se i é impar e c¢(N[v;]) = [6] se i € par.

Caso 2: G é um ciclo impar. Nesse caso, n pode ser par ou impar e H é um ciclo
ou um caminho. Definimos ¢(v;) =4 se i é impare c(v;) =5 seiépar,paral <i<m—1,
com ¢(v,,) = 1. Para colorir os vértices de cada H¥), consideramos dois subcasos:

Subcaso 2.1: H ¢ {Cs,C7}. Primeiro consideramos o caso n = 3. No caso em
que G = Cypy1, para 1 <i<m—1, fazemos c(v;) =4 se i é impar e c(v;) =5 se i é par, e
tomamos ¢(v,,) = 1. Para colorir os vértices de P3(i) ou Cgi), usamos a sequéncia (123) se i
¢ par e (126) se i é impar, para 1 <i <m— 1, e a sequéncia (356) para colorir os vértices
de Pgm) ou Cgm). Observe que ¢(N[v;]) = [5] para i impar e c¢(N[v;]) = [6] \ {3} para i par,
para l <i<m—1,ec(N[vy]) = [6]\{2}. Além disso, |c(N[vi])| > |c¢(N][c;])| para todo
ci € {xi,yi,zi}. Agora suponha n > 4. Nesse caso, para obter uma coloragdo com 6 cores,
utilizamos a sequéncia (12d3)*(d1232Ud2Ud1232d2)°? quando H = C,, e a sequéncia
(123d)*(1U12U123)°7 quando H = P,, onde, para 1l <i<m—1,d=4seiépared =6
se i é impar. Se H = C,,, entdio H"™) é colorido com (2465)* (62454 U 64 U6245464)°7. Se
H = P, entdo H"™ & colorido com (2456)*(2U24U245)°P. Para 1 <i < m— 1, temos
¢(N[vi]) = [6] se i é impar e ¢(N|v;]) = [5] se i é par. Além disso, c¢(N[v,,]) = [6] \ {3}
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Subcaso 2.2: H € {Cs,C7}. Colorimos G ® H com 7 cores da seguinte forma.
Para 1 <i < m— 1, colorimos os vértices de cada H") com a sequéncia (13267)(63)°P
se i é impar e (13246)(43)°? se i é par. Utilizamos a sequéncia (23457)(53)°? em
H™ Para 1 <i<m—1, temos c¢(N[v;]) = [7] se i é impar e ¢(N[vi]) = [6] se i é par.
Além disso, ¢(N[v,,]) = [7]\ {6}. Adicionalmente, em todos os casos, para u") € V(H®)
temos |c(N[uD])| < 4, enquanto [c¢(N[vi])| > 5, o que implica que ¢(N[u')]) # c(N[v;]). O

Aplicamos a lid-coloragdo ¢ descrita no Teorema 5.18, no Subcaso 1.1 do
Caso 1, para colorir os vértices do grafo Py © Co, conforme ilustrado na Figura 5.13.
Assim, Xiq (P4 © C9) = 6.

Figura 5.13: Lid-coloragdo do grafo corona Py ® Co.

De maneira andloga ao exemplo anterior, utilizamos a lid-colorac¢do ¢ descrita
no Teorema 5.18, no Subcaso 1.1 do Caso 1, para colorir os vértices do grafo P4 © Cy1,
como ilustrado na Figura 5.14. Verifica-se que a coloracio obtida satisfaz as condi¢des de

uma lid-coloragio e, portanto, concluimos que y;4(Ps ®Cy1) = 6.

Figura 5.14: Lid-coloracdo do grafo corona Py ® Cy;.
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Na Figura 5.15, apresentamos a lid-coloracdo ¢ construida no Teorema 5.18,
no Subcaso 1.2 do Caso 1, para colorir os vértices do grafo Cs ® Cs. Note que a
coloragdo ¢ é prépria e para qualquer par de vértices v;,v, € Cs ® Cs adjacentes, temos

c(N[vi]) # ¢(N[v]), o que implica que ¢ é uma lid-coloragéo. Portanto, y;4(Cs ©®Cs) = 7.

Figura 5.15: Lid-coloracdo do grafo corona Ce ® Cs.

Na Figura 5.16, exibimos a lid-coloracdo ¢ obtida a partir do Teorema 5.18, no
Subcaso 1.2 do Caso 1, aplicada ao grafo Cg © C7. Observa-se que ¢ € uma coloragio
prépria e que, para quaisquer vértices adjacentes v;,v, € V(Ce ® C7), vale ¢(N[v;]) #
¢(N[v;]). Consequentemente, ¥4 (Ce ©C7) = 7.
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Figura 5.16: Lid-coloracdo do grafo corona Ce ® Cy.

Apresentamos na Figura 5.17 uma lid-coloragdo ¢ do grafo Cs ® C4, construida
de acordo com o Caso 2, Subcaso 2.1, do Teorema 5.18, no qual G é um ciclo impar e
H>=Cy,comn>4eH ¢ {Cs,C;}. Em particular, i (Cs ® Cy4) = 6.
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Figura 5.17: Lid-coloracdo do grafo corona Cs ® Cy.

Na Figura 5.18 uma lid-colorac¢do ¢ do grafo C5 © C7, construida de acordo com
o Caso 2, Subcaso 2.2, do Teorema 5.18, no qual G é um ciclo impar e H = C,,, com
n>4eH € {Cs,C7}. Em particular, ¥;q(Cs ©C7) =T7.

Figura 5.18: Lid-coloracdo do grafo corona Cs ® C.

Pavithra e Reji [34] também obtiveram, de forma independente, resultados para
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o produto corona quando os fatores sdo caminhos e ciclos. No entanto, sua abordagem
emprega técnicas distintas das nossas e descreve o valor de ¥;(G ® H) em fungdo
da existéncia de uma boa k-lid-coloragdo do grafo H. Apresentamos, a seguir, alguns
resultados obtidos pelos autores para a lid-colora¢do do produto corona em que os fatores

sao caminhos e ciclos.

Teorema 5.19 [34] Para inteiros positivos m,n > 2,

5, sen=2,
x1id<Pm®Pn) =
6, caso contrdrio.

Teorema 5.20 [34] Para inteiros positivosm > 2 en > 3,

7, sen=35o0u’,
Xlid(Pm ®Cn) =
6, caso contrdrio.

Teorema 5.21 [34] Seja yjiq(H) = k. Para um inteiro positivo m > 3,

YXiia(H)+2, se H admite uma boa k-lid-coloragao,
Xlid (Cm © H) = l
Yiia(H)+3, caso contrdrio.

Teorema 5.22 [34] Para inteiros positivosm >3 en > 2,

5, sen=2,
X1id(Cn © Py) =
6, caso contrdrio.

Teorema 5.23 [34] Para inteiros positivos m,n > 3,

7, sen=5o0ul,
Xlid (Cm © Cn) =
6, caso contrdrio.

5.8 Lid-coloracao de K,, ©® K,

Nesta secdo, consideramos o ndmero lid-cromatico do produto corona dos grafos
completos K, e K,,. Como, para m > 2, K, possui vértices gémeos verdadeiros, o limite
superior do Teorema 5.5 ndo € aplicdvel a K, © K,,. Pelo Teorema 5.1, se G e H sdo grafos
conexos com G de ordem ao menos dois, entdo G ® H ¢ livre de gémeos verdadeiros se,
e somente se, H ¢ livre de gémeos verdadeiros. Assim, em K, © K,,, se m,n > 2, a clique
formada pelos m vértices de K, € livre de gémeos verdadeiros, e os vértices de cada copia

de K, sdo gémeos verdadeiros dois a dois. Portanto, uma lid-coloragdo ¢ de K, ® K,
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identifica pares de vértices adjacentes x,y quando ambos pertencem a Kj,; ou x = v? e

ye€ V(K,(,i)), para algum i € [m].

A Figura 5.19 resume nossos resultados para ¥;;s(K,, ® K,,). Abaixo da linha
estdo os valores de n em fun¢do de m. Acima da linha, apresentamos os valores exatos e
os limites superiores para X;;4 (K, ® K, ). Observe que, em sua maioria, s3o valores exatos
e, para dois intervalos (em azul), apresentamos apenas limites superiores. Nota-se também

que Xyiq(Kn © K,,) depende de max{n,m}.

<m+t = m + [log, m| < n + log, m+1 =n+4 =n+3
A N A N A=
r N N N Y4 N\
2m—1 m—+t m+ [log,m] n+4 n+3
| | | | | |
T T T T T T
2 [log, m| m m+t —4 2m —4
N
~ J\ Y_J
n< 2m+ 5 n>2m—4

Figura 5.19: Abaixo da linha estdo os valores de n em fungdo de m
e, acima, os valores e limites de ¥jq(Kn © Ky,), onde

t= {7@’1]

Antes de apresentarmos nossos resultados sobre ;4 (K, © K, ), mostramos con-
dicdes necessdrias e suficientes para que uma coloracao ¢ de K, ©® K,, seja uma coloracao

de identificacdo local.

Lema 5.24 [29] Seja G = K,,, © K, com m,n > 2. Se ¢ é uma colora¢do de identificacdo
local de G tal que ¢(V (Ky,)) =Y, entdo \C(V(K,(ll))) NY| <m—2, para todo i € [m].

Prova. Suponha que ¢ seja uma coloracio de identificacio local de G. E fécil ver que
|c(V(K,(,i))) NY| > m— 1. Por contradi¢do, suponha que |c(V(K,(,i))) NY| =m— 1. Seja
uf € V(K). Assim, Y C c(N[u']) e Y C ¢(N[w}]). Como todo vizinho de u’; em %
também € vizinho de 1?, podemos concluir que ¢(N [u’]]) = c(NPY)). O

Iniciamos apresentando, no Teorema 5.31, o niimero lid-cromético do produto
corona entre os grafos K, ® K,,;, ou seja, estamos considerando o caso especial em que
n=m, com m > 5. E importante observar que no grafo K, ® K,, com n > 2, todos 0s
vértices de cada K,(li) sdo gémeos verdadeiros entre si. Portanto, esses vértices nao sdo

identificados pela lid-coloracao.

Lema 5.25 [29] Sejamm >2,n> 1, G=K,,,©OK,, X,Y,Z C N com X disjunto de Y UZ,
e ¢ uma coloragdo propria de G tal que ¢(V(Ky,)) = Z. Se, para todo i € [m],

1. Ay,... A, sdo subconjuntos distintos de X com |A;| < n;
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2. By,...,By, sdo subconjuntos de Y UZ com |Bj| =n—|Aj| e |BiNZ| <m—2; e
3. c(V(k)) = A;UB,

entdo c é uma lid-coloracdo de G.

Prova. Sejam X,Y,Z C N como descritos, e seja ¢ uma coloracdo propria de G tal que
c¢(V(Ky)) = Z. Claramente, |Z| = m. Suponha que as condi¢des 1, 2 e 3 sejam satis-
feitas. Sejam x e y dois vértices adjacentes de G. Mostramos que ¢(N|[x]) # c¢(N[y]). Se
X € V(K,(li)) ey € V(Ky), entdo y =1? e, pela condigdo 3, ¢(N[x]) = A; UB; U{c(y)}
e ¢(N[y]) = AiUB;UZ. Como |[BiNZ| < m—2, tem-se B; U {c(y)} # Z. Logo
c(N[x]) # ¢(N[y]). Se x,y € V(Ky), assuma que x = W) e y = v? para i,j € [m]. Pela
condi¢@o 3, c(V(K,(li))) =A;UB;e c(V(Kr(lj))) =A;UB;. Como, pela condi¢do 1, A; # A},

concluimos que ¢(N[x]) # ¢(N]y]). Portanto, ¢ € uma lid-coloragdo de G. O

A Figura 5.20 ilustra o esquema da lid-coloracao descrito no Lema 5.25.

ElE)e  (AalBaes

Z
[VIO V2 O OvaKm

Figura 5.20: Esquema da lid-coloragdo de K,,, © K,.

No Lema 5.25, o uso dos conjuntos A; garante que quaisquer dois vértices de
K, em K,, ® K, sejam identificados por c. Os conjuntos B; reiinem cores que podem ser
usadas para completar a coloragdo de cada cépia de K,. A condi¢do |BiNZ| <m—2
assegura que 1" seja identificado com qualquer vértice de K,(li), uma vez que Z C ¢(N[W9)).
Por exemplo, para uma lid-coloragéo de K4 ® K3, tomamos Z = {1,2,3,4}, X = {5,6,7}
e Y = 0. Podemos definir A} = {5}, A, = {6}, A3 = {7} e Ay = {5,6}, com B| = {2,3},
B, ={1,3},B3={1,2} e B4 = {1}.

Teorema 5.26 [29] Seja G = K,, © K, com m,n > 2. Entdo, Y;q(G) > max{m +
log,m, n+3}.

Prova. Pelo Corolério 4.6, concluimos que ¥y (K © K;;) > m+1og, m. Pelo Lema 5.24,
|c(V(K,§i))) Nc(V(Kn))| < m—2; portanto, ¥;;4(G) > n+ 2. Suponha, por contradicao,
que Xia(G) = n+2 e que ¢ seja uma lid-coloracdo de G com essa cardinalidade. Em
G, para i € [m], todos os vértices de K,gi) sdo adjacentes a v?. Assim, para u‘j € V(K,gi)),
tem-se |c(N [u’J])| =n+1 e, como os vértices u; e
concluimos que |c(N[W])| = n+ 2 para todo i € [m]. Dado que m > 2, ¢ ndo é uma
lid-coloragao de G. Portanto, y4(G) > n—+3. O

sao identificados pela lid-coloragao,
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Os préximos teoremas apresentam nossas igualdades e limites para ;s (Ky ©
K,).Para 1 <n < [log, m], o nimero minimo x de cores adicionais em uma /id-coloragio
c de K, ® K,, — além das m cores usadas em K,, — € determinado pela solu¢do da
desigualdade Y1, ()l“) > m; isto €, depende de resolver uma desigualdade polinomial de
grau n. Na pratica, essa desigualdade frequentemente se torna intratavel, o que inviabiliza
o cdlculo exato. Por isso, apresentamos valores exatos para ¥y (Kn © K1) € Xjia(Kn © K2)
nos Teoremas 4.9 e 5.28, respectivamente, € um limite superior para os demais casos no

Teorema 5.27.

Teorema 5.27 [29] Seja G = K, ©® K, com m > 5. Se 2 < n < [log,m| — 1, entdo
(@) < s [0

Prova. Definimos uma lid-coloracdo ¢ para G com a cardinalidade desejada. Para
cada i € [m], atribuimos ¢(v?) = i. Seja x = {@-‘ e X = [m+x]\ [m] (isto é,
X ={m+1,...,m+x}). Para cada i € [m], tome A; como subconjuntos distintos de X
com |A;| < 2. Seja ainda B; C [m] \ {i} tal que |B;| = n— |A;|. O nimero de subconjuntos
de X com tamanho no méaximo dois é Z?:o (’J‘) =14+x+ )@ > m, logo podemos esco-
lherAy,...,A,, distintos. Ademais, como n < [log,m| —1 < m—2 (param > 5), obtemos
|Bil =n—1|A;] <n<m-—2,eportanto |B;NZ| = |Bi| <m—2,onde Z = [m] = c(V(Kp)).
Assim, cada K,gi) pode ser propriamente colorido com cores em A; U B;. E imediato

verificar que ¢ € propria e, pelo Lema 5.25, ¢ € uma lid-coloragdo de G. 0J

Teorema 5.28 [29] Seja G = K;,, ©® K> com m > 5. Entdo, ¥ia(G) = m+ {@—1]

Prova. Pelo Teorema 5.27, %;i4(G) < m+ [@W . Para o limite inferior, suponha que
¢ seja uma lid-coloragdo de G com cardinalidade minima. Sem perda de generalidade,
assuma que c¢(WW) = i para todo i € [m]. Se Kz(i) e Kz(j ) tecebem apenas cores de [m],
parai # j, entdo ¢(N[W]) = ¢(N [v(])]) = [m]. Portanto, cores adicionais estdo sendo usadas
para identificar todos os pares de vértices de K,, em G. Sejax > 1 e X = [m+x]\ [m] o
conjunto dessas cores adicionais. Como n = 2, subconjuntos de X de tamanho no maximo
dois podem ser usados para colorir os vértices de cada Kz(i). Assim, o0 nimero de conjuntos

distintos de cores sobre X de tamanho no maximo dois é

£(0) - () () (0) - vt
) s

Como cada cépia de K, recebe um conjunto distinto de cores, segue que 1 4x+ = 5

m, o que implica Z4+x+2-2m>0ce, portanto, x > —ngzq_l. Logo, %1ia(G) =
- {\/8m2—7—1—‘.

O
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No Teorema 5.29, apresentamos valores para n < m quando Yid(Kn © Kp,)
assume o menor valor possivel. Nesse caso, tem-se ).\ (’f) = 2% que € ao menos m.
Observe que o limite superior para n inclui alguns casos com n = m. Contudo, para certos
casos em que n = m, as cores em [m + [log, m|] sdo insuficientes para uma lid-colora¢do
de K, ® K,,. Por exemplo, K3 ® Kg ndo pode ser lid-colorido com 12 cores. Esses casos sdo

contemplados pelo Teorema 5.30. No Teorema 5.31, resumimos 0s casos em que n = m.

Teorema 5.29 [29] Seja G = K, © K,,, com m > 5. Se [logym] < n < 2[logaml _
[log, m| — 1, entdo ¥;;q(G) = m+ [log, m].

Prova. Pelo Teorema 5.26, ¥;iq(Kn © K;) > m+ [log, m|. Definimos uma lid-coloragio
¢ para G com essa cardinalidade para obter o limite superior. Para cada i € [m], tome
c(W0) = i. Sejax = [logym] e X = [m+x]\ [m]. Note que 2° > m e, para todo A € P(X),
vale |A| < [logym| < n. Para cada i € [m], escolha A; como conjuntos distintos de P(X)
e tome B; C [m]\ {i} tal que: se n < m— 2, entdo |B;| = n— |A;|; se n =m— 1, entdo
|Bi| = n— |A;| para |A;| > 1; e, se n = m, entdo |B;| = n— |A;| para |A;| > 2. Além disso,
impomos |B; N [m]| < m —2.

Se n < m— 2, todos os conjuntos de P(X) podem ser usados para colorir
as copias de K,,. Se n = m — 1, usamos apenas 0s conjuntos com tamanho ao menos
1. Se n = m, usamos apenas conjuntos com tamanho ao menos 2, isto é, exatamente
pflogam] _ [logym| — 1 desses conjuntos. Em todos os casos, hd conjuntos distintos em
P(X) suficientes para colorir as m cdpias de K, e com tamanho no maximo n.

Colorimos propriamente os vértices de cada K,gi) com as cores em A; UB;. E

imediato que ¢ € propria e, pelo Lema 5.25, ¢ € uma lid-coloracdo de G. 0J

Na Figura 5.21, apresentamos uma lid-coloragdo ¢ construida de acordo com
o Teorema 5.29 para o grafo K5 ® K3. Para cada vértice v; € Ks tem-se c¢(v;) = i, isto
é, c(vi) =1, c(v2) =2, ¢(v3) =3, c(va) =4 e ¢(vs) = 5. Observe que [log,5] = 3.
Assim, teremos 2° = 8 subconjuntos de cores que podem ser utilizados para colorir
os vértices de cada Kéi), identificando assim os vértices de Ks. Logo, teremos X =
{0,{6},{7},{8},{6,7},{6,8},{7,8},{6,7,8}}. Aplicamos a fungio g(K\") = X;. As-
sim, para colorir os vértices de cada K3(i) utilizaremos as cores X; e completaremos
o restante com cores pertencentes a [5]\ {i}. Em outras palavras, temos que a co-
loragdo ¢ atribuida aos conjuntos de vértices V(Kéi)) é dada por c(V(Kgl))) = [5]\
{1} = {2.3.4}, c(V(K)) = {1,3,6}, c(V(KS) = {1.2.7}, e(V(KY)) = {1,2,8},
c(V(K3(5))) = {1,6,7}. Observe que a coloracdo é propria, e temos ¢(N|[v1]) # c(N[v2]) #

c¢(N[v3]) # ¢(N[v4]) # ¢(N|vs]), o que implica que ¢ é uma lid-coloragdo. Portanto,
Yiia(Ks ©K3) = 5+ [log,5] = 8.
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Figura 5.21: Grafo Ks ® K3, %1ia(Ks © K3) =5+ [log, 5] = 8.

Teorema 5.30 [29] Seja G = K, © K,, com m > 12. Se 2/logam| _ [logom| < n <
m—+ {—V&"ELI-‘ — 4, entdo ¥jiqg(Kn © K,) < n+ [logym] + 1.

Prova. Definimos uma lid-coloragdo ¢ para G. Para cada i € [m], atribuimos c¢(»}) = i.
Seja x = [log,m| +1 e X = [m+ x|\ [m]. O ndmero de subconjuntos de X com ta-
manho ao menos dois é Y, (}) = 2% —x — 1 = 2/loaml+l _ ([logm] +1) — 1 =
2. Mlogym] _ [logym]| —2 > m, pois m > 12. Para cada i € [m], tome A; como um conjunto
distinto em P(X) com |A;| > 2. DefinaY = [n+x]\ [m+x] e escolha B; C ([m]\ {i}) UY
com |B;| = n— |A;|. Assim, cada K,gl) é propriamente colorido com as cores em A; UB;. E

facil verificar que c € prépria e, pelo Lema 5.25, ¢ é uma lid-coloracdo de G. 0

Teorema 5.31 [29] Seja k > 4 um inteiro. Se G = K,;, © K,,, entdo

m—+ [log, m|, se2X 1 l1<m<2k—k—1,
Xlid(Km QKm) =
m+[logym] +1, se2k—k<m<?2k

Prova. O primeiro caso segue do Teorema 5.29. O limite superior do segundo caso
¢ apresentado no Teorema 5.30. Mostraremos o limite inferior. Pelo Teorema 5.26,

Xiid(Km © K,) < m + [logym]. Suponhamos por contradi¢do, que id(Kn © Ky) =
0

m + [log,m|. Sem perda de generalidade, assumimos c¢(v;) = i, para todo i € [m].
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Além disso, precisamos de outras cores para identificar os vértices v? par a par. Seja
x = [logym| o nimero dessas novas cores, e seja X = [m+ x| \ [m] esse conjunto de
cores. Assim, m < |P(X)| < m+ k. Pelo Lema 5.24, |c(V(K,(li))) N [m]| < m—2. Logo,
]c(V(K,(,i))) NX| > 2, o que implica que apenas subconjuntos de tamanho ao menos
dois de P(X) podem ser usados para colorir uma cdpia de K. Portanto, restam apenas
2Mloz2m| _ Mog,m] —1 tais conjuntos. Contudo, m > 2121 _ [og, m], o que contradiz

que ¢ € uma lid-coloracao de G. 0

Os Teoremas 5.32 e 5.33 cobrem os casos restantes de x4 (K, © K).

Teorema 5.32 [29] Seja G = Ky @ K, comm > 8. Se m+ [ VST 4 < < om—s,
entdo Yiq(G) =n+4.

Prova. Pelo Teorema 5.26, y1ig(G) > n—+ 3. Suponha, por contradi¢do, que Xjig(G) =n+3
e, portanto, existe uma lid-coloracdo ¢ de K, ©® K,, com essa cardinalidade. Sem perda
de generalidade, tome c(v?) = i para todo i € [m]. Pelo Lema 5.24, para cada K,(,i) vale
|c(V(K,(li))) N[m]| <m—2. Assim, como n > m, em K" usam-se n — (m—2)=n—m+2
cores fora de [m]. Como n < 2m — 5, obtemos n —m + 2 < m — 3. Restam, portanto,
n+ 3 —m cores para atribuir aos n —m + 2 vértices de cada K,(,i), de modo a identificar
par a par os m vértices de K,,. As combinagdes distintas de pelo menos n —m + 2 cores
dentre as n+ 3 — m restantes totalizam n +4 — m subconjuntos. Comon—m+2 <m—3,
segue n —m+4 < m— 1. Isto €, podemos obter no miximo m — 1 subconjuntos distintos
com pelo menos n — m+ 2 elementos. Logo, existem i # j tais que ¢(N[WW]) = ¢(N [v(])-]),
contradizendo que ¢ € uma lid-coloragao de G. Portanto, se m <n <2m—5em > 5,
entdo Y1id(G) > n+ 4. Agora, mostramos que Yjid(G) < n+ 4. Definimos uma lid-
coloragéio ¢ para G com essa cardinalidade. Para cada i € [m], atribuimos c(v?) =1
Pelo Lema 5.24, pode-se usar no maximo m — 2 cores de [m| em cada cépia de K.
Seja X = [n+ 4]\ [m]. Entdo |X| = n —m+ 4. Desse modo, é necessdrio dispor de

pelo menos m subconjuntos de X com tamanho ao menos n — m + 2. Mostraremos

que (h7m3) + (i) + (s

((n—m)?>+9(n—m))/2+11 > m, o que é verdadeiro para n > m+ ¥¥-7=1 _ 4 Para
cada i € [m], escolha A; C X distintos com |A4;| > n—m+2, e tome B; C [m] \ {i} com

) > m. Simplificando a desigualdade, obtemos

|Bi| = n — |A;| (note que |B;| < m — 2). Entéo, cada K,El) ¢ propriamente colorido com
cores em A; U B;. E ficil verificar que ¢ é prépria e, pelo Lema 5.25, ¢ é uma lid-coloragio
de G. ]

Teorema 5.33 [29] Seja G = K,, ®K,, comn >2m —4 e m > 5. Entdo, ¥;;4(G) = n—+3.

Prova. Pelo Teorema 5.26, %;;4(G) > n+ 3. Resta mostrar que Y;4(G) < n+ 3. Definimos
0

uma coloracdo ¢ para G como segue. Para cada i € [m], atribuimos ¢(v;) = i. Seja
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X = [n+ 3]\ [m]. Para cada € [m], seja A; um subconjunto distinto de P(X) tal que

)+ ()

(n—m+3)+1=n—m+4 subconjuntos de P(X) com cardinalidade ao menos n—m+2.

|Ail > n—m+2. Como |X| =n—m+3, existem exatamente (

Como n > 2m — 4, temos n —m + 4 > m; logo, podemos escolher Ay,...,A, todos
distintos.

Agora, para cada i € [m], tome B; C [m]\ {i} com |Bj| = n—|A;|. Note que
|Bil =n—|Aj| <n—(n—m+2) =m—2, de modo que a restricdio do Lema 5.24 ¢
respeitada. Em seguida, colorimos cada K,gi) com as cores em A; UB;. E imediato verificar
que ¢ é prépria e, pelo Lema 5.25, ¢ é uma lid-coloragéo de G. Logo, yiia(G) < n+ 3.
Portanto, yig(G) = n+ 3. O

Na Figura 5.22, apresentamos uma lid-coloracao ¢ construida de acordo com o
Teorema 5.33 para o grafo K¢ ® Ks. Para cada vértice v; € Ks tem-se ¢(v;) = i, isto &,
c(vi) = 1,¢c(v2) = 2,¢(v3) =3, ¢(v4) =4 e c(vs) = 5. Observe que (;1) + (g) + (i) =
11 > 5. Assim, teremos 11 subconjuntos de cores que podem ser utilizados para colorir

os vértices de cada Kél) identificando assim os vértices de K5. Logo, teremos X =

{{6,71.{6.8}.{6,9}.{7.8}.{7,9}. {8,9}.{6,7,8}.{6,7,9}.{6,8,9}.{7.8,9}.{6,7.8,9}}.

Aplicamos a fun¢@o q(Kél)) = X;. Assim, para colorir os vértices de cada Kéi)

utilizaremos
as cores X; e completaremos o restante com cores pertencentes a [m] \ {i}. Em outras
palavras, temos que a coloracdo c¢ atribuida aos conjuntos de vértices V(Kéi)) ¢ dada
por c(V(Kg")) = [5]\ {1} U[6,7) = {2,3,4,5,6,7}, c(V(K?)) = [5]\ {2} U [6,8] =
{1,3,4,5,6,8}. c(V(KS)) = [5]\ {3} U[6.9] = {1,2,4,5,6,9}. c(V(K")) = [5]\ {4} U
7,8 = {1,2,3,5,7,8}, e c(V(KL))) = [5]\ {5} U[7,9] = {1,2,3,4,7,9}. Observe que a
colorag@o é prépria, e temos c(N[vi]) # c(N[v2]) # ¢(N[v3]) # c(N[va]) # c(N[vs]), o que
implica que ¢ é uma lid-coloracdo. Portanto, ¥;;4(Ks © Kg) = 6+3 =9.
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Figura 5.22: Grafo Ks © K¢, Y1ia(Ks © Kg) =n+3 =09.

Encerramos apresentando o limite superior para Xy (K, @ K, ), quando m > 12.

Corolario 5.34 [29] Seja G = K,,, ® K, com m > 12. Entdo, %iq(G) < max{2m—1,n+

3.

5.9 Resumo dos resultados do capitulo

Neste capitulo, reunimos os principais resultados sobre a lid-coloracdo em
produtos corona de grafos. Estabelecemos resultados preliminares importantes, como
a caracterizacdo de quando o produto corona € livre de vértices gémeos verdadeiros e
limites para o nimero lid-cromético no caso em que um dos fatores € o grafo P;. Também
investigamos aspectos computacionais do problema, mostrando que, para todo inteiro
fixo ¢ > 5, o problema ¢-LID-COLORACAO é NP-completo mesmo quando restrito a
classe dos grafos produto corona. Em seguida, obtivemos limites inferiores e superiores
para %;;4(G ® H) em termos de pardmetros de G e H, bem como resultados exatos em
subclasses especificas, como produtos corona de grafos bipartidos, caminhos, ciclos e
grafos completos. Em particular, determinamos o nimero lid-cromético em vérios casos

das familias G ® H, com G,H € {P,,C,}, e apresentamos valores exatos e limites para
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Xiid(Km © K;;). A Tabela 5.1 sintetiza os principais resultados desenvolvidos ao longo

deste capitulo.

Tabela 5.1: Resultados conhecidos para a lid-coloracdo de produ-

tos corona.
Classe Condicio Yiid(P)
Resultados gerais
P=P OH H conexo >xia(H)+ 1
P=P OH H conexo < ia(H)+2
P=GOH m>2,n>1eG conexo > %iia(H) +2
P=GoOH m >2,n>3e H livre de gémeos verdadeiros >6
P=GoOH m >3, G e H conexos <x(G)+m-ya(H)—1
P=GOoOH m >3, G e H conexos, e G livre de gémeos <ia(G) +X1ia(H)
verdadeiros
P=GOH m > 2, G conexo e H possui uma componente K, >n+3
P=GOK, m>2,n>1eG conexo >n—+3
P=G0oK, m>2,n>1eG conexo >4
Casos para caminhos e ciclos
P=GoP m>2,Ge{P,,Ch}eG#Cs =4
P=CGoPhP =5
P=GoP m>2 =5
P=GOHR m>2 =6
P=GOoGC m>72 =6
P=GoOH m>?2,n>3eG, H bipartidos =6
P=GOH m>3,n>4eH¢ {Cs,C7} =6
P=GOH m>3,n>4eH < {Cs,C7} =7
Casos para produtos do tipo K,,, © K,

P=K,®K; m>2 =2m—1
P=K,0K, m235 =m+ %
P=K, 0K, m,n>2 > max{m+ [logym|, n+3}
P=K,OK, m>5e2<n< [logym]—1 <m+ %
P=K,®K, | m>5e[logym] <n<2Mlonml _log,m] -1 =m+ [log, m|
P=K,®K, m>8em-+ % —4<n<2m-5 =n+4
P=K,®K, n>2m—4 =n+3




CAPITULO 6

Coloracao de identificacao local em produto

Cartesiano

Neste capitulo, estudamos a lid-coloragdao no produto Cartesiano de dois grafos
G e H de ordens m e n, respectivamente, denotado por GLIH. Iniciamos o capitulo apre-
sentando, na Secdo 6.1, alguns trabalhos relacionados ao produto Cartesiano existentes na
literatura. Na Secao 6.2, um resultado importante obtido por Esperet et al. [16] para o pro-
duto Cartesiano no caso em que G e H sdo grafos bipartidos. Posteriormente, na mesma
secdo, apresentamos resultados obtidos por Bhyravarapu, Kumari e Reddy [8] para os
casos em que G € um ciclo e H é um caminho, bem como para o caso em que tanto G
quanto H sdo ciclos. Também na mesma secao, apresentamos um limite superior do pro-
duto Cartesiano de G por H, obtido por Bhyravarapu, Kumari e Reddy [8]. Apresentamos
nossos resultados na Secao 6.3 para o produto Cartesiano de dois grafos, onde G € um
grafo completo e H é um caminho, G € um grafo completo e H € um ciclo, e entre dois
grafos completos de ordens m e n, respectivamente. Por fim, na Secdo 6.4, reunimos os

resultados obtidos neste capitulo.

6.1 Trabalhos relacionados ao produto Cartesiano

Um dos principais produtos entre grafos € o produto Cartesiano, diversos pro-
blemas podem ser modelados através desse produto. Uma descri¢do detalhada do produto
Cartesiano entre grafos pode ser encontrada em Hammack, Imrich e Klavzar [20]. A te-
oria dos grafos, especialmente métricas baseadas em distincia, tem sido amplamente uti-
lizada em diversas aplicagdes fisico-quimicas, sobretudo na caracterizacdo e modelagem
de estruturas quimicas. A aplicacdo da teoria dos grafos a quimica e a pesquisa de me-
dicamentos decorre da estreita relacdo entre as propriedades e atividades das moléculas
e suas conectividades fundamentais. Ao abordar a conectividade topoldgica de estruturas
quimicas e sua caracterizagdo, varios estudos t€ém se dedicado a explorar as relacdes entre
propriedades quimicas e indices topoldgicos baseados em teoria dos grafos ao longo dos

anos [2]. Os indices topoldgicos de algumas classes importantes de grafos moleculares



6.2 Lid-coloragdo de C,,[ 1P, e C,,[]JC, 111

de interesse quimico podem ser determinados especificando os componentes do produto
Cartesiano. A importancia dos indices baseados em distancia e grau nas ciéncias quimicas
¢ significativa, e o estudo e cdlculo desses indices topoldgicos representam uma area de
pesquisa recente tanto na teoria dos grafos quimicos quanto na quimica reticular. Hayat
et al. [22] desenvolveram uma técnica computacional para calcular expressoes analiticas
exatas para uma série de indices topoldgicos baseados em distancia de grafos quimicos.

E conhecido na literatura que, dados dois grafos G e H, x(GOH) =
max{x(G),x(H)}. Além disso, ha uma variedade de estudos que abordam a coloragio
do grafo produto Cartesiano. Lin e Chang [25] estudaram a coloracdo equilibrada no pro-
duto Cartesiano, fornecendo valores exatos ou limites superiores para o nimero cromatico
equilibrado do produto Cartesiano de G por H quando G e H sao ciclos, caminhos, estre-
las ou grafos bipartidos completos. Além disso, conjecturaram que o nimero cromético
equilibrado do produto Cartesiano de G por H é limitado superiormente pelo produto dos
nimeros cromaticos de G e H. Yan, Wang e Zhang [42] provaram essa conjectura quando
G ou H € um grafo multipartido completo balanceado.

Behzad [6] e Vizing [41] propuseram independentemente uma conjectura cha-
mada conjectura da coloracdo total, que afirma que para qualquer grafo simples G, o
nimero cromadtico total é ou A(G) + 1 ou A(G) + 2. Seoud et al. [38] determinaram o nu-
mero cromadtico total do produto Cartesiano de dois caminhos e o produto Cartesiano de
um caminho por um ciclo. Kemnitz e Marangio [24] categorizaram o produto Cartesiano
de grafos completos K,[JK,, como tipoIsen>m>4,n=0 (mod 4) oun>m>4,
n=2 (mod 4), onde n e m sdo pares, e como tipo Il se n é par e m é impar, e n > @
Eles também determinaram o nimero cromatico total dos produtos Cartesianos C,[JC,,,
K,UH e C,[1H, onde H é um grafo bipartido. Baril, Kheddouci e Togni [4] provaram que
KUK, € do tipo I se m e n sdo pares. Segundo os autores, ainda existem casos desses
produtos de grafos completos que ndo sdo classificados como tipo I ou tipo II. Outros
resultados relevantes na literatura sobre coloragdo total em diferentes classes de grafos

podem ser encontrados em Geetha, Narayanan e Somasundaram [18].

6.2 Lid-coloracao de C,,[ 1P, e C,,L1C,

O estudo da lid-coloragdao do produto Cartesiano entre dois grafos G e H teve
inicio com Esperet et al. [16] em 2012. Eles demonstraram no Teorema 3.6 que se G
e H sdo grafos bipartidos sem vértices isolados, entdo GLIH pode ser 3-lid-colorido.
Bhyravarapu, Kumari e Reddy [8] apresentaram no Teorema 6.1 o niimero lid-cromético

do produto Cartesiano entre um ciclo € um caminho com m e n vértices, respectivamente.
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Teorema 6.1 [8] Para todo par de niimeros inteiros positivos m e n, onde m >3 en > 2,
temos:
5 sem=3en>2;
Xiid(CnOP,) =< 4 sem é impar, m>5en > 2;

3 seméparen > 2.

Bhyravarapu, Kumari e Reddy [8] também mostraram no Teorema 6.2 o numero

lid-cromatico do produto Cartesiano de dois ciclos.

Teorema 6.2 [8] Sejam m e n dois inteiros positivos tais que 3 < m < n. Entdo, temos:

5 sem=3en>3;
Xiid(CnOCy) = ¢ 3 sem=2p e n=2q para algum p,q € N;

4 caso contrdrio.

Bhyravarapu, Kumari e Reddy [8] também apresentaram um limite superior no

Teorema 6.3 para o ndmero lid-cromatico do produto Cartesiano de dois grafos conexos.

Teorema 6.3 [8] Sejam G e H dois grafos conexos com pelo menos dois vértices, tais
que X(G) = ki e Y(H) = ky. Entdo, ¥5ia(GUH) < kik, — 1.

Na demonstracdo do Teorema 6.3, os autores inicialmente estabeleceram que
x1id(GOH) < x(G)x(H), fornecendo uma lid-coloragéo com x(G)x(H) cores. Posterior-
mente, melhoraram esse limite, combinando duas cores distintas da coloracao apresentada

em uma Unica cor, alcancando assim o resultado desejado.

6.3 Lid-coloracao de K,,L 1P,, K,,L 1C,, e K,,,[ 1K,

Na presente secdo, apresentamos resultados preliminares dos nossos estudos
sobre a lid-colora¢do no produto Cartesiano entre dois grafos G e H, onde pelo menos
um dos fatores ndo € bipartido. Investigamos o produto Cartesiano de G por H de ordens
m e n, onde G é o grafo completo e H € um caminho, ciclo ou grafo completo.

Nas Figuras 6.1, 6.3(a) e 6.3(b), a coloragdo do grafo K,,[1H serd representada
por uma matriz, na qual cada linha corresponde a coloracdo dos vértices de uma cépia
de K,,, e cada coluna corresponde a coloragdo dos vértices de uma copia de H. No
Teorema 6.4, apresentamos o nimero lid-cromdtico para o produto Cartesiano K, 1P,,

que coincide com o limite do Teorema 6.3.
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Teorema 6.4 [30] Param > 3, n > 2, temos ¥iq(KnOP,) = 2m — 1.

Prova. Uma lid-coloragdo c¢ de K,,[ 1P, com cardinalidade 2m — 1 € apresentada na Figura
6.1. Note que na Figura 6.1(a), vértices adjacentes possuem cores distintas. Além disso,
na Figura 6.1(b), todos os pares de vértices adjacentes possuem conjuntos de cores dis-
tintos em suas vizinhancas fechadas, o que implica em ¢ ser uma lid-coloracao. Portanto,
Xiid(KnOP,) < 2m — 1. Observe que o grafo K,,[1P, possui uma clique K de tamanho
m, onde cada vértice v em K € adjacente a exatamente um vértice que ndo pertence a

K, e este ultimo nao é adjacente a nenhum outro vértice em K. Assim, pelo Lema 4.8,

Xlid (KmDPn) > 2m — 1. Portanto, ;4 (KmDPn) =2m—1. O
1 2 3 - m [m] m+1] mlu{m+2} - [mU{2m—1}
m m+1 m+2 - 2m—1 m2m—1U{1} [m,2m—1]U{2} [m,2m—1]U{3} --- [m,2m—1]
12 3 - m [m] m+1] mu{m+2} - [mu{2m—1}
m m+1 m+2 - 2m—1 m2m—1U{1l} [m2m—-1U{2} [m2m-1U{3} - [m,2m—1]
(a) ¢(K,,OP,). (b) ¢(N[V]), com v € K,,OP,.

Figura 6.1: Lid-coloragdo de K,,L1P,.

Para uma melhor visualizacdo, representaremos os conjuntos de cores da vizi-
nhanca fechada dos vértices do produto GLIH apenas pela sequéncia de seus elementos.
Além disso, para valores com mais de um digito, utilizaremos uma barra sobre os digi-
tos; por exemplo, 10 = 10. Aplicamos a lid-coloracdo ¢ construida no Teorema 6.4 para
colorir os vértices do grafo K¢l K35, conforme ilustrado na Figura 6.2. Portanto, ¢ é uma
lid-colorag@o e y;4(Ks[JKs5) =2-6 — 1 = 11. Note que na Figura 6.2(a) que dois vértices
adjacentes possuem cores distintas, logo a coloracao € propria. Na Figura 6.2(b), todos

os pares de vértices adjacentes possuem conjuntos de cores na sua vizinhanga fechada

diferentes.
12345 6 123456 1234567 1234568 1234569 12345610 12345611
6789 10 11 1678910 TT 2678910 11 3678910 11 4678910 11 5678910 11 678910 11
12345 6 123456 1234567 1234568 1234569 12345610 12345611
678 9 10 11 16789T0 1 267891011 3678910 11 467891011 5678910 11 678910 11
12345 6 123456 1234567 1234568 1234569 12345610 12345611
(a) ¢(KesPs). (b) ¢(N[v]), com v € Kg[OPs.

Figura 6.2: Lid-coloracdo de K¢[1Ps.

A seguir, no Teorema 6.5, apresentamos limites inferior e superior para o nimero

lid-cromatico do produto Cartesiano K,,[1C,,.

Teorema 6.5 [30] Para m,n > 4, temos (5"?21 < %ia (KnOCy) < 2m— 1.
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Prova. Uma lid-coloracdo ¢ de K,,[1C, é apresentada nas Figuras 6.3(a) e 6.3(b) para n
par, e nas Figuras 6.3(c) e 6.3(d) para n impar, ambas com cardinalidade 2m — 1. Observe
que nas Figuras 6.3(a) e 6.3(c), vértices adjacentes possuem cores distintas, ou seja, ¢
¢ uma coloragdo propria. Além do mais, nas Figuras 6.3(b) e 6.3(d), todos os pares de
vértices adjacentes possuem conjuntos de cores em suas vizinhancas fechadas distintos, o
que implica em c¢ ser uma lid-coloragdo. Portanto, concluimos que ;4 (K, JC,) < 2m—1.

Para o limite inferior, suponhamos que existe uma coloragdo ¢ de K,,,L JC,, com
menos de [#1 cores. Seja H uma clique em K,,(]C, com V(H) = {vi,...,vy}. Sem
perda de generalidade, assumimos que c(v;) = i para todo i € [m]. Portanto, restam no
maximo x = (2’"3—’2} — 1 cores para serem utilizadas nos vértices restantes do grafo. Seja
X ={m+1,...,m+x}, o conjunto destas cores.

Cada vértice de H tem dois vizinhos fora de H, os quais ndo sao adjacentes entre
si. Para colorir esses dois vértices, podemos utilizar no maximo duas cores de X. Além
disso, cada cor de X pode ser utilizada no maximo duas vezes, pois os vizinhos de H
induzem duas cliques disjuntas, cada uma com m vértices. Para identificar os vértices de
H, sdo necessarios m subconjuntos distintos de X com cardinalidade no maximo 2. Além
do conjunto vazio e dos x subconjuntos unitdrios, podemos formar L%J subconjuntos com
dois elementos de X, de modo que cada cor de X seja utilizada apenas uma vez nesses
subconjuntos. Assim, o nimero de subconjuntos disponiveis para colorir os vértices

vizinhos de H é dado por

1 +x+ GJ . (6-1)

onde x = (%—‘ﬂ —1.

Para analisar o valor de x, é necessdrio considerar trés casos distintos: quando
m=0 (mod 3),m=1 (mod 3)em=2 (mod 3).
No caso em que m =0 (mod 3), observamos que x = 2?’" — 1. Substituindo o

valor de x na Expressdo 6-1 e considerando o caso em que m =0 (mod 3), obtemos:

2
My

X 2m 3
1 H S LR B B S 6-2
+x4+ 5 + 3 + 7 (6-2)

(6-3)



6.3 Lid-coloragdo de K,,[1P,, K,,[1C, e K,,[ 1K}, 115

2m m 1
-3 b - EJ 5

Sabe-se que m = 3a, onde a € um numero inteiro positivo. Substituindo na

Expressao 6-4, obtemos:

=2a+ La — %J (6-5)

Observa-se que, como a é um inteiro positivo, La — %J = a— 1. Substituindo na

Expressao 6-5, temos que:

=3a—1 (6-6)

—m—1. (6-7)

No caso em que m =1 (mod 3), temos x = L%’"J — 1. Substituindo o valor de x

na Expressdo 6-1 temos:

l+x+ ]3] :1+f—mJ—1+ L (6-8)

2 3

Neste caso m = 3a+ 1, com a sendo um niimero inteiro positivo, substituindo na

Expressao 6-8, temos que:

) {Za—k %J —1
= {Za—l——J + S — (6-9)

Observe que |2a+ %| = 2a. Substituindo na Expressdo 6-9, temos que:
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=2a+ {a — %J (6-10)
=2a+a—1 (6-11)
=m-—2. (6-12)

Finalmente no caso em que m =2 (mod 3), temos x = | %2 | — 1. Substituindo o

valor de x na Expressdo 6-1 temos:

2m
by 2m {?J_l
all I N [ A R 6-13
Lot | ] 1+{3J |22 (6-13)
4

4 \‘Za—f-gJ—l
N Y U N I 6-14
{a—l—3J+ . (6-14)

Note que |2a+ 5| =2a+ 1. Substituindo na Expressdo 6-14, temos que:

=3a+1 (6-15)
=m-—1. (6-16)

Observe que, nos casos em que m =0 (mod 3) e m =2 (mod 3), a Expressdo
6-1 resulta em m — 1, enquanto, no caso em que m = 1 (mod 3), ela resulta em m — 2. Em
particular, em todos os casos, a quantidade de subconjuntos disponiveis é estritamente
menor que m. Portanto, existem pelo menos dois vértices em H, digamos v; e v, tais
que ¢(N[vi]) = ¢(N|v;]), o que contradiz o fato de que ¢ é uma lid-coloragdo de K,,,[IC,.

Assim, concluimos que ;¢ (KnJC,) > (5'”3—’% O
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1 2 - m [m] muUu{m+1} - mu{2m—1}
m m+1 - 2m—1 [m,2m—1U{1} [m2m—1]U{2} -+ [m,2m—1]
1 2 - m [m] muUu{m+1} - mU{2m—1}
I’;’l m—.l-l 2m'—1 [m,2m—'1]U{1} [m,Zm—'l]U{Z} [m,Zl;q—l]
(a) ¢(K,,OC,), com n par. (b) ¢(N[v]), comv € K,,[IC,.
1 2 - m [m] [m—+1] o m+1u{2m—1}
m m+1 - 2m—1 [m2m—1U{l} [m,2m—1]U{2} --- [m,2m—1]
12 - m [m)] [m+1] o m+1JU{2m—1}
m m+1 - 2m—1 m,2m—1U{1} [m,2m—1]U{2} --- [m,2m—1]
i 3 m—'l—l [m+1] [2,m'—0—1] [2,m+1]L.J{2m—1}
(¢) ¢(K,,OC,), com n impar. (d) ¢(N[v]), comv € K,,[OC,.

Figura 6.3: Lid-coloragdo de K,,L1C,,, com n par e n impar.

Nas Figuras 6.4 e 6.5, apresentamos exemplos que satisfazem os limites inferior

e superior, respectivamente, estabelecidos pelo Teorema 6.5.

4 6 7 8 1 134678 1245678 1234678 14678 145678
1 23 45 12345 123456 1234567 1234578 123458
4 1 6 7 8 134678 1245678 1234678 14678 145678
3521 4 12345 123456 1234567 1234578 123458
(@) ¢(KsOCy). (b) c¢(NV]), com v € KsUCs.

Figura 6.4: Lid-coloragdo para Ks[ICy4 com (5’"3—72] = 8 cores.

1 2345 12345 123456 123457 123458 123459
56789 156789 256789 356789 456789 56789
1 2345 12345 123456 123457 123458 123459
56789 156789 256789 356789 456789 56789
1 2345 12345 123456 123457 123458 123459
56789 156789 256789 356789 456789 56789
(2) ¢(Ks0Cs). (b) ¢(N[v]), com v € KsUTCs.

Figura 6.5: Lid-coloragdo para Ks[1Cg com 2m —1 =9 cores.

Finalizamos a se¢do apresentando, no Teorema 6.6, limites inferior e superior do

produto Cartesiano K, 1K,,.
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Teorema 6.6 [30] Para m > n > 2, temos m+logym < ¥;;q(KyOK,) <2m— 1.

Prova. Uma lid-coloracdo ¢ com 2m — 1 cores de K;,,[ 1K), é apresentada na Figura 6.6(a).
Perceba que na Figura 6.6(a), vértices adjacentes possuem cores diferentes, ou seja,
¢ é uma coloracao prépria. J4 na Figura 6.6(b), pares de vértices adjacentes possuem
conjuntos de cores em suas vizinhancas fechadas distintos, o que implica em ¢ ser uma
lid-coloragdo de K,,[JK,,. Portanto, ;4 (K,OK,) < 2m — 1. O grafo K,,.JK,, é livre de gé-

meos e contém uma clique de tamanho m. Pelo Corolario 4.6, X4 (KnOK,) > m-+log, m.

1 2 3 - m—1 m [m] m+1] m+2] - 2m-2] 2m-1]

2 3 4 e om om+l m+1] Rom+1] 2m+2] - [22m-2]  [2.2m—1]
30045 o mtl me2 m+2]  [2m+2 Bm+2 - B2m-2]  [3.2m—1]
n;l n mJ‘rl 2m.73 2m.72 [2)11.72] [2,2)1‘172] [3,2)1‘172] [nfl,.2m72] [nfl,.2mfl]
n m+1l m+2 - 2m—2 2m—1 2m—1] 2,2m-1] [3,2m—1] -+ [m—1,2m-2] [m,2m—1]

(a) c¢(KnOKy). (b) ¢(N[v]), comv € K, OK,.

Figura 6.6: Lid-coloracdo de K,,JK,,.

Para mostrar que o limite inferior do Teorema 6.6 € justo, apresentamos na Figura
6.7 uma lid-coloracdo para o grafo K4[1K4 com m+-log, m = 6 cores. Portanto, temos uma

lid-coloracao.

1 2 3 4 1234 12345 12346 123456

2 3 45 12345 2345 123456 23456

3416 12346 123456 1346 13456

4 5 6 3 123456 23456 13456 3456
(a) c(K4OKy). (b) ¢(N[V]), com v € KsOKjy.

Figura 6.7: Lid-coloragdo para KsL1K4 com m+1log, m = 6 cores.

Observe que, pelo Teorema 6.4, tem-se Yy;q(Kn(P,) = 2m — 1 para todo n >
2. Em particular, segue que Y¥is(KnOK>) = 2m — 1, atingindo o limite superior do

Teorema 6.6.

6.4 Resumo dos resultados do capitulo

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos para o produto Cartesiano de
G por H, onde pelo menos um dos fatores ndo € bipartido. Demonstramos no Teorema

6.4 que Yiq(KnOK,) = 2m— 1, com m > 3 e n > 2. Além disso, no Teorema 6.5,
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apresentamos limites inferior e superior para o produto K, 1C,, com m,n > 4. Finalmente,
no Teorema 6.6, fornecemos limites inferior e superior para o produto K,,[1K,, com

m,n > 2. A Tabela 6.1 sintetiza os principais resultados apresentados neste capitulo.

Tabela 6.1: Resultados em produto Cartesiano

Classe Condicao Xiia(G)
G=K,0P, | m>3en>2 =2m—1
G =K,[1C, m,n >4 > [ﬁ—‘
G =K,LC, m,n >4 <2m-—1

G = K,0K, m,n > 2 > m+ [log, m]

G =K,l1K, m,n>2 <2m-—1




CAPITULO 7/

Consideracoes finais

Neste trabalho, investigamos o problema da colorac¢ao de identificagao local (lid-
colorag@o) em diversas classes de grafos. Inicialmente, apresentamos os conceitos funda-
mentais e resultados tedricos relacionados a lid-coloragdao em grafos caminho, ciclos, gra-
fos bipartidos e poténcia de caminho. Ao longo do trabalho, também investigamos o com-
portamento da lid-coloracdo em classes de grafos ainda ndo caracterizadas na literatura,
obtendo novos resultados para o ndmero lid-cromatico, tais como limites e valores exa-
tos. Vale ressaltar que o estudo da lid-coloragc@o se mostra desafiador mesmo em classes
simples de grafos. Além disso, essa colora¢do nao é hereditaria com relacdo a subgrafos,
isto é, se H é um subgrafo de G, pode ocorrer que ¥;;s(H) > %ia(G).

No Capitulo 3, apresentamos nossos resultados sobre a lid-colora¢do em poténcia
de caminho. No Capitulo 4, mostramos que o problema de decidir se um grafo split admite
uma p-lid-coloracdo é NP-completo. Também, determinamos o nimero lid-cromético em
casos especificos dessa classe, incluindo grafos split completos e grafos split obtidos
pelo produto corona K,, ® K,. Por fim, investigamos a lid-coloracdo em grafos split-
comparabilidade.

No Capitulo 5, mostramos que o problema de decidir se um grafo obtido pelo
produto corona admite uma ¢-lid-coloracdo € NP-completo, para ¢ > 5. Além disso,
determinamos o nimero lid-cromédtico do produto corona nos casos em que os fatores
sdo caminhos e ciclos. Também estabelecemos limites superiores justos para o produto
G © H, bem como para o caso especial em que G € livre de vértices gémeos verdadeiros.
Por fim, apresentamos resultados para o produto corona quando os fatores sdo grafos
completos. Nesses casos, determinamos o nimero lid-cromdtico sempre que possivel e,
nas situacoes restantes, estabelecemos limites inferiores e superiores para esse parametro.

Finalmente, no Capitulo 6, reunimos resultados existentes sobre a lid-coloragao
no produto Cartesiano de grafos e determinamos o nimero lid-cromético do produto Car-
tesiano entre um grafo completo e um grafo caminho. No mesmo contexto, estabelecemos
limites inferiores e superiores para o produto Cartesiano entre um grafo completo € um
grafo ciclo, bem como para o produto Cartesiano entre dois grafos completos.

Para trabalhos futuros, sugerimos investigar a lid-coloracdo em grafos split-
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comparabilidade no caso em que S; # 0. No contexto do produto corona, os resultados
obtidos ao longo deste trabalho sugerem uma estreita relacao entre o problema de decidir
se Y1ia(G ®K,) = 4 € o problema da 3-coloragdo. Isso motiva a conjectura de que, se G é
um grafo ndo bipartido e livre de tridngulos e satisfaz ¥4 (G ® K,,) = 4, entdo x(G) < 3.
Nesse sentido, também permanece em aberto determinar se o problema de decidir se um
grafo obtido pelo produto corona admite uma 4-lid-coloragdo é NP-completo.

Outra direcao de pesquisa consiste em estudar a existéncia de férmulas fechadas
para o nimero lid-cromdtico do produto Cartesiano nos casos em que os fatores sdo
um grafo completo e um ciclo, bem como no caso em que os fatores sao dois grafos
completos. Como continuagdo das investiga¢des sobre produtos de grafos, pretendemos
analisar a lid-coloracdo do produto forte quando um dos fatores € um grafo completo.
Essa proposta amplia os resultados obtidos por Pavithra e Reji [35], que estudaram a lid-
coloragao do produto forte de grafos bipartidos, bem como de produtos cujos fatores sdo
caminhos e ciclos.

Além disso, uma classe que se mostra promissora e desafiadora para o estudo
da lid-coloragdo € a dos grafos de Sierpinski generalizados, definidos recursivamente a
partir de um grafo base G. Para cada inteiro n > 1, o grafo S(n,G) é obtido tomando
[V(G)| copias de S(n— 1,G) e adicionando arestas entre vértices correspondentes de
copias distintas de acordo com as arestas de G. Em particular, S(1,G) é isomorfo a G.
Os grafos de Sierpifiski generalizados nao constituem um produto cldssico. Ainda assim,
podem ser interpretados como uma construgdo recursiva andloga a um produto, baseada

em copias interligadas de um mesmo grafo.
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