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Figura 3.14 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (6.51,-0.1299). 
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Figura 3.15  Diagrama de bifurcação para a Análise 3. 
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Figura 3.16 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (12.57, 01107). 
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Figura 3.17  Diagrama de bifurcação para a Análise 4. 
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Figura 3.18 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto(10, 0.0509). 
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Como pode ser visto nas Figura 3.13, Figura 3.15 e Figura 3.17, para valores pequenos da 

velocidade do fluido, o tubo apresenta solução trivial e para um valor crítico de u , o sistema 

perde estabilidade e passa a ter soluções quase periódicas como pode ser comprovado pelo 

plano fase e seção de Poincaré de todas as análises. Pode-se observar também, que o aumento 

do parâmetro  eleva o valor da velocidade crítica do sistema, embora não mude o tipo de 

vibração sofrida pelo sistema após o valor crítico, como pode ser visto na Tabela 3.8. 

Tabela 3.8  Resultados das análises para fluxo estático sem massa acoplada. 

 
Tipo de vibração no estado 

permanente cru  

0.1 Quase periódico 4.8 
0.2 Quase periódico 5.7 
0.3 Quase periódico 8.33 
0.4 Quase periódico 8.86 



D0075E13: Vibrações não lineares em tubulações com fluido em escoamento 102 

__________________________________________________________________________________________ 
J. O. PARADA                                                                                                                                            Capítulo 3 

3.2.1.2 Tubo em balanço com massa acoplada 

Considera-se um tubo em balanço de comprimento L, com rigidez a flexão EI, massa por 

unidade de comprimento m, com fluido interno em escoamento de massa por unidade de 

comprimento M e velocidade U, com uma massa concentrada cm  localizada na extremidade 

livre do tubo e, submetido a um regime de escoamento constante, conforme ilustra a Figura 

3.19. 

Figura 3.19  Tubo em balanço com massa acoplada em sua extremidade livre. 

 

Todas as análises foram feitas para os seguintes valores de parâmetros adimensionais 

apresentados nas Equações (3.6) e (3.8): amortecimento visco-elástico igual a 001.0 , 

gravidade 0 , massa concentrada 10.0  localizada na extremidade livre do tubo 

0.1  e frequência natural adimensional igual a 96.21 , que corresponde à frequência 

fundamental do primeiro modo onde o sistema perde estabilidade. 

Com o mesmo objetivo da análise realizada para um tubo em balanço sem massa acoplada, 

realizou-se quatro análises paramétricas variando-se o valor do parâmetro , de acordo com 

a Tabela 3.9. 
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Tabela 3.9 - Análise paramétrica para fluxo estático com massa acoplada. 

Análise Valores dos parâmetros adimensionais 

5 

1.0  

001.0  

0  

96.21  

1.0  

0.1  

6 

2.0  

001.0  

0  

96.21  

1.0  

0.1  

7 

3.0  

001.0  

0  

96.21  

1.0  

0.1  

8 

4.0  

001.0  

0  

96.21  

1.0  

0.1  

Apresenta-se na Figura 3.20 o diagrama de bifurcação para valores crescentes da velocidade 

do fluido e na Figura 3.21 a resposta no tempo, plano fase e seção de Poincaré para um ponto 

fixo no estado permanente, todos para a Análise 5. Nas Figura 3.22 e Figura 3.23 encontram-

se os resultados para a Análise 6. Nas Figura 3.24 e Figura 3.25 encontram-se os resultados 

para a Análise 7 e, nas Figura 3.26 e Figura 3.27 ilustra-se os resultados para a Análise 8. 
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Figura 3.20  Diagrama de bifurcação para a Análise 5. 

 
Figura 3.21 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (8.18, 0.0320). 
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Figura 3.22  Diagrama de bifurcação para a Análise 6. 

 
Figura 3.23 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (8.03, 0.00221). 
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Figura 3.24  Diagrama de bifurcação para a Análise 7. 

 
Figura 3.25 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (8.03, 0.1603). 
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Figura 3.26  Diagrama de bifurcação para a Análise 8. 

 
Figura 3.27 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (9.09, -0.051). 
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Verifica-se que todos os diagramas de bifurcação apresentam solução trivial para valores de 

velocidade do fluido entre zero até a velocidade crítica e todos os planos fase e as seções de 

Poincaré exibem movimentos quase periódicos após a velocidade crítica do fluido, ou seja, as 

mesmas conclusões da análise de um tubo em balanço sem massa concentrada. 

Consequentemente, a bifurcação também é a mesma, do tipo Hopf.  

A mesma conclusão obtida para um tubo sem massa concentrada, referente a influência do 

parâmetro  na velocidade crítica do fluido, é observada nesta análise, ou seja, o aumento do 

valor de  eleva o valor da velocidade crítica, porém a presença da massa concentrada na 

extremidade livre do tubo reduziu a rigidez do sistema, o que pode ser comprovado pela 

redução da frequência natural. Consequentemente, para um mesmo valor de , a velocidade 

crítica do fluido para um tubo em balanço sem massa concentrada é maior do que a 

velocidade crítica para um tubo com massa concentrada, como pode ser observado na Tabela 

3.10 

Tabela 3.10  Comparação entre resultados com e sem massa acoplada. 

 
Análise sem massa acoplada Análise com massa acoplada 

cru  cru  

0.1 4.8 4.64 
0.2 5.7 5.13 
0.3 8.33 5.90 
0.4 8.86 7.12 

3.2.2 Fluxo pulsante 

A seguir, será considerado que o fluido está em um regime de fluxo pulsante, ou seja, a 

velocidade do fluido u  passa a ser formada por uma parcela harmônica sobreposta a uma 

parcela estática, de acordo com a Equação(3.9). 

cos10uu  (3.9) 

 Onde 0u  é a parcela permanente, cos  a parcela dinâmica, sendo  a amplitude da 

parcela dinâmica. Em problemas de instabilidade estrutural, o tipo de carregamento é o que 

caracteriza a natureza do problema a ser resolvido. Sistemas submetidos à excitação dinâmica, 

ou seja, quando a carga externa varia com o tempo, como é o caso de um tubo submetido a 

um fluido de fluxo pulsante, são classificados como sistemas parametricamente excitados cuja 
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instabilidade é denominada instabilidade paramétrica ou ressonância paramétrica. Regiões de 

instabilidade paramétrica devem ser evitadas em projeto, pois são regiões em que um pequeno 

valor da amplitude da excitação provoca grandes deslocamentos. 

O estudo da instabilidade paramétrica inicia-se com a determinação das fronteiras de 

instabilidade, que neste caso, são curvas que relacionam valores de frequência de excitação do 

fluido, , com a amplitude da excitação do fluido . Para um determinado valor da 

amplitude menor que o valor crítico, após uma perturbação inicial, a amplitude da resposta 

decresce, convergindo para a solução fundamental. A partir de um determinado ponto, a 

solução fundamental torna-se instável, passando a exibir vibrações com amplitudes maiores. 

O ponto onde a solução fundamental perde a estabilidade é um ponto de instabilidade 

paramétrica. 

Sistemas submetidos à instabilidade paramétrica apresentam duas regiões críticas de 

instabilidade, uma denominada região de instabilidade secundária que ocorre quando a 

frequência de excitação, , se iguala a frequência natural do modo n, n , em que o sistema 

perde a estabilidade e, outra mais crítica denominada região de instabilidade primária que 

ocorre quando a frequência da excitação é igual a duas vezes a frequência natural do sistema. 

Na região de instabilidade primária , 2n , o valor da amplitude crítica é menor quando 

comparada ao valor desta amplitude na região de instabilidade secundária, 1n  e, a 

amplitude dos deslocamentos são maiores, o que torna a região de ressonância primária mais 

crítica, em termos de estabilidade, que a região secundária. 

3.2.2.1 Tubo em balanço sem massa acoplada 

Considera-se um tubo em balanço de comprimento L, com rigidez a flexão EI, massa por 

unidade de comprimento m, com fluido interno em escoamento de massa por unidade de 

comprimento M e velocidade U e submetido a um regime de escoamento pulsante , conforme 

ilustra a Figura 3.28. 
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Figura 3.28 - Tubo em balanço submetido a um fluxo pulsante. 

 

Todas as análises foram realizadas para os seguintes valores de parâmetros adimensionais 

apresentados nas Equações (3.6) e (3.8) : amortecimento visco-elástico igual a 001.0 , 

gravidade 10  e, frequência natural adimensional igual a 29.51 , que corresponde à 

frequência fundamental do primeiro modo.  

Com objetivo de analisar a influência da parcela permanente da velocidade do fluido, 0u , e 

do parâmetro , na instabilidade paramétrica do sistema, foram realizadas três análises, 

variando-se o valor da parcela estática de acordo com a velocidade crítica do sistema cru  

mensurada para cada valor adotado do parâmetro , de acordo com a Tabela 3.11 . 

Tabela 3.11  Análise paramétrica sem massa concentrada. 

Análise 0u   cru  

1 cru1.0  

0.1 4.8 
0.2 5.7 
0.3 8.4 
0.4 8.8 

2 cru4.0  

0.1 4.8 
0.2 5.7 
0.3 8.4 
0.4 8.8 

3 cru6.0  

0.1 4.8 
0.2 5.7 
0.3 8.4 
0.4 8.8 

A análise de problemas de instabilidade paramétrica inicia-se com a determinação das 

fronteiras de escape. Portanto, mostra-se nas 

Figura 3.29, Figura 3.30 e Figura 3.31 as fronteiras de instabilidade para os valores referidos 

na Tabela 3.11 para a Análise 01, Análise 02 e Análise 03, respectivamente. O parâmetro de 

controle considerado foi a amplitude da parcela dinâmica da velocidade, . A frequência 
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excitadora da velocidade do fluido, , encontra-se normalizada em função da frequência 

fundamental do primeiro modo 29.51 , onde o sistema perde estabilidade.  

Com o intuito de organizar esta análise, atribuiu-se cores para cada fronteira de instabilidade 

de acordo com o valor atribuído de , conforme apresentado na Tabela 3.12. 

Tabela 3.12  Cores da curva de estabilidade. 

Cor da curva Valor de  

Vermelha 0.1 
Azul 0.2 
Verde 0.3 
Preta 0.4 

 
Figura 3.29 - Curvas de escape para a Análise 01: (a) 1.0 ; (b) 2.0 ; (c) 3.0 ; (d) 4.0 ; (e) Curvas 

de escape sobrepostas (--- 1.0 , --- 2.0 , --- 3.0 , --- 4.0 ). 
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(e) 
Figura 3.30 - Curvas de escape para a Análise 02: (a) 1.0 ; (b) 2.0 ; (c) 3.0 ; (d) 4.0 ; (e) Curvas 

de escape sobrepostas (--- 1.0 , --- 2.0 , --- 3.0 , --- 4.0 ). 
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Figura 3.31 - Curvas de escape para a Análise 03: (a) 1.0 ; (b) 2.0 ; (c) 3.0 ; (d) 4.0 ; (e) Curvas 

de escape sobrepostas (--- 1.0 , --- 2.0 , --- 3.0 , --- 4.0 ). 
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Para qualquer par ordenado ;n
 abaixo da curva, após uma perturbação inicial o 

sistema possui solução trivial, retornando à posição inicial de equilíbrio após a aplicação das 

condições inicias de velocidade e deslocamento. Para valores de  acima da curva de 

estabilidade a solução fundamental torna-se instável, passando a exibir vibrações com grandes 

amplitudes de vibração. 

Pode-se verificar em todas as curvas de estabilidade a existência de regiões de ressonância 

associadas a submúltiplos de , sendo que a amplitude destas descontinuidades aumenta à 

medida que eleva-se o valor de 0u , sendo o caso mais crítico apresentado nas Figura 3.31(c) 

e Figura 3.31(d), em que a identificação das regiões principais de ressonância paramétrica fica 

comprometida devido ao grande número de vales. Associa-se, também, ao incremento do 

valor de 0u  a redução da rigidez do sistema, deslocando todas as curvas de transição para o 

lado esquerdo do gráfico. 

Verifica-se nas Figura 3.30 e Figura 3.31 que o aumento da parcela estática da velocidade do 

fluido reduziu o intervalo de frequência entre a primeira e segunda região de instabilidade, 

aproximando-se os vales de ressonância. 

A Tabela 3.13 apresenta os valores críticos para amplitude da velocidade, cr , a partir dos 

quais têm-se a ocorrência de instabilidade paramétrica na primeira e segunda região de 

instabilidade, sendo cru  o valor da velocidade crítica do fluido apresentado na Tabela 3.11. 
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Nota-se que o aumento do valor de 0u  diminuiu o valor da amplitude crítica, devido à 

redução da frequência natural do sistema e, consequentemente, da rigidez. Nota-se que o 

aumento do parâmetro  aumenta a amplitude crítica nas regiões principais de instabilidade, 

porém, aumenta a largura dos vales de ressonância, aumentando-se as regiões de 

instabilidade. Como já comentado, os valores da amplitude crítica na primeira e segunda 

região de instabilidade para o sistema com cruu 6.00  e, com 3.0  e 0.4 ficam 

comprometidos devido à dificuldade de se identificar estas regiões, haja vista a grande 

quantidade de vales de ressonância existentes nas curvas de instabilidade para estes valores. 

Tabela 3.13  Valores da amplitude crítica para a 1ª e 2ª região de instabilidade paramétrica. 

0u   2ª região 1
n

 1ª região 2
n

 

cr  cr  

cru1.0  

0.1 7.49 2.43 
0.2 8.81 2.45 
0.3 9.78 2.47 
0.4 10.23 2.51 

cru4.0  

0.1 1.82 1.67 
0.2 2.49 2.15 
0.3 2.53 2.42 
0.4 2.68 2.48 

cru6.0  

0.1 1.03 0.98 
0.2 1.43 1.36 
0.3 ------ ------ 
0.4 ------ ------ 

Comparando-se as Figuras 3.29(e), Figura 3.30(e) e Figura 3.31(e) verifica-se que para o 

primeiro caso, ou seja, cruu 1.00 , as curvas de instabilidade convergem para um mesmo 

valor de amplitude crítica na região principal de ressonância, como pode ser visto também na 

Tabela 3.13, o que não ocorre para os outros valores de 0u  onde as curvas de transição 

tendem a não se interceptarem. 

Embora as curvas de transição possam ajudar a identificar as regiões de instabilidade 

paramétrica, esta análise é insuficiente para descrever o comportamento do tubo no interior 

destas regiões, sendo necessário o uso de métodos numéricos para descrever os diversos tipos 

de comportamentos exibidos pelo sistema no interior das regiões de instabilidade. Uma 

ferramenta bastante útil neste tipo de análise são os diagramas de bifurcação onde as 
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coordenadas dos pontos fixos são mostradas como função de um dado parâmetro de controle, 

que neste caso continua sendo a amplitude dinâmica da velocidade do fluido . 

Mostra-se nas Figura 3.32 e 3.34 os diagramas de bifurcação do tubo para valores crescentes 

da amplitude da velocidade do fluido e nas Figura 3.33 e Figura 3.35 a resposta no tempo, 

plano fase e seção de Poincaré para um ponto localizado após o valor da amplitude crítica, 

todos para a Análise 1 com cruu 1.00 , 1.0  e 3.0 , respectivamente. Nas Figura 

3.36 e Figura 3.37 encontram-se os resultados para Análise 2 com cruu 4.00 , 3.0  e 

nas Figura 3.38 e Figura 3.39 ilustra-se os resultados para Análise 03 com cruu 6.00  e 

4.0 . 

Figura 3.32  Diagrama de bifurcação para Análise 01 com  0.1 e n = 0.8. 

 
Figura 3.33 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (8.07; 0.0038). 
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Figura 3.34  Diagrama de bifurcação para Análise 01 com 0.3 e n = 0.8. 

  
Figura 3.35 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (10.44; 0.019). 
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(b) (c) 
Figura 3.36  Diagrama de bifurcação para Análise 02 com  0.3 e n = 1.9 

 
Figura 3.37 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (2.38; 3E10-6). 
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(b) (c) 
Figura 3.38  Diagrama de bifurcação para Análise 03 com 0.4 e n = 1.57 

 
Figura 3.39 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto(1.75;1.0E10-5). 
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Verifica-se em todos resultados a existência da solução trivial para valores de  menores que 

o valor da amplitude crítica, cr  e, após atingido este valor o sistema submetido a 

cruu 1.00  passa a apresentar movimentos quase periódicos. Já o sistema com 

cruu 4.00  e cruu 6.00  após o valor crítico da amplitude apresentam movimentos 

caóticos. Têm-se na Tabela 3.14 os valores da amplitude crítica para cada resultado e o tipo 

de vibração sofrida pelo sistema após o valor crítico. 

Tabela 3.14  Resumo dos resultados. 

0u   n  cr  Vibração após 
a bifurcação 

cru1.0  0.1 0.8 7.82 
Quase 

Periódico 

cru1.0  0.3 0.8 9.91 
Quase 

Periódico 

cru4.0  0.3 1.9 2.27 Caótica 

cru6.0  0.4 1.57 1.69 Caótica 

Mostra-se na Figura 3.40 diagramas de bifurcação realizados para Análise 2 e Análise 3 que 

representaram apenas a solução trivial.  
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Figura 3.40  Diagramas de bifurcação: (a) Análise 3 com 0.3 n=1; (b) Análise 2 com 0.2 e n=1; 
(c) Análise 2 com 0.2 e n=2; (d) Análise 3  com 0.3 e n=2. 

  

(a) (b) 

  

(c) (d) 

3.2.2.2 Tubo em balanço com massa acoplada 

Considera-se um tubo em balanço de comprimento L, com rigidez a flexão EI, massa por 

unidade de comprimento m, com fluido interno em escoamento de massa por unidade de 

comprimento M e velocidade U, com uma massa concentrada cm  e, submetido a um regime 

de escoamento pulsante , conforme   ilustra a Figura 3.41. 
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Figura 3.41 - Tubo em balanço submetido a um fluxo pulsante e massa concentrada. 

 

Com o objetivo de avaliar a influência de uma massa acoplada com posição variável ao longo 

do comprimento do tubo, juntamente com o incremento do valor da parcela estática da 

velocidade do fluido, realizou-se três análises paramétricas, variando-se o valor de 0u  de 

acordo com a velocidade crítica do sistema cru  e a posição da massa concentrada ao longo do 

comprimento do tubo, de acordo com a Tabela 3.15. 

Tabela 3.15 - Análise paramétrica com massa concentrada. 

Análise 0u   cru  

4 

 

cru1.0  0.2 5.7 

cru4.0  0.2 5.7 

cru6.0  0.2 5.7 

5 

 

cru1.0  0.2 5.7 

cru4.0  0.2 5.7 

cru6.0  0.2 5.7 

6 

 

cru1.0  0.2 5.7 

cru4.0  0.2 5.7 

cru6.0  0.2 5.7 

Todas as análises foram feitas para os seguintes valores de parâmetros adimensionais 

apresentados nas Equações (3.6) e (3.8): amortecimento visco-elástico igual a 001.0 , 

relação entre a massa do fluido e a massa do sistema 2.0 , gravidade 10 , massa 

concentrada 1.0 . Em todas as curvas de instabilidade o valor da frequência de excitação 

do fluido, , encontra-se normalizado em função da frequência natural adimensional igual a 

29.51 , que corresponde à frequência fundamental do primeiro modo do sistema sem 

massa concentrada. 



D0075E13: Vibrações não lineares em tubulações com fluido em escoamento 123 

__________________________________________________________________________________________ 
J. O. PARADA                                                                                                                                            Capítulo 3 

Seguindo o mesmo raciocínio de organização deste trabalho, atribuiu-se cores para cada curva 

de instabilidade de acordo com o valor de 0u , conforme exposto na Tabela 3.16. 

Tabela 3.16 - Cores das curvas de estabilidade. 

Cor da curva 0u  

Vermelha cru1.0  

Azul cru4.0  

Preta cru6.0  

Mostra-se nas Figura 3.42, Figura 3.43 e Figura 3.44 as curvas de instabilidade para Análise 

04, Análise 05 e Análise 06 respectivamente, com a amplitude da velocidade do fluido como 

parâmetro de controle.  

Figura 3.42 - Curvas de escape para a Análise 04: (a) cru1.0 ; (b) cru4.0 ; (c) cru6.0 ; (d) Curvas de escape 

sobrepostas (--- cru1.0 , --- cru4.0 , --- cru6.0 ). 
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Figura 3.43 - Curvas de escape para a Análise 05: (a) cru1.0 ; (b) cru4.0 ; (c) cru6.0 ; (d) Curvas de escape 

sobrepostas (--- cru1.0 , --- cru4.0 , --- cru6.0 ). 
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Figura 3.44 - Curvas de escape para a Análise 06: (a) cru1.0 ; (b) cru4.0 ; (c) cru6.0 ; (d) Curvas de escape 

sobrepostas (--- cru1.0 , --- cru4.0 , --- cru6.0 ). 
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Verifica-se as mesmas observações feitas na seção 3.2.2.1 para um tubo em balanço sem 

massa concentrada. Exceto pelo fato que a presença da massa concentrada diminuiu a rigidez 

do sistema, conclusão também obtida para um tubo com massa concentrada submetido a um 

fluxo permanente do fluido. 

Pode-se observar na Figura 3.44(d) que, para pequenos valores de 0u  a curva de instabilidade 

possui as regiões de instabilidade principal e secundária bem definidas e, elevando-se o valor 

da parcela estática estes vales tendem a desaparecer, aumentando-se a sensibilidade do 

sistema, pois um pequeno incremento do valor de  pode desestabilizar o sistema. 

Comparando-se as Figura 3.42, Figura 3.43 e Figura 3.44 verifica-se que quanto mais afastada 

do engaste for a posição da massa concentrada menor a frequência natural do sistema e 

consequentemente a curva de instabilidade desloca-se para o lado esquerdo do gráfico, como 

pode ser visto na Figura 3.45  em que sobrepõe-se as Figura 3.42(a) e Figura 3.43(a). 
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Figura 3.45  Comparação entre curvas de escape : --- massa concentrada em 1  ; --- massa concentrada em 

5.0 . 
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Com o objetivo de se estudar o comportamento do sistema no interior das regiões de 

instabilidade paramétrica, mostra-se nas Figura 3.46 e Figura 3.48 diagramas de bifurcação 

para valores crescentes de amplitude da velocidade e, nas Figura 3.47 e Figura 3.49 a resposta 

no tempo, plano fase e seção de Poincaré para um ponto fixo localizado após a amplitude 

crítica, todos para a Análise 4 com cruu 4.00  e cruu 6.00  respectivamente. 

Figura 3.46 - Diagrama de bifurcação para Análise 04 com u0 = 0.4 e n = 1.68. 
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Figura 3.47 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (1.94; 2.07E-4). 
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(b) (c) 
Figura 3.48 - Diagrama de bifurcação para Análise 04 com u0 = 0.6 e n = 1.68. 
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Figura 3.49 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (1.02; 6.91E-6). 
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(b) (c) 

Verifica-se que para o sistema com a massa concentrada localizada na extremidade livre do 

tubo, cruu 4.00  e relação de frequência igual a 68.1n , após a bifurcação o sistema 

apresentou vibrações quase periódicas, como pode ser comprovado pelo plano fase e mapa de 

Poincaré nas Figura 3.47(b) e Figura 3.47(c) respectivamente. Por outro lado, aumentando-se 

o valor da parcela estática da velocidade para cruu 6.00  com a mesma relação de 

frequência da análise anterior, o sistema passou a apresentar movimentos caóticos, 

caracterizado por infinitos pontos cruzando a seção de Poincaré na Figura 3.49(c).  

Mostra-se na Figura 3.50 diagramas de bifurcação realizados para Análise 5 que 

representaram apenas a solução trivial, em que após o ponto crítico o sistema apresentou 

vibrações de grande amplitude sem convergência. 
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Figura 3.50  Diagramas de bifurcação: (a) Análise 5 com u0=0.4 ucr n=1.82; (b) Análise 5  com u0=0.4 ucr 
e n=1; (c) Análise 5 com u0=0.1 ucr e n=2 
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3.2.2.3 Tubo simplesmente apoiado  

Considera-se um tubo simplesmente apoiado de comprimento L, com rigidez a flexão EI, área 

da seção transversal A, massa por unidade de comprimento m, com fluido interno em 

escoamento de massa por unidade de comprimento M e velocidade U e, submetido a um 

regime de escoamento pulsante , conforme ilustra a Figura 3.51. 
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Figura 3.51  Tubo simplesmente apoiado submetido a um fluxo pulsante. 

 

Todas as análises foram realizadas para os seguintes valores de parâmetros adimensionais 

apresentados nas Equações (3.6) e (3.8): amortecimento visco-elástico igual a 01.0 , 

relação entre a massa do fluido e a massa do sistema 2.0 , gravidade 0  e, frequência 

natural adimensional igual a 87.91 , que corresponde à frequência fundamental do 

primeiro modo, onde o sistema perde estabilidade.  

Com a intenção de avaliar a influência da parcela estática da velocidade nas regiões de 

instabilidade paramétrica, realizou-se uma análise variando-se o valor de 0u  de acordo com a 

velocidade crítica do sistema cru  mensurada para o valor adotado do parâmetro , de acordo 

com a Tabela 3.17. 

Tabela 3.17 - Análise paramétrica para um tubo simplesmente apoiado. 

Análise 0u   cru  

7 

cru1.0  0.2  

cru4.0  0.2  

cru6.0  0.2  

Continuando com a mesma organização das curvas de escape, atribuiu-se cores para cada 

curva de instabilidade de acordo com o valor de 0u , conforme exposto na Tabela 3.18. 

Tabela 3.18 - Cores das curvas de estabilidade. 

Cor da curva 0u  

Vermelha cru1.0  

Azul cru4.0  

Preta cru6.0  

Têm-se na Figura 3.52 as curvas de transição para a Análise 7. Verifica-se que a curva de 

escape para cruu 1.00  apresenta uma região de ressonância secundária 1n  mais 
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crítica que a região principal de ressonância 2n . Nota-se, também, a existência de 

trechos contínuos, sem a existência de regiões de ressonância associadas a submúltiplos de 

1 , diferentemente dos resultados obtidos para um tubo em balanço. 

O aumento do valor de 0u  fez surgir a região de ressonância principal, sendo esta agora mais 

crítica do que a região secundária. Observa-se, também, que o aumento da parcela estática da 

velocidade ampliou as regiões de ressonância paramétrica e, reduziu a frequência natural do 

sistema, deslocando as curvas de transição para o lado esquerdo do gráfico, como observado 

na análise para um tubo em balanço. 

Figura 3.52 - Curvas de escape para a Análise 07: (a) cru1.0 ; (b) cru4.0 ; (c) cru6.0 ; (d) Curvas de escape 

sobrepostas (--- cru1.0 , --- cru4.0 , --- cru6.0 ). 
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(c) (d) 

Nas Figura 3.53 e Figura 3.55 encontram-se os diagramas de bifurcação para a segunda e 

primeira região de ressonância paramétrica, respectivamente, da curva de instabilidade da 
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Figura 3.52(b) e, nas Figura 3.54 e Figura 3.56 ilustra-se a resposta no tempo, plano fase e 

seção de Poincaré para um ponto fixo dentro das regiões de instabilidade. 

Figura 3.53  Diagrama de bifurcação para Análise 7 com u0=0.4 ucr e  n= 0.91. 

 
Figura 3.54 - (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (1.81; -1.95). 
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(b) (c) 
Figura 3.55  Diagrama de bifurcação para Análise 7 com u0=0.4 ucr e  n= 1.96.  

 
Figura 3.56 -  (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (1.21; 1.55). 
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(b) (c) 

Verifica-se que em todos os resultados o sistema possui solução trivial para valores de 

amplitude menores que a amplitude crítica e, após a bifurcação o sistema apresenta vibrações 

periódicas, caracterizando uma bifurcação supercrítica do tipo pitchfork e, portanto, o sistema 

perde a estabilidade por divergência. 

 Observa-se que o período da resposta é igual a quatro vezes o período da excitação, na região 

secundária de instabilidade e, igual a oito vezes o período da frequência da força excitadora, 

na região principal de ressonância paramétrica, como pode ser comprovado pelas seções de 

Poincaré ilustradas nas Figura 3.54(c) e Figura 3.56(c), respectivamente. 

3.2.2.4 Tubo biengastado 

Considera-se um tubo simplesmente apoiado de comprimento L, com rigidez a flexão EI, área 

da seção transversal A, massa por unidade de comprimento m, com fluido interno em 

escoamento de massa por unidade de comprimento M e velocidade U e, submetido a um 

regime de escoamento pulsante , conforme ilustra a Figura 3.57. 

Figura 3.57 - Tubo biengastado submetido a um fluxo pulsante. 
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Todas as análises foram feitas para os seguintes valores de parâmetros adimensionais 

apresentados nas Equações (3.6) e (3.8): amortecimento visco-elástico igual a 01.0 , 

relação entre a massa do fluido e a massa do sistema 2.0 , gravidade 0 . Todas as 

curvas de instabilidade encontram-se normalizadas por uma frequência natural adimensional 

igual a 23.221 , que corresponde à frequência fundamental do primeiro modo, onde o 

sistema perde estabilidade, portanto, considera-se em todos os resultados que 1n . 

Realizou-se uma análise paramétrica, variando-se o valor da carga estática 0u  de acordo com 

a velocidade crítica do sistema cru  mensurada para o valor adotado do parâmetro , de 

acordo com a Tabela 3.19. 

Tabela 3.19 - Análise paramétrica para um tubo biengastado. 

Análise 0u   cru  

8 

cru1.0  0.2 2  

cru4.0  0.2 2  

cru6.0  0.2 2  

As observações realizadas para esta análise são semelhantes às observadas para um tubo 

biapoiado. Portanto, mostra-se na Figura 3.58 as curvas de escape para a Análise 08, em que 

na Figura 3.58(a) encontra-se a fronteira para cru1.0 , Figura 3.58(b) para cru4.0 , Figura 

3.58(c) para cru6.0  e, Figura 3.58(d) todas as curvas sobrepostas. Nota-se que, semelhante à 

análise feita para um tubo biapoiado, para uma carga estática igual a cruu 1.00  a região de 

ressonância primária 2n  possui um valor limite de parâmetro da amplitude da 

velocidade  maior do que a região de ressonância secundária 1n . 

Verifica-se que quanto maior o valor da parcela estática, maior a largura das regiões de 

instabilidade paramétrica Nota-se, também, que as fronteiras para cru4.0  e cru6.0  possuem 

regiões de ressonância paramétrica bem definidas. 
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Figura 3.58 - Curvas de escape para a Análise 08: (a) cru1.0 ; (b) cru4.0 ; (c) cru6.0 ; (d) Curvas de escape 

sobrepostas (--- cru1.0 , --- cru4.0 , --- cru6.0 ). 
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(c) (d) 

Nas Figura 3.59 e Figura 3.61 encontram-se os diagramas de bifurcação para a segunda e 

primeira região de ressonância paramétrica, respectivamente, da curva de instabilidade da 

Figura 3.58(b) e, nas Figura 3.60 e Figura 3.62 ilustra-se a resposta no tempo, plano fase e 

seção de Poincaré para um ponto fixo dentro das regiões de instabilidade. 
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Figura 3.59  Diagrama de bifurcação para Análise 8 com u0=0.4 ucr e  n= 0.95. 

 

Figura 3.60 -  (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto(2.42; -2.42). 
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Figura 3.61  Diagrama de bifurcação para Análise 8 com u0=0.4 ucr e  n= 1.98. 

 

Figura 3.62 -  (a) Resposta permanente; (b) Plano fase; (c) Seção de Poincaré, todos para o ponto (2.93; -1.82). 
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Verifica-se que todos os resultados foram semelhantes aos encontrados na Seção 3.2.2.3, para 

um tubo simplesmente apoiado, ou seja, o sistema apresenta solução trivial para valores de 

amplitude menores que a amplitude crítica e, após a bifurcação apresenta movimentos 

periódicos, cujos períodos da resposta também são os mesmos do tubo biapoiado, quatro e 

oito vezes ao período da frequência de excitação para a segunda e primeira região de 

instabilidade paramétrica, comprovados pelas seções de Poincaré ilustradas nas Figura 3.60(c) 

e Figura 3.62(c). 
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CAPÍTULO 4  

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

Nestre trabalho foi estudado o comportamento dinâmico linear e não-linear de tubulações com 

fluido interno em escoamento, permanente e pulsante, para três condições de contorno: a) em 

balanço; b) simplesmente apoiado e; c) biengastado. Para modelar o tubo foi considerada a 

teoria não linear de Euler-Bernoulli e o fluido foi descrito através do modelo de 

Issid(1974) onde foi considerado um fluido incompressível, irrotacional e isentrópico.  Os 

deslocamentos laterais do tubo foram descritos por expansões de vigas com 4 graus de 

liberdade e o método de Galekin foi utilizado para obter um sistema de quatro equações 

diferenciais ordinárias não lineares de segunda ordem no tempo. 

Na solução linear, através dos diagramas de Argand, foi possível observar que a velocidade 

crítica do fluido depende da condição de contorno do tubo, sendo que para tubos 

simplesmente apoiados e biengastados o valor crítico não se altera com a mudança da 

densidade do fluido e, para tubos em balanço a velocidade crítica é diretamente proporcional 

ao valor da densidade. Observou-se, também, que para uma certa velocidade do fluido tubos 

biapoiados e biengastados perdem estabilidade por divergência através de uma bifurcação do 

tipo pitchfork e, tubos em balanço perdem estabilidade por flutter através de uma bifurcação 

do tipo hopf; e que a presença de amortecimento visco-elástico e de uma massa concentrada 

na extremidade livre do tubo em balanço reduz a velocidade crítica do sistema. 

A instabilidade não linear foi analisada considerando o fluido com fluxo permanente, apenas 

para o caso do tubo em balanço e, pulsante, abrangendo as três condições de contorno. Em 

todas as análises verificou-se que após a aplicação das condições iniciais de deslocamento e 

velocidade o sistema possui solução trivial para valores de velocidade ou amplitude menores 

que o valor crítico. Após o valor crítico, o tubo em balanço submetido a um fluxo contínuo 

apresentou vibrações quase periódicas, o tubo em balanço parametricamente excitado 

apresentou movimentos quase periódicos para valores de cruu 1.00  e, vibrações caóticas 

para cruu 4.00  e cruu 6.00 , já o tubo biapoiado e biengastado apresentaram vibrações 

periódicas. 
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A partir das curvas de instabilidade pôde-se observar que o tubo em balanço 

parametricamente excitado possui a primeira e a segunda região de instabilidade bem 

definidas para cruu 1.00 , à medida que eleva-se o valor da parcela permanente estes vales 

tendem a desaparecer e a quantidade de vales subharmônicos aumentam. Atribui-se também 

ao aumento do valor de 0u  a redução da frequência natural do sistema, deslocando-se as 

curvas para o lado esquerdo do gráfico. Verificou-se também que o incremento do valor da 

densidade do fluido aumenta o valor da velocidade crítica do sistema, embora este aumento 

amplie a largura dos vales aumentado as regiões de instabilidade.  

A presença de uma massa concentrada acoplada ao tubo em balanço reduziu a frequência 

natural do sistema diminuído sua velocidade crítica, sendo que esta redução é maior a medida 

que a posição da massa se afasta do engaste. 

 As curvas de instabilidade para tubos biapoiados e biengastados com cruu 1.00  

apresentaram uma região de instabilidade secundária com valor limite de  menor que a 

região de instabilidade principal e à medida que o valor de 0u  foi incrementado a região 

principal de instabilidade tornou-se a mais crítica. Para todos valores de 0u  analisados, 

obteve-se, para estas condições de contorno, regiões de instabilidade paramétrica bem 

definidas, sem a presença de vales subharmônicos, como obervado na análise do tubo em 

balanço. 

Com a finalidade de dar continuidade a esta linha de pesquisa são apresentadas a seguir 

algumas sugestões: 

 Aprofundar a análise paramétrica para valores da parcela permanente da velocidade 

superior ao valor crítico a fim de discutir critérios de estabilidade para esta classe de 

problemas. 

 Considerar outros parâmetros de controle como o efeito da variação da temperatura do 

tubo e do fluido na estabilidade do sistema. 

 Realizar uma análise numérica tridimensional do sistema. 
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 Fazer uma análise experimental, para que se possa comprovar os resultados 

numéricos, confirmando experimentalmente os complexos fenômenos não lineares 

exibidos neste trabalho. 
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