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Resumo

Neri Gutierrez, Alex. Um Método de Averaging para Inclusées Diferenciais
Fuzzy. Goiania, 2012. 84p. Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

O trabalho tem como objetivo principal, o estudo de um método de averaging em
problemas de valor inicial no contexto fuzzy. Com o intuito de facilitar a compreensao
do trabalho, faz-se um estudo do, um método de averaging no contexto deterministico,
teoria de inclusodes diferencias, teoria dos conjuntos fuzzy, inclusdes diferenciais fuzzy
e finalmente mostra-se o um resultado da validade do método de averaging no contexto

fuzzy.

Palavras—chave
Meétodo de Averaging, inclusdes diferenciais, teoria dos conjuntos fuzzy, equa-

coes diferenciais fuzzy, inclusdes diferenciais fuzzy



Abstract

Neri Gutierrez, Alex. A Averaging Method for Fuzzy Differential Inclusions.
Goiania, 2012. 84p. MSc. Dissertation. Institute of Mathematics and Statistics,
Federal University of Goids.

This work has the main objective to study a method of averaging to initial value problems
in the context of the fuzzy theory. In order, to facilitate understanding of the work,
averaging method, differential inclusions theory, fuzzy set theory, and fuzzy differential
inclusions are studied; finally this work shows a result of the method of averaging in the

context of the fuzzy theory.

Keywords
Averaging method, differential inclusions, fuzzy set theory, fuzzy differential

equations, fuzzy differential inclusions
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Introducao

Nas trés ultimas décadas do século XX ficou claro que os avancgos nas ciéncias
fisicas, bioldgicas , econdmicas, entre outras poderiam ser abordados através de enfoques
matematicos quantitativos e qualitativos apropriados. Frequentemente um problema do

mundo real pode ser modelado através de sistemas diferenciais, da forma

x = f(t,x)

(0-1)
x(l‘()) = Xp.

onde t € RT é a varidvel tempo, x € R" € a varidvel estado. Entdo, estuda-se a existéncia
e 0 comportamento tanto analitico como qualitativo da solugdo de (0-1).

E bem conhecido que as imagens das solu¢des de um sistema diferencial (6r-
bitas) sdo pontos, difeomorfas a um intervalo de R ou difeomorfas a um circulo [27].
Quando uma 6rbita periddica for isolada no conjunto de todas as orbitas periddicas, ela é
denominada ciclo limite. A nog¢do de ciclo limite surgiu pela primeira vez no estudo das
equacdes diferenciais planares realizados por Poincaré entre os anos de 1880 e 1890 , e
desde entdo os ciclos limites sdo objetos de estudo de muitos pesquisadores. Por exem-
plo, Van der Pol em 1926, Lienard em 1928 e Andronov em 1929 provaram que a solucao
periddica de uma oscilagdo auto sustentdvel de um circuito em um tubo a vacuo era um
ciclo limite, no sentido definido por Poincaré [1], [22]. Posteriormente surgiram varios
pesquisadores que passaram a observar tanto a existéncia ou nao dos ciclos limites, assim
como obter o nimero maximo de ciclos limites e as propriedades das mesmas [4],[9],[17],
[18],[28].

Existem diversos métodos para estudar existéncia de ciclos limites. Entre os
quais encontra-se o método de averaging.

O nascimento do método de averaging € datada do final do século XVII quando
em 1788, Lagrange formulou o problema gravitacional de trés corpos como um problema
de perturbacdo do problema de dois corpos [28]. Nenhuma prova rigorosa foi dada
naquela época, até que Fatou deu a primeira prova da validade assintética do método
em 1928 [19]. Em 1930, apds as pesquisas sistemadticas feitas por Krylov, Bogoliubov,
Mitropolsky, entre outros, [1],[28], o método de averaging gradualmente tornou-se um

dos métodos cldssicos em andlise de oscilagdes ndo lineares e recentemente no estudo de
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ciclos limite.

Em anélise de oscilagdes, 0 método de averaging é particularmente utilizado em
problemas nao lineares. A ideia do método de averaging € aproximar um sistema nao
autdbnomo através de um sistema autdonomo, o qual é presumivelmente facil de estudar.
Além disso, pode-se obter propriedades da dindmica do sistema ndo autdbnomo a partir
das solugdes do sistema autdbnomo.

Observa-se que o estudo de sistemas modelados por (0-1) quase sempre esta
incompleta, pois os valores dos coeficientes das equagdes diferenciais ou das condigdes
iniciais geralmente ndo sao precisamente conhecidos. Surge entdo a necessidade de teoria
matemadtica para descrever nogdes vagas e incertas.

Em 1965, Zadeh iniciou o desenvolvimento da teoria dos conjuntos fuzzy, que
torna possivel a descricdo de no¢des vagas e manipulagdes entre elas. A ideia basica da
teoria dos conjuntos fuzzy € simples e natural. Um conjunto fuzzy € uma funcdo de um
conjunto com valores no intervalo [0, 1] [29].

A teoria de conjuntos fuzzy e suas aplica¢des tém sido amplamente desenvolvida
desde os anos 1970 e um interesse industrial na teoria de controle fuzzy tem aumentado
dramaticamente desde 1990.

Em um problema de valor inicial (0-1), o valor inicial pode nio ser exatamente
conhecido, pois se eles sdo estimados através de medidas deterministicas, os mesmos
podem estar sujeitos a erros. Se a natureza dos erros € aleatdria, entdo podemos estuda-
las através das equacdes diferenciais estocdsticas. No entanto, se a estrutura subjacente
ndo € probabilistica, por causa das escolhas subjetivas, seria natural utilizar inclusdes
diferenciais ou ainda, equagdes diferenciais fuzzy ou inclusdes diferenciais fuzzy. Assim,

que surge naturalmente a seguinte questao

E possivel aplicar o método de averaging em problemas de valor inicial no

contexto fuzzy?

Para responder esta questdo de modo que os leitores possam compreender e
apreciar as complexidades das teorias envolvidas é apresentado um relato desde o estudo
da teoria cldssica do método de averaging, inclusdes diferenciais e por fim o estudo dentro
do contexto fuzzy.

Dessa maneira a dissertagdo encontra-se divida em 4 partes.

No capitulo 1, estuda-se a teoria envolvendo o método de averaging para modelos
deterministicos [28], a ideia basica do mesmo bem como uma aplicacdo na teoria de ciclos
limites.

No capitulo 2, as inclusdes diferencias em R” sdo apresentadas para a compreen-

sdo das inclusdes diferenciais fuzzy. Inicialmente, estuda-se o conceito de multifungdes,
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bem como suas propriedades, a inclusdo diferencial e a teoria de selecdo para o estudo da
existéncia de solugdes de inclusdes diferenciais.

No capitulo 3, tem-se a teoria de conjunto fuzzy, cdlculo diferencial e integral
de fun¢des fuzzy e uma introdugdo a teoria de equagdes diferencias fuzzy para estudar
alguns resultados de existéncia de solugdes.

No capitulo 4, apresenta-se o conceito de uma inclusdo diferencial fuzzy, bem
como propriedades das mesmas e por dltimo demonstra-se o0 método de averaging para

inclusoes diferencias fuzzy[25].



CAPITULO 1

O Método de Averaging

Um dos métodos classicos para analisar oscilacdes ndo lineares € o método
de averaging, o qual € particularmente utilizado em estudo de problemas nao lineares.
O método de averaging analisa as solu¢des de um sistema diferencial ndo autdbnomo
através de um sistema diferencial autbnomo obtido da transformacao do inicialmente ndo

autébnomo.

1.1 Introducao ao Método de Averaging

Considere o sistema:

{x = efltxe); (0

x(0) = xp, x€U,

onde U é um subconjunto limitado e aberto de R”, V C R x U x R" limitado e
f:RxUxR" — R" uma fungdo limitada sobre V e periddica, de periodo T > 0 na

varidvel te € < 1. O interesse € associar (1-1) ao problema

{y = €f<t7y>0)7
y(0) = xo;

através da aproximagao

y = Sf(y), _
{y(o) = X0 -2

onde 7(y) =+ Ji f(2,y,0)dr.
Ap6s a transformacdo pode-se inferir propriedades da dinamica do sistema (1-1)
mediante o entendimento da dindmica do sistema (1-2).

Apesar do método ser eficiente surgem algumas perguntas:
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1. Em geral, sistemas ndo lineares sdo dados por:
x=Ax+e¢e f(t,x), (1-3)

0 qual ndo estd na forma do (1-1). Logo, como aplicar o método de averaging a
(1-3)?

2. Como estudar a existéncia de solucdes periddicas do sistema (1-1) através de (1-2)?

As respostas as duas questdes sdo dadas nas se¢des 1.2 e 1.3, respectivamente.

1.2 A Forma Padrao de Lagrange

Considere o problema de valor inicial:
X =A(t)x+eg(t,x), x(0)=xo; (1-4)

onde x € R", >0, A(r) é uma matriz quadrada continua de ordem n e g(¢,x) é uma
funcdo suficientemente suave em relacdoat e X.

Para € =0, tem-se que (1-4) € linear e tem n soluc¢des linearmente independentes.
Considere a matriz fundamental ®(¢) das solu¢des de (1-4) para € = 0 e considere a

mudanca de coordenadas

x(t) = ®(t)y(); (1-5)

entdo, temos que

Desde que x(t) é solugdo de (1-4), tem-se

D(1)y(1) + P(1)y = A()P(1)y(t) +eg(r, P(1)y(r)),

D(1)y = (A()P(1) — (1)) (1) +28(t,2(t)y(1)).

Como ®(¢) é a matriz fundamental do sistema ndo perturbado, i.6., ®(t) = A(t)P(¢),

tem-se
D(t)y =eg(t,P(t)y(1)),

y=2e® ! (t)g(t,@(t)y(t)). (1-6)
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Segue-se da equacdo (1-5)

A equacdo (1-6) denomina-se a forma padrio de Lagrange. A férmula geral é

y=gf(t,y). (1-7)

Assim, sem perda de generalidade, estuda-se as equagdes diferenciais nao lineares da

forma (1-4) na forma padrao de Lagrange, a qual esté inicialmente na forma (1-1).

1.3 O Teorema de Averaging de Primeira Ordem

Como resposta a questdo 2, estabelece-se o Teorema de averaging de primeira

ordem, ver detalhes da prova em [28].

Teorema 1.1 Considere os seguintes problemas de valor inicial

{ X = SF(I,X)+82G(I7X78)7 (1_8)
X(O) = X0,
e —
y = &f(y), (1-9)
¥(0) = xo,

onde x,y,xy €V, V C Raberto, t € [0,|, € €]0,€0|, F e G periddicas de periodo

T na varidvel t, e ,
- 1
o) =7 [ Fleyar
0

Além disso, suponha que:

. 2 ~ . . ..
(i) F, %—1;, %757 G e aa—f sdo definidas, continuas e limitadas por uma constante

independente de € em [0,00[ XV, com € €]0,¢&);
(ii) T é uma constante que independe de €;
(iii) y(t) pertence a'V na escala de tempo %
Entdo as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:
a) Para a escala de tempo % tem-se que x(t) — y(t) = O(€), quando € — 0;
b) Se p é um ponto de equilibrio do sistema (1-9) tal que

of

=—| #0, (1-10)
9 ly=p
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entdo existe uma solugcdo T- periddica §(t,€) de (1-9) que se aproxima de p tal que

0(t,€) = p quando € — 0, na escala de tempo é na escala de tempo %

¢) Se o sinal da expressdo em (1-10) for negativo, entdo a solugdo periddica ¢(t,€) de
(1-9) no espaco (t,x) € assintoticamente estdvel para € suficientemente pequeno. Se

(1-10) é positivo, entdo a solucdo é instdvel.
Para observar a aplicdo do método vé-se o seguinte exemplo.

Exemplo 1.2 (Equacdo de Van der Pol) Considere a equagdo
i+x=¢ef(x,x) (1-11)

con valores iniciais x(0) e x(0) dados e f uma fungdo de classe C* em V C R2. Este é
um sistema quaselinear e usaremos a transformacgdo fase-amplitude [28], para colocar o

sistema na forma padrdo. Tome

x = rcos(t+¢),

X = —rsent(t+@).
entdo, tem-se que
242 = 2
X
arctan (——> = t+0,
X
e
xXX+xxX = rr,
—xi—x* = r2¢.

Assim, tendo en conta a Equacdo (1-11), tem-se

(1-12)

{i’ = —esen(t+@)f(rcos(t+@)),—rsen(t +¢)), r(0)=ry,
¢ = —tcos(t+0)f(rcos(t +9)),~rsen(t +9)), ¢(0)=@o.

O campo de vetores (1-12) é 2n-periédico em t e se f € C' (V) pode-se aplicar o método
de averaging do lado direito visto que excluimos uma vizinhanga da origem. Como a

equagdo original é autonoma, a nova equac¢do depende apenas de r e assim, define-se
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duas componentes para o novo campo de vetores como segue

1 27
filr) = E/o sen(t+ @) f(rcos(t +@)), —rsen(t +¢))dt

= %/Oznsent(‘c)f(rcos(’c)),—rsen(’c))d’c,
¢ 1 2n
fa(r) = ﬁ/o cos() f(rcos(t)), —sen(t))dt,

Uma aproximagdo assintética é dada por

dr

- = —€ r
9 _ S0
dt Pl
com valores iniciais apropriados. Esta é uma redugcdo a um sistema auténomo de primeira
ordem.
Aplica-se a reducdo acima para a famosa equagdo de Van der Pol.
i+x=¢e(l—x*)i%
Assim
f(rcos(t+@)),—rsen(t +9)) = —r(1 — r*cos®(t + @) )sent (t + @).
Entdo
fi) = o [ rsert(e+ )1~ Peost(t+ e =~ (17
1(r) = 2 Jo rsen (0} recos (0} =3 1)
1 21 ) )
fH(r) = _ﬁ/ rsen(t +@)cos(t + @) (1 — rcos”(t +¢))dt = 0.
0
logo
dr 7 7
- el 1=-— 1-13
a 92 ( 4 ) ! (1-13)
ao
— = 0. 1-14
7 (1-14)
Pelo Teorema 1.1 a solugdo é dada por
x(t) = 0 Tcos(t +@o) + O(¢) (1-15)

(1+ drj(e 1)’

1
no tempo-escala .
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Se o valor inicial da amplitude ry for igual a 0 ou 2, a amplitude 7 é constante
para todo tempo. O valor ry = 0 corresponde a um ponto critico instdvel da equacdo

original, ro = 2 dd uma solucdo periddica
x(t) =2cos(t +@o) + O(¢) (1-16)

no tempo-escala é

A solucdo (1-15) tende para a solugdo periodica (1-16), pois se 0 < ro < 2 entdo,
de acordo com (1-13), temos que fli—f > 0 ou seja 7(t) é crescente. Portanto em coordenadas
polares as solugoes que se iniciam com raio entre 0 e 2 se afastam da origem e tendem
a solucoes periodica (1-16). Analogamente para ro > 2 teremos g < 0 e novamente as
trajectorias que se inicia em ro tendem a solucdo (1-16). Chamamos esta orbita periodica
dada por (1-16) de ciclo limite (estdvel).

1.4 Existéncia de Ciclos Limites em Campos Vetoriais

Polinomiais

Em 1900, na Conferéncia Internacional de Matematica de Paris, o matematico
alemdo David Hilbert enunciou 23 problemas, no intuito de apontar temas promissores
para a investigacdo em matemdtica no século XX [10]. Dentre estes, destacamos o
décimo sexto problema que apesar de ser intensamente investigado, ainda permanece sem
solucao[4].

O XVI problema de Hilbert € um dos problemas mais investigados na teoria
qualitativa dos sistemas dinamicos no plano. Originalmente, Hilbert formulou seu XVI
problema dividindo-o em duas partes. A primeira parte € objeto de estudo da Geometria
Algébrica, e a segunda parte se refere a determinacdo do nimero maximo de ciclos limite
de um sistema diferencial polinomial[10].

Devido a dificuldade de se obter a solucao do X VI problema de Hilbert, muitos
pesquisadores formularam e trabalharam o problema com condi¢des mais fracas. Arnold,
por exemplo, propds a investigacdo do nimero maximo de ciclos limite que bifurcam de
uma singularidade do tipo centro, conhecida como a versdo fraca do XVI problema de
Hilbert[4].

Segundo [16] e [18], existem diversos métodos para estudar a bifurcagdo de ci-
clos limite que bifurcam de um centro. A maioria deles sdo baseados na aplicagdo retorno
de Poincaré, como € o caso do método da integral de Poincaré-Melnikov e do método
das integrais abelianas. Recentemente, alguns outros métodos foram apresentados, alguns
fundamentados no fator integracdo inverso e outros, na reducao do problema a uma equa-

cdo diferencial em uma varidvel, no caso do método de averaging, por exemplo[4].
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Vale observar que os dois primeiros métodos fornecem as drbitas de sistemas
ndo perturbados que se tornam ciclos limite apds perturbacdes. O método das integrais
abelianas se aplica apenas para dimensao dois. Os terceiro e quarto métodos fornecem
o nimero e forma dos ciclos limite dos sistemas obtidos por perturbacdes de qualquer
ordem em todas as dimensoes[4].

Nesta secao estuda-se resultados que definem o nimero maximo de ciclos limite
que podem surgir quando ocorre bifurcacdo do periodo anular na vizinhanga da origem
de uma classe de sistemas polinomiais usando o método de averaging de primeira ordem.

Mais precisamente, dado o sistema polinomial cubico da forma

X = _yf(xay)

(1-17)
y = xf(x,y)

onde f(x,y) =0 ¢ uma conica tal que £(0,0) # 0.

Considera-se para (1-17) € suficientemente pequeno e o sistema perturbado

y = xf(x,y)+eQ(x,y)
3
onde P e Q sdo polindmios da forma P(x,y) = Z , O(x,y) = Z 0, (x,y), com

P (x,y) Z DiX iy e Q,(x,y) Z q,x' y pohnomlos homogeneos de grau k.
i+j=k i+j=k
Entdo, estuda-se o nimero maximo de ciclos limite do sistema (1-18) que surgem

quando ocorre bifurcacdo do periodo anular na vizinhanga da origem do sistema (1-17)
usando o método de averaging de primeira ordem.

Assim, o objetivo desta se¢do serd estudar para quais coeficientes p,; e g,; no
sistema (1-18), com f(x,y) = (x+a)?, obtém-se o nimero maximo de ciclos limites que
surgem ao bifurcar o periodo anular do sistema (1-17), usando o método de averaging de

primeira ordem.

Teorema 1.3 [18] O sistema (1-18) com f(x,y) = (x +a)* tem no mdximo 5 ciclos
limite que surgem ao bifurcar o periodo anular do sistema (1-17), usando o método de

averaging de primeira ordem.

Demonstracdo. De fato, fazendo a mudanga de varidveis x = rcos¢

_ D222 oy . . N
y = rsen@, tem-se que: r-=x"+y- e tan ¢ = 1. Assim, derivando em relagdo a
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varidvel tempo e considerando o sistema (1-18), obtém-se:

o= xx-+yy
= x(=yf(x,y) +eP(x,y)) +y(xf(x,y) +€ Q(x,y))
= &xP(x,y) +eyQ(x,y)
= €ercosOP(rcos®,rsend)+ € rsendQ(rcos @, rsend)
=7 = g(cosdP(rcosd,rsend)+ sendQ(rcosd,rsend)) (1-19)

rzd) = XxXy—yx
= x(xf(x,y) +e0(x,y)) = y(—yf(x,y) +& P(x,y))
= (@) f(xy) +e (xQ(x,y) = yP(x,y))
= r2f(rcosd,rsend) + ¢ (rcosdQ(rcosd, rsend) — rsendP(rcosd, rsend))
=0 = f(rcoso,rsend)+ ; (cos0Q(rcos O, rsend) — sendP(rcos @, rsend)).(1-20)

3 3
Como Z e O(x,y) = Z Qk X,¥), com
k=1
P (x,y) = Z px v 0(x,y) Z q,x iy/, segue das equagoes (1-19) e (1-20)
i+j=k i+j=k
que:

3 3
o= € (cosq) Z P (rcos ¢, rsend) + seno Z Q, (rcos?, rsenq)))
k=1 k=1

= 8<cos¢z3: Z pij(rcos¢)i(rsen¢)j+sen¢23: Z qij(rcosq))i(rsenq))j)

k=1i+j=k k=1i+j=k

3 3
= g (cosq) Z Z pijrk cos’ Osen’ ) + send Z Z q;; r* cos'! Osen’ q))

k=1i+j=k k=1i+j=k

3
= eY * Y (p, coso+g, send)cos’ psen’.

k=1 i+j=k

Logo,
3
F=eY f(0)r", (1-21)
k=1

onde f, (¢) = Z (p;; cosd+q;; send) cos’ gsen’o.
i+ j=k
Agora,
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3 3
b = f(rcosd,rsend)+ % (cosd) Z Q, (rcos¢,rsend) — send Z P (rcos?, rsenq)))
k=1 k=1

3
= f(rcosd),rsen(j))—l—% (cosd)z Z ql.j(rcosq))"(rsenq))j

k=1i+j=k

3
—senq)z Z pi_i(rcosq))i(rsenq))j)

k=1i+j=k

3
= f(rcos®,rsend) + § (cosq) Z Z qijrk cos' Gsen’

k=1 i+ j=k

3
—send Z Z pl.jrk cos' hsen’ (1))

k=1i+j=k

= f(rcosd,rsend)+

‘:I(‘O

~

Z Z (q,;co80 — p,,send) cos' dsen’
+j=k

=1

3
= f(rcosd,rsend)+ Z -1 Z q,;c080 —p,, send) cos' hsen’ ¢
k=1 i+j=k

Entao,
. 3
O = f(rcoso,rsend)+¢€ Z g, (o)< 1, (1-22)

k=1
onde g, (¢) = Z (q,;c08¢ — p;,send) cos’ gsen’.
i+j=k
Portanto, de (1-21) e (1-22) segue que
dr eXi1 £i(0)

ddo  f(rcosd,rsend)+¢ Yo g (0)rk!
ef (rcos¢,rsend) Yi_, f.(9)r*
f(rcos¢, rsend) (f(rcosd, rsend) +e Yi18.(0)k 1)

ey SOF (0 elisen
(= f(rcos¢,rsend) f(rcosd,rsend) +€ Yi_ g, (0)r% 1 ]

Assim,
dr

2
d¢ ((I)? )+£ G(¢,V,8) (1'23)
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com

rk

Fo,r) = f(rcos (I) rsenq))

3
L
G(0,r,e) = i rk ( Zl?c,:lgk(q))rk_l >

f(rcos ¢, rsend) \ f(rcosd,rsend) +e Zizl g, (¢)rk1

Como a equacdo (1-23) satisfaz as hipdteses do Teorema 1.1, pode-se aplicar o método
de averaging. Entdo com a finalidade de provar o Teorema 1.3, via Teorema 1.1 estuda-se
o numero de pontos singulares hiperbdlicos do sistema

dr ~
46 =ef(r), (1-24)

3 o
) = X[ S

2n = Jo o f(rcosd,rsend)

1 3 2y ik(p,; cosd+g,; send) cos’ ¢sen1¢
B _Zr/o f(rcosd, rsend) ¢

3 +1 i 41
1 Z rk/Zn p,; cos' ¢senf([)+q[.j cos' Gsen’ ' O

= d
2= Jo itk f(rcosd,rsend) ¢
_ 23,’ rki p, 2 cositl hsenid do+q, 2 cos! gsen/ 1o J )
-1 2T i+ j=k 0 f(rcosd,rsend) 0o f(rcoso,rsend)
3
= Y a(nr (1-25)
k=1
com
1 2 cosP hsendd
—— I e 1 = d 1-26
Ck(r) 275 i+]Z:k (plj i+1,j (r) + qu i,j+1 (r)) e [77(1(r) 0 f(rCOS(I), rsenq)) ¢7 ( )

comp+g—1=kek=1,23.
Agora, estuda-se o periodo anular a ser bifurcado e para isso, segue das condi¢des

impostas no Teorema 1.3, que o sistema (1-17) tem a forma

.o 2
{x = —y(x+a) (1-27)

y = x(x+a)?

e tem o unico periodo anular

A={(x,y) e R?/0 < x> +y* <d®}
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Segue que a equagdo (1-26) tem a forma

1 _ [?® cos? hsen?d )
G =35 B (s 0+ a,00) ¢ gl = | e o (28

Note que as integrais /,, 4(r) sdo da forma

1= Oan(senq), cos0)do,

P4 L, ~ . ~ , . .
=Y ¢ uma fun¢io racional que ndo tem podlos no circulo unitdrio
(rx+1)2

2+ y2 = 1. Logo, fazendo z = e tem-se que quando ¢ incrementa de 0 a 27, z descreve

onde R(x,y) =

o circulo unitario.

1

Nota-se que z = ¢’® = cos¢ +isend e z ! =e ™ =cos —isend, entdo

cos = z224z—1 e send = z22i—21.
Logo, tem-se que
2% cos? Gsendd —i (& +DP(2 - 1)1
; _ cos"sent . dz. 1-29
p.q(T) /0 (reoso 1+ 1)2 0 2p+4—2 ?{1 PHa-1(rz2 4 2az +r)? < ( )

Note que cada integral I,,(r) tem como denominador a expressdo
*(rz? +2az+r)?, parak = 1,2,3.

. , . . ~ T —a—/a2—2
Assim, os pélos destas integrais sdo z; = 0 com multiplicidade k, zp = ="~
_ a2 —y2 T
e z3 = =4HYE=" com multiplicidades 2.
a—vVa*—r?

atva®—r?
r b

Desde que o médulo dos pontos sdo |z;| =0e |z2| = 3| =

.
dependem dos valores de a e r e querendo estudar os zeros da fungdo f(r) sobre (0, |al),
tem-se que z; € z3 sdo os Unicos pdlos contidos no interior do disco unitério.

Logo, segue-se da equacdo (1-29) e do Teorema do Residuo que:

{Res(f(2),21) +Res(f(2),23)}
(1-30)

() = —i (ZZ+1)P(2—1) _2n
Pa\") = g2 f (2 2az +r)2 - 2pta2

241)P (A1)
onde f(z) = ZPSI*T(r)zZ(—iZ-Zaer)Z’
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Agora, da equagdo (1-28) tem-se que

1
Ci(r) = E(Plolz,o(r)+61101171(r)+l7011171(r)+61011072(r)) (1-31)
1
G(r) = 7 (PB.0(r) + @1 (r) +py 11 (r) + g, 1 2(7)
+p021172(’") + q021073(r)) (1-32)
1
C3(r) = ﬁ (p3014,0(r) +Q3ol3,1(r) —|—p211371(r) +q21[2,2(r)
+pph2(r) +q,113(r) + Pyl 3(7) + g loa(r)) .- (1-33)

Para se obter os valores de I, ,(r) nas expressdes (1-31) a (1-33) basta considerar a

expressao (1-30). Assim segue que

2. 1\2
A) bLo(r)= _ijél Z(rzgi—‘;alz)_i_ r)zdz =2n{Res(f(z),z1) + Res(f(z),z3)}, (1-34)

onde f(z) = %

Entao,

Res(f(z),z1) = lim(z—z1)f(2)

7—71
. (22 +1)? 1
30 (rz2+2az+r)?2  r? (1-35)

Agora, para se obter o residuo de f(z) no polo z3, considere f(z) numa vizi-

nhanca V de z3 dado por f(z) = Zh( 3))2, onde h(z) = Z((ZZ;I)) ¢ uma fun¢@o holomorfa em

V. Logo o residuo é dado por:

a*—2r?
Res(f(z),23) = M (z3) = —a(f—3), onde f= 2. (1-36)
Segue das equagoes (1-34), (1-35) e (1-36) que:
) 2_ £ 2,3 404
ho(r) = n(fa” — fr-—r°a’ +2r*a) com f= & 7,

r2 f3

Da mesma maneira, como foi feito para I, o com f = v/a? — r? obtém-se que:

B) 1171(”):_1.% (Z+1)(2-1)

22 1 20z )27~ 2R ARes(f(2), 1) + Res(f(2).23)} - (1-37)

onde £(2) = NIk
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Entao,
-1 1
Res(0)0) = Jim e/ = Iy =
/ —2a3 4 2a>f 4+ 2r%a — fr?
Res(f(z),z3) = h(z3)= ot 77T
com h(z) = Z(?:Zzl)z,

Das equacdes (1-37), (1-38) e (1-39) segue que:

falr) = rH(—a+f)f

2 1\2
C) Ipa2(r)= —i% (1) 5dz =2 {Res(f(z),z1) + Res(f(z),23)}

st 2(rz2 +2az+r)

onde f(z) = -1

Entao,
. . (2—1)? 1
R = 1 — =1 I
es(f(2),z1) Bt (2=20)f(2) 0 (re2+2az+r)? 1%’
—(—a*+af+r*)%a

Res(f(z),z3) = N (z3)=

Pl-a+f)?

2_1)2
com h(z) = %

Segue das equagdes (1-40), (1-41) e (1-42) que:

275(—2613 —2r%a’ + 2fa2r2 + 2fa2 +ar* +2rfa— frz)

foalr) = (—a+fPfr

_ 2 1)3
D) Lo(r)= > 7, Zz(rz(zz+_;2+r)2dz =7 {Res(f(z),z1) +Res(f(z),z3)}

2 13
onde f(Z) = %.

Entao,

Res(f(z),z1) = hi(z1) = 3

222 — 32
Res(f(2),23) = Hyles) = 224 =3r)

27t(—2a3r2 + 2r2a2f+ 2r%a — fr4 - 2a2f+ 2a3 —2rta +fr2)

(1-38)

(1-39)

(1-40)

(1-41)

(1-42)

(1-43)

(1-44)

(1-45)
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) 3 2 3
com i (2) = (et e (o) = LM

Das equacdes (1-43), (1-44) e (1-45) segue que:

—2na(2fa® —2fr* —2r2a® + 3rta)
RS ’

1370(7') =

i 2, 22
£) i) =3 f, S nrest ) + Rt} (140

onde f(z) = LrPE-1)

2(r2+2az+r)?"
Entao,
p 4a
Res(f(z),21) = M(z) =3, (1-47)
da(—4da* +4fa® +5r2a* - 3r fa—r*
Res(f(2),z3) = My(zs) = M4 fa=r) ()

f(—a+f)3r

2 20,2 2 202
com hy(z) = % ehy(z) = %

Segue das equacdes (1-46), (1-47) e (1-48) que:

B 47541(—4fa3 +4a* —5r%a* + 3r2fa +r*—4r2d* —|—4r2a3f—|— 5r%a% — 3r4af — r6)

ha(r) = Pf(—a+f)

—i [ (ZH+)(EZ-1)
2 Jo 22(re? +2az+r)?

F) La(r)= dz =n{Res(f(z),z1) +Res(f(z),z3)} (1-49)

Onde f(Z) . (22+1)(22*1)2

T 22 (r?2az+r)*
Entao,
, 4a
Res(f(2),z1) = Mi(z)=—3, (1-50)
2—85 84 1023_622_34 4
Res(f(2)zs) = Hh(zs) = 20 8 H107a” 6rarf=3ratrf) s

f(=a+f)3r

) 2 12 2 2_1)\2
com hy(z) = % e hn(z) = %

Segue das equagdes (1-49), (1-50) e (1-51) que:

27

120" S e

(8a*f —8a°+ 100> — 6%a> f - 2r%a — 8% + 8/ %a*

+10/*a® — 6fr4a2 — 3r6a—|—fr6) .
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s 2 _1)\3
G) Is(r) =+ 3 zz(rz(zz—l— 22+r)2dz = n{Res(f(z),21) + Res(f(2),23)}  (1-52)

onde f(z) = (22-1)3

Entao,
p 4da
Res(f(2),z1) = Hhla) =15, (153
dal— 2 2\3
Res(f(2)iz3) = hh(zs) = “(r(fai‘;f;jf’; S (1-54)

> s 2 )3
com hy(z) = % e hy(z) = zgz(z—iz))z'

Segue das equagdes (1-52), (1-53) e (1-54) que:

dan(da* —4a*r? +-4fr*a® —4d’ f +5a%r* — 5a*r* —3afrt +3afr? —r® +r%)

e Flat 7 '
i (ZZ+1)* n
H) laolr) = 4 Jg z3(rz2+2az+r)2dz_ E{Res(f(z)’zl)+Res(f(z)’z3)} (1-55)
onde /(2) =
Entao,
2
Res(f(@a1) = ohi(a) =5+ g (1-56)
—4 3 3 2_4 2
Res(f(z),z3) = hh(zz) = — 5231”3) ), (1-57)

2, 14 241)4

Segue das equagdes (1-55), (1-56) e (1-57) que:

(5P fa® — r*f + 6a* f — 6a°r* + 8a*r*)
[4’0 = r4f3 .

_; 2 32
I) L(r)= % b zgz(r;22(jz+:))2dz = g{Res(f(z),m) +Res(f(z),z3)} (1-58)

@+
2 (rz?+2az+r)?”

onde f(z) =
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Entao,
1 —124%
Res(f(z),z1) = 5hi(a1) = —3—. (1-59)
12a*(—2a® +2a° f +2r*a — r?
Res(f(@).za) = M) = o P2LEAZED 10

2. 1302 2 41)3(2—
com hy(z) = % e ha(2) = %

Segue das equagdes (1-58), (1-59) e (1-60) que:

6na’(—2a’ f +2a> —2r7a+r* f — 2a°r* + 2fr’a® + 2r*a — fr*)

L= r4(—a—l—f)2f )
I 2 1 2 2_1 2
0 ba) =5 f, S =T Res(7@)a) + Res7@)ca)) - (1-61)

(241)2(2—1)?

onde f(2) = 3Gz ar e
Entao,
1.» 2 1242
Res(f(z),z1) = §h1(21):—ﬁ+7, (1-62)
Res(f(z),z3) = hh(z3) = {(—6a5 + 10a3r2+6a4f—7a2fr2—4r4a—|—2fr4)
4a
. —_— 2 2 —_— -
(—a*+af+r )}f3(_a+f)3r2, (1-63)
210202 1)2 2 10202 1\2
com I (z) = b e le) = S

Segue das equagdes (1-61), (1-62) e (1-63) que:

—T
hy=— (—24r2a6—24a6+24a5 +24 1726 + 34r*a* + 34a*r?
T (—at P fe2

—22fr4a3 — 22fr2a3 —12/%% — 11a°/* —|—4r6af+ 3r4af—|— r6> .

_ 2 2 1\3
K) L3(r)= % b Zgz(r;iz(zzazjr))zdz: g{ReS(f(z),zl)+Res(f(z),z3)} (1-64)

_(24D)(2-1)3
onde f(Z) = m
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Entdo,
Res(f(21) = 3fh(an) = 5= 2 (165
Res(f(z),z3) = hi(z3) = {(—6015 +8a°r* —2r*a+6fa* —5fr’a? +fr4)

4 (1-66)

2 2\2
(e PP

2 2_1\3 2 2_1\3
com hi (2) = (g € hal@) = S
Segue das equagdes (1-64), (1-65) e (1-66) que:

2
T <24a7 —24d"r? — 2448 f + 2477 fa® + 447t — 4417 @ + 3217 fa

hyi=———F—
VT (—at )i
—32r4fa4 — 24193 + 24443 + 11r6a2f — 11r4a2f —dar® + 48+ r6f — r8f> .

L) Ioa(r)= - -1 dz= " {Res(f(2),21) + Res(f(2).23)}  (1-67)
O TG Ja B2 2az 42T 2 s 3

2 1\4
com (2) = aiaa

Entao,
1 s 4 124%
Res(f(z),z1) = Ehl(zl) =37 a0 (1-68)
o B —12a(—a2+af+r2)4
Res(f(z),z3) - hZ(Z3) - r2(—a~|—f)4f3 5 (1’69)
(2-1* (2-1*

com hl(Z) = m € h2(Z> = m
Segue das equagdes (1-67), (1-68) e (1-69) que:

3n
Ios=—"F> (- 16r%a’ — 164’ + 16a° f 4 16r% fa® + 32r*a® + 32r%d°
(—a+f)Hfr

—24r* fa* — 241 fa* — 20r*a® — 18/ + 8r° fa? + 10r*a® f + 4ar® + 2r8a — r® f) .
Agora, substituindo os valores de /,, ;, obtidas nos itens A) ao B) obtém-se C (r),
Cy(r) e C3(r). Novamente substituindo os C;(r) i = 1,2,3 na equagdo (1-25) , ordenando
os termos e observando a equagdo (1-28) obtém-se

- (a® —r?)(ag +axr?) f + (bo + bar? 4 byr*)

Fr)= 2r(a>—r3)f

onde os coeficientes a; e bj ,i = 0,2, j=0,2,4, sdo polindmios nos coeficientes de P, Q
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€ a.

Observa-se que

- (a® — ) (ag + axr?) f + (bo + bar? 4 byr*)
2r(a>—r3)f
(a® = r?)?(ag + axr?)? 2 — (bo + bor? + byr*)?
2r(a? —r2)((a® —r?)(ap +aar?) f — (bo + bar? + bar*)) f
g(r)

= 2r(a2_r2)((a2—r2)(a0 +a2r2)f—(b0+b2r2—|—b4r4))f (1-70)

onde g(r) = (a* — r*)*(ao + aar?)* f> — (b + bar? 4 byr*)?.

Da equag@o (1-70) nota-se que o nimero de zeros da func¢do g(r) serd maior que
o da fungdo f(r). Agora da definicdio de g(r) observa-se que é de grau 5 em r2, portanto
o niimero méximo de zeros de f(r) é 5. Portanto, pelo Teorema 1.1 o sistema (1-18) tem

no maximo 5 ciclos limites. ]



CAPITULO 2

Inclusoes Diferenciais

Este capitulo contém inicialmente a teoria referente a multifuncdes que sera
fundamental para o estudo de inclusdes diferenciais e consequentemente as inclusdes

diferenciais fuzzy do Capitulo 4.

2.1 Conceitos Preliminares

Nesta secao apresentamos algumas notacdes e resultados que serdo utilizados no
desenvolvimento da teoria subsequente (veja [5], [12], [14],[27], [26]).

Inicialmente considere os seguintes espacos:

e O espaco de Banach de fungdes integraveis x : [0,7] — R” com a norma

O = [ 1) L

e denotado por L;([0,T],R").

e O espaco de Hilbert de fun¢des mensurdveis x : [0, 7] — R” tal que

T
|10 Par <o
0

e denotado por L, ([0,7],R"). O produto interno € definido por

T
(HO50) = [ 0. 5(0) .
e O espaco de Banach de fungdes continuas x : [0,7] — R” com a norma
| x(+) o= max{| x(z) | [ € [0,T]}

e denotado por C([0,T],R").
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Recorda-se que uma fungéo x : [0,7] — R” é chamada absolutamente continua
se, dado um € > 0, existe 8 > 0 tal que para qualquer colecio enumeravel de subintervalos

disjuntos (si,#) de [0, T| satisfazendo

Y (te—sx) <

tem-se
Y x(t) —x(se) [< e

Uma fungdo absolutamente continua € continua e tem variacao limitada. Qual-
quer fun¢do Lipschitziana € absolutamente continua. Uma funcao absolutamente continua
x:[0,T] — R" é diferencidvel quase sempre, e sua derivada x é uma funcdo Lebesgue in-

tegravel. Além disso, a formula de Newton-Leibniz € verdadeira; isto €,

para todo t,s € [0,T], s < t. Portanto, qualquer fungdo absolutamente continua

x:]0,T] — R" pode ser representada na forma

X(t) = x(0) + /0 ' t(s)ds.

e Denota-se o espaco das fun¢des absolutamente continuas x : [0,7] — R” com a

norma

T
5() L= 0) [+ [ |(e) | dr
por AC([0,T],R"™). O qual prova-se que é um espago de Banach.

Seguidamente apresentam-se alguns resultados . O primeiro resultado é co-
nhecido como teorema de compacidade de Arzela-Ascoli. Recorda-se que um con-
junto X C C([0,T],R") é chamado equicontinuo se, para todo € > 0, existe § tal que
| x(¢) —x(s) | < € para cada x(-) € X sempre que 7,5 € [0,T] e |t —s|<d.

Teorema 2.1 (Arzela-Ascoli) Se um conjunto X C C([0,T],R") ¢é limitado e equiconti-
nuo, entdo ele contém uma sequéncia uniformemente convergente x;(-) € X, i =1,2,...;
isto ¢, existe x(-) € C([0,T],R") tal que | x;(-) —x(-) |.— 0, quando i — oo.

Observacao 2.2 Em particular, o Teorema 2.1 implica que um conjunto limitado de
fungdes absolutamente continuas X, tal que | %(t) |< b para todo x(-) € X, contém uma

subsequéncia uniformemente convergente.

Os seguintes resultados relacionam a Li-convergéncia e a convergéncia pontual.
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Teorema 2.3 (Lebesgue) Suponha que uma sequéncia{x;(-)}ien, xi(-) € L1([0,T],R")
converge para x(-) quase sempre e | x;(t) |< ¢(¢), V¢t € [0,T], i = 1,2,..., onde
¢(-) € Li([0,T],R). Entdo x(-) € L1 ([0,T],R") e a sequéncia x;(-) — x(-) na L1-norma.

Teorema 2.4 Suponha que uma sequéncia {x;(-)}ien, xi(-) € L1([0,T],R") converge

para x(-) € Li([0,T],R") na Li-norma, entdo existe uma subsequéncia {x;,(-)} tal

p=
que {x;,(-)},_; — x(t) na Ly-norma.

Para estimar uma soluc@o da uma inclusao diferencial € 1til o seguinte resultado.

Teorema 2.5 (Desigualdade de Gronwall) Se o.(-) € AC(]0,T],R) satisfaz
| &(r) [< n)eur) +p(r), £ €[0,7)
onde l(-) € Li([0,T],R), I(t) >0, e p(-) € L1 ([0,T],R), entdo
()< B9 o) |+ [ | p(s) | eF1O%as, 1 [0.7).

A distdncia de um ponto x a um conjunto ndo vazio A € dada por

d(x,A) =inf{||x —a|| : a € A} com || - || a norma euclidiana em R".

Proposiciao 2.6 Sejam A e B C R", e o > 0. Suponha que B C A+ aB,,, onde B, é a bola
unitdria em R". Entdo d(x,A) <d(x,B)+ 0.

Um conjunto ordenado A diz-se indutivo superiormente quando todo subcon-

junto linearmente ordenado S C A possui uma cota superior.

Teorema 2.7 (Teorema de Zorn)Todo conjunto ndo vazio indutivo superiormente possui

elementos mdximos.

O Teorema de Zorn também pode ser enunciado dizendo-se que todo conjunto
ndo vazio indutivo inferiormente possui elementos minimos.

Bem menos evidente é o fato de que o Teorema de Zorn é equivalente ao
chamado Axioma da Escolha, um principio basico da teoria dos conjuntos, o qual afirma
que, dada uma cole¢do ndo vazia € de conjuntos ndo vazios X € possivel formar um

conjunto A, escolhendo em cada X € € precisamente um elemento x.

2.2 Multifuncao

Nesta se¢@o sao apresentados o conceito e as propriedades de uma multifungio,
que sdo necessarios para o estudo da teoria de inclusdes diferenciais. A multifuncdo é

uma aplica¢do que associa um ponto a um conjunto.
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Nesta secdo e nas posteriores X e Y denotardo dois conjuntos ndo vazios contidos

em R™ e R”, respectivamente e 2¥ denotaré a familia de todos os subconjuntos de Y.

Definiciio 2.8 Uma multifuncdo é definida como uma aplicacdo F : X — 2Y\0, que

associa a cada x € X um subconjunto F(x) € 2V \0.

Exemplo 2.9 Consideremos a multifuncdo F : R — 28\0, definida por

{1} se x>0
Flx)=< {-1,1} se x=0.
{—=1} se x<0

A primeira questdo que surge naturalmente é: como definir a continuidade de
uma multifun¢do?. No caso de uma funcdo f : X — Y, a continuidade € caracterizada por

propriedades equivalentes:

a) Para qualquer vizinhanca V de f(xp), existe uma vizinhanca N de xo tal que
f(N)CV.

b) Para qualquer sequéncia (x, ), . x, € X convergindo para xo, a sequéncia (f(x,))

keN? keN?

f(x,) €Y converge para f(xo).
Estas duas propriedades para o caso de multifungdes F : X — 27\ 0 tornam-se:

A) Para qualquer vizinhanca V de F(xp), existe uma vizinhanca N de xp tal que
F(N)CV.

B) Para qualquer sequéncia (x,) x, € X convergindo para xo e para qualquer

keN?
yo € F(xp), existe uma sequéncia de elementos (y,),.y. ¥, € F(x,) que converge

ayo.

Observacao 2.10 Para as multifungdes, as propriedades A) e B) ndo sdo equivalentes.
Quando F satisfaz a propriedade A), diz-se que ela é semicontinua superior; se satisfizer
a propriedade B), diz-se que ela é semicontinua inferior; e se A) e B) foram satisfeitas

diz-se que F é continua.

Definicdo 2.11 Uma multifuncdo F : X — 2Y\0 é semicontinua superiormente (scs) em
xo € X, se para qualquer aberto N contendo F (xq) existir uma vizinhangca M de x tal que

F(M) C N. Diz-se que F é semicontinua superiormente se ela o for para todo xy € X.

Exemplo 2.12 A multifuncdo F : R — 28\0, definida por

F(x) =

{[—1,1] se x=0
{0} se x#0.

é semicontinua superiormente. Da definicdo de F tem-se que,
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e Paratodo x # 0, F(x) = 0 é uma funcdo real constante, a qual é continua. Segue-se
da continuidade de F, que para qualquer xy # 0 e qualquer vizinhangca N de F(xo),
existe uma vizinhan¢a M de xy tal que f(M) C N.

e Se xp =0, entdo F(xg) = [—1,1]. Sejam N =] — 1 —¢,14€[D F(x9) e M qualquer
vizinhanga de xo, logo F(M) = [—1,1] C N.

Segue da Definicdo 2.11 que F é semicontinua superiormente.

Definicao 2.13 Uma multifuncdo F : X — 2Y\0 é semicontinua inferiormente (sci) em
xo € X, se para qualquer yo € F (xq) e qualquer vizinhanga N de yo, existir uma vizinhanga
M de xg tal que

VxeM, F(x)NN#0

Exemplo 2.14 A multifuncdo F : R — 28\0, definida por

_J [=1L1] se x#0
F(x)—{ {0} se x=0.

Segue da Definicdo 2.13 que F é semicontinua inferiormente.

Observacao 2.15 A Definicdo 2.13 pode ser formulada da seguinte maneira: dada

qualquer sequéncia (x,),_, X, € X convergindo para xy e qualquer yo € F(xo), existe

uma sequéncia (y,),.. ¥, € F(x,) que converge para y.

Definicdo 2.16 Uma multifuncdo F : X — 2Y\0 é continua se é semicontinua superior-

mente e semicontinua inferiormente.

Uma importante classe de multifungdes continuas sdo as Lipschitzianas. Para

caracterizar este tipo de multifun¢des primeiramente denota-se por

B(K,m)={y€X/d(y,K) <n}

a bola de raio m em torno do subconjunto K C R". Ela pode ser escrita como
B(K,n) = K+mnB,, com B, a bola unitaria fechada de R".

Defini¢ao 2.17 Seja a multifungdo F : X — 2Y\0. Diz-se que F ¢é localmente Lipschit-
ziana, se para qualquer xo € X, existir uma vizinhanca N C X e uma constante L > 0

(constante de Lipschitz) tal que
Vx,y € N, F(x) C B(F(y),L.d(x,y)).
Diz-se que F é Lipschitziana, se existir L > 0 tal que

Vx,y € X, F(x) CB(F(y),L.d(x,y)).
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2.3 Problema de Selecao

Nesta secdo apresenta-se o problema de selecao que consiste em um método para
se obter solucdes de inclusdes diferenciais.

Dado § = {Fy: o € A} uma familia de conjuntos arbitrdrios e A um conjunto
de indices qualquer, uma selecdo de § € uma aplicacdo o0 — fy € Fy. Quando A €
finito a existéncia de pelo menos uma selecdo é verdadeira. Para quaisquer conjunto A
arbitrario, ndo € possivel afirmar a existéncia de uma selecao. Entdo estuda-se algumas

caracteristicas e propriedades do conjunto A para garantir a existéncia da mesma.

Definicao 2.18 Seja a multifungdo F : X — 2Y\0. Uma aplicacdo f : X — Y satisfazendo
a relagdo
fw)eF(w), YweX

é chamada selecdo de F. Se a aplicagdo f for mensurdvel, serd chamada de sele¢do

mensurdvel de F. Se f for continua serd chamada selecdo continua de F em X.

Exemplo 2.19 Seja a multifuncdo F : R — ZR\Q definida por

) [=1,1] se x#0
F(x)—{ {0} se x=0.

Uma selecdo de F é dada por f : R — R, definida por

1
) 3 se x#0
f(x>_{0 se x=0.

Quando F tem valores ndo vazios, a existéncia de uma selec¢do € garantida pelo
Teorema de Zorn 2.7. Agora o problema € encontrar selecoes com algumas propriedades
como continuidade, mensurabilidade, etc, pois estas caracteristicas serdo importantes no
estudo de inclusdes diferenciais.

A seguir alguns resultados que garantem a existéncia de sele¢cdes com algumas

propriedades mencionadas acima.

Teorema 2.20 (Teorema de Michael)[2] Sejam, X um espaco métrico, Y um espaco de
Banach e F : X — 2Y\0 uma multifuncdo sci com valores fechados e convexos, entdo

dado (wo,x0) € Graf(F) existe uma selecdo continua f : X — Y de F tal que f(wg) = xo.

Assim, o Teorema 2.20 garante a existéncia de uma selecao continua para toda multi-
funcdo sci com valores fechados e convexos. Mediante um exemplo, mostra-se que nao

acontece o mesmo para multifungdes scs F : X — 2Y\0 com valores fechados e convexos.
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Exemplo 2.21 Consideremos a multifuncdo F : R — ZR\V) definida por

{1} ,s¢ x>0
F(x)=4 [-1,1] ,s¢ x=0
{1} ,se x<0

Segue da Definicdo 2.11 que F é semicontinua superiormente, porém ndo é

possivel encontrar uma selecdo continua de F definida em R, veja Figura 2.1.

b

Figura 2.1: Multifuncdo scs com selecdo ndo continua

No entanto, para muitos propdsitos a existéncia de uma selecdo aproximada é

suficiente ( veja Figura 2.2).

Teorema 2.22 [2] Sejam, X um espago métrico, Y um espago de Banach e F : X — 2Y\0
uma multifuncdo scs com valores convexos. Entdo para cada € > 0 existe uma fun¢do

localmente Lipschitz fe : X — Y tal que
fe(X) CcoF(X) e Graf(fe) C B(Graf(F),¢)

Para o Exemplo 2.21, segue do Teorema 2.22 a existéncia de uma selecdo
aproximada do mesmo.
Sejam, X um espaco métrico, Y um espaco de Banach e F : X — 2\0 uma

multifuncao. Define-se a fun¢do minimal como sendo

(P(w) = {ue PO ull = min 5]}

Quando Y € um espaco de Hilbert e F' tem valores fechados e convexos, a fungao
minimal para cada w € X € um conjunto unitario, neste caso denomina-se sele¢do minimal

[2]. Para que esta selecdo seja continua € necessario a continuidade de F, pois se F for s6
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.................... . «———— Graf(F)

Figura 2.2: Multifuncdo sci com selecdo continua aproximada

scs ou sci com valores convexos e fechados, entdo ndo se pode garantir a continuidade de

selecao minimal.

Exemplo 2.23 Seja a multifuncio F : R — 28\0

F(x)=

[—1,1] ,se x=0
1 , se x#0.

Do Exemplo 2.12, F é scs com valores fechados e convexos. A selecdo minimal é dada

m(x):{ -1 ,s5e x=0

por

1 ,se x#0.

A qual nota-se que ndo é continua em x = 0.

Analogamente define-se F como sendo

F(x):{ [—1,1] ,se x#0

1 ,se x=0.

Do Exemplo 2.14, F é sci com valores compactos e convexos. A selecdo minimal é dada

1 ,s¢ x=0
m(x) =
—1 ,se x#0.

por

A qual nota-se que ndo é continua em x = Q.

Teorema 2.24 [2] Sejam, X um espaco métrico, Y um espaco de Hilbert e
F:X — 2Y\0 wma multifuncdo com valores fechados e convexos. Se F é continua,

entdo a fungdo w — m(F (w)) é uma selegdo continua.
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2.4 Cailculo diferencial e integral de multifuncoes

Nesta secdo sdo apresentados os principais resultados e propriedades sobre
integral e diferencial de multifun¢gdes os quais serdo importantes para definir conceitos
similares para funcdes fuzzy.

Inicialmente considere os espacos de subconjuntos nao vazios do espago eucli-

diano n-dimensional R":
i) C" consiste de todos os subconjuntos fechados nao vazios de R";
ii) K" consiste de todos os subconjuntos compactos ndo vazios de R";

i) K¢ consiste de todos os subconjuntos compactos, convexos € ndo vazios de R".

Observacio 2.25 Os espagos C", K" e K sdo fechados com as operagdes usuais de

soma de conjuntos e multiplicagdo de um escalar por um conjunto.

Observacao 2.26 Em geral,
A+ (—1)A #{0}.

Por exemplo, para A = [0,2], tem-se
A+ (—-1)A=[-2,2] #{0}.

Em vista da observagdo (2.26) define-se a diferenca de Hukuhara A — B entre

conjuntos nao vazios A e B.

Definicao 2.27 Dados A,B € C", se existir C € C" tal que A = B+ C, entdo C ¢ a
diferenca de Hukuhara ou a H-diferenca, denotada por A — B.

Exemplo 2.28 Seja A =[—1,1], B=[—1,0] e C =0,1], entdo
A =B+C, logo tem sentido falarde A—B=C ou A—C =B.

A seguir, a defini¢do de convergéncia no sentido de Kuratowski em subconjuntos
de R".

Definicdo 2.29 Seja (A)) pen uma segiiéncia de subconjuntos de R”.

e Um ponto x € R" é um ponto limite de (A,)pen, se para toda bola com centro x e

raio €, B(x;¢), existe po € N tal que A, N\ B(x;€) # 0, para todo p > py.

e Um ponto x € R" é um valor de aderéncia de (A,)pen, se para todo p € N e para

toda bola com centro x e raio €, B(x;€), existe g > p tal que A;NB(x;€) # 0.
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e liminf A, = {x € R"/x é um ponto limite de A, }.
e limsup A, = {x € R"/x é um valor de aderéncia de A, }.

e Se liminf A, = limsup A, = A, entdo dizemos que A é o limite (no sentido
de Kuratowski) da seqiiéncia (A,)pen e neste caso escrevemos lim A, = A ou

K
A, ——A.
Exemplo 2.30 Seja r > 1 um niimero real fixo, e considere o conjunto
A={(xy) eR*/x*+y* =17}

e a familia

1 1
Ap:{(x,y)GRz/r2—5<x2+y2<r2+; pEN}.

De fato, tem-se que liminf A, =limsup A, = {(x,y) € R?/x? +y? = rz}. Logo

A é o limite de (Ap) pen no sentido de Kuratowski.

2.4.1 Meétrica de Hausdorff e funcao suporte

Aqui sdo dadas a definicd@o e as propriedades da distancia de Hausdorff, as quais
serdo importantes nos capitulos posteriores.
Sejax € R" e A C R" ndo vazio. A distincia d(x,A) de x a A é definida por

d(x,A) =inf{||x—a| :a € A}
com || - || a norma euclidiana em R”. Assim, tem-se que d(x,A) = d(x,A) >0ed(x,A) =0
se e somente se x € A, onde A é o fecho de A C R".
Chama-se o subconjunto
Se(A) ={xeR":d(x,A) < &}
uma €-vizinhanga de A. Seu fecho é o subconjunto
Se(A) ={x e R": d(x,A) <&}.
Em particular, denota-se por S| a bola fechada em R”, isto é
Si="51({0})

o qual, € um subconjunto compacto de R”.
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Observacao 2.31 Note que
Se (A) =A+ 83111

para todo € > 0 e qualquer subconjunto A ndo vazio de R".

Por conveniéncia, algumas vezes escreve-se S(A,€) e S(A, €) para S¢(A) e Se(A).
Agora, sejam A e B subconjuntos nao vazios de R". Define-se a separacdo de
Hausdorff de B a partir de A por

dy;(B,A) = sup{d(b,A) : b € B}
ou equivalentemente
d(B,A) =inf{e >0: BC A+eS|}.

Tem-se que dj;(B,A) > 0 com dj;(B,A) = 0 se e somente se B C A. Assim a
desigualdade triangular é verdadeiro para todo subconjunto A,B e C € R". Da defini¢dao

de dj;(-,-), tem-se que em geral
diy(B.A) # diy(A,B).

Definicao 2.32 Define-se a distancia de Hausdorff entre dois subconjuntos ndo vazios A
e B de R" por
dr(B,A) = max{dy (B,A),dy(A,B)}.

Da Defini¢do (2.32) segue que:
a) dy(A,B) >0 com dy(A,B) =0 se e somente se A = B;
b) du(A,B) = du(B,A);
¢) du(A,B) <du(A,C)+du(C,B),
para quaisquer subconjuntos nao vazios A,B e C de R".

Observacao 2.33 Para subconjuntos ndo vazios e fechados de R" a distancia de Haus-

dorff (2.32) é uma métrica, conhecida como a métrica de Hausdorff.

Da observagdo (2.33) tem-se que (C",dy) é um espago métrico. Logo, segue-se o

resultado.

Proposicdo 2.34 [8] (C",dn) é um espagco métrico completo separdvel no qual K" e K
sdo subconjuntos fechados. Consequentemente, (X" ,dy) e (X ,dp) também sao espagos

métricos separdveis.
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As seguintes propriedades de espaco métrico de Hausdorff serdo importantes no

desenvolvimento das teorias dos Capitulos 3 e 4.

Proposicao 2.35 [15] Sejam A,B,C,D € X", entdo

dy(tA,;tB) = tdgy(A,B) Vit >0, (2-1)
dy(A+C,B+D) < dy(A,B)+dy(C,D). (2-2)

Proposicio 2.36 [15] Sejam A,B € K e C € K", entdo
dy(A+C,B+C)=dy(A,B). (2-3)
Proposicao 2.37 [15] Sejam A, B, C € R" e A C B C C, entdo
duy(A,B) < max{dy(A,X),dy(C,X)}
para todo X € XK.
Dado um subconjunto limitado ndo vazio A C R”, define-se
|A]] = sup{]lal| - a € A} (2-4)

ou equivalentemente,
|A|l = du ({0},4). (2-5)

Aqui, ||A]| € finito e o supremo em (2-4) é atingido quando A € X". Da Proposigio 2.35

segue que

[2A[] = t[|A]], V= 0. (2-6)
Além disso, das propriedades de métrica e de (2-5) decorre que
Al = IB|ll < du({0},A) VA,B € K. 27

Definicio 2.38 Se A € 2&' \0, define-se a fungdo suporte de A por

Sa(x) = sup (x,a)
acA

onde < -,- > ¢ o produto interno em R" e x € R".

Teorema 2.39 [15] Sejam A,B € X, entdo:

1. Say = Sa+Ss.
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2. S34 =AS4, A>0.
3. A=B & Sy =SB.

Teorema 2.40 [15] Sejam A,B € K¢, entdo:

dy(A,B) = max{Ss (x) — Sg(x) : ||| = 1}.

2.4.2 Integral e diferencial de multifuncoes

Para esta secdo T = [a,b] € um intervalo em R.

Definicdo 2.41 Sejam G : T — 2X'\0 uma multifuncdo e S(G) o conjunto de todas as

selecoes integrdveis de G, isto é,
S(G)={f:T - R": féintegrdavel e f(t) € G(t),¥Yt € T}

Entdo a integral de Aumann de G em T é definida como

AGz{LﬂWMfEﬂ@}

Teorema 2.42 [3]Se G: T — oR? \0, entdo / G=0ou / G é um subconjunto convexo
T T
de R",

Definicao 2.43 A multifuncio G : T — ZRn\Q) é dita mensurdvel se seu grdfico

{(¢,x) : x € G(t)} € um conjunto mensurdvel, isto é:
{(t,x):x€G(t)} € Ax B

onde A denota a G-dlgebra dos subconjuntos de R Lebesgue mensurdveis e ‘B denota os

subconjuntos Borel mensurdveis de R".

Definicdo 2.44 A multifuncdo G : T — 2X \0 ¢ dita integravelmente limitada se existe
uma funcdo integrdvel g : T — R tal que ||x|| < g(t), para todo x € G(t).

Teorema 2.45 [3] Se G : T — 2K \O ¢é mensurdvel e integravelmente limitada, entdo

AG#Q

Teorema 2.46 [3] Seja G : T — 28"\0, com G(t) fechado para todot € T. Se G ¢é
mensurdvel e integravelmente limitada, entdo | G # 0 é um subconjunto compacto de

R, !
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Corolario 2.47 [3] Seja G : T — 2®\0, com G(t) fechado para todo t € T. Se G ¢é
integravelmente limitada, entdo
/G:hﬂ
T
para c,d € R com ¢ <d.

A seguir enuncia-se um resultado que mostra a relacdo existente entre a integral
de Aumann e a integral de Lebesgue para multifungdes de R em R” segundo a fungdo
suporte. Este resultado serd de muita importancia no célculo da integral de Aumann de

algumas fungdes.

Teorema 2.48 [3]Se G: T — K" ¢ mensurdvel e integravelmente limitada, entdo

Sy )= /T S (x)dt.

Exemplo 2.49 [3] Se G(t) = [a(t),D(t)] é mensurdvel e integravelmente limitada, entdo

a(t) e b(t) sdo mensurdveis e
/TG: UTa(t)dt,/Tb(t)dt].

S6(r)(x) = max{xa(t),xb(t)}, Vx € R

De fato, tem-se que

€
A@aﬂwm:mm{yémgmﬁﬁp@m}:qhww&uwM@AmeR.(}@

Pelo Teorema 2.48 e da equacdo (2-8) tem-se
Spelx) = /T S6()(X)dt = S[ a(t)ar, f; b(e)ar) (X)-

Como / G é convexo e compacto, segue do Teorema 2.39 item 3 que
T

/TG: [/Ta(t)dt,/Tb(t)dt].

Exemplo 2.50 Sejam T =[0,1] e G: T — 2%, com G(t) = B[0,1], onde B[0,t] é a bola

de centro na origem de raio t em R", entdo

AG:BP%}
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De fato, note que Va € G(t) pode ser escrito como a = tﬁ, x € R. Assim, segue que

Xt ) se x#0,
SG()(x) = sup (x,a) = < [ II>
acG(t) 0 se x=0,
isto é
Se@)(x) =t[|x[|, Vx€R.
Logo

]
/T So(x)dt = 1 = Sy ().

Pelos Teoremas 2.39 e 2.48, tem-se
1
G=B|0,-|.

Exemplo 2.51 Sejam f: T — R, integrdvel e A € K(R") conjunto convexo com f(x) >
0, Vt € T. Entdo a multifungdo G(t) = f(t)A € integravelmente limitada e,

/TG — [/Tf(t)dt] A.

Pelo Teorema 2.39 item 2, tem-se

Se()(x) = f(t)Sa = /TSG(t)df = [/Tf(f)dl] Sa = S(f, )dra(X)-

Pelos Teoremas 2.39 e 2.48, conclui-se que

/TG — {/Tf(t)dt} A.

Para definir diferenciabilidade de uma multifuncao, serd utilizada a defini¢ao

segundo Hukuhara [8].

Definicao 2.52 Diz-se que a multifungcdo G : T — K¢ (R") é H-diferencidvel num ponto
to € T, se existe DG(tg) € Kc(R") tal que

. G(to+ k) — G(to)
1 d DG =0
kg(r)l+ H( k DG (1)
‘ Glto) — Glto — k)
. o) —Glto —
1 d, D =0.
kg(r)l+ H( k ’ G(to))
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Nos pontos extremos de T, considera-se apenas um dos limites acima. DG(ty) é chamado

de H-diferencidvel de G no ponto t.
Teorema 2.53 [3] Se G : T — Kc(R") é H-diferencidvel em T, entdo

d (S (x
4 e)(x)) Gcgt)( ) = Spa(r) (%)-

Exemplo 2.54 Sejan T =[0,1] ¢ G: T — 2% com G(t) = B|0,t], onde B[0,t] é a bola

de centro na origem de raio t em R". Entdo, G é diferencidvel e

d (Sg()(x)) Ix[| se x#0,
dt N SDG(I)(X) B 0 se x=0.

De fato, note que G(t) = tB[0,1], Vt € [0,1]. Defina DG(ty) = B0,1],
Yty € [0, 1], entdo:

i (G(t0+k]1 —G(to),D G(to)) — i dy ((to+k)B[O, ;]—tOB[O,l],B[OJD
= klir&dH(B[o?l],B[o,u)
= 0.

lim (G(to)— f(to—k), DG(IO)) = tim dy (toB[O, 1]—(?—@3[0,1]’ B[0,1]>
= lim dy (B[0, 1],B(0, 1))
= 0.

Portanto G(t) é diferencidvel.

Agora,
X
SDG(to)(x) = <xam> se x#0 e SDG(zQ)(O) =0
= |lx] se x#0 e Spg(;,)(0) =0. (2-9)
Por outro lado, do Exemplo 2.50 segue que
S () = tlxll se x#0 e Sgp)(0) = 0.

Logo,
d (S (x)) _ d(t]|x]])

7 =— = ||lx|]| se x#0 e

d (S5(1)(0))
—— =0 (2-10)
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Das equagoes (2-9) e (2-10) segue a afirmagdo do Teorema 2.53.

2.5 Inclusoes Diferenciais

Nesta secdo estabelece-se o conceito de inclusdo diferencial bem como alguns
resultados que serdo primordiais para a compressdao do método de averaging para inclu-

soes diferenciais fuzzy.

Definicao 2.55 Uma inclusdo diferencial é definida pela relagcdo

dx
— e F(t,x

dt ( Y )

onde x = x(t) é uma funcdo ndo conhecida e F (t,x) é uma multifungdo dada, que associa
a cada par (t,x) num certo dominio Q subconjunto aberto de R x R" um conjunto F(t,x)

de R".

Em particular, se para cada (7,x) € Q o conjunto F(¢,x) consiste somente de um
tnico elemento,i.e., F(¢,x) = { f(¢,x)}, entdo a inclusdo diferencial torna-se uma equagio

diferencial

= = f(1,%). @-11)

As inclusdes diferenciais surgem em problemas de matematica pura e aplicada.
Por exemplo, o estudo de um sistema de controle conduz a uma inclusado diferencial, pois
dado

x:f(trxau) (2_12)
d
onde x é um vetor no espaco Euclidiano R”, X = d_;c € o vetor velocidade, ¢ é o tempo e
u = u(t) um objeto de controle tal que
u(t) eU (2-13)

com U um subconjunto arbitrdrio de R". Agora tendo como referencial o conjunto de
todas as velocidades admissiveis do sistema no ponto x € R” dado por f(¢,x,u), 0 mesmo
consiste de todos os valores f(¢,x,u), onde u é um ponto arbitrdrio de U. Por fim, se x(¢)
for uma trajetéria do sistema controldvel (2-12) com controle admissivel u(z), entdo para

quase todo ¢

x(t) € f(t,x,u(t)). (2-14)

Isto conduz ao conceito de uma inclusio diferencial

X € f(t,x,u). (2-15)
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Por uma solu¢@o desta equagio se entende como uma fungio x() absolutamente continua
num intervalo / satisfazendo (2-14), quase sempre sobre I.

Assim como o problema (2-12), hd muitos outros que conduzem ao conceito de
uma inclusdo diferencial. As solu¢des mais interessantes de inclusdes diferenciais sdo as
que sdo absolutamente continuas . Lembrar que uma fungdo continua x: [0,7] — Y C R"

€ chamada absolutamente continua, se existe uma funcao localmente integravel v tal que

/[sv(r)dr = x(s) —x(7)

paratodo ¢,s € [0,T]. Entdo para x(-) dado, a derivada x(¢) = v(¢) é definida quase sempre
sobre [0,7].
Sejam F : Q — K" e (0,x0) € Q. A inclusdo diferencial

{x(t) € F(t,x(1)), (2-16)

x(0) = xo.

possui uma solug@o y(¢) sobre [0, T], se y(-) for absolutamente continua, y(0) = xo e y(+)
satisfizer a inclusdo quase sempre sobre [0, T]. Por simplicidade o termo quase sempre
serd entendido como presente em todas as vezes que for mencionado solucao de uma
inclusdo diferencial.

Denota-se o conjunto de todas as solugdes de (2-16) sobre [0, ] por ¥ (xo,T) € 0

conjunto atingivel por

A(x0,7) = {x(7) :x(-) € }_(x0,7) } .

A seguir alguns resultados sobre a existéncia de solugdes para uma inclusdo
diferencial da forma:
x(t) € F(t,x(1)).

Para obter alguns casos de existéncia de solucdes deve-se impor algumas con-
dicdes sobre a multifuncdo F tais como: regularidade (continuidade, semicontinuidade,
Lipschitz), topoldgicas, ou ainda, de tipo geométrico (compacidade, convexidade) nos
valores de F.

Uma maneira simples de obter uma solucdo para o Problema de Cauchy para

inclusdes diferenciais

{x(r) € F(t,x(1)) (2-17)

x(0) = xo
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¢ reduzir (2-17) a um Problema de Cauchy para equacdes diferenciais. Para isto, é

necessdrio obter uma selecao f de F tal que

{x(t) = f(t,x(r)) (2-18)

x(0) = xo

também seja solugdo de (2-17).
Para os resultados sobre a existéncia de solug¢des para inclusdes diferenciais que
seguem, considere a inclusdo diferencial (2-17), onde F : R" — 2R \0 ¢ uma multifungio

com valores convexos e fechados.

Teorema 2.56 [2]Sejam Q subconjunto aberto de R xR" e F : Q — ZR"\(Z) uma mul-
tifungdo sci com valores fechados e convexos. Se (0,x) € Q, entdo existe algum inter-
valo I = (w_,wy), w_ <0 < wy e pelo menos uma fungdo continuamente diferencidvel

x: I — R" que é uma solucdo do problema de Cauchy de inclusées diferenciais (2-17).

Demonstracdo. Como por hipétese F € sci e tem valores fechados e convexos, segue
do Teorema 2.20 a existéncia de uma selecdo continua f : Q — R". Agora, devido ao

Teorema de Peano [27] o Problema de Cauchy

(1) = f(t,x()),
x(0) = xo

possui pelo menos uma solucéo cldssica num intervalo de existéncia [ = (w_,w, ) com

wo <0< wy. 0

Teorema 2.57 [2] Sejam Q subconjunto aberto de R x R" e F : Q — ZR”\V) uma
multifun¢do continua com valores fechados e convexos. Se (0,xg) € Q, entdo existe uma
solucdo do problema de Cauchy para incluséoes diferenciais (2-17) definida em algum

intervalo I = (w_,w4), w_ <0 < w,.

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema € similar a demonstracdo do Teorema
2.56, fazendo uso do Teorema 2.24. 0

Definicao 2.58 Uma aplicacdo y : Q — X é localmente compacta, se para cada x €
Dom() existe uma vizinhanga V de x tal que

y(V) CK,

para algum subconjunto compacto K C X.
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Teorema 2.59 [2] Sejam Q subconjunto aberto de R x R" e F : Q — ZR"\Q)
uma multifuncdo scs com valores fechados e convexos. Suponha além disso que
(t,x) — m(F(t,x)) é localmente compacta. Se (0,xy) € Q, entdo existe T > 0 e uma

fungdo absolutamente continua x(-) definida em [0,T)|, uma solugdo de (2-17).

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema € andlogo a demonstracio do Teorema de
Peano [27], fazendo uso do Teorema 2.22. O

A seguir um resultado que garante a existéncia de solu¢des do Problema
de Cauchy para a inclusdo diferencial (2-17) quando F € Lipschitziana, isto é,
317> 0 tal que,
F(x) CF(y)+!l|x—y|Bn.

Para tal fim, os seguintes resultados sdo necessarios.
Seja F : R™ — 2R" uma multifuncdo.

Lema 2.60 [26] Suponha que as sequéncias {x;(-)}7, e {yi(-)}, convergem em
Li([0,T],R") para xo(-) e yo(-), respectivamente. Além disso, suponha que existe
uma fungdo b(-) € Li([0,T],R") tal que | wi(t) |< b(t), t € [0,T], i = 1,2,..., onde
wi(t) = w(xi(r),yi(t)) —yi(t) e w(x,y) = II(y,F(x)). Entdo a sequéncia {w;(-)}?, con-
verge para wy(-) = w(xo(+),y0(-)) — yo(-) na norma L;([0,T],R").

Observacdo 2.61 I1(x,A) ={a €A/ |x—a|=d(x,A)}.

Lema 2.62 [26] Seja F : R™ — 28" uma multifuncdo continua com dom(F)=R". Entdo
p(x,y) =d(y,F(x)) é continua.

Teorema 2.63 [26] Sejam 6 > 0, p(-) € Li([0,T],R) e M C AC(][0,T],R"). Considere
também ro : R" — R" uma aplicagdo continua tal que |ro(x) —x| < 8 para todo x € R".

Além disso, suponha que cada x(-) € M satisfaz
d(x(t),F(x(2))) <p(r), t €1]0,T]. (2-19)

Entdo, existe uma aplica¢do r : M — Y (xo, %), satisfazendo:
1. r é continua na norma do espago AC ([0,T],R");
2. r(x(+))(0) = ro(x(0)) para todo x(-) € M;

3. Sex(-) e MNY.(x0,T) e ro(x(0)) = x(0), entdo r(x(-)) = x(-);
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4. As desigualdades

=
—~
~
N—
|
=
~~
=
—~
\L/
~—
—~
~
N—
N

< &), r€]0,T] (2-20)
< IE(t)+p(t), t€]0,T] (2-21)

t
M@WF&M+/WH%@ﬁ,

0

sdo satisfeitas.
Demonstragdo. Seja x(-) € AC ([0,T],R") e tome

w(x(-)(1) = ), F(x(1)))
= {acFx(r)/|x—a| =d(x F(x(1)))}

w()(O] = [wlx()(0) +2(1) =x2(1)] < [x(e)] + [w(x(-)) (1) = %(7)]
= )| +d(i@), F(x(1)))
< [x(0)] +d(x(7),0) +d(0,F (x(1)))
= 2X(1)[+d(0,F (x(1)))

Logo, como F' € Lipschitziana e da Proposi¢do 2.6 tem-se que
w(x(-)) ()] < 2[x(2)[+d(0,F (x(0))) +I|x(r) — x(0)]. (2-22)
Segue da equacdo (2-22) que w(x(-)) € L1([0,T],R"). Logo, pode-se definir os operadores
EONORE +/ (s)ds, i € 0,7]
I(x()(r) = +/ (s)ds, Vi € [0,T]
Sejaxo(-) € M e defina a sequéncia de fungdes x(-) € AC([0,T],R") da seguinte maneira:

xi() = Jxo(+)
x() = (), k=2,3,....

Segue da equacdo (2-19) que

e (1) =%o(1)] = [w(xo())(1) =d0 (1) = TL(io(2), F (x0())) — %0 (2)]
= d(x(1),F(x0(r))) < plt) (2-23)
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Logo pela desigualdade de Gronwall aplicada a (2-23) tem-se

i () =xo(1)] < IXO(O)—ro(XO(O))IJr/OlP(S)dS

< 8+/()tp(s)ds, Vt € [0,7]. (2-24)

Da condig¢ao de Lipschitz e Proposi¢do 2.6 segue que

Wl (-) (1) = w1 (1) (0)] = d(ix(2), F (i (1))
d (i (1), F (1 (2))) + Lxe(t) = xe—1 (2))]
= l|xk(t) —xk_l(t)|. (2-25)

k1 (7) — % (7))

IN

Integrando (2-25), obtém-se

[ -slolds

< /Otl\xk(s)—xk—l(s)‘ds

_ /O () — x0(0) —x1 () + xe_1 (0)|s

t N
_ /l/(xk( ) — %1 (¥))dt|ds
< / / |xk — Xp_1 )|d’l:ds . (2—26)
Assim, tem-se a seguinte desigualdade.
t _ k
@)~ <80 | [P o =0, )

De fato, para k = 0, a afirmacdo segue de (2-24). Suponha entdo que a desigual-
dade (2-27) € valida para k — 1, k > 1, isto é,

(e

i (1) = xk—1(2)] < 5( k= 1)1

+

. s
/0 (l(!t(‘k_’ 1’;') p(s)ds|. (2-28)

Prova-se agora que continua sendo verdadeira para k.
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Entdo, das desigualdades (2-25) e (2-28) tem-se que:

e () —xe(0)] = ] JACCREI
< [ ()=o)l as
< /Otl|xk(s)—xk1(s)|ds

UL e R U I
/Oz<5(k_l)!+/0 P
! s|)* S(I(]s| — k

[ <5<z\k *, [ (s =) oy

X
(e C((Je] —|s)))*
o+ /0 S p(s)as).

IN

IN

IN

(2-29)

Assim, (2-27) é verdadeira, Vk > 0.
Agora, de (2-25) e (2-27) para k > 1 segue que

Ui
(k—1)!

+

¢ _Igl))k!
[,

i1 (£) —xac(1)] <1 (5 (k—1)

) . (2-30)

Por (2-30), {%;(-) }7~_, € uma sequéncia de Cauchy no espaco L;([0,T],R"), e consequen-
temente esta converge para uma fungio vy (-) € L1([0,7],R"). Além disso, de (2-30) segue

que xi(¢) converge para vo(t) quase sempre.

Defina .
Fxo() (1) = F(xo(0)) + /0 vo(s)ds, 1 € [0,T].
Do fato que
2 k
7z A .
1+1—!+2—!+---++E§€ s 7<0;

e das desigualdades (2-24) e (2-27), segue que

/ =13 g (55
0

Agora das desigualdades (2-23), (2-30) e (2-31) tem-se

wo(r) = xe(1)] < 8l + =&(t). (2-31)

(1) — (1) < IE(1) +p(2)- (2-32)
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Segue da desigualdade triangular e de (2-31) que

(1) = rlxo()(O)] < bro(t) —xe(0)] + e (r) — r(xo(-)) (1)]
< 8(0) + u(t) = r(xo(-) ()] (2-33)

e de (2-32)

d

Jo(r) = 2 r(o())(r)] = o(r) = (r)] + xk(t)—%r(m(~))(t)

(1)~ 2 r(x0())(0)

< IE(r)+p(r)+ (2-34)

Para k — oo, nas desigualdades (2-33) e (2-34), obtém-se

[o(2) = r(xo(-)) (1) < &(¢)

1) = a0 ())(0)| < 16()+p(0)

r

Se xo(-) € MNY.(x0,7T) € ro(x(0)) = x0(0), entdo pela constru¢do temos que

Consequentemente, r(xo(-)) = xo(+).

Como ry é continua, segue do Lema 2.60, que a aplicagio I*oJ : M —
AC([0,T],R"™) é continua. Da desigualdade (2-30) segue que a sequéncia I* o J(xo(-)) con-
verge uniformemente em xo(-) para v(xp(+)). Portanto, a aplicagdo r : M — AC([0,T],R")
¢ continua. Por ultimo segue do Lema 2.62 e da desigualdade (2-25) que r(xo(-)) €

Z(X(),’C). O

Corolario 2.64 (Teorema de existéncia) Seja F lipschitziana na inclusdo diferencial

(2-17), entdo para qualquer xo € R, existe uma solugdo de (2-17).

Demonstragdo. Consideremos o conjunto M consistindo de uma funcéo z(r) = 0. Seja
ro(x) = xo +x , para cada x € R. Entdo pelo Teorema 2.63, existe uma solucdo
x(+) € Y.(x0,7) satisfazendo

t
(1)) < ole™ + ‘ [ a0, F(0))as
0



CAPITULO 3

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

Este capitulo contém uma introdugdo a algumas defini¢des e propriedades basi-
cas da teoria de conjuntos fuzzy.

A nocido de conjuntos fuzzy, introduzida por Zadeh em 1965, estende a nogdo
de conjunto cldssico no sentido de que a relacdo de pertinéncia de um elemento a um
conjunto deixa de ser uma relacdo dicotOmica, isto €, dado um subconjunto A de um
conjunto universal X, um elemento x € X, além das duas possibilidades, a saber, x € A
ou x ¢ A pode ter outras. Por exemplo, o conjunto dos ndimeros naturais pequenos, isto &,
F = {x € N:x é pequeno}, ndo admite uma resposta objetiva.

A ideia de Zadeh foi enfraquecer a pertinéncia de um elemento num conjunto,
criando a nocdo de “ grau de pertinéncia”’. Assim, um dado elemento pode pertencer
parcialmente a um conjunto dado. Por exemplo, considerando a fungo u : N — [0, 1],
dada por u(n) = % definindo o grau de pertinéncia a F, tem-se que 5 € F com grau de
pertinéncia 0,2 e 20 € [F com grau de pertinéncia 0,05, ou n € F com grau de pertinéncia
l. Observa-se que o atributo pequeno para x € N € subjetivo no sentido que se poderia ter
lrllma infinidade de func¢des u : N — [0, 1] definindo o grau de pertinéncia de cada elemento
de F.

Exemplos como o que foi apresentado no pardgrafo anterior fazem parte das
inumerdveis situagdes nas quais o significado de pertinéncia ndo estd bem definido e
portanto ndo sabemos dizer se um determinado elemento pertence ou nao a um conjunto
dado. Portanto, podemos falar que o grau de pertinéncia dependera do tipo de problema
do qual esteja-se fazendo referéncia. Para modelar matematicamente um conjunto com

estas caracteristicas, Zadeh introduz o conceito de conjunto fuzzy.

Definicao 3.1 Um subconjunto fuzzy F de X é um conjunto de pares ordenados
F = {(xu(x)):x € X}, onde u:X — [0,1] é uma fungdo chamada grau de pertinén-
cia de x em IF, de modo que se x € X, entdo u(x) denota o grau de pertinéncia ao conjunto
fuzzy. Assim, u(x) = 0 significard a ndo pertinéncia, 0 < u(x) < 1 a pertinéncia parcial e

u(x) = 1 a pertinéncia total.
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Exemplo 3.2 Deseja-se representar os pontos p = (x,y) € R? préximos a reta
y=mx+b, m,b € R Define-se o conjunto fuzzy cuja relacdo de pertinéncia u é

1
dada por u(p) = l-i-d—(pl)’ ondel éaretay=mx+bed(p,l)éadistincia do ponto p

a reta. Entdo u(p) = 1, se p = (x,y) satisfaz a equagcdo y = mx+b, isto é p € | e conforme
o0 ponto p encontra-se mais longe da reta, a fungdo de pertinéncia u(p) se aproxima de

zero.

Observacao 3.3 Para efeito de simplificacdo de notacdo o conjunto fuzzy IF serd referen-

ciado apenas através da fungdo u que o caracteriza.

Exemplo 3.4 [3] Seja F o subconjunto fuzzy dos niimeros reais bem maiores do que 1.
Assim, F = {(x,u(x)) :x € X =R}.

Sempre tem-se uma infinidade de escolhas para u:

0 se x<1,
L ulx) = =1 e x>1
- )

Observe-se que u é crescente, e além disso, lim u(x) = 1.
X—ro0

0 se x<1,

2. v(x)= | — o 1000(x—1)

se x> 1.
Também caracteriza o conjunto F.

Observa-se que v(x) < u(x), paratodo x € X. Neste caso, diz-se que v C u.

Observacao 3.5 Um conjunto A C X pode ser identificado como um conjunto fuzzy

através de sua fung¢do caracteristica Xy : X — [0, 1], com

Xy(x) =
A () 1 se xeA.

{ 0 se x¢A,

Paralelamente a defini¢do de conjunto fuzzy estd a definicdo de conjunto nivel

de um conjunto fuzzy.

Definiciio 3.6 Seja u: R — [0, 1] um conjunto fuzzy e a. € [0, 1]. O conjunto a-nivel de u
é o conjunto
[u]*={x e R/u(x) >a}, a>0.

O suporte [u]® de u é o fecho na topologia de X da unido de todos os d-niveis,

isto é,




56

Exemplo 3.7 Considerando o exemplo 3.2, onde u(p) mede a distdncia de um ponto

p=(x,y) € R? aretal: y=mx+b, tem-se por exemplo que:

)" = {(x.y) e R*/d(l,p) < 1}.

De fato, da Definigcdo 3.6 e definicdo de u(p), segue que

W' = {peR/u(p)> 5)

I
- {p€R2/1+d(p,l) 3!
= {(x,y) eR*/d(l,p) <1}.

As operagdes de unido, intersec¢do e complemento entre conjuntos fuzzy podem
ser definidas em termos de seus graus de pertinéncia. O conjunto formado por todos os
subconjuntos fuzzy de X serd denotado por F (X).

Sejam u,v subconjuntos fuzzy de X, entdo a unido u Vv , a intersec¢do u Av e
o complemento u¢ sdo subconjuntos fuzzy em ¥ (X), cujas fungdes de pertinéncia sdo

definidas respectivamente por,

(uVv)(x) = u(x)Vv(x):=max{u(x),v(x)},
(uAv)(x) = u(x)Av(x):=min{u(x),v(x)}
u‘(x) = 1—u(x).

Um conjunto fuzzy u € F (X) é chamado “conjunto fuzzy normal”, se existe pelo

menos um ponto xp € X tal que u(xp) = 1, e serd chamado de conjunto fuzzy convexo se
u(hxy + (1 =A)x2) > u(x)) Au(xz), Vxi,x € X, A€ [0,1]. (3-1)
No desenvolvimento deste trabalho, os conjuntos o-niveis sempre serdo consi-

derados compactos e convexos.

Observacao 3.8 Para os niimeros fuzzy, isto é, conjuntos fuzzy definidos em R, a fuzzy

convexidade implica que os conjuntos o—niveis sdo intervalos.

Denota-se por E" o espago de todos os subconjuntos fuzzy u € R" que satisfazem

as seguintes propriedades:
1. u aplica R" sobre I = [0, 1].
2. [u]® é um subconjunto limitado de R”.

3. [u]* é um subconjunto compacto de R” para todo o € I.
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4. u é fuzzy convexo.

Um resultado que segue-se da caracteriza¢do dos conjuntos que pertencem a E"

€ o seguinte.
Lema 3.9 [15] Se u é fuzzy convexo, entdo [u]* é convexo para cada o. € I.

A seguir enuncia-se o Teorema de Representacao de Negoita - Ralescu o qual
¢ muito importante nas demonstracdes das propriedades das fungdes fuzzy, tais como

mensurabilidade, integrabilidade, diferenciabilidade, etc.

Teorema 3.10 [15] Se {A*/0 < o < 1} ¢ uma familia de conjuntos compactos convexos

e ndo vazios de R" tal que

1. | A%cA”

O<a<l

2. A2 CA% para0 <oy <op <1,

3. Se oy, é uma sequéncia ndo decrescente convergindo para o, o >0 com

A% = [ A%,
k>1

entdo existe um u € E" tal que

[u]* =A% paratodo 0 <o <1

u]® = U A% AC.

O<a<l

Observacao 3.11 Se u € E", entdo seus O-niveis satisfazem as condicoes 1,2 e 3 do

Teorema 3.10.
Proposicio 3.12 [15] Se A € K[, entdo Xy € E".

Define-se agora, a adi¢do e multiplicag¢do por escalar de conjuntos fuzzy em E”,
isto é, para u,v € E" ,A € R\{0}, a €1,

[0 +v]* = [u]* 4 [V]%, (3-2)

Au]* =Aul®, LeR. (3-3)
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Proposicao 3.13 [15] E" é fechado segundo as operacoes de adigcdo (3-2) e multiplica-

cdo por um escalar (3-3).

Defini¢cio 3.14 Sejam u,v € E", a distancia de Hausdorff fuzzy D : E" x E" — R entre

u e v é definida por
D(u,v) = sup{dg([u]*,[v]*): a € I}.

Observacao 3.15 Da Observacdo 2.33 e da Definicdo 3.14 segue que, D é uma métrica

sobre E™.

Observacao 3.16 Na Definicdo 3.14 a métrica D, ndo pode ser definida pelo mdximo.

Para tal fim, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 3.17 Sejam u,v € E' e seus conjuntos a-niveis dados por

[u]*=[v]*=[0,1] para 0 <o < %,
[u]* = {0}, V]*=10,2(1-a)] para = <o <1,
assim . . w 0<a<l
éﬂﬂjM):{ZU—Q)Je%<a§i

Logo, D(u,v) = 1.

Das propriedades da métrica de Hausdorff, Proposic¢ao 2.35 segue que:

D(cu,cv) | ¢ | D(u,v),
Du+wyv+w) = D(u,v),
D(u+w,v+r) < D(u,v)+D(w,r),

para todo ¢ > 0, e todo u,v,w,r € E".

(3-4)
(3-5)
(3-6)

Também, tem-se a definicdo de convergéncia de uma sequéncia de conjuntos

{u,} em F(R") que convergem a u € F (R").

.~ A : D
Defini¢ao 3.18 (D-convergéncia). Diz-se que u, D-converge parau, u, ——=1u, se

lim D(up,,u) = 0.

p—root

Teorema 3.19 [23] (E",D) é um espago métrico completo.
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O Principio de extensdo de Zadeh para uma fungdo f : X — Y tem por objetivo
indicar como deve ser a imagem de um subconjunto fuzzy u de X por meio de f. E de se

esperar que esta imagem seja um subconjunto fuzzy de Y.

Definicao 3.20 (Principio de extensdo de Zadeh) Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e

f:X =Y, entdo define-se o Principio de extensdo de Zadeh como a aplica¢do

[rFX) = F({X)

onde

onde f~!(y) = {x € X/ f(x) = y}.

Exemplo 3.21 Sejam f : R — R, tal que f(x) = x> e u € F(R) um niimero fuzzy

triangular simétrico com

lx—al
u(x) = - 557, se |x—a| <38,
0 , s |x—al|>?0.

Logo, fazendo uso do Principio de extensdo de Zadeh, tem-se

0 ,se y<O0,

f<u><y>={ ) e v 2R

isto é,
~ 1—WT_Q| ,se |\/y—a| <8 ey>0,
0 ,se y<O0.

Exemplo 3.22 Para a multiplicagcdo de u € F (X) por um escalar diferente de zero A, o
Principio de extensdo de Zadeh é aplicado a fungdo f: X — X definida por f(x) = Ax,

~Jou(x) ,se AFO, )
(ue)(x) = { X0y se A=0. -7

para obter

para todo x € X.

Sejam os conjuntos Xi,X> e Y ndo vazios. O Principio de extensdao de Zadeh
pode ser generalizado para a funcdo f : X; X X» — Y. Define-se o Principio de extensao

de Zadeh como a aplicacdo

[rFX) < F(X) = F(Y)
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onde

= SUP (x, x5)ef~1(y) ur(x1) Aup(x2) Lse f7l(y) #0,
0 ,se f~l(y)=0.

Aqui f71(y) = {(x1,x0) € X1 x X2 : f(x1,x2) =y}

Exemplo 3.23 Para a adi¢do de dois conjuntos fuzzy u,v € F(X), o Principio de exten-
sdo de Zadeh é aplicado a fungdo f: X x X — X definida por f(x1,x2) = x1 +x2, para
obter

(u+v)(x) = sup u(x1)Au(x), (3-8)

X1 +xp=x

para todo x € X.

3.1 O Calculo diferencial e integral de func¢oes fuzzy

Sejam X, Y subconjuntos nao vazios de R”.
Definicdo 3.24 Seja f: F(X) — F(Y), entdo f é chamada fun¢do ou aplicagdo fuzzy.

Observacao 3.25 Deve-se notar, entretanto, que a func¢do fuzzy ndo é necessariamente
definida pelo Principio de extensdo de Zadeh. Pode ser qualquer fungcdo que aplica um
conjunto fuzzy A € F (X) num conjunto fuzzy B := f(A) € F(Y).

Um importante resultado do Principio de extensdo € a caracterizacao dos niveis

da imagem de um conjunto fuzzy, através de uma funcao continua f.

Teorema 3.26 [3] Se f : R" — R" ¢ continua, entdo a extensdo de Zadeh
f: F(R") — F(R") é bem definida e

[f(w)]* = f([u]%), Yae[0,1]. (3-9)

Observacao 3.27 A igualdade (3-9) continua sendo vdlida se f : U — R", onde U é um

subconjunto aberto de R".

Sejau € E' tal que [u]* = [a;(x),az(c)] e f : R — R é mondtona crescente entio

do Teorema 3.26 obtém-se que

[f(w)]* = f(lar (@), ax()]) = [f(a1()), f(az(ex))].

Teorema 3.28 Se f: R xR — R ¢ continua, e u,v € E', entdo

[F ()] = f(1u]*, 1]%), Vee [0,1].
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onde

S D1%) = {fGrr,x2) /31 € [u]%,x2 € )%}
Exemplo 3.29 Sejam u,v € E' com os a-niveis dados por: [u]* = [u$,uS] e
V% = VY], entdo a multiplicagdo fuzzy de u por v é definida através de seus

o-niveis por

oo OO oo o OO

]a = [min{”(lxv(lx, Upvy, Uy vy 7”%"3}7 max{u(lx"(lxy Urvy,upyvy ,ugvg}]

[u.v

A unicidade do produto segue do Teorema 3.10.

A seguir, seguem resultados de mensurabilidade e integrabilidade de uma func¢ao
fuzzy. Seja K}(IR") como no Capitulo 2 que denota a familia de todos os subconjuntos

ndo vazios compactos e convexos de R" e T = [a,b] C R.

Definicao 3.30 A aplicacdo F : T — E" é chamada continua num ponto ty € I, se para
qualquer € > 0, existe . > 0 tal que D(F(t),F(to)) < €, sempre que |t —to| <A, t € I.

A aplicacdo F : T — E" é chamada continua em T se é continua para todo ty € T.

Definicao 3.31 A aplicagdo F : T — E" diz-se Lipschitz continua, se existir uma cons-
tante K > 0 (constante de Lipschitz), tal que para quaisquer ty,to € T, tem-se a seguinte
desigualdade :

D(F(t),F(11)) < K|t; —ta].

Definicao 3.32 Dizemos que a aplicagdo F : T — E" é fortemente mensurdvel se para
todo o € [0,1] a multifungdo Fy, : T — K" definida por

é (Lebesgue) mensurdvel, com o conjunto K" munido da topologia gerada pela métrica
de Hausdorff.

Lema 3.33 [13]Se F : T — E" é continua com respeito a métrica D, entdo F ¢é fortemente

mensurdvel.

Se F : T — E' entio Fy(t) é um intervalo compacto, isto &, Fy(t) = [A%(t),u®(t)]. Assim

tem-se o seguinte resultado:

Lema3.34 [13] Seja F : T — E' fortemente mensurdvel e denotando
[F(1)]* = [A%(2),u®(t)] para o € [0, 1], entdo A* e u* sao mensurdvesis.

Definicao 3.35 A aplicacao F : T — E" é chamada integravelmente limitada sobre T,
se existe uma funcdo Lebesgue integrdvel k : T — R™ tal que ||x|| < k(t) para todo
x€eFR(t),teT.
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Definicao 3.36 Seja F : T — E". A integral de F sobre T, denotada por /F(t)dt ou
T

b
/ F(t)dt, é definida através de seus o-niveis pela equacdo
a

[/TF(t>dtr = /TFa(t)dt

= {/ f(@)/f: T —R" éuma selecdo mensurdvel de Fa(t)}
T

para qualquer o € [0,1]. Uma aplicacdo fortemente mensurdvel e integravelmente
limitada F : T — E", é dita integrdvel sobre T, se / F(t)dt € E".
T

Para os resultados que seguem, as integrais / F(t)dt, / f(t)dt, serdo denotadas
T T

por/TF,/Tf.

O seguinte teorema devido a Puri e Ralescu, mostra que certas condi¢des tornam

as aplicacoes integraveis.

Teorema 3.37 [15] Se a aplicacdo F : T — E" é fortemente mensurdvel e integravel-

mente limitada entdo F ¢é integrdvel sobre T.

Observacio 3.38 Se F : T — E! é integrdvel entdo pelo Lema 3.34 segue que / F é
T

obtido pela integracdo dos o-niveis, isto é

el =1 )
onde [F (1) = A% %], o€ [0,1].

Corolario 3.39 [13] Se a aplicacdo F : T — E™ é continua, entdo ela é integrdvel.

Definicao 3.40 A aplicacdo F : T — E" é chamada absolutamente continua sobre T, se

existe uma aplicacdo integravel G : T — E" tal que

t
F(t)=F(to)+ | G(s)ds, paratodoty,t €T.

Io

A seguir, considera-se algumas propriedades da integral.

Teorema 3.41 [13] Seja F : T — E" integrdvel e c € T. Entdo

b c b
[r=[re[F
a a c
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t
Corolario 3.42 [13] Se F : T — E" é continua, entdo G(t) = / F é Lipschitz continua
a

emT.

Teorema 3.43 [13] Sejam F,G : T — E" integrdveis e A € R. Entdo

LAG+Q:AF+AG
2 /Tszx/TF.

3. D(F,G) é integrdvel.

4 D(/TF,/TG) g/TD(F,G).

Teorema 3.44 [13] Se F : T — E" é integrdvel. Entdo a funcdo real ¢ : T x I — R

o

t
O(t, ) = didmetro {/ F}
a
é ndo decrescente emt € T e ndo crescente para o. € [ = [0, 1].

Exemplo 3.45 Sejam F : T — E" com F(t) = f(t)u onde u € E" e f : T — R" uma

fungdo integrdvel. Entdo
t t
a a

Segue de [F(1)|* = [f(1)u]* = f(t)[u]%, que F é fortemente mensurdvel e além disso, F é
fortemente limitada por g(t) = af(t) onde a = ||[u]°|| = max[u]®. Assim do Teorema 3.37

segue que F é integrdvel e do Exemplo 2.51 tem-se que

{/atF(*c)dtr = /alFa(’C)d’C

= [ Uwurar

Portanto,
1 t
a a

Considerando a definicdo da diferenca de Hukuhara (H-diferenca) tem-se a

definicao de diferenciabilidade devido a Puri e Ralescu.
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Defini¢iio 3.46 A aplicagcdo F : T — E" ¢ diferencidvel em ty € T, se existe F'(ty) € E"

tal que os limites

fm F(to+1)—F(to) . lim F(ty) — F(to —h)

h—0+ h h—0+ h

existem e sdo iguais a F'(1y).

Nos pontos extremos de T, consideram-se somente as derivadas laterais em um dos

extremos.

Observacao 3.47 Da Definicdo 3.46, segue que, se F é diferencidvel entdo a multifuncdo
Fy € Hukuhara diferencidvel para todo a. € [0,1] e

DFq (1) = [F'(1)]*. (3-10)

Aqui, DFy(t) denota a derivada de Hukuhara de Fy.

A reciproca nem sempre é verdadeira, desde que a existéncia da H-diferenca

[X]*—[y]*, o€ 0,1], ndo implica a existéncia da H-diferenca x — y.

Teorema 3.48 [13] Seja F : T — E' diferencidvel, com Fy(t) = [fo(t),84(t)], o€ [0,1].

Entdo fq e go, sdo diferencidveis e

[F'(0)]%(t) = [fa(t), 8a(1)].

Teorema 3.49 [15] Se F : T — E" é diferencidvel sobre T, entdo para cada a. € [0,1] a
fungdo real 0o, : T — R

o

0 (1) = didmetro {/tF(t)}
a
é ndo decrescente sobre T.
Das propriedades de D, equacdes (3-4)-(3-6), seguem os resultados.
Teorema 3.50 [13] Sejam F,G : T — E! diferencidveis sobre T e A € R, entdo
1. (F+G)(t)=F'(t)+ G (1).
2. (M\F)'(t) = AF'(¢).

Teorema 3.51 [15] Seja F : T — E' continua. Entdo para todo t € T, a integral
t

G(t)= / F ¢ diferencidvel e G'(t) = F(t).
a
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Teorema 3.52 [15] Seja F : T — E! diferencidvel e suponha que a derivada F' é

integravel sobre T. Entdo para cada s € T temos

F(1) :F(a)+/asF’.

Exemplo 3.53 Seja F: T — E' com F(t) = f(t)uondeu € E" e f : T — R™ crescente e
de classe C'. Entdo F é derivdvel e F'(t) = f'(t)u.
De fato, defina G(t) = f'(t)u, entdo,
o G existe, pois f é de classe C'.

o G ¢ continua, pois para todot € T e € > 0, existe § > 0 tal que se |t —s| < 3, entdo
da defini¢do de D e do Teorema 2.40 segue que

D(G(t),G(s)) = D(f'(t)u, f'(s)u)
= sup dy([f'()u]® [f'(s)u]®)

0<o<l
= sup du(f (t)[u]*, £ (s)[u]*®)
0<o<1
— S ul® —Sp s) [u]*
oiléliuﬁf‘fl‘ () =Sy (X)‘
= sup max‘(f’(t)—f,(s))s[u]“(x)‘
0<a<1llx|[=1
= |f(6)=f'(s)] sup max [S;(x)]
o<o<1 l]x||=1
< |f'(t) = f'(s)] sup |al
ac<lu]®

Como f é de classe C' segue que D(G(t),G(s)) < €. Portanto G(t) é continua em
T. Logo, pelo Coroldrio 3.39 G é integrdvel.

Do Exemplo 3.45, segue que

/atG: </a[f/(s)ds) u=(f(t)— fla)u=F(t)—F(a)

Assim,

F(t) = Fla)+ ( / l f’(s)a’s) u=F(a)+ ( / t f’(s)uds) _Fla)+ ( / tG(s)ds) |

Segue do Teorema 3.51 que F é diferencidvel e F'(t) = f'(t)u.
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3.2 Equacoes Diferenciais Fuzzy

As equagdes diferenciais tém sido utilizadas para modelar os mecanismos evo-
lutivos de importantes processos dinamicos em diversos campos de afli¢des. O tipo mais

basico € a equacao diferencial ordinéria de primeira ordem
x(t) = f(t,x), xe R". (3-11)

Uma solugao de (3-11) é uma fungao diferencidvel x = x(¢) satisfazendo (3-11)
paratodot € (a,b) C R. Geralmente uma solugdo correspondente a um problema de valor
inicial

(¢ = t,x(t
{x() Flex(1)), 412

x(0) = xo.

A existéncia e unicidade de uma soluc@o do problema de valor inicial (3-12) é
importante ndo s6 matematicamente, mas também para se obter a resposta ao problema
proposto. Quando f € continua, resolver o problema de valor inicial (3-12) é equivalente

a resolver a equacao integral

x(t) =xp+ /atf(s,x(s))ds

para uma funcio de classe C!.

As equagdes diferenciais muitas vezes representam uma idealizacdo de situagdes
reais onde a imprecisdo poderd estar presente no fendmeno. Equacgdes diferenciais esto-
césticas tem sido utilizado para incorporar os efeitos de flutuagcdes aleatérias. No entanto,
dados vagos devido a incerteza requer a introdu¢do de outras teorias, tais como inclusdo
diferencial, equagdes diferenciais fuzzy, ou ainda, inclusdo diferencial fuzzy.

Para o contexto fuzzy, interpreta-se o lado direito do (3-11) como uma aplicag¢do
f:RY x E" — E" com as solugdes tendo valores x(1) € E" para todo t. No que segue,

sempre usa-se a métrica D em E" e a derivada de Hukuhara.

“= |

Exemplo 3.54 Seja a € E' cujos conjuntos o-niveis [a] af,a$] para todo o € I =

[0, 1] e suponha que a solugdo x : [0,T| — E" da equagdo diferencial fuzzy
x(t) = ax, (3-13)

tem conjuntos a-niveis [x(t)|* = [x%(¢),x5(t)] para todo a €1 et € [0,T].

Do Teorema 3.48 segue que

pe(0)]* =[5 (), 45 ()]



3.2 Equagdes Diferenciais Fuzzy 67

para todo o € I e t € [0,T]. Pelo Principio de extensdo de Zadeh, os conjuntos fuzzy

f(x(t)) = ax(t) tem conjuntos nivel

[ax(t)]* = [min{afx{ (1), afx3 (1), a3 (1), a3x5 (1)}

max{ajxy'(1),aixy (1), a3 xi' (1), a3x3 (1)}]

para todo o € I e t € [0,T]. Assim, a equagdo diferencial fuzzy (3-13) é equivalente ao

sistema de equagoes diferencias ordindrias

{x‘f‘(t) = min{afx{(t),a{x5(r),ayxy (1), a3x5 (1)}, (3-14)

() = max{a(r), a(1), ale(r), ab (1)},
para todo o € 1.
Exemplo 3.55 Paraa=X;_1} €E Ya equacdo diferencial (3-13) torna-se
x(t) = —x.

Logo o sistema (3-14) reduz-se a

{ i) = —80) 415)

() = —xj()

para todo o, € I. Seja xo € E' um valor inicial com [xo)* = [x*

o> x| Logo para todo o € 1,

uma solugcdo de sistema (3-15) é dado por

1 1
X)) = E(x‘(’xl —xgz)et—f—i(x(?‘] —|—x8§)e*t,
1 1 _
() = E(xouz—x(‘)xl)e’+§(x$ +x2)e .

paratodoaclet > 0.

Assim para xo = X1 a solugdo
x(t) = Xicye—1y = X(oy quando t — oo,
Porém, quando [xp]* = [ — 1,1 — ] para todo o. € I, a solugdo tem conjuntos O-niveis
(O] = (= 1)é! (1 0)¢] = (1 - @) [ 1, 1]

paratodoaclet > 0.
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Em particular,
diametro|x(1)]* =2(1 —a)e,

assim a solucdo torna-se mais difusa quando o tempo cresce.

Considere o problema de valor inicial fuzzy,

{x(t) = H(t,x(1)), (3-16)

x(0) = xp€E".
onde I =1[0,b], b>0eH:RxE" — E".

Lema 3.56 [15] Seja H : R x E" — E" continua. A aplicagdo x : I — E" é solucdo de

(3-16) se e somente se é continua e satisfaz a equagdo integral

() = xo+ /0 "H(s.x(s))ds, 1€1.

Um teorema que garante a existéncia e unicidade de solu¢des de uma equagdo

diferencial fuzzy € o seguinte.

Teorema 3.57 [15] Seja H : R x E" — E" continua e lipschitziana na segunda varidvel,

isto é, existe k > 0 tal que
D(H(t,x),H(t,y)) < kD(x,y)

paratodot €1, x,y € E". Entdo o problema de valor inicial (3-16) tem solu¢cdo vinica em
L

Exemplo 3.58 Sejam A,B : 1 — E' continuas, H(t,x) = A(t)x + B(t), onde a multipli-
cagdo em E' é dado pelo Principio de extensdo de Zadeh. Se [A(t)]* = [a%(t),a$(t)] e
](X

x|* = [xF,x5] entdo
1:x7] enta

[A(1)x]" = [min{af(1)x{, af (1)x§, af (0)xY, af (1)x3}
max{af (1)x7,a} (t)xy, a5 (1)x7 (1), a5 (t)x3 }]
Supor além disso, que as fungoes a e ay sdo limitadas sobre I por alguma constante
1 2

independente de Q.

H satisfaz as condigoes do teorema (3.57) e portanto o problema de valor inicial

{ i(t) = Alt)x+B(1),

x(th) = xo.

tem solucdo vnica sobre 1.



CAPiTULO 4

Teorema de Averaging para Inclusoes

Diferenciais Fuzzy

Neste capitulo estuda-se o método de averaging para inclusodes diferenciais fuzzy.
Mas, primeiramente introduz-se a definicdo de multifuncio fuzzy, e algumas propriedades
destas, como mensurabilidade, continuidade e integrabilidade. Posteriormente define-se o
conceito de inclusdo diferencial fuzzy o qual segue a ideia similar de inclusdo diferencial

definida no Capitulo 2. As defini¢des e teoremas poderdo ser encontrados em [25] e [24].

4.1 Multifuncoes Fuzzy

Inicia-se esta se¢do definindo o espago X*(E") formado pelos subconjuntos F
do espago E", tal que, para qualquer o € I = [0, 1], o conjunto dos o-niveis dos elementos
de F € um conjunto compacto convexo, no espago K.

Neste espaco define-se as operacdes de soma e multiplicacdo por um escalar
reR.

Definicdo 4.1 A soma de dois subconjuntos F e G no espago K (E") € o conjunto
F+G={f+g/f€F,geG}.
Definicdo 4.2 O produto por escalar do conjunto F € K/ (E") por A € R ¢ o conjunto
G=AF={g=Af/f€F}.

Lema 4.3 [24] Se F,G € K} (E"), entdo F +G € K} (E").
Lema 4.4 [24] Se F € K/ (E"), entdo M\F € KJ(E").
Dos Lemas 4.3 e 4.4 segue-se o seguinte resultado.

Lema 4.5 [24] Para quaisquer conjuntos F,G,H € K e o, € R, cumpre-se as seguin-

tes propriedades:
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I. F+G=G+F.
2. F+(G+H)=(F+G)+H.
3. Existe o elemento nulo {0}: F +{0} = F.

4. No caso geral, o conjunto F € 17(C” tem um elemento inverso, em relagdo a operagdo

de soma algébrica dos conjuntos.
5. o(BF) = (ap)F.
6. 1-F=F.
7. A(F +G) = oF +0G.

8 Seo>0,p>0eF e XKIE") entdo (a+ B)F = oF + BG. Caso contrdrio
(u+B)F C oF +BF.

Neste capitulo considera-se 0 como a aplicagado fuzzy definida por 6(y) =0,sey#0e
0(0) = 1.

Definiciio 4.6 Define-se a distincia entre dois conjuntos A,B € K (E"), como a quanti-
dade

d(A,B) = max {sup inf D(a,b),sup infD(a,b)} .

acAbeB beB Ac€A

Como consequéncia a distancia de um elemento x € E" ao conjunto A € K/'(E")
é denotada por:
0(x,A) =minD(x, f).
(x.4) = minD(x

Definiciio 4.7 A aplicacdo F : 1 — Kl (E") é chamada uma multifuncdo fuzzy.

Definicdo 4.8 A multifuncdo fuzzy F : 1 — K} (E") é chamada mensurdvel em I se o
conjunto {t €1 : F(t)NG # 0} é mensurdvel para todo G € Kl (E").

Definiciio 4.9 A multifuncdo fuzzy F : 1 — KJ(E") é chamada continua num ponto
to € I, se para qualquer € > 0 existir 8(tp,€) > 0 tal que d(F(t),F(to)) < € sempre que
it —to| <€, t €l Amultifuncdo fuzzy F : 1 — KI(E") é chamada continua em I, se é

continua em todo ponto to € 1.

Definicao 4.10 A aplicacdo f : 1 — E" é chamada selecdo de uma multifuncdo fuzzy
F:1— KX(E"), se f(t) € F(t) para quase todo t € .

Observacio 4.11 Como F(t) # 0, entdo existe f(t), Vt € I.
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Define-se a integral de F : I — & (E") sobre [ :

/IF(t)dt = {/If(t)dt : f(t) € F(t) quase sempre em I}

onder €l.

4.2 Inclusao Diferencial Fuzzy

Considere a inclusdo diferencial fuzzy

4-1)
x(l‘o) = Xp,

{x(r) € F(t,x),

onde r € I é tempo, x € G C E" € a varidvel estado, as condi¢des iniciais fo € I, xo € G e
F:1xG— KZ(E") é uma multifuncdo fuzzy.

Definicdo 4.12 Uma fungdo absolutamente continua x(t) com x(ty) = xo, € chamada uma

solucdo da inclusdo diferencial (4-1) se:

1. x(t) € Gparatodot €I,

2. x(t) € F(t,x(t)) quase sempre sobre I.

Teorema 4.13 [24] Seja a multifungdo fuzzy F : I x G — K (E") satisfazendo as seguin-

tes condigoes:

(i) F(-,x) é continua sobre I.

(ii) F(-,x) satisfaz a condi¢do de Lipschitz com constante K > 0, i.e., para todo
(t,x),(t,y) € I x G, a seguinte desigualdade cumpre-se:

d(F(t,x),F(t,y)) < KD(x,y);

(iii) Existe uma aplicacdo absolutamente continua y(-), com y(ty) = yo, tal que
D(y(t),x0) < b e 0(y(t),F(t,y(t))) < (), para todo t: |t —to| < a, onde a fun-
cdo M(t) € Lebesgue integrdvel.

Entdo, existe uma solucdo x(t) da inclusdo diferencial fuzzy (4-1) sobre o

intervalo [to,to + p| tal que
D(x(t),y(t)) < r(t),

t
onde r(t) = roekt=10) ek(’_s)n(s)ds, ro = D(x0,y0), p = min{a,%},
fo
M = d(F(t 0b).
o max (F(t,x),{0})
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4.3 Um Teorema de Averaging para Inclusoes Diferenci-

ais Fuzzy

Nesta secdo enuncia-se € demonstra-se uma versdao do teorema de Averaging
para inclusdes diferenciais fuzzy[25].

Considera-se a inclusdo diferencial fuzzy

{ i(1) € eF(t,x), 42)

x(0) = xo,

onde t € R é a varidvel tempo, x € G € KZ(E") ¢ a varidvel estado, € > 0 é um nimero
pequeno e F : RT x E" — K/(E") é uma multifungdo fuzzy.

A inclusdo diferencial (4-2), associa-se a seguinte inclusao diferencial fuzzy

{ E € eF), @3
&(O) = X0,
onde B | T

F(x)= lim — [ F(t,x)dt (4-4)

T—o T Jo
A seguir, o resultado que relaciona as solugdes da inclusdo diferencial fuzzy (4-2)
com a solucdo da inclusdo diferencial fuzzy (4-3), o qual é conhecido como Teorema de

Averaging para inclusdes diferenciais fuzzy.

Teorema 4.14 Sejam Q = {(t,x)/t e RY, x € G € KX (E")} e F : Q — KX(E") uma
multifuncdo fuzzy tal que:
(i) F(t,x) é continua, uniformemente limitada com constante M e satisfaz a condi¢do

de Lipschitz em x com constante A, i.e.,

F(t,x)| =d <F(t,x), {6}) <M, e d(F(1,x),F(1,y)) < AD(x,y).

(ii) Existe o limite (4-4) uniformemente com respeito a x no dominio G.

(iii) Para qualquer xo € G' C G et € R, as solucées da inclusdo (4-3), juntamente com

uma p-vizinhanga pertencem ao dominio G.
Entdo, para qualquer | €]0,p] e L > 0, existe €°(n,L) > 0 tal que para todo
£ €]0,e°) et € [0,Le™] as seguintes afirmagées sdo verdadeiras.
a) Para qualquer solucdo &(t) da inclusdo (4-3) existe uma solucdo x(t) da inclusdo
(4-2) tal que:
D(x(r),(r)) <m; (4-5)
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b) Para qualquer solucdo x(t) da inclusdo (4-2) existe uma solugéo &(t) da inclusdo
(4-3) tal que a desigualdade (4-5) é vilida.

Demonstracdo. De fato, da condicéo (i) do teorema, temos que para qualquer 6 > 0 é
possivel encontrar 7'(3) > 0 tal que para todo T > T'(d), tem-se

d (F(x),% /0 TF(t,x)dt) <5,

Logo, da defini¢do de d(-,-), propriedades de D(-,-), do Teorema 3.43 e escolhendo
T > T(9), obtém-se

Fl=d(Fe.00) < a(Fi.g [ Fear) va (7 [ Fena @)
5+/ (m{()})

< 3+ M.

IN

Por outro lado;

d (F(x),F(y)) d (F(x),%/oTF(t,x)dt> +d (% /OTF(t,x)dt’%/OTF(t,y)dt>
+d (% /0 TF(;,y)dr,F(y))

28+%/0Td(F(t,x),F(t7y))dt

IN

IN

IN

1 T

254 / AD(x,y)dt
T Jo

< 20+AD(x,y).

Como 0 é escolhido arbitrariamente, entdo, quando & — 0 tem-se que
[F(x)]| <M, e d(F(x),F(y)) <AD(x,y). (4-6)

Portanto, segue de (4-6) que a multifungdo fuzzy F (x) é uniformemente limitada
com constante M e satisfaz a condi¢do de Lipschitz com constante A.

Agora, prova-se a afirmagdo a) do teorema. Para isso, faz-se a divisdo do
intervalo [O,LE*I] em subintervalos com pontos t; = nLTls’ i=0,1,..., meN.

Seja &(7) a solug@o da inclusdo (4-3). Entdo existe uma sele¢do mensuravel v(r)

da multifungdo fuzzy F(&(z)) tal que

1) = &) +e [ vis)ds, 1€ lnint], &) = 0. 47)
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Considere agora a aplicagcdo

El(r) =& (1) +evilr —n), 1 € [t,1i11], E1(0) = xo, (4-8)
onde I . . .
D (m_ew’/t[ v(s)ds) = vEfn(lﬁllr}t,-))D (m—sv,/ti v(s)ds) . (4-9)
Denote por
8 = D (§(1),&' (1)) -
Como
D(E(1),E(ti)) = eD ( /, tv(s)ds,ﬁ) < e /t [D<v(s),6> ds
< eM(t—t)
< M (4-10)
entdo tem-se agora
D(&(1),& (1) < D(&(),&n)+D(&).8 (1) <&i+eM(t—1), t € [ti,111],
d(F(E(1n),FE' (1) < AD(E(0),8' (1) <A[di+eM(t—1)]. (4-11)

De (4-9) e (4-11) tem-se

o [vwas ) < a( [ FE [ FE @)

< [ a(FEn) FE @)

I

tit1
< x/ (8 +eM(t —1;))dt

ti

M
< A {51'(241 —1)+ %(ti+1 —fi)z}

L ML?
()32 A

IA

de (4-7), (4-8) e (4-12) obtém-se
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81 =D (E) &' (6e0) = D (56 +e [ ()dsa<ri>+evl-<r,~+1—n>)

_|_
L ML2
O;j+er|| — )+
me

<
AML?
T om2 (1—{—;) X
- AML? . AL\ [ AML? . AL 5
—  2m? + +Z 2m? + +Z i1
AL\ ML AL\
< <1+Z) 8o+ pp kg( m)
i+1
= @ <1+K—L> —1], i=0,....m—1
2m m
2oy
2m m
ML /5,
< E(e —> (4-13)
Como oy
D(E!(1).&" (1) <eD(vi,0)(t 1) <eM(t—1) < ==, (4-14)
entdo, usando (4-10) , (4-13) e (4-14) tem-se
D(E(1),E' (1)) < D(E&(),&(1:) +D(E(%),E" (1) +DE' (1:),E (1))
< ML+ML< _1>+M_L
- 2m m
_ gin’:(e +3). (4-15)

Da condi¢do (ii) do teorema, segue-se que para qualquer m; > 0 e m fixo, existe
gl (m1,m) > 0 tal que

€m

¢ (T /t:iﬂ F (3@1(’1‘))”1&?(&1(%))) <mi. (4-16)

Portanto, existe v/(¢) € F(t,E!(#;)), i=0,1,..., m € N, tal que

t; .
D (‘%m/ o v’(s)ds,vi) <. (4-17)
ti
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Considere agora a familia de aplicagdes

t

A6 =2 (1) +e /[ Vi(s)ds, 1€ [tntin], x'(0) = xo. (4-18)
De (4-8), (4-17) e (4-18), segue que:

D(x'(#:),E(t)) <Lmi, i=1,2,...m, (4-19)
Como

D(x' (1), (1)) = eD ( /t " vl'(s)ds,ﬁ) <eM(t—1) <

entdo de (4-14) e (4-19), obtém-se

D(x'(1),6'() < D('(),x" (1) +D " (1),&' 1) +D(E (). (1)
< Mom, (420)
m
e
d(F (1.x'(t)) ,F (1.E1 (1)) < d(F(1,x' (1)), F (t.x' (1)) +d (F (1,x' (1)) . F (1.€' (1))
< AD (xl (),x! (ti)) +AD (x1 (t;),&]! (ti))
< X(ALLJer) =AL (%—Fm). (4-21)
m m
Considerando a selegdo da aplicagdo vi(t), segue-se de (4-17) e (4-21) que
0 (x'(t).eF (t,x' (1)) < d (eF (t,£'(1;)) .€F (t,x'(t))) < eAL (% +m> . (422)
Logo do Teorema 4.13 segue-se que existe uma soluc¢@o x(¢) da inclusio (4-2),
tal que

M 1 M
D (x(r),x'(r)) < eAL (; +m> /0 M=) g < (Z +m) (eM‘ _ 1) (4-23)
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Das estimativas (4-15), (4-20) e (4-23) segue-se que:

D(&(t),x(1)) < D(&(),&" (1)) +D (x(1),x' (1)) + D (€' (1),x'(
ML
< —(e“+3)+—+Lm+L( +m)
2m
- = (36" +5) +Letm. (4-24)
ML AL n
Portanto, escolhendo m > ? (36 + ) ent < —— e PR tem-se em (4-24)

D(§(1),x(t)) <m

O que demonstra a afirmacgdo a).

A demonstracio da afirmacdo b) do teorema, € similar a demonstragdo da afir-
macao a). O

Se a multifungdo fuzzy F(z,x) é periddica em ¢, entdo pode-se obter uma
estimativa melhor.

Teorema 4.15 Sejam Q = {(t,x)/t € RY, x € G € KX (E")} e F : Q — KX(E") uma
multifuncdo fuzzy tal que:

(i) F(t,x) é continua, uniformemente limitada com constante M e satisfaz a condi¢do

de Lipschitz em x com constante \;
(ii) A multifuncdo fuzzy F(t,x) é 2n-periddica em t;

(iii) Para qualquer xo € G' C G et € RT, as solugdes da inclusdo (4-3), juntamente com

uma p-vizinhanga pertencem ao dominio G.

Entdo para qualquer L > 0, existe €*(L) > 0 e ¢(L) > 0 tal que para todo € €]0,€"] e

te [O,LS_I] as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

a) Para qualquer solucdo x(t) da inclusdo (4-2) existe uma solucdo &(t) da inclusdo
(4-3) tal que
D(x(1),5(1)) < ce (4-25)

b) Para qualquer solucdo &(t) da inclusdo (4-3) existe uma solugdo x(t) da inclusdo
(4-2) tal que a desigualdade (4-25) é vdlida.

Demonstragdo. Note que no caso quando a multifuncgdo fuzzy F(r,x) é 21 periédica em
t, tem-se que

2n
F(x) = %I/o F(t,x)dt.
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Prova-se agora a afirmagfo a) do teorema. Dividindo o intervalo [0, Le~!] em subinterva-

los com pontos t; =21 i =0,1,....

Seja x(¢) uma solugdo da inclusdo (4-2), entdo existe uma sele¢do v(z) da

multifungio fuzzy F(r,x(z)) tal que

x(t) = x(t;) +8/lv(s)ds, t € [ti,tir1], x(0) = xo.

I
Considere a aplicacdo
t
K1) = 1)+ [ V(5)ds, 1€ rutinl, +'(0) = xo

14

onde v!() é uma selecdo mensurdvel da aplicacdo F(z,x!(z)) tal que

D)D)= Jmin  D(v(0), vh.

Denote por 8; = D(x(¢;),x!(t;)), entdo tem-se

D(v(r),v'(r)) 1! (1))

VAN

d (F(t,x(1)),F
AD (x(1),x" (1)

A D (x(t),x(1:)) + D (x(t:), %' (8:))]
A {s /t tD(v(s),a)ds—i—Si]

MO +eM(t —1t;)].

IN

(
)
)

INIA

IN

Portanto, de (4-26) e (4-27) segue-se
tiv1
Bt = Dla(i) o 101)) = D (x) e [ vas @) +e |

o, —|—8/ti+1 D (V(s)ﬂ;l (s)) ds

1

IA

1
Siren [ 8+ eM(s—1;)]ds

1
— f. 2 i
= Q; +2meAd; +827\‘M¥/t+1

1

IA

= §;(1+2med) +2n2e’AM.

tit1

(4-26)
(4-27)

(4-28)

y! (s)ds)
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Logo, como 2n(i+ 1) < Le~ ! obtém-se

IN

(14 2mel)d; + 2n°e?AM
(1+42me)) ((1+2meN)d;1 +2n°*AM) + 21°e*AM

it

IN

IA

(1+2med) 8o+ 21%e*AM Y (14 2med)*
k=0

i
= 2n’*AM ) (1+2med)*
k=0

= 2m2 e M <(

1+ 2med)< ! —1
2eAT

neM ((1 Fomel)k ! - 1)

IN

neM ((1 —|—27csk)257 - 1)

neM (eM - 1)

IA

5i§MJt<e7“L—1>8, i=0,1,.... (4-29)
Parat € [t;,1;+1] as seguintes desigualdades sdo verdadeiras:

D(x(t),x(t;)) < 2nMe, D(x'(r),x'(1;)) < 2nMe, (4-30)

D(x(1),x'(t)) < D(x(t),x(t:)) +D(x(t:), x' (1)) + D(x' (1:),x' (1))
< 2mMe+9; +2ntMe
< 4mMe+Me (e’“L — 1)

nMe (M +3), (4-31)
por (4-29). O valor da aplicacdo x' () nos pontos #;, | é dado por:
1 1 il 1
x (tip1) =x (1) +8/ v (s)ds =x (t;) + 2env;, (4-32)
I
2n

1 —
onde v; € — F(s,x!'(t;))ds = F (x' (1;)).
21 Jo
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Considere a aplicag¢ao
&'(1) =& (t) +evilt — 1), 1 € [t1,ti1] &'(0) = xo, (4-33)
entdio x' (1) =E!(1;) i=0,1,.... De (4-30) e (4-33) tem-se

D (x'(r),&'(1))

IN

D (x'(t),x' (1)) + D (x'(1:),E' (1))
= <D(x'(t),x' (1) +D (&' (#:),E' (1))
< 27Me + 2nMe = AtMEe. (4-34)

Como para todo t € [t;,t;41], i=0,1,...,
D (ﬁl(t),ﬁl(ti)) <2mMe, d (F(&l(ti),f(ﬁl(t))) < 2ATME,

entio
0 (&1(1‘),8?(&1(1‘))) <d (8F(§l(t,~)),ef(§1(t))) < 2AmMe>. (4-35)
Segue do Teorema (4.13) e da desigualdade (4-35) que existe uma solugéo &(7)
da inclusdo (4-3), tal que:
1
D (§(1),E' (1)) <2e*mAM / 3 gs < 2emM (M — 1), (4-36)
0
De (4-31), (4-34) e (4-36), segue que

D (x(t),x' (1)) +D (x'(¢),€' (1)) + D (' (¢),&(r))
< mMe <e7“L + 3) +4nMe + 2nMe (eM — 1)

D (x(),8(t))

IN

TMe <3eM n 5) .
Denotando por ¢| = tM <e7“L — 1), entdo
D(x(1),E()) < c1e. (4-37)

Agora para demonstrar a afirmacdo b) do teorema, tome-se qualquer solucdo
E(r) da inclusdo (4-3) e fazendo os cdlculos como na demonstragdo da afirmacéo a),
encontra-se uma solucdo x(¢) da inclusdo (4-2) tal que a similar desigualdade (4-37)
cumpre-se, com alguma constante ¢;. Fazendo ¢ = max{cy,c,}, obtém-se a justificativa

da afirmacdo do teorema. 0



Consideracoes Finais

No estudo de inclusoes diferenciais da forma:
X € f(t,x), (4-38)

pode-se obter uma solugdo para (4-38) sempre que f seja uma multifuncdo (semicontinua
superiormente, semicontinua inferiormente, continua ou Lipschitz) con valores convexos
e fechados.

Da mesma forma que para equacdes diferencias no contexto deterministico, exis-
tem resultados de existéncia de solugdes para inclusdes diferenciais, para uma equacao
diferencial fuzzy e inclusdes diferencias fuzzy.

Mostra-se que o método de averaging pode ser aplicado nas inclusdes diferencias
fuzzy e em particular nas equagdes diferenciais fuzzy. No entanto, o método de averaging
para equacdes diferenciais estabelece resultados referentes a existéncia de solugdes pe-
riddicas e ciclos limite. Os principais resultados desta dissertacao foram obtidos do artigo
[25].

Para trabalhos futuros, pretendemos investigar os principais resultados desta
dissertacdo utilizando o Principio de extensdo de Zadeh. Também pretende-se estudar

e analisar as afirmacdes b) e c) do Teorema 1.1 no contexto fuzzy.
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