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Dissertação apresentada ao Programa
de Pós-Graduação em Economia Apli-
cada, da Faculdade de Administração,
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Resumo

Em Economia, existem muitas situações envolvendo dados restritos ao intervalo (0,1), ou
seja, dados de taxas e proporções, e há modelos que se adequam melhor à esta situação, como,
por exemplo, o modelo de regressão Gama Unitária. Porém, quando o tamanho da amostra é
pequeno, ou mesmo moderado, a Inferência Estat́ıstica destes modelos fica comprometida. Os
estimadores, em geral, tendem a se tornar mais viesados e as estat́ısticas de testes conduzem
a testes menos precisos. Assim, é necessário usar ferramentas que são capazes de corrigir o
viés dos estimadores e as estat́ısticas de testes, como o método de bootstrap. Neste trabalho,
propomos simulações de Monte Carlo, via bootstrap, que resolvem os problemas supracitados.
Além disso, estudamos variáveis socioeconômicas que impactam a geração de energia através
de sistemas fotovoltaicos, usando o modelo de regressão Gama Unitária e Inferência Estat́ıstica
via bootstrap.

Palavras-chave: Bootstrap; Energia fotovoltaica, Inferência Estat́ıstica; Regressão Gama-
Unitária, Variáveis socioeconômicas.
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Abstract

In Economics, there are many situations involving data restricted to the range (0,1), that
is, data of rates and proportions, and there are models that are better suited to this situation,
such as the Unit Gamma regression model . However, when the sample size is small, or even
moderate, the Statistical Inference of these models is compromised. Estimators, in general,
tend to become more biased and test statistics lead to less accurate tests. Thus, it is necessary
to use tools that are able to correct the bias of estimators and test statistics, such as the
method of bootstrap. In this work, we propose Monte Carlo simulations, via bootstrap, which
solve the aforementioned problems. In addition, we study socioeconomic variables that impact
energy generation through photovoltaic systems, using the Unit Gamma regression model and
Statistical Inference via it bootstrap.

Keywords: bootstrap; Gamma-Unit Regression; Statistical inference.
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3.1 Estimativas do parâmetros: q = 2, p = 3, 4 e diferentes valores de n; β1 = 1,
β2 = β3 = 0 e φ = 10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em Economia existem situações práticas em que o interesse consiste em modelar dados

restritos no intervalo (0,1), como por exemplo, taxa de crescimento econômico dos páıses,

proporção de pessoas que se encontram fora da linha de pobreza de um determinado páıs ou

até mesmo o percentual de potência instalada da geração distribúıda em um determinado local.

Nestes casos, é natural usar modelos para taxas e proporções. Um modelo muito utilizado

na literatura para dados no intervalo unitário padrão é o modelo de regressão Beta, proposto

por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Neste modelo, os autores incorporam variáveis explicativas

na média da distribuição da variável resposta através de uma função de ligação. Um modelo

alternativo, para dados no intervalo (0,1), é o modelo de regressão Gama Unitária. Mousa et

al. (2016) verificaram que várias propriedades da distribuição Gama Unitária são semelhantes

às da distribuição Beta. Rocha (2020) apresenta gráficos onde é posśıvel verificar que quando a

média da variável resposta fica perto de 1 (um) há fortes ind́ıcios de que o modelo de regressão

Gama Unitária apresenta uma modelagem melhor do que quando comparado ao modelo Beta,

já que para o primeiro caso, nesta situação, temos variância menor que o do último modelo. Na

literatura há vários trabalhos acerca de modelos para taxas e proporções, principalmente para

o modelo Beta, a saber: Espinheira et al. (2008) realizaram um estudo de diagnóstic; Simas et

al. (2010) propuseram uma estrutura não linear para a regressão e apresentaram correções de

vieses para os estimadores dos parâmetros, quando o tamanho da amostra é pequeno; Carrasco

et al. (2014) propuseram um modelo Beta com erros nas variáveis. Outros trabalhos para dados

1



2 Cap.1 – Introdução

envolvendo taxas e proporções são: Mazucheli et al. (2019) que propuseram, transformando a

distribuição Lindley (LINDLEY, 1958), a distribuição Lindley-Unitária. Guedes et al. (2020)

e Rocha et al. (2021) propuseram refinamentos para estat́ıstica da razão de verossimilhanças e

um estudo de análise de reśıduos e influência local para o modelo de regressão Gama Unitária,

respectivamente.

Em modelos estat́ısticos, os estimadores de máxima verossimilhança (EMVs), geralmente,

são viesados quando a amostra é pequena ou mesmo de tamanho moderado. Em geral, o viés

deste estimador é de ordem n−1, com n sendo o tamanho da amostra. Para contornar este

problema podemos usar uma correção no viés destes estimadores. Um método anaĺıtico muito

conhecido na literatura para correção de viés é o de Cox e Snell (1968). Mas, em alguns mode-

los, a obtenção das quantidades usadas neste procedimento é dif́ıcil ou até imposśıvel. Neste

caso, uma alternativa é usar o método de reamostragem bootstrap (EFRON, 1979). Além dos

EMVs serem viesados, quando a amostra é pequena, temos que as aproximações assintóticas

de primeira ordem dos testes estat́ısticos clássicos podem ser pouco precisas. Em geral, esse

é o caso do teste da razão de verossimilhanças (NEYMAN e PERSON, 1928), teste de Wald

(WALD, 1943), teste Escore (RAO, 1948) e teste Gradiente (TERRELL, 2002). As estat́ısticas

dos testes supracitados podem ser transformadas para que, sob a hipótese nula, tenham distri-

buições mais próximas das distribuição qui–quadrado do que as estat́ısticas não modificadas.

Na literatura existem vários métodos anaĺıticos para refinamentos nas estat́ısticas de testes,

como, por exemplo, Bartlett (1937), Barndorff-Nielsen (1991) e Skovgaard (2001). Mas, nestes

procedimentos também precisamos de quantidades dif́ıceis de serem obtidas analiticamente e

então, uma altenativa é, também, usar método bootstrap para encontrar as estat́ısticas modi-

ficadas.

A importância deste trabalho se dá pelo fato de se tratar da correção de um modelo

importante para estudar variáveis no intervalo entre (0,1), mesmo quando se está lidando com

amostras de tamando pequeno, como acontece em várias pesquisas important́ıssimas.Por isso,o

objetivo deste trabalho seguiu duas vertentes importantes na Inferência Estat́ıstica para o

modelo de regressão Gama Unitária, quando o tamanho da amostra é pequeno. A primeira foi a

implementação, no software R (R Core Team, 2021), da correção de viés via bootstrap dos EMVs,

de modo a reduzir os vieses destes estimadores. Em um segundo momento, apresentamos
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versões modificadas via bootstrap das estat́ısticas da razão de verossimilhanças, Wald, Escore

e Gradiente para testes de hipóteses no modelo supracitado. Não há na literatura estudos

de simulações como o que está proposto neste trabalho. Além dos resultados numéricos,

apresentamos uma aplicação a dados reais, em que usamos as estimativas e os testes corrigidos,

já que estes são mais precisos quando temos uma tamanho amostral pequeno. A variável

dependente, neste caso, é o percentual da potência instalada de geração de energia solar e

as independentes são: tarifa da energia de baixa tensão, Índice Firjan de Desenvolvimento

Municipal (IFDM), payback e taxa de ocupação de algumas capitais do Brasil.

Este trabalho foi estruturado da seguinte forma: no Caṕıtulo 2, apresentamos o modelo

de regressão Gama Unitária; no Caṕıtulo 3, apresentamos a inferência estat́ıstica baseada no

método de bootstrap, considerando a correção de viés e os testes de hipóteses. Adicionalmente,

neste caṕıtulo, desenvolvemos estudos de simulação relacionados a correção de viés e os tes-

tes de hipóteses via bootstrap; no Caṕıtulo 4, foi apresentado uma aplicação a dados reais;

finalmente, no Caṕıtulo 5 apresentamos as conclusões referentes à pesquisa. Além disso, no

Apêndice A, temos o vetor escore, a matriz de informação observada e a matriz esperada de

informação de Fisher do modelo de regressão Gama Unitária, já evidenciados no Caṕıtulo 2.



Caṕıtulo 2

O modelo de regressão Gama Unitária

A distribuição Gama foi proposta por Grassia (1977), cuja função de densidade de proba-

bilidade (f.d.p.) é da forma:

g(w;α,φ) =
αφ

Γ(φ)
e−α.wwφ−1, w > 0, (2.1)

com parâmetros α > 0 e φ > 0. Para esta distribuição, usamos a notação W ∼ Gama(α,φ).

A esperança e variância de W são dados, respectivamente, por: E(W ) = φ/α e V ar(W ) =

φ/α2. A partir da distribuição Gama podemos obter a distribuição Gama Unitária usando a

transformação w = log(1/y), que implica em y = e−w, 0 < y < 1. No Apêndice A mostramos

que, a f.d.p. da Gama Unitária (Y ∼ UG(α,φ)), com parâmetros α e φ, é dada por:

f(y;α,φ) =
αφ

Γ(φ)
yα−1(− log y)φ−1, 0 < y < 1. (2.2)

Rocha (2020) apresenta a média, variância e momentos de Y , que são dados, respectivamente,

por:

E(Y ) =

(
α

α + 1

)φ
, V ar(Y ) =

(
α

α + 2

)φ
−
(

α

α + 1

)2φ

e E(Y n) =

(
α

n+ α

)φ
.

Detalhes do cálculo de E(Y ) é apresentado no Apêndice A.

4



2.O modelo de regressão Gama-Unitária 5

Aqui, usamos uma reparametrização da f.d.p. em termos da média com

α =
µ1/φ

1− µ1/φ
.

Então, (2.2) pode ser escrita como

f(y;µ,φ) =
1

Γ(φ)

[
µ1/φ

1− µ1/φ

]φ
y[µ1/φ/(1−µ1/φ)]−1(− log y)φ−1, (2.3)

com 0 < y < 1, 0 < µ < 1 e φ > 0. O valor esperado e a variância de Y são, respectivamente,

E(Y ) = µ e V ar(Y ) = µ
{

[µ/(2− µ1/φ)φ]− µ
}

, veja Rocha (2020).

Considere Y1, Y2,..., Yn variáveis aleatórias independentes, em que cada Yi, com i = 1,...,n,

com média µi e precisão φ desconhecidas, tem f.d.p dada pela equação (2.3). O modelo de

regressão Gama Unitária proposto por Mousa et al. (2016) é dado por

g(µi) = X>i β =

p∑
j=1

xijβj = β1 + β2xi2 + . . .+ βpxip = ηi, (2.4)

em que g : (0,1) → < é uma função de ligação estritamente monótona e duas vezes dife-

renciável, β = (β1,β2,...,βp)
> é o vetor p−dimensional de parâmetros desconhecidos (p < n) e

X>i = (1, xi2,..., xip) são observações de p covariáveis conhecidas.

O logaritmo da função de verossimilhança pode ser escrito na forma

`(β, φ) =
n∑
i=1

`i(µi, φ), (2.5)

onde

`i(µi, φ) = φ log(αi)− log[Γ(φ)] + (αi − 1) log(yi) + (φ− 1) log[− log(yi)],

com µi = g−1(ηi) = h(ηi).

O vetor escore (p + 1)-dimensional, obtido derivando a função log-verossimilhança (2.5)
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com relação a β e φ, é dado por

U(β,φ) =

[
Uβ(β,φ)

Uφ(β,φ)

]
,

onde Uβ(β,φ) = X>Ts, comX sendo a matriz (n×p) de covariadas, T = diag{h′(η1),...,h′(ηn)}
e o i-ésimo elemento do vetor s é dado por

si =
αi

µ
1/φ+1
i

+
α2
i log(yi)

φµ
1/φ+1
i

.

Denotamos h′(ηi) como a derivada de primeira ordem de h(ηi) = g−1(ηi), com i = 1, 2, . . . , n.

Se a função de ligação é logito, ou seja, g(µi) = log (µi/(1− µi)), então

h(ηi) =
eηi

1 + eηi
.

Logo,

h′(ηi) =
eηi

(1 + eηi)2
.

Além disso, temos que

Uφ(β,φ) = tr (diag{u1,...,un}) ,

sendo tr(·) denotando o traço de uma matriz e

ui = log(− log(yi))− ψ(φ)− log

(
µ
1/φ
i

αi

)
− 1

φ
αi log(µi)

[
1 +

αi log(yi)

φµ
1/φ
i

]
,

onde ψ(φ) = d log[Γ(φ)]/dφ é a função digama.

O estimador de máxima verossimilhança para θ =
(
β>, φ

)>
é obtido numericamente

através de algoritmo de otimização não linear (Newton-Raphson ou Escore de Fisher) ou al-

gum algoritmo quasi-Newton (BFGS - Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), pois não é posśıvel

resolver analiticamente o sistema de equações U(β,φ) = 0.
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A matriz de informação de Fisher é dada por

K(β,φ) =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
,

com

Kββ = X>WββX, Kβφ = Kφβ = X>Wβφ 1 e Kφφ = 1> Wφφ 1,

em que

Wββ =
1

φ
diag


[
αi h

′(ηi)

µ
1/φ+1
i

]2 ,

Wβφ = −1

φ
diag

{
αi

µ
1/φ+1
i

[
αi log(µi)

µ
1/φ
i

+ 1

]
h′(η1)

}
e

Wφφ = diag

ψ′(φ) +
2 αi log(µi)

φ2µ
1/φ
i

+
1

φ3

[
αi log(µi)

µ
1/φ
i

]2
são matrizes diagonais de ordem n × n, i = 1, 2, . . . , n. Além disso, temos que 1 é um vetor

n-dimensional de uns e ψ′(φ) = d2 log[Γ(φ)]/dφ2 é a função trigama.

Vale ressaltar que, o vetor escore e a matriz de informação de Fisher são apresentados em

Mousa et al. (2016) e Rocha (2020). No Apêndice A, mostramos os detalhes dos cálculos

destas quantidades.



Caṕıtulo 3

Inferência estat́ıstica via bootstrap

Em Estat́ıstica, temos dois procedimentos inferenciais importantes: estimação de parâmetros

e testes de hipóteses. Neste caṕıtulo, vamos apresentar uma das partes inéditas deste trabalho,

que é o desenvolvimento de estudos de simulações (Seção 3.3) acerca destes procedimentos,

usando reamostragem bootstrap (EFRON, 1979), nos modelos de regressão Gama Unitária.

3.1 Correção de viés

Viés de um estimador é a diferença entre o valor médio do estimador estat́ıstico e o valor

do parâmetro que se pretende estimar. Um estimador não-viesado é uma propriedade que

assegura que, em média, o estimador do parâmetro desconhecido é correto. Assim, uma boa

propriedade dos estimadores é serem não-viesados. Em muitas situações, quando a amostra

é pequena ou até mesmo de tamanho moderado, os estimadores de máxima verossimilhança

(EMVs) são viesados. Em geral, o viés do estimador de máxima verossimilhança é de ordem

O(n−1), onde n é o tamanho da amostra.

A correção de viés, em muitas situações, é necessária. Bartlett (1953) apresentou uma

expressão para o viés de ordem n−1 do estimador de máxima verossimilhança no caso unipa-

ramétrico. Cox e Snell (1968) chegaram a uma expressão geral para o viés de ordem n−1 dos

estimadores de máxima verossimilhança nos casos uniparamétrico e multiparamétrico. Muitos

estudos são baseados nos resultados de Cox e Snell (1968). Por exemplo, Cook et al. (1986)

encontraram o viés dos EMVs para um modelo normal (não-linear); Cordeiro et al. (1997) con-

8
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sideraram a distribuição beta e encontraram o viés dos EMVs baseado na abordagem de Cox

e Snell (1968); Raydonal et al. (2006) derivaram expressões de forma fechada para correção

de viés dos EMVs do modelo de regressão beta. Recentemente, Melo et al. (2020) também

utilizaram a metodologia de Cox e Snell (1968) para obterem a correção de viés dos EMVs no

modelo de regressão Dirichlet.

Para o uso da metodologia de Cox e Snell (1968) é necessário obter cumulantes que são

resultantes do valor esperado das derivadas até quarta ordem da log-verossimilhança. Em

alguns modelos, o cálculo destes cumulantes é tedioso. Uma alternativa ao método de Cox e

Snell (1968) é o método de reamostragem bootstrap, proposto por Efron (1979). Este método

substitui os cálculos anaĺıticos de Cox e Snell (1968) por esforços computacionais. Usando

a metodologia de Efron (1979) podemos obter estimadores corrigidos por meio de soluções

computacionais. Neste trabalho, o método de reamostragem bootstrap foi empregado de forma

paramétrica, quando há uma suposição sobre a distribuição de probabilidade dos dados. Cada

amostra bootstrap é obtida da distribuição paramétrica que originou os dados.

Aqui, o objetivo é estimar um vetor de parâmetros de interesse θ = t(F ) com base em

uma amostra de tamanho n, y = (y1, y2, . . . , yn)>, vinda de uma distribuição F , considerada

a amostra original (que representa a população). Para conseguir isso, é necessário calcular

θ̂ = s(y). Essa estat́ıstica de interesse pode ser o erro padrão ou a estimativa do vetor

de parâmetros θ. Uma amostra bootstrap y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . . , y

∗
n)> é obtida por amostragem

aleatória de tamanho n, com reposição, a partir dos dados originais y. A distribuição bootstrap

representa uma distribuição amostral desta estat́ıstica. Assim, os resultados só se tornam

confiáveis se forem realizadas várias amostras bootstrap do mesmo tamanho n, com reposição

e de forma aleatória. Para cada amostra bootstrap estima-se θ através de B réplicas bootstrap,

θ̂∗ = s(y∗).

A estimativa bootstrap do erro padrão é o desvio padrão das réplicas bootstrap, sendo

representado por

êpboot(θ̂
∗) =

√√√√{ 1

B − 1

B∑
b=1

[s(y∗b )− s̄(y∗)]
2

}
,
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em que s(y∗b ) é o valor da estat́ıstica para cada amostra bootstrap, e

s̄(y∗) =
1

B

B∑
b=1

s(y∗b ).

Essa técnica ainda permite que se encontre a estimativa bootstrap do viés do estimador θ̂,

que é dada por

v̂iesboot(θ̂) = θ̂∗boot − θ̂,

em que

θ̂∗boot =
1

B

B∑
b=1

θ̂∗b .

3.2 Testes de hipótese

Considere a partição do vetor θ = (β>, φ)> = (ψ>,ω>)>, com ψ> = (β2, β3, . . . , βq+1)

representando um vetor q-dimensional de parâmetros de interesse e ω> = (β1, βq+2, . . . , βp, φ)

sendo o vetor ((p+ 1− q)× 1) de parâmetros de perturbação. Note que, β1 é o intercepto do

modelo. O interesse consiste em testar

H0 : ψ = ψ0 × H1 : ψ 6= ψ0,

em que ψ0 é um vetor de constantes de dimensão q.

O estimador de máxima verossimilhança restrito a hipótese nula H0 é denotado por θ̃ =

(ψ>0 , ω̃
>)>, enquanto o irrestrito, denotado por θ̂ = (ψ̂>, ω̂>)>. Em (2.5) definimos a função

de log-verossimilhança por `(β, φ), que pode ser denotada por `(θ) = `(ψ,ω). Além disso,

usando a partição supracitada, podemos reescrever o vetor escore e a matriz de informação de

Fisher definida no Caṕıtulo 2, respectivamente, por

U(θ) =

[
Uψ(θ)

Uω(θ)

]
e K(θ) =

[
Kψψ(θ) Kψω(θ)

Kωψ(θ) Kωω(θ)

]
.
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A inversa da matriz de informação de Fisher é dada por

K(θ)−1 =

[
Kψψ(θ) Kψω(θ)

Kωψ(θ) Kωω(θ)

]
.

Os testes assintóticos (para grandes amostras) mais usuais na literatura são: razão de

verossimilhanças (RV ), escore (E), gradiente (G) e Wald (W ). Estes testes têm distribuição,

sob H0, qui-quadrado com q graus de liberdade (χ2
q), onde q é o número de de restrições

impostas pela hipótese nula. As estat́ısticas destes testes são dadas, respectivamente, por:

RV = 2
[
`(θ̂)− `(θ̃)

]
,

E = Uψ(θ̃)>Kψψ(θ̃)Uψ(θ̃),

G = Uψ(θ̃)>
(
ψ̂ −ψ0

)
,

W =
(
ψ̂ −ψ0

)> [
Kψψ(θ̂)

]−1 (
ψ̂ −ψ0

)
.

Vale ressaltar que, sobH0, estas quatros estat́ısticas são assintoticamente equivalentes. Quando

a amostra é pequena ou até mesmo de tamanho moderado, a convergência para a distribuição

χ2
q destas estat́ısticas pode não ser boa e os testes não serão confiáveis (GUEDES et al., 2020;

CORDEIRO e FERRARI, 1991; VARGAS et al., 2014; SEVERINI, 2000). Uma forma de con-

tornar este problema é usar amostragem bootstrap paramétrica (EFRON, 1979), cujo objetivo

é conseguir uma aproximação para a distribuição da estat́ıstica de teste sob H0, a partir das

reamostras bootstrap. Sob a hipótese nula, geramos um grande número de amostras bootstrap

e calculamos as estat́ısticas de teste para cada uma delas. Todas as estat́ısticas de teste de

bootstrap são usadas para estimar a distribuição das estat́ısticas de teste, sob a hipótese nula,

e a partir dáı obtemos um valor cŕıtico para os testes (CRIBARI-NETO e QUEIROZ, 2014).

Segundo Cribari-Neto e Queiroz (2014), o algoritmo de bootstrap pode ser descrito como:
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1. Calcule a estat́ıstica de teste de interesse τ(y) usando a amostra observada y. Aqui τ(y)

será RV , E, G e W ;

2. Substitua os parâmetros do modelo pelas estimativas de θ sob H0, obtidos com base na

amostra y e gere a amostra bootstrap y∗;

3. Use y∗ para estimar o modelo e calcule a estat́ıstica τ ∗ = τ(y∗);

4. Repita os passos 2 e 3 um número B grande de vezes;

5. Com base na distribuição emṕırica das B realizações da estat́ıstica τ ∗ (obtidas nos passos

2 a 4), calcule o quantil de interesse τ ∗1−α, onde α é o ńıvel de nominal do teste;

6. Com a estat́ıstica τ(y), obtida no passo 1, e o valor cŕıtico de bootstrap (τ ∗1−α), obtido

no passo 5, realize o teste.

O quantil τ ∗1−α é o que define a região de rejeição, de modo que, se a estat́ıstica for maior que

o quantil estimado (τ(y) > τ ∗1−α), a hipótese nula é rejeitada. A análise também pode ser feita

pelo valor-p aproximado por bootstrap:

α̂∗ =
#{τ ∗b > τ}

B
,

sendo que τ ∗b é a estat́ıstica de teste calculada a partir da b-ésima amostra de bootstrap, y∗b ,

com b = 1, 2, . . . , B. Neste caso, se α̂∗ for menor que um dado α, a hipótese nula é rejeitada.

3.3 Resultados numéricos

Realizamos um estudo de simulação com 5.000 (cinco mil) réplicas de Monte Carlo e 1.000

(mil) amostras de bootstrap para avaliar os desempenhos dos testes da razão de verossimi-

lhanças (RV ), escore (E), gradiente (G) e Wald (W ), as versões corrigidas são denotadas por

bootstrap, RVboot, Eboot, Gboot e Wboot, respectivamente, segundo a probabilidade do erro tipo

I, ou seja, a probabilidade de rejeitar a hipótese nula quando a mesma é verdadeira, para

ńıveis nominais dos testes pré-estabelecidos. Adicionalmente, avaliamos os comportamentos

dos estimadores de máxima verossimilhança do vetor de parâmetros θ. Para isso, obtemos as
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estimativas dos vieses e as estimativas do erro quadrático médio (EQM) dos estimadores θ̂ e

θ̂∗boot.

As simulações foram realizadas utilizando o software R (R Core Team, 2021), baseadas no

modelo de regressão Gama Unitária (2.4) para os tamanhos de amostra n = 20, 30 e 50. Os

valores das covariáveis foram obtidos de uma distribuição uniforme U(−1/2,1/2) e utilizamos

a função de ligação logito, ou seja, g(µ) = µ/(1 − µ). Consideramos p = 3 e 4 covariáveis

e testamos q = 2 e 3 parâmetros. Definimos os valores dos parâmetros como φ = 10 e

β = (1,ψ0, 1, . . . , 1)>. Os ńıveis nominais considerados foram α = 1%, 5% e 10%. O interesse

neste estudo reside em testar H0 : ψ = 0 contra a hipótese alternativa H1 : ψ 6= 0, em que 0

é um vetor de zeros de dimensão q × 1.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 apresentamos as estimativas de máxima verossimilhança (EMV ), as

estimativas dos vieses e as estimativas do EQM dos estimadores θ̂ e θ̂∗boot. Observamos que,

na maioria dos casos, os vieses (em módulo) e o EQM são menores quando consideramos a

correção pelo viés bootstrap. Isso fica mais evidente para o estimador de φ. Como esperado,

a medida que o tamanho da amostra cresce os vieses e o EQM diminuem. Observamos

ainda que, quando aumentamos o número de covariáveis no modelo, os vieses e o EQM

também aumentam. E esse aumento é menor quando usamos bootstrap, principalmente para

o parâmetro φ.

As taxas de rejeição da hipótese nula dos testes RV , E, G e W , e de suas versões corri-

gidas por bootstrap, RVboot, Eboot, Gboot e Wboot, respectivamente, para os diferentes tamanhos

amostrais n, números de variáveis explicativas p, número de parâmetros a serem testados q e

ńıveis nominais α, podem ser observadas nas Tabelas 3.3 e 3.4. Vale salientar que, os valo-

res das entradas são dadas em porcentagens. Observamos nestas tabelas que quando usamos

amostragem bootstrap, as taxas de rejeição se aproximam de α, em pequenas amostras. Isto

também ocorre quando a amostra cresce. Por exemplo, na Tabela 3.3 quando n = 20, α = 1%,

p = 3, para o teste de Wald temos taxas 4,4% (W ) e 0,8% (Wboot); para o teste Escore temos

0,3% (E) e 1,0% (Eboot). Além disso, à medida que o número de covariáveis aumenta, as taxas

de rejeição ficam mais distantes dos respectivos α, mas quando usamos amostragem bootstrap,

elas permanecem constantes e próximas dos ńıveis nominais usados.
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Tabela 3.1: Estimativas do parâmetros: q = 2, p = 3, 4 e diferentes valores de n; β1 = 1, β2 = β3 = 0
e φ = 10.

θ̂ θ̂∗boot

p n Parâmetros EMV Viés EQM EMV Viés EQM

β1 1,0019 0,0019 0,0068 0,9978 −0,0022 0,0068
20 β2 0,0005 0,0005 0,0763 0,0003 0,0003 0,0760

β3 0,0011 0,0011 0,0763 −0,0009 −0,0009 0,0909
φ 13,2221 3,2221 35,2104 8,8999 −1,1001 12,3239

β1 1,0018 0,0018 0,0050 0,9987 −0,0013 0,0050
3 30 β2 0,0009 0,0009 0,0452 0,0001 0,0001 0,0450

β3 0,0004 0,0004 0,0671 −0,0025 −0,0025 0,0668
φ 11,9604 1,9604 15,5831 6,6166 −0,3834 7,6772

β1 1,0009 0,0009 0,0029 0,9990 0,0011 0,0355
50 β2 0,0011 0,0011 0,0356 0,0011 0,0011 0,0355

β3 −0,0020 −0,0020 0,0423 −0,0032 −0,0032 0,0423
φ 11,1016 1,1016 6,6154 9,8967 −0,1032 4,2932

β1 1,0036 0,0036 0,0070 0,9985 −0,0015 0,0069
β2 −0,0026 −0,0026 0,0781 −0,0006 −0,0006 0,7775

20 β3 0,0000 0,0000 0,0935 −0,0018 −0,0018 0,0928
β4 1,0145 0,0145 0,0761 1,0089 0,0089 0,0754
φ 14,1670 4,1670 48,7444 8,2223 −1,7777 13,7567

β1 1,0027 0,0027 0,0051 0,9989 −0,0011 0,0050
4 β2 −0,0003 −0,0003 0,0457 −0,0005 −0,0005 0,0455

30 β3 0,0001 0,0001 0,0687 −0,0032 −0,0032 0,0683
β4 1,0096 0,0096 0,0603 1,0069 0,0069 0,0600
φ 12,4470 2,4470 19,2189 9,4008 −0,5992 7,8345

β1 1,0017 0,0017 0,0029 0,9993 −0,0007 0,0029
β2 −0,0002 −0,0002 0,0362 0,0003 0,0003 0,0361

50 β3 −0,0011 −0,0011 0,4420 −0,0024 −0,0024 0,0440
β4 1,0100 0,0100 0,0335 1,0075 0,0075 0,0333
φ 11,3532 1,3532 7,6326 9,8398 −0,1602 4,3674
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Tabela 3.2: Estimativas do parâmetros: q = 3, p = 4 e diferentes valores de n, β1 = 1, β2 = β3 =
β4 = 0 e φ = 10.

θ̂ θ̂∗boot

n Parâmetros EMV Viés EQM EMV Viés EQM

β1 1,0038 0,0038 0,0070 0,9986 −0,0014 0,0069
β2 −0.0026 −0,0026 0,0772 −0,0009 −0,0009 0,0766

20 β3 0,0003 0,0003 0,0923 −0,0016 −0,0016 0,0916
β4 0,0090 0,0090 0,0756 0,0075 0,0075 0,0750
φ 14,1661 4,1661 48,7361 8,2133 −1,7867 13,7776

β1 1,0029 0,0029 0,0050 0,9990 −0,0010 0,0050
β2 −0,0003 −0,0003 0,0455 −0,0004 −0,0004 0,0454

30 β3 0,0002 0,0002 0,0677 −0,0028 −0,0028 0,0673
β4 0,0058 0,0058 0,0591 0,0062 0,0062 0,0589
φ 12,4455 2,4455 19,2003 9,4001 −0,5999 7,8375

β1 1,0018 0,0018 0,0029 0,9994 −0,0006 0,0029
β2 −0,0000 −0,0000 0,0361 0,0004 0,0004 0,0360

50 β3 −0,0009 −0,0010 0,0431 −0,0021 −0,0021 0,0429
β4 0,0077 0,0077 0,0332 0,0072 0,0072 0,0331
φ 11,3532 1,3532 7,6358 9,8407 −0,1593 4,3677
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Tabela 3.3: Taxas de rejeição nula: q = 2, p = 3, 4 e diferentes valores de n.

α = 1% α = 5% α = 10%

p Estat́ıstica \ n 20 30 50 20 30 50 20 30 50

RV 1,8 1,6 1,5 8,0 6,5 6,4 14,5 13,0 11,6
E 0,3 0,8 0,7 5,2 4,7 5,2 10,5 10,8 10,6
G 0,5 0,8 0,8 5,2 4,9 5,4 11,1 10,9 10,7
W 4,4 2,8 2,1 10,9 8,8 7,6 17,5 15,2 12,8

3
RVboot 0,8 1,1 1,2 5,5 4,9 5,5 10,0 10,4 10,5
Eboot 1,0 1,3 1,1 5,4 4,8 5,4 9,9 10,4 10,6
Gboot 0,9 1,1 1,2 5,5 4,9 5,5 10,1 10,4 10,5
Wboot 0,8 1,1 1,3 5,6 5,1 5,5 10,3 10,5 10,6

RV 2,5 2,0 1,5 9,4 7,5 6,7 16,4 14,2 12,1
E 0,6 1,0 0,9 6,0 5,3 5,5 12,3 12,0 10,8
G 0,6 0,9 0,9 6,1 5,6 5,7 12,8 12,2 11,0
W 5,5 3,2 2,4 12,9 9,7 7,9 20,0 16,2 13,2

4
RVboot 0,8 1,2 1,2 5,4 5,0 5,2 10,5 10,5 10,2
Eboot 0,9 1,2 1,1 5,3 5,0 5,2 10,2 10,4 10,4
Gboot 0,8 1,2 1,2 5,4 5,0 5,2 10,5 10,5 10,2
Wboot 0,8 1,3 1,2 5,6 5,1 5,2 10,3 10,3 10,5
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Tabela 3.4: Taxas de rejeição nula: q = 3, p = 4 e diferentes valores de n.

α = 1% α = 5% α = 10%

Estat́ıstica \ n 20 30 50 20 30 50 20 30 50

RV 2,4 1,7 1,4 9,5 7,4 6,8 16,6 14,1 12,6
E 0,3 0,6 0,8 4,3 4,3 5,1 10,5 10,0 10,6
G 0,3 0,6 0,6 4,6 4,5 5,2 10,9 10,2 11,0
W 6,4 3,8 2,7 15,0 10,7 8,8 21,6 18,0 14,6

RVboot 1,2 1,0 1,0 5,0 4,8 5,3 10,5 9,8 10,8
Eboot 1,2 1,0 1,2 5,1 4,8 5,6 10,0 10,1 10,6
Gboot 1,2 1,1 1,1 5,1 4,8 5,6 10,5 9,8 10,9
Wboot 1,3 1,0 1,1 5,2 5,0 5,6 10,8 10,2 10,7



Caṕıtulo 4

Aplicação

4.1 Descrição dos dados

Neste caṕıtulo, apresentamos uma aplicação a dados de uma área que vem crescendo muito

no Brasil nos últimos anos: a geração de energia através de sistemas fotovoltaicos. É compro-

vado que a microgeração de energia, que inclui a geração através de sistemas fotovoltaicos, tem

impacto direto na geração distribúıda, uma vez que pode reduzir custos, melhorar a confiabi-

lidade e reduzir o impacto ambiental que é causado por usinas de grande porte. Além disso, a

implementação desta fonte de energia alternativa colabora muito com a geração de empregos,

este setor gerou mais de 86 mil empregos em 2020 (ABSOLAR, 2021b). É importante ressaltar

a importância de fontes alternativas de energia devido a inevitáveis épocas de seca, momentos

estes impactam diretamente na geração de energia por meio de usinas hidroelétricas, que são as

maiores responsáveis por esta atividade no Brasil atualmente, como foi noticiado pelo próprio

site do governo brasileiro (www.gov.br) em janeiro de 2020, ao citar que 63,8% de sua matriz

energética vem da geração através desta fonte. Nessas situações, o apelo se voltaria a fontes

de energia não renováveis, se não fosse o surgimento das alternativas, tais como a fotovoltaica.

Então, levando em conta os fatores atrativos ligados a este setor, como diversificação da matriz

energética; redução de custos e de perdas em todo o processo da geração à distribuição de

energia via geração concentrada de energia; economia de água; diminuição do uso de fontes

não renováveis; geração de empregos; fácil instalação e conexão na rede de distribuição de

18
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baixa tensão; surge a oportunidade de estudar os impactos da microgeração distribúıda, que

vem crescendo cada vez mais – teve um aumento de 39% no Brasil até agosto de 2021 (AB-

SOLAR, 2021c). Este setor demostra, também, um enorme potencial futuro, já que a geração

distribúıda solar pode gerar 173 bilhões de reais em redução de custos aos consumidores até

2050 (ABSOLAR, 2021a), e também que este setor deve atrair até 70 bilhões de reais em 10

anos (ABSOLAR, 2020). Outro fator que mostra o tamanho do potencial de crescimento desta

área é a redução nos preços das peças. Com a maior popularidade da utilização de sistemas

fotovoltaicos e o aumento da oferta do produto, os materiais utilizados nas instalações (como

os módulos solares, inversores, estruturas de suporte, baterias e controladores de carga) já

apresentam valors menores, e isso tende a melhorar ainda mais com o passar do tempo. A

reportagem da ISTOÉ (ISTOÉ, 2021), em janeiro de 2022, relatou que um sistema fotovoltaico

residencial custava, em média, R$ 35.080,00 em junho de 2016; já em junho de 2021, o valor

caiu para R$ 19.520,00, o que representa uma redução de cerca de 40%. Além disso, fintechs

e bancos passaram a financiar o sistema solar.

Diante do exposto, a variável dependente usada na aplicação, deste caṕıtulo, é o percentual

da potência instalada da geração distribúıda por estado brasileiro. Por geração distribúıda,

compreende-se casas e empresas de pequeno e médio porte, ou seja, geração de energia em

locais onde se aplica baixa tensão. Os dados da variável dependente foram obtidos no site da

Associação Brasileira de Energia Solar Fotovoltaica (ABSOLAR, 2021c). Por uma questão de

falta de dados para a variável supracitada, em algumas regiões, foram selecionadas 9 capitais.

As variáveis independentes consideradas foram: a tarifa da energia de baixa tensão, o payback,

o IFDM e a taxa de ocupação destas capitais.

A tarifa aplicada ao consumidor de baixa tensão (tensões até 1000 V que se aplicam ao

público que utiliza uma carga de até 75 KW) é um fator importante inclusive no estudo de

viabilidade para verificar se é benéfico fazer a instalação de um sistema fotovoltaico. Esta

questão, sobretudo a partir de 2018, vem sendo mais estudada no que diz respeito à mudança

na forma de cobrança. Esta mudança pode impactar diretamente na porcentagem de con-

sumidores do sistema fotovoltaico, uma vez que impacta diretamente no tempo de retorno

do projeto, inclusive. Sobre os valores das tarifas, é importante ressaltar que, independente

do tipo de consumidor, na conta de luz são levados em conta os seguintes fatores: geração,
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transporte de energia até o consumidor (que envolve transmissão e distribuição) e tributos e

encargos. Cada concessionária e estado possui esses custos diferentes, uma vez que estas tarifas

levam em conta caracteŕısticas de cada área de concessão da distribuidora, ainda que regula-

mentadas pela ANEEL. Além do custo com a aquisição da energia elétrica, a tarifa aplicada ao

consumidor leva em conta mais 4 fatores: custos relativos ao uso do sistema de distribuição;

custos relativos ao uso do sistema de transmissão; perdas técnicas (energia dissipada pelos

condutores quando há passagem de corrente) e não técnicas (problemas com medidores); e

encargos diversos e tributos. Os tributos incidentes na tarifa são: Imposto sobre Circulação

de Mercadorias e Serviços (ICMS), Programa de Integração Social (PIS) e a Contribuição para

o Financiamento de Seguridade Social (Cofins).

Outra variável independente considerada é o payback, que é fundamental no projeto de

investimento de alguém que deseja investir na geração de energia por meio da fonte renovável

supracitada. Esta é uma forma de definir o tempo de retorno sobre um investimento inicial. A

partir deste indicador, o investidor consegue obter mais um parâmetro para definir se é viável

ou não entrar em determinado projeto. Portanto, é fundamental verificar se esta variável

impacta percentual da potência instalada da geração distribúıda por estado brasileiro, já

que, teoricamente, o consumidor deve levar em conta este tempo de retorno para verificar

se vai instalar este sistema de fato. Segundo Claudio Loureiro da Array, que trabalha em

uma empresa americana de energia solar, em entrevista à Revista ISTOÉ (ISTOÉ, 2021), o

payback médio, nestes casos, era de 5 anos, e hoje pode ser calculado em 4 anos, com a bandeira

vermelha. Este tempo curto de retorno de investimento para consumidores, principalmente

residenciais, pode ser mais um atrativo em prol do crescimento deste setor.

O IFDM é o Índice Firjan de Desenvolvimento Municipal. Neste estudo, foram levados

em conta os dados desta variável referente ao ano de 2016. Criado em 2008, ele é feito,

exclusivamente, com base em estat́ısticas públicas oficiais, disponibilizadas pelos ministérios

do Trabalho, Educação e Saúde (FIRJAN, 2018). MELO (2017) mostrou uma relação positiva

entre o IFDM e a implementação de parques eólicos – que também são fontes de energia

renováveis - na Bahia, o que desperta o interesse da relação deste com a variável dependente

aqui estudada. Este ı́ndice é uma referência para avaliar o desenvolvimento socioeconômico, e

acompanha quatro áreas: emprego, renda, educação e saúde. A leitura deste dado funciona da
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seguinte forma: ele varia entre 0 e 1, e quanto mais próximo de 1, maior do desenvolvimento

da localidade estudada. Outro ponto interessante a respeito deste indicador é que ele mostra

se a melhoria é em decorrência da adoção de poĺıticas do próprio local e se é apenas reflexo dos

demais munićıpios. Se espera que este ı́ndice faça parte do modelo por mostrar a realidade

socioeconômica de cada capital, o que impacta no poder de informação e de capital, por

exemplo, dos indiv́ıduos. No caso desta variável, foram estabelecidos 4 conceitos para o IFDM:

os locais com valores entre 0 e 0,4 apresentam um baixo estágio de desenvolvimento; entre 0,4

e 0,6 possuem desenvolvimento regular; entre 0,6 e 0,8; desenvolvimento moderado; e, por fim,

entre 0,8 e 1, alto estágio de desenvolvimento.

A última variável independente considerada diz respeito à taxa de ocupação de pessoas nas

localidades estudadas. É importante ressaltar o que isso significa. Na metodologia utilizada

pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estat́ıstica (IBGE), uma pessoa ocupada é aquela que,

exerce atividade profissional (formal ou informal, remunerada ou não) durante no mı́nimo

uma hora completa na semana de referência da pesquisa, veja IBGE (2020). É importante

considerar, inicialmente, esta variável neste estudo pelo fato de que, para o consumidor usufruir

deste tipo de geração de energia, é necessário investimento, e para poder investir, é necessário

que se tenha capital. Portanto, há a expectativa de que isto tenha um impacto positivo sobre a

variável explicada, que é o percentual da potência instalada da geração distribúıda por estado

brasileiro.

Os dados são apresentados na Tabela 4.1.

4.2 Modelagem

O modelo geral considerado inicialmente é o modelo de regressão Gama-Unitária, dado por

logit(µi) = β0 + β1x1i + β2x2i + β3x3i + β4x4i, i = 1, 2, . . . , n, (4.1)

em que x1i é a taxa de baixa tensão, x2i é o IFDM, x3i é a taxa de ocupação e x4i é o

payback. As estimativas dos parâmetros são β̂0 = 28,214, β̂1 = −0,0314, β̂2 = −1,938,

β̂3 = 5,164, β̂4 = −2,396 e φ = 24,098. E as respectivas estimativas corrigidas, via bootstrap

são: β̂∗0 = 49,894, β̂∗1 = −0,054, β̂∗2 = −5,747, β̂∗3 = 9,557, β̂∗4 = −4,121 e φ∗ = 44,268.
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Tabela 4.1: Dados usados na aplicação.

Capitais Potência instalada Tarifa Baixa Pay Back IFDM População
(%) Tensão (R$ x MWh) Anos IFDM ocupada (%)

Belo Horizonte 0,6 708,29 5,67 0,822 58,7
Braśılia 1,1 552,86 6,36 0,780 46,2

Campo Grande 0,7 430,22 8,28 0,815 33,3
Cuiabá 1,3 522,01 6,69 0,827 44,6

Fortaleza 0,9 633,69 5,18 0,745 31,8
Goiânia 0,8 639,18 5,50 0,817 43,6
Manaus 0,6 593,75 6,24 0,693 23,7

Rio de Janeiro 0,8 725,13 5,20 0,789 37,1
Teresina 0,9 586,49 5,66 0,828 35,1

Fonte: ABSOLAR (2021c), Índice COMERC (2016), IFDM (2018)

Inicialmente, testamos a hipótese de H0 : (β1, β2) = (0, 0)> contra H1 : (β1, β2) 6= (0, 0)>,

foram obtidos os seguintes valores: teste de Razão de Verossimilhança, Gradiente, Escore e

Wald apresentaram valores-p, sem correção, respectivamente, de 1,000; 0,000; 0,219 e 0,003.

Os mesmos testes, ainda respectivamente, apresentaram valores-p, com correção, de 0,058;

0,020; 0,067 e 0,066. Isso significa que, a um ńıvel de significância de 5%, os testes de Razão de

Verossimilhança (sem e com correção), Gradiente (com correção), Escore (sem e com correção)

e Wald (com correção), não apresentam ind́ıcios para rejeitar a hipótese nula, enquanto apenas

nos testes Gradiente e Wald (ambos sem correção), há rejeição da hipótese nula. Como este

teste analisou a relevância dos dois primeiros parâmetros (Taxa de Baixa Tensão e IFDM),

eles devem ser retirados do modelo e, então, temos o modelo reduzido:

logit(µi) = β0 + β3x3i + β4x4i, i = 1, 2, . . . , n. (4.2)

Neste caso, As estimativas dos parâmetros são β̂0 = −4,938, β̂3 = 0,548, β̂4 = 0,007 e φ =

112,371. E as respectivas estimativas corrigidas, via bootstrap são: β̂∗0 = −9,863, β̂∗3 = 1,097,

β̂∗4 = 0,013 e φ∗ = 224,370.

Consideramos agora o teste H0 : (β3, β4) = (0, 0)> contra H1 : (β3, β4) 6= (0, 0)>, o

resultado foi: teste de Razão de Verossimilhança, Gradiente, Escore e Wald apresentaram
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valores-p, sem correção, respectivamente, de 1,000; 0,945; 0,963 e 0,938. Todos os testes

corrigidos apresentaram valores-p de 0,002. Ou seja, a um ńıvel de significância de 5%, sem

correção, todos os testes não rejeitariam a hipótese nula e descartariam as variáveis restantes.

Porém, com a correção, todos eles rejeitam , o que significa que os parâmetros não devem ser

descartados.

Outro fator indicativo é o AIC (do português, Critério de Informação de Akaike), que ajuda

a escolher, dentre modelos, o que minimiza a divergência Kulback-Leiber, que está relacionada

à informação perdida, uma vez que o modelo se trata de uma aproximação da realidade, e

não dela entendida na sua totalidade, com todos os dados à disposição (BOZDOGAN, 1987).

Desta forma, o modelo com o menor valor é considerado, por este quesito, o melhor. O valor

para o primeiro modelo apresentado neste estudo foi de AIC = −49,979, enquanto o do

segundo foi de AIC = −75,384. Logo, pela explicação dada, há mais um indicativo de que o

último se mostra, de fato, um modelo mais confiável.

Em suma, se conclui disto que as variáveis Taxa de Baixa Tensão e IFDM não são signi-

ficativas para a geração de energia nas capitais brasileiras através de sistemas fotovoltaicos; e

com relação à Taxa de Ocupação e o payback, a dedução é o oposto (as variáveis se mostram

significativas).



Caṕıtulo 5

Conclusões

Existem em muitas situações práticas, dados de taxas e proporções. Nestes casos, alguns

modelos são usados na literatura, como por exemplo, o modelo de regressão Gama Unitária.

Este trabalho se mostra um importante contribuinte para a pesquisa por comprovar que a

aplicação da reamostragem via bootstrap, de fato, impacta positivamente no modelo abordado.

Ou seja, nos direciona para uma interpretação correta dos impactos de variáveis dependenden-

tes sobre a variável resposta. Foram realizados estudos através de simulações de Monte Carlo,

via bootstrap, para obtenção de estimadores de máxima verossimilhança e testes de hipóteses

corrigidos para tamanho de amostras pequeno. Estes estudos numéricos foram feitos usando o

software R (R Core Team, 2021). Avaliamos numericamente os desempenhos dos estimadores

e dos testes originais e corrigidos e verificamos que as versões corrigidas apresentam compor-

tamento mais confiáveis em amostras de tamanhos pequeno do que os estimadores e testes

usuais.

Outra contribuição importante desta dissertação foi uma aplicação a dados reais, em que a

variável dependente foi o percentual da potência instalada da geração distribúıda por estado

brasileiro. Inicialmente, quatro variáveis independentes foram consideradas no modelo, a

saber: Taxa de Baixa Tensão, IFDM, Taxa de ocupação e payback. Após o uso dos testes

corrigidos, propostos aqui, as duas primeiras variáveis não foram significativas. Assim, no

modelo final, temos a taxa de ocupação e o payback explicando o percentual da potência

instalada de energia fotovoltaica.

24



5. Conclusões 25

Enfim, neste trabalho, observamos que o método bootstrap para correção de viés de estima-

dores e testes de hipóteses tem um desempenho muito bom, quando consideramos o modelo

de regressão Gama Unitário na modelagem dos dados.



Apêndice A

Vetor escore e matriz de informação de Fisher

Neste apêndice, apresentamos, matricialmente, o vetor escore, a matriz de informação

observada e a matriz de informação de Fisher (esperada) mostradas no Caṕıtulo 2. Estas

quantidades foram obtidas em Mousa et al. (2016) e Rocha (2020).

A.1 Densidade da Gama Unitária

Vimos, no Caṕıtulo 2, que W ∼ Gama(α, φ). Para obter a distribuição Gama Unitária

a partir da distribuição Gama, Rocha (2020) usa a transformação Y = e−W , obtendo Y ∼
UG(α, φ). Abaixo temos a função distribuição acumulada da variável Y ,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P
(
e−W ≤ y

)
= P (−W ≤ log y) = P (W ≥ − log y)

= 1− P (W < − log y)

= 1− FW (− log y).

Derivando com respeito a y, obtém-se

f(y) = −g(− log y)

(
−1

y

)
=
g(− log y)

y
.
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Mas

g(w;α,φ) =
αφ

Γ(φ)
e−αwwφ−1.

Portanto,

f(y) =
αφ

Γ(φ)
e−α(− log y)(− log y)φ−1

1

y

f(y) =
αφ

Γ(φ)
yα−1(− log y)φ−1.

Para obter a f.d.p. da Gama Unitária em termos de µ e φ, vamos calcular, primeiramente, o

valor da Esperança E(Y ). Temos

E(Y ) =

∫ 1

0

yf(y)dy

=

∫ 1

0

y
αφ

Γ(φ)
yα−1(− log y)φ−1dy

=
αφ

Γ(φ)

∫ 1

0

yα(− log y)φ−1dy.

Se usarmos a f.d.p. da distribuição UG(α + 1,φ), obtemos que∫ 1

0

yα(− log y)φ−1dy =
Γ(φ)

(α + 1)φ
.

Logo,

E(Y ) =
αφ

Γ(φ)

Γ(φ)

(α + 1)φ
.

Portanto,

E(Y ) =

(
α

α + 1

)φ
.

Considerando que E(Y ) = µ, temos

µ =

(
α

α + 1

)φ
.
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Logo,

α =
µ1/φ

1− µ1/φ
. (A.1)

Desta forma, a f.d.p. da Gama Unitária em termos de µ e φ é dada por

f(y;µ,φ) =
1

Γ(φ)

[
µ1/φ

1− µ1/φ

]φ
y[µ1/φ/(1−µ1/φ)]−1(− log y)φ−1.

A.2 Vetor escore

A função de verossimilhança é representada por

L(µi,φ) =
n∏
i=1

f(yi;αi,φ)

=
n∏
i=1

{
αφi

Γ(φ)
yαi−1i (− log yi)

φ−1

}

=

[
n∏
i=1

Γ(φ)−1

][
n∏
i=1

αφi

][
n∏
i=1

yi

]αi−1 [ n∏
i=1

(− log yi)

]φ−1
.

O logaritmo da função de verossimilhança é dado por

l(µi,φ) = log[L(µi,φ)]

= log


[

n∏
i=1

Γ(φ)−1

][
n∏
i=1

αφi

][
n∏
i=1

yi

]αi−1 [ n∏
i=1

(− log yi)

]φ−1
=

n∑
i=1

φ logαi −
n∑
i=1

log[Γ(φ)] +
n∑
i=1

(αi − 1) log yi +
n∑
i=1

(φ− 1) log(− log yi)

=
n∑
i=1

{φ logαi − log[Γ(φ)] + (αi − 1) log yi + (φ− 1) log(− log yi)}.
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Portanto, a equação acima pode ser escrita como

`(β,φ) =
n∑
i=1

`i(µi,φ), (A.2)

com

`i(µi,φ) = φ logαi − log[Γ(φ)] + (αi − 1) log yi + (φ− 1) log(− log yi),

sendo que αi = µ
1/φ
i /(1− µ1/φ

i ). A primeira derivada de (A.2) com relação a βj é

∂`

∂βj
=

n∑
i=1

∂`i(µi,φ)

∂βj
,

em que

∂`i(µi,φ)

∂βj
=

∂

∂βj

{
φ logαi − log[Γ(φ)] + (αi − 1) log yi + (φ− 1) log(− log yi)

}
. (A.3)

Pode-se escrever, ainda, a partir de (2.4), que µi = g−1(ηi). Fazendo g−1(cdot) = h(cdot),

conclui-se que

µi = h(ηi).

Dáı,
∂µi
∂βj

= h′(ηi)
∂ηi
∂βj

,

em que h′(ηi) = ∂h(ηi)/∂βj. Além disso,

∂ηi
∂βj

=
∂(X>j β)

∂βj
= xij.

Portanto,
∂µi
∂βj

= h′(ηi)xij.

Além disso,
∂αi
∂βj

=
∂αi
∂µi

∂µi
∂βj

.
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Mas,

∂αi
∂µi

=
∂

∂µi

{
µ
1/φ
i

1− µ1/φ
i

}

=
(1/φ)µ

(1/φ)−1
i (1− µ1/φ

i )− µ1/φ
i [−(1/φ)µ

(1/φ)−1
i ]

[1− µ1/φ
i ]2

∂αi
∂µi

=
µ
(1/φ)−1
i

φ
[
1− µ1/φ

i

]2 .
Sabemos que

αi =
µ
1/φ
i

1− µ1/φ
i

.

Então,

1− µ1/φ
i =

µ
1/φ
i

αi
.

Logo,

∂αi
∂µi

=
µ
1/φ
i

1− µ1/φ
i

µ−1i

φ(1− µ1/φ
i )

= αi
µ−1i

φ
µ
1/φ
i

αi

∂αi
∂µi

=
α2
i

φµ
1/φ+1
i

.

Assim,
∂αi
∂βj

=
α2
i

φµ
1/φ+1
i

h′(ηj)xij.
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Voltando na equação (A.3):

∂`i(µi,φ)

∂βj
=

∂

∂βj

{
φ logαi − log(Γ(φ) + αi − 1) log yi + (φ− 1) log(− log yi)

}
=

{
φ

α

∂αi
∂βj

+ log yi
∂αi
∂βj

}
=

[
αi

µ
1/φ+1
i

+
α2
i log yi

φµ
1/φ+1
i

]
h′(ηj)xij.

Portanto,
∂`i(µi,φ)

∂βj
= (µ∗i + y∗i )h

′(ηi)xij, (A.4)

com

µ∗i =
αi

µ
1/φ+1
i

e y∗i =
α2
i log yi

φµ
1/φ+1
i

. (A.5)

Faça

X =


X>1

X>2
...

X>n

 =


x11 x12 · · · x1p

x11 x12 · · · x1p
...

...
...

...

xn1 xn2 · · · xnp

 ,

T =


h′(η1) 0 · · · 0

0 h′(η2) · · · 0
...

...
...

...

0 0 · · · h′(η1)



e s =


µ∗1 + y∗1

µ∗2 + y∗2
...

µ∗n + y∗n

 .
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Dáı,

Uβ(β,φ) =
∂`(β,φ)

∂β
= X>Ts

=


∑n

i=1(µ
∗
i + y∗i )h

′(ηi)xi1∑n
i=1(µ

∗
i + y∗i )h

′(ηi)xi2
...∑n

i=1(µ
∗
i + y∗i )h

′(ηi)xip

 =


∂`(β,φ)
∂β1

∂`(β,φ)
∂β2
...

∂`(β,φ)
∂βp

 .

Portanto,

Uβ(β,φ) = X>Ts.

Agora, é preciso calcular

Uφ(β,φ) =
∂`(β,φ)

∂φ
.

Mas,
∂`(β,φ)

∂φ
=

n∑
i=1

∂`i(β,φ)

∂φ
,

com

∂`i(β,φ)

∂φ
=

∂

∂φ

{
φ logαi − log(Γ(φ) + (αi − 1) log yi + (φ− 1) log(− log yi)

}
= logαi + φ

1

αi

∂αi
∂φ
−Ψ(φ) +

∂αi
∂φ

log yi + log(− log yi),

em que

ψ(φ) =
∂

∂φ
log Γ(φ).

Agora, é preciso encontrar

∂αi
∂φ

=
∂

∂φ

[
µ
1/φ
i

1− µ1/φ
i

]
.

Usando a propriedade da função exponencial, temos que

µ
1/φ
i = e(1/φ) log µi .
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Então,

dµ
1/φ
i

dφ
= e(1/φ) log µi(− 1

φ2
) log µi

= −µ
1/φ
i

φ2
log µi.

Portanto,

∂αi
∂φ

=

−µ
1/φ
i

φ2
log µi(1− µ1/φ

i )− µ1/φ
i

[
µ
1/φ
i

φ2
log µi

]
[
1− µ1/φ

i

]2
= αi

[
− log µi

φ2(1− µ1/φ
i )

]
.

A partir de (A.1),
1

1− µ1/φ
i

=
αi

µ
1/φ
i

,

então,

∂αi
∂φ

= αi

(
− log µi

φ2

)
1

1− µ1/φ
i

= −α
2
i log µi

φ2µ
1/φ
i

Dáı,

∂`i(β,φ)

∂φ
= logαi +

φ

αi

[
−α

2
i log µi

φ2µ
1/φ
i

]
−Ψ(φ) + log yi

[
−α

2
i log µi

φ2µ
1/φ
i

]
+ log(− log yi)(A.6)

= log(− log yt)−Ψ(φ)− log

(
µ
1/φ
i

αi

)
− 1

φ
αi log µi

[
1 +

αi log yi

φµ
1/φ
i

]
(A.7)
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Portanto,

Uφ(β,φ) =
n∑
i=1

ut,

em que

ui = log(− log yi)−Ψ(φ)− log

(
µ
1/φ
i

αi

)
− 1

φ
αi log µi

[
1 +

αi log yi

φµ
1/φ
i

]
.

O vetor score assume a forma

U((β,φ) =

[
Uβ(β,φ)

Uφ(β,φ)

]
.

A.3 Matriz de informação de Fisher

A matriz de informação de Fisher é dada por

K(β,φ) =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
,

em que

Kββ = X>WββX, Kβφ = Kφβ = X>Wβφ1 e Kφφ = 1>Wφφ1.

De (A.4), temos

∂2`i(µi,φ)

∂βj∂βk
=

[
∂µ∗i
∂βj

+
∂y∗i
∂βj

]
h′(ηi)xik + (µ∗i + y∗i )h”(ηi)

∂ηi
∂βj

xik.

De (A.5), conclui-se que

∂µ∗i
∂βj

=
1[

µ
1/φ+1
i

]2 {(∂αi∂βj

)
µ
1/φ+1
i − αi

(
1

φ
+ 1

)
µ
1/φ
i

∂µi
∂βj

}

=
αih

′(ηi)xij

φ
[
µ
1/φ+1
i

]2 (αi − µ1/φ
i − φµ1/φ

i

)
,
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e também que

∂y∗i
∂βj

=
1[

µ
1/φ+1
i

]2 {2αi
∂αi
∂βj

µ
1/φ+1
i − α2

i

(
1

φ
+ 1

)
µ
1/φ
i

∂µi
∂βj

}
log yi
φ

=
α2
ih
′(ηi)xij log yi

φ2
[
µ
1/φ+1
i

]2 (
2αi − µ1/φ

i − φµ1/φ
i

)
,

Portanto,

−∂
2`i(µt,φ)

∂βj∂βk
= −αi [h

′(ηi)]
2 xijxik

φ2
[
µ
1/φ+1
i

]2
[
φαi − φµ1/φ

i − φ2µ
1/φ
i + 2α2

i log yi − αi log yiµ
1/φ
i

− αi log yiφµ
1/φ
i

]
− (µ∗i + y∗i )h”(ηi)xijxik.

Sabemos que

E

[
∂`i(µi,φ)

∂βk

]
= 0

E [(µ∗i + y∗i )h
′(ηi)xik] = 0

E (µ∗i + y∗i )h
′(ηi)xik = 0

E (µ∗i + y∗i ) = 0.

Além disso,

E (µ∗i ) + E (y∗i ) = 0

E (y∗i ) = −µ∗i
α2
i

φµ
1/φ+1
i

E[log yi] = − αi

µ
1/φ+1
i

E[log yi] = − φ
αi
.
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Dáı,

E

[
−∂

2`i(µi,φ)

∂βj∂βk

]
= −αi [h

′(ηi)]
2 xijxik

φ2
[
µ
1/φ+1
i

]2 [φαi − φµ1/φ
i − φ2µ

1/φ
i + 2α2

iE(log yi)− αiE(log yi)µ
1/φ
i

− αiE(log yi)φµ
1/φ
i ]− E (µ∗i + y∗i )h”(ηi)xijxik

= −α
2
i [h
′(ηi)]

2xijxik

φ
[
µ
1/φ+1
i

]2 .

Logo,

Kβjβk = E

[
−∂

2`i(µi,φ)

∂βj∂βk

]
=

n∑
i=1

xij
α2
i [h
′(ηi)]

2

φ
[
µ
1/φ+1
i

]2xik
=

n∑
i=1

xij
α2
i

φ
[h′(ηi)]

2xik

,
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em que αi = αi/
(
µ
1/φ+1
i

)
. Dáı,

Kββ =


Kβ1β1 Kβ1β2 · · · Kβ1βp

Kβ2β1 Kβ2β2 · · · Kβ2βp
...

...
...

...

Kβpβ1 Kβpβ2 · · · Kβpβp

 = X>WββX

=


x11 x21 · · · xn1

x12 x22 · · · xn2
...

...
...

...

x1p x2p · · · xnp

×


(α2
1/φ)h′(η1)

2 0 · · · 0

0 (α2
2/φ)h′(η2)

2 · · · 0
... 0

...
...

0 0 · · · (α2
n/φ)h′(ηn)2



×


x11 x12 · · · x1p

x21 x22 · · · x2p
...

...
...

...

xn1 xn2 · · · xnp



=


∑n

i=1 xi1(α
2
i /φ)h′(ηi)

2xi1 · · ·
∑n

i=1 xi1(α
2
i /φ)h′(ηi)

2xip
...

...
...∑n

i=1 xip(α
2
i /φ)h′(ηi)

2xi1 · · ·
∑n

i=1 xip(α
2
i /φ)h′(ηi)

2xip.


Portanto,

Kββ = X>WββX.
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Agora, de (A.6), temos

∂2`i(µi,φ)

∂φ2
=

∂

∂φ

{
log(− log yt)−Ψ(φ)− log

(
µ
1/φ
i

αi

)
− 1

φ
αi log µi

[
1 +

αi log yi

φµ
1/φ
i

]}

= −∂Ψ(φ)

∂φ
−
(
−1

φ2

)
log µi +

1

αi

∂αi
∂φ
− ∂

∂φ

[
αi
φ

log µt +
α2
i

φ2µ
1/φ
i

log(yi) log(µi)

]

= −Ψ′(φ) +
log(µi)

φ2
− αi log(µi)

φ2µ
1/φ
i

+
α2
i [log(µi)]

2

φ3µ
1/φ
i

+
αi log(µi)

φ2

+
2α3

i

φ4
[
µ
1/φ
i

]2 log(yi)[log(µi)]
2 +

2α2
i log(µi)

φ3µ
1/φ
i

log(yi)−
α2
i [log(µi)]

2

φ4µ
1/φ
i

log(yi).

Sabemos que E[log(yt)] = −φ/αt. Então,

∂2`i(µi,φ)

∂φ2
= Ψ′(φ) +

2ci
φ2

+
c2i
φ3

+
log(µi)

φ2

(
−(αi + 1) +

αi

µ
1/φ
i

)
,

em que, ci = [αi log(µi)]/(µ
1/φ
i ). Mas αi + 1 = αi/(µ

1/φ
i ). Portanto,

∂2`i(µi,φ)

∂φ2
= Ψ′(φ) +

2ci
φ2

+
c2i
φ3
.
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Assim, temos

Kφφ = E

[
−∂

2`(β,φ)

∂φ2

]
=

n∑
i=1

E

[
−∂

2`i(β,φ)

∂φ2

]
=

n∑
i=1

E

[
Ψ′(φ) +

2ci
φ2

+
c2i
φ3

]

=
[

1 1 · · · 1
]


Ψ′(φ) + 2c1/φ
2 + c21/φ

3 · · · 0

0 · · · 0
...

...
...

0 · · · Ψ′(φ) + 2cn/φ
2 + c2n/φ

3




1

1
...

1


= 1>Wφφ1.

Agora, ainda de (A.6), temos

∂2`i(µi,φ)

∂βj∂φ
=

∂

∂βj

{
log(− log yt)−Ψ(φ)− log

(
µ
1/φ
i

αi

)
− 1

φ
αi log µi

[
1 +

αi log yi

φµ
1/φ
i

]}

= −

{
1

φ

1

µi

∂µi
∂βj
− 1

αi

∂αi
∂βj

+
1

φ

[
∂αi
∂βj

log(µi) +
αi
µi

∂µi
∂βj

+
log(yi)

φ2
[
µ
1/φ
i

]2
([

2αi
∂αi
∂βj

log(µi)

+
α2
i

µi

∂µi
∂βj

]
φµ

1/φ
i − α2

i log(µi)µ
1/φ−1
i

∂µi
∂βj

)]}
.

Mas ∂µi/∂βj = h′(ηi)xij. Então,

∂2`i(µi,φ)

∂βj∂φ
= −h′(ηi)xij

{
1

φµi
− 1

αi

α2
i

φµ
1/φ+1
i

+
1

φ

[
α2
i

φµ
1/φ+1
i

log(µi) +
αi
µi

+
log(yi)

φ2
[
µ
1/φ
i

]2
([

2αi
α2
i

φµ
1/φ+1
i

log(µi) +
α2
i

µi

]
φµ

1/φ
i − α2

i log(µi)µ
1/φ−1
i

)]}
.
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Sabemos que E[log(yi)] = −φ/αi. Então,

E

[
−∂

2`i(µi,φ)

∂βj∂φ

]
=

h′(ηi)xij
φ

{
1

µi
− αi

µ
1/φ+1
i

+
α2
i log(µi)

φµ
1/φ+1
i

+
αi
µi
− 2α2

i log(µi)

φµ
1/φ+1
i µ

1/φ
i

− αi

µ
1/φ+1
i

+
αi log(µi)

φµ
1/φ+1
i

}
.

Mas αi + 1 = αi/(µ
1/φ
i ). Portanto,

E

[
−∂

2`i(µi,φ)

∂βj∂φ

]
=

h′(ηi)xij
φ

{
1

µi

αi

µ
1/φ
i

− 2αi

µ
1/φ+1
i

+
αi log(µi)

φµ
1/φ+1
i

αi

µ
1/φ
i

− 2α2
i log(µi)

φµ
1/φ+1
i µ

1/φ
i

}

=
h′(ηi)xij

φµ
1/φ+1
i

{
− αi −

α2
i log(µi)

φµ
1/φ
i

}

= − αi

µ
1/φ+1
i

1

φ

{
1

φ

αi log(µi)

µ
1/φ
i

+ 1

}
h′(ηi)xij.

Fazendo ai = αi/(µ
1/φ+1
i ), ci = αi log(µi)/(µ

1/φ
i ) e bi = −at, temos

E

[
−∂

2`i(µi,φ)

∂βj∂φ

]
=
bi
φ

(
ci
φ

+ 1

)
h′(ηi)xij.
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Portanto,

Kβφ = Kφβ =


Kβ1φ Kβ1φ · · · Kβ1φ

Kβ2φ Kβ2φ · · · Kβ2φ

...
...

...
...

Kβpφ Kβpφ · · · Kβpφ

 =

=


x11 x21 · · · xn1

x12 x22 · · · xn2
...

...
...

...

x1p x2p · · · xnp



×


(b1/φ)(c1/φ+ 1)h′(η1) 0 · · · 0

0 (b2/φ)(c2/φ+ 1)h′(η2) · · · 0
...

...
...

...

0 0 · · · (bn/φ)(cn/φ+ 1)h′(ηn)

×


1

1
...

1



=


∑n

i=1(bi/φ)(ci/φ+ 1)h′(ηi)xi1 · · ·
∑n

i=1(bi/φ)(ci/φ+ 1)h′(ηi)xip
...

...
...∑n

i=1(bi/φ)(ci/φ+ 1)h′(ηi)xi1 · · ·
∑n

i=1(bi/φ)(ci/φ+ 1)h′(ηi)xip


= X>Wβφ1.
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[1] ABSOLAR (2020). Associação Brasileira de Energia Solar Fotovoltaica, https:

//www.absolar.org.br/noticia/geracao-distribuida-de-energia-deve-atrair

-ate-r70-bi-em-10-anos-preve-governo

[2] ABSOLAR (2021a). Associação Brasileira de Energia Solar Fotovoltaica, https:

//www.absolar.org.br/noticia/geracao-distribuida-solar-pode-gerar-r-173-

bilhoes-em-reducao-de-custos-aos-consumidores-ate-2050-aponta-absolar,

acessado em 25/08/2022.

[3] ABSOLAR (2021b). Associação Brasileira de Energia Solar Fotovoltaica,

https://www.absolar.org.br/noticia/setor-fotovoltaico-gerou-mais-de-86-mil-empregos-

no-brasil-em-2020, acessado em 25/08/2022.

[4] ABSOLAR (2021c). Associação Brasileira de Energia Solar Fotovoltaica, https://www.

absolar.org.br/mercado/infografico/, acessado em 25/08/2022.

[5] BARNDORFF-NIELSEN, O. E. (1991). Modified signed log likelihood ratio. Biometrika,

v. 78, p. 557–563.

[6] BARTLETT, M. S. (1937). Properties of sufficiency and statistical test. In: Proceeding

of the Royal Society A, v. 160, p. 268-282.

[7] CARRASCO, J. M.F.; FERRARI, S. L. P.; ARELLANO-VALLE, R. B. (2014). Errors-

in-variables beta regression models. Journal of Applied Statistics, v.41, p. 1530-1547.

42

https://www.absolar.org.br/noticia/geracao-distribuida-de-energia-deve-atrair
https://www.absolar.org.br/noticia/geracao-distribuida-de-energia-deve-atrair
-ate-r70-bi-em-10-anos-preve-governo
https://www.absolar.org.br/noticia/geracao-distribuida-solar-pode-gerar-r-173-
https://www.absolar.org.br/noticia/geracao-distribuida-solar-pode-gerar-r-173-
bilhoes-em-reducao-de-custos-aos-consumidores-ate-2050-aponta-absolar
https://www.absolar.org.br/mercado/infografico/
https://www.absolar.org.br/mercado/infografico/


Referências Bibliográficas 43
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