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Resumo

Pereira, Rosane Gomes. Desigualdades Universais para Autovalores do
Operador Poli-harmônico. Goiânia, 2012. 73p. Dissertação de Mestrado.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, estudamos autovalores do operador poli-harmônico em vari-
edades Riemannianas compactas com fronteira ( possivelmente vazia ). Aqui,
apresentamos uma desigualdade universal para os autovalores do operador poli-
harmônico em domínios compactos no Espaço Euclidiano Rn. Esta desigualdade
controla o k-ésimo autovalor pelos autovalores menores, independentemente da
geometria particular do domínio.
Além disso, a desigualdade que apresentamos cobre a importante desigualdade
de Yang em autovalores do Laplaciano de Dirichlet. Finalmente, apresentamos
desigualdades universais para autovalores do operador poli-harmônico em
domínios compactos na esfera unitária n- dimensional Sn.

Palavras–chave e Frases
Variedades Riemannianas, Cotas Universais, Desigualdade tipo-Yang,

Operador Poli-harmônico.



Abstract

Pereira, Rosane Gomes. Universal Bounds for Eigenvalues of the Poly-
harmonic Operator. Goiânia, 2012. 73p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work, we study eigenvalues of polyharmonic operators on compact
Riemannian manifolds with boundary (possibly empty). Here, we bring in a
universal inequality for the eigenvalues of the polyharmonic operator on compact
domains in an Euclidean space Rn. This inequality controls the kth eigenvalue by
the lower eigenvalues, independently of the particular geometry of the domain.
Besides, a inequality we present covers the important Yang inequality on
eigenvalues of the Dirichlet Laplacian. Finally, we introduce universal inequalities
for eigenvalues of polyharmonic operator on compact domains in a unit n-sphere
Sn.

Keywords and Phrases
Riemannian Manifolds, Universal Bounds, Yang-type Inequality, Poly-

harmonic Operator.
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Introdução

O estudo dos autovalores tem sua origem no método de separação de
variáveis e apresentou-se de muito interesse para alguns ramos da matemática, e
principalmente, da física. Nesta introdução, buscamos apresentar uma cronologia
para os estudos dos problemas e, nos casos particulares, apresentamos as
desigualdades mais famosas. Aqui, o nosso objetivo mais primordial é justificar
a necessidade de obtermos desigualdades tipo-Yang, para isso organizamos as
várias desigualdades numa linha de implicações, a qual mostra sem sombra de
dúvidas, que a desigualdade de Yang é a melhor.

Consideremos Ω um domínio conexo, limitado e com fronteira suave no
espaço Euclidiano Rn, n ≥ 2, ν o campo normal unitário exterior a ∂Ω e seja l um
inteiro positivo. Soluções de ∆u = 0 num domínio Ω ⊂Rn são as clássicas funções
harmônicas que descrevem a posição de equilíbrio de uma membrana elástica
homogênea. Soluções de ∆2u = 0 são chamadas bi-harmônicas, e elas modelam
o equilíbrio de placas homogêneas. Similarmente, soluções de ∆lu = 0, l ∈N; são
chamadas poli-harmônicas.

Podemos então naturalmente considerar o seguinte problema de auto-
valor

(−∆)lu = λu em Ω

u|∂Ω =
∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
∂Ω

= · · · = ∂l−1u
∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0. (0-1)

O espectro do operador do problema 0-1 é real e seus autovalores formam
uma sequência não-decrescente

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ,

em que cada autovalor é repetido de acordo com sua multiplicidade. O caso l = 1
é bastante estudado, desde os trabalhos de Weyl [21] e Courant-Hilbert [12]. Mas,
também para l ≥ 2, as funções poli-harmônicas possuem interessantes aplicações
na física.

No caso l = 1, o problema descreve vibrações de uma membrana com
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bordo fixo e é conhecido como problema da membrana fixa. Em 1956 Payne,
Pólya e Weinberger provaram em [19] a seguinte estimativa para Ω ⊂Rn

λk+1−λk ≤
4

kn

k∑

i=1

λi, k = 1,2, · · · (0-2)

esta ficou conhecida como a desigualdade PPW.
Em 1980, Hile e Protter, usando as mesmas técnicas básicas apresentadas

por Payne, Pólya e Weinberger, obtiveram em [14] outra estimativa

k∑

i=1

λi

λk+1−λi
≥ kn

4
, k = 1,2, · · · (0-3)

esta ficou conhecida como a desigualdade HP.
Substituíndo cada λk+1−λi em (0-3) por λk+1−λk conseguimos mostrar

que a desigualdade obtida por Hile e Protter é melhor do que a obtida por PPW
em (0-2). Isto é, desigualdade HP⇒ desigualdade PPW.

Muitas outras estimativas surgiram do método desenvolvido por Payne,
Pólya e Weienberger, dentre elas, em 1991, Yang [22] provou a seguinte de-
sigualdade que ficou conhecida como a Primeira desigualdade de Yang, isto é,
Yang 1.

k∑

i=1

(λk+1−λi)
(
λk+1−

(
1 +

4
n

)
λi

)
≤ 0, k = 1,2, · · · . (0-4)

Explicitamente (0-4) é uma inequação quadrática em λk+1

kλ2
k+1−

(
2 +

4
n

)( k∑

i=1

λi

)
λk+1 +

(
1 +

4
n

) k∑

i=1

λ2
i ≤ 0. (0-5)

Então

λk+1 ≤
1
2k

{(
2 +

4
n

)( k∑

i=1

λi

)

+

[(
2 +

4
n

)2( k∑

i=1

λi

)2
−4k

(
1 +

4
n

) k∑

i=1

λ2
i

] 1
2
}
, k = 1,2, · · · .

Para as nossas considerações aqui, a menor raíz não é de interesse. Uma
explicação mais detalhada sobre este fato pode ser conferida em [3].

Usando os fatos que k
∑k

i=1λ
2
i ≥ (

∑k
i=1λi)

2 e que
(
2 + 4

n

)2− 4
(
1 + 4

n

)
=

(
4
n

)2
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obtemos Yang 2, a Segunda desigualdade de Yang

λk+1 ≤
1
k

(
1 +

4
n

) k∑

i=1

λi, k = 1,2, · · · . (0-6)

Logo, Yang 1⇒ Yang 2.
Como

λ1 + · · ·+λk

k
≤ λk + · · ·+λk

k
= λk

então Yang 2⇒ PPW.
A fim de mostrarmos que ambas as desigualdades de Yang implicam na

desigualdade HP, olharemos esta por meio da seguinte função

F(s) =

k∑

i=1

λi

s−λi
,

onde para s > λk, F é estritamente decrescente.
Em seguida, consideraremos f (x) = x

s−x , x < s e s positivo. Visto que,
f (x) = s

s−x −1 concluímos que f ′′(x) > 0 e que f é estritamente convexa para x < s.
Usando a convexidade de f temos

F(s) =

k∑

i=1

f (λi)

= k
k∑

i=1

1
k

f (λi)

≥ k f
(1

k

k∑

i=1

λi
)

= k
1
k
∑
λi

s− 1
k
∑
λi
.

Para s = 1
k

(
1 + 4

n

) k∑

i=1

λi

F
(

1
k

(
1 +

4
n

) k∑

i=1

λi

)
≥ nk

4
.

Como F é estritamente decrescente para s > λk então existe um único
σ > λk tal que F(σ) = nk

4 . Logo, 1
k

(
1+ 4

n

)∑k
i=1λi ≤ σ. Por outro lado, da desigualdade

HP temos λk+1 ≤ σ. Assim, concluímos que o limite superior de Yang 2 dado por
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1
k

(
1 + 4

n

)∑k
i=1λi é melhor que o limite superior de HP dado por σ.

Logo, ambas as desigualdades de Yang são melhores que a desigualdade
HP. Uma argumentação mais completa pode ser conferida em [3].

Portanto,
Yang1⇒ Yang2⇒HP⇒ PPW.

Assim, podemos afirmar, indubitavelmente, que a Primeira desigualdade
de Yang é a melhor das desigualdades clássicas que são obtidas seguindo o
método citado anteriormente. A partir deste momento e no restante do trabalho
chamaremos esta desigualdade de A desigualdade de Yang e a escreveremos da
seguinte forma simplificada

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 4
n

k∑

i=1

(λk+1−λi)λi, k = 1,2, · · · .

No caso l = 2, o problema 0-1 descreve vibrações características de uma
placa fixada em equilíbrio e é o conhecido problema do bi-harmônico de Dirichlet
ou clamped plate problem. Em 1956, Payne, Pólya e Weinberger encontraram em
[19] a seguinte estimativa para este problema

λk+1−λk ≤
8(n + 2)

n2
1
k

k∑

i=1

λi (0-7)

Como uma generalização de seu resultado, em 1984, Hile e Yeh [15]
obtiveram

k∑

i=1

λ
1
2
i

λk+1−λi
≥ n2k

3
2

8(n + 2)

( k∑

i=1

λi
)−1

2 (0-8)

fazendo uso de um método melhorado de Hile e Protter [14]. Além disso, em
1990, Hook [16], Chen e Qian [9] provaram, independentemente, a seguinte
desigualdade

n2k2

8(n + 2)
≤

[ k∑

i=1

λ
1
2
i

λk+1−λi

] k∑

i=1

λ
1
2
i . (0-9)

Em 2005, como resposta afirmativa ao apontamento feito por Ashbaugh
[2] de que seria possível estabelecer desigualdades para autovalores do clamped
plate problem as quais seriam análogas as desigualdades de Yang no caso do



12

Laplaciano de Dirichlet, Cheng e Yang [11] obtiveram o seguinte resultado

λk+1−
1
k

k∑

i=1

λi ≤
[
8(n + 2)

n2

] 1
2 1

k

k∑

i=1

[λi(λk+1−λi)]
1
2 . (0-10)

Em 2007, Wang e Xia [20] provaram

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 8
n

( k∑

i=1

(λk+1−λi)λ
3
2
i

) 1
2
( k∑

i=1

(λk+1−λi)λ
1
2
i

) 1
2 . (0-11)

Para o caso l geral, a desigualdade tipo Payne-Pólya-Weinberg é dada por
[9, 14]

λk+1−λk ≤
4l(n + 2l−2)

n2k2

( k∑

i=1

λ
1
l
i

)( k∑

i=1

λ
l−1

l
i

)
. (0-12)

Nosso trabalho, é baseado no artigo Universal bounds for eigenvalues of
the polyharmonic operators, [17], que apresenta desigualdades do tipo Yang para
domínios no espaço euclidianoRn e na esfera unitária Sn. Isto é, as desigualdades
apresentadas são da forma

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ G(n,k, l,λ1, · · · ,λk) (0-13)

onde G representa alguma expressão que depende das variáveis descritas.
Desigualdades do tipo dado em (0-13) são de fundamental interesse; visto

que, como dito anteriormente a desigualdade de Yang é a melhor das estimativas
obtida seguindo o método de Payne, Pólya e Weinberger.

A organização do trabalho será feita da seguinte forma. No primeiro
capítulo, tratamos de alguns conceitos da Geometria Riemanniana e da Análise
Funcional que serão de grande relevância para o restante do trabalho. No segundo
capítulo, apresentamos ferramentas, tais como Desigualdade de Chebyshev (2.2)
e a Fórmula de Böchner (2-3), utilizadas com frequência no capítulo 3.

Por fim, no último e principal capítulo do trabalho, buscamos exprimir
estimativas para os autovalores do operador poli-harmônico.

Consideremos o problema

(−∆)lu = λu em M

u|∂M =
∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
∂M

= · · · = ∂l−1u
∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂M

= 0 (0-14)
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onde M é uma variedade Riemanniana com fronteira ∂M (possivelmente vazia),
∆ é o operador laplaciano em M.

Neste capítulo, inicialmente, apresentamos desigualdades gerais para o
problema 0-14. Em seguida, utilizamos estas desigualdades para obter estimativas
tipo Yang em um domínio conexo, limitado em Rn, com fronteira suave e em
domínios compactos com fronteira em uma esfera unitária Sn.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos algumas definições e resultados que
serão úteis ao longo do trabalho. Muitos dos resultados, que serão utilizados
posteriormente, são apresentados neste capítulo de forma superficial, o que não
prejudica o entendimento do trabalho. No entanto, os conceitos apresentados aqui
podem ser conferidos com mais detalhes em [5].

1.1 Variedades Riemannianas

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma
família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂Rn −→M de abertos Uα deRn em M tais que

i)
⋃

α

xα(Uα) = M.

ii) Para todo par α,β, com xα(Uα)∩xβ(Uβ) = W , ∅, os conjuntos x−1
α (W) e x−1

β (W)
são abertos em Rn e as aplicações x−1

β ◦xα são diferenciáveis.
iii) A família {(Uα,xα)} é máxima relativamente às condições i) e ii).

Definição 1.2 Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis, respectivamente, de dimensões
m e n. Uma aplicação diferenciávelϕ : M−→N é uma imersão se dϕp : TpM−→ Tϕ(p)N
é injetiva para todo p ∈M. Se, além disto, ϕ é um homeomorfismo sobre ϕ(M) ⊂N, onde
ϕ(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ϕ é um mergulho. Se M⊂N e a inclusão
i : M ↪→N é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

As variedades diferenciáveis consideradas serão supostas de Hausdorff
e com base enumerável.

Definição 1.3 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma
correspondência que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno 〈·, ·〉p ( isto é,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM, que varia
diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U⊂Rn −→M é um sistema de coordenadas
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locais em torno de p, com x(x1,x2, · · · ,xn) = q ∈ x(U) e ∂
∂xi

(q) = dx(0, · · · ,1, · · · ,0), então〈
∂
∂xi

(q), ∂∂x j
(q)

〉
q

= gi j(x1, · · · ,xn) é uma função diferenciável em U.

Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana
chama-se uma Variedade Riemanniana.

Definição 1.4 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M −→N
é chamado uma isometria se

〈u,v〉p = 〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p),

para todo p ∈M, u,v ∈ TpM.

Exemplo 1.5 Seja f : Mn −→ Nn+k uma imersão. Suponhamos que N tenha uma
estrutura Riemanniana, então f induz uma estrutura Riemanniana em M dada por

〈u,v〉p = 〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p),

u,v ∈ TpM. Podemos verificar, facilmente, que 〈·, ·〉p é bilinear e simétrica. Visto que f é
imersão, temos que d fp é injetiva, logo, 〈·, ·〉p é positiva definida. A métrica de M é chamada
então a métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.

Nas definições seguintes indicaremos por X(M) o conjunto dos campos
de vetores de classe C∞ em M e por D(M) o anel das funções reais de classe C∞

definidas em M.

Definição 1.6 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)×X(M) −→ X(M)

que se indica por (X,Y) ∇−→∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades

i) ∇ f X+hYZ = f∇XZ + h∇YZ,
ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii) ∇X( f Y) = f∇XY + X( f )Y,

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f ,h ∈ D(M).

Os próximos resultados podem ser conferidos em [5].

Proposição 1.7 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão∇ em M é compatível
com a métrica se e só se para todo par V e W de campos de vetores ao longo da curva
diferenciável c : I −→M tem-se

d
dt
〈V,W〉 =

〈DV
dt
,W

〉
+

〈
V,

DW
dt

〉
, t ∈ I. (1-1)
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Corolário 1.8 Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compatível com a
métrica se e só se

X〈Y,Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X(M) (1-2)

Definição 1.9 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica
quando

∇XY−∇YX = [X,Y] para todo X,Y ∈ X(M). (1-3)

Teorema 1.10 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma única
conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições

a) ∇ é simétrica.
b) ∇ é compatível com a métrica Riemanniana.

Nas definições seguintes g representa a métrica Riemanniana da variedade M.

Definição 1.11 O divergente de um campo de vetores X ∈ X(M) é dado por

div X : M −→ R

p 7−→ tr(Y(p) 7→ ∇Y(p)X).

Definição 1.12 Seja f : M −→R uma função diferenciável, o gradiente é definido como
o único campo de vetores ∇ f em M tal que

g(∇ f (p),v) = d fp(v), p ∈M, v ∈ TpM.

Definição 1.13 A Hessiana da f : M −→R é dado por

∇2 f : X(M)×X(M) −→ C∞(M)
(X,Y) 7−→ g(∇X∇ f ,Y).

Definição 1.14 O laplaciano de M é dado por

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ div∇ f .

Sendo {Y1, · · · ,Yn} uma base ortonormal do espaço tangente de M, ainda podemos
concluir o seguinte fato a respeito do laplaciano

∆ f = div∇ f = tr(∇Y∇ f ) =
∑

i

g
(
∇Yi∇ f ,Yi

)
= tr

(
∇2 f

)
. (1-4)
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Definição 1.15 Um referencial é dito ortonormal se {Ei(p)}ni=1 é uma base ortonormal de
Tp(M) para cada p ∈M.

Se M é uma variedade Riemanniana de dimensão n e p ∈M. Então temos
que existe uma vizinhança U ⊂M de p e n campos de vetores E1,E2, · · · ,En ∈ X(U),
ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p, ∇EiE j(p) = 0. Uma tal família
Ei, i = 1,2, · · · ,n de campos de vetores é chamada um referencial geodésico, local,
em p.

Consideremos {Ei(p)}ni=1 um referencial geodésico em uma vizinhança
V ⊂M e seja f ∈ C∞(M). Obteremos uma expressão para o gradiente, denotando
g por 〈·, ·〉. 〈∇ f ,Ei

〉
= d f (Ei) = Ei( f ) = fi.

Logo

∇ f =

n∑

i=1

fiEi. (1-5)

Podemos ainda obter uma expressão tanto para o Laplaciano quanto para
o Hessiano.

∆ f = div∇ f

= tr(∇Ei∇ f )

=

n∑

i=1

〈∇Ei∇ f ,Ei〉

=

n∑

i=1

〈∇Ei

( n∑

j=1

f jE j
)
,Ei〉

=

n∑

i, j=1

〈 f j∇EiE j + Ei( f j)E j,Ei〉

=

n∑

i, j=1

〈 f jiE j,Ei〉

=

n∑

i=1

fii. (1-6)

∇2 f (Ei,E j) = 〈∇E j∇ f ,Ei〉

= 〈∇E j

( n∑

m=1

fmEm
)
,Ei〉
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=

n∑

m=1

〈 fm∇E jEm + E j( fm)Em,Ei〉

=

n∑

m=1

〈E j( fm)Em,Ei〉

= E j( fi)

= fi j. (1-7)

De modo que

| ∇2 f |2=

n∑

i, j=1

f 2
i j. (1-8)

Neste momento, aproveitando as definições citadas acima, faremos al-
guns cálculos que serão necessários no último capítulo do trabalho. Agora, en-
contraremos os símbolos de Christoffel em Sn, a esfera unitária n-dimensional.
Para este cálculo, usaremos a projeção estereográfica, que pode ser conferida com
mais detalhes em [8].

A projeção estereográfica fixa o pólo norte (N) de Sn e seu hiperplano
equatorial n-dimensional Rn em Rn+1. Então, para cada ponto y ∈ Sn, associa um
x ∈Rn obtido pela interseção da reta em Rn+1, determinada pelo pólo norte (N) e
y, com o hiperplano equatorial Rn.

Seja y = (y1, · · · , yn+1), n ≥ 1 denotando qualquer ponto em Sn ⊂ Rn+1, e
(x1, · · · ,xn) sua imagem sobre a projeção estereográfica do pólo norte.

Rn = {z ∈Rn+1;zn+1 = 0}

Com um cálculo simples, conseguimos mostrar que

y j = x j(1− yn+1), j = 1, · · · ,n. (1-9)

Temos que y2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n = 1. Substituímos a expressão (1-9) obtendo a

seguinte equação quadrática

y2
n+1(1+ | x |2)−2yn+1 | x |2 −(1− | x |2) = 0,

onde | x |2= x2
1 + · · ·+ x2

n.

Resolvendo a equação, obtemos yn+1 =
| x |2 −1
| x |2 +1

·
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Por outro lado, substituíndo o valor obtido acima em (1-9) obtemos

y j =
2x j

| x |2 +1
, j = 1, · · · ,n.

Definimos (y1, · · · , yn) = y

dy = d
(

2x1

1+ | x |2 ,
2x2

1+ | x |2 , · · · ,
2xn

1+ | x |2
)

= 2
{

1+ | x |2
(1+ | x |2)2 (dx1, · · · ,dxn)−2(x1, · · · ,xn)

[
1

(1+ | x |2)2
((x1, · · · ,xn) · (dx1, · · · ,dxn))

]}

Logo

dy = 2
(1+ | x |2)dx−2x(x ·dx)

(1+ | x |2)2 .

Sendo yn+1 =
| x |2 −1
| x |2 +1

, temos

dyn+1 =
2x1dx1(| x |2 +1)− (| x |2 −1)2x1dx1

(| x |2 +1)2 + · · ·+ 2xndxn(| x |2 +1)− (| x |2 −1)2xndxn

(| x |2 +1)2

=
4

(| x |2 +1)2
((x1, · · · ,xn) · (dx1, · · · ,dxn)) .

Logo

dyn+1 =
4x ·dx

(| x |2 +1)2

Com isso, temos condições de calcular ds2, a métrica de Sn.

| dy |2 = 4
{

(1+ | x |2)2 | dx |2 −4(1+ | x |2)(x ·dx)2 + 4(x ·dx)2 | x |2
(1+ | x |2)4

}

=
4(1+ | x |2)2 | dx |2 −16(x ·dx)2

(1+ | x |2)4

Ainda,

| dyn+1 |2=
16(x ·dx)2

(1+ | x |2)4

Logo

ds2 =

n+1∑

α=1

(dyα)2 =
4 | dx |2

(1+ | x |2)2 .
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A expressão dos símbolos de Christoffel da conexão Riemanniana em
termos dos gi j, dados pela métrica, é dada abaixo

Γk
i j =

1
2

∑

r
gkr

{
∂

∂xi
grj +

∂

∂x j
gir−

∂

∂xr
gi j

}

=
1
2

(1+ | x |2)2

4

δkj

(−16xi(1+ | x |2)
(1+ | x |2)4

)
+δik


−16x j(1+ | x |2)

(1+ | x |2)4

−δi j

(−16xk(1+ | x |2)
(1+ | x |2)4

)

=
−2

(1+ | x |2)

{
xi δkj + x j δik−xk δi j

}
.

Os símbolos de Christoffel obtidos acima, serão necessários para calcular-
mos ∇2yα(Xi,X j) onde yα, α = 1, · · · ,n + 1 são as funções coordenadas na n- esfera
unitária Sn ⊂Rn+1 dadas por

yα =



2xα
1+|x|2 , α = 1, · · · ,n

|x|2−1
|x|2+1 , α = n + 1

Usando as definições 1.12 e 1.13, obtemos

∇2yα(Xi,X j) =
〈
∇Xi∇yα,X j

〉
= Xi

〈
∇yα,X j

〉
−

〈
∇yα,∇XiX j

〉
=
∂2yα
∂xi∂x j

−
∑

k

Γk
i j
∂yα
∂xk

.

i) Caso em que yα = |x|
2−1
|x|2+1

∇2yα(Xi,X j) =
4δi j

(| x |2 +1)2 −
16xix j

(| x |2 +1)3 −
∑

k

Γk
i j

4xk

(| x |2 +1)2

=
4δi j

(| x |2 +1)2 −
16xix j

(| x |2 +1)3

+
8

(1+ | x |2)3


∑

k

xkxiδkj +
∑

k

xkx jδik−
∑

k

x2
kδi j



=
4δi j

(| x |2 +1)2 −
16xix j

(| x |2 +1)3 +
8

(1+ | x |2)3

(
x jxi + xix j− | x |2 δi j

)

=
4δi j

(1+ | x |2)2 ·
1− | x |2
1+ | x |2

= −yn+1

〈
Xi,X j

〉
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ii) Caso em que yα = 2xα
1+|x|2 ,α = 1, · · · ,n

∇2yα(Xi,X j) = −
4xiδα j

(1+ | x |2)2 −
4x jδαi

(1+ | x |2)2 −
4xαδi j

(1+ | x |2)2 +
16xαxix j

(1+ | x |2)3

+
∑

k

(
4

(1+ | x |2)3

)(
δαk +δαk | x |2 −2xαxk

)(
xiδkj + x jδik−xkδi j

)

= −
8xαδi j

(1+ | x |2)3

=
−2xα

(1+ | x |2)
·

4δi j

(1+ | x |2)2

= −yα
〈
Xi,X j

〉
.

Portanto,

∇2yα(Xi,X j) = −yα〈Xi,X j〉, α = 1, · · · ,n + 1. (1-10)

Ainda, segue de (1-4)
∆yα = −nyα, α = 1, · · · ,n + 1. (1-11)

A fim de demonstrarmos o Teorema 2.3, que será enunciado no próximo
capítulo, trataremos a respeito do conceito de curvatura.

Definição 1.16 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência
que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X,Y) : X(M) −→ X(M) dada por

R(X,Y)Z = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Proposição 1.17 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes
propriedades

i) R é bilinear em X(M)×X(M), isto é,

R( f X1 + hX2,Y1) = f R(X1,Y1) + hR(X2,Y1),

R(X1, f Y1 + hY2) = f R(X1,Y1) + hR(X1,Y2),

f ,h ∈ D(M) , X1,X2,Y1,Y2 ∈ X(M).
ii) Para todo par X,Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M)−→ X(M) é linear,

isto é,

R(X,Y)(Z + W) = R(X,Y)Z + R(X,Y)W,
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R(X,Y) f Z = f R(X,Y)Z,

f ∈ D(M), Z,W ∈ X(M)

Prova. A demonstração da proposição segue das definições 1.6 e 1.16. �

Seja {E1, · · · ,En} uma base ortonormal de campos de vetores em torno de
um ponto p ∈M. Os componentes da curvatura R são definidos por

R(Ei,E j)Ek =
∑

l

Rl
i jkEl.

Ainda, temos

〈R(Ei,E j)Ek,Es〉 = 〈
∑

l

Rl
i jkEl,Es〉 =

∑

l

Rl
i jkδls = Rs

i jk.

Definimos
Rs

i jk := Ri jks. (1-12)

Definição 1.18 A curvatura seccional da seção bidimensional σ ⊂ TpM, p ∈M, gerada
pelo par de vetores ortonormais Ei e E j é definida por

K(σ) = 〈R(Ei,E j)E j,Ei〉.

Definição 1.19 Seja {E1, · · · ,En} uma base ortonormal do espaço tangente de M, então o
tensor curvatura de Ricci é definido pelo 2-tensor simétrico dado por

Ri j =

n∑

k=1

〈R(Ei,Ek)Ek,E j〉

Os coeficientes Ri jks obtidos em (1-12) são denominados coeficientes de
Ricci.

No exemplo seguinte, calcularemos o tensor de Ricci na esfera unitária
Sn. Usaremos as definições dadas acima e o fato de que a curvatura seccional da
esfera unitária Sn ⊂Rn+1 é constante e igual a 1 ( conferir exemplo 1.29).

Exemplo 1.20 A definição 1.19 fornece-nos que

Ric(∇ f ,∇ f ) =

n∑

k=1

〈R(∇ f ,Ek)Ek,∇ f 〉

=

n∑

k=1

〈R(
n∑

i=1

fiEi,Ek)Ek,
n∑

i=1

fiEi〉
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=

n∑

i=1

fi fi
n∑

k=1

〈R(Ei,Ek)Ek,Ei〉

=

n∑

i=1

fi fi
∑

k,i

〈R(Ei,Ek)Ek,Ei〉

= (n−1)〈
∑

i

fiEi,
∑

i

fiEi〉

= (n−1)〈∇ f ,∇ f 〉.

Definição 1.21 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplicação
multilinear

T : X(M)× · · ·×X(M)︸                ︷︷                ︸
r fatores

−→D(M).

Isto é, dados Y1, · · · ,Yr ∈ X(M), T(Y1, · · · ,Yr), é uma função diferenciável em M, e que T
é linear em cada argumento, ou seja

T(Y1, · · · , f X + hY, · · · ,Yr) = f T(Y1, · · · ,X, · · · ,Yr) + hT(Y1, · · · ,Y, · · · ,Yr),

para todo X,Y ∈ X(M), f ,h ∈ D(M).

Definição 1.22 Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante ∇T de T é um
tensor de ordem (r + 1) dada por

∇T(Y1, · · · ,Yr,Z) = Z(T(Y1, · · · ,Yr))−T(∇ZY1, · · · ,Yr)− · · ·−T(Y1, · · · ,Yr−1,∇ZYr).

Para cada Z ∈ X(M), a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um
tensor de ordem r dado por

∇ZT(Y1, · · · ,Yr) = ∇T(Y1, · · · ,Yr,Z).

1.2 Imersões Isométricas

Seja f : Mn −→M
n+m=k

uma imersão. Então, para cada p ∈M, existe uma
vizinhança U ⊂M de p tal que f (U) ⊂M é uma subvariedade de M. Isto é, existem
U ⊂M, vizinhança de f (p) e um difeomorfismo ϕ : U −→ V, onde V é um aberto
de Rk, tais que ϕ aplica difeomorficamente f (U)∩U em um aberto do subespaço
Rn ⊂ Rk. Para simplificarmos a notação, faremos as seguintes identificações, U
com f (U) e cada v ∈ TqM, q ∈U, com d fq(v) ∈ T f (q)M.
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Para cada p ∈ M, o produto interno em TpM decompõe TpM na soma
direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM.
Assim, se v ∈ TpM, p ∈M temos

v = vT + vN, vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥. (1-13)

Denominamos vT como componente tangencial de v e vN a componente normal
de v.

Indicaremos a conexão Riemanniana de M por∇ e a conexão Riemanniana
de M por ∇. Se X e Y são campos locais de vetores em M, e X, Y são extensões
locais a M, definimos

∇XY = (∇XY)T

Definição 1.23 Se X, Y são campos locais em M,

B(X,Y) = ∇XY−∇XY

é um campo local em M normal a M.

Afirmação 1.24 B(X,Y) não depende das extensões X, Y.

Prova. Consideremos X1 uma outra extensão de X, temos

B(X,Y)−B(X1,Y) = (∇XY−∇XY)− (∇X1
Y−∇XY) = ∇XY−∇X1

Y = ∇X−X1
Y

que se anula em M. Da mesma forma provamos que B(X,Y)−B(X,Y1) se anula
em M. �

Logo, B(X,Y) está bem definida. A partir de agora, indicaremos por X(U)⊥

os campos diferenciáveis em U de vetores normais a f (U) ≈U.

Proposição 1.25 Se X, Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)×X(U) −→ X(U)⊥ dada por

B(X,Y) = ∇XY−∇XY

é bilinear e simétrica.
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Prova. Seja f ∈ D(U) e indiquemos por f uma extensão de f a U, temos

B(X, f Y) = ∇X( f Y)−∇X( f Y) = f∇XY + X( f )Y− f∇XY−X( f )Y.

Como em M temos f = f e X( f ) = X( f ) segue

B(X, f Y) = f B(X,Y).

As demais condições para bilinearidade de B, segue das propriedades de
linearidade de uma conexão. Resta-nos provar que B é simétrica

B(X,Y)−B(Y,X) = ∇XY−∇XY− (∇YX−∇YX) = (∇XY−∇YX)− (∇XY−∇YX)

= [X,Y]− [X,Y].

Como em M, [X,Y] = [X,Y] concluímos que B(X,Y) = B(Y,X). �

Exprimindo, B em um sistema de coordenadas; visto que B é bilinear,
concluímos que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p). Logo
B(X,Y)(p) = B(x, y), onde x = X(p) e y = Y(p).

Seja p ∈M e η ∈ (TpM)⊥. A aplicação Hη : TpM×TpM −→R dada por

Hη(x, y) = 〈B(x, y),η〉, x, y ∈ TpM

é uma forma bilinear simétrica. Tal fato segue diretamente da proposição 1.25.

Definição 1.26 A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x,x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

Como Hη é uma forma bilinear e simétrica então fica associada a Hη uma
aplicação linear autoadjunta Sη : TpM −→ TpM por

〈Sη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y),η〉.

Proposição 1.27 Sejam p ∈M , x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de η
normal a M. Então

Sη(x) = −(∇xN)T.
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Prova. Sejam y ∈ TpM e X,Y extensões locais de x, y, respectivamente, e tangentes
a M. Temos que 〈N,Y〉 = 0, logo

〈Sη(x), y〉 = 〈B(X,Y)(p),N〉 = 〈∇XY−∇XY,N〉(p) = 〈∇XY,N〉(p)−〈∇XY,N〉(p)

= 〈∇XY,N〉(p)

pois ∇XY é tangente a M e N é normal a M.
Pela compatibilidade da métrica, segue

〈Sη(x), y〉 = 〈∇XY,N〉(p) = −〈∇XN,Y〉(p) = −〈(∇XN)T + (∇XN)N,Y〉(p)

= −〈(∇XN)T,Y〉(p) = −〈(∇XN)T, y〉,

para todo y ∈ TpM.
Portanto, Sη(x) = −(∇XN)T. �

Consideremos o caso em que M = Rn+1. Daremos uma interpretação
geométrica para Sη.

Seja N uma extensão local de η, unitária e normal a M. Seja
Sn = {(x1, · · · ,xn+1)∈Rn+1 ; x2

1 + · · ·+x2
n+1 = 1} a esfera unitária deRn+1. Transladando

a origem do campo N para a origem do Rn+1 definimos a aplicação normal de
Gauss, g : Mn −→ Sn dada por

g(q) = ponto f inal do transladado de N(q).

Como TqM e Tg(q)Sn são paralelos então podemos identificá-los e
dgq : TqM −→ TqM é dada por

dgq(x) =
d
dt

(N ◦ c(t))t=0 = ∇xN = (∇xN)T = −Sη(x)

onde c : (−ε,ε) −→M é uma curva diferenciável com c(0) = q e c′(0) = x. Para
obtermos a penúltima igualdade usamos o fato que 〈N,N〉= 1 e a última igualdade
segue da proposição 1.27.

Agora, relacionaremos as curvaturas de M e M. Se x, y ∈ TpM ⊂ TpM,
são linearmente independentes, indicaremos por K(x, y) e K(x, y) as curvaturas
seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.28 (Gauss) Sejam p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM. Então

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x,x),B(y, y)〉− | B(x, y) |2 (1-14)
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A demonstração do Teorema acima, pode ser conferida em [5].

No caso de hipersuperfície f : Mn −→M
n+1

, a fórmula de Gauss (1-14)
admite uma simplificação. Sejam p ∈M e η ∈ (TpM)⊥, | η |= 1. Seja {e1, · · · ,en} uma
base ortonormal de TpM para a qual Sη é diagonal, isto é Sη(ei) = λiei, i = 1, · · · ,n,
onde λ1, · · · ,λn são os valores próprios de Sη. Então se i , j a fórmula de Gauss
( 1-14) fornece-nos

K(ei,e j)−K(ei,e j) = λiλ j (1-15)

pois, Hη(ei,e j) = 0 e Hη(ei,ei) = λi.

Exemplo 1.29 Orientemos Sn ⊂ Rn+1 pelo campo normal unitário N(x) = −x ∈ Rn+1,
| x |= 1. A aplicação normal de Gauss é então igual a −I, onde I é a identidade de Sn.
Decorre que a aplicação autoadjunta Sη tem todos os seus valores próprios iguais a 1.
Isto é, para todo p ∈ Sn, todo v ∈ TpSn é um vetor próprio. Usando a expressão (1-15)
concluímos que a curvatura seccional da esfera unitária Sn ⊂ Rn+1 é constante e igual a
1.

Escolhendo um referencial ortonormal E1, · · · ,En de vetores em X(U)⊥,
onde U é uma vizinhança de p na qual f é um mergulho, podemos escrever, em p

B(x, y) =
∑

i

Hi(x, y)Ei, x, y ∈ TpM, i = 1, · · · ,n

onde Hi = HEi . O vetor normal dado por

H =
1
n

∑

i

(traço Si)Ei,

onde Si = SEi , não depende do referencial Ei escolhido. O vetor H é chamado o
vetor curvatura média de f .

1.3 As Identidades de Green

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados importantes para o desen-
volvimento do trabalho. Estes resultados são pré-requisitos para a manipulação
dos conceitos, que serão desenvolvidos nos próximos capítulos. Aqui, faremos
uso da seguinte notação div X que denotará o divergente de um campo vetorial
X.

Seja M uma variedade Riemanniana, n- dimensional, n ≥ 1, conexa, C∞.
Assumamos que M tem fronteira ∂M; que a menos que digamos o contrário,
também é C∞, com métrica Riemanniana induzida e mensurada, a densidade



1.4 Alguns Resultados de Análise Funcional 28

da medida sendo denotado por dA. Seja ν denotando o campo vetorial unitário
normal e exterior a ∂M.

Aqui, 〈·, ·〉 é o produto interno em TpM, p ∈M.

Teorema 1.30 (Teorema da Divergência) Sejam X um campo vetorial que é C1 em M
e com suporte compacto em M. Então

∫

M
(div X)dV =

∫

∂M
〈X,ν〉dA.

Mais detalhes a respeito deste teorema e do seguinte podem ser conferi-
dos em [7].

Agora, apresentaremos as identidades de Green as quais são obtidas
diretamente do Teorema do Divergente 1.30.

Teorema 1.31 (Identidades de Green) Sejam h ∈ C1(M), f ∈ C2(M), tal que h∇ f tem
suporte compacto em M. Então

∫

M
(h∆ f + 〈∇h,∇ f 〉) dV =

∫

∂M
h
∂ f
∂ν

dA.

Se também temos h ∈ C2(M) e ambos f , h tem suporte compacto em M, então

∫

M
(h∆ f − f ∆h) dV =

∫

∂M

(
h
∂ f
∂ν
− f

∂h
∂ν

)
dA.

1.4 Alguns Resultados de Análise Funcional

Neste trabalho, estamos estudando propriedades dos autovalores do
operador (−∆)l. Nesta seção, trataremos de forma mais específica de resultados
utilizados para esse operador e seus autovalores. Consideremos o seguinte
problema

(−∆)lu = λu em M

u|∂M =
∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
∂M

= · · · = ∂l−1u
∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂M

= 0. (1-16)

No problema acima, os números λ são os autovalores de (−∆)l. Além
disso, para um dado autovalor λ, seu espaço vetorial de soluções é referido como
seu autoespaço. Os elementos de cada autoespaço são chamados autofunções.

Seja L2(M) o espaço de funções mensuráveis f em M tais que∫
M | f |2 dV < +∞. Em L2(M) temos os produto interno usual e a norma induzida,



1.4 Alguns Resultados de Análise Funcional 29

dada por

( f ,h) =

∫

M
f hdV, || f ||2= ( f , f ) (1-17)

para f ,h ∈ L2(M). Com o produto interno, L2(M) é um espaço de Hilbert.
O teorema seguinte que pode ser conferido em [7] nos dá algumas

informações.

Teorema 1.32 Para o problema de autovalor (1-16) citado acima, o conjunto dos
autovalores consiste uma sequência

0 ≤ λ1 < λ2 < · · · ↑ +∞,

e cada autoespaço associado é dimensionalmente finito. Autoespaços pertencentes a
autovalores distintos são ortogonais em L2(M), e L2(M) é a soma direta de todos os
autoespaços. Além disso, cada autofunção é C∞ em M.

O próximo teorema que enunciaremos é a conhecida desigualdade de
Hölder, a qual aparecerá com frequência no trabalho, auxiliando-nos a exprimir
desigualdades para os autovalores.

Teorema 1.33 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1
p + 1

q = 1. Então f g ∈ L1 e

∣∣∣∣∣
∫

f g
∣∣∣∣∣ ≤

∫
| f g |≤ || f ||p||g||q.

Mais detalhes a respeito da desigualdade de Hölder pode ser conferido
em [4]. Observemos que no caso em que p = q = 2 a desigualdade de Hölder (1.33)
reduz- se a desigualdade de Schwarz.

Os próximos resultados serão de imensa importância no terceiro capítulo
do trabalho. Apesar de não serem citados recorrentemente, seu uso permeia as
demonstrações das desigualdades dos autovalores do poli-harmônico.

O teorema seguinte reforça o que foi dito no Teorema 1.32 e pode ser
conferido no trabalho apresentado em [6].

Teorema 1.34 (Espectral) Considerando o problema de autovalores de (−∆)l, as
seguintes afirmações são verdadeiras

1) Se repetirmos cada autovalor levando em conta sua multiplicidade, podemos escrever

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ,

em que λk −→∞ quando k −→∞.
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2) Existe uma base ortonormal {ui}∞i=1 de L2(M) tal que cada uk é uma autofunção
correspondente a λk.

Teorema 1.35 (Desigualdade de Rayleigh-Ritz) Cada autovalor λk satisfaz

λk = min

∫
Ω
φ(−∆)lφ∫
Ω
| φ |2

,

em que o mínimo é tomado sobre todas as funções φ ∈ L2(M),φ . 0, tais que, se {ui}∞i=1 é
uma base ortonormal correspondente a cada autovalor, temos

∫

Ω
u jφ = 0

para j = 1,2, · · · ,k−1, e a condição de fronteira é satisfeita como segue

φ
∣∣∣
∂Ω

=
∂φ

∂ν

∣∣∣∣∣∣
∂Ω

= · · · = ∂l−1φ

∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0.

As funções φ são chamadas funções-teste.
Uma outra abordagem a respeito da desigualdade de Rayleigh-Ritz pode

ser conferida em [7].

Teorema 1.36 (Nash) Se Mn é uma variedade Riemanniana completa, então ela pode ser
imersa isometricamente em RN, para algum N ≥ n.

Mais detalhes sobre o teorema pode ser conferido em [10].

Lema 1.37 Sejam yα, α = 1, · · · ,N, as coordenadas do vetor posição de uma variedade
Mn, imersa isometricamente em RN e sejam ∆ e ∇ os operadores Laplaciano e Gradiente,
respectivamente, em M, com a métrica induzida. Para qualquer função u ∈ C∞(M), temos

N∑

α=1

〈∇yα,∇u〉2 =| ∇u |2, (1-18)

N∑

α=1

(∆yα)2 = n2 |H |2, (1-19)

N∑

α=1

∆yα∇yα = 0, (1-20)

onde |H | é a curvatura média de M.

A demonstração do Lema acima pode ser conferida em [10].



CAPÍTULO 2
Resultados Auxiliares

Neste capítulo, apresentamos algumas ferramentas que serão úteis nas
demonstrações dos principais resultados de nosso trabalho. Seu entendimento é
fundamental para conseguirmos manipular as desigualdades de autovalores do
operador poli-harmônico.

2.1 Algumas Desigualdades Auxiliares

Os lemas seguintes são de uso recorrente no próximo capítulo.

Lema 2.1 Sejam {ai}mi=1, {bi}mi=1 e {ci}mi=1 três sequências de números reais não negativos
com {ai} decrescente e {bi} e {ci} crescentes. Então vale a seguinte desigualdade


m∑

i=1

a2
i bi




m∑

i=1

aici

 ≤


m∑

i=1

a2
i




m∑

i=1

aibici

 (2-1)

Prova. Provaremos por indução sobre m

i) Para m = 1, temos
(a2

1b1)(a1c1) = a2
1(a1b1c1).

ii) Suponha que (2-1) vale para m = k, isto é


k∑

i=1

a2
i bi




k∑

i=1

aici

 ≤


k∑

i=1

a2
i




k∑

i=1

aibici

 (2-2)

Usando (2-2) provaremos que é válida para m = k + 1


k+1∑

i=1

a2
i




k+1∑

i=1

aibici

−


k+1∑

i=1

a2
i bi




k+1∑

i=1

aici



=
(
a2

k+1 +
( k∑

i=1

a2
i

))(
ak+1bk+1ck+1 +

( k∑

i=1

aibici
))
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−
(
a2

k+1bk+1 +
( k∑

i=1

a2
i bi

))(
ak+1ck+1 +

( k∑

i=1

aici
))

=
( k∑

i=1

a2
i

)( k∑

i=1

aibici
)
−

( k∑

i=1

a2
i bi

)( k∑

i=1

aici
)

− a2
k+1

[
bk+1

( k∑

i=1

aici
)
−

( k∑

i=1

aibici
)]

+ ak+1ck+1

[
bk+1

( k∑

i=1

a2
i

)
−

( k∑

i=1

a2
i bi

)]

≥ −a2
k+1

k∑

i=1

(bk+1−bi)aici + ak+1ck+1


k∑

i=1

(bk+1− bi)a2
i



=

k∑

i=1

(bk+1− bi)ak+1ai(ck+1ai− ak+1ci) ≥ 0.

Logo, a desigualdade (2-2) vale para m = k + 1.

Portanto, (2-1) é válida. �

A seguir apresentamos a famosa desigualdade de Chebyshev, a qual nos
auxiliará a obter uma expressão para o k- ésimo autovalor do operador poli-
harmônico.

Lema 2.2 (Desigualdade Chebyshev Reversa) Suponha que {ai}mi=1 e {bi}mi=1 são duas
sequências reais com {ai} crescente e {bi} decrescente. Então vale a seguinte desigualdade

m∑

i=1

aibi ≤
1
m


m∑

i=1

ai




m∑

i=1

bi



Prova. Usamos o fato que (ai − a j)(bi − b j) ≤ 0, para i, j = 1, · · · ,m e aplicamos o
somatório sobre i e j. Assim, obtemos

0 ≥
m∑

i, j=1

(ai− a j)(bi− b j) =
∑

i, j

(aibi− aib j− a jbi + a jb j)

= m
m∑

i=1

aibi−
( m∑

i=1

ai
)( m∑

j=1

b j
)
−

( m∑

j=1

a j
)( m∑

i=1

bi
)
+ m

m∑

j=1

a jb j

Para simplificar, usamos a seguinte notação

∑
a =

m∑

i=1

ai,
∑

b =

m∑

i=1

bi,
∑

ab =

m∑

i=1

aibi
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Donde, concluímos

2
(
m

∑
ab−

∑
a
∑

b
)
≤ 0⇒m

∑
ab−

∑
a
∑

b ≤ 0

o que conclui a demonstração. �

O Lema 2.2 pode ser conferido mais detalhadamente em [13].

2.2 A Fórmula de Böchner-Lichnerowicz

O teorema a seguir pode ser conferido em [18]. Aqui usaremos as
expressões obtidas em (1-5), (1-6) e (1-8).

Teorema 2.3 (Fórmula de Böchner) Se M é uma variedade Riemanniana e
f ∈ C∞(M), então

1
2

∆(| ∇ f |2) =| ∇2 f |2 +
〈∇ f ,∇∆ f

〉
+ Ric(∇ f ,∇ f ). (2-3)

Prova. Seja {Ei}ni=1 um referencial ortonormal em uma vizinhança V ⊂M. Como

∇ f =

n∑

i=1

fiEi

então

| ∇ f |2= 〈
n∑

i=1

fiEi,
n∑

i=1

fiEi〉 =
n∑

i=1

( fi)2.

Por outro lado

1
2

∆(| ∇ f |2) =
1
2

n∑

j=1

(| ∇ f |2) j j

=
1
2

n∑

j=1


n∑

i=1

( fi)2


j j

=
1
2

n∑

j=1


n∑

i=1

2 fi fi j


j

=
1
2

n∑

j=1

2
n∑

i=1

f 2
i j + 2

n∑

i=1

fi fi j j



=

n∑

i, j=1

f 2
i j +

n∑

i, j=1

fi fi j j.
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Como fi j = f ji, então 1
2∆(| ∇ f |2) =

n∑

i, j=1

f 2
i j +

n∑

i, j=1

fi f ji j.

A fórmula de Ricci ( conf. em [18]) diz que

f ji j = f j ji +

n∑

l=1

flRl ji j.

Logo

1
2

∆(| ∇ f |2) =

n∑

i, j=1

f 2
i j +

n∑

i, j=1

fi f ji j

=

n∑

i, j=1

f 2
i j +

n∑

i, j=1

fi

 f j ji +

n∑

l=1

flRl ji j



=

n∑

i, j=1

f 2
i j +

n∑

i, j=1

fi f j ji +

n∑

i,l=1

fi fl


n∑

j=1

Rl ji j



=

n∑

i, j=1

f 2
i j +

n∑

i, j=1

fi f j ji +

n∑

i,l=1

fi flRli

=

n∑

i, j=1

f 2
i j +

〈 n∑

i=1

fiEi,
n∑

i=1

n∑

j=1

( f j j)iEi

〉
+ Ric


n∑

i

fiEi,
n∑

l=1

flEl



Logo
1
2

∆(| ∇ f |2) =| ∇2 f |2 +
〈∇ f ,∇∆ f

〉
+ Ric(∇ f ,∇ f ).

�



CAPÍTULO 3
Operadores Poli-harmônicos

Neste capítulo, inicialmente, provaremos algumas desigualdades mais
gerais para autovalores de operadores poli-harmônicos em variedades Rieman-
nianas compactas. Em seguida, cumpriremos o objetivo do trabalho, isto é, ap-
resentar uma desigualdade universal do tipo Yang em domínios compactos no
Espaço Euclidiano. Para finalizar, apresentaremos desigualdades universais em
domínios compactos na esfera Sn.

3.1 Os Autovalores do Operador Poli-harmônico em

Variedades Compactas

Antes de iniciarmos as demonstrações das desigualdades mais gerais,
apresentaremos um lema que também pode ser conferido em [1]. Este lema, será
parte fundamental da prova da desigualdade (3-26) apresentada no Teorema 3.4.

SejamH um espaço de Hilbert com produto interno 〈 ·, ·〉 , A : D⊂H −→
H um operador autoadjunto definido em um domínio denso D que é limitado
inferiormente e tem um espectro discreto λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ,

{
Bk : A(D) −→H}N

k=1

uma coleção de operadores autoadjuntos deixando D invariante, e {ui}∞i=1 os
autovetores normalizados de A, ui correspondendo a λi. Assumiremos que {ui}∞i=1
é uma base ortonormal de H . [A,B] denota o comutador de dois operadores
definido por [A,B] = AB−BA, e ||u|| = √〈u,u〉.

Sejam ρi =

N∑

k=1

〈[A,Bk]ui,Bkui〉 e Λi =

N∑

k=1

||[A,Bk]ui||2.
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Lema 3.1 O autovalor λi do operador A satisfaz as seguintes desigualdades

m∑

i=1

ρi ≤
∑m

i=1 Λi

λm+1−λm
, (3-1)

m∑

i=1

ρi ≤
m∑

j=1

Λi

λm+1−λi
, (3-2)

e
m∑

i=1

(λm+1−λi)2ρi ≤
m∑

i=1

(λm+1−λi)Λi (3-3)

Prova. Seja φ uma função teste para λm+1 na desigualdade de Rayleight-Ritz 1.35.
Então

λm+1 ≤
〈Aφ,φ〉
〈φ,φ〉 (3-4)

e
〈φ,u j〉 = 0, j = 1, · · · ,m. (3-5)

Seja φi dado por

φi = Bui−
m∑

j=1

ai ju j, (3-6)

onde B é um dos Bk′s, k = 1, · · · ,N. Usando a condição (3-5) temos

〈Bui−
m∑

j=1

ai ju j,u j〉 = 0,

isto é,
〈Bui,u j〉 = ai j.

Como B é um operador autoadjunto podemos inferir o seguinte fato

a ji = 〈Bu j,ui〉 = 〈u j,Bui〉 = 〈Bui,u j〉 = ai j.

Ainda,

|| φi ||2= 〈φi,φi〉 = 〈Bui−
m∑

j=1

ai ju j,φi〉 = 〈Bui,φi〉 (3-7)

e

〈Aφi,φi〉 = 〈ABui−
m∑

j=1

ai jAu j,φi〉
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= 〈ABui−
m∑

j=1

ai jλ ju j,φi〉

= 〈ABui,φi〉
= 〈[A,B]ui,φi〉+ 〈BAui,φi〉
= 〈[A,B]ui,φi〉+λi〈Bui,φi〉
= 〈[A,B]ui,φi〉+λi〈φi,φi〉 (3-8)

A última igualdade segue de (3-7).
Substituíndo (3-8) em (3-4), obtemos

(λm+1−λi) ≤
〈[A,B]ui,φi〉
〈φi,φi〉

. (3-9)

Ainda, temos

〈[A,B]ui,φi〉 = 〈[A,B]ui,Bui−
m∑

j=1

ai ju j〉

= 〈[A,B]ui,Bui〉−
m∑

j=1

ai j〈[A,B]ui,u j〉. (3-10)

Seja bi j = 〈[A,B]ui,u j〉. Então

〈[A,B]ui,φi〉 = 〈[A,B]ui,Bui〉−
m∑

j=1

ai jbi j. (3-11)

Observemos que

bi j = 〈[A,B]ui,u j〉
= 〈ABui,u j〉− 〈BAui,u j〉
= 〈Bui,Au j〉−λi〈Bui,u j〉
= (λ j−λi)〈Bui,u j〉
= (λ j−λi)ai j.

Isto é,
bi j = (λ j−λi)ai j. (3-12)
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Substituíndo (3-12) em (3-11), concluímos

〈[A,B]ui,φi〉 = 〈[A,B]ui,Bui〉−
m∑

j=1

(λ j−λi) | ai j |2 . (3-13)

Faremos uma leve pausa na demonstração para apresentarmos dois
resultados que são ferramentas importantes para a continuidade desta.

Teorema 3.2 (Cauchy- Schwarz "Optimal") Com a notação e escolha de φi dadas
acima, temos

〈[A,B]ui,φi〉
〈φi,φi〉

≤
|| [A,B]ui ||2 −

∑m
j=1 | bi j |2

〈[A,B]ui,φi〉
. (3-14)

Prova. Temos que 〈u j,φi〉 = 0, para 1 ≤ i, j ≤ m; além disso,
〈
[A,B]ui,φi

〉
é real. De

fato, da igualdade (3-13) podemos observar que basta mostrar que 〈[A,B]ui,Bui〉
é real. Com efeito

〈[A,B]ui,Bui〉 = 〈ABui−BAui,Bui〉 = 〈ABui,Bui〉−λi || Bui ||2 .

Como A é autoadjunto, então 〈ABui,Bui〉 = 〈Bui,ABui〉. Segue que o
produto interno comuta, deste modo, 〈ABui,Bui〉 é real e, consequentemente
〈[A,B]ui,Bui〉. Logo

(
〈[A,B]ui,φi〉

)2
=

(
〈[A,B]ui−

m∑

j=1

bi ju j,φi〉
)2 ≤|| [A,B]ui−

m∑

j=1

bi ju j ||2|| φi ||2

A última parte segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz no caso real. Observe-
mos que

|| [A,B]ui−
m∑

j=1

bi ju j ||2 = 〈[A,B]ui−
m∑

j=1

bi ju j, [A,B]ui−
m∑

j=1

bi ju j〉

= 〈[A,B]ui, [A,B]ui〉−2
m∑

j=1

bi j〈[A,B]ui,u j〉+
m∑

j=1

| bi j |2

= || [A,B]ui ||2 −
m∑

j=1

| bi j |2

Logo
(
〈[A,B]ui,φi〉

)2 ≤
(
|| [A,B]ui ||2 −

m∑

j=1

| bi j |2
)
|| φi ||2 . (3-15)
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Segue de (3-9) que 〈[A,B]ui,φi〉 > 0, visto que i = 1, · · · ,m. Dividindo este
termo dos dois lados de (3-15), obtemos

〈[A,B]ui,φi〉
〈φi,φi〉

≤
(
|| [A,B]ui ||2 −

∑m
j=1 | bi j |2

)

〈[A,B]ui,φi〉

o que conclui a demonstração do Teorema. �

Corolário 3.3 Sobre as hipóteses do problema, a seguinte desigualdade é válida.

(λm+1−λi)
(
〈[A,B]ui,Bui〉−

m∑

j=1

(λ j−λi) | ai j |2
)
≤ || [A,B]ui ||2 −

m∑

j=1

(λ j−λi)2 | ai j |2 .

(3-16)

Prova. Usando a desigualdade (3-9), o Teorema 3.2 seguido pelas igualdades (3-12)
e (3-13), obtemos

(λm+1−λi) ≤
〈[A,B]ui,φi〉
〈φi,φi〉

≤
|| [A,B]ui ||2 −

m∑

j=1

| bi j |2

〈[A,B]ui,φi〉

=

|| [A,B]ui ||2 −
m∑

j=1

(λ j−λi)2 | ai j |2

〈[A,B]ui,Bui〉−
m∑

j=1

(λ j−λi) | ai j |2
.

Isto é

(λm+1−λi)
(
〈[A,B]ui,Bui〉−

m∑

j=1

(λ j−λi) | ai j |2
)
≤ || [A,B]ui ||2 −

m∑

j=1

(λ j−λi)2 | ai j |2

o que finaliza a demonstração do corolário. �

Agora, com estes dois resultados devidamente provados daremos con-
tinuidade à prova do Lema.

Como B é um dos Bk′s, ai j = ak
i j. Seja

Ai j ≡
N∑

k=1

| ak
i j |2 . (3-17)
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Temos que Ai j = A ji ≥ 0. Aplicando somatório sobre k em (3-16), 1≤ k≤N e usando
as definições de ρi, Λi e Ai j, obtemos

(λm+1−λi)
(
ρi−

m∑

j=1

(λ j−λi)Ai j
)
≤ Λi−

m∑

j=1

(λ j−λi)2Ai j (3-18)

Minimizando o termo do lado direito de (3-18), obtemos

(λm+1−λi)
(
ρi−

m∑

j=1

(λ j−λi)Ai j
)
≤ Λi (3-19)

Lembramos que ρi −
m∑

j=1

(λ j − λi)Ai j > 0, isto segue de (3-13) e do fato de

〈[A,B]ui,φi〉 > 0. De (3-19) passamos para

(λm+1−λm)
(
ρi−

m∑

j=1

(λ j−λi)Ai j
)
≤Λi (3-20)

Aplicando somatório sobre i de 1, · · · ,m, temos

(λm+1−λm)
( m∑

i=1

ρi−
m∑

i=1

m∑

j=1

(λ j−λi)Ai j
)
≤

m∑

i=1

Λi (3-21)

Como Ai j = A ji temos que

m∑

i=1

m∑

j=1

(λ j−λi)Ai j = 0. (3-22)

Usando a informação obtida em (3-22) na desigualdade (3-21), obtemos

m∑

i=1

ρi ≤
∑m

i=1 Λi

λm+1−λm
,

o que prova (3-1).
Agora, reescrevemos (3-19)

ρi−
m∑

j=1

(λ j−λi)Ai j ≤
Λi

λm+1−λi
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Aplicando somatório sobre i e usando (3-22) temos

m∑

i=1

ρi ≤
m∑

i=1

Λi

λm+1−λi
,

o que prova (3-2).
Para finalizarmos, reescrevemos (3-18)

(λm+1−λi)ρi ≤ Λi + (λm+1−λi)
m∑

j=1

(λ j−λi)Ai j−
m∑

j=1

(λ j−λi)2Ai j (3-23)

Observemos que

m∑

j=1

(λ j−λi)2Ai j =

m∑

j=1

(λ j−λi)(λ j−λm+1 +λm+1−λi)Ai j

= −
m∑

j=1

(λ j−λi)(λm+1−λ j)Ai j +

m∑

j=1

(λ j−λi)(λm+1−λi)Ai j.

Substituíndo na desigualdade (3-23), obtemos

(λm+1−λi)ρi ≤ Λi +

m∑

j=1

(λ j−λi)(λm+1−λ j)Ai j. (3-24)

Multiplicando por (λm+1−λi) e aplicando somatório sobre i, inferimos

m∑

i=1

(λm+1−λi)2ρi ≤
m∑

i=1

(λm+1−λi)Λi +

m∑

i=1

m∑

j=1

(λ j−λi)(λm+1−λi)(λm+1−λ j)Ai j

Ora,
m∑

i=1

m∑

j=1

(λ j−λi)(λm+1−λi)(λm+1−λ j)Ai j = 0.

Logo
m∑

i=1

(λm+1−λi)2ρi ≤
m∑

i=1

(λm+1−λi)Λi,

o que prova (3-3). �

A seguir são apresentadas algumas desigualdades gerais, mencionadas no início
do capítulo. Para nós, 〈·, ·〉 denotará a métrica em uma variedade Riemanniana M
e o produto interno usual em L2, definido em (1-17). Ainda, || · ||2=

∫
M | · |2.



3.1 Os Autovalores do Operador Poli-harmônico em Variedades Compactas 42

Teorema 3.4 Seja (M,<,>) uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta conexa
com fronteira∂M (possivelmente vazia) e seja ν o campo de vetores normal unitário exterior
de ∂M. Seja l um inteiro positivo e denote por ∆ o operador Laplaciano de M. Considere o
problema de autovalor

(−∆)lu = λu em M

u|∂M =
∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
∂M

= · · · = ∂l−1u
∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂M

= 0. (3-25)

Seja λi, i = 1, · · ·, o i-ésimo autovalor do problema (3-25) e ui a autofunção ortonormal
correspondente a λi, isto é,

(−∆)lui = λiui em M

ui|∂M =
∂ui

∂ν

∣∣∣∣∣
∂M

= · · · = ∂l−1ui

∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂M

= 0.

∫

M
uiu j = δi j, para qualquer i, j = 1,2, · · · , .

Então para qualquer função h ∈ Cl+2(M)∩Cl+1(∂M) e qualquer inteiro positivo k, temos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
hui((−∆)l(hui)−λihui) ≤

k∑

i=1

(λk+1−λi) || (−∆)l(hui)−λihui ||2 (3-26)

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
(−hu2

i ∆h−2hui 〈∇h,∇ui〉) ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
hui((−∆)l(hui)−λihui)

+

k∑

i=1

(λk+1−λi)
δ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
, (3-27)

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
(−hu2

i ∆h−2hui 〈∇h,∇ui〉) ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi) || (−∆)l(hui)−λihui ||2

+

k∑

i=1

(λk+1−λi)
δ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
, (3-28)

onde δ é qualquer constante positiva ||g||2 =
∫

M g2.
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Prova. A desigualdade (3-26) é obtida diretamente do Lema 3.1.
Na desigualdade (3-3), consideraremos N = 1 , B1 = hId e A = (−∆)l, de

onde, obtemos

ρi = 〈[A,B1]ui,B1ui〉 =
∫

M [A,B1]ui ·B1ui =
∫

M(AB1−B1A)ui ·B1ui

=
∫

M((−∆)lhId−hId(−∆)l)ui ·hIdui =
∫

M((−∆)lhui−h(−∆)lui) · (hui)
=

∫
M((−∆)lhui−hλiui) · (hui)

e

Λi = || [A,B1]ui ||2=
∫

M(AB1−B1A)ui · (AB1−B1A)ui

=
∫

M((−∆)lhId−hId(−∆)l)ui · ((−∆)lhId−hId(−∆)l)ui

=
∫

M(((−∆)lhui−h(−∆)lui) · ((−∆)lhui−h(−∆)lui))
=

∫
M(((−∆)lhui−hλiui) · ((−∆)lhui−hλiui)) =|| (−∆)lhui−hλiui ||2

Segue de (3-3)

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
((−∆)lhui−λihui)(hui) ≤

k∑

i=1

(λk+1−λi) || (−∆)lhui−λihui ||2

o que demonstra a desigualdade (3-26).
Consideremos as funções φi : M −→R, i = 1, · · · ,k dadas por

φi = hui−
k∑

j=1

ri ju j onde ri j =

∫

M
huiu j

Temos que φi|∂M =
∂φi

∂ν

∣∣∣∣∣∣
∂M

= · · · = ∂l−1φi

∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂M

= 0 e ainda para todo i,m = 1, · · · ,k

∫

M
umφi =

∫

M
um(hui−

k∑

j=1

ri ju j) =

∫

M
humui−

k∑

j=1

ri j

∫

M
u jum = rmi− rim = 0

Da desigualdade de Rayleigh - Ritz[conferir(1.35)] segue

λk+1

∫

M
φ2

i ≤
∫

M
φi(−∆)lφi = λi

∫

M
φihui +

∫

M
φi((−∆)lφi−λihui)

Observemos que:

∫

M
φ2

i =

∫

M
φi(hui−

k∑

j=1

ri ju j) =

∫

M
φihui−

k∑

j=1

ri j

∫

M
φiu j =

∫

M
φihui.
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Logo

λk+1

∫

M
φ2

i ≤ λi

∫

M
φ2

i +

∫

M
φi

(
(−∆)lφi−λihui

)

= λi || φi ||2 +

∫

M
φi

(−∆)l(hui−
k∑

j=1

ri ju j)−λihui



= λi || φi ||2 +

∫

M
φi

(
(−∆)l(hui)−λihui

)
−

∫

M
φi

k∑

j=1

ri j(−∆)lu j

= λi || φi ||2 +

∫

M
φi

(
(−∆)l(hui)−λihui

)
−

k∑

j=1

ri j

∫

M
φiλ ju j

= λi || φi ||2 +

∫

M
φi

(
(−∆)l(hui)−λihui

)

= λi || φi ||2 +

∫

M
(hui)

(
(−∆)l(hui)−λihui

)
−

k∑

j=1

ri j

∫

M

(
(−∆)l(hui)−λihui

)
u j

Portanto,

(λk+1−λi) || φi ||2 ≤
∫

M
(hui)

(
(−∆)l(hui)−λihui

)
−

k∑

j=1

ri jsi j,

onde si j =

∫

M
((−∆)l(hui)−λihui)u j (3-29)

Notemos que se u ∈ Cl+2(M)∩Cl+1(∂M) satisfaz

u|∂M =
∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
∂M

= · · · = ∂l−1u
∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂M

= 0 (3-30)

então para l = 2m, temos

u|∂M = ∇u|∂M = ∆u|∂M = ∇(∆u)|∂M = · · · = ∆m−1u
∣∣∣
∂M = ∇(∆m−1u)

∣∣∣
∂M = 0. (3-31)

e para l = 2m + 1

u|∂M = ∇u|∂M = ∆u|∂M = ∇(∆u)|∂M = · · · = ∇(∆m−1u)
∣∣∣
∂M = ∆mu

∣∣∣
∂M = 0. (3-32)

Observemos que u j e hui satisfazem (3-30), logo as condições (3-31) e (3-32) também
serão satisfeitas, quando l = 2m e l = 2m+1, respectivamente. Usando as condições
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(3-31) e (3-32) e a segunda identidade de Green, repetidas vezes, concluímos que

∫

M
u j(−∆)l(hui) =

∫

M
hui(−∆)lu j (3-33)

Como si j =

∫

M
((−∆)l(hui)−λihui)u j e usando (3-33), obtemos

si j =

∫

M
((−∆)l(hui))u j−λi

∫

M
huiu j

=

∫

M
hui(−∆)lu j−λi

∫

M
huiu j

= λ j

∫

M
huiu j−λi

∫

M
huiu j

= (λ j−λi)ri j.

Seja pi(h) = (−∆)l(hui)−λihui. Segue de (3-29)

(λk+1−λi) || φi ||2 ≤
∫

M
((hui)((−∆)l(hui)−λihui))−

k∑

j=1

ri jsi j

=

∫

M
((hui)pi(h)) +

k∑

j=1

(λi−λ j)r2
i j. (3-34)

Consideremos ti j =

∫

M

(
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

)
u j. Usando as identidades de

Green, temos

ti j + t ji =

∫

M

(
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

)
u j +

∫

M

(〈
∇h,∇u j

〉
+

u j∆h
2

)
ui

=

∫

M
(〈∇h,∇ui〉)u j +

∫

M
(ui∆h)u j +

∫

M
(
〈
∇h,∇u j

〉
)ui

=

∫

M
〈∇h,∇ui〉u j−

∫

M

〈
u j∇ui,∇h

〉
−

∫

M

〈
ui∇u j,∇h

〉
+

∫

M

〈
∇h,∇u j

〉
ui = 0.

Ainda

∫

M
(−2)φi

(
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

)
=

∫

M
(−2)(hui−

k∑

j=1

ri ju j)
(
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

)

= −2
∫

M
(hui)

(
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

)
+ 2

k∑

j=1

ri j

∫

M
u j

(
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

)
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=

∫

M
(−hu2

i ∆h−2hui 〈∇h,∇ui〉) + 2
k∑

j=1

ri jti j = wi + 2
k∑

j=1

ri jti j (3-35)

onde wi =

∫

M
(−hu2

i ∆h−2hui 〈∇h,∇ui〉).

Seja α = 〈∇h,∇ui〉+ ui∆h
2 −

k∑

j=1

ti ju j, observemos que para δ > 0 qualquer

∫

M

(√
δφi(λk+1−λi)

3
2 +

1√
δ
α(λk+1−λi)

1
2

)2

≥ 0

Logo

(λk+1−λi)2
∫

M
(−2)φiα ≤ δ(λk+1−λi)3

∫

M
φ2

i +
1
δ

(λk+1−λi)
∫

M
α2. (3-36)

Multiplicando (3-35) por (λk+1−λi)2 e usando (3-34), (3-36) e o fato que∫

M
umφi = 0, obtemos

(λk+1−λi)2(wi + 2
k∑

j=1

ri jti j) = (λk+1−λi)2
∫

M
(−2)φi

[
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

]

= (λk+1−λi)2
∫

M
(−2)φi

〈∇h,∇ui〉+
ui∆h

2
−

k∑

j=1

ti ju j



≤ δ(λk+1−λi)3 || φi ||2 +1
δ (λk+1−λi)

∫

M

∣∣∣∣∣∣∣∣
〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2
−

k∑

j=1

ti ju j

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

= δ(λk+1−λi)3 || φi ||2 +1
δ (λk+1−λi)

∫

M

∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+
ui∆h

2

∣∣∣∣∣
2
−

k∑

j=1

t2
i j

≤ δ(λk+1−λi)2


∫

M
((hui)pi(h)) +

k∑

j=1

(λi−λ j)r2
i j



+ 1
δ (λk+1−λi)


∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
−

k∑

j=1

t2
i j



Aplicando somatório sobre i, obtemos
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k∑

i=1

(λk+1−λi)2(wi + 2
k∑

j=1

ri jti j) ≤
k∑

i=1

δ(λk+1−λi)2


∫

M
((hui)pi(h)) +

k∑

j=1

(λi−λ j)r2
i j



+
1
δ

k∑

i=1

(λk+1−λi)


∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
−

k∑

j=1

t2
i j

 (3-37)

Sabendo que ri j = r ji e ti j = −t ji obtemos

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)ri jti j =

k∑

i, j=1

(λk+1−λ j)(λk+1−λi)r jit ji

= −
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)ri jti j

Assim
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)ri jti j = 0.

Logo

2
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)2ri jti j = 2
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)ri jti j+ 2
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λ j−λi)ri jti j

= −2
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)ri jti j.

Substituíndo em (3-37) obtemos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2wi−2
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)ri jti j ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
((hui)pi(h)) +

δ
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)2(λi−λ j)r2
i j +

1
δ

k∑

i=1

(λk+1−λi)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
− 1
δ

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)t2
i j (3-38)
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Analisemos o fator
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)2(λi−λ j)r2
i j. Antes, observemos que

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)(λi−λ j)r2
i j =

k∑

i, j=1

(λk+1−λ j)(λk+1−λi)(λ j−λi)r2
ji

= −
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)(λi−λ j)r2
i j

Assim
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)(λi−λ j)r2
i j = 0.

Logo

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)2(λi−λ j)r2
i j =

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λk+1−λ j)(λi−λ j)r2
i j−

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)2r2
i j

= −
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)2r2
i j.

Substituímos em (3-38)

k∑

i=1

(λk+1−λi)2wi−2
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)ri jti j ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
((hui)pi(h))

− δ
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)2r2
i j +

1
δ

k∑

i=1

(λk+1−λi)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
− 1
δ

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)t2
i j

Temos que
k∑

i, j=1

δ
1
2 (λk+1−λi)

1
2 (λi−λ j)ri j−

(λk+1−λi)
1
2

δ
1
2

ti j


2

≥ 0.

O que implica na seguinte desigualdade

−
k∑

i, j=1

δ(λk+1−λi)(λi−λ j)2r2
i j−

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)
δ

t2
i j ≤ −2

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)ri jti j.

Logo
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k∑

i=1

(λk+1−λi)2wi−2
k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)ri jti j ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

M
((hui)pi(h)) +

1
δ

k∑

i=1

(λk+1−λi)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
−2

k∑

i, j=1

(λk+1−λi)(λi−λ j)ri jti j.

Donde, concluímos
k∑

i=1

(λk+1 − λi)2
∫

M
(−hu2

i ∆h − 2hui 〈∇h,∇ui〉) ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1 − λi)2
∫

M
((hui)pi(h)) +

1
δ

k∑

i=1

(λk+1−λi)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
.

Assim, obtemos (3-27). Para obtermos (3-28) basta substituir (3-26) em
(3-27)

k∑

i=1

(λk+1 − λi)2
∫

M
(−hu2

i ∆h − 2hui 〈∇h,∇ui〉) ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1 − λi) || (−∆)lhui − λihui ||2

+
1
δ

k∑

i=1

(λk+1−λi)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇h,∇ui〉+

ui∆h
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
. �

3.2 Autovalores do Operador Poli-harmônico em

Domínios Compactos no Espaço Rn

A seguir, demonstraremos um lema que será de fundamental importância
para obtermos as desigualdades tipo Yang.

Lema 3.5 Sejam ui e λi, i = 1,2, · · · como no Teorema 3.4. Então

0 ≤
∫

M
ui(−∆)kui ≤ λ

k
l
i ,k = 1, · · · , l−1. (3-39)

Antes de demonstrarmos o Lema enunciado acima, faremos algumas
observações as quais serão úteis mais adiante.

Observação 3.6 Aplicaremos a 2a identidade de Green (conferir 1.31)
k
2

vezes, sendo k
par

∫

M
ui∆(∆k−1ui)−

∫

M
∆k−1ui∆ui =

∫

∂M
(ui∇(∆k−1ui)−∆k−1ui∇ui) ·~ν = 0
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∫

M
∆ui∆(∆k−2ui)−

∫

M
∆k−2ui∆

2ui =

∫

∂M
(∆ui∇(∆k−2ui)−∆k−2ui∇∆ui) ·~ν = 0

...
...∫

M
∆

k
2−1ui∆(∆k− k

2 ui)−
∫

M
∆k− k

2 ui∆
k
2 ui =

∫

∂M
(∆

k
2−1ui∇(∆

k
2 ui)−∆

k
2 ui∇(∆

k
2−1ui)) ·~ν = 0.

Somando as identidades obtemos
∫

M
ui∆

kui =

∫

M
∆

k
2 ui∆

k
2 ui, k par. (3-40)

Observação 3.7 Para k ímpar, aplicaremos o mesmo argumento acima, entretanto,

apenas
k−1

2
vezes. Desta forma, obtemos

∫

M
ui∆

kui =

∫

M
∆k− k−1

2 ui∆
k−1

2 ui =

∫

M
∆

k−1
2 ui∆(∆

k−1
2 ui), k ímpar. (3-41)

É importante lembrar que em ambas as observações, usamos as condições
de fronteira dadas em (3-31) e (3-32). Encerradas as observações, agora iniciaremos
a demonstração.
Prova. Quando k ∈ {1, · · · , l−1} é par, temos que

∫

M
ui(−∆)kui =

∫

M
(∆

k
2 ui)2 ≥ 0.

Se k ∈ {1, · · · , l−1} é ímpar, temos

∫

M
ui(−∆)kui = −

∫

M
ui∆

kui = −
∫

M
∆

k−1
2 ui∆(∆

k−1
2 ui) =

∫

M
∇(∆

k−1
2 ui) · ∇(∆

k−1
2 ui) =

∫

M
| ∇(∆

k−1
2 ui) |2≥ 0.

Logo, para k ∈ {1, · · · , l−1} temos

∫

M
ui(−∆)kui ≥ 0.

A fim de demonstrarmos a desigualdade do lado direito, faremos a
seguinte afirmação, que será provada por indução.

Para qualquer k ∈ {1, · · · , l−1},
(∫

M
ui(−∆)kui

)k+1

≤
(∫

M
ui(−∆)k+1ui

)k

(3-42)

Faremos indução sobre k.
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i) Para k = 1 temos

(∫

M
ui(−∆)ui

)2

=

(∫

M
ui∆ui

)2

≤
∫

M
u2

i

∫

M
(∆ui)2 =

∫

M
∆ui∆ui =

∫

M
ui∆

2ui

=

∫

M
ui(−∆)2ui.

Assim, (3-42) mantém-se para k = 1.

ii) Suponha que a desigualdade seja válida para k−1, isto é,

(∫

M
ui(−∆)k−1ui

)k

≤
(∫

M
ui(−∆)kui

)k−1

(3-43)

mostraremos a validade para k par e k ímpar.

Para k par:
Aplicamos a 2a identidade de Green (conf. 1.31) k

2 − 1 vezes. Além disso,
usamos a desigualdade de Hölder ( conf. 1.33) e a observação (3-41) para
concluirmos que

∫

M
ui(−∆)kui =

∫

M
∆

k
2−1ui∆(∆

k
2 ui) = −

∫

M
∇(∆

k
2−1ui) ·∇(∆

k
2 ui)

≤
(∫

M
| ∇(∆

k
2−1ui) |2

) 1
2
(∫

M
| ∇(∆

k
2 ui) |2

) 1
2

=

(
−
∫

M
∆

k
2−1ui∆(∆

k
2−1ui)

) 1
2
(
−
∫

M
∆

k
2 ui∆(∆

k
2 ui)

) 1
2

=

(∫

M
ui(−∆)k−1ui

) 1
2
(∫

M
ui(−∆)k+1ui

) 1
2

.

Para k ímpar:
Primeiramente, usamos a observação (3-41), seguida pela desigualdade de
Schwarz ( conf. 1.33 ) e a observação (3-40) para inferirmos que

∫

M
ui(−∆)kui = −

∫

M
∆

k−1
2 ui∆

k+1
2 ui

≤
(∫

M
| ∆ k−1

2 ui |2
) 1

2
(∫

M
| ∆ k+1

2 ui |2
) 1

2
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=

(∫

M
ui(−∆)k−1ui

) 1
2
(∫

M
ui(−∆)k+1ui

) 1
2

.

Então para k ∈ {1, · · · , l−1} temos

∫

M
ui(−∆)kui ≤

(∫

M
ui(−∆)k−1ui

) 1
2
(∫

M
ui(−∆)k+1ui

) 1
2

. (3-44)

Usando a hipótese de indução (3-43) em (3-44) obtemos

∫

M
ui(−∆)kui ≤


(∫

M
ui(−∆)k−1ui

)k
1
2k (∫

M
ui(−∆)k+1ui

) 1
2

≤

(∫

M
ui(−∆)kui

)k−1
1
2k (∫

M
ui(−∆)k+1ui

) 1
2

Logo
(∫

M
ui(−∆)kui

)1− k−1
2k

≤
(∫

M
ui(−∆)k+1ui

) 1
2

Portanto (∫

M
ui(−∆)kui

)k+1

≤
(∫

M
ui(−∆)k+1ui

)k

O que prova a afirmação (3-42) para qualquer k ∈ {1, · · · , l−1}.

Aplicando (3-42) repetidas vezes, concluímos

∫

M
ui(−∆)kui ≤

(∫

M
ui(−∆)k+1ui

) k
k+1

≤

(∫

M
ui(−∆)k+2ui

) k+1
k+2



k
k+1

≤ · · ·

· · · ≤
(∫

M
ui(−∆)lui

) k
l

=

(∫

M
uiλiui

) k
l

= λ
k
l
i .

Portanto
0 ≤

∫

M
ui(−∆)kui ≤ λ

k
l
i , k ∈ {1, · · · , l−1}.

�

No teorema seguinte, obteremos uma desigualdade universal para auto-
valores do operador poli-harmônico em domínios compactos no Espaço Euclidi-
ano Rn.
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Teorema 3.8 Seja Ω um domínio limitado conexo em um Espaço Euclidiano Rn, n-
dimensional, e seja ∆ o laplaciano de Rn. Denote por λi o i-ésimo autovalor do problema

(−∆)lu = λu em Ω

u|∂Ω =
∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
∂Ω

= · · · = ∂l−1u
∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0. (3-45)

Então temos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
(

4l(n + 2l−2)
n2

) 1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)2λ
l−1

l
i



1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)λ
1
l
i



1
2

.

Prova. Sejam x1, · · · ,xn as funções coordenadas Euclidianas canônicas de Rn.
Seja ui a i-ésima autofunção ortonormal correspondente ao autovalor λi do
problema (3-45), i = 1, · · ·. Então

∆xα = 0 e ∇xα = (0,0, · · · ,1︸    ︷︷    ︸
α

,0, · · · ,0),α = 1,2, · · · ,n.

Aplicando indução sobre l, obtemos a seguinte expressão geral

(−∆)l(xαui) = xα(−∆)lui + 2l(−1)l
〈
∇xα,∇(∆l−1ui)

〉
= λixαui + 2l(−1)l

〈
∇xα,∇(∆l−1ui)

〉

(3-46)
Usando o Teorema 3.4, tomaremos h = xα em (3-27). Assim, concluímos para
qualquer δ > 0 que

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

Ω
(−xαu2

i ∆xα−2xαui 〈∇xα,∇ui〉)

≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui) +

k∑

i=1

(λk+1−λi)
δ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇xα,∇ui〉+

ui∆xα
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
.

Usando o fato que ∆xα = 0 e aplicando o somatório sobre α, temos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
n∑

α=1

∫

Ω
(−2xαui 〈∇xα,∇ui〉)

≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
n∑

α=1

∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui) +

k∑

i=1

(λk+1−λi)
δ

n∑

α=1

||〈∇xα,∇ui〉||2 .

(3-47)
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Observemos que:
n∑

α=1

| ∇xα |2= n e
n∑

α=1

〈∇xα,∇ui〉2 =

n∑

α=1

| ∇αui |2=| ∇ui |2 .

n∑

α=1

∫

Ω
(−2xαui 〈∇xα,∇ui〉) =

1
2

n∑

α=1

∫

Ω
u2

i ∆x2
α =

1
2

∫

Ω
u2

i


n∑

α=1

∆x2
α

 = n
∫

Ω
u2

i = n.

(3-48)
Além disso, segue do Lema 3.5

n∑

α=1

|| 〈∇xα,∇ui〉 ||2=

n∑

α=1

∫

Ω
〈∇xα,∇ui〉2 =

∫

Ω
| ∇ui |2= −

∫

Ω
ui∆ui =

∫

Ω
ui(−∆)ui ≤ λ

1
l
i .

(3-49)
Usando a igualdade (3-46), obtemos

∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui) = 2l(−1)l

∫

Ω
xαui

〈
∇xα,∇(∆l−1ui)

〉

= 2l(−1)l
∫

Ω
xαui∆

l−1(〈∇xα,∇ui〉)

= 2l(−1)l
∫

Ω
∆l−1(xαui)〈∇xα,∇ui〉 (3-50)

Como ∆l−1(xαui) = xα∆l−1ui + 2(l− 1)
〈
∇xα,∇(∆l−2ui)

〉
, então segue da expressão

acima ∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui) =

2l(−1)l
∫

Ω

(
xα∆l−1ui + 2(l−1)

〈
∇xα,∇(∆l−2ui)

〉)
〈∇xα,∇ui〉 .

(3-51)

Por outro lado,
∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui) = 2l(−1)l

∫

Ω
xαui

〈
∇xα,∇(∆l−1ui)

〉

= 2l(−1)l
∫

Ω

〈
xαui∇xα,∇(∆l−1ui)

〉

= 2l(−1)l+1
∫

Ω
∆l−1uidiv(xαui∇xα)

= 2l(−1)l+1
∫

Ω
∆l−1ui(〈∇(xαui),∇xα〉+ xαui∆xα)

= 2l(−1)l+1
∫

Ω
(∆l−1ui)(ui 〈∇xα,∇xα〉+ xα 〈∇ui,∇xα〉)

= 2l(−1)l+1
∫

Ω
(∆l−1ui)(ui | ∇xα |2 +xα 〈∇ui,∇xα〉).

Somando a igualdade obtida acima com a obtida em (3-51), obtemos
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∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui) =

2l(−1)l
∫

Ω

{
(l−1)

〈
∇xα,∇(∆l−2ui)

〉
〈∇xα,∇ui〉−

1
2

∆l−1ui | ∇xα |2 ui

}
.

Temos que

n∑

α=1

〈
∇xα,∇(∆l−2ui)

〉
〈∇xα,∇ui〉 =

n∑

α=1

∇α(∆l−2ui)∇αui =
〈
∇(∆l−2ui),∇ui

〉
.

Usando a igualdade que obtivemos anteriormente e o Lema 3.5, podemos
concluir que

n∑

α=1

∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui)

= 2l(−1)l
∫

Ω

(l−1)
n∑

α=1

〈
∇xα,∇(∆l−2ui)

〉
〈∇xα,∇ui〉−

1
2

∆l−1ui


n∑

α=1

| ∇xα |2
ui



= 2l(−1)l
∫

Ω

{
(l−1)

〈
∇(∆l−2ui),∇ui

〉
− 1

2
∆l−1ui(n)ui

}

= 2l(−1)l+1(l−1)
∫

Ω
ui∆(∆l−2ui) + l(−1)l+1n

∫

Ω
ui∆

l−1ui

= (2l(−1)l+1(l−1) + l(−1)l+1n)
∫

Ω
ui∆

l−1ui

= (2l(l−1) + l n)
∫

Ω
ui(−∆)l−1ui

≤ l(2l + n−2)λ
l−1

l
i .

Agora, substituímos as igualdades (3-48), (3-49) em (3-47)

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ·n ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2l(2l + n−2)λ
l−1

l
i +

k∑

i=1

(λk+1−λi)
δ

λ
1
l
i .

Tomando δ =


∑k

i=1(λk+1−λi)λ
1
l

i

l(n+2l−2)
∑k

i=1(λk+1−λi)2λ
l−1

l
i



1
2

, obtemos

k∑

i=1

(λk+1 − λi)2 · n ≤ (l(n + 2l − 2))
1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)λ
1
l
i



1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)2λ
l−1

l
i



1
2

+

l(n + 2l−2)
k∑

i=1

(λk+1−λi)2λ
l−1

l
i



1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)λ
1
l
i



1
2
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Donde, concluímos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
(

4l(n + 2l−2)
n2

) 1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)λ
1
l
i



1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)2λ
l−1

l
i



1
2

.

�

Observemos que, no caso l = 1 o teorema anterior cobre a famosa desigual-
dade de Yang. Uma estimativa para o (k + 1)−ésimo autovalor é apresentada no
corolário abaixo.

Corolário 3.9 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 3.8, temos

λk+1 ≤
1
k

k∑

i=1

λi +
2l(n + 2l−2)

k2n2


k∑

i=1

λ
l−1

l
i




k∑

i=1

λ
1
l
i

 +



(
2l(n + 2l−2)

k2n2

)2


k∑

i=1

λ
l−1

l
i


2 

k∑

i=1

λ
1
l
i


2

− 1
k

k∑

i=1

λi−
1
k

k∑

j=1

λ j



2

1
2 (3-52)

e

λk+1 ≤
(
1 +

2l(n + 2l−2)
n2

)
1
k

k∑

i=1

λi +




2l(n + 2l−2)

n2
1
k

k∑

i=1

λi


2

−
(
1 +

4l(n + 2l−2)
n2

)
1
k

k∑

i=1

λi−
1
k

k∑

j=1

λ j



2

1
2

.

(3-53)

Prova. Da desigualdade de Chebyshev, Lema 2.2 segue que

k∑

i=1

(λk+1−λi)λ
1
l
i ≤

1
k


k∑

i=1

(λk+1−λi)




k∑

i=1

λ
1
l
i



e
k∑

i=1

(λk+1−λi)2λ
l−1

l
i ≤

1
k


k∑

i=1

(λk+1−λi)2




k∑

i=1

λ
l−1

l
i



Substituíndo estas desigualdades no Teorema 3.8, obtemos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2

≤
(

4l(n + 2l−2)
n2

) 1
2

1
k


k∑

i=1

(λk+1−λi)2




k∑

i=1

λ
l−1

l
i





1
2

1
k


k∑

i=1

(λk+1−λi)




k∑

i=1

λ
1
l
i





1
2
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Logo

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 4l(n + 2l−2)
k2n2


k∑

i=1

λ
l−1

l
i




k∑

i=1

(λk+1−λi)




k∑

i=1

λ
1
l
i

 .

Fazendo A =
4l(n + 2l−2)

k2n2 e abrindo o somatório, temos

kλ2
k+1−λk+1

2


k∑

i=1

λi

+ A k


k∑

i=1

λ
l−1

l
i




k∑

i=1

λ
1
l
i



+

k∑

i=1

λ2
i

+A


k∑

i=1

λ
l−1

l
i




k∑

i=1

λ
1
l
i




k∑

i=1

λi

 ≤ 0.

Resolvemos a inequação em λk+1, donde obtemos

λk+1 ≤
1
k

k∑

i=1

λi +
2l(n + 2l−2)

k2n2


k∑

i=1

λ
l−1

l
i




k∑

i=1

λ
1
l
i



+



(
2l(n + 2l−2)

k2n2

)2


k∑

i=1

λ
l−1

l
i


2 

k∑

i=1

λ
1
l
i


2

− 1
k

k∑

i=1

λi−
1
k

k∑

j=1

λ j



2

1
2

O que conclui a demonstração da desigualdade (3-52).
A fim de provarmos a desigualdade (3-53), usaremos o Lema 2.1


k∑

i=1

(λk+1−λi)2λ
l−1

l
i




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(λk+1−λi)λ
1
l
i

 ≤


k∑

i=1

(λk+1−λi)2




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i=1

(λk+1−λi)λ
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l
i λ

1
l
i



Substituíndo no Teorema 3.8, obtemos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
(

4l(n + 2l−2)
n2

) 1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)2



1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)λi



1
2

.

Isto é

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤
(

4l(n + 2l−2)
n2

)
k∑

i=1

(λk+1−λi)λi


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Abrindo o somatório, obtemos

kλ2
k+1−2λk+1


k∑

i=1

λi
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i

 ≤ 0.

Fazendo B =
4l(n+2l−2)

n2 e resolvendo o polinômio em λk+1, obtemos

λk+1 ≤
2 + B
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1
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
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.

Donde obtemos a desigualdade (3-53). �
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3.3 Autovalores do Operador Poli-harmônico em

Domínios Compactos numa Esfera Unitária

Nesta seção, obteremos desigualdades universais para autovalores do
operador poliharmônico em domínios compactos na esfera unitária Sn ⊂ Rn+1.
Para nós,∇denota a conexão em Sn e∇ é a conexão emRn+1, a variedade ambiente.
Além disso, ∆ é o operador laplaciano em Sn e ∆ é o operador laplaciano emRn+1.

Seja l um inteiro positivo e para p = 0,1,2, · · ·, defina os polinômios Fp(t)
indutivamente por

F0(t) = 1, F1(t) = t−n, Fp(t) = (2t−2)Fp−1(t)− (t2 + 2t−n(n−2))Fp−2(t), p = 2, · · ·

Temos que Fp é um polinômio de grau p e podemos escrever

Fl(t) = altl + al−1tl−1 + · · ·+ a1t + a0.

Provaremos por indução que al = 1 e a0 = (−n)l para cada l inteiro positivo.

i) Para l = 1 temos

F1(t) = a1t + a0⇒ a1 = 1 a0 = (−n)1.

ii) Suponhamos que al = 1 para l ≤ p−1 e mostraremos que vale para l = p. Para
isso, escrevemos Fm(t) = amtm + Rm−1(t) onde Rm−1(t) é algum polinômio de
grau não maior que m−1. Usando a hipótese de indução, obtemos

Fp(t) = (2t−2)Fp−1(t)− (t2 + 2t−n(n−2))Fp−2(t)

= (2t−2)(tp−1 + Rp−2(t))− (t2 + 2t−n(n−2))(tp−2 + Rp−3(t))

= 2tp−2tp−1− tp−2tp−1 + n(n−2)tp−2 + Qp−1(t)

= tp + Rp−1(t)

onde Qp−1 é algum polinômio de grau não maior que p−1.
Logo, a afirmação é válida para l = p.

iii) Suponhamos agora que a0 = (−n)l para l ≤ p−1 e mostraremos que também
vale para l = p. Para isso, escrevemos Fm(t) = [Qm−1(t)]t + a0. Usando a
hipótese de indução, temos
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Fp(t) = (2t−2)Fp−1(t)− (t2 + 2t−n(n−2))Fp−2(t)

= (2t−2)([Qp−2(t)]t + (−n)p−1)− (t2 + 2t−n(n−2))([Qp−3(t)]t + (−n)p−2)

= (2t−2)(−n)p−1− (t2 + 2t−n(n−2))(−n)p−2 + [Ap−1(t)]t

= (−2)(−n)p−1 + n(n−2)(−n)p−2 + [Qp−1(t)]t

= (−2)(−n)p−1 + n2(−n)p−2−2n(−n)p−2 + [Qp−1(t)]t

= (−n)2(−n)p−2 + [Qp−1(t)]t

= (−n)p + [Qp−1(t)]t

em que Ap é algum polinômio de grau não maior que p.
Logo, a afirmação é válida para l = p.

Portanto,
Fl(t) = tl + al−1tl−1 + · · ·+ a1t + (−n)l para l = 1,2,3, · · · . (3-54)

O lema abaixo, nos auxiliará na demonstração do teorema principal
desta seção. Nele, obtemos uma desigualdade que depende dos coeficientes dos
polinômios obtidos acima. Este lema também é apresentado em [6].

Lema 3.10 Com a notação anterior, vale

n+1∑

α=1

∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−xα(−∆)lui) ≤

l−1∑

j=1

| a j | λ
j
l
i + nl,

em que a j, j = 1, · · · , l−1 é definido em (3-54) e Ω é um domínio compacto conexo em uma
esfera unitária Sn.

Prova. Sejam x1, · · · ,xn+1 as funções coordenadas canônicas do Espaço Euclidiano
Rn+1, então

Sn =

(x1, · · · ,xn+1) ∈Rn+1;
n+1∑

α=1

xα2 = 1

 .

A fórmula de Böchner (2-3) fornece-nos que

1
2

∆(| ∇ f |2) =| ∇2 f |2 +
〈∇ f ,∇∆ f

〉
+ Ric(∇ f ,∇ f ).

Como na esfera Sn a curvatura de Ricci é constante e igual a (n - 1), conferir
exemplo 1.20, então segue

1
2

∆(| ∇ f |2) =| ∇2 f |2 +
〈∇ f ,∇∆ f

〉
+ (n−1)

〈∇ f ,∇ f
〉
. (3-55)
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Ainda
1
2

∆(| ∇g |2) =| ∇2g |2 +
〈∇g,∇∆g

〉
+ (n−1)

〈∇g,∇g
〉

(3-56)

e

1
2

∆(| ∇( f + g) |2) =| ∇2( f + g) |2 +
〈∇( f + g),∇(∆( f + g))

〉
+ (n−1)

〈∇( f + g),∇( f + g)
〉
.

(3-57)
Temos que

| ∇( f + g) |2=
〈∇ f ,∇ f

〉
+ 2

〈∇ f ,∇g
〉
+

〈∇g,∇g
〉

=| ∇ f |2 +2
〈∇ f ,∇g

〉
+ | ∇g |2 . (3-58)

Além disso,
Seja e1, · · · ,en um referencial móvel ortonormal localmente definido em Ω,

onde
〈
∇2 f ,∇2g

〉
=

n∑

s,t=1

∇2 f (es,et)∇2g(es,et). Temos

| ∇2( f + g) |2 =
〈
∇2( f + g),∇2( f + g)

〉

=

n∑

s,t=1

∇2( f + g)(es,et)∇2( f + g)(es,et)

=

n∑

s,t=1

∇2 f (es,et)∇2 f (es,et) + 2
n∑

s,t=1

∇2 f (es,et)∇2g(es,et) +

n∑

s,t=1

∇2g(es,et)∇2g(es,et)

=
〈
∇2 f ,∇2 f

〉
+ 2

〈
∇2 f ,∇2g

〉
+

〈
∇2g,∇2g

〉

= | ∇2 f |2 +2
〈
∇2 f ,∇2g

〉
+ | ∇2g |2 . (3-59)

Usando as igualdades (3-57), (3-59), (3-55) e (3-56), nesta ordem, obtemos

1
2

∆(| ∇( f + g) |2) =

= | ∇2( f + g) |2 +
〈∇( f + g),∇∆( f + g)

〉
+ (n−1)

〈∇( f + g),∇( f + g)
〉

= | ∇2 f |2 +2
〈
∇2 f ,∇2g

〉
+ | ∇2g |2 +

〈∇ f ,∇∆ f
〉
+

〈∇ f ,∇∆g
〉
+

〈∇g,∇∆ f
〉

+
〈∇g,∇∆g

〉
+ (n−1)

〈∇ f ,∇ f
〉
+ 2(n−1)

〈∇ f ,∇g
〉
+ (n−1)

〈∇g,∇g
〉

=
1
2

∆(| ∇ f |2) +
1
2

∆(| ∇g |2) + 2
〈
∇2 f ,∇2g

〉
+

〈∇ f ,∇∆g
〉
+

〈∇g,∇∆ f
〉

+2(n−1)
〈∇ f ,∇g

〉
.

Isto é,

1
2

∆(| ∇( f + g) |2) =
1
2

∆(| ∇ f |2) +
1
2

∆(| ∇g |2) + 2
〈
∇2 f ,∇2g

〉
+

〈∇ f ,∇∆g
〉
+

〈∇g,∇∆ f
〉

+2(n−1)
〈∇ f ,∇g

〉
. (3-60)
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Por outro lado, usando a igualdade (3-58), obtemos

1
2

∆(| ∇( f + g) |2) =
1
2

∆ | ∇ f |2 +∆(
〈∇ f ,∇g

〉
) +

1
2

∆ | ∇g |2 (3-61)

Logo

∆(
〈∇ f ,∇g

〉
) = 2

〈
∇2 f ,∇2g

〉
+

〈∇ f ,∇(∆g)
〉
+

〈∇g,∇(∆ f )
〉
+ 2(n−1)

〈∇ f ,∇g
〉
. (3-62)

Em um domínio na esfera unitária, conforme vimos em (1-10) e (1-11) temos

∇2xα = −xα 〈 , 〉 e ∆xα = −nxα, α = 1, · · · ,n + 1.

Considerando f = xα, a igualdade (3-62) fornece-nos a seguinte expressão

∆(
〈∇xα,∇g

〉
) =

= 2
〈
∇2xα,∇2g

〉
+

〈∇xα,∇(∆g)
〉
+

〈∇g,∇(∆xα)
〉
+ 2(n−1)

〈∇xα,∇g
〉

= 2
n∑

s,t=1

∇2xα(es,et)∇2g(es,et) +
〈∇xα,∇(∆g)

〉−n
〈∇g,∇xα

〉
+ 2(n−1)

〈∇xα,∇g
〉

= −2
n∑

s,t=1

xα 〈es,et〉∇2g(es,et) +
〈∇xα,∇(∆g)

〉
+ (n−2)

〈∇xα,∇g
〉

= −2
n∑

s,t=1

xαδst∇2g(es,et) +
〈∇xα,∇(∆g)

〉
+ (n−2)

〈∇xα,∇g
〉

= −2
n∑

t=1

xα∇2g(et,et) +
〈∇xα,∇(∆g)

〉
+ (n−2)

〈∇xα,∇g
〉

= −2xα
n∑

t=1

∇2g(et,et) +
〈∇xα,∇(∆+ (n−2))g

〉

= −2xα∆g +
〈∇xα,∇(∆+ (n−2))g

〉
.

Logo
∆(

〈∇xα,∇g
〉
) = −2xα∆g +

〈∇xα,∇(∆+ (n−2))g
〉
. (3-63)

Ainda, calculamos
∆(xαg) = g∆xα + xα∆g + 2

〈∇xα,∇g
〉

= −ngxα + xα∆g + 2
〈∇xα,∇g

〉
= xα(∆ − n)g +

2
〈∇xα,∇g

〉
.

Usando (3-63) e o resultado acima, obtemos

∆2(xαg) = ∆(∆(xαg))

= ∆(xα(∆−n)g) + 2∆(
〈∇xα,∇g

〉
)
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= ∆xα(∆−n)g + xα(∆2−n∆)g + 2
〈∇xα,∇(∆−n)g

〉
+ 2∆(

〈∇xα,∇g
〉
)

= ∆xα(∆−n)g + xα(∆2−n∆)g + 2
〈∇xα,∇(∆−n)g

〉−4xα∆g + 2
〈∇xα,∇(∆+ (n−2))g

〉

= −nxα(∆−n)g + xα(∆2−n∆)g + 2
〈∇xα,∇(∆−n +∆+ (n−2))g

〉−4xα∆g

= xα(−n∆+ n2 +∆2−n∆−4∆)g + 2
〈∇xα,∇(2∆−2)g

〉

= xα(∆2−2(n + 2)∆+ n2)g + 2
〈∇xα,∇(2∆−2)g

〉

Assim, para cada q = 0,1,2,3, · · ·, existem polinômios Bq e Cq de graus não maiores
que q tais que

∆q(xαg) = xα(Bq(∆))g + 2
〈
∇xα,∇(Cq(∆)g)

〉
(3-64)

Como ∆0(xαg) = xαg então B0 = 1 e C0 = 0.
Além disso, como ∆(xαg) = xα(∆−n)g+2

〈∇xα,∇g
〉

então B1(∆) = ∆−n e C1(∆) = 1.

Com as igualdades (3-63) e (3-64), obtemos

∆q(xαg) = ∆(∆q−1(xαg))

= ∆
(
xα(Bq−1(∆))g + 2

〈
∇xα,∇(Cq−1(∆)g)

〉)

= (Bq−1(∆))g∆xα+ xα∆(Bq−1(∆)g) + 2
〈
∇xα,∇(Bq−1(∆)g)

〉
+ 2∆

(〈
∇xα,∇(Cq−1(∆)g)

〉)

= −nxα(Bq−1(∆))g + xα∆(Bq−1(∆)g) + 2
〈
∇xα,∇(Bq−1(∆)g)

〉
−4xα∆(Cq−1(∆)g)

+2
〈
∇xα,∇((∆+ (n−2))(Cq−1(∆)g))

〉

= xα((∆−n)Bq−1(∆)−4∆Cq−1(∆))g

+2
〈
∇xα,∇

(
(Bq−1(∆) +∆Cq−1(∆) + (n−2)Cq−1(∆))g

)〉
.

Logo, segue de (3-64)

Bq(∆) = (∆−n)Bq−1(∆)−4∆Cq−1(∆)

Cq(∆) = Bq−1(∆) + (∆+ (n−2))Cq−1(∆) (3-65)

Consequentemente de (3-65), temos

Bq(∆) = (2∆−2)Bq−1(∆)− (∆+ n−2)Bq−1(∆)−4∆Cq−1(∆)

= (2∆−2)Bq−1(∆)− (∆+ n−2)
(
(∆−n)Bq−2(∆)−4∆Cq−2(∆)

)
−4∆Cq−1(∆)
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= (2∆−2)Bq−1(∆)− (∆2−n2−2∆+ 2n)Bq−2(∆) + 4∆
[
(∆+ n−2)Cq−2(∆)−Cq−1(∆)

]

= (2∆−2)Bq−1(∆)− (∆2 + 2∆−n(n−2))Bq−2(∆) +

4∆
[
Bq−2(∆) + (∆+ n−2)Cq−2(∆)−Cq−1(∆)

]

= (2∆−2)Bq−1(∆)− (∆2 + 2∆−n(n−2))Bq−2(∆) + 4∆
[
Cq−1(∆)−Cq−1(∆)

]

= (2∆−2)Bq−1(∆)− (∆2 + 2∆−n(n−2))Bq−2(∆).

Logo

Bq(∆) = (2∆−2)Bq−1(∆)− (∆2 + 2∆−n(n−2))Bq−2(∆); q ≥ 2.

Com isso e usando o fato de B0 = 1 e B1(∆) = ∆−n, segue que Bq = Fq,∀q = 0,1,2, · · ·.
Usando a igualdade (3-64) e considerando g = ui, obtemos

∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−xα(−∆)lui) =

∫

Ω
xαui((−1)l∆l(xαui)−λixαui)

=

∫

Ω
xαui

[
(−1)l(xαBl(∆)ui + 2〈∇xα,∇(Cl(∆)ui)〉)−λixαui

]

=

∫

Ω
xαui

[
(−1)l(xα(∆l + al−1∆l−1 + · · ·+ a1∆+ a0)ui)−λixαui

]

+

∫

Ω
2(−1)lxαui(〈∇xα,∇(Cl(∆)ui)〉)

=

∫

Ω
xαui(xα(−∆)lui−λixαui)

+

∫

Ω
(−1)lx2

αui(al−1∆l−1 + · · ·+ a1∆+ a0)ui

+(−1)l
∫

Ω
ui

〈
∇xα2,∇(Cl(∆)ui)

〉

= (−1)l
∫

Ω
xα2ui(al−1∆l−1 + · · ·+ a1∆+ a0)ui

+(−1)l
∫

Ω
ui

〈
∇xα2,∇(Cl(∆)ui)

〉
.

Sabendo que∇


n+1∑

α=1

xα2

 = 0, aplicando somatório sobreα e usando o Lema

3.5, obtemos

n+1∑

α=1

∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−xα(−∆)lui) =
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= (−1)l
∫

Ω


n+1∑

α=1

xα2

ui(al−1∆l−1 + · · ·+ a1∆+ a0)ui + (−1)l
∫

Ω
ui

〈
∇


n+1∑

α=1

xα2

 ,∇(Cl(∆)ui)
〉

= (−1)l
∫

Ω
ui(al−1∆l−1 + · · ·+ a1∆+ a0)ui

=

∫

Ω
ui(−al−1(−∆)l−1 + al−2(−∆)l−2− · · ·+ (−1)l−1a1(−∆) + (−1)la0)ui

≤
∫

Ω
ui(| −al−1 | (−∆)l−1+ | al−2 | (−∆)l−2 + · · ·+ | (−1)l−1a1 | (−∆)+ | (−1)la0 |)ui

=

∫

Ω
ui


l−1∑

j=1

| a j | (−∆) j

ui+ | a0 |
∫

Ω
u2

i

=

l−1∑

j=1

| a j |
∫

Ω
ui(−∆) jui+ | a0 |≤

l−1∑

j=1

| a j | λ
j
l
i + | a0 |

=

l−1∑

j=1

| a j | λ
j
l
i + nl

o que conclui a demonstração. �

No próximo teorema, apresentamos uma desigualdade tipo-Yang em um
domínio compacto na esfera unitária Sn.

Teorema 3.11 Seja λi o i-ésimo autovalor do seguinte problema

(−∆)lu = λu em Ω

u|∂Ω =
∂u
∂ν

∣∣∣∣∣
∂Ω

= · · · = ∂l−1u
∂νl−1

∣∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

onde Ω é um domínio compacto conexo em uma n-esfera unitária Sn.
Então temos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2

≤ 1
n


k∑

i=1

(λk+1−λi)2(| al−1 | λ
l−1

l
i + · · ·+ | a1 | λ

1
l
i + | a0 |)



1
2

×


k∑

i=1

(λk+1−λi)(n2 + 4λ
1
l
i )



1
2

. (3-66)
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Prova. Sejam x1, · · · ,xn+1 as funções coordenadas canônicas do espaço euclidiano
Rn+1, então

Sn =

(x1, · · · ,xn+1) ∈Rn+1;
n+1∑

α=1

xα2 = 1

 .

Seja ui a i-ésima autofunção ortonormal correspondendo ao autovalor
λi, i = 1,2, · · ·. Para qualquer δ > 0, tomando h = xα na desigualdade (3-27) do
Teorema 3.4 temos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

Ω
(−xαu2

i ∆xα−2xαui 〈∇xα,∇ui〉)

≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui) +

k∑

i=1

(λk+1−λi)
δ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇xα,∇ui〉+

ui∆xα
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
.

Considerando o somatório em α de 1 a n + 1, obtemos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
n+1∑

α=1

∫

Ω
(−xαu2

i ∆xα−2xαui 〈∇xα,∇ui〉)

≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
n+1∑

α=1

∫

Ω
xαui((−∆)l(xαui)−λixαui)

+

k∑

i=1

(λk+1−λi)
δ

n+1∑

α=1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇xα,∇ui〉+

ui∆xα
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
. (3-67)

Temos que

n+1∑

α=1

∫

Ω
(−xαu2

i ∆xα−2xαui 〈∇xα,∇ui〉) =

n+1∑

α=1

∫

Ω
(nxα2u2

i −ui 〈2xα∇xα,∇ui〉) =

∫

Ω
nu2

i


n+1∑

α=1

xα2

−
∫

Ω
ui

〈n+1∑

α=1

∇xα2,∇ui

〉
= n

∫

Ω
u2

i = n. (3-68)

Além disso, usando o lema 3.5, obtemos

n+1∑

α=1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣〈∇xα,∇ui〉+

ui∆xα
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=

n+1∑

α=1

∫

Ω

(
〈∇xα,∇ui〉+

ui∆xα
2

)(
〈∇xα,∇ui〉+

ui∆xα
2

)

=

n+1∑

α=1

∫

Ω

〈∇xα,∇ui〉2 + ui∆xα 〈∇xα,∇ui〉+
u2

i (∆xα)2

4



=

∫

Ω


n+1∑

α=1

〈∇xα,∇ui〉2−
n+1∑

α=1

nui 〈xα∇xα,∇ui〉+
n+1∑

α=1

n2u2
i xα2

4


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=

∫

Ω
| ∇ui |2 −

n
2

∫

Ω

〈n+1∑

α=1

∇xα2,∇ui

〉
+

n2

4

∫

Ω


n+1∑

α=1

xα2

u2
i

=
n2

4
+

∫

Ω
| ∇ui |2=

n2

4
+

∫

Ω
∇ui ·∇ui

=
n2

4
+

∫

Ω
ui(−∆)ui

≤ n2

4
+λ

1
l
i . (3-69)

Substituímos as expressões (3-68), (3-69) e o Lema 3.10 em (3-67)

k∑

i=1

(λk+1−λi)2n ≤ δ
k∑

i=1

(λk+1−λi)2


l−1∑

j=1

| a j | λ
j
l
i + | a0 |

+
1
δ

k∑

i=1

(λk+1−λi)
(

n2

4
+λ

1
l
i

)
.

Tomando δ =



k∑

i=1

(λk+1−λi)
(

n2

4
+λ

1
l
i

)

k∑

i=1

(λk+1−λi)2(| al−1 | λ
l−1

l
i + · · ·+ | a1 | λ

1
l
i + | a0 |)



1
2

, obtemos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2n

≤


k∑

i=1

(λk+1−λi)2(| al−1 | λ
l−1

l
i + · · ·+ | a1 | λ

1
l
i + | a0 |)



1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)
(

n2

4
+λ

1
l
i

)

1
2

+


k∑

i=1

(λk+1−λi)2(| al−1 | λ
l−1

l
i + · · ·+ | a1 | λ

1
l
i + | a0 |)



1
2


k∑

i=1

(λk+1−λi)
(

n2

4
+λ

1
l
i

)

1
2

.

Logo

k∑

i=1

(λk+1−λi)2

≤ 1
n


k∑

i=1

(λk+1−λi)2(| al−1 | λ
l−1

l
i + · · ·+ | a1 | λ

1
l
i + | a0 |)



1
2

×


k∑

i=1

(λk+1−λi)
(
n2 + 4λ

1
l
i

)

1
2

.

�
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A seguir, apresentamos duas estimativas para o (k + 1)-ésimo autovalor.

Corolário 3.12 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 3.11, temos

λk+1 ≤
1
k

k∑

i=1

λi +
1

2n2k2


k∑

i=1

(| al−1 | λ
l−1

l
i + · · ·+ | a1 | λ

1
l
i + | a0 |)

×
kn2 + 4

k∑

i=1

λ
1
l
i



+

{
1

4n4k4


k∑

i=1

(| al−1 | λ
l−1

l
i + · · ·+ | a1 | λ

1
l
i + | a0 |)


2 kn2 + 4

k∑

i=1

λ
1
l
i


2

−1
k

k∑

i=1

λi−
1
k

k∑

j=1

λ j



2} 1
2

e λk+1 ≤ Uk+1 +
√

U2
k+1−Vk+1, onde

Uk+1 =
1
k

k∑

i=1

λi +
1

2n2k

k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)(
n2 + 4λ

1
l
i

)

e

Vk+1 =
1
k

k∑

i=1

λ2
i +

1
n2k

k∑

i=1

λi

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)(
n2 + 4λ

1
l
i

)
.

Prova. Pelo Lema 2.2, obtemos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)

≤ 1
k


k∑

i=1

(λk+1−λi)2




k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

) (3-70)

e

k∑

i=1

(λk+1−λi)(n2 + 4λ
1
l
i ) ≤ 1

k


k∑

i=1

(λk+1−λi)




k∑

i=1

(n2 + 4λ
1
l
i )



=
1
k


k∑

i=1

(λk+1−λi)



n2k + 4
k∑

i=1

λ
1
l
i

 . (3-71)

Substituímos (3-70),(3-71) na desigualdade dada pelo Teorema 3.11
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k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 1
nk


k∑

i=1

(λk+1−λi)2



1
2


k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)

1
2

×


k∑

i=1

(λk+1−λi)



1
2
n2k + 4

k∑

i=1

λ
1
l
i



1
2

.

Logo

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 1
n2k2


k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)

×


k∑

i=1

(λk+1−λi)



n2k + 4
k∑

i=1

λ
1
l
i

 .

Fazendo A =

k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
, B = n2k + 4

k∑

i=1

λ
1
l
i e

abrindo o somatório acima, obtemos

kλ2
k+1−λk+1

2
( k∑

i=1

λi
)
+

1
n2k

(A)(B)

+

k∑

i=1

λ2
i +

1
n2k2 (A)(B)

( k∑

i=1

λi
)
≤ 0.

Resolvendo o polinômio em λk+1, obtemos

λk+1 ≤
1
k

( k∑

i=1

λi
)
+

1
2n2k2 (A)(B) +

1
2k


1

n4k2
(A)2(B)2−4k


k∑

i=1

λ2
i −

1
k

( k∑

i=1

λi
)2




1
2

.

Simplificando a expressão

λk+1 ≤
1
k

( k∑

i=1

λi
)
+

1
2n2k2 (A)(B) +


1

4n4k4
(A)2(B)2− 1

k


k∑

i=1

λi−
1
k

k∑

j=1

λ j



2



1
2

.

Com isso, a primeira desigualdade fica demonstrada.

Por outro lado, pelo Lema 2.1, obtemos
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
k∑

i=1

(λk+1−λi)2
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)


k∑

i=1

(λk+1−λi)(n2 + 4λ
1
l
i )



≤


k∑

i=1

(λk+1−λi)2




k∑

i=1

(λk+1−λi)
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )



Substituímos no Teorema 3.11

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 1
n


k∑

i=1

(λk+1−λi)2



1
2

×


k∑

i=1

(λk+1−λi)
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )



1
2

.

Donde, obtemos

k∑

i=1

(λk+1−λi)2 ≤ 1
n2


k∑

i=1

(λk+1−λi)
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )

 .

Abrindo o somatório, obtemos

kλ2
k+1−2λk+1

( k∑

i=1

λi
)
+

k∑

i=1

λ2
i

− 1
n2


k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )

λk+1

+
1
n2

k∑

i=1

λi
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i ) ≤ 0

Resolvendo em λk+1, obtemos

λk+1 ≤
1
k

k∑

i=1

λi +
1

2n2k

k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )

+

{
1
k2

( k∑

i=1

λi
)2

+
1

n2k2

k∑

i=1

λi

k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )

−
[
1
k

k∑

i=1

λ2
i +

1
n2k

k∑

i=1

λi
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )

]} 1
2
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Sendo

Uk+1 =
1
k

k∑

i=1

λi +
1

2n2k

k∑

i=1

(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )

Vk+1 =
1
k

k∑

i=1

λ2
i +

1
n2k

k∑

i=1

λi
(
| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |

)
(n2 + 4λ

1
l
i )

Concluímos que

λk+1 ≤ Uk+1 +
√

U2
k+1−Vk+1.
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