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Resumo

Pereira, Rosane Gomes. Desigualdades Universais para Autovalores do
Operador Poli-harménico. Goiania, 2012. 73p. Dissertagdo de Mestrado.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho, estudamos autovalores do operador poli-harménico em vari-
edades Riemannianas compactas com fronteira ( possivelmente vazia ). Aqui,
apresentamos uma desigualdade universal para os autovalores do operador poli-
harmonico em dominios compactos no Espaco Euclidiano R". Esta desigualdade
controla o k-ésimo autovalor pelos autovalores menores, independentemente da
geometria particular do dominio.

Além disso, a desigualdade que apresentamos cobre a importante desigualdade
de Yang em autovalores do Laplaciano de Dirichlet. Finalmente, apresentamos
desigualdades universais para autovalores do operador poli-harmoénico em
dominios compactos na esfera unitaria n- dimensional S".

Palavras—chave e Frases
Variedades Riemannianas, Cotas Universais, Desigualdade tipo-Yang,
Operador Poli-harmonico.



Abstract

Pereira, Rosane Gomes. Universal Bounds for Eigenvalues of the Poly-
harmonic Operator. Goiania, 2012. 73p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we study eigenvalues of polyharmonic operators on compact
Riemannian manifolds with boundary (possibly empty). Here, we bring in a
universal inequality for the eigenvalues of the polyharmonic operator on compact
domains in an Euclidean space R". This inequality controls the kth eigenvalue by
the lower eigenvalues, independently of the particular geometry of the domain.

Besides, a inequality we present covers the important Yang inequality on
eigenvalues of the Dirichlet Laplacian. Finally, we introduce universal inequalities

for eigenvalues of polyharmonic operator on compact domains in a unit n-sphere
s

Keywords and Phrases
Riemannian Manifolds, Universal Bounds, Yang-type Inequality, Poly-
harmonic Operator.
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Introducao

O estudo dos autovalores tem sua origem no método de separacdo de
varidveis e apresentou-se de muito interesse para alguns ramos da matematica, e
principalmente, da fisica. Nesta introducdo, buscamos apresentar uma cronologia
para os estudos dos problemas e, nos casos particulares, apresentamos as
desigualdades mais famosas. Aqui, 0 nosso objetivo mais primordial € justificar
a necessidade de obtermos desigualdades tipo-Yang, para isso organizamos as
varias desigualdades numa linha de implica¢des, a qual mostra sem sombra de
duavidas, que a desigualdade de Yang é a melhor.

Consideremos Q2 um dominio conexo, limitado e com fronteira suave no
espaco Euclidiano R”, n > 2, v o campo normal unitdrio exterior a JQ) e seja [ um
inteiro positivo. Solugdes de Au = 0 num dominio QO C R" sdo as classicas fungdes
harmonicas que descrevem a posicdo de equilibrio de uma membrana eléstica
homogénea. Solucdes de A*u = 0 sdo chamadas bi-harmdnicas, e elas modelam
o equilibrio de placas homogéneas. Similarmente, solugdes de Alu =0, I € N; sdo
chamadas poli-harmonicas.

Podemos entdo naturalmente considerar o seguinte problema de auto-
valor

(—A)lu =Au em Q
_ou|l Tl
oo = 5~ o T g

O espectro do operador do problema 0-1 é real e seus autovalores formam

=0. (0-1)
0Q

uma sequéncia ndo-decrescente
O<A <A <A<,

em que cada autovalor é repetido de acordo com sua multiplicidade. O caso /=1
é bastante estudado, desde os trabalhos de Weyl [21] e Courant-Hilbert [12]. Mas,
também para [ > 2, as fung¢des poli-harmonicas possuem interessantes aplicagdes
na fisica.

No caso [ =1, o problema descreve vibra¢gdes de uma membrana com



bordo fixo e é conhecido como problema da membrana fixa. Em 1956 Payne,

Polya e Weinberger provaram em [19] a seguinte estimativa para ) C R"

k
4
Aer1 =k < E;Ah k=12, (0-2)

esta ficou conhecida como a desigualdade PPW.
Em 1980, Hile e Protter, usando as mesmas técnicas basicas apresentadas

por Payne, Pélya e Weinberger, obtiveram em [14] outra estimativa

k
/\1' kn

L Ly S S 0-3

;)\kﬂ—/\i 4 (0-3)

esta ficou conhecida como a desigualdade HP.

Substituindo cada Ag;1 —A; em (0-3) por Agyq — Ax conseguimos mostrar
que a desigualdade obtida por Hile e Protter é melhor do que a obtida por PPW
em (0-2). Isto é, desigualdade HP = desigualdade PPW.

Muitas outras estimativas surgiram do método desenvolvido por Payne,
Polya e Weienberger, dentre elas, em 1991, Yang [22] provou a seguinte de-
sigualdade que ficou conhecida como a Primeira desigualdade de Yang, isto é,
Yang 1.

- 4
Z(/\k+1 - /\,-)(Ak+1 - (1 + E)/\,-) <0, k=1,2,-. (0-4)
i=1

Explicitamente (0-4) é uma inequacdo quadratica em Ajq

k k
4 4
kA2, - (2 + E)( ) Ai)AkH + (1 ; E) )" 22 <. (0-5)
Entdo

= 2240

i=1
2 ko k 3
e DR L A
i=1 i=1

Para as nossas consideracdes aqui, a menor raiz ndo é de interesse. Uma

+

explicagdo mais detalhada sobre este fato pode ser conferida em [3].
2 2
Usando os fatos que kazl A? > (Zi-(:1 A)? e que (2 + %) —4(1 + %) = (i)

n
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obtemos Yang 2, a Segunda desigualdade de Yang

L 4 k k=1,2
Ak+1£%(1+g);/\i/ =1,2,---. (0-6)

Logo, Yang 1 = Yang 2.

Como
A1+"'+/\k < /\k+---+Ak

k - k

= Ak

entdo Yang 2 = PPW.
A fim de mostrarmos que ambas as desigualdades de Yang implicam na

desigualdade HP, olharemos esta por meio da seguinte funcao

Fo=Y
B S—Al”

i=1

onde para s > Ay, F é estritamente decrescente.

Em seguida, consideraremos f(x) = ;%;, x <s e s positivo. Visto que,

f(x) = 3% —1 concluimos que f”’(x) > 0 e que f é estritamente convexa para x <s.

Usando a convexidade de f temos

Fe) = ) f)

Il
»
|'M
| =
=™
=

v
»
-~
—~
1=
=
N—

k
Para s = %(1 + %)ZAi
i=1

k
1 4 nk

Como F é estritamente decrescente para s > Ay entdo existe um tnico
0> Ay tal que F(o) = ”Tk. Logo, %(1 + %) Zle A; < 0. Por outro lado, da desigualdade

HP temos Ay;q1 < 0. Assim, concluimos que o limite superior de Yang 2 dado por
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%(1 + %) Zle A; é melhor que o limite superior de HP dado por o.
Logo, ambas as desigualdades de Yang sdo melhores que a desigualdade
HP. Uma argumentagdo mais completa pode ser conferida em [3].

Portanto,
Yangl = Yang2 = HP = PPW.

Assim, podemos afirmar, indubitavelmente, que a Primeira desigualdade
de Yang é a melhor das desigualdades cldssicas que sdo obtidas seguindo o
método citado anteriormente. A partir deste momento e no restante do trabalho
chamaremos esta desigualdade de A desigualdade de Yang e a escreveremos da

seguinte forma simplificada

k k
4
D A=A < =} (sr = Ay, k=1,2,---
i=1 i=1

No caso | = 2, o problema 0-1 descreve vibragdes caracteristicas de uma
placa fixada em equilibrio e é o conhecido problema do bi-harmonico de Dirichlet
ou clamped plate problem. Em 1956, Payne, Pdlya e Weinberger encontraram em

[19] a seguinte estimativa para este problema

(0-7)
Como uma generalizacdo de seu resultado, em 1984, Hile e Yeh [15]

% 03 &
Z Ak+1 - 8(;:1 +2) (Z /\f) (0-8)

fazendo uso de um método melhorado de Hile e Protter [14]. Além disso, em

obtiveram

1990, Hook [16], Chen e Qian [9] provaram, independentemente, a seguinte
desigualdade

Nl*—‘

nk> Z i Az, (0-9)
8(n+2) — Ak+1 - !

i=
Em 2005, como resposta afirmativa ao apontamento feito por Ashbaugh
[2] de que seria possivel estabelecer desigualdades para autovalores do clamped
plate problem as quais seriam analogas as desigualdades de Yang no caso do
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Laplaciano de Dirichlet, Cheng e Yang [11] obtiveram o seguinte resultado

k 1.k
1 8(n+2)|21
/\k+1—Ei§=1 Ai < [ (n2 )] Ez [Ai(As1 — A2

i=1

Nl—

(0-10)

Em 2007, Wang e Xia [20] provaram

k k

8 3.1 1
DM =2 < (3 (A =207 )( Z(/\k+1—)\)/\2)2 (0-11)
i=1 i=1

Para o caso [ geral, a desigualdade tipo Payne-Pélya-Weinberg é dada por
[9, 14]
4i(n+21-2 1 _1
A=Ay < 20 )ZM (YA ©012)

k
22
n<k o)
Nosso trabalho, é baseado no artigo Universal bounds for eigenvalues of

the polyharmonic operators, [17], que apresenta desigualdades do tipo Yang para
dominios no espago euclidiano R"” e na esfera unitdria S". Isto é, as desigualdades

apresentadas sdo da forma

k
Y A=A < Gl Ay, Ap) (0-13)
i=1

onde G representa alguma expressdo que depende das varidveis descritas.

Desigualdades do tipo dado em (0-13) sdo de fundamental interesse; visto
que, como dito anteriormente a desigualdade de Yang é a melhor das estimativas
obtida seguindo o método de Payne, Pélya e Weinberger.

A organizagdo do trabalho serd feita da seguinte forma. No primeiro
capitulo, tratamos de alguns conceitos da Geometria Riemanniana e da Anélise
Funcional que serdo de grande relevancia para o restante do trabalho. No segundo
capitulo, apresentamos ferramentas, tais como Desigualdade de Chebyshev (2.2)
e a Férmula de Bochner (2-3), utilizadas com frequéncia no capitulo 3.

Por fim, no ultimo e principal capitulo do trabalho, buscamos exprimir
estimativas para os autovalores do operador poli-harmonico.

Consideremos o problema
(—A)lu =Au em M

Ju R
ulgm = 7

=0 (0-14)
oM
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onde M é uma variedade Riemanniana com fronteira dM (possivelmente vazia),
A é o operador laplaciano em M.

Neste capitulo, inicialmente, apresentamos desigualdades gerais para o
problema 0-14. Em seguida, utilizamos estas desigualdades para obter estimativas
tipo Yang em um dominio conexo, limitado em R", com fronteira suave e em

dominios compactos com fronteira em uma esfera unitaria S".



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicdes e resultados que
serdo tuteis ao longo do trabalho. Muitos dos resultados, que serdo utilizados
posteriormente, sdo apresentados neste capitulo de forma superficial, o que ndo
prejudica o entendimento do trabalho. No entanto, os conceitos apresentados aqui
podem ser conferidos com mais detalhes em [5].

1.1 Variedades Riemannianas

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma
famdlia de aplicagdes biunivocas X, : U, CIR" — M de abertos U, de R" em M tais que

i) Jxe(Ua) =M.

ii) Para todo par a, B, com xo(Uy) ﬁxﬁ(uﬁ) = W # 0, os conjuntos xé-tl(W) e xgl(W)

1

sdo abertos em R" e as aplicagoes X5 OXq A0 diferencidveis.

iii) A familia {(Ugn,Xn)} € mdxima relativamente as condigoes i) e ii).

Defini¢do 1.2 Sejam M™ e N" variedades diferencidveis, respectivamente, de dimensoes
m e n. Uma aplicagio diferencidvel ¢ : M — N é uma imersio se dpy : TyM — TN
é injetiva para todo p € M. Se, além disto, ¢ é um homeomorfismo sobre (M) C N, onde
@(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que @ é um mergulho. Se M C N e a inclusdo

i : M < N éum mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

As variedades diferencidveis consideradas serdo supostas de Hausdorff

e com base enumerédvel.

Definicao 1.3 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-,-), ( isto ¢,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia
diferenciavelmente no seguinte sentido: Sex : U CIR" — M éum sistema de coordenadas
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locais em torno de p, com x(x1,x2,-+,x,) =g € x(U) e aixi(q) =dx(0,---,1,---,0), entdo
<%(q), %(q)> = gij(x1,++,xn) é uma fungdo diferencidvel em U.
1 ] q
Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana
chama-se uma Variedade Riemanniana.

Definicao 1.4 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N
é chamado uma isometria se

(w,0)p = dfp(u),dfp(0)) fp),

para todop € M, u,v € T,M.

Exemplo 1.5 Seja f : M" — N"*K uma imersdo. Suponhamos que N tenha uma
estrutura Riemanniana, entdo f induz uma estrutura Riemanniana em M dada por

(u,0)p = (dfp(u), dfp(0)) £y

u,v € TyM. Podemos verificar, facilmente, que <:,-), é bilinear e simétrica. Visto que f é
imersido, temos que d fy é injetiva, logo, {-,-)p € positiva definida. A métrica de M é chamada
entdo a métrica induzida por f, e f é uma imersio isométrica.

Nas defini¢des seguintes indicaremos por X(M) o conjunto dos campos
de vetores de classe C™ em M e por D(M) o anel das fun¢des reais de classe C*
definidas em M.

Defini¢ao 1.6 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacio
Vi X(M)x X(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) AR VxY e que satisfaz as seguintes propriedades
i) fo_,_hyz = fVXZ +hVyZ,
i1) Vx(Y + Z) =VxY+VxZ,
iii) Vx(fY) = fVxY +X()Y,
onde X, Y, Z € X(M) e f,h € D(M).
Os préximos resultados podem ser conferidos em [5].

Proposicao 1.7 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compativel
com a métrica se e s6 se para todo par V e W de campos de vetores ao longo da curva

diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
W= <?W>+<V'7>' tel (1-1)
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Corolario 1.8 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

meétrica se e SO se
XY, 2) =(VxY,Z)+{Y,VxZ), X, Y, Z€ X(M) (1-2)

Definicao 1.9 Uma conexio afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY -VyX =[X,Y] para todo X,Y € X(M). (1-3)

Teorema 1.10 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica
conexdo afim V em M satisfazendo as condigdes

a) V é simétrica.
b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Nas defini¢des seguintes g representa a métrica Riemanniana da variedade M.

Definicao 1.11 O divergente de um campo de vetores X € X(M) é dado por

dvX: M — R
p — tr(Y(p) = Vyp)X).

Definicao 1.12 Seja f : M — R uma fungio diferencidvel, o gradiente é definido como
o tinico campo de vetores V f em M tal que

g(Vf(p),v) = dfp(v), peEM, veT,M.
Definicao 1.13 A Hessiana da f : M — R é dado por

VZf: XM)XXM) — C®(M)
(X,Y) —  g(VxV£,Y).

Definicao 1.14 O laplaciano de M é dado por

A: C°(M) — C®(M)
f —  divVf.

Sendo {Y1,--+, Yy} uma base ortonormal do espago tangente de M, ainda podemos
concluir o sequinte fato a respeito do laplaciano

Af = divVf = tr(VyVf) = Z g(Vy.Vf, Y1) = tr(V2f). (1-4)
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Defini¢do 1.15 Um referencial é dito ortonormal se {E;(p)}_, é uma base ortonormal de
Ty(M) para cada p € M.

Se M é uma variedade Riemanniana de dimensao n e p € M. Entdo temos
que existe uma vizinhanga U C M de p e n campos de vetores Eq,E, -+, E;, € X(U),
ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p, VgE;(p) = 0. Uma tal familia
E;i=1,2,---,n de campos de vetores é chamada um referencial geodésico, local,
em p.
Consideremos {E;(p)l"_; um referencial geodésico em uma vizinhanga
V cMeseja f € C”(M). Obteremos uma expressdo para o gradiente, denotando
g por {-,-).
(Vf,Ei)y =df(E) = E{f) = fi.
Logo
n
Vf=) fE: (1-5)
i=1

Podemos ainda obter uma expressdo tanto para o Laplaciano quanto para

o Hessiano.

Af = divVf
= ti’(VEin)

= i(VEin,ED
i=1

= Z(VEZ»(Zf]’Ej),ED
i=1 =1

= Y (fVEEj+E(f)E; Ei)

ij=1

= i(fjiEj,ED

i,j=1

- Y (1-6)
i=1

V2f(E,Ej) = (Vg VfE)

(Ve fuEm), E)
m=1
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Y fnVe Ene+ Ej(fn)En Ei)
m=1

= i(Ej(fm)Em,E»
- B
= fij- (1-7)
De modo que
V2 P= Zl 2. (1-8)
b

Neste momento, aproveitando as defini¢des citadas acima, faremos al-
guns célculos que serdo necessarios no ultimo capitulo do trabalho. Agora, en-
contraremos os simbolos de Christoffel em S”, a esfera unitdria n-dimensional.
Para este cdlculo, usaremos a projegdo estereografica, que pode ser conferida com
mais detalhes em [8].

A projegdo estereogréfica fixa o pdlo norte (N) de S" e seu hiperplano
equatorial n-dimensional R” em R"*!. Entdo, para cada ponto y € S", associa um
x € R" obtido pela interse¢do da reta em R™*1, determinada pelo pélo norte (N) e
y, com o hiperplano equatorial R".

Seja y = (y1,"**,Yns1), n = 1 denotando qualquer ponto em S" c R"*1, e
(x1,--+,x,) sua imagem sobre a projecdo estereografica do pélo norte.

R" = {z € R"™";z,41 =0}
Com um célculo simples, conseguimos mostrar que

y] :xj(l_yn+l)/ j: ].,"',Tl. (1-9)

Temos que y% + y% +--++12 = 1. Substituimos a expressio (1-9) obtendo a

seguinte equacdo quadratica

y2 (| x [P = 241 [ x P =(1- | x ) =0,
onde | x [2= x%+---+x%.
| x> -1

Resolvendo a equacido, obtemos =—
quac I = A
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Por outro lado, substituindo o valor obtido acima em (1-9) obtemos

T xR+ T

Definimos (y1,+,yn) =¥

2xq 2X> 2X,
d— = d 7 7y
4 (1+|xP 1+ | x P 1+|xP)
— 2 ﬂ(dx dx )_2(x x) —((x oo X )(dx dx ))
- (1+|X|2)2 1/, 7 n 1, rvn (1+|x|2)2 1, 7N 1, 7 n
Logo
dy =2 (14 | x |)dx — 2x(x - dx)
(1+ [ x[2)?
x| -1
Sendo y,41 = :x:T-I—l' temos

2x1dx1 (| x 2 +1) = (| x |> =1)2x1dx; - 2xndx, (| x > +1) = (| x |2 =1)2x,dxy,

d
Yt (X +1)2 (Ix P +1)2
4
= m((xll...lxn).(dxll...,dxn)).
Logo
J _ dxedx
Il = xRy

Com isso, temos condi¢des de calcular ds?, a métrica de S".

|47 |2 _ 4 (1+ | x |2)2 | dx |2 —4(1+ | x |2)(x-clx)2+4(x-clx)2 | x |2
/ 1+ x P!
_A(1+ | x 2)? | dx 2 —16(x - dx)?
- (1+ | x 2)*
Ainda,
16(x - dx)?
d 2 = 7
| Yn+1 | (1+ P |2)4
Logo
n+1

4|dx
2 _ d 2 _ )
dS ;l( ya) (1+ | % |2)2
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A expressdo dos simbolos de Christoffel da conexdo Riemanniana em

termos dos g;j, dados pela métrica, ¢ dada abaixo

K iy pwlod 9 9
by = 2Z4g 5,811 5,8 O, S
_ LA+ ]xPP [ (-1 |xP)) o —16x;(1+ | x [?) s (F16m(1+ [ xP)
T2 4 I\t )T et )T s x Py
)
= W{Xiék]‘+x]'6ik—x;(éij}.

Os simbolos de Christoffel
mos sza(Xi, X)) onde y,, a=1,---

unitdria " c R"*! dadas por

Ya =

obtidos acima, serdo necessdarios para calcular-

,n+1 sdo as fungdes coordenadas na n- esfera

2x,

T @=L
lx[2-1 —

Bl a=n+1

Usando as defini¢oes 1.12 e 1.13, obtemos

P’y dy
i )= ] = i i) N= I k 9Fa
V4% X) = (Vx4 ) = X (Voo X)) = (W, V) = 350 = Y 2
i) Caso em que y, = :ﬁ:i:
461 16x1'.X' 4x
Vya(X;, X)) = — T Y ..
ya( i ]) (|x|2 +1)2 (|x|2 +1)3 - z](|x|2 +1)2
40 16x;x;]
T O(xPH12 ([xP+1)3
8 2
+m Zxkxiékﬁzxkxjéik—z:ckéij
k k X
4(Sij 16x1-xj 8 )
- - + A XX i— S:
(IxP+1)2 (xPP+1)3  (1+]x?)3 (x]x, xXixj—| x| 1])
_ 4:(51']' 1-— | X |2
(I [xP)? 1+ x P

—Yn+1 <Xi,Xj>
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2Xq

ii) Caso em que y, = T &= 1,---,n
4x,6,; 4x:0,4; 4x,0;; 16x,xx;
sza(xi,x]') _ i%j jOai alij + aritj
(I+]x)? (A+]1xP)? A+ x> (A+[xP)3
4
+ Z (m) (5ak +Ouk | X |2 —2xaxk) (Xiék]' + xjéik - xkéi]')
k
_ 8xa6i]-
C (1 [xPy
L 2x 4;
C (+[xP) A+]xP)?
= _ya <XZ,X]>
Portanto,
V(X X)) = —yalXi, Xj), a=1,--- ,n+1. (1-10)
Ainda, segue de (1-4)
Ayoy=-ny,, a=1,---,n+1. (1-11)

A fim de demonstrarmos o Teorema 2.3, que serd enunciado no préximo

capitulo, trataremos a respeito do conceito de curvatura.

Definicao 1.16 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : ¥(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - Vixy|Z

onde V é a conexio Riemanniana de M.

Proposicdo 1.17 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes
propriedades

i) R é bilinear em X(M) X X(M), isto é,

R(fX1 + th, Yl)
R(Xl,fY1 +hY2)

fR(Xl, Yl) + hR(X2/ Yl)/
fR(X1,Y1)+hR(X1,Y?),

f/h € @(M) ’ Xl/XZI Yl/YZ € %(M)
ii) Paratodo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é linear,
isto é,

RXY)Z+W) = R(X,Y)Z+RX Y)W,
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RXY)fZ = fR(XY)Z

feDM), Z,W € X(M)

Prova. A demonstragdo da proposicdo segue das defini¢des 1.6 e 1.16. O

Seja {Eq,---,E;} uma base ortonormal de campos de vetores em torno de

um ponto p € M. Os componentes da curvatura R sdo definidos por
R(E; Ej)E; = Z RLE)
I
Ainda, temos

(R(E;, E))Eg, Esy = () RiyEr By =Y RL S = R
l l

Definimos

Rf]k = Rijks- (1-12)

Definicdo 1.18 A curvatura seccional da segdo bidimensional o C T,M, p € M, gerada
pelo par de vetores ortonormais E; e E; é definida por

K(O) = <R(El/ E])E]/ EZ>

Definicao 1.19 Seja {E;,---,E,} uma base ortonormal do espago tangente de M, entio o

tensor curvatura de Ricci é definido pelo 2-tensor simétrico dado por
n
Rjj = Z(R(EizEk)Ek/Ej>
k=1

Os coeficientes R;js obtidos em (1-12) sdo denominados coeficientes de
Ricci.

No exemplo seguinte, calcularemos o tensor de Ricci na esfera unitaria
§". Usaremos as defini¢des dadas acima e o fato de que a curvatura seccional da

esfera unitdria S” C R"*! é constante e igual a 1 ( conferir exemplo 1.29).

Exemplo 1.20 A definigdo 1.19 fornece-nos que

Ric(V, V)

Y (R(Vf,EQEL V)
k=1

i(R(Zn: fiEi, Ek)Ek,Zn:fiEi)
e P
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= Zﬁﬁ Z<R<Ez,Ek )i E)
i=1

- Zﬁﬁ Z(R(Ei,Ek)Ek/Ei>

=1 k#i
= (n-1))_ fiEi, Y fiEi)
i i
= (n=1XVf,Vf).
Definicao 1.21 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplicagio

multilinear
T : X(M)X--- X X(M) — DM).

r fatores

Isto é, dados Y1,---,Y, € X(M), T(Y1,---,Y+), é uma funcio diferencidvel em M, e que T
é linear em cada argumento, ou seja

T(Y1, -, fX+hY,---,Yy) = fT(Y1,--, X, -+, Yy ) +hT(Y,---, Y, -+, Yy),
para todo X,Y € X(M), f,h € DM).

Definicao 1.22 Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é um
tensor de ordem (r + 1) dada por

VT(YII' : '/YT‘/Z) = Z(T(Y]./ ' ',Yr)) - T(szll' : '/YV) - T(Yll' ' ’,Yr—leZYr)-

Para cada Z € X(M), a derivada covariante V;T de T em relacdo a Z é um

tensor de ordem r dado por

VZT(Yl, YI’) = VT(Yll : /Z)

1.2 Imersoes Isométricas

Seja f : M" — M ek uma imersdo. Entdo, para cada p € M, existe uma
vizinhanga U ¢ M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto ¢, existem
U c M, vizinhanca de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U —> V, onde V é um aberto
de R, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(LI)N U em um aberto do subespago
R" c R. Para simplificarmos a notagdo, faremos as seguintes identifica¢des, U
com f(U) e cadaveT;M, g€ U, comdfy(v) € Tf(q)M.
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Para cada p € M, o produto interno em Tp]\_/I decompde Tp]\_/I na soma
direta
T,M = T,M & (T,M)",

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em Tp]\_/I.
Assim, se v € Tpl\_/I, p € M temos

v=o" +o", 0T e T,M, v" e (T,M)*. (1-13)

T N

Denominamos v* como componente tangencial de v e v¥ a componente normal
de 0.

Indicaremos a conexdo Riemanniana de M por V e a conexdo Riemanniana
de M por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M, e X, Y sdo extensdes
locais a M, definimos

VxY = (VxV)'

Definicdo 1.23 Se X, Y sdo campos locais em M,

B(X,Y) = V5Y - VxY
é um campo local em M normal a M.

Afirmacao 1.24 B(X,Y) ndo depende das extensoes X, Y.

Prova. Consideremos X; uma outra extensdo de X, temos

B(X,Y)-B(X1,Y) = (VgY - VxY) - (Vg Y - VxY) = Vg

D

que se anula em M. Da mesma forma provamos que B(X,Y) - B(X, Y1) se anula
em M. O

Logo, B(X,Y) estd bem definida. A partir de agora, indicaremos por ¥(U)*

os campos diferencidveis em U de vetores normais a f(U) ~ U.

Proposigdo 1.25 Se X, Y € X(U), a aplicagdo B : ¥(U)x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y)=VzY-VxY

é bilinear e simétrica.
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Prova. Seja f € D(U) e indiquemos por f uma extensdo de f a U, temos
B(X, fY) = Vg(fY) = Vx(fY) = fVzY + X(f)Y - fVxY = X(f)Y.
Como em M temos f = f e X(f) = X(f) segue
B(X, fY) = fB(X,Y).

As demais condi¢des para bilinearidade de B, segue das propriedades de

linearidade de uma conexdo. Resta-nos provar que B é simétrica

XY -

B(X,Y)-B(Y,X) —VxY = (V3X = VyX) = (

1-1X Y]

<Y 7X) - (VxY = VyX)
= [X,Y

Comoem M, [X ?] [X, Y] concluimos que B(X,Y) = B(Y, X). O

Exprimindo, B em um sistema de coordenadas; visto que B é bilinear,
concluimos que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p). Logo
B(X,Y)(p) = B(x,y), onde x = X(p) e y = Y(p).

Sejap e Mene (TyM)*. A aplicacdo H;, : T,MxT,M — R dada por

Hy(x,y) = (B(x,y),m), x, y € T,M

é uma forma bilinear simétrica. Tal fato segue diretamente da proposicao 1.25.

Definicao 1.26 A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
II(x) = Hp(x, x)

é chamada a sequnda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 1.

Como H,7 é uma forma bilinear e simétrica entdo fica associada a Hj, uma

aplicagdo linear autoadjunta S, : T,M — T,M por

<Sn(X),y> = Hﬂ(xly) = (B(x,y),1n)-

Proposicdo 1.27 Sejamp e M , x € T,M e n € (T,M)*. Seja N uma extensdo local de n
normal a M. Entdo
Sy(x) = =(V:N) 1.
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Prova. Sejam y € T,M e X,Y extensdes locais de x, y, respectivamente, e tangentes
a M. Temos que (N, Y) =0, logo

(B(X,Y)(p),Ny = (VxY = VxY,N)p) = (VxY,N)(p) - (VxY,N)(p)
(VxY,N)(p)

(Sn(), v)

pois VxY é tangente a M e N é normal a M.
Pela compatibilidade da métrica, segue

(Sq(x), 1) = (VxY,N)p)=—(VxN,Y)(p) = ~(VxN)T + (VxN)N, Y)(p)
= ~((VxN), V)(p) = ~(VxN)T, ),

para todo y € T,M.
Portanto, S,(x) = —(VxN)T. O

Consideremos o caso em que M = R™*!. Daremos uma interpretagio
geométrica para Sj,.

Seja N uma extensdo local de 7, unitdria e normal a M. Seja
S"=1(x1, +,Xp41) ERML; x% e +xi+1 =1} aesfera unitiria de R**!. Transladando
a origem do campo N para a origem do R"*! definimos a aplicagdo normal de
Gauss, g : M" — S" dada por

g(q) = ponto final do transladado de N(q).

Como TyM e TgpS" sdo paralelos entdo podemos identifica-los e
dg, : T;M — T,M é dada por

d — —
dgy(x) = (N oc(t)=0 = VaN = (VeN)T = =5, (x)

onde ¢ :(-¢,¢) — M é uma curva diferencidvel com c(0) = g e ¢’(0) = x. Para
obtermos a pentltima igualdade usamos o fato que (N, N) = 1 e a tlltima igualdade
segue da proposicdo 1.27.

Agora, relacionaremos as curvaturas de M e M. Se x,y € TpyMC Tp]\_/[,
sdo linearmente independentes, indicaremos por K(x,y) e K(x, y) as curvaturas
seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado por x e y.

Teorema 1.28 (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entdo

K(x,y) - K(x,y) = (B(x,x), B(y, y))— | B(x,y) [ (1-14)
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A demonstracdo do Teorema acima, pode ser conferida em [5].

No caso de hipersuperficie f : M" — MnH, a férmula de Gauss (1-14)
admite uma simplificagdo. Sejam p € M e n € (T,M)", | n|= 1. Seja {ey,--,e,} uma
base ortonormal de T,M para a qual S, é diagonal, isto € S,(e;) = Aje;, i=1,---,n,
onde Ay,---, A, sdo os valores proprios de S;. Entdo se i # j a férmula de Gauss
( 1-14) fornece-nos

K(ei,e)) —E(@,‘,Ej) = Aid; (1-15)

pOiS, Hn(el-,ej) =0e H,](ei,el-) = Ai.

Exemplo 1.29 Orientemos S" C R"™! pelo campo normal unitdrio N(x) = —x € R,
| x |= 1. A aplicagido normal de Gauss é entdo igual a —I, onde I é a identidade de S".
Decorre que a aplicagdo autoadjunta S, tem todos os seus valores proprios iguais a 1.
Isto ¢, para todo p € §", todo v € T,S" é um vetor proprio. Usando a expressio (1-15)
concluimos que a curvatura seccional da esfera unitdria S* C R"! é constante e igual a
1.

Escolhendo um referencial ortonormal Eq,---,E, de vetores em X(U)*,
onde U é uma vizinhanga de p na qual f é um mergulho, podemos escrever, em p

B(x,y) = ZHi(x,y)Ei, x, y € TyM, i=1,---,n
i
onde H; = Hg,. O vetor normal dado por
H= 1Z(tm S)E;
- A QO 1)1
1

onde S; = Sg,, ndo depende do referencial E; escolhido. O vetor H é chamado o

vetor curvatura média de f.

1.3 As Identidades de Green

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados importantes para o desen-
volvimento do trabalho. Estes resultados sdo pré-requisitos para a manipulagdo
dos conceitos, que serdo desenvolvidos nos préximos capitulos. Aqui, faremos
uso da seguinte notacdo div X que denotard o divergente de um campo vetorial
X.

Seja M uma variedade Riemanniana, n- dimensional, n > 1, conexa, C*.
Assumamos que M tem fronteira JM; que a menos que digamos o contrério,

também é C®, com métrica Riemanniana induzida e mensurada, a densidade
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da medida sendo denotado por dA. Seja v denotando o campo vetorial unitario
normal e exterior a M.

Aqui, (-,-) é o produto interno em T,M, p € M.

Teorema 1.30 (Teorema da Divergéncia) Sejam X um campo vetorial que é C* em M
e com suporte compacto em M. Entdo

f (div X)dV = | (X v)dA.
M oM

Mais detalhes a respeito deste teorema e do seguinte podem ser conferi-
dos em [7].

Agora, apresentaremos as identidades de Green as quais sdo obtidas

diretamente do Teorema do Divergente 1.30.

Teorema 1.31 (Identidades de Green) Sejam h e C'(M), f € C2(M), tal que hV f tem
suporte compacto em M. Entio

_ [
fM(hAf+<Vh,Vf>)dV—LMhaV dA.

Se também temos h € C2(M) e ambos f, h tem suporte compacto em M, entio

_ | (2L gon
L(hAf—fAh)dV_faM( > fav)dA.

1.4 Alguns Resultados de Anédlise Funcional

Neste trabalho, estamos estudando propriedades dos autovalores do
operador (-A).. Nesta secdo, trataremos de forma mais especifica de resultados
utilizados para esse operador e seus autovalores. Consideremos o seguinte
problema

(—A)lu:/\u em M

u 3 dlu

ulom = o ovid

=0. (1-16)
oM

No problema acima, os nimeros A sdo os autovalores de (-A). Além
disso, para um dado autovalor A, seu espaco vetorial de solucdes é referido como
seu autoespago. Os elementos de cada autoespaco sdo chamados autofungdes.

Seja L2(M) o espaco de fungdes mensurdveis f em M tais que
fM | f > dV < +o0. Em L?(M) temos os produto interno usual e a norma induzida,
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dada por
(f 1) = f v, | fIP= (P (1-17)
M

para f,h € L?(M). Com o produto interno, L>(M) é um espaco de Hilbert.
O teorema seguinte que pode ser conferido em [7] nos da algumas

informacoes.
Teorema 1.32 Para o problema de autovalor (1-16) citado acima, o conjunto dos
autovalores consiste uma sequéncia

0<A] < Ay < -+ T +o00,

e cada autoespago associado é dimensionalmente finito. Autoespagos pertencentes a
autovalores distintos sdo ortogonais em L*(M), e L>(M) é a soma direta de todos os
autoespacos. Além disso, cada autofuncio é C™ em M.

O préximo teorema que enunciaremos é a conhecida desigualdade de
Holder, a qual aparecera com frequéncia no trabalho, auxiliando-nos a exprimir

desigualdades para os autovalores.

Teorema 1.33 (Desigualdade de Holder) Sejam felPegelicoml < p < coe
1,.1_ i 1
+,=1 Entdo fgeL e
‘ f f8

p
Mais detalhes a respeito da desigualdade de Holder pode ser conferido

< f | Fg 1< T lgll.

em [4]. Observemos que no caso em que p = g = 2 a desigualdade de Holder (1.33)
reduz- se a desigualdade de Schwarz.

Os proximos resultados serdo de imensa importancia no terceiro capitulo
do trabalho. Apesar de ndo serem citados recorrentemente, seu uso permeia as
demonstracoes das desigualdades dos autovalores do poli-harménico.

O teorema seguinte reforca o que foi dito no Teorema 1.32 e pode ser

conferido no trabalho apresentado em [6].

Teorema 1.34 (Espectral) Considerando o problema de autovalores de (-A), as
segquintes afirmagdes sio verdadeiras

1) Serepetirmos cada autovalor levando em conta sua multiplicidade, podemos escrever
O<ASAHh<Az<L--,

em que Ay —> oo quando k — oo.
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2) Existe uma base ortonormal {u;}:2, de L2(M) tal que cada wy é uma autofuncio
correspondente a Ay.

Teorema 1.35 (Desigualdade de Rayleigh-Ritz) Cada autovalor Ay satisfaz

I RICTN
= mm-————-
JoloP

em que o minimo é tomado sobre todas as funcdes ¢ € L*(M),d % 0, tais que, se {uil2, é

Ak

7

uma base ortonormal correspondente a cada autovalor, temos

Lujqsz

para j=1,2,---,k—1, e a condigio de fronteira é satisfeita como segue

o &l—l(P

== =0.
e} ovi=1

dQ

P = o

As fungodes ¢ sdo chamadas fung¢des-teste.
Uma outra abordagem a respeito da desigualdade de Rayleigh-Ritz pode

ser conferida em [7].

Teorema 1.36 (Nash) Se M" é uma variedade Riemanniana completa, entdo ela pode ser
imersa isometricamente em RY, para algum N > n.

Mais detalhes sobre o teorema pode ser conferido em [10].

Lema 1.37 Sejam y,, a =1,---,N, as coordenadas do vetor posi¢do de uma variedade
M", imersa isometricamente em RN e sejam A e V os operadores Laplaciano e Gradiente,

respectivamente, em M, com a métrica induzida. Para qualquer fungio u € C* (M), temos

N
Y (VY vy =| Vu P, (1-18)
a=1
N
Z(Ay"‘)2 =n*|HP, (1-19)
a=1
N
Y Ayvy =0, (1-20)
a=1

onde | H | é a curvatura média de M.

A demonstracdo do Lema acima pode ser conferida em [10].



CAPITULO 2

Resultados Auxiliares

Neste capitulo, apresentamos algumas ferramentas que serdo tteis nas
demonstrac¢des dos principais resultados de nosso trabalho. Seu entendimento é
fundamental para conseguirmos manipular as desigualdades de autovalores do

operador poli-harmoénico.

2.1 Algumas Desigualdades Auxiliares

Os lemas seguintes sdo de uso recorrente no préximo capitulo.
m

i=1’
com {a;} decrescente e {b;} e {c;} crescentes. Entdo vale a sequinte desigualdade

[i a?bi) (i aici] < (i afJ(i aibici] (2-1)

Lema 2.1 Sejam {a;} {bi}?;1 e {Ci}?;1 trés sequéncias de niimeros reais nio negativos

i=1 i=1 i=1 i=1
Prova. Provaremos por inducao sobre m

i) Param =1, temos

(a3b1)(a1c1) = a3 (arbicy).

ii) Suponha que (2-1) vale para m =k, isto é

[Zk: “?bi) (i “zfi] < (Zk: ﬂ?)(i aibei] (2-2)

i=1 i=1 i=1 i=1

Usando (2-2) provaremos que é vélida param =k+1

k+1 k+1 k+1 k+1
i=1 i=1 i=1 i=1
k k

- (@ (L tincir+(V o)

i=1 i=1
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ak+1 Z(bkﬂ bi)aic; + Agp1Ck41 lZ(ka by)a; }

i=1 i=1

k
= Z(bk+1—bi)ﬂk+1ﬂi(Ck+1ai—ﬂk+1Ci) > 0.
i=1

Logo, a desigualdade (2-2) vale param =k +1.

Portanto, (2-1) é valida. O

A seguir apresentamos a famosa desigualdade de Chebyshev, a qual nos
auxiliard a obter uma expressdo para o k- ésimo autovalor do operador poli-

harmonico.

Lema 2.2 (Desigualdade Chebyshev Reversa) Suponha que {a;}!" . e {b; } sdo duas

i=1
sequéncias reais com {a;} crescente e {b;} decrescente. Entdo vale a sequinte deszgualdade

Rl L

Prova. Usamos o fato que (a; —aj)(bi —b]-) <0, para i,j=1,---,m e aplicamos o

somatorio sobre i e j. Assim, obtemos

0> Z(ﬁi—ﬂj)(bi—bj) = Z(ﬂb —aibj—ajbi+ajbj)

i,j=1 i,

Il

§ \
=
B
=
L
1=
2
=
1=
&
N—
Py
gl
\m
=
=
+

2
[ g
\m
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Donde, concluimos

2<mZab—ZaZb) <0= mZab—ZaZb <0

o que conclui a demonstracéo. |

O Lema 2.2 pode ser conferido mais detalhadamente em [13].

2.2 A Formula de Bochner-Lichnerowicz

O teorema a seguir pode ser conferido em [18]. Aqui usaremos as
expressdes obtidas em (1-5), (1-6) e (1-8).

Teorema 2.3 (F6rmula de Bochner) Se M ¢é wuma variedade Riemanniana e
f € C™(M), entdo

SAGVF ) =IV2f P +(Vf, VAS) + Ric(V, V). 2-3)

Prova. Seja {E;};_, um referencial ortonormal em uma vizinhanga V' ¢ M. Como

1

Vf= ZfiEi
P

entao . ; ;
VfP=() Y fED =) (FP
i=1 i=1 i=1

Por outro lado

SAVED) = 3 YAV,
=1

Z(ﬁ)z]

=g
Y. 2fifz'j)
=1 j

ZZ/‘Z-?JFZZﬁﬁﬁ)

j= i=1 i=1

= YY) ffi
1

ij= i,j=1

N| = N =
~. ~.
Il < |l
—_ —_

=

N —

—_
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Como ﬁ] f]z, entao 1A(I Vf 1) = Z -+ foﬂ]
i,j=1 i,j=1
A féormula de Ricci ( conf. em [18]) d1z que

n
fiij = fiji+ Z SiRijij-
=1

Logo
%A(IVflz) : Z +fo]z;

i,j=1 i,j=1

St
i,j=1 1,7=1

faEegafin)
i,j=1 i,j=1 il=1

= Z +fo]]z+ZfllRlz
i,j=1 i,j=1 il=1

DWW WSTLIRE DN
i,j=1 =1 j=1

Logo
A(VF )= V2f P +{Vf,VAf) +Ric(V, V).



CAPITULO 3

Operadores Poli-harmoénicos

Neste capitulo, inicialmente, provaremos algumas desigualdades mais
gerais para autovalores de operadores poli-harmonicos em variedades Rieman-
nianas compactas. Em seguida, cumpriremos o objetivo do trabalho, isto é, ap-
resentar uma desigualdade universal do tipo Yang em dominios compactos no
Espaco Euclidiano. Para finalizar, apresentaremos desigualdades universais em

dominios compactos na esfera S".

3.1 Os Autovalores do Operador Poli-harm6nico em

Variedades Compactas

Antes de iniciarmos as demonstra¢des das desigualdades mais gerais,
apresentaremos um lema que também pode ser conferido em [1]. Este lema, serd
parte fundamental da prova da desigualdade (3-26) apresentada no Teorema 3.4.

Sejam H um espacgo de Hilbert com produto interno( -, -), A : DCcH —
H um operador autoadjunto definido em um dominio denso D que é limitado

inferiormente e tem um espectro discreto A} <Ay <Az <---,

(B : A(D) — HI,

[oe)
i=1
autovetores normalizados de A, u; correspondendo a A;. Assumiremos que {u;}

uma colecdo de operadores autoadjuntos deixando P invariante, e {u;}>°. os

i=1
é uma base ortonormal de H. [A,B] denota o comutador de dois operadores
definido por [A,B] = AB—BA, e |[ul]| = V{u,u).

N N
Sejam p; = ) " ([A, Belu;, Bty e Ay = Y II[A, Bl uil
k=1 k=1
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Lema 3.1 O autovalor A; do operador A satisfaz as sequintes desigualdades

ip' o Zimhi (3-1)
-1 T Ame1 — Am’
m m
A
<y ——t 3-2
; i ]=Zl Am+1— A ( )
e
m m
Y A1 = A0 < ) (st = A)A (3-3)
i=1 i=1
Prova. Seja ¢ uma funcao teste para A,,;1 na desigualdade de Rayleight-Ritz 1.35.
Entao (Ad, b
Ams1 £ ——+ 3-4
m+l = <(P (P) ( )
e
<(P/uj>:0/ j:1/"'1m- (3-5)
Seja ¢; dado por
m
= Bu;— Z ajjuj, (3-6)
j=1
onde B é um dos By, k=1,---,N. Usando a condi¢éo (3-5) temos
m
(Bu; — Za juj,uf) =
j=1
isto ¢,
(Buj,uj) = ajj.
Como B é um operador autoadjunto podemos inferir o seguinte fato
aji = (Buj,u;) = (uj, Bu;) = (Buj, uj) = aj;
Ainda,
m
1 pi 1= {bi, ) = (Buti = Y aiju i) = (Buts i) (3-7)
j=1
e

(Adi,0) = (ABuj= ) aAuj, i)

=1
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m
= (ABu;— Y aiAjuj, i)

=1
= (ABu;, ¢;)

= ([A,Blu;, ¢:i) +(BAu;, ¢;)
= ([A,Bluj, ¢i) + Ai{Buj, ¢;)
= ([A,Blui, ¢i) + Aildi, i)

A ultima igualdade segue de (3-7).

Isto é,

Substituindo (3-8) em (3-4), obtemos

<[A/ B]ui, ¢l>

(Am+1 - /\z’) < <¢)i/¢i>

Ainda, temos

([A,Blui, iy = ([A,Bluj,Buj— ) ajjuj)

1=

]

([A/B]ui/ Bui> -

I
[y

]

Seja b;j = ([A, Blu;,u;). Entéo

(LA, Blui, ¢i) = ([A, Bluy, Bup) = ) by
j=1

Observemos que

bij = ([A,Bluj,uj)
= (ABuj,u;)—(BAu;,uj)
= (Buj,Auj)— AiBu;, u;)
= (Aj—Ai){Buj,uj)
= (Aj—Apaij.

b,’j = (/\] - )\i)ai]'.

@([A/ B]ui/ M])

(3-8)

(3-9)

(3-10)

(3-11)

(3-12)
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Substituindo (3-12) em (3-11), concluimos

(LA, Blui, ) = ([A, Bl By = Y_(A;=A) lagj 2. (3-13)
j=1

Faremos uma leve pausa na demonstragdo para apresentarmos dois

resultados que sdo ferramentas importantes para a continuidade desta.

Teorema 3.2 (Cauchy- Schwarz "Optimal") Com a notagio e escolha de ¢; dadas
acima, temos
QAJﬂmﬂm><|HAJﬂW”2— a1k PP
(i, i)~ ([A, Blu;, ¢i)

(3-14)

Prova. Temos que (uj,¢;) =0, para 1 <i,j < m; além disso, <[A,B]ui,qbi> é real. De
fato, da igualdade (3-13) podemos observar que basta mostrar que {[A, B]u;, Bu;)
é real. Com efeito

(LA, Blu;, Bu;y = (ABu; — BAuj, Buiy = (ABuj, Bu;) — A; || Bu; |I* .
Como A é autoadjunto, entdo (ABu; Bu;) = (Bu;, ABu;). Segue que o

produto interno comuta, deste modo, (ABu;, Bu;) é real e, consequentemente
([A,Bluj, Bu;). Logo

(CTA Blus, ) = (<1A, Blui= ¥ bysej, &) <I LA, Blui= ¥ by 1Pl 5 |P
= =

A ultima parte segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz no caso real. Observe-

mos que

m m U
I [A, Blu; — Z bijuj |* ([A,Blu; - Z bijuj, [A,Blu; - Z biju)

([A, Blu;, [A, Blu) =2 ) bii([A, Bluj,ujy+ Y | byj

j=1 j=1
= |I[A,Blu; I —f | bj P
P
Logo
(€A, Bl 6 < (I 1A, Bl I —Zm: b ) 11 117 (3-15)

j=1
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Segue de (3-9) que ([A,Blu;,¢;) > 0, visto que i =1,---,m. Dividindo este
termo dos dois lados de (3-15), obtemos

1A Bl gy _ (114 Blus P - X 1 P)
<¢i/¢i> B <[A/B]ui/(1bi>

o que conclui a demonstra¢do do Teorema. |

Coroldrio 3.3 Sobre as hipéteses do problema, a sequinte desiqualdade é vdlida.

m m
(e = A)(CA, Blug, Bug) = Y (A= A9 Ly ) <A Blug 1P = ) (A= Ai)? | ag
j=1 j=1
(3-16)
Prova. Usando a desigualdade (3-9), o Teorema 3.2 seguido pelas igualdades (3-12)
e (3-13), obtemos

Y <[A,B]Mi,¢i>
(/\m+1 Az) < <¢i/¢i>
1A Blu; I2 =) 1bij P
< =
B <[A/B]ui/qbi>
1A, Bl 12 = ) (A= 9% | ay;
j=1

_ .
([A, Blug, Bup) = ) (A= A7) | aij P
=1
Isto é

m m
(e = A)(CA, Blug, Bup) = Y (A= A9 i ) < I1TA Bl IP = ) (A= A% | ay;
j=1 j=1
o que finaliza a demonstracdo do corolario. O
Agora, com estes dois resultados devidamente provados daremos con-

tinuidade a prova do Lema.

Como B é um dos By, a;j = ai?].. Seja

N
A=) la5 P (3-17)
k=1
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Temos que A;; = Aj; > 0. Aplicando somatério sobre k em (3-16), 1 <k < N e usando
as definigdes de p;, A; e A;j, obtemos

(s = Z(A ~A)A;) < A Z(A - M)Ay (3-18)
j=1 j=1

Minimizando o termo do lado direito de (3-18), obtemos

m

Amsr=A)(pi= ) (Aj=ADAy) < A; (3-19)

j=1

m

Lembramos que pi—Z(Aj—)\i)Aij > 0, isto segue de (3-13) e do fato de
j=1

([A,Bluj, ;) > 0. De (3-19) passamos para

Amsr = An)(pi= ) (4= ADAy) < A (3-20)
=1

Aplicando somatério sobre i de 1,---,m, temos

(A1 = M)(i iiu - A)Ajj) si (3-21)
i=1 i=1 j=1 i=

Como A;j = Aj; temos que

Zm: Zm:()\ =)A= 0. (3-22)

o que prova (3-1).
Agora, reescrevemos (3-19)

Ai—=ADA;; _—
Z( ) g m+1_A
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Aplicando somatério sobre i e usando (3-22) temos
Yps) i
i=1 e
o que prova (3-2).
Para finalizarmos, reescrevemos (3-18)
m m
At =Adpi < At (1 =A) Y (A=A A; = Y (Aj=APAy;  (3-23)

Observemos que

m m
Z(Af‘ APA; = Z(A]-—Ai)(Aj—Amﬂ+Am+1—Ai)Aij
— j:1

=Y A=A A1 = ADAi+ Y (A= 1) = A Ay

j:l ]:1

Substituindo na desigualdade (3-23), obtemos

m
Amsr=Adpi < At Y (A= A) (st = ADAij. (3-24)
j=1

Multiplicando por (A,,4+1 — A;) e aplicando somatério sobre i, inferimos

m m m
Z(Am+1 Ao < ) (A m+1—Ai>Ai+ZZ(A = A1 = A)(Aps1 = A A
i=1 i=1 j=
Ora,
m m
Y (A= A) (A1 = A) (st = A))Aj = 0.
i=1 j=1
Logo
m m
Z(Am+1 —Api < ) (A1 = ADA,
= i=1
o que prova (3-3). O

A seguir sdo apresentadas algumas desigualdades gerais, mencionadas no inicio
do capitulo. Para nds, (-,-) denotard a métrica em uma variedade Riemanniana M

e o produto interno usual em L?, definido em (1-17). Ainda, || - ||?= fM [ 2.
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Teorema 3.4 Seja (M, <,>) uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta conexa
com fronteira M (possivelmente vazia) e seja v o campo de vetores normal unitdrio exterior
de dM. Seja | um inteiro positivo e denote por A o operador Laplaciano de M. Considere o
problema de autovalor
(-ANu=Au em M
U = ul . _ o lu
31/ ovi-1

= 0. (3-25)
oM

Seja Aj, i=1,---, 0 i-ésimo autovalor do problema (3-25) e u; a autofungio ortonormal
correspondente a A;, isto €,

(—A)lui:/\iui em M

8u1~

al—lui
Uilom = W loas

= oyl

oM
fuiujzéij, para  qualquer i,j=1,2,---,
M

Entdo para qualquer funcdo h € C™*2(M) N C*1(dM) e qualquer inteiro positivo k, temos

k k
Y (A1 =42 fM (=AY (i) = Aghat)) < )" (Aiar = A 1 (=)' (rsg) = Al |2 (3-26)
i=1 i=1

k

k
D (M1 =AY f (e} A =20V, Vi) <8 ) (Agsr =) f hti(=A (i) = Aty
i=1 M

i=1

ALI2
Z(Am H(VhV 3+ MzAh

, (3-27)

k k
Y A =42 f (—ha Al =20y (VI Vi) <8 ) (Agra = A9) I (=AY (i) = At |2
i=1 i=1

Z(A"” H<VhV D “Ah , (3-28)

onde & é qualquer constante positiva ||g||*> = fM g?
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Prova. A desigualdade (3-26) é obtida diretamente do Lema 3.1.
Na desigualdade (3-3), consideraremos N=1, By =hld e A = (-A), de

onde, obtemos

pi = ([ABilu,Biu) = [, [A Bilui-Biu; = [, ,(ABy = B1A)u;- By
= [ (~AYhld—hld(-AN))u; - hldu; = [, (=AY hu; —h(=A) ;) - (huy)
= [ (=) hu— hAjug) - (huy)
e
Ai = |I[ABilu; = fM(ABl—BlA>u1 (ABy - B1A)u;

Ju (=AY hId = hId(—AY)u; - (—A)'hId — hld(=A) yu;
S (=AY Rt = (=) 1) - (=AY by = (= A)'u))
Ju (=)t = hAjug) - (=D hug = hAjug)) =I| (=A) hug = hAu; |2

Segue de (3-3)

k k
Y (A1 =42 f (=Y Bt = At () < ) (A = Ai) I (=) Bty = A |
i=1 M i=1

o que demonstra a desigualdade (3-26).

Consideremos as fungdes ¢; : M — R,i=1,---,k dadas por

k
(P,' = hui - Zrijuj onde 7‘1']' = f huiuj
: M

j=1
9P I, . .
Temos que ¢jlgp = N 1 =0eainda paratodoim=1,---,k
VoM v om
k k
f U P; = f U (hu; —Zriju f huyu; — Zrl f Ujlhy = Tiyi = Vi = 0
M M =1 =1

Da desigualdade de Rayleigh - Ritz[conferir(1.35)] segue

/\k+1fM¢i2Squbi(—A)lqbi=/\ifMﬁbihui+fM¢i((—A)l¢i—/\ihui)

Observemos que:

fM(P?': L@(h“i—iﬁj”j): fM (Pihui—zk;rij jA; Piuj = fM pihu;.

=1 =
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Logo
2 , 2 A (=AM b — A Tr1s
O I STty
k
= Al oI A (=M (- Ajhu;
111 +ch/>{( Y (hu ];ru]) u]
k
= Al il + | bi((=A) ()= i) = | i ) rif(=A)u;
f f ; ] ]
k
= Aill il (=) () = i) = ) s iAj
b | +qu>(< Y () = Aihus;) jzlr]chb i
SR LT R CNICRET
k
= Aill il ) ((—0) () = Ay ; A (hu;) - Aih
102+ | ) (- = A ];r]f( Y ) Ak
Portanto,
k
Ak =A) il < huag) (=2 () = Aihuig) = Y rigsi,
(e =Ml < | () (- G~ ) ;”SJ
onde s;j= fM (=A) (huy) — Aihu)u (3-29)

Notemos que se u € C"*2(M) N C'*1(dM) satisfaz

0 al—l
o= 55| == 5o =0 (3-30)
v NV om
entdo para [ = 2m, temos
ulont = Vitlons = Aulapg = V(AW)lgpyy = - = A" Ml = V(A" )|, = 0. (3-31)
eparal=2m+1
ulgy = Vulgy = Aulgyy = V(Aw)|gpyy = -+ = VA" )|, = A™ul,, =0, (3-32)

Observemos que u e hu; satisfazem (3-30), logo as condi¢des (3-31) e (3-32) também
serdo satisfeitas, quando [ =2m e[ =2m+1, respectivamente. Usando as condigdes
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(3-31) e (3-32) e a segunda identidade de Green, repetidas vezes, concluimos que
f uj(—A) (huy) = f huy(—A)u; (3-33)
M M

Como s;; = f (=AY (huy) — Ajhug)u j € usando (3-33), obtemos
M

| a2, |
M M
fhui(—A)luj—Aifhuiuj
M M
= A]-fhuiuj—/\ifhuiuj

M M

= (A] — Ai)r,-]-.

Sl']'

Seja pi(h) = (=A) (hu;) — A;hu;. Segue de (3-29)

k
(ea= Ml < [ (G2 O~ A=Y s

j=1

| )+ Y =22, (6-34)
j=1

Consideremos t;; = f ((Vh,Vui>+uiTAh)u]~. Usando as identidades de
M

Green, temos

tij+tii = f((Vh Vu;)+ Ah) uj+ f(<Vh Vuj>+ujTAh)ui
M
f (VI Vu)u; + f (A + f (VI Vi Yyu;
fM (Vi Vuyu;— j]:d (ujVu;, Vi) - fM (u;Vuj, Vi) + fM (Vh,Vuj)u; =0.

Ainda

k
[ o com v+ 28 = [ mi= Y <5, + 5

j=1
- —Zf(huz)(Wh Vu )+2Zrl,f ](<VhV 1>+”Ah)
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k k
= fM(—hu%Ah—Zhui<Vh,Vui>) +227’1’]’ti]' = wi+221”i]'ti]' (3-35)
=1 =1

onde w; = f (—hu?Ah —2hu;{Vh,Vu;)).
M
k

Seja a = (Vh,Vu;) + ”iTM - Z tijuj, observemos que para 6 > 0 qualquer
j=1

2
3 1 1
[ (Vo1 e SR
Logo
2 3 2, 1 2
(e =42 [ D < 00k =° [ 2+ 3ra-) [ 336)
M M M
Multiplicando (3-35) por (Ax4; — A;)? e usando (3-34), (3-36) e o fato que

um@; = 0, obtemos
M

k
(R = AP+ 2} rit) = (Mo = Af)zf (-2)¢ l<Vh,Vui> + uiAh]
M

- 2
j=1
WAL o
= Ak —A)? L{(—Z)Cbi (Vh,Vu;) + ZT - Z tijuj
=1
! 2
WAl
< 6k = AD 1 i 1P +5 (Ager1 — Ai)f (Vh,Vuj) + —— - Z tijuj
M 2 A
WAL
= 01 = AP 1 i IP +F(Agsr — Ai)f (Vh,Vuiy+ —| - Z £
M 2 ="
<

[ k
o =12 [ (Gnipii+ Y (0=
=1

u:AR|? K
‘(Vh,Vui)+ i H —thj]
j=1

+ %(Akﬂ - Ai) 5

| |

Aplicando somatoério sobre i, obtemos
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k k k k
Z(Akﬂ — Ai)*(w; + ZZ rijtij) < Z S kr1 — A lf ((hu)pi(h)) + Z(/\i - Aj)ffj
i=1 =1 i=1 M j=1

w:AR|? K
”(Vh,Vui>+ 12 H —21512]] (3-37)
j=1

k
1
3 Z;(/\kﬂ —-Aj)
1=

Sabendo que r;j = 7j; e tj; = —tj; obtemos

k k
Z (A1 = A) (A1 = Ajrijti; = Z (Mkr1 = A ) (A1 — Ai)rjit i
ij=1 j=1

k
- Z (Mr1 = Ai) A1 — Aj)rijti

i=1
Assim
k
Z (A1 = Ai)(Ags1 —Aprijtis = 0.
=1
Logo
k k k
2 Z (A1 — Ai)?rijtij =2 Z (Ms1 = A Ay —Arijtij+ 2 Z (Aks1 = AD(Aj = Adrijti
=1 =1 =1
k
=-2 Z (A1 = Ai)(Ai = Ajrijtij.
i=1

Substituindo em (3-37) obtemos

1

k k k
(A1 — Ai)?w; =2 Z (A1 = AD)Ai = Aprijtij < 5Z(Ak+1 —Ai)? fM ((huy)pi(h)) +
= i1 P
k

k 2 k
1 u;Ah 1
6 (i —A»ZMi—A,-)r%ﬁSZ;<Ak+1—Ai)H<Vh,wi>+ -5 Y e - o39)
1=

ij=1 ij=1
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k
Analisemos o fator Z (Ajs1 — A2 (A= A j)rl.z].. Antes, observemos que
i,j=1

k
Y A1 = A =ADAi=A)rs =Y (Aker = AD(Aesr = AN = )7
i,j=1 ij=1

—~ Z (Aks1 = A)Agg1 — A = /\]')rizj
i=1

Assim

k
Z (M1 = A A1 = A (A — /\j)rfj =0.
=1

Logo

k k
Z (Akr1 = A)*(Ai= A ]’)”?j Z (M1 = A A1 = A A=A j)”iz]' - Z (A1 —AD(Ai=A j)szj

i=1 i 1 =1
= - Z (A1 —ADAi = A j)zr?]--
i,j=1

Substituimos em (3-38)

Z(Am—sz ZZ(Ak+1 A= Ajrigti <6Z (ko1 = Ai)? f ((rug)piCh))

i,j=1

-52 (A = A= 117 6Z(Ak+1 i) +

i,j=1 i,j=1

2 k

h_l

(A1 — ?\i)tfj

Temos que

k 1 2
1 1 A1 —Ai)?
z (52(/\k+1—Ai)z(Ai—/\j)rij—(Hlé—ll)tij) > 0.
2

i,j=1

O que implica na seguinte desigualdade

k k
e =)
= Y 8k = A= A - Y SR 2§ (Ao = A = A ity
ij=1 ij=1 ij=1

Logo
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Z(Akﬂ—A)wz 2Z(Ak+l A=Aty < 6Z<Ak+l—m [ gpiny +

i,j=1

EZ(AM —A»Hm,w
i=1

-2 Z (A1 — AD)(Ai = Ajrijtij.

ij=1

Donde, concluimos

k k
Y (Ar = AP f (<l A = 28 (Vi Vi) < 6 (A = Ai)? f (hu)pih)) +
i=1 M ) M

1 &
SZ(MH— i
i=1

A2
Vi + uZAhH .

Assim, obtemos (3-27). Para obtermos (3-28) basta substituir (3-26) em
(3-27)

Z(Akﬂ— > [ (s~ 2 o Vi) €6 =10 | (s~ A I

i=1

ul-Ah 2
+2 ;<Ak+l—m>”<w,wi>+7” . -

3.2 Autovalores do Operador Poli-harménico em

Dominios Compactos no Espaco R"

A seguir, demonstraremos um lema que serd de fundamental importancia
para obtermos as desigualdades tipo Yang.

Lema 3.5 Sejam u;je A;, i=1,2,--- como no Teorema 3.4. Entdo
k
0< f wi(—-Au <Al k=1,-,1-1. (3-39)
M

Antes de demonstrarmos o Lema enunciado acima, faremos algumas

observagdes as quais serdo tteis mais adiante.

. o . k
Observacao 3.6 Aplicaremos a 2% identidade de Green (conferir 1.31) 5 vezes, sendo k
par

f uiA(Ak_lui) - f Ak_luiAl/l,' = f (u,-V(Ak_l u;) — Ak_luiVui) =0
M M oM
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f AuiA(Ak_zui) - f Ak_zul-AZui (AuiV(Ak_zui) - Ak"zuiVAul-) =0
M M oM

f A3 AN 1) — f ARy ARy = f (A1 V(AR 1) — A2 V(A2 1)) - 7 = 0.
M M oM

Somando as identidades obtemos

k k
f w;AFu; :f A2u;A2u;, k par. (3-40)
M M
Observacgao 3.7 Para k impar, aplicaremos 0 mesmo argumento acima, entretanto,
k—1
apenas —— vezes. Desta forma, obtemos

fu,—Akui:fAk_l%luiAl%lui:fAl%luiA(Al%lu,—), k impar. (3-41)
M M M

E importante lembrar que em ambas as observagdes, usamos as condigdes
de fronteira dadas em (3-31) e (3-32). Encerradas as observagdes, agora iniciaremos
a demonstracao.

Prova. Quando k € {1,---,I -1} é par, temos que

fM wi(—AYeu; = fM (A2u;)2 > 0.

Seke(l,---,I-1} é impar, temos

f wi(—AYu; = — f wARu; = — f AT UANT ) = f VAT ) - VAT ) =
M M M M
f V(AT ) 2> 0.
M
Logo, parak e {1,---,I-1} temos

f ui(—A)kui > 0.
M

A fim de demonstrarmos a desigualdade do lado direito, faremos a
seguinte afirmacdo, que serd provada por inducao.
Para qualquer k€ {1,---,1-1},

k+1 k
( f m(—A)kui) s( f w(—A)kﬂui) (3-42)
M M

Faremos inducao sobre k.
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i)

ii)

Para k=1 temos

(‘fMW(_A)ui)Z:(‘];/IWAul) SLuff(Aul)z LA”iA”i:L“iAZMi

ui(—A)u;.
M
Assim, (3-42) mantém-se para k = 1.

Suponha que a desigualdade seja valida para k—1, isto é,

k k-1
( f ui(_A)k_lui) S( f ui(—A)kuz‘) (3-43)
M M

mostraremos a validade para k par e k impar.
Para k par:
Aplicamos a 2? identidade de Green (conf. 1.31) %— 1 vezes. Além disso,

usamos a desigualdade de Holder ( conf. 1.33) e a observacdo (3-41) para

concluirmos que

Ui i= 3 iAMAZU;) = - 2 u4) 2u;
f (=AFu; = fAz LLA(AS ;) fvmk L) - V(A5 uy)

< f Vi »lz) ( f |V(Azu)|2)
~ (- fM AT A(AT] ui)) (— fM AzuiA(Aéui))%
-([ m(—A)"—lui)%( | m(—A)kﬂui)%.

Para k impar:

Primeiramente, usamos a observacao (3-41), seguida pela desigualdade de
Schwarz ( conf. 1.33 ) e a observacdo (3-40) para inferirmos que

f (=AY f AT uAS
M
: :
(f | A |2) (f ATy, |2)
M

IA
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- ([ m(—A)k—lui)%( I m(—A)"”ui)%.

Entdo para ke {l,---,/ -1} temos

fM ui(—mkuis( fM w(—A)"—lui)z( fM ui(—m"“ui)z. (3-44)

Usando a hip6tese de indugao (3-43) em (3-44) obtemos

fM ui(—A)Fu;

IA

_(fMui(—A)k_lui)kﬁ(Lui(—A)kﬂui)%

1

( fM ui(—A)kui)k_m( fM m(—A)"“ui)%

IA

Logo

1-&1 1

( fM w(—A)kui) s( fM m(—A)k“ui)
k+1 k

A AYK,. L ANKFL

( fM ui(=A) uz) s( fM ui(=A) uz)

O que prova a afirmacdo (3-42) para qualquer k € {1,---,1-1}.

Portanto

Aplicando (3-42) repetidas vezes, concluimos

fMul-(—A)kui < (‘fMW(_A)kHui)% {(fMui(_A)kuui)%
S (L”i(_A)lui)% = (j];[ui/\iui)%{ = /\;7(.

Portanto

I~

IA

—
e
n
o
IA

—~

OSIui(—A)kuis/\i, kell,--,1-1}.
M

No teorema seguinte, obteremos uma desigualdade universal para auto-

valores do operador poli-harménico em dominios compactos no Espaco Euclidi-
ano R".
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Teorema 3.8 Seja Q) um dominio limitado conexo em um Espaco Euclidiano R", n-
dimensional, e seja A o laplaciano de R". Denote por A; o i-ésimo autovalor do problema

(—A)lu:)\u em ()

u

o1y
”|aQ:$ ==

s ol

=0. (3-45)
0Q

Entdo temos

k k

I(n+21-2))\? L) %
Z(Akﬂ - )’ < (4(“;1—32)) (Z(Akﬂ ~ M)A ] (Z(Ak” - Ai)Ail] :

Prova. Sejam x1,---,x, as fung¢des coordenadas Euclidianas candnicas de R".
Seja u; a i-ésima autofuncdo ortonormal correspondente ao autovalor A; do
problema (3-45),i=1,---. Entdo

Axy,=0e Vx,=(0,0,---,1,0,---,0),a=1,2,---,n.
~—_————
o

Aplicando inducdo sobre I, obtemos a seguinte expressao geral

(=AY (athi) = Xa(=A) 1+ 20(=1) (Vara, V(A 3)) = At +21(=1)! Vo, V(A 1))

(3-46)
Usando o Teorema 3.4, tomaremos h = x, em (3-27). Assim, concluimos para
qualquer 6 > 0 que

k

Z(Akﬂ - Ay fQ (=Xatt; Axq = 2xa11; Ve, Vi)
i=1

uiAx, 2

k k
Apy1 — A
<0 (eot = | sl cam) =N+ Y L o, Wi+
i=1 i=1

Usando o fato que Ax, =0 e aplicando o somatério sobre a, temos

k n
Y e =AY, [ -2V, V)
i=1 a=1v

k n k n
A1 —Ai
<0) (e =AY [ xot((-0F o)~ Ao+ Y, P Y e, VP
i=1 a=1v4 i=1 a=1 (347)



3.2 Autovalores do Operador Poli-harmonico em Dominios Compactos no Espaco IR” 54

n n n
Observemos que: Z |Vx, P=ne Z (an,Vui)Z = Z | Vout; 2= Vi |2

a=1 a=1 a=1
n 1 n 1 n
Zf(—2xaui<an,Vui)):Equfo?X:Efuf ZAxi :nfuf:n.
a=1vC a=1vQ Q a=1 Q

(3-48)
Além disso, segue do Lema 3.5

n n 1
Y1V, Vi =Y [ Vi = [ 1V P [ o= [ <Al
a=1 =1 Q Q Q

(3-49)
Usando a igualdade (3-46), obtemos

[ roatran= o) = 2060 [ Vo, V@)

= 2I(-1) f XatiA T (Vxa, Viig))
Q

21(-1) f A (tang) (Ve Vi) (3-50)
Q

Como A(xuu) = xo A7 u; +2(1 - 1)<an,V(Al_2ui)>, entdo segue da expressdo
acima

f Xt ((=A) (xtt) = Ajxqu) =
o)

(3-51)
21(-1)! f (0 A 4+ 201 = 1) (Vata, V(A1) )(Vata, Vi)
Q

Por outro lado,

| ro = ) = Aiwan) = 20 [ v (Vo V8
= 2I(-1) fQ (xatti Ve, V(A 1))
= 2i(-1)"*! fQ AV udiv(xeau;Vay)
= 21y fQ AN (1), Vi) + TaltiA)

= oy f (A1) 01 (Ve V) + X (Vi V)
Q

21(=1)! f (A 2) a1 | Vit P+ (Vi Vo).
Q

Somando a igualdade obtida acima com a obtida em (3-51), obtemos
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f Xt (=AY (xa1ti) = Aixait) =
Q

21(~1Y fQ {(l—1)<an,V(Al_2ui)>(an,Vu,->—%Al_lui|an 2 ui}.

Temos que

n

Y (Vo V(A2 ) (Vatg, Vi) = Zn: VoA 2u) Vs = (V(A=2u;), Viiy)

a=1 a=1

Usando a igualdade que obtivemos anteriormente e o Lema 3.5, podemos
concluir que

y | xo= an) = v
a=1

= 21(-1) fQ {(l—l)i<an,V(Al‘2ui)>(an,Vui)—%Al_lui(iIan |2]ui}

a=1 a=1

) 1.,
= 21(-1) fQ {(1—1)<V(A’ 21, Vitg) - 5 1u1~(n)ui}
_ 1+ . -2, 1+ Al
= 2A(=1)*(-1) fQ A2 + (=1 + 15 fQ WAy
= QDH (-1 +1(-1) ) f w;A
Q

= QUI-1)+I (=AY
@U1-1)+ n)fQu( Yl
< IQI+n-2)AT .

i

Agora, substituimos as igualdades (3-48), (3-49) em (3-47)

k k & (e — 1) 1
Y A=A <6 Y (Mwr = AU+ =2)A,T + ) %A; .
i=1 i=1 i=1

1
1 1

2
K (A =AA!
Tomando 6 = { Lin (e =10, 1-1} , obtemos

l(n+21—2)2f:1(}\k+1—/\i)2/\ !

i

k k R:
D A = A < (U + 21 - 2))%[Z(Ak+1—Ai>AZ ] [
i=1

i=1

1 1

k 21 )2 (K 1)?

[l<n+21—2>Z(Ak+1 = APA,] ) [Z(% —w;]
i=1

i=1

k -1 2
(ka1 —A)PA,T ] +
=1

1
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Donde, concluimos

1 1
2

1 2 k =1
Z(Ak+1—/\)2 ] (Z(Ak+1—A>ﬂ] (Z(Akﬂ—&m? ] .
i=1

Observemos que, no caso [ = 1 o teorema anterior cobre a famosa desigual-
dade de Yang. Uma estimativa para o (k+ 1)—ésimo autovalor é apresentada no

coroléario abaixo.

Coroldrio 3.9 Sob as mesmas hipdteses do Teorema 3.8, temos

k
2Un+21-2) (=1
Akt < kZA Bz (ZM ](

(3-52)

20(n+21-2)\* (& sV (& 1) 1 1 &Y
cnto—2) T i 1
( k212 )(ZAi J(Z/M] kZ[AZ kZA]]
i=1 i=1 i=1 =1
e
k
2(n+21-2)\ 1
Ak.ﬂﬁ(l‘i‘T)E;/\i-l-
| l L2 l l L L2 2 (3-53)
2Un+21-2)1 M(n+20-2)\1 1
T%Zj‘f) 1 2D EL MR ¢
i= i= j=

Prova. Da desigualdade de Chebyshev, Lema 2.2 segue que

k L k ko
;mkﬂ ~AA] < E(;mkﬂ —A»] ZA;]

1 k =1
Z(M—A) AT<—(Z<AM Ay’ [ZAT ]

Substituindo estas desigualdades no Teorema 3.8, obtemos

k
Z(AkH—AiV
(4l(n+21 2)) [1[2"‘ et )(iATl]

=
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Logo

k 4(n+21-2) (v =) 5o
Z(A}Hl — /\1‘)2 k2 3 (Z : ][Z (Ak+1 - /\1)] [Z /\Zl )
i=1 i=1

=1 i=1
4l(n+21-2)

Fazendo A = 2 e abrindo o somatoério, temos
n

Resolvemos a inequagdo em Ay, donde obtemos
k
2i(n+21-2) L
A1 < kZA TRz ;‘Al )(
k k
2l(n+21-2) =1
[y

Y A
O que conclui a demonstragao da desigualdade (3-52).

i=1
A fim de provarmos a desigualdade (3-53), usaremos o Lema 2.1

AR Y
N —
»I —
=
/—\
I
==
1~
o
.
N—
N
N—

k -1 k 1 -1 1
(Z(Akﬂ —APAT ][Z(M - )AT} (Z(Am - ) ][Z(Ak+1 — AT A 7]
i=1 i=1

Substituindo no Teorema 3.8, obtemos

K 4l(n+21 £ :
Y e =AY < ( ) (Z(AkH—MJ (Z(Akﬂ—wi] .
i=1 =1

Isto é

k
Y e =42 < (M)(Zukﬂ m)
i=1
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Abrindo o somatoério, obtemos

£ £ 4l(n+21-2)\[ %
kA2, ~2Mp4 (Z /\i] + Z A2 - (T)(Z /\i]/\kﬂ
i=1 i=1 i=1
k
4l(n+21-2) )

4l(n+21-2)
1’12

Fazendo B = e resolvendo o polindbmio em Ay, obtemos

24B(1¢ 1 koY K :
2 2
Ak+1ST(E ;:1 /\i]‘i'z—k (2+B) [E /\i] —4k(1+B)(iE:1 Az]}
2l(n +21-2) 12"
:(1+T)[E C A
20(n+21-2)\* (1 ¢ 1(. 4ln+20-2)\[< :
+{(1 —) [%Z Ai)_E(“T)[Z Ag)}
k
(1+21(n+21 2))[%ZAZ']
4Z(n+21 2) (2in+21-2)\*] 1 Zk * 4l(n+21-2) Zk
{ +( n? )]ﬁ['—l Ai] _E(“- n? )[':1 /\12]}
k
( +21(n+21 2))(,1(2&']
=1

N ———

—_

—_e
—_
+
N
R
S
+
B
I\J
~
~————
—
1=
01~
}a

1
k k k 22

2l(n+21—2)1 4ln+21-2)\1 v,
{ B M I e IO M S MU

Donde obtemos a desigualdade (3-53). O
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3.3 Autovalores do Operador Poli-harmoénico em

Dominios Compactos numa Esfera Unitdria

Nesta se¢do, obteremos desigualdades universais para autovalores do
operador poliharmonico em dominios compactos na esfera unitaria S" c R™*!.
Parands, V denota a conexdoem S" e V é a conexdo em IR"*! a variedade ambiente.
Além disso, A é o operador laplaciano em S" e A é o operador laplaciano em R"*!.

Seja | um inteiro positivo e para p =0,1,2,--, defina os polinomios F(t)

indutivamente por
Fo(t) =1, F1(t) = t—n, Fy(t) = (2t =2)Fp1 () = (2 + 2t = n(n = 2))Fpa(t), p=2,---
Temos que F, € um polindmio de grau p e podemos escrever

B =at + a1+ +aqyt +ap.

Provaremos por indugdo queag;=1eap = (—n)! para cada [ inteiro positivo.

i) Paral=1 temos
Pl(t) =mt+ay=>a1=1 ag= (—Tl)l.

ii) Suponhamos que a; =1 paral < p—1 e mostraremos que vale para [ = p. Para
isso, escrevemos Fy,(t) = at™ + Ry,—1(t) onde R,,—1(t) é algum polindmio de
grau ndo maior que m — 1. Usando a hip6tese de indugdo, obtemos

Fo(t) = (2t=2)F,_1()—(*+2t—n(n—2))F_o(t)
= (2t=2)(F"" + Rpoa(t) — (P + 2t —n(n—2))(t""2 + Ry_3(H))
= 2P =207 - 2P Lt n(n—2)# 2+ Qpq (1)
= t#+Ry1(t)

onde Q,-1 € algum polindmio de grau ndo maior que p —1.

Logo, a afirmacao é vélida para [ = p.

iii) Suponhamos agora que ag = (-n)" para I < p—1 e mostraremos que também
vale para [ = p. Para isso, escrevemos F(t) = [Q—1(t)]t +a9. Usando a
hipétese de indugéo, temos
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Fo(t) = (2t=2)F,_1(H)—(*+2t —n(n—2))Fy-o(t)
= 2t =2)([Qp2()]t + (=) 1) = (¢ +2t = n(n = 2))((Qp-3(1)]t + (=1} %)
= (@t=2)(-n)'" = (F+2t—n(n-2))(-n)P 2 +[A,_1 ()]t
= (-2 +n(n—-2)(-n) 2 +[Qpa (D]t
= (2= P (=n)l = 2n(-n) 2 +[Qpa (D]
= (=)’ (-n)" " +[Qp1 (D]t
= () +[Qp-1(h)]t

em que A, é algum polindmio de grau nao maior que p.
Logo, a afirmacao é vélida para [ = p.

Portanto,
Fi(t) = f! +al_1t1_1 +--+at+ (—n)l para 1=1,2,3,---. (3-54)

O lema abaixo, nos auxiliard na demonstracdo do teorema principal
desta se¢do. Nele, obtemos uma desigualdade que depende dos coeficientes dos

polindmios obtidos acima. Este lema também é apresentado em [6].

Lema 3.10 Com a notagio anterior, vale

n+1 -1 ;

]
Y, [ o= o) xo(-A) < Y a1 4]+,
a=1 Q ]:1

emqueaj,j=1,---,1-1¢édefinido em (3-54) e Q é um dominio compacto conexo em uma
esfera unitdria S".

Prova. Sejam x1,---,x,11 as fung¢des coordenadas candnicas do Espaco Euclidiano

R™! entdo
n+1
S"= {(x1,"',xn+1) € R”+1;Zxa2 =1;.

a=1

A férmula de Bochner (2-3) fornece-nos que
1 .
SAIVF ) =| V2 2 +(Vf,VAF)+Ric(V,Vf).

Como na esfera S" a curvatura de Ricci é constante e igual a (n - 1), conferir
exemplo 1.20, entdo segue

SAQVF ) =IV2f P (VL VAS) + (1= D{VE V). (3-55)
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Ainda ,
51V F) = Vig I +(Vg, VA) + (n=1)(Vg,Vg) (3-56)

e
SV +8)P) =I VA +8) P+{(V(F+8), VI +8)) + (1= D(V(F+ )V +8)).

(3-57)
Temos que

|V(f+8) P=(VF, V) +2(Vf,Vg)y+(Vg,Vg) =I Vf > +2(Vf,Vg)+ | Vg |*. (3-58)

Além disso,

Seja ey, - -+, e, um referencial mével ortonormal localmente definido em €2,

n
onde <V2 f,V? g> = Z V2 f(es, e)V>g(es,er). Temos
s, t=1

(VA(F+9),VA(f+9))
Y VA(f + g)(es, ) VA(f +8)(es 1)

s, t=1

Z sz(es,et)sz(es,et) +2 Z sz(es,et)Vzg(es,et) + Z Vzg(es,et)Vzg(eS,et)

s, t=1 s, t=1 s, t=1
(V2£,V2f)+2(V2f,V2g) + (V2g,V2g)
= | V2f P +2(V2f,V2g)+ | Vig*. (3-59)

|VA(f+9) 7

Usando as igualdades (3-57), (3-59), (3-55) e (3-56), nesta ordem, obtemos

SAIV(F+9) P)
= [VA(f+Q) P +(V(f+8), VA(f +8)) + (1= 1)(V(f +8),V(f +))
= | V2f P +2(V?f,V2g)+ | V2g P +(Vf, VALY +(Vf,VAg) +(Vg, VAS)
+(Vg,VAG) +(n—=1)(Vf,Vf)+2(n—-1)(Vf,Vg)+(n—-1)(Vg,Vg)
= SAUVSF )+ 5A0 Ve ) +2(V2F,V5) + (Vf,VAg) + (Y, VA)
+2(n—1) (Vf,Vg) .

Isto é,

SOV )+ A0 Vg P+ 2(V2F,V2g) +(VF, VAg) + (Vg VAS)
+2(n—1)(Vf,Vg). (3-60)

SAIV(F+9) P)
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Por outro lado, usando a igualdade (3-58), obtemos
1 o 1 2 1 2
SANV(F+9) ) = A1 VF P+ACVS, VgD + 541 Vgl (3-61)
Logo
AV, Vg)) =2(V2f,V2g) +(V£,V(Ag)) +(Vg, V(A +2(n—1)(VF,Vg). (3-62)
Em um dominio na esfera unitéaria, conforme vimos em (1-10) e (1-11) temos
Voxg=—x4(,) e Axg=-nx, a=1,-,n+1.
Considerando f = x,, a igualdade (3-62) fornece-nos a seguinte expressao

A((Vxa,Vg)) =
= 2(V2x4, V2g) +(Va, V(AQ)) +(Vg, V(Axa)) +2(1— 1) (Y4, V)

=2 Z sza(es,et)vzg(es,et) +(Vx,,V(AQ)) —1(Vq, Vxa) +2(n—1)(Vx,,Vg)
s, t=1

=-2 Z Xg (es,et>V2g(eS,et) +(Vxa, V(AQ)) + (n—2)(Vx,,Vg)
s,t=1

=-2 Z xaéstvzg(es,et) +(Vxa, V(AQ)) + (1 —2)(Vx,4,Vg)
s, t=1

= —22 xavzg(et,et) +(Vxo, V(AQ)) + (n—2)(Vx,,Vg)
=1

= —2x, Z V2g(er er) +{Vxa, V(A +(n—2))g)
=1
= 2%, A8+ (Vx,, V(A + (1 —2))g).

Logo
A({Vxa,VQ)) = =2x4Ag +{Vxy, V(A +(n-2))g). (3-63)

Ainda, calculamos
A(xaQ) = §AXq + XA +2(Vx,Vg) = —ngxy + XoAg +2(Vx,, V) = xo(A —n)g +
2(Vx,,Vg).

Usando (3-63) e o resultado acima, obtemos

A(xa8) = AA(X8))

A(xa(A—n)g) +2A((Vxa, Vg))
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= Axa(A—n)g+x,(A% —nA)g +2(Vxa, V(A —1)g) +2A((Vxa, Vg))

= Axa(A—1)g+xa(A2 = 1nA)g +2(Vxy, V(A —1)g) —4xyAg+2(Vxs, V(A + (1 -2))g)
= —nxa(A—n)g+x4(A2 = 1nA)g+2{(Vx,, V(A—n+A+(n-2))g) —4x,Ag

= Xo(—nA+n*+ A% —nA—4A)g+2(Vx,, VQA-2)g)

= (A% =2(n+2)A+n?)g+2(Vx,, VQA-2)Q)

Assim, paracadaq=0,1,2,3,---, existem polindmios B, e C; de graus ndo maiores
que g tais que
A1(xa8) = Xa(Bg(A)g +2(Vxa, V(Cy(A)8)) (3-64)

Como A%(x,g) = x5 entdo By =1e Cy = 0.
Além disso, como A(xg) = Xo(A—n)g+2(Vx,,Vg) entdo B1(A) = A—-ne Cy(A)=1.

Com as igualdades (3-63) e (3-64), obtemos

A(xag) = AATH(x49))
= Axa(By-1(2)g+2(Vxa, V(Ca(8)9))
= (Bg-1(A)gAXe + XaA(By_1(A)g) +2(Vita, V(By-1(8)8)) +2A ((Vaa, V(Cp-1(A)9)))
= —1xa(Bgo1(A)g + XaA(By-1(A)g) +2(Vita, V(By-1(A)g)) — 4xaA(Cq-1(A)g)
+2(Vae, V(A + (1= 2)(Cp1(8)9)))
= xa((A=m)By1(8) ~4AC, 1(A)g
+2(Vixa, V((Bg-1(A) + ACq_1(A) + (n = 2)Cy-1(A))g) ).

Logo, segue de (3-64)

By(2)
Cy(4)

(A=n)By_1(A) ~4AC; 1 (A)
Byo1(A)+ (A+ (1= 2))Cyoa(A) (3-65)

Consequentemente de (3-65), temos

By(d)

(2A = 2)By_1(A) — (A +1—2)By_1(A) —4AC,—1 (A)
(2A—2)By1(A) = (A+n—2)((A—1)Byo(A) — 4AC; 2(A)) —4AC, 1 (A)
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(28 —2)By_1(A) = (A? = n? = 2A+21)By o(A) +4A (A +1=2)Cqa(A) = Cpa (B)]
(2A—2)B,_1(A) — (A% +2A —n(n—2))By_o(A) +

4A[Byo(A) + (A+1—2)Cpa(A) — Car (A)]

(28 —2)Bg_1(A) = (A% +2A = n(n — 2))Byo(A) +4A [ Cpo1(A) = Ca (A)
(2A=2)By_1(A) — (A +2A = n(n —2))Bgo(A).

Logo
By(A) = 2A=2)B,_1(A) — (A* +2A —n(n—2))By2(A); > 2.

Com isso e usando o fato de By =1 e B1(A) = A—n, segue que B; = F;,Yq=0,1,2,---.

Usando a igualdade (3-64) e considerando g = u;, obtemos

f xatti((=A) (ratts) = Xa(=A) 1) f Xatti((—1) A (xa1t) = Aoty
Q Q

oD@+ 200, V) ~ Ao
Q

f Xatti[ (=) (oA + @i AT+ ay A+ ag)ug) = A ]
Q
[ 260 50, VC)
Q
= fxaui(xa(—A)lui—Aixaui)
Q
+ f (—1)1x§ui(al_1Al_1 +--- +111A + ao)ui
Q
1) [ (V2 Cm)
Q
= (—1)1fxazu,-(al_lAl_l+---+a1A+a0)u,-
Q
H-1) [ (V2 Cm)).
Q

n+1
Sabendo que V (Z xaz) =0, aplicando somatoério sobre a e usando o Lema

a=1
3.5, obtemos

n+1
Zfxaui((—A)l(xaui)_xa(_A)lui) =
a=1 Q
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n+1 n+1
= (-1 fQ (fo)ui(az_l&—l+---+a1A+ao>ui+(—1>’ fQ ui<V(Zxa2],V(cz(A)ui>>

a=1 a=1

= (—1)1Lui(al_1A1_1+---+a1A+a0)ui

- f i () + app (=AY ot (1) g (~A) + (= Do)
Q

INA

fQ il =i | (=AY g | (A) 244 | (=) "y | (=AY | (1o Dt

-1
= | Ia'l(—A)fu~+|ao|fu2
Jo{ oo [

1-

SNCIIRTE A>Ju+|ao|<2|a]w+|ao|

=
1

H

HH

I I
= la;| Al +n
JV

j=1

o que conclui a demonstracéo. ]

No préximo teorema, apresentamos uma desigualdade tipo-Yang em um
dominio compacto na esfera unitaria S".

Teorema 3.11 Seja A; o i-ésimo autovalor do seguinte problema

(—A)lu:/\u em €

o1y
= o1

Ju
ldagl'_ 81’

=0,
00

onde Q) é um dominio compacto conexo em uma n-esfera unitdria S".
Entdo temos

k

Z(Akﬂ —Ai)?
=1

2
=1 1
<—{Z(Ak+l— (a1 14, +---+|a1|A;+|aol>}

k 1
X{Z(Akﬂ —Aj)(n? +4A})} . (3-66)
=1

NJ—
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Prova. Sejam x1,---,x,+1 as fungdes coordenadas candnicas do espago euclidiano

R"+! entdo
n+1
S"= {(xll"'/xn+1) € R"+1;Zxa2 = 1}-

a=1
Seja u; a i-ésima autofungdo ortonormal correspondendo ao autovalor
Ai, i=1,2,---. Para qualquer 6 >0, tomando h = x, na desigualdade (3-27) do

Teorema 3.4 temos

k

Dt =207 [ (-t =2V, Vi)

i=1

< 6Z(Ak+1 —Ai) f Xatti((—A) (xatti) = Aixatt;) + Z (Akﬂ

H(V o, Vi) +

Considerando o somatérioem o de 1 a n+ 1, obtemos

n+1

Z(MH—A)ZZ oo 2 (V)

<6Z(/\k+1_)\) ffxau ((- A) (xqtti) — Aixql;)

n+1

Z (Ak+1 Aj) Z

U; Axa

(Vxa,Vu;) + (3-67)

Temos que

n+1 n+1

Zf( —XolU; 2Ax, — 2x,u;i {Vxqs,Vu;)) Zf(nxa u; —ul<2xana,Vu ) =

n+1 n+1
fnuf‘ Zxaz]—fui<Zan2,Vui> nfu?':n. (3-68)
0 o \iO Q

a=1
Além disso, usando o lema 3.5, obtemos

ol 1w Ax, |2 w u;Ax u;Ax
Z (Vxg, Vu;) + —2|| = Z f ((an,Vui> 44 )((an,Vui> 4 L4 )
o 2 2

n+1 2(Axa)2
— Zf[wxa,vw + 1A (Vg Vi) + ———— )

n+1 n+1 nzuzxaz
- f Z(an,vm —Znui(xana,Vui)+Z .

a=1

Uu;Ax, 2
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IA

k
JGIRENNS n<6Z(Ak+1—A>

i:

n+1

f|wl|2_ﬁf<2wa ,Vul>+—f(:21

Z+L|Vuilzzz+‘fQVui-Vui
n2
Z+Lui(—A)ui

2 1
n EY
—+ Al
4 1

2

(3-69)

Substituimos as expressdes (3-68), (3-69) e o Lema 3.10 em (3-67)

k 1
[me +|ﬂ0|] ZAk+1—A)(—+AT)
j=1 i=1

1
2

i=1

, obtemos

Tomando 6 =

k
Y (it =19
i=1

IA

N|—
b
NJ—

-1 1
Z(Ak+1—/\) (g 1A, 4=+ lag | A+ ag )

[T
=~

¢
~
bl
t
|
=
—_
INES
+
=
—
Nl

-1 1
(/\k+1—A) (lag [AT +-+lag [A]+ag )
1

Logo

k
Y (Aeer = i)
i=1

2
=1 1
<—{Z(Ak+l— Pl 4, +"'+|111|/\1-l+|a0|)}

X{Zk‘(AkH - /\,-)(nz +4Af)}2 .
i=1
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A seguir, apresentamos duas estimativas para o (k + 1)-ésimo autovalor.

Coroldrio 3.12 Sob as mesmas hipéteses do Teorema 3.11, temos
1 koo
Ak < kz/\ 22k2 Z(|a11|/\l +- +|ﬂ1|AI+|ao|) kn®+4 ZAI

]

k -1
+ { L [Z(|al_1|/\.T+ +|a1|/\l+|a0|)] (kn +4Z

Np—-

1

e Aje1 < U+ U7 k+1, Onde

—v
k k
1 1 S 1 1
Ui = ), A —kZ(mllM' #eeet lar | 4]+ Lao ) (2 +42] )

11 1 1
et | |Ai’+|a0 I)(n +4/\’)

Prova. Pelo Lema 2.2, obtemos

=1 1
Z(Akﬂ—m (laig 1A+ +lar | Al +]ag 1)

1

i=1
k 1
%{Z(Akﬂ— - }{):(wz1|AT+---+|a1|A}+|ao|)}

i=1

(3-70)

k k :
Z(Akﬂ - A)(n? +4Al %{ (A1 —Ai )} {Z(”z +4AZ)}
i=1 j

{Zk" )\k+1—)\)}{ 2k+4Z %} (3-71)
=1

Substituimos (3-70),(3-71) na desigualdade dada pelo Teorema 3.11

»‘If—‘
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1
2

k 1 k % k 1 1
Z(AkH—Ai)Zsﬁ{me—AiF} {Z laig | AT +---+|a1|A;+|ao|)}
i=1 i=1 i=1
1 1
k 2 k 1 2
x{Z(AkH—M} {2k+ ZN}
i=1

Logo

k k
1 =1 1
Z(Ak+1—/\i)2 < z—kz{z laiq [ AT 4+ ar | A] + [ ag I)}
i—1 e =
k 1
x{Z(AkH—Ai)}{ 2k+4Z/\7}
i-1

S

1 1
Fazendo A = ZlalllA’+---+|a1|Ai’+|a0|), B—n2k+4Z/\

i=1
abrindo o somatoério acima, obtemos

k

k
PN ¢ @) ,1) <0
i=1

Resolvendo o polindmio em Ay, obtemos

k
kA2, = A [2(2 /\i) e (A)(B)

1=

k k k 3
Aes1 < 7 ZAI 5 2kZ(A (B)+ { 4k2(A)2(B)2—4k(;/\ —%(me]} :

1: 1=1

Simplificando a expressao

k , (& L& 2\) 2
2 = .
Aiap < z Ai)+ )+ B~ Z (/\1 kZ A]] .

i= i=1

Com isso, a primeira desigualdade fica demonstrada.

Por outro lado, pelo Lema 2.1, obtemos
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-1 1 k 1
Z(Ak+1—A> (laa IA,T +-+lar | A]+ ] ag |)][Z(Ak+1—Ai>(n2+4A;>

i=1

IA

=1 1 1
Z(M— ](Z(Ak+1—A>(|az LA -+ lay | A+ ag [)(n? +4A])

i=1

Substituimos no Teorema 3.11

k k 2
1
Z(Akﬂ M) < - {Z(/\kﬂ - Ai)z}
i=1 i=1

2
=1 1 1
{Z(AkH—A)(laz 1A, +~~-+|a1|A;+|ao|)(n2+4A;>} :

=1
Donde, obtemos
=1 1 1
Z(Akﬂ—m <—{Z<Ak+1—m(|az 1A +---+|a1|A;+|ao|)(n2+4A;>}.
=1

Abrindo o somatorio, obtemos

k
k+1 2/\k+1 Z/\z Z
i=1 =1
1(& =1 1 ) 1
- Z g [A,T - lay | A+ |ag ) +4A)) | At
1

k
1 1 1 1
+ zZM”llM' ot lay | AL+ ag 1) +4A]) <0

1=

Resolvendo em Ay, obtemos

k k
1 1 L1 1 1
Ak < EE —k§ (laa IAT et far [ A]+ Lao ) 022 +42])

k k =1 1 1
Y A (e IAT ++ay | A+ g )(n? +4A])
i=1

=1

1

e
1 K 1 i =1 1 1 3
_lEZAzZJrﬂZ (lﬂz A+t la A+ ag |)(n2+4AZ!)l}
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Vi1

k
=1 1 1
Y (laa AT+t lay | AT+ ag )(n? +42])

L

k
1 =1 1 1
A§+—2Ai(|al_1|/\.l +ootlap | AT+ |ag |)(n? +4A])

1

Concluimos que

2
M1 S Upn + J U = Vit
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