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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos o artigo ”On the motion under focal attrac-
tion in a rotating medium”de J. Sotomayor [9] que trata de um sistema de
equagoes diferenciais bidimensional que modela o seguinte problema na Biologia:
num recipiente raso de secao circular, com liquido, girando a uma velocidade
angular w, existem platelmintos, organismos vermiforme, eles sao atraidos por
um ponto luminoso fixo perto da borda do recipiente e nadam com uma veloci-
dade v em direcao a este ponto. O problema é mostrar que existe um ponto de
equilibrio onde os platelmintos vao se aglomerar com o passar do tempo. E anal-
isada a dinamica da modelagem: existéncia de pontos de equilibrio e estabilidade
do sistema e bifurcagoes. Analisamos também trés modificacoes desse sistema.
Na parte final, é discutido um critério para determinacao da auséncia de érbitas
periodicas em campos vetoriais planares.



Abstract

In this work, we develop the article ”On the motion under focal attraction
in a rotating medium”, of J. Sotomayor, which deals with a bidimensional
differential system that model the following Biological problem: in a shallow
recipient with circular section, with liquid in, spinning with angular speed w, there
are platyhelminthes, flatworms organisms, they are attracted by a fix lighting
point near of the border of the recipient and they swim with a speed v in the
direction of the this point. The problem is to show that there exists an equilibrium
point where platyhelminthes go to cluster by the time passing. It’s analyzed the
dynamic of the model: existence of critical points and stability of the system and
bifurcations. We analyzed three modifications of this system too. In the last
part, it’s discussed a criterium for non existence of periodic orbits of a planar
vector fields in a simply connected region.



Introducao

Serd analisado nessa dissertagao um sistema de equagoes diferenciais motivado por
um experimento com platelmintos, organismos vermiformes muito pequenos na
Biologia. O objetivo desse experimento ¢ isolar uma certa espécie de platelmintos
fototrépicos(que sao atraidos pela luz) das outras espécies. Os platelmintos estao
imersos em um fluido liquido num recipiente de se¢ao circular, e sao atraidos por
um ponto de luz localizado na borda desse recipiente. Se o recipiente estiver
parado, todas as espécies fototropicas serao atraidas para o mesmo local, nao
sendo possivel o isolamento. A idéia entao é fazer esse recipiente girar em torno
do seu eixo central com uma velocidade de rotacao constante. Sob a hipdtese de
que cada espécie se desloca no fluido com uma velocidade distinta, sera mostrado
nessa dissertagao que para certos valores da velocidade de rotacao, existe um
ponto de equilibrio no interior do recipiente onde apenas platelmintos de mesma
espécie se agruparao com o passar do tempo, ou seja, organismos com velocidades
diferentes se acumulam em pontos de equilibrio diferentes, permitindo assim que,
o cientista interessado no isolamento de certa espécie possa retira-la do recipiente
com uma colher, por exemplo.

recipiente

liquido

u U

=

Durante todo o texto, denominamos este problema como o Problema dos
Platelmintos. Esta modelagem foi sugerida por L. Markus(ver [11]) e estudada
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por H.K. Wilson em [11] e posteriormente por J. Sotomayor em [9]. Desenvolve-
mos o artigo [9] no capitulo 2.

Apoés esta andlise, fizemos mais trés andalises de sistemas ligeiramente dife-
rentes do anterior, duas motivadas pelo conceito generalizado de distancia em
Matemadtica e a terceira acrescentando uma velocidade radial no fluido. Nas
equacgoes do sistema original, surge uma expressao relativa ao cdlculo da distancia
de cada platelminto ao foco luminoso em cada instante, o que fizemos foi trocar
essa expressao por outras duas para dai fazermos a mesma andlise, na esperanca
de que, no geral, os trés sistemas se comportassem de forma semelhante. E
mostrado nos capitulos 3 e 4 que isso nem sempre ocorre, mas grande parte
das caracteristicas do sistema original é mantida. No capitulo 5 é discutida a
bifurcacao de Bogdanov-Takens que é aplicada no capitulo 6. No tltimo capitulo,
¢ discutido um critério para determinacao de auséncia de orbitas periédicas em
campos vetoriais planares.

Nessas andlises foram usados todos os resultados classicos das equacoes dife-
renciais ordinarias tais quais existéncia e unicidade de solucao, equivaléncia topo-
l6gica de sistemas, Teorema de Liouville, Teorema de Hartman, Critério da Di-
vergéncia de Bendixson, Teorema de Poincaré-Bendixson e Variedades Estéaveis,
além de uma introducao a Teoria das Bifurcagdes no capitulo 1, para calculos
de variedades centrais e retratos de fase em torno de pontos singulares nao
hiperbdlicos.

Os retratos de fase de todo o texto foram gerados com o auxilio do software
gratuito Odeinr2 encontrado em [5].



Capitulo 1

Variedade Central

Considere o sistema

= f(z), x €R, (1.1)

com f suficientemente diferencidvel e f(0) = 0. Sejam Ay , Ay , ---, A, 0s
autovalores da matriz jacobiana de f avaliada no ponto singular xy = 0. Suponha
que xo = 0 seja um ponto nao hiperbdlico e que existam ng autovalores com parte
real nula, n, autovalores com parte real positiva e n_ autovalores com parte real
negativa. Seja T o subespaco linear de R™ gerado pela a uniao dos autovetores
correspondentes aos autovalores de parte real nula. E seja ¢’ o fluxo associado
ao sistema (1.1).

Teorema 1. (da Variedade Central) Eziste uma variedade WE_.(0) diferen-
cidvel de dimensdo ng invariante por @' que € tangente a T° em x=0. Além disso,
existe uma vizinhan¢a U de xg = 0, tal que se 'x € U para todo t >0 (t <0),
entao o'z — WE.(0) para t — +oo (t — —00).

Em uma base de autovetores, o sistema (1.1) pode ser escrito como

i = Bu+g(u,v)
{1’) = Cv+igz(u,v) (1.2)

onde u € R™, v € R™ "= B é uma matriz ng X ng com todos seus autovalores
no eixo imagindrio, enquanto C' é uma matriz (ny +n_) x (ny +n_) com nenhum
autovalor no eixo imaginario. As fungoes g e h tém suas expansoes de Taylor
comecando com o termo quadratico no minimo. A variedade central W¢ do
sistema (1.2) pode ser localmente representada como o gréfico de uma fungao de
classe C":

We={(u,v):v="V(u)}

Em que V' : R"™ — R™ "~ e devido a propriedade de tangéncia de W€, V(u) =
O(|[ul ).

12
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O fluxo na variedade central é governado pelo sistema ng-dimensional
= Bu+ g(u,V(u)) (1.3)

Teorema 2. Suponha que a origem do sistema (1.3) seja um ponto de equilibrio
estavel (assintoticamente estdvel)(instdvel). Entdo a origem do sistema (1.2) é
um ponto de equilibrio estdvel(assintoticamente estdvel)(instdavel)(ver [1]).

O resultado a seguir mostra que uma solucao que comece suficientemente
proxima a variedade central tende a variedade muito rapidamente, isso justifica,
por exemplo, a aparéncia dos retratos de fase de sistemas bidimensionais com uma
variedade central e uma estavel, em que as érbitas proximas a variedade central
sao mais fortemente ”lancadas” contra a variedade central fazendo uma curvatura
muito grande. Aqui e durante todo o texto utilizaremos, quando necessario, duas
setas seguidas para a direcao cujo autovalor tem maior médulo.

ariedade Estavel

Teorema 3. Suponha que a origem do sistema (1.3) seja um ponto de equilibrio
estavel. Seja (u(t),v(t)) uma solugdo de (1.2) com (u(0),v(0)) suficientemente
pequeno. Entao existe uma solugao v(t) de (1.8) e uma constante positiva ~ tal
que para t — 00,

u(t) = v(t)+O0(e) (1.4)
v(t) = h(v(t))+0(e™ ™)

Demonstragao. (ver [1]) O
Se substituirmos v(t) = V' (u(t)) na segunda equagao de (1.2) obtemos:
V'(u)[Bu + g(u, V(u)] = CV (u) + h(u, V(u)) (1.5)

Esta equac@o junto com as condigées V(0) = 0, V'(0) = 0 é o sistema a ser
resolvido para encontrar a variedade central. Mas a dificuldade da resolucao é
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tao grande quanto a resolucao do sistema original. O proximo resultado, entre-
tanto, mostra que, a principio, o variedade central pode ser aproximada de forma
recursiva por um polinémio de qualquer grau. Como é de nosso interesse estudar
sistemas atratores, suponha que nao exista autovalores com parte real positiva e
para as funcoes ¢ : R — R"- de classe C! na vizinhanca da origem, defina:

(M¢)(t) = ¢ (u)[Bu + g(u, ¢(u))] — Cd(u) — h(u, d(u)) (1.6)
Observe que para (1.5), (MV)(t) =0

Teorema 4. Seja ¢ uma aplicacdo de classe C, na vizinhanca da origem, de R™
em R" com ¢(0) =0 e ¢/(0) = 0. Suponha que para u — 0, (Mo)(t) = O(|u|?)
com q > 1. Entio para w — 0, |V(u) — ¢(u)| = O(|u|?) (ver [1]).

Teorema 5. (Principio da redugao) O sistema (1.2) é localmente topologica-
mente equivalente perto da origem ao sistema(ver [1])

@ = Bu+g(u,V(u))
{1’) = Cv ! (1.7)

Observe que as equagoes para u e v sao disjuntas em (1.7). A primeira equagao
é a restricao de (1.2) a sua variedade central. Entao, a dinamica do sistema
estruturalmente instavel (1.2) é essencialmente determinado por essa restrigao, ja
que a segunda equagao em (1.7) é linear e tem solugoes de decaimento/crescimento
exponencial. Uma segunda maneira de se obter a expressao da variedade central
¢ a seguinte(ver([4]): suponha ny = 1, entao o sistema (1.2) pode ser escrito como

. u? u?
’ u? u 0 1 (1.8)
N Z Z 3.
v = Cv+ 5 o + 2huvv+ 6huuuu +
Seja v a equagao cujo gréafico é a variedade central
Lo, 1 g 4
v=V(u)= JWat + g Wsu + O(u”) (1.9)

em que wy e ws sao coeficientes a determinar. Derivando em relacao a variavel t

obtemos .

U = wautl + %wg + O(u”) (1.10)
substituindo (1.9) na primeira equagao de (1.8) obtemos
u? u u?

U= g(u,v) = ?guu + 59%” + Eguuu + o
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u? 1 1 u O(u*

2 6 4

Substituindo a expansao (1.9) na segunda equagao do sistema (1.2) e usando
a expressao (1.11) em (1.10)tem-se a seguinte igualdade, onde as fungoes que
aparecem sao todas avaliadas na origem:

.ol 5 (1 1 4

2
u_ 3 |:guuu guv ]
w2u|i2guu+u —6 + 4w2:| +

2
u uuu uv
u? [—guu ot [Ty Sy, +}

2 6 4
9 ws +
+0(W®) =
3
_ w2guu% + Wy |:g%uu + gu2w2] u4 +
+ wgzguu + O(u”)
1 1

= C (§w2u2 + éwgug) +

1 1 1
+ ihuuu2 + ghw (§w2u2 + 6w3u3) +

1
+ ghuuuug + O(U4)

o que implica:
1

1 1 1 1
5 uu — -C _huv _huuu
2wgg 6 w3+ 4 ’UJQ"‘ 6

Como C' ¢ invertivel (j& que nao tem autovalor nulo) segue que

wy = —C hy, (1.12)

3
w3 = 3guuc_1w2 - 50_1huvw2 - C_lhuuu



implica
w3 = _3guu(0_1>2huu + gc_lhuvc_lhuu - C_lhuuu

E a restri¢ao de (1.2) a variedade central é dada por

oou? ud
U = —Guu T+

_3 = ’

16
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(1.14)



Capitulo 2

Um movimento sob atracao focal
em um meio rotacionado

O sistema de equagoes diferenciais a seguir foi estudado por J. Sotomayor em [9].
Considere o sistema

T = —wy+tw R
! (R—x)?+ 92
(2.1)
. Y
Yy = wr—v
(R—x)?+ 92

As solugoes, também chamadas de drbitas, do sistema (2.1) descrevem o movi-
mento de certos organismos atraidos por um foco F' = (R, 0), uma fonte luminosa
ou um polo magnético. Estes organismos se movimentam com velocidade v em
um meio(um fluido por exemplo) que rotaciona com velocidade angular w em
torno de um ponto fixo localizado na origem O = (0,0). O ponto focal F, que
¢ indefinido para o sistema (2.1) é referido como ponto singular, fora dele o sis-
tema é analitico. Um ponto em que as duas componentes do sistema se anulam
é referido como ponto de equilibrio.

Este modelo foi sugerido por L. Markus(ver [11]) para o movimento de platel-
mintos fototropicos nadando em um liquido num recipiente circular raso com
secao

GR = 1'2 + y2 <R

O mecanismo é utilizado para separar platelmintos de espécies diferentes sob a
hipétese de que tenham também velocidades diferentes. Nadando em direcao ao
foco luminoso, espera-se que platelmintos de mesma espécie se isolem em um
determinado ponto P quando t — +o00, podendo ser retirados mergulhando uma
colher nesse ponto(ver[10], pdgina 264).

Seja (w-(po), w4(po)) o intervalo maximal da solugao ¢(t, py) do sistema (2.1).

17



18

Definicao 1. Denotemos por W*(Q) a bacia de atra¢ao de um ponto singular Q:
W4(Q) = {Py € R¥p(t, Py) — Q quando t — w(Py)}

e W*(Q) a bacia de repulsao de um ponto singular Q:
WH(Q) = {P € R?p(t, ) — Q quando t — w_ (o)}

Observe que para () = F', as orbitas que se direcionarem para () farao o
trajeto em tempo finito.

Teorema 6. Para todo w > 0, a regiao Gr\F € positivamente invariante, de fato
a componente radial do sistema (2.1) é negativa no complemento do disco fechado
C de centro (%, 0) e raio g. Além disso sao validas as sequintes afirmacaoes:

1. Para 0 <w < %, F € um atrator global: W*(F') = R2.

2. Para w > %, hd um tnico ponto de equilibrio hiperbdlico P localizado em

P = P(w,v,R) = ((v/R)*/R, (v/wR),[r* = (=)?) (2.2)

pertencente a borda de C cuja bacia de atrag¢ao contém W™ (F), a bacia de repulsao
de F, que é um curva reqular analitica contida em Gg\F.
3. W(F), a bacia de atragao de F, é uma curva disjunta de Gg. Em particu-

lar vale que para w > 3, Gr+=GrNW?(P)=GRr\F.

SEES

R
Demonstragao. Fazendo a seguinte mudanca de varidveis: = = RZ, y = Ry,
wv t
w = = e t = — e retirando as barras chegamos ao seguinte sistema.
v
. n 11—z
T = —wy
1 —x)2 4 y?
o ( ) ) +y (2.3)
Yy = wr—
(1—2)?+y?

Observamos que o sistema (2.3) tem as mesmas propriedades qualitativas do
sistema (2.1). A mudanca de coordenadas teve a fun¢ao de normalizar o raio
do disco G para R=1 e a velocidade dos platelmintos para v=1. Escrevendo a
equagao em coordenadas polares centradas em F' = (1,0) dada por:

r=1—rcosf e y=rsenf
obtemos o seguinte sistema:

i = —rcosf+rsenfd (2.4)

= 7senf + rcosdf
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Isolando 7 e § em (2.4), fazendo a mudanca de coordenadas e multiplicando ambas
equacgoes por 7, reescalonando assim o tempo, obtemos

0 = —w(r—cosh) (2:5)

{7‘; = r(wsend — 1)

Componente radial do sistema

Considere a componente radial
2(t) = 2(1)* +y(t)*
que nas coordenadas polares fica
z=1+7r*—2rcosf
entao temos

Z(t) = 2ri — 2 cos + 2rsen 00
= 2r(r(wsenf — 1)) — 2r(wsenf — 1) cos @ + 2rsen §(—w(r — cosh))
= 2wr?senf — 2r* — 2wrsen f cos f + 2r cos § — 2wr?sen O + 2rwsen 6 cos f
= —2r(r —cosb) (2.6)
tem-se de (2.6) que
2'(t) <0 <=1 > cosb

Se denotarmos por

C = {(r,6) € R, x Rlr < cost) = {(z,9) € B*I(z — )+ < (37}

entao toda solugao fora do disco C tende a se aproximar de (0,0). Daqui ja se
conclui que w4 (py) = +oo para todo py.

Pontos de equilibrio e inexisténcia de orbitas periddicas

Os pontos singulares de (2.5) sao:

a) P = (rp,0p), tal que senfp = % erp=4/1— é, caso ocorra w > 1.
b)r=0e0=7%5+km kel

Fazendo as mudancas de coordenadas inversas (r,0) — (Z,y) — (z,y) obtemos
em (a)

p— ((U/R)Q/R, (vjwR)y 12 — (%)2)
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e P=F em (b). Com um célculo direto, verifica-se que o ponto singular em (a)
pertence a borda de C.

Seja X (r,0) = (7,0) = (r(wsend — 1), —w(r — cosf)) o campo. A analise da
dinamica do campo X é feita em trés etapas. Primeiramente considerando w > 1,
depois 0 < w < 1 e finalmente a bifurcacdo em w = 1. A matriz jacobiana de X

é:
wsenf) —1 rwcost
J(r,0) = ( iy —wsenf ) (2.7)
Pelo critério da divergéncia de Bendixson, nao existe orbita periddica para
este campo pois
div X(r,0) = —1

para qualquer valor de w. Entao pelo teorema de Poincaré-Bendixson, toda érbita
tende a algum ponto singular.
Substituindo P em (2.7)

J(P)z( ¥ “’_‘15) (2.8)

—w
O polindmio caracteristico de J(P) é P(A) = A2+ +w?—1. Resolvendo P(\) = 0

obtem-se
_—1+\/5—4w2 \ _—1—\/5—4w2
- 2 P 2

Sew > 1lentdo A =5 —4w? <1leA <0 paraw > +/5/2, logo P é um atrator
tipond se 1 <w < @ e tipo foco foco atrator se w > @

Nocaso 1l <w < g em que P é um no estavel, os autoespacgos associados a \;
é A9 sao respectivamente

Rt T Ry R )
- 0 69696969696 r= —
2w ’ 2w

A

r =

Dado este intervalo de variacao de w, o coeficiente angular do primeiro autoespaco
é positivo e o coeficiente angular do segundo autoespaco é negativo.
Para os pontos singulares em (b) e w > 1 existem dois casos. O primeiro é

roew STy (w1 0
0.3 ) (29)

12
—w  —w
O polinomio caracterfstico dessa matriz jacobiana é dado por P(\) = A\ + X +

w — w?. Seus autovalores sao A\ = w — 1 e Ay = —w com respectivos autoespacos

r=1220 ¢ r = 0. Pelo teorema de Hartman F = (0, %) ¢ um ponto de sela cuja

1
inclinacao da separatriz instavel é dada por —2 + —.
w
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O segundo caso ocorre para F' = (0, —3):

J(O,—g) - ( w10 ) (2.10)

—W w

O polinoémio caracterfstico dessa matriz jacobiana é dado por P(\) = A\? + \ —
w — w?. Seus autovalores sao A\ = w e Ay = —1 — w com respectivos autoespacos
r=0er =20 Pelo teorema de Hartman F' = (0, —%) também ¢ um ponto

1
de sela cuja inclinacao da separatriz estavel é dada por 2 + —.

-0

Figura 2.1: explosdo do ponto (1,0) para w > 1

s

Comparando as inclinagées em (0, 5) no plano ¢ x r, a inclinagao da borda de
Gr, dado por r = 2cosf, é -2 e a inclinacao da borda de C, dado por r = cos#f, é
-1, portanto a separatriz instavel esta entre essas duas bordas. De modo analogo,
em (0, —%), a inclinagao de G ¢é 2 portanto a separatriz estavel esta fora de Gg.

orda direita de G

ewro T

borda [direita de C

m eizo 0 ™
2 2

Figura 2.2: Bordas de G e C e as direcoes separatrizes
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Nas coordenadas originais x, y temos a configuracao a seguir, em que a bacia
de atragao de F, W*(F'), é uma curva analitica regular disjunta de Gg.

| Foco (R,0)

borda de C

Figura 2.3: Bordas de G e C, ponto de equilibrio P e as dire¢oes separatrizes no foco F

Como nao existem solugoes periddicas para o sistema e toda solugao dis-
tante tende a se aproximar da origem, pelo teorema de Poincaré-Bendixson, toda
solucao fora de F'U W*(F') tende ao ponto P, em particular, se denotarmos por
Gr+ = GrRNW?(P) concluimos que Gg = Ggr\F.

Se 0 < w < 1 entao os unicos pontos singulares sao os considerados no item

T

(b), além disso para F' = (5, 0) a matriz jacobiana J(F') tem os dois autovalores
T

57 O)a a
matriz jacobiana J(F') tem autovalores com sinais opostos \; = w e Ay = —1 —w,
portanto ¢ um ponto de sela, logo W*(F) = R?\ F.

J/&y @ W

Figura 2.4: explosao do ponto (1,0) para 0 < w < 1

negativos \; = w—1e \y = —w e portanto é um né atrator. Para F' = (—
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Anadlise da bifurcacao
Para w = 1, temos o seguinte sistema

7 = r(senf —1)
{9 = —r+cost (2.11)

, . . T ™ . .
que tem como unicos pontos singulares os pontos (0, 5) e (0, —5) Para o primeiro

T
ponto singular (0, 5) fagcamos a seguinte mudanca de coordenadas

=
=0
I

r 7(sen(f + z) —1)

{ = 9‘5 6 = —F+cos(§+g)

S
|

retirando-se as barras, obtemos o seguinte sistema com a nova origem (0,0) como
ponto singular

ro= r(sen(ﬁ—l—g)—l)
0 = —7‘+cos(9+g)

A matriz jacobiana (2.8) aplicada no ponto singular (0,0) possui os autovalores
0 e -1 associados respectivamente aos autoespacos r = —f# e r = 0 e portanto
associados respectivamente aos autovetores (—1,1) e (0,1). Seja

()

a matriz de autovetores. Facamos a seguinte mudanca de coordenadas

u_paf(r)y _Lfue = =
v ) 0 v o= r+40 0 = v—u

e entao obtemos o seguinte sistema nas coordenas (u,v):

. T
U o= ucos(v—u+§)—u
(2.12)
. T m
v o= ucos(v—u+§)—sen(v—u+§)—2u
comparando o sistema (2.12) ao sistema (1.2) tem-se que
T
g(u,v) = wcos(v —u+=)—u (2.13)

2
h(u,v) = v+ucos(v—u+g)—sen(v—u+g)—2u (2.14)
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Calculando os coeficientes (1.12) e (1.13) e o campo restrito a variedade central
(1.14) obtemos
Wy = Oe W3 = —4

de onde obtemos a equacao da variedade central

v = —gu?’ + O(ut)

e o campo restrito a ela dado por

3
U= —% + O(u")

T
Logo (0, 5) ¢ um ponto singular atrator do tipo Forquilha.

™
Para o segundo ponto singular (0, —5) nao existe bifurcagao, a matriz jaco-

biana de (2.11) aplicada neste ponto é dada por (2.7)

0-5)=(23 7))

Os autovalores 1 e -2 estao associados aos autoespacos r = 0 e r = 30 respectiva-
s
mente, logo (0, —5) é ponto de sela. Portanto W*(F') = R% Fazendo o explosio

_ A N
ety

Figura 2.5: explosdo do ponto (1,0)

do ponto singular F=(1,0) nas coordenadas (x,y) é atrator. O



Capitulo 3

Uma pequena variacao do
problema dos platelmintos

A modificagao a seguir foi sugerida por Ronaldo Alves Garcia com o intuito de
se analisar as semelhancas entre o sistema original e o modificado cuja alteragao
foi feita na forma de se medir ”distancia’utilizando para isto um valor ¢ > 0
pequeno. Neste caso, o sistema ¢é analitico em todo plano.

Considere o sistema de equagoes diferenciais:

R—x
VR—2)?2+y2+¢

T = —wy+v

y
VR—z)2+y*+e

Y = wWr—uv

onde w, v, R, € sao positivos.

Teorema 7. Para todos w,e > 0, a regiao G € positivamente invariante, de fato
a componente radial do sistema (3.1) é negativa no complemento do disco fechado
C de centro (£,0) e raio &. Além disso sio vdlidas as sequintes afirmagoes:

1. Para todos w,e > 0, hd um tunico ponto de equilibrio hiperbolico P atrator
global pertencente a borda de C, dado por

vRrp?
P = Pw,v,R) = <R<1 e, wm)
em que
€ € €
rp = \/ e T e
2. W#(P) =R

25
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3. Para ¢ — 0 entdo P — F(1,0) e para e — oo entio P — (0,0).
4. Considerando o sistema (2.1) como caso particular de (3.1), o ponto
(e,w) = (0,1) € uma bifurcagdo.

Demonstracao. Fazendo a seguinte mudanca de variaveis:

tR U
r=RT, y=Ry, e=R% t=— ¢ w=2"
v R
e retirando as barras tem-se
. n 1l—=x
T = —wy
VI —z)2+y2+e
(3.2)

o y
Y = wr—

VI —z)2+y2+e

em que R = v = 1. Fazendo uma nova mudanca de variaveis para coordenadas
polares com origem em (1,0):

z=1—7rcosf e =rsend

e reparametrizando o tempo multiplicando o novo campo de forcas por r obtemos:

.
7 = r|{wsenf —

( m) 33)
0 = —w(r—cosb)

Pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema (3.3) sdo:

a) Fi. = (0, 5) e F_ = (0, —5),

b)P = (rp,0p), tal que rp = coslp, senflp = L

w\/T% + €
Isso mostra que os pontos de equilibrio, se existirem no sistema original, neces-
sariamente estarao sobre a borda de C.

A matriz jacobiana J = J(r,6) do campo (3.3) é dada por

P r3 4+ 2re P
J(T’, 9) _ wsenv — m TW COS (34)
—w —wsenf

Para o caso (a),
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e portanto os autovalores de J(F.) s@o w e —w com respectivos autoespagos

r = —20 e r = 0. Pelo teorema de Hartman, F, é ponto de sela.
m —w 0
sy =05 = (22 0)

e portanto os autovalores de J(F_) sdo w e —w com respectivos autoespacos r = 0
er = —20, logo F_ também é ponto de sela. Fazendo o explosao do ponto (1,0)
de (3.2), equivalente aos pontos (0,6) de (3.3), mas o ponto (1,0) ndo é singular
no sistema (3.2), concluimos que (1,0) é um ponto regular e vale portanto o
teorema do fluxo tubular.

S QA

Figura 3.1: explosao do ponto (1,0)

NE|

Para o caso (b), resolvemos o sistema
r = cost

r

w12+ €

senfl =

2
r
sen’f+4cos’f =1 = ————+r° =1 = Wi +wiriet+r? = Vi 4wl =
w2(r? + €)
= Wi+ (We—w+ 1)r? —wie =0
fazendo r? = ¢ obtem-se
w?¢® + (Wl —w? + 1) — w’e =0
o discriminante da equacao de 2° grau é dado por:

A = (WP —w? + 1) + dw'e

e entao

—(w?e —w? + 1) £ /(w2 — w? + 1)% + dwle
2w?

6=r=
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Como A > | — (w?e — w? + 1)], segue que a equacao de 4° grau tem apenas uma
raiz real positiva, uma negativa e duas complexas. Como rp > 0 segue que

V(w2 — w? +1)2 + dwie — (Wl — w4+ 1)
T =
r 2w?

e 0p é dada implicitamente por

rp

w\rp? + €

senfp =

Seja P o ponto singular em (b), a matriz jacobiana do campo (3.3) em P é:

rp ’r’p3—|—2’l“p€

J(P)=| Vrr*+e  (rp? 4 €32

—W

Tp2u)

(3.5)

rp
Vrp?+e

O traco da matriz jacobiana é dado por:

—rpe —rp> —Tpé B —rp(rp® + 2¢)

(TP2 + 6)3/2 N (Tp2 + 6) <0

T = tr(J(P)) =

O determinante da matriz jacobiana é dado por:

2

D = det(J(P)) = ﬁ +rptw? > 0
P
O discriminante do polinémio caracteristico é:
_rp(rp? 4 2¢)? Arp2e A2 2 rp* 12
- 2 3 2 3 Apw =Tp 2 3 W
(rp?+¢) (rp?+e) (rp?+¢€)

Como T < 0e D >0, entdo P é um né atrator se A > 0 e foco atrator se
A < 0.

Componente radial do sistema

Seja z(t) = x(t)? + y(t)? a componente radial do sistema (3.2),
2v
N T O

T — E 2 +y° — E
2) TV 2
Logo a componente radial é negativa em R? — C, onde

¢ = {(zy) (x—§)2+y2— (g) <0y

£(t) = 2(x(t)a () +y(1)y(t) = —
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Inexisténcia de orbitas periddicas

Pelo teste de divergéncia de Bendixson, o sistema nao admite orbita periddica
pois

3+ 2re
(r2 4 €)3/2

logo divX < 0 para todo R2. Com isso pode-se concluir que o ponto singular P
¢ um atrator global.

div(X(r,0)) = —

Conclusao

Nao ocorre bifurcacao neste sistema, o ponto singular P é tnico, e este ponto
converge a (R,0) se ¢ — 0. Para € crescente o ponto singular P percorre a borda
superior de C tendendo a origem. Se considerarmos o sistema (2.1) como um
caso particular de (3.1) com € = 0 entao o ponto (¢,w) = (0,1) é uma bifurcacao
dependente do parametro w como foi visto no capitulo anterior. O caso em que
€ < 0 nao foi analisado. O



Capitulo 4

Uma segunda variacao do
problema dos platelmintos

O problema a seguir, também sugerido por Ronaldo Alves Garcia, é uma modi-
ficacao da funcgao distancia do sistema original para a fungao modular.
Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

. . R—=x
T = —wyt+tv——"-—"—
|R— x| + |y
(4.1)
|R — x| + |y

Teorema 8. Para todo w > 0, a regiao Gr\F' € positivamente invariante, de fato
a componente radial do sistema (2.1) é negativa no complemento do disco fechado

C de centro (%, 0) e raio g. Além disso sao validas as sequintes afirmacaoes:

1. Para 0 < w < 2(V2 — 1)%, F € um atrator global: W*(F) = R?.

2. Para w = 2(V2 — 1)%, hd uma bifurcagao sela-né Py localizado em

((3) )

e um atrator em F = (R,0). Todo o fluzo se divide em drbitas que convergem a
Py e orbitas que convergem a F.

3. Para 2(\/2 — 1)% <w< %, hd trés pontos singulares: F ¢ atrator, Py,

localizado sobre a borda superior do disco C em

1 [ 2v 20 \? v \2 2v 20 \? v\ 2
1 m*“\/(“m) -8(2z) ’E_l_\/<1+ﬁz) -8(2z)
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¢ sela e Py, também localizado sobre a borda superior de C em

1 2v 20\ v \2 2v 20\ 2 v 2
il e Y O S T R (i e 1+ ) —s(—
ilor™ \/( * wR) ; (wR) R \/( * wR) ; (wR)

¢ atrator. A singularidade Py se localiza entre F' e P, e excetuando suas sepa-
ratrizes estaveis, ela divide todo o fluxo em orbitas que convergem a F' e orbitas
que convergem a Ps.

4. Para w > %, Py € ponto singular atrator hiperbolico pertencente a C

cuja bacia de atragdo contém WY(F), a bacia de repulsio de F, que é um curva
regular analitica contida em GR\F. W*(F'), a bacia de atragdo de F, é uma curva

disjunta de Gr. Em particular vale que para w > %, Gr+ = GRNW?*(P) =
GRr\F.

. o, _ _ wv
Demonstracao. Com a mesma mudanca de variaveis: © = Rz, y = Ry, w = —

R

tR
e t = —, retirando as barras e multiplicando o campo (4.1) por |1 — x| + |y|,

v
chegamos ao seguinte sistema com R =v = 1.

it = —wy(l-z[+y)+1-2
(4.2)

gy = wr(l=2[+]y)) -y

Inexisténcia de orbitas periodicas
Considere a componente radial

2(t) = x(t)* +y(t)?
derivando z obtemos

o= 2ad+ 20y

o x(R—z)—y?
TR =z + ]yl

2 R\ , (R
= TR-al+ly (””“‘5) o ‘(5)]

portanto este resultado é analogo aos casos anteriores.
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Andlise do segundo quadrante

Seja Qy = {(z,y) € R?|lz < 1ey > 0} que chamaremos de segundo quadrante.
Para todo (z,y) € Qa, o sistema (4.2) é dado por:

T = =—wyPltwry—z—wy+1
(4.3)
Yy = =-—wi'twry+wr—y
A matriz jacobiana do sistema (4.3) é dada por:
_ wy — 1 2wy +wr —w
Jz,y) = ( —2wr +wy +w wr — 1 ) (4.4)

O primeiro ponto singular em Qs é o foco luminoso F=(1,0).

J(F):(:j) wgl)

Os autovalores de J(F) sao -1 e w — 1 associados aos autoespacos y =z e x =0
respectivamente. Portanto se w > 1 entao, restrito ao quadrante Q,, F é um
ponto de sela e se w < 1, F é um no estavel. O caso w = 1 serd analisado no final

Y4
#1

Figura 4.1: Singularidade em (R,0) com o campo restrito a Qa: ponto de sela se w > 1 e

no-estavel se 0 < w < 1 respectivamente

Os outros pontos singulares sao calculados da seguinte forma: da segunda
equagao de (4.3) obtemos

wr® —wr  wr(zr—1)

—wrtwr+ (wr—1y=0=y = =
wr — 1 wr — 1

Da primeira equagao:
—wyly—x+1)—2x+1=0
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Substituindo o valor de y:

—w (W(g’_l)) (W(:’:_l) —x—i—l) —z+1=0

wr — 1 wr — 1

. (wa:(x— 1)) <wx(:£— 1) — (2 — 1)(wz — 1)) o

wxr — 1 wxr — 1
. wr(r —1) 1 1
wr —1 wr —1

2

2

—?r(r—1) = (wr — 1) = W2 + W = w?2? — wr + 1 =

2w r? — (W4 2w)r +1=0
A= (W4 2w)? — 8w? = W ((w +2)? - 8)

A>0= (W+2?2-8>0<=w>2(vV2-1)

entao se A < 0 nao se tem raiz real, mas se A >0

w42+ 4/ (w+2)2-38
4w

T12 =

Para verificar se x5 € Q9 basta verificar se 1 < 1 ja que zy < ;.

w+2++/(w+2)2-38
4w

T <1< <l<=/(w+2)?-8<3w—-2+

= (w—12%>0
O célculo das ordenadas y; o ¢ feito de maneira andloga: da primeira equacao de
(4.3) tem-se
. wy(ly+1)—1
N wy — 1
substituindo na segunda equacao obtemos,

2—wFJ/(w+2)2-8
Y12 =
4w

resta entender sob quais condigoes teremos y; o > 0.

2—w|>|(w+2)? -8 <= w<1
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Portanto se 2(v/2 — 1) < w < 1 entdo existem os dois pontos singulares (1, ;)
e (za,y2) e se w > 1 apenas (22, ys) existe. Fazendo a mudanca de coordenadas
inversa, chegamos a localizacao desses pontos no sistema original.

Substituindo os pontos singulares em (4.4) obtemos a

trago(J(x1,y1)) = traco(J (g, ya)) = —1 (4.5)
det (J (21, 1)) = —% (@427 —8w— (w22 —3) (4.6)
det (] (2, 1)) — % @427 — 8w+ /(@ +27—8) (4.7)

Para o primeiro ponto singular
det(J(z1,11)) S0<=w—/(w+2)2-8>0«—=w<1

Como (x1,1;) sé existe se w < 1 entao a existéncia desse ponto implica nele ser
sela.
Para o segundo ponto singular

det(J(xg, yg)) >0

A = trago(J (w2, y2))? — ddet(J (29, 12)) > 0 <=

= 1>2/(w+2)?-8w++V(w+2)2-238)

Para w = 2(v/2 — 1) o lado direito da inequacdo zera e para w = 1 o lado
direito é 4, logo é possivel termos A tanto positivo quanto negativo. Seja g(w) =
2\/(w+2)? = 8(w++/(w+2)?2—8) — 1. Observando seu grafico, verifica-se que
a partir da raiz de g, o ponto (x9,y2) é um foco atrator. E no pequeno intervalo
aproximado (0.82842,0.85635), (xa,y2) ¢ um no atrator.

2 0.85635
0.82842 |

0.9 w

Figura 4.2: grafico y = g(w)
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Anadlise do primeiro quadrante

Seja Q1 = {(z,y) € R*z > 1,y > 0} o quadrante superior direito. Para todo
(x,y) € Qy, o sistema (4.2) é dado por:

T = —wy—wrytwy—x+1
(4.8)

y = wr’+wry—wr—y

O foco F=(1,0) é ponto singular e

J(F):<_1 0 ) (4.9)

w w-—1

cujos autovalores sao w — 1 e —1 associados aos autoespagos xr = 0 e y = —=x
respectivamente. Portanto, restrito ao quadrante Qq, F é ponto de sela se w > 1
e no estavel se 2(\/5 —1) < w < 1. O tnico ponto singular em Q; é o foco F.

p

Figura 4.3: Singularidade em (R,0) com o campo restrito a Q;: ponto de sela se w > 1 e

né-estavel se 2(v/2 — 1) < w < 1 respectivamente

Para ver isso, procedemos de médulo andlogo ao que foi feito em Qy: da segunda
equacao de (4.8),

wx(l —x)

y =
wr — 1

Substituindo na primeira equagao obtemos

w+2+ 4/ (w+2)2-38
4w

T12 =

Como x; > xo, basta verificar que x; < 1.

T <le=V(Ww+2)?2-8<dw+= (w—12>0
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Anadlise do terceiro quadrante

Seja Q3 = {(z,y) € R?*z < 1,y < 0} o quadrante inferior esquerdo. O sistema
(4.2) restrito a este quadrante é dado por:

T = wyltwry—wy—x+1
(4.10)

y = —wr?—wry+wr—y

O foco F=(1,0) é ponto singular e

J(F):<:jj —w0—1)

cujos autovalores sao —w — 1 e —1 associados aos autoespacos x = 0 e y = —x
respectivamente. Portanto, restrito ao quadrante Qs, F é no estavel.

Figura 4.4: né estdvel em (R,0) com o campo restrito a Q3

O foco F é o tnico ponto singular de Qz: de modo andlogo aos anteriores, da
primeira equacao de (4.10),

wy —wy? —1
r=———-"
wy — 1

Substituindo na segunda equagao obtemos

—_9)2 _
w+2+ v/ (w—2) 8>O
) -

Y12 =
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Anadlise do quarto quadrante

Seja @, = {(x,y) € R¥z > 0,y < 0} o quadrante inferior direito. O sistema
(4.3) restrito a Q4 é dado por:

T = wy—wrytwy—x+1

(4.11)

U = wr?—wry —wr —vy

F=(0,1) é ponto singular e

J(F) = < ;1 _wo_1 )

cujos autovalores sao —w — 1 e —1 associados aos autoespacos r = 0 ey =z
respectivamente. Portanto, restrito ao quadrante 94, F é no estavel.

Figura 4.5: n¢ estdvel em (R,0) com o campo restrito a Q4

O foco F é o tinico ponto singular de Q,: da segunda equacao de (4.11),

~ wz(z —1)
v= wr + 1
Substituindo na primeira, obtemos

w2+ (w—-2)2-8
’ 4w

Como x1 > x5, basta agora verificar que x; < 1:

7 >1= (w+1)2<0
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Retrato de fase local do foco

Como o foco F pertence a todos os quadrantes, devemos colar os retratos de
fase,

Figura 4.6: singularidade em (1,0) para w > 1 e w < 1 respectivamente

de modo que para w > 1, o sistema admite o ponto singular F=(1,0) com
W#(F) sendo uma curva analitica regular e outro ponto singular P, = (z3,¥s)
como foco atrator com W#(P) contendo W*(F'), esta uma curva analitica regular
também. Como nao ha solugao periddica e as curvas integrais que estao distante
tendem a se aproximar da origem, W?*(P,) = R? — W*(F). Para 2(v/2—1) <
w < 1, o sistema tem trés pontos singulares, P, = (x1, ;) sela, P, foco atrator ou
no6 atrator e I’ atrator também, sendo que P; e P, estao sobre a borda superior
do disco C e P, esta entre P, e F', dividindo o fluxo em o6rbitas que convergem
a P, e érbitas que convergem a F. Para 0 < w < 2(v/2 — 1), F é o tinico ponto
singular do sistema e é globalmente atrator. Os casos w = 2(v/2—1) e w = 1 sdo
bifurcacoes e serao analisados posteriormente.

Sobre a inclinagao de W*(F)

Para w > 1 seja ¢(t) = (x(t),y(t)) uma parametrizacao de W*(F'). Afirmamos
que ¢(t) entra em Gp entre as bordas dos dois discos Gg e C. Como ¢(t) entra
no disco maior na dire¢ao (1,0), podemos escrever a coordenada x como fungao
de y. Se transladarmos o foco F para origem teremos as seguintes hipoteses para
a esta curva: p

d—yx
2(0) =0 (4.13)

0)=0 (4.12)
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e pela regra da cadeia

d_:c:z:—wy2+wxy—x—wy+1 (4.14)
dy gy —wr? + wry +wr — vy

Da férmula de Taylor:

2
2(y) = 2(0) + 2/ (0)y + 27 (0)% +0(2%)
e usando as hipdteses (4.12) e (4.13) sobre a funcdo x = xz(y) obtemos o
seguinte limite:
3 z 2
31/13(1) i x”(0) (4.15)
Para encontrarmos z” (0), derivamos a expressao (4.14) e passamos o limite y — 0.
Usando as hip6teses (4.12) e (4.13) e os resultados (4.14) e (4.15) obtemos

2w
2w —1

x7(0) = —

Com o teorema da funcao implicita, podemos escrever as bordas dos discos
G e C, localmente perto de (1,0) como

x@)=1—3f+%ﬂf)

z(y) =1-y*+0(y’)
respectivamente. Basta agora comparar com a inclinagao de ¢(¢):

w 1
<__

-1<
2w—1 2

Sobre a inclinagdao de W*(F')
A dire¢ao da curva integral ¢(t) que chega em (1,0) é (0,1) para t — oo e esta

curva é disjunta do disco G para qualquer valor positivo de w: de fato quando
t — oo esta curva é a unica sob a condigao

im 28 _ (4.16)

onde p(t) = (u(t),v(t)) esta escrita sobre uma base de autovetores. Seja

r=r+1 y=y
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a translacao que leva (1,0) para origem. Se denotarmos por F'(x,y) o campo de
forca (4.10), o novo campo serd G(Z,y) = F(Z + 1,y). Podemos retirar as barras
sem maiores problemas. Seja
0 1
(1)

a matriz de autovalores da jacobiana do campo G aplicada no ponto (0,0) com
respectivos autovalores —w — 1 e -1. Fagamos a seguinte mudanca de variaveis

()= () =)= ()= (")

O sistema de equagoes diferenciais escrito numa base de autovetores fica:

2

U = wu®—2wuv —wu —u
V= WU — WuUv — v

Na translagao do ponto (1,0) para (0,0), as equagdes das bordas circulares de
GR e C passam a
(z+1)+y*=1
(z + 5) TY =7
e nas variaveis u, v, elas se transformam nas elipses

(v+1)2+(u—v)?=1
1
4

Pelo teorema da funcao implicita, localmente perto da origem (u,v) = (0,0), a
borda eliptica de G pode ser escrita como

(v+%)2+(u—v)2:

v(u) = 0.5u* + O(u?)

Para a curva integral ¢(t) = (u(t),v(t)), tomando v como fungao de u temos
w2
v(u) = v(0) + ' (0)u + v” (0)? + O(u?)

e portanto

lim = (4.17)
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Pela regra da cadeia temos
v d [(dv
du  du \du
_d wu? — wuv — v
 du \wu? — 2wuv — wu — u
w 2,4 3 2
- 9 _
uz(—wu+2wv+w+1)3(w (2w —w) +
4+ u?(dwv + 3w + 2w 4+ w? + 2w + 2) + uv(—4 — 6wy — 5w) + dwv® +
+ A+ )+ (w+ 1)

tomando o limite t — oo e usando as condigoes (4.16) e (4.17) obtemos

o (0) = _w(3w+w2—|—2)  w v(0)
B (w+1)3 (w+1)2 2
de onde obtemos 5
7 w
0= =5
e a equagao de ¢(t)
w
v(u) = o1t O(u?) (4.18)
concluindo
SR

Analise da bifurcacao para w =1
O caso w = 1 é uma bifurcacao, além disso,

(e00) = (1L0) ¢ (29) = (5.5)

De (4.4), obtemos

L
J(x9,y2) = 12 %
2 2

11
Pelo teorema de Hartman, (xq,ys) = (5, 5) é um foco atrator.

Para (x1,11) = (1,0) é necessério estudar esta singularidade em todos os
quadrantes e fazer a colagem dos retratos de fase.
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regiao correspondente a QO3 /

borda de C

borda de G#

Figura 4.7: curva integral chegando em (1,0)

Denotemos o campo de forga (4.8), restrito ao primeiro quadrante Qj, por
F(z,y). De (4.9) obtem-se os autovalores 0 e -1 associados aos seus respectivos
autoespagos x=1 e y=-x. Considere a translacao

r=x+1 y=y

e denote o novo campo por G(z,y) = F(z + 1,y), de modo a transladar o foco
F=(1,0) para a origem (0,0). Retirando-se as barras, vamos proceder como no
capitulo 2, de modo a calcular a variedade central e o campo restrito a ela. Seja

0 —1
()
a matriz de autovetores e considere a seguinte mudanca de coordenadas
(0)=(0)-(2) = ()= ()
v Y - Y u+v

de modo a reescrever o sistema na forma de (1.2):

U = —u®—2uv
v = —v+ud+uw
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Como no capitulo 2, sejam

h(u,v) = u? + v
Guu(0,0) = =2, G4 (0,0) = 0, gu(0,0) = =2, hyy, (0,0) = 2, hy ,,(0,0) = 1. Com
esses coeficientes encontramos a equacao da variedade central
v=1u®+u’+ Ou")
e o campo restrito a ela
U= —u? —2u?

De forma, que a singularidade é atratora do tipo sela-no.

V4

4

Figura 4.8: sela-né em (1,0) com o campo restrito a Q;

Com célculos andlogos e o campo restrito ao segundo Quadrante Q,, verifica-
se que F=(1,0) é novamente uma bifurcacao do tipo sela-né, Com a equagao da
variedade central dada por

v=—u?+u*+ O(u?)

e o campo restrito a ela
U =u?—2u?

A restricao do campo de forcas aos quadrantes Qs e Q4 nao apresentam bi-
furcacao, portanto o retrato de fase segue das andlises anteriores que mostraram
que (1,0) é um no estével nestes quadrantes. Fazendo a colagem dos retratos de
fase obtemos
Andlise da bifurcacdo para w = 2(v/2 — 1)
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N\ A
AN

Figura 4.9: sela-né em (1,0) com o campo restrito a Qs

>4

Figura 4.10: Singularidade em (1,0) para w = 1

O caso w = 2(v/2 — 1) também é uma bifurcacdo, e para este valor de w temos

V2 V2

)

(1) = (223 = (5

De (4.4), obtemos
V2 V2

J(x1,y1) = 2 V2 2
2 V2
T R TR
+ 2 + 2
cujos autovalores sdo 0 e -1 com seus respectivos autovetores (—1,1) e (1++/2, 1).
Denotemos o campo (4.3), restrito ao segundo quadrante, por F(z,y) e fagamos

a translacao

=S
=%

+ y=y+

N —

r =+
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Figura 4.11: retrato de fase do campo original com w = 1

, 1 V2 V2
Seja G(Z,y) = F(x = :f+§+—,ﬂ+—
singularidade (z1,y;) para a origem (0,0). Retirando-se as barras, vamos proceder
como no capitulo 2, de modo a calcular a variedade central e o campo restrito a

ela. Seja
v ( —1 1+\/§)

) 0 novo campo, de modo a transladar a

1 1

a matriz de autovetores e considere a seguinte mudanca de coordenadas

VR V2
()

— < T ) _ < —u+(1+\/§)v)
Y U+ v
de modo a reescrever o sistema na forma de (1.2):
i = (8v2 —12)u? + (14v/2 — 16)uv + (4v/2 — 8)v?
b o= —v+ (16 — 12v/2)u? + (24 — 16V/2)uv + (8 — 61/2)v?

Como no capitulo 2, sejam

g(u,v) = (8v2 — 12)u* + (14V2 — 16)uv + (4V/2 — 8)v?
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h(u,v) = (16 — 12v2)u?® + (24 — 16v/2)uv + (8 — 6v/2)v?
9uu(0,0) = 16v/2 — 24, G, (0,0) = 0, 40 (0,0) = 14v/2 — 16,
huu(0,0) = 32—244/2, huw(0,0) = 24—16+/2. Com esses coeficientes encontramos
a equacao da variedade central
v = (16 — 12v/2)u® + (550 — 388v/2)u® + O(u?)
e o campo restrito a ela

i = (8v/2 — 12)u? + (208v/2 — 296)u® + O(u)

De forma que a singularidade é atratora do tipo sela-né.

=

Figura 4.12: sela-né em (z1,y1) = (22,%2) = (

V2
4

=%

+ ) para w = 2(v/2 — 1)

)

N =



Capitulo 5

Bifurcacao de Bogdanov-Takens

Considere o sistema planar
i = f(r,a), zeR? acR?

com f suave, e suponha que tal sistema tenha em o = 0 um ponto de equilibrio
x = 0 com dois autovalores nulos(condi¢ao de Bogdanov-Takens)(ver [[4]]).

A12(0) = 0.

Esse tipo de bifurcacao ocorre numa terceira modificacao do problema dos platel-
mintos no capitulo a seguir.
Podemos escrever o sistema em o = 0 da forma

& = Az + F(x), (5.1)

em que Ay = f,(0,0) e F(z) = f(z,0)—Apx é uma fungao suave, F'(z) = O(]|z|]?).
As condigoes de bifurcacao implicam

A(0) =det Ag =0, o(0)=trAy=0.

Assuma que

Ay £ 0

isto é, Ay tenha pelo menos um elemento nao nulo. Entao existe dois vetores
linearmente independentes, vy ; € R?, tal que

A()UQ = 0, AQ’Ul = 1p. (52)

O vetor vy é o autovetor de Ag correspondente ao autovalor 0, enquanto v; é
o autovetor generalizado de Ay correspondente a este autovalor. Mais ainda,
existem autovetores adjuntos similares w; o € R? da matriz transposta At

AOTw1 = 0, AOT’UJ(] = Wq. (53)

47
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Os vetores v; e wy nao sao unicamente definidos mesmo que vy e wy estejam fixos.
Entretanto, sempre podemos selecionar quatro vetores satisfazendo (5.2) e (5.3)
tal que

(vo, wo) = (vy,wy) = 1, (5.4)

O teorema alternativo de Fredholm implica
(v1, wo) = (vo, w1) = 0. (5.5)

Se vy e vy sao selecionados como base, entao qualquer vetor x € R? pode ser
unicamente representado por

T = Y19 + Y21,

para y; 2 € R. Levando em conta (5.4) e (5.5), essas novas coordenadas (y1, y)

sao dadas por
{ y1 = <I7w0>a (56)

Y2 = <x,w1>.

E nas coordenadas (y1,yz), o sistema (5.1) toma a forma

v\ _ (01 yr o (F'(y1v0 + yav1), wo) (5.7)

Yo 00 Y2 (F(y1vo + yov1),w1) ) '
Usando as coordenadas (y1,¥y2) para todo a com ||a|| pequeno. Nessas coorde-
nadas, o sistema original fica:

< Y1 ) _ < (f (1100 + y2v1, @), wo) ) (5.8)

Yo (f(y1vo + yov1, ), w1)
e para a = 0 reduz-se para (5.7). Expandindo o lado direito de (5.8) como série
de Taylor com respeito a y em y = 0:

4

Y1 = Y2+ ag(a) + ao(a)yr + ao(@)y*+

+%a2o(a)y12 + an(@)yry2 + %am(a)yf + Pi(y, @),
Yo = boo(a) + bio(a)yr + boi(a)y*+

+%bzo(a)y12 + b (@)y1ya + %boz(a)yf + Py, ),

(5.9)

\

em que ay(a) e Pro(y,a) = O(]|y|]?) sao fungoes suaves de seus argumentos.
Temos

aoo(O) = alo(O) = ap1 (0) = boo(O) = 610(0) = b()l (0) = 0.
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As fungoes ay (o) podem ser expressas em termos de f(z,«) e dos vetores v,
wop,1. Por exemplo,

82
CLQO(O() = a B <f(y1U0 + y2/U1)7 w0> 5 (510)
n =0
82
by () = e (f(y1vo + yov1),wi)| (5.11)
n y=0
o2
bu(a) = W(f(ylvo + yav1), w1) - (5.12)

A demonstragao do seguinte teorema pode ser encontrada em [4].

Teorema 9. Suponha que o sistema planar
i = f(r,a), zeR? acR?

com f suave, tenha em o = 0 um ponto de equilibrio x = 0 com dois autovalores
nulos:

)\1,2 (0) - 0

Assuma que as sequintes condicoes de genericidade sejam satisfeitas:
(BT.0) A matriz jacobiana A(0) = f,(0,0) #0;

(BT]) CLQ()(O) + bn(O) # 0,'

(BT.2) by(0) # 0;

(BT.3) a aplicacao

.y (stoaotr (P e (P2

é reqular no ponto (x,a) = (0,0).

Entao existem uma mudanca de varidveis invertivel suavemente dependente
dos parametros, uma reparametriza¢ao que preserva a direcao do tempo, e uma
mudanca de parametros suave e invertivel, que juntos reduzem o sistema a

{’71 - , , (5.13)
ne = i+ Bom + 07+ smme + O(n]]°),

em que s = sinal[bag(az(0) + b11(0))] = +1.

Lema 1. O sistema

{ Ifh - 7]27
ny = P+ Bomn + 17+ smne + O(||n]]?)

¢ localmente topologicamente equivalente perto da origem ao sistema

Ui 712,
N = i+ Lorn +nf+ smne.
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T+
0
< 8 T+
2
O H <
§ 0
O
0 B
P T—
P
0| O -
H
0 U.H

Figura 5.1: Bifurcacao de Bogdanov-Takens no plano

O diagrama acima ¢ da bifurcacao da forma normal de Bogdanov-Takens
(5.13) para s = +1 (ver [4]), como é o caso que serd estudado por nés, em que

_ B
T4 = {(5 A6 = 2, 2> 0)

L 03
Ir—= {(51752”61 = Z, 62 < 0}

H ={(B1,52)|61 =0, B2 <0}
P = {(50, 8161 =~ 08 + o), B < 0)



Capitulo 6

Uma terceira variacao do
problema dos platelmintos

6.1 velocidade radial

O problema a seguir foi sugerido por Jorge Sotomayor. FEle acrescenta ao pro-
blema original dos platelmintos uma velocidade radial no fluido representada pelo
vetor b(z,y), b > 0.

. R—x
T = br—wy+wv
(R —2)? +y?
(6.1)
y = by+twr—v Y
(R — ) +y?

O acréscimo desse vetor velocidade modifica bastante o retrato de fase do campo.
Pode surgir uma orbita periddica repulsora que engloba todo o disco Gg. Para
determinados valores dos parametros, também ocorre a bifurcacao de Bogdanov-
Takens.

wv b
Fazendo a seguinte mudanga de variaveis: x = Rz, y = Ry, w = = b= =
tR . : :
e t = — e retirando as barras chegamos ao seguinte sistema com R =v = 1.
v

. 11—z
r = br—wy+
(1—2)?+y?
. Y
= by +wz —
Y v (1—x)2+y?

51
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Escrevendo a equagao em coordenadas polares centradas em F' = (1,0) dada por:
r=1—rcosf e y=rsenf

obtemos o seguinte sistema:

{ i = br((r —cos(#) + r(wsend — 1) (6.2)

0 = bsen(d) +w —w(r —cosh)
Os pontos singulares de (6.2) sao:

b
— ¢
vw? + b2

w
a) F1 =(0,01) e Fy = (0,60) em que senfly = ————— e cost =
) F1 =1(0,01) e 5 = (0,62) em g 1 N 1

w b
senfy = ——— e costh = —

NEE Nooh
b) Py = (r3,03) e Py = (r4,04) em que

b+ /(w? + b?)? — w?

rys =

w? + b?
B w
senf; = W
2 L D2)2 — o2
cosf; = \/( c;—i— 2)2
T ()
= w? + b?
B W
senf, = N
cosfy = — \/(w2 PP -
* w? + b2
De fato, se r = 0, entao bsen 6 + w cos = 0 que implica tgd = —%.

Caso r # 0, entao da segunda equacao de (6.2) bsenf + wcosf — wr = 0.
w

Substituindo na primeira equacao obtemos sen = o que implica cos ) =

w2+ b?’
\/(w2+b2)2 —w? . b+ \/(w2 + b%)2 — w?
+ e consequentemente r = .

w? + b? . b w? + b?

A primeira condicao de existéncia dos pontos Ps 4 é que

w
0< ——
T w4+ T

Com essa condicao, o ponto P3 tem sua existéncia garantida, mas o ponto Py
precisa de mais uma condicao que garanta o seu raio positivo.

0< (W +b0*)? —w? <b?
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que implica em
2

2+b2§w2+62§1
w

Usando a lei dos cossenos, conclui-se que a distancia dos pontos P; 4 a origem é
1

w2+ b2
6.2 Analise do foco

Considere o ponto F; = (0,60;). A matriz jacobiana do campo aplicada a este
ponto é

—1 —Vw? + b2 0
F pu— p—
J(F1) = J(0,6,) ( w \/m)
cujos autovalores sao —1 — v/w? + b2 e v/w? + b2 associados aos seus respectivos
14+ 2vw? + b2 1
w )

Para o ponto Fy = (0, 65), a matriz jacobiana do campo é

0 1 —2vw? 4+ b2
J(Fy) = J(0,0;) = w
1 1

autovetores ( ) e (0,1). Portanto um ponto de sela.

cujos autovalores sio —vw? + b2 e Vw? + b2 — 1 associados aos seus respectivos

1 —2vw? + b? 1

e um né atrator se w? + b? < 1. Logo o foco (R,0) é um atrator no sistema (6.2)
se w? +0? < 1.

autovetores (0,1) e ( ). Portanto um ponto de sela se w? +b* > 1

6.3 Os outros pontos de equilibrio

Considere o ponto de equilibrio P3. Sua existéncia é garantida para

<Y
w2402 T

A matriz jacobiana do campo aplicada a este ponto é

bb+ /TP —o2)  w(b+ (@ + ) — &)

T(Py) = J(rs, 05) = s W — b(%ﬁli);)? —7)

w2 + b2

—W
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O traco dessa matriz é dado por

V2 — w? + 2by/ (w2 + b?2)2 — w?)

tr(Fs) = w? + b2

e seu determinante é dado por

(b+ /(w2 +12)2 — w?)/(w? + 12)2 — w?
w? + b?

det(P3> =

O sinal de det(P3) é sempre positivo ou nulo. E caso b > w, o sinal de tr(Ps)
também é positivo ou nulo. Se b < w entao fazendo a andlise de sinal, concluimos
que

1
, , 1 1 .
PortantoP3eumnorepulsorseb>woub:w7é50useb<wcomb> oh E
1
um no atrator se b < w e b < 5 € sera uma bifurcacao de Bogdanov-Takens, que

, . 1
serd estudada posteriormente, se b = w = —.

Considere agora o ponto de equilibrio P,. Sua existéncia é garantida se

w
0<—" <1
Wb

w4+ <1

A matriz jacobiana do campo aplicada a este ponto é

b+ VP TR — ) w(—b+ (PP o)

B B wg + b2 w2 + 62 2
J(Pr) = J(ra,00) = w? + b((\/(w2 +)b2)2 — w?)
v B w? + b?

O trago dessa matriz é dado por

D — w? — 2by/(w? + 1?)2 — w?)

tT(P4) = w2 T b2

e seu determinante é dado por

(=b+ /(W2 + )2 — w?)/(w? + b?)?2 — w2
w? + b2

det(P4) =
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O sinal de det(P;) é negativo ou nulo. De fato:

b> (w2 +02)? —w? <=’ +0* <1
1
O sinal de tr(Py) é negativo caso b < w ou b = w # 3" Caso b > w, entao

1

Portanto Py é sela se w # w? + b?. Caso w = w? + b? entao Py é um no atrator se

b < w, noé repulsor se b > w e uma bifurcacao de Bogdanov-Takens se b = w, caso
que sera estudado posteriormente.

6.4 bifurcacao de Bogdanov-Takens

1
Fazendo b = 5 e impondo det(P;) = 0(condi¢ao de Bogdanov-Takens) obtemos

1 s
w=—eentao Py = P; = (1, 5) A matriz jacobiana do campo neste ponto passa

a Sser: )

Y

Ay = J(Py) = J(P) = J(1, g) = ( _

D[ =0 [ =

V2

). Seguindo

1
2
L
2
com 0 como tnico autovalor associado ao autovetor vy = ( 5

[\
o5
[\

os passos da bifurcacao de Bogdanov-Takens, sejam vy = (— ) 0 autovetor

5
V2 V2

generalizado de Ay, de modo que Agv; = vy, wy; = (7, 7) autovetor de A7

[\
o5
[\

associado ao autovalor 0 e wy 0 autovetor generalizado de AL, ou seja, AT wy = w.
Considere a translacao

ew=w+

o . 1
=r+1, 0=0+- ,b=0b =
r=r+1, +2 ; + 5

11
que leva Fj para origem e os parametros (=, =) também para a origem. Basta

verificar agora que o sistema atende as hipoteses de Bogdanov-Takens:

CLQ(](O) =0
bao(0) = —\/75
bn(O) - —\/Tg
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além do determinante jacobiano da aplicacao (BT.3) no ponto (0,0,0,0) ser -1.

O ponto de bifurcacao esta fora da regiao G; e, como exemplo, para os
parametros (w,b) = (0.57,0.503) tem-se um ciclo limite instdvel também fora
do disco G.

6\

Figura 6.1: Retrato de fase com parametros (w,b) = (0.57,0.503)

6.5 Analise da existéncia de uma grande 6rbita
periddica

O que sera verificado agora é a condigao para a existéncia de uma Orbita que
envolve todo o disco Gi e todos os pontos de equilibrio como vista no retrato de
fase anterior. Considere a componente radial do sistema (6.2), ou seja,

2(t) = x(t)* +y(t)”
derivando em relagao a variavel ¢, obtemos
1 1
)2 2_
R
(x —1)2+y?

(z —
(6.3)

2 (t) = 2b(x* + y?) — 2
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Das analises dos problemas anteriores dessa mesma componente, concluimos que
para b =0,
Z(t) <0< (z,y) €C

1 1
em que C é o disco de raio 5 © centrado em (5,0). Por continuidade entao,

para b suficientemente pequeno, conseguimos uma regiao A = {(z,y) € R?|k; <
22 + y? < ky} que envolve todo o disco G e todos os pontos de equilibrio, em
que Z/'(t) < 0 para todos os pontos, ou seja, enquanto permanecem nessa regiao,
as orbitas tendem a se aproximar da origem.

Considere agora a seguinte mudanca de variaveis:

sen 0

r = cos@—leyzlr

—r e
O sistema (6.2) reescrito nessas novas coordenadas e reescalonado por r passa a
ser:

7 = r(1—r)*(ysend — icosh)
| (6.4)
0 = (1—r)(dsend+ ycosh)

Denominaremos a primeira e a segunda componentes do novo campo por F e GG
respectivamente. Com auxilio de um software para calculos algébricos, conclui-se
que, nas coordenadas (r, ), a reta (1,0) zera a primeira equacao do sistema e faz
a segunda sempre igual a w, ou seja, F'(1,0) = 0e G(1,0) = w. Fazendo o calculo

/27r o (dr d@—/zﬂ 0 (F(r,0)
o Or\do)|_,— Jo Or \G(r0)
conclui-se que a reta r = r(f) = 1 é uma solugdo periédica, o que equivale a
dizer que o infinito é um atrator para o sistema (6.2) e portanto pelo teorema de
Poincaré-Bendixson existe ao menos uma orbita periddica repulsora envolvendo
a regiao A. Observe que para a existéncia dessa érbita peridédica é necessario um

valor baixo para b, o que ja era de se esperar, visto que com um valor alto, os
platelmintos seriam levados para o infinito pela correnteza gerada por b.

df = ———

r=1



Capitulo 7

Critério para auséncia de orbitas
periodicas

7.1 O critério

Neste capitulo, desenvolvemos o artigo ”Criterium for absence of periodic

orbits”do professor R. A. Garcia[3] cujo o assunto ¢ mais um método para deter-

minacao de auséncia de orbitas periédicas em campos vetoriais bidimensionais.
Considere uma equacao diferencial ordinaria de classe C*, k > 3,

p=F(p), p=(x,y), F(p)=(P(p),Q(p)). (7.1)

Denote o fluxo C* de (7.1) por ¢ : R x R? — R?. Associado ao fluxo, temos uma
familia de difeomorfismos ; com parametro ¢ definida por ¢, (p) = @(t,p) com
Yo = Id.

Teorema 10. A primeira equagao variacional de (7.1) € dada por

% (Dgu(p) = DF () Drlp). Diolp) = 1.

Seja o(t) = det(Dyy(p)). A formula de Liouville € dada por
o'(t) = (divF)(¢i(p))o(t), o(0)=1 (7.2)
Demonstragao. Seja ¢i(p) = (a(p), B(p)). Entao

ot =( 50 5 )

Temos que di < ) <cfi_cz) e assim por diante. Entao, segue que :
d
dt P( 6) dt( ) anx_'_Pyﬂm € %(O‘y):any‘i‘Pyﬂy

o8
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dg d d
E = Q(avﬁ) - %(690 = Qmam + Qyﬂm € %(63/) = Qway + Qyﬂy
portanto
d d Uy Q@
%(detD@t) = ’ ) G @) ] g 5y 4 ;
3, B, 7 (Be) = (By)
_ ’ Pray + Py Py + Pyf3y |
Be By
n ‘ Qly Qy,
Qmam + Qyﬂm Qmay + Qyﬂy
(P2 + Qy)(wfBy — ayfs)
= (divF)detDy;.
Isso termina a prova, estabelecendo a férmula de Liouville. O

Teorema 11. Sejam Dy um conjunto mensurdvel no plano R? e D(t) = ¢;(Dy).
Defina A(t) = Area de pi(Dy). Entdo

A(0) = / dzdy = Area de Dy,
Do

A'(0) = / divFdxzdy, (7.3)

A"(0) = /D (V(divF), F) + (divF)*dzdy

A"(0) = / (Hess(F)F, F)+ (V(divF), DF - F) + 3divF(V(divF), F)+
+ di;ngxdy

Demonstracao. O

Do cdlculo integral

A(t):/ dxdy = |detD<pt(p)\dxdy:/ det Dy (p)dxdy.
D(t) Do

Do

A diltima igualdade € vdlida pois @, preserva a orientacao de R%. Derivando sob
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o sinal da integral, temos:

dA(t) d d
7 = — D = — D
o it J,, det Doy (p)dxdy /DO o (detDyy(p))dxdy

— /Da'(t)dxdy:/D (divE)(p(p))o(t)dxdy

)
d £§t> _ % [ E) P t)dedy = |

= [ D@ ) - G ep)ote) + (dieF ) p)o’ (O)dndy

G F ) )ty

= {{V(divF)(¢u(p)), Fe:(p))) + [(divF)(ei(p)]*}o (t)dwdy

d:;gt) = {(Hess(divF (p:(p))) F(¢:(p)), F(w:(p)))+
+ (VdivF(¢i(p)), DF (:(p)) F(¢:(p)))+
+ 2divF(VdivF(¢i(p)), F'(0:(p))) o (t)+
+ {(V(divF)(¢e(p)), Fei(p)))+
+ [(divF)(eu(p))]* YdivF(oi(p))o(t)dady

basta agora tomar t = 0 nas equagoes acima.
Observacao 1. A expressao

Q(F) = (V(divF), F) + (divF)?
¢ par. Isto é, Q(F) = Q(—F).
Teorema 12. Seja R uma regidgo simplesmente conexa no plano R? e suponha
que divF # 0 ou Q(F) = (V(divF), F) + (divF)?(p) # 0 para todo ponto p € R.
Entao a equagio (7.1) nao tem orbitas periddicas ou grdficos contidos na regiao

R.

Demonstracao. Por contradicao, suponha que exista uma orbita periédica ou um
grafico vy € R com &y = Dy. Segue entdo que A(t) = Area de Dy para todo
t € R o que implica A'(t) = A”(t) = 0 para todo t € R. Mas pelo teorema (11),
A'(0) # 0 ou A”(0) # 0. Um absurdo. O

Exemplo 1. Seja
{ i = 22+y’+a

Entio o divF =2z —1 e (V(divF), F)+ (divF)*(p) = 2y*+62* —4z+2a+1 > 0

1
para a € (=, +00).

6
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7.2 Campos vetoriais quadraticos

Considere o campo de vetores quadratico F definido por:

A C
(7.4)

L N
y = 01+C$—ay+§x2—Axy+5y2
~ . L 2
entao divF(z,y) = (B+ N)y e Q(F):(B+N)[cl+ca?—ay+§x — Axy +
3N

(7 + B)y?%]. Seja

13]\702 + La? + 2Bc® — 2Aac + 2¢,(A? — 2LB — 3NL)

> A2 —2BL —3NL

B 13N02+La2+2302—2Aac+c (75)
2 A2 —2BL-3NL ! ‘

Teorema 13. Suponha que B+N #0, L >0 e¢2BL+3NL—A?>>0¢ Q,, # 0.

Entao o sistema (7.4) nao tem drbita periddica ou grdfico.

Qm:

Demonstragao. O ponto critico de Q(F') é dado por:

(7.9) = Aa — (3N +2B)c La — Ac
YT\ A2 Z9BL —3NL' A2 —2BL — 3NL

um calculo direto mostra que

B 13]\702 + La? +2Bc? — 2Aac
2 A2 —2BL —3NL

QF)(z, 7)

+Cl-

L
A condicao 2BL + 3N L — A? > 0 é equivalente & forma quadrética §x2 — Azy +

3N
(T—i-B)y2 ser positiva definida. Entao, sob as hipdteses, segue que Q(F)(x,y) #

0 para todo (z,y) € R, O

O teorema a seguir assegura que qualquer sistema quadratico pode ser trans-
formado no sistema (7.4). Na pratica, ndo se faz esses célculos com os coe-
ficientes manualmente, portanto nao se faz necessario a exibicao da matriz de
transformagao. O ideal é utilizar um programa de computador que faga esses
calculos rapidamente.

Teorema 14. Sempre existe uma mudanca de coordenadas linear que transforma
um campo vetorial quadrdtico qualquer no sistema (7.4).



Capitulo 8

Apeéndice: Formas normais

8.1 Bifurcacao Sela-né
Considere o seguinte sistema unidimensional dependente a um parametro
iP=a+2? = f(r,a) (8.1)

Para o = 0, o sistema tem um ponto critico nao hiperbdlico em x=0, ou seja,

0

f0,00=0 e 5

f£(0,0) =0

Para a > 0 nao ha pontos criticos, e para o < 0 existem dois, a saber
r1(a) = V/—a e x3(a) = —y/—a. Podemos determinar a estabilidade desses
pontos analisando o sinal de f,(x,«) = 2z de onde concluimos que x; é instavel
e xo ¢ assintoticamente estavel. Observe o diagrama a seguir:

Lema 2. O sistema
i =a+2°+0(2°)

¢ localmente topologicamente equivalente perto da origem ao sistema
&=+ 2

Demonstragao. Considere y = y(t) uma solugao do sistema. Seja f(y,a) = o +
2 +19(y, ), em que ¢ (y, ) = O(y?) é uma fungao de classe C". Como f(0,0) = 0
e fo(0,0) = 1, podemos aplicar o teorema da fungao implicita e concluir que
existe uma unica fungao suave a = g(y) tal que g(0) =0 e f(y,g(y)) = 0 para y
suficientemente pequeno. De fato,

fly,0) =0<=a=—y*+0(’°) <= gly) = —* + O(y")

62
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€T2| ~

Figura 8.1: Bifurcagao Sela-né

Entao para o < 0 suficientemente pequeno, existem dois pontos de equilibrio
hiperbdlicos yi(a) e ya(a) perto de x1(a) = /—a e z3(a) = —y/—a respectiva-
mente.

O homeomorfismo, dependente de a, h, : R — R entre os sistemas é cons-
truido da seguinte forma: para a > 0, o homeomorfismo é a prépria identidade

he(x) =2

e para a < 0
o(z) = ala) + b(a)z

em que as constantes a(a) é b(a) sdo encontradas resolvendo o sistema

h’a(xja) = yj(a)> ] = 172

U
Teorema 15. Suponha que o sistema unidimensional
t=f(z,a), z€R, a €R
tenha em (0,0) um ponto de equilibrio ndo hiperbélico, ou seja,
0

ot

Assuma que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(a) fz:(0,0) #0

(b) fo #0

Entao existe uma mudanca de coordenadas invertivel que transforma o sistema
em

n=pB+n+01n
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Demonstracao. A expansao de Taylor de f com respeito a x em x=0 é
fla,a) = fola) + fila)z + fala)2® + fa(@)a® + fa(tz,a)a® t € 0,1]
Considere a seguinte mudanca de coordenadas
E=x+90

em que § = d(«) sera escolhido adequadamente mais adiante. A transformacao

inversa é dada por

r=&6—0

e o sistema é transformado em

£ = fola)+ fi(a)(€ =) + fa(@)(€ = 8)* + f3(@) (€ — 6)° + fa(tw, @) (& — 6)*

£ = [fola) = fi(@)d + fo(@)6® = f3()0® + fa(t(& = 0),a)5"] +
+ [fila) = 2fo(@)d + 3 f3()® — 4f4(t(& — 0), a)6*]¢ +
+ [fala) = 3fs(a)d + 6 f4(t(E — 5), )5°]€?
+ [fs(a) + fa(t(€ = 6), @) (€ = 9)]¢?
§ = [fole) = fi(@)d + fo(a)d* + O(5%)]+
+ [fila) = 2f2()d + O(8?)]E+
+ [fale) + O(9)]E+
+ 0(&)

1
Por hipétese, f»(0) = 5 f22(0,0) # 0. Entao existe uma fungao d(a) que anula

o termo linear da equacao acima « suficientemente pequeno. De fato, defina
F(a,0) = fi(a) = 2f2(a)d + O(5?)
Tem-se entao
F(0,0) =0, F5(0,0) = =2f5(0), Fu(0,0) = fi(0)
Pelo teorema da funcao implicita, existe uma tnica fungao suave d(«), tal que
6(0) =0, F(a,é(a)) =0

A escolha mais adequada para  entao é

_ fi(0) 2
da) = 31 gy + 0(e?)
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De forma que a equacao em & agora nao tem mais o termo linear:

&= [F(0)a+0(®)] +[£3(0) + 0(a)l€® + O(&?) (8.3)

Considere agora um novo parametro g = p(a) o termo constante da tltima

equacao:
p=f(0)a+a’p(c

em que ¢ é uma funcao suave. Temos entao:
(a) p(0) =0
(b) 1(0) = f5(0) = fa(0,0)

Como por hipdtese tem-se f,(0,0) # 0, segue do teorema da fungao implicita
a existéncia de uma unica fungao inversa local a = a(u) com «(0) = 0. Portanto
a equacao (refsis.xi) fica

§=p+(p)&+ 0%

em que y(u) é uma fungao suave com v(0) = f2(0) # 0 por hipdtese.
Por fim, seja agora n = |y(u)| e B = |y(u)|p e entao teremos

=0+’ + 00’
em que s = sinal(y(0)) = +1. O

Usando agora o lema (2), conseguimos eliminar o termo O(n*) e finalmente
chegar ao seguinte resultado(ver [4]):

Teorema 16. Forma topologica normal para bifurcacao sela-né. Todo
sistema unidimensional dependente a um parametro real

T = f(x7a)7

com a origem (0,0) como ponto de equilibrio nao hiperbdlico tal que:
(a) f22(0,0) #0
(b) fa(0,0) #0
¢ localmente topologicamente equivalente perto da origem a Sequinte forma
normal:

n=p=+n

8.2 Bifurcacao Forquilha

Considere agora a equacgao diferencial real dependente a um parametro

&= pr—2° = f(o,p)
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J tem trés pontos de equilibrio se p > 0, a saber 0 e +/u. Se p < 0, f tem
apenas 0 como ponto de equilibrio, além disso, para u = 0, este ponto é nao
hiperbdlico nem é uma bifurcacao do tipo sela-né pois:

A estabilidade dos pontos é analisada através do sinal de

fo0 ) = p e fold/1, 1) = =24

de onde concluimos que para p > 0, 0 ¢ instdavel e £,/u sao assintoticamente
estaveis e para p < 0, 0 é assintoticamente estavel. Observe o diagrama a seguir

' |

-

G

Figura 8.2: Bifurcagao Forquilha

Lema 3. O sistema @ = px — 2> + O, (z*) € localmente topologicamente equiva-
lente, perto da origem, ao sistema & = pux — 3.

Demonstragao. Considere o sistema § = py — y* + O, (y*) = y(p — y* + O,(y?)).
Onde O, (y*) = ¢(y, ) é uma fungao suave. y = 0 é sempre raiz do campo. Seja
F(y,p) = p—y? + O,(y?) e considere a variedade

M={(y,p) : F(y,pn) =0}

OF
F(0,0) = 0 = (0,0) € M e como 8_(0’0) =1, pelo Teorema da Funcao
w

Implicita, 1 = u(y) = v* + O,(v*) = O.(y*) e F(y,u(y)) = 0 para y pequeno.
Enté&o para p > 0 existem mais dois pontos singulares de f y3 = \/pu+ O,(y?) e

Yo = —/p+ O,(y?) perto de z; = \/j e 2? = — /[ respectivamente. Se p < 0

entao y = 0 é o unico ponto singular do campo f.
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Construgdao do homeomorfismo y = h,(x). Se p < 0, entdo y = h,(z) = . Se
p >0, entdo y = h,(x) = a(p) +b(p)z onde a(p) e b(p) sdo unicamente determi-

_ B _ Y1 Y2 _ ity
mados por () = 1 © h(—yT) =0 = o) = =2 e ) = P

Definicao 2. Uma fun¢io f: A C R — R € dita par se f(—x) = f(x), Vx € A.
E ¢é dita impar se f(—x) = —f(x), Vx € A.

Lema 4. Se uma funcao real f € par e derivavel, entao [’ € impar. E se f €
impar e derivdvel, entao f' € par.

Demonstracao. Considere f par

Py = g PEEEN I SE=B =10
Considerando f fmpar
F/(~2) = lim fl—z+ h})L — f(=2) _ lim _[f(x__(}i)h; F2)] )

Uma funcao real f impar é nula em 0, pois f(0) = f(—0) = —f(0) = 2f(0) =
0 = f(0) = 0. Portanto todas as derivadas de ordem par de f também sao nulas
em 0, visto que sao fungdes impares.

d2kf d2kf d2kf
e () = g (1) = g

0)=0, keN

Seja agora f : A C R? — R diferencidvel uma funcao fmpar na primeira

variavel, ou seja, f(—z,a) = —f(z,a), Y(z,a) € A tal que (—z,a) € A. Pelo
lema anterior tem-se

82kf a2kf a2kf

W(_xva) = _a$2k (ZE',O[) = W(Oaa) = Oa \V/(O,CY) €A

Além disso

fal-2.0) = lim )
— lm flz,a+h)— f(z,«a)
h—0 h
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ou seja, a derivada na segunda variavel nao altera a paridade da funcao. Logo
temos

a2k+Mf a2k+Mf a2k+Mf
Ox?kdaM Ox2kdaM Ox?kdaM
Considere a EDO & = f(z,a), = € R,a € R onde f é uma funcao impar.

Entao f(0,0) = 0. Suponha que (0,0) seja um ponto singular nao-hiperbélico,
ou seja, f;(0,0) = 0. Fazendo a expansao de Taylor em torno de (0,0) obtemos

(—z,a) = — (x,a) = (0,) =0

22
5 + fra(0,0)za +
o2 23 20 2

+ faa 0, 0) + Fraa(0, 0) + Faaa(0,0) =2 4 Froa(0,0) 5+
3

2 2
5 + O, )|4) (8.4)
Pelo fato de f ser uma funcao impar em x, tem-se:

f(O’O) - fa(0,0) - f:c:c(ojo) - faa(oao) = fxa:a(()?O) - faaa(o>0) =0

Pela nao hiperbolicidade de (0,0), tem-se f,(0,0) = 0, logo a equacao (8.4) se
reduz a

f(:)s,a) = f(0’0)+fx(0> )x+fa(0 0)a+fxx(0 0)

+ faaa(0,0)%

3 2
flx,0) = fual0, 0)m+fm + faaa(0, 0)7+0(\( )[")
3

[f2a(0,0)za + O(0®)] + foua (0, 0) +O0((z,a)[")  (85)

Entao com céalculos analogos aos feitos na bifurcagao sela-né, chegamos ao
seguinte resultado(ver [6]):

Teorema 17. Forma topoldgica normal para bifurca¢cao Forquilha. Con-
sidere a equac¢ao

= f(z,a)
tal que a origem (0,0) seja um ponto de equilibrio nao hiperbdlico. Suponha
também que f seja impar na varidvel x todo « perto de 0, ou seja,

f(—:c,a) = —f(LL’,Oé)

f2a(0,0) # 0 f222(0,0) # 0

entao perto da origem (0,0), o sistema € localmente topologicamente equivalente
a uma das sequintes formas normais:

= x(+p — 2%)



Conclusao

Na primeira parte dessa dissertacao, foi estudado o sistema de equacoes diferen-
ciais dado por (2.1) e suas duas modificagoes (3.1) e (4.1). As anélises concluiram
que, para valores muito altos ou muito baixos de velocidade de rotacao, os trés
sistemas se comportam de maneiras parecidas em Gg, na verdade, eles sao topo-

logicamente equivalentes se 0 < w < 2(/(2) — 1)% ou w > % em Gg\F. Para

valores intermedidrios de w ocorrem bifurcagoes diferentes em (2.1) e em (4.1) e
nao ocorre bifurcagdo em (3.1). A bifurcacao em (2.1) nao afeta a caracteristica
atratora do ponto de equilibrio na regiao G\ F, ja em (4.1) surgem dois pontos
singulares atratores das érbitas em Gr de modo que, restrito a Gg\ F’ os sistemas
(2.1) e (3.2) continuam topologicamente equivalentes, mas (4.1) ndo. A dltima
modificacdo do problema dos platelmintos com o acréscimo da velocidade radial
mostra a possibilidade de haver orbita periédica no retrato de fase devido a bi-
furcacao de Bogdanov-Takens para certos valores dos parametros, porém fora do
disco G'g. Por 1ltimo ¢é analisado um critério de inexisténcia de orbitas periodicas
que pode ser util quando o teste da divergéncia de Bendixson ¢ inconcluso.
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