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Tibério Bittencourt de Oliveira Martins

Orientador: Prof. Dr. Ronaldo Alves Garcia

Dissertação de Mestrado em Matemática
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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos o artigo ”On the motion under focal attrac-
tion in a rotating medium”de J. Sotomayor [9] que trata de um sistema de
equações diferenciais bidimensional que modela o seguinte problema na Biologia:
num recipiente raso de seção circular, com ĺıquido, girando a uma velocidade
angular ω, existem platelmintos, organismos vermiforme, eles são atráıdos por
um ponto luminoso fixo perto da borda do recipiente e nadam com uma veloci-
dade v em direção a este ponto. O problema é mostrar que existe um ponto de
equiĺıbrio onde os platelmintos vão se aglomerar com o passar do tempo. É anal-
isada a dinâmica da modelagem: existência de pontos de equiĺıbrio e estabilidade
do sistema e bifurcações. Analisamos também três modificações desse sistema.
Na parte final, é discutido um critério para determinação da ausência de órbitas
periódicas em campos vetoriais planares.
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Abstract

In this work, we develop the article ”On the motion under focal attraction
in a rotating medium”, of J. Sotomayor, which deals with a bidimensional
differential system that model the following Biological problem: in a shallow
recipient with circular section, with liquid in, spinning with angular speed ω, there
are platyhelminthes, flatworms organisms, they are attracted by a fix lighting
point near of the border of the recipient and they swim with a speed v in the
direction of the this point. The problem is to show that there exists an equilibrium
point where platyhelminthes go to cluster by the time passing. It’s analyzed the
dynamic of the model: existence of critical points and stability of the system and
bifurcations. We analyzed three modifications of this system too. In the last
part, it’s discussed a criterium for non existence of periodic orbits of a planar
vector fields in a simply connected region.
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Introdução

Será analisado nessa dissertação um sistema de equações diferenciais motivado por
um experimento com platelmintos, organismos vermiformes muito pequenos na
Biologia. O objetivo desse experimento é isolar uma certa espécie de platelmintos
fototrópicos(que são atráıdos pela luz) das outras espécies. Os platelmintos estão
imersos em um fluido ĺıquido num recipiente de seção circular, e são atráıdos por
um ponto de luz localizado na borda desse recipiente. Se o recipiente estiver
parado, todas as espécies fototrópicas serão atráıdas para o mesmo local, não
sendo posśıvel o isolamento. A idéia então é fazer esse recipiente girar em torno
do seu eixo central com uma velocidade de rotação constante. Sob a hipótese de
que cada espécie se desloca no fluido com uma velocidade distinta, será mostrado
nessa dissertação que para certos valores da velocidade de rotação, existe um
ponto de equiĺıbrio no interior do recipiente onde apenas platelmintos de mesma
espécie se agruparão com o passar do tempo, ou seja, organismos com velocidades
diferentes se acumulam em pontos de equiĺıbrio diferentes, permitindo assim que,
o cientista interessado no isolamento de certa espécie possa retirá-la do recipiente
com uma colher, por exemplo.

recipiente

ĺıquido

luz

ω

Durante todo o texto, denominamos este problema como o Problema dos
Platelmintos. Esta modelagem foi sugerida por L. Markus(ver [11]) e estudada
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por H.K. Wilson em [11] e posteriormente por J. Sotomayor em [9]. Desenvolve-
mos o artigo [9] no caṕıtulo 2.

Após esta análise, fizemos mais três análises de sistemas ligeiramente dife-
rentes do anterior, duas motivadas pelo conceito generalizado de distância em
Matemática e a terceira acrescentando uma velocidade radial no fluido. Nas
equações do sistema original, surge uma expressão relativa ao cálculo da distância
de cada platelminto ao foco luminoso em cada instante, o que fizemos foi trocar
essa expressão por outras duas para dáı fazermos a mesma análise, na esperança
de que, no geral, os três sistemas se comportassem de forma semelhante. É
mostrado nos caṕıtulos 3 e 4 que isso nem sempre ocorre, mas grande parte
das caracteŕısticas do sistema original é mantida. No caṕıtulo 5 é discutida a
bifurcação de Bogdanov-Takens que é aplicada no caṕıtulo 6. No último caṕıtulo,
é discutido um critério para determinação de ausência de órbitas periódicas em
campos vetoriais planares.

Nessas análises foram usados todos os resultados clássicos das equações dife-
renciais ordinárias tais quais existência e unicidade de solução, equivalência topo-
lógica de sistemas, Teorema de Liouville, Teorema de Hartman, Critério da Di-
vergência de Bendixson, Teorema de Poincaré-Bendixson e Variedades Estáveis,
além de uma introdução à Teoria das Bifurcações no caṕıtulo 1, para cálculos
de variedades centrais e retratos de fase em torno de pontos singulares não
hiperbólicos.

Os retratos de fase de todo o texto foram gerados com o aux́ılio do software
gratuito Odeinr2 encontrado em [5].



Caṕıtulo 1

Variedade Central

Considere o sistema

ẋ = f(x), x ∈ R
n, (1.1)

com f suficientemente diferenciável e f(0) = 0. Sejam λ1 , λ2 , · · · , λn os
autovalores da matriz jacobiana de f avaliada no ponto singular x0 = 0. Suponha
que x0 = 0 seja um ponto não hiperbólico e que existam n0 autovalores com parte
real nula, n+ autovalores com parte real positiva e n− autovalores com parte real
negativa. Seja T c o subespaço linear de R

n gerado pela a união dos autovetores
correspondentes aos autovalores de parte real nula. E seja ϕt o fluxo associado
ao sistema (1.1).

Teorema 1. (da Variedade Central) Existe uma variedade W c
loc(0) diferen-

ciável de dimensão n0 invariante por ϕt que é tangente a T c em x=0. Além disso,
existe uma vizinhança U de x0 = 0, tal que se ϕtx ∈ U para todo t ≥ 0 (t ≤ 0),
então ϕtx→ W c

loc(0) para t→ +∞ (t→ −∞).

Em uma base de autovetores, o sistema (1.1) pode ser escrito como
{

u̇ = Bu+ g(u, v)
v̇ = Cv + h(u, v)

(1.2)

onde u ∈ R
n0 , v ∈ Rn++n

−, B é uma matriz n0 × n0 com todos seus autovalores
no eixo imaginário, enquanto C é uma matriz (n+ +n−)×(n+ +n−) com nenhum
autovalor no eixo imaginário. As funções g e h têm suas expansões de Taylor
começando com o termo quadrático no mı́nimo. A variedade central W c do
sistema (1.2) pode ser localmente representada como o gráfico de uma função de
classe Cr:

W c = {(u, v) : v = V (u)}
Em que V : R

n0 −→ R
n++n

− e devido a propriedade de tangência de W c, V (u) =
O(||u||2).

12
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O fluxo na variedade central é governado pelo sistema n0-dimensional

u̇ = Bu+ g(u, V (u)) (1.3)

Teorema 2. Suponha que a origem do sistema (1.3) seja um ponto de equiĺıbrio
estável (assintoticamente estável)(instável). Então a origem do sistema (1.2) é
um ponto de equiĺıbrio estável(assintoticamente estável)(instável)(ver [1]).

O resultado a seguir mostra que uma solução que comece suficientemente
próxima a variedade central tende à variedade muito rapidamente, isso justifica,
por exemplo, a aparência dos retratos de fase de sistemas bidimensionais com uma
variedade central e uma estável, em que as órbitas próximas a variedade central
são mais fortemente ”lançadas”contra a variedade central fazendo uma curvatura
muito grande. Aqui e durante todo o texto utilizaremos, quando necessário, duas
setas seguidas para a direção cujo autovalor tem maior módulo.

variedade Central

variedade Estável

Teorema 3. Suponha que a origem do sistema (1.3) seja um ponto de equiĺıbrio
estável. Seja (u(t), v(t)) uma solução de (1.2) com (u(0), v(0)) suficientemente
pequeno. Então existe uma solução ν(t) de (1.3) e uma constante positiva γ tal
que para t −→ ∞,

u(t) = ν(t) +O(e−γt) (1.4)

v(t) = h(ν(t)) +O(e−γt)

Demonstração. (ver [1])

Se substituirmos v(t) = V (u(t)) na segunda equação de (1.2) obtemos:

V ′(u)[Bu+ g(u, V (u)] = CV (u) + h(u, V (u)) (1.5)

Esta equação junto com as condições V (0) = 0, V ′(0) = 0 é o sistema a ser
resolvido para encontrar a variedade central. Mas a dificuldade da resolução é
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tão grande quanto a resolução do sistema original. O próximo resultado, entre-
tanto, mostra que, a prinćıpio, o variedade central pode ser aproximada de forma
recursiva por um polinômio de qualquer grau. Como é de nosso interesse estudar
sistemas atratores, suponha que não exista autovalores com parte real positiva e
para as funções φ : R

n0 −→ R
n
− de classe C1 na vizinhança da origem, defina:

(Mφ)(t) = φ′(u)[Bu+ g(u, φ(u))]− Cφ(u) − h(u, φ(u)) (1.6)

Observe que para (1.5), (MV )(t) = 0

Teorema 4. Seja φ uma aplicação de classe C1, na vizinhança da origem, de R
n0

em R
n
− com φ(0) = 0 e φ′(0) = 0. Suponha que para u → 0, (Mφ)(t) = O(|u|q)

com q > 1. Então para u→ 0, |V (u) − φ(u)| = O(|u|q)(ver [1]).

Teorema 5. (Prinćıpio da redução) O sistema (1.2) é localmente topologica-
mente equivalente perto da origem ao sistema(ver [1])

{

u̇ = Bu+ g(u, V (u))
v̇ = Cv

(1.7)

Observe que as equações para u e v são disjuntas em (1.7). A primeira equação
é a restrição de (1.2) a sua variedade central. Então, a dinâmica do sistema
estruturalmente instável (1.2) é essencialmente determinado por essa restrição, já
que a segunda equação em (1.7) é linear e tem soluções de decaimento/crescimento
exponencial. Uma segunda maneira de se obter a expressão da variedade central
é a seguinte(ver[4]): suponha n0 = 1, então o sistema (1.2) pode ser escrito como











u̇ =
u2

2
guu + u〈guv, v〉 +

u3

6
guuu + · · ·

v̇ = Cv +
u2

2
huu +

u

2
huvv +

1

6
huuuu

3 + · · ·
(1.8)

Seja v a equação cujo gráfico é a variedade central

v = V (u) =
1

2
w2u

2 +
1

6
w3u

3 +O(u4) (1.9)

em que w2 e w3 são coeficientes a determinar. Derivando em relação a variável t
obtemos

v̇ = w2uu̇+
u2u̇

2
w3 +O(u5) (1.10)

substituindo (1.9) na primeira equação de (1.8) obtemos

u̇ = g(u, v) =
u2

2
guu +

u

2
guvv +

u3

6
guuu + · · ·
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u̇ =
u2

2
guu + u3

[

1

6
guuu +

1

4
guv

(

w2 +
u

3
w3 +

O(u4)

u2

)]

+O(u4)

u̇ =
u2

2
guu + u3

(

1

6
guuu +

1

4
guvw2

)

+O(u4) (1.11)

Substituindo a expansão (1.9) na segunda equação do sistema (1.2) e usando
a expressão (1.11) em (1.10)tem-se a seguinte igualdade, onde as funções que
aparecem são todas avaliadas na origem:

w2u

[

u2

2
guu + u3

[guuu

6
+
guv

4
w2

]

]

+

+

u2

[

u2

2
guu + u3

[guuu

6
+
guv

4
w2

]

+

]

2
w3 +

+O(u5) =

= w2guu
u3

2
+ w2

[guuu

6
+
guvw2

4

]

u4 +

+ w3
u4

4
guu +O(u5)

= C

(

1

2
w2u

2 +
1

6
w3u

3

)

+

+
1

2
huuu

2 +
u

2
huv

(

1

2
w2u

2 +
1

6
w3u

3

)

+

+
1

6
huuuu

3 +O(u4)

o que implica:
1

2
(Cw2 + huu) = 0

e
1

2
w2guu =

1

6
Cw3 +

1

4
huvw2 +

1

6
huuu

Como C é invert́ıvel (já que não tem autovalor nulo) segue que

w2 = −C−1huu (1.12)

e

w3 = 3guuC
−1w2 −

3

2
C−1huvw2 − C−1huuu
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implica

w3 = −3guu(C
−1)2huu +

3

2
C−1huvC

−1huu − C−1huuu (1.13)

E a restrição de (1.2) a variedade central é dada por

u̇ =
u2

2
guu +

u3

6

(

guuu −
3

2

〈

guv, C
−1huu

〉

)

+O(u4) (1.14)



Caṕıtulo 2

Um movimento sob atração focal
em um meio rotacionado

O sistema de equações diferenciais a seguir foi estudado por J. Sotomayor em [9].
Considere o sistema























ẋ = −ωy + v
R− x

√

(R− x)2 + y2

ẏ = ωx− v
y

√

(R− x)2 + y2

(2.1)

As soluções, também chamadas de órbitas, do sistema (2.1) descrevem o movi-
mento de certos organismos atráıdos por um foco F = (R, 0), uma fonte luminosa
ou um polo magnético. Estes organismos se movimentam com velocidade v em
um meio(um fluido por exemplo) que rotaciona com velocidade angular ω em
torno de um ponto fixo localizado na origem O = (0, 0). O ponto focal F, que
é indefinido para o sistema (2.1) é referido como ponto singular, fora dele o sis-
tema é anaĺıtico. Um ponto em que as duas componentes do sistema se anulam
é referido como ponto de equiĺıbrio.

Este modelo foi sugerido por L. Markus(ver [11]) para o movimento de platel-
mintos fototrópicos nadando em um ĺıquido num recipiente circular raso com
seção

GR = x2 + y2 ≤ R

O mecanismo é utilizado para separar platelmintos de espécies diferentes sob a
hipótese de que tenham também velocidades diferentes. Nadando em direção ao
foco luminoso, espera-se que platelmintos de mesma espécie se isolem em um
determinado ponto P quando t→ +∞, podendo ser retirados mergulhando uma
colher nesse ponto(ver[10], página 264).

Seja (w−(p0), w+(p0)) o intervalo maximal da solução ϕ(t, p0) do sistema (2.1).

17
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Definição 1. Denotemos por W s(Q) a bacia de atração de um ponto singular Q:

W s(Q) = {P0 ∈ R
2|ϕ(t, P0) −→ Q quando t −→ w+(P0)}

e W u(Q) a bacia de repulsão de um ponto singular Q:

W u(Q) = {P0 ∈ R
2|ϕ(t, P0) −→ Q quando t −→ w−(P0)}

Observe que para Q = F , as órbitas que se direcionarem para Q farão o
trajeto em tempo finito.

Teorema 6. Para todo ω ≥ 0, a região GR\F é positivamente invariante, de fato
a componente radial do sistema (2.1) é negativa no complemento do disco fechado
C de centro (R

2
, 0) e raio R

2
. Além disso são válidas as seguintes afirmações:

1. Para 0 ≤ ω ≤ v
R
, F é um atrator global: W s(F ) = R

2.
2. Para ω > v

R
, há um único ponto de equiĺıbrio hiperbólico P localizado em

P = P (ω, v, R) = ((v/R)2/R, (v/wR)

√

r2 − (
v

ω
)2) (2.2)

pertencente à borda de C cuja bacia de atração contém W u(F ), a bacia de repulsão
de F, que é um curva regular anaĺıtica contida em GR\F .

3. W s(F ), a bacia de atração de F, é uma curva disjunta de GR. Em particu-

lar vale que para ω >
v

R
, GR,+ = GR ∩W s(P ) = GR\F .

Demonstração. Fazendo a seguinte mudança de variáveis: x = Rx̄, y = Rȳ,

ω =
ω̄v

R
e t =

t̄R

v
e retirando as barras chegamos ao seguinte sistema.















ẋ = −ωy +
1 − x

√

(1 − x)2 + y2

ẏ = ωx− y
√

(1 − x)2 + y2

(2.3)

Observamos que o sistema (2.3) tem as mesmas propriedades qualitativas do
sistema (2.1). A mudança de coordenadas teve a função de normalizar o raio
do disco GR para R=1 e a velocidade dos platelmintos para v=1. Escrevendo a
equação em coordenadas polares centradas em F = (1, 0) dada por:

x = 1 − r cos θ e y = r sen θ

obtemos o seguinte sistema:

ẋ = −ṙ cos θ + r sen θθ̇ (2.4)

ẏ = ṙ sen θ + r cos θθ̇
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Isolando ṙ e θ̇ em (2.4), fazendo a mudança de coordenadas e multiplicando ambas
equações por r, reescalonando assim o tempo, obtemos

{

ṙ = r(ω sen θ − 1)

θ̇ = −ω(r − cos θ)
(2.5)

Componente radial do sistema

Considere a componente radial

z(t) = x(t)2 + y(t)2

que nas coordenadas polares fica

z = 1 + r2 − 2r cos θ

então temos

z′(t) = 2rṙ − 2ṙ cos θ + 2r sen θθ̇

= 2r(r(w sen θ − 1)) − 2r(ω sen θ − 1) cos θ + 2r sen θ(−ω(r − cos θ))

= 2ωr2 sen θ − 2r2 − 2ωr sen θ cos θ + 2r cos θ − 2ωr2 sen θ + 2rω sen θ cos θ

= −2r(r − cos θ) (2.6)

tem-se de (2.6) que
z′(t) < 0 ⇐⇒ r > cos θ

Se denotarmos por

C = {(r, θ) ∈ R+ × R|r ≤ cos θ} = {(x, y) ∈ R
2|(x− 1

2
)2 + y2 ≤ (

1

2
)2}

então toda solução fora do disco C tende a se aproximar de (0, 0). Daqui já se
conclui que w+(p0) = +∞ para todo p0.

Pontos de equiĺıbrio e inexistência de órbitas periódicas

Os pontos singulares de (2.5) são:

a) P = (rP , θP ), tal que sen θP = 1
ω

e rP =
√

1 − 1
ω2 , caso ocorra ω ≥ 1.

b) r = 0 e θ = π
2

+ kπ, k ∈ Z.
Fazendo as mudanças de coordenadas inversas (r, θ) −→ (x̄, ȳ) −→ (x, y) obtemos
em (a)

P =

(

(v/R)2/R, (v/wR)

√

r2 − (
v

ω
)2

)
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e P = F em (b). Com um cálculo direto, verifica-se que o ponto singular em (a)
pertence a borda de C.

Seja X(r, θ) = (ṙ, θ̇) = (r(ω sen θ − 1),−ω(r − cos θ)) o campo. A análise da
dinâmica do campo X é feita em três etapas. Primeiramente considerando ω > 1,
depois 0 < ω < 1 e finalmente a bifurcação em w = 1. A matriz jacobiana de X
é:

J(r, θ) =

(

ω sen θ − 1 rω cos θ
−ω −ω sen θ

)

(2.7)

Pelo critério da divergência de Bendixson, não existe órbita periódica para
este campo pois

div X(r, θ) = −1

para qualquer valor de ω. Então pelo teorema de Poincaré-Bendixson, toda órbita
tende a algum ponto singular.

Substituindo P em (2.7)

J(P ) =

(

0 ω − 1
ω

−ω −1

)

(2.8)

O polinômio caracteŕıstico de J(P ) é P (λ) = λ2+λ+ω2−1. Resolvendo P (λ) = 0
obtem-se

λ1 =
−1 +

√
5 − 4ω2

2
, λ2 =

−1 −
√

5 − 4ω2

2

Se ω > 1 então ∆ = 5 − 4ω2 < 1 e ∆ < 0 para ω >
√

5/2, logo P é um atrator

tipo nó se 1 < ω ≤
√

5
2

e tipo foco foco atrator se ω >
√

5
2

.
No caso 1 < ω ≤ 5

2
em que P é um nó estável, os autoespaços associados a λ1

é λ2 são respectivamente

r = −1 +
√

5 − 4ω2

2ω
θ, r =

√
5 − 4ω2 − 1

2ω
θ

Dado este intervalo de variação de ω, o coeficiente angular do primeiro autoespaço
é positivo e o coeficiente angular do segundo autoespaço é negativo.

Para os pontos singulares em (b) e ω > 1 existem dois casos. O primeiro é
F = (0, π

2
):

J(0,
π

2
) =

(

ω − 1 0
−ω −ω

)

(2.9)

O polinômio caracteŕıstico dessa matriz jacobiana é dado por P (λ) = λ2 + λ +
ω− ω2. Seus autovalores são λ1 = w− 1 e λ2 = −ω com respectivos autoespaços
r = 1−2ω

ω
θ e r = 0. Pelo teorema de Hartman F = (0, π

2
) é um ponto de sela cuja

inclinação da separatriz instável é dada por −2 +
1

ω
.
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O segundo caso ocorre para F = (0,−π
2
):

J(0,−π
2
) =

(

−ω − 1 0
−ω ω

)

(2.10)

O polinômio caracteŕıstico dessa matriz jacobiana é dado por P (λ) = λ2 + λ −
ω− ω2. Seus autovalores são λ1 = w e λ2 = −1− ω com respectivos autoespaços
r = 0 e r = 1+2ω

ω
θ. Pelo teorema de Hartman F = (0,−π

2
) também é um ponto

de sela cuja inclinação da separatriz estável é dada por 2 +
1

ω
.

r

θ

Figura 2.1: explosão do ponto (1,0) para ω > 1

Comparando as inclinações em (0, π
2
) no plano θ× r, a inclinação da borda de

GR, dado por r = 2 cos θ, é -2 e a inclinação da borda de C, dado por r = cos θ, é
-1, portanto a separatriz instável está entre essas duas bordas. De modo análogo,
em (0,−π

2
), a inclinação de GR é 2 portanto a separatriz estável está fora de GR.

e
ix

o
r

π

2
-
π

2

borda direita de G

borda direita de C

eixo θ

Figura 2.2: Bordas de G e C e as direções separatrizes
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Nas coordenadas originais x, y temos a configuração a seguir, em que a bacia
de atração de F, W s(F ), é uma curva anaĺıtica regular disjunta de GR.

borda de GR

borda de C

P

Foco (R,0)

Figura 2.3: Bordas de G e C, ponto de equiĺıbrio P e as direções separatrizes no foco F

Como não existem soluções periódicas para o sistema e toda solução dis-
tante tende a se aproximar da origem, pelo teorema de Poincaré-Bendixson, toda
solução fora de F ∪W s(F ) tende ao ponto P , em particular, se denotarmos por
GR,+ = GR ∩W s(P ) conclúımos que GR,+ = GR\F .

Se 0 < ω < 1 então os únicos pontos singulares são os considerados no item

(b), além disso para F = (
π

2
, 0) a matriz jacobiana J(F ) tem os dois autovalores

negativos λ1 = ω−1 e λ2 = −ω e portanto é um nó atrator. Para F = (−π
2
, 0), a

matriz jacobiana J(F ) tem autovalores com sinais opostos λ1 = ω e λ2 = −1−ω,
portanto é um ponto de sela, logo W s(F ) = R

2\F .

Figura 2.4: explosão do ponto (1,0) para 0 < ω < 1
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Análise da bifurcação
Para ω = 1, temos o seguinte sistema

{

ṙ = r(sen θ − 1)

θ̇ = −r + cos θ
(2.11)

que tem como únicos pontos singulares os pontos (0,
π

2
) e (0,−π

2
). Para o primeiro

ponto singular (0,
π

2
) façamos a seguinte mudança de coordenadas

{

r̄ = r

θ̄ = θ − π

2

=⇒







˙̄r = r̄(sen(θ̄ +
π

2
) − 1)

˙̄θ = −r̄ + cos(θ̄ +
π

2
)

retirando-se as barras, obtemos o seguinte sistema com a nova origem (0,0) como
ponto singular







ṙ = r(sen(θ +
π

2
) − 1)

θ̇ = −r + cos(θ +
π

2
)

A matriz jacobiana (2.8) aplicada no ponto singular (0,0) possui os autovalores
0 e -1 associados respectivamente aos autoespaços r = −θ e r = 0 e portanto
associados respectivamente aos autovetores (−1, 1) e (0, 1). Seja

V =

(

1 0
−1 1

)

a matriz de autovetores. Façamos a seguinte mudança de coordenadas

(

u
v

)

= V −1

(

r
θ

)

=⇒
{

u = r
v = r + θ

=⇒
{

r = u
θ = v − u

e então obtemos o seguinte sistema nas coordenas (u,v):















u̇ = u cos(v − u+
π

2
) − u

v̇ = u cos(v − u+
π

2
) − sen(v − u+

π

2
) − 2u

(2.12)

comparando o sistema (2.12) ao sistema (1.2) tem-se que

g(u, v) = u cos(v − u+
π

2
) − u (2.13)

h(u, v) = v + u cos(v − u+
π

2
) − sen(v − u+

π

2
) − 2u (2.14)
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Calculando os coeficientes (1.12) e (1.13) e o campo restrito à variedade central
(1.14) obtemos

w2 = 0 e w3 = −4

de onde obtemos a equação da variedade central

v = −2

3
u3 +O(u4)

e o campo restrito a ela dado por

u̇ = −u
3

2
+O(u4)

Logo (0,
π

2
) é um ponto singular atrator do tipo Forquilha.

Para o segundo ponto singular (0,−π
2
) não existe bifurcação, a matriz jaco-

biana de (2.11) aplicada neste ponto é dada por (2.7)

J
(

0,−π
2

)

=

(

−2 0
−1 1

)

Os autovalores 1 e -2 estão associados aos autoespaços r = 0 e r = 3θ respectiva-

mente, logo (0,−π
2
) é ponto de sela. Portanto W s(F ) = R

2. Fazendo o explosão

Figura 2.5: explosão do ponto (1,0)

do ponto singular F=(1,0) nas coordenadas (x,y) é atrator.



Caṕıtulo 3

Uma pequena variação do
problema dos platelmintos

A modificação a seguir foi sugerida por Ronaldo Alves Garcia com o intuito de
se analisar as semelhanças entre o sistema original e o modificado cuja alteração
foi feita na forma de se medir ”distância”utilizando para isto um valor ǫ > 0
pequeno. Neste caso, o sistema é anaĺıtico em todo plano.

Considere o sistema de equações diferenciais:























ẋ = −ωy + v
R− x

√

(R− x)2 + y2 + ǫ

ẏ = ωx− v
y

√

(R− x)2 + y2 + ǫ

(3.1)

onde ω, v, R, ǫ são positivos.

Teorema 7. Para todos ω, ǫ ≥ 0, a região GR é positivamente invariante, de fato
a componente radial do sistema (3.1) é negativa no complemento do disco fechado
C de centro (R

2
, 0) e raio R

2
. Além disso são válidas as seguintes afirmações:

1. Para todos ω, ǫ > 0, há um único ponto de equiĺıbrio hiperbólico P atrator
global pertencente a borda de C, dado por

P = P (ω, v, R) =

(

R(1 − rP
2),

vRrP
2

ω
√
R2rP

2 + ǫ2

)

em que

rP =

√

√

ǫ2

4R3v
+

ǫ

R2
− ǫ

2R2

2. W s(P ) = R
2.

25
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3. Para ǫ→ 0 então P → F (1, 0) e para ǫ→ ∞ então P → (0, 0).
4. Considerando o sistema (2.1) como caso particular de (3.1), o ponto

(ǫ, ω) = (0, 1) é uma bifurcação.

Demonstração. Fazendo a seguinte mudança de variáveis:

x = Rx̄, y = Rȳ, ǫ = R2ǭ, t =
t̄R

v
e ω =

ω̄v

R

e retirando as barras tem-se






















ẋ = −ωy +
1 − x

√

(1 − x)2 + y2 + ǫ

ẏ = ωx− y
√

(1 − x)2 + y2 + ǫ

(3.2)

em que R = v = 1. Fazendo uma nova mudança de variáveis para coordenadas
polares com origem em (1,0):

x = 1 − r cos θ e = r sen θ

e reparametrizando o tempo multiplicando o novo campo de forças por r obtemos:














ṙ = r

(

ω sen θ − r√
r2 + ǫ

)

θ̇ = −ω(r − cos θ)

(3.3)

Pontos de equiĺıbrio

Os pontos de equiĺıbrio do sistema (3.3) são:

a) F+ = (0,
π

2
) e F− = (0,−π

2
),

b)P = (rP , θP ), tal que rP = cosθP , sen θP =
rP

ω
√

r2
P + ǫ

Isso mostra que os pontos de equiĺıbrio, se existirem no sistema original, neces-
sariamente estarão sobre a borda de C.

A matriz jacobiana J = J(r, θ) do campo (3.3) é dada por

J(r, θ) =





ω sen θ − r3 + 2rǫ

(r2 + ǫ)3/2
rω cos θ

−ω −ω sen θ



 (3.4)

Para o caso (a),

J(F+) = J(0,
π

2
) =

(

ω 0
−ω −ω

)
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e portanto os autovalores de J(F+) são ω e −ω com respectivos autoespaços
r = −2θ e r = 0. Pelo teorema de Hartman, F+ é ponto de sela.

J(F−) = J(0,−π
2
) =

(

−ω 0
−ω ω

)

e portanto os autovalores de J(F−) são ω e −ω com respectivos autoespaços r = 0
e r = −2θ, logo F− também é ponto de sela. Fazendo o explosão do ponto (1, 0)
de (3.2), equivalente aos pontos (0, θ) de (3.3), mas o ponto (1, 0) não é singular
no sistema (3.2), conclúımos que (1, 0) é um ponto regular e vale portanto o
teorema do fluxo tubular.

−π

2

π

2
θ

r

Figura 3.1: explosão do ponto (1,0)

Para o caso (b), resolvemos o sistema











r = cosθ

sen θ =
r

ω
√
r2 + ǫ

sen2 θ+cos2 θ = 1 =⇒ r2

ω2(r2 + ǫ)
+r2 = 1 =⇒ ω2r4+ω2r2ǫ+r2 = ω2r2+ω2ǫ =⇒

=⇒ ω2r4 + (ω2ǫ− ω2 + 1)r2 − ω2ǫ = 0

fazendo r2 = φ obtem-se

ω2φ2 + (ω2ǫ− ω2 + 1)φ− ω2ǫ = 0

o discriminante da equação de 2o grau é dado por:

∆ = (ω2ǫ− ω2 + 1)2 + 4ω4ǫ

e então

φ = r2 =
−(ω2ǫ− ω2 + 1) ±

√

(ω2ǫ− ω2 + 1)2 + 4ω4ǫ

2ω2
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Como ∆ > | − (ω2ǫ− ω2 + 1)|, segue que a equação de 4o grau tem apenas uma
ráız real positiva, uma negativa e duas complexas. Como rP > 0 segue que

rP =

√

√

(ω2ǫ− ω2 + 1)2 + 4ω4ǫ− (ω2ǫ− ω2 + 1)

2ω2

e θP é dada implicitamente por

sen θP =
rP

ω
√
rP

2 + ǫ
.

Seja P o ponto singular em (b), a matriz jacobiana do campo (3.3) em P é:

J(P ) =







rP√
rP

2 + ǫ
− rP

3 + 2rP ǫ

(rP
2 + ǫ)3/2

rP
2ω

−ω − rP√
rP

2 + ǫ






(3.5)

O traço da matriz jacobiana é dado por:

T = tr(J(P )) =
−rP ǫ− rP

2 − rP ǫ

(rP
2 + ǫ)3/2

=
−rP (rP

2 + 2ǫ)

(rP
2 + ǫ)

< 0

O determinante da matriz jacobiana é dado por:

D = det(J(P )) =
rP

2ǫ

(rP
2 + ǫ)2

+ rP
2ω2 > 0

O discriminante do polinômio caracteŕıstico é:

∆ =
rP

2(rP
2 + 2ǫ)2

(rP
2 + ǫ)3

− 4rP
2ǫ

(rP
2 + ǫ)2

− 4rP
2ω2 = rP

2

[

rP
4

(rP
2 + ǫ)3

− 4ω2

]

Como T < 0 e D > 0, então P é um nó atrator se ∆ ≥ 0 e foco atrator se
∆ < 0.

Componente radial do sistema

Seja z(t) = x(t)2 + y(t)2 a componente radial do sistema (3.2),

ż(t) = 2(x(t)ẋ(t)+y(t)ẏ(t)) = − 2v
√

(R− x)2 + y(t)2 + ǫ

[

(

x− R

2

)2

+ y2 −
(

R

2

)

]

Logo a componente radial é negativa em R
2 − C, onde

C = {(x, y)|
(

x− R

2

)2

+ y2 −
(

R

2

)

≤ 0}
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Inexistência de órbitas periódicas

Pelo teste de divergência de Bendixson, o sistema não admite órbita periódica
pois

div(X(r, θ)) = − r3 + 2rǫ

(r2 + ǫ)3/2

logo divX < 0 para todo R
2. Com isso pode-se concluir que o ponto singular P

é um atrator global.

Conclusão

Não ocorre bifurcação neste sistema, o ponto singular P é único, e este ponto
converge a (R, 0) se ǫ→ 0. Para ǫ crescente o ponto singular P percorre a borda
superior de C tendendo a origem. Se considerarmos o sistema (2.1) como um
caso particular de (3.1) com ǫ = 0 então o ponto (ǫ, ω) = (0, 1) é uma bifurcação
dependente do parâmetro ω como foi visto no caṕıtulo anterior. O caso em que
ǫ < 0 não foi analisado.



Caṕıtulo 4

Uma segunda variação do
problema dos platelmintos

O problema a seguir, também sugerido por Ronaldo Alves Garcia, é uma modi-
ficação da função distância do sistema original para a função modular.

Considere o seguinte sistema de equações diferenciais:


















ẋ = −ωy + v
R− x

|R− x| + |y|

ẏ = ωx− v
y

|R− x| + |y|

(4.1)

Teorema 8. Para todo ω ≥ 0, a região GR\F é positivamente invariante, de fato
a componente radial do sistema (2.1) é negativa no complemento do disco fechado
C de centro (R

2
, 0) e raio R

2
. Além disso são válidas as seguintes afirmações:

1. Para 0 ≤ ω < 2(
√

2 − 1)
v

R
, F é um atrator global: W s(F ) = R

2.

2. Para ω = 2(
√

2 − 1)
v

R
, há uma bifurcação sela-nó P1 localizado em

((

1

2
+

√
2

4

)

R,

√
2

4
R

)

e um atrator em F = (R, 0). Todo o fluxo se divide em órbitas que convergem a
P1 e órbitas que convergem a F.

3. Para 2(
√

2 − 1)
v

R
< ω <

v

R
, há três pontos singulares: F é atrator, P1,

localizado sobre a borda superior do disco C em

1

4





2v

ωR
+ 1 +

√

(

1 +
2v

ωR

)2

− 8
( v

ωR

)2

,
2v

ωR
− 1 −

√

(

1 +
2v

ωR

)2

− 8
( v

ωR

)2





30
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é sela e P2, também localizado sobre a borda superior de C em

1

4





2v

ωR
+ 1 −

√

(

1 +
2v

ωR

)2

− 8
( v

ωR

)2

,
2v

ωR
− 1 +

√

(

1 +
2v

ωR

)2

− 8
( v

ωR

)2





é atrator. A singularidade P1 se localiza entre F e P2 e excetuando suas sepa-
ratrizes estáveis, ela divide todo o fluxo em órbitas que convergem a F e órbitas
que convergem a P2.

4. Para ω ≥ v

R
, P2 é ponto singular atrator hiperbólico pertencente a C

cuja bacia de atração contém W u(F ), a bacia de repulsão de F, que é um curva
regular anaĺıtica contida em GR\F . W s(F ), a bacia de atração de F, é uma curva

disjunta de GR. Em particular vale que para ω >
v

R
, GR,+ = GR ∩W s(P ) =

GR\F .

Demonstração. Com a mesma mudança de variáveis: x = Rx̄, y = Rȳ, ω =
ω̄v

R

e t =
t̄R

v
, retirando as barras e multiplicando o campo (4.1) por |1 − x| + |y|,

chegamos ao seguinte sistema com R = v = 1.






ẋ = −ωy(|1 − x| + |y|) + 1 − x

ẏ = ωx(|1 − x| + |y|) − y
(4.2)

Inexistência de órbitas periódicas

Considere a componente radial

z(t) = x(t)2 + y(t)2

derivando z obtemos

ż = 2xẋ+ 2ẏy

= 2
x(R− x) − y2

|R− x| + |y|

= − 2

|R− x| + |y|

[

(

x− R

2

)2

+ y2 −
(

R

2

)

]

portanto este resultado é análogo aos casos anteriores.
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Análise do segundo quadrante

Seja Q2 = {(x, y) ∈ R
2|x ≤ 1 e y ≥ 0} que chamaremos de segundo quadrante.

Para todo (x, y) ∈ Q2, o sistema (4.2) é dado por:







ẋ = = −ωy2 + ωxy − x− ωy + 1

ẏ = = −ωx2 + ωxy + ωx− y
(4.3)

A matriz jacobiana do sistema (4.3) é dada por:

J(x, y) =

(

ωy − 1 −2ωy + ωx− ω
−2ωx+ ωy + ω ωx− 1

)

(4.4)

O primeiro ponto singular em Q2 é o foco luminoso F=(1,0).

J(F ) =

(

−1 0
−ω ω − 1

)

Os autovalores de J(F) são -1 e ω − 1 associados aos autoespaços y = x e x = 0
respectivamente. Portanto se ω > 1 então, restrito ao quadrante Q2, F é um
ponto de sela e se ω < 1, F é um nó estável. O caso ω = 1 será analisado no final
do caṕıtulo.

Figura 4.1: Singularidade em (R,0) com o campo restrito a Q2: ponto de sela se ω > 1 e

nó-estável se 0 < ω < 1 respectivamente

Os outros pontos singulares são calculados da seguinte forma: da segunda
equação de (4.3) obtemos

−ωx2 + ωx+ (ωx− 1)y = 0 =⇒ y =
ωx2 − ωx

ωx− 1
=
ωx(x− 1)

ωx− 1

Da primeira equação:
−ωy(y − x+ 1) − x+ 1 = 0



33

Substituindo o valor de y:

−ω
(

ωx(x− 1)

ωx− 1

)(

ωx(x− 1)

ωx− 1
− x+ 1

)

− x+ 1 = 0

−ω
(

ωx(x− 1)

ωx− 1

)(

ωx(x− 1) − (x− 1)(ωx− 1)

ωx− 1

)

= x− 1

−ω
(

ωx(x− 1)

ωx− 1

)(

1

ωx− 1

)

= 1

−ω2x(x− 1) = (ωx− 1)2 =⇒ ω2x2 + ω2x = ω2x2 − 2ωx+ 1 =⇒

2ω2x2 − (ω2 + 2ω)x+ 1 = 0

∆ = (ω2 + 2ω)2 − 8ω2 = ω2((ω + 2)2 − 8)

∆ ≥ 0 ⇐⇒ (ω + 2)2 − 8 ≥ 0 ⇐⇒ ω ≥ 2(
√

2 − 1)

então se ∆ < 0 não se tem raiz real, mas se ∆ ≥ 0

x1,2 =
ω + 2 ±

√

(ω + 2)2 − 8

4ω

Para verificar se x1,2 ∈ Q2 basta verificar se x1 < 1 já que x2 < x1.

x1 < 1 ⇐⇒ ω + 2 +
√

(ω + 2)2 − 8

4ω
< 1 ⇐⇒

√

(ω + 2)2 − 8 < 3ω − 2 ⇐⇒

⇐⇒ (ω − 1)2 > 0

O cálculo das ordenadas y1,2 é feito de maneira análoga: da primeira equação de
(4.3) tem-se

x =
ωy(y + 1) − 1

ωy − 1

substituindo na segunda equação obtemos,

y1,2 =
2 − ω ∓

√

(ω + 2)2 − 8

4ω

resta entender sob quais condições teremos y1,2 > 0.

|2 − ω| > |(ω + 2)2 − 8| ⇐⇒ ω < 1
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Portanto se 2(
√

2 − 1) < ω < 1 então existem os dois pontos singulares (x1, y1)
e (x2, y2) e se ω > 1 apenas (x2, y2) existe. Fazendo a mudança de coordenadas
inversa, chegamos à localização desses pontos no sistema original.

Substituindo os pontos singulares em (4.4) obtemos a

traço(J(x1, y1)) = traço(J(x2, y2)) = −1 (4.5)

det(J(x1, y1)) = −1

2

√

(ω + 2)2 − 8(ω −
√

(ω + 2)2 − 8) (4.6)

det(J(x2, y2)) =
1

2

√

(ω + 2)2 − 8(ω +
√

(ω + 2)2 − 8) (4.7)

Para o primeiro ponto singular

det(J(x1, y1)) ≤ 0 ⇐⇒ ω −
√

(ω + 2)2 − 8 ≥ 0 ⇐⇒ ω ≤ 1

Como (x1, y1) só existe se ω < 1 então a existência desse ponto implica nele ser
sela.

Para o segundo ponto singular

det(J(x2, y2)) ≥ 0

∆ = traço(J(x2, y2))
2 − 4det(J(x2, y2)) ≥ 0 ⇐⇒

⇐⇒ 1 ≥ 2
√

(ω + 2)2 − 8(ω +
√

(ω + 2)2 − 8)

Para ω = 2(
√

2 − 1) o lado direito da inequação zera e para ω = 1 o lado
direito é 4, logo é posśıvel termos ∆ tanto positivo quanto negativo. Seja g(ω) =
2
√

(ω + 2)2 − 8(ω +
√

(ω + 2)2 − 8) − 1. Observando seu gráfico, verifica-se que
a partir da raiz de g, o ponto (x2, y2) é um foco atrator. E no pequeno intervalo
aproximado (0.82842, 0.85635), (x2, y2) é um nó atrator.

0.85635

0.82842

2

0.9 ω

Figura 4.2: gráfico y = g(ω)
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Análise do primeiro quadrante

Seja Q1 = {(x, y) ∈ R
2|x ≥ 1, y ≥ 0} o quadrante superior direito. Para todo

(x, y) ∈ Q1, o sistema (4.2) é dado por:







ẋ = −ωy2 − ωxy + ωy − x+ 1

ẏ = ωx2 + ωxy − ωx− y
(4.8)

O foco F=(1,0) é ponto singular e

J(F ) =

(

−1 0
ω ω − 1

)

(4.9)

cujos autovalores são ω − 1 e −1 associados aos autoespaços x = 0 e y = −x
respectivamente. Portanto, restrito ao quadrante Q1, F é ponto de sela se ω > 1
e nó estável se 2(

√
2 − 1) < ω < 1. O único ponto singular em Q1 é o foco F.

Figura 4.3: Singularidade em (R,0) com o campo restrito a Q1: ponto de sela se ω > 1 e

nó-estável se 2(
√

2 − 1) < ω < 1 respectivamente

Para ver isso, procedemos de módulo análogo ao que foi feito em Q2: da segunda
equação de (4.8),

y =
ωx(1 − x)

ωx− 1

Substituindo na primeira equação obtemos

x1,2 =
ω + 2 ±

√

(ω + 2)2 − 8

4ω

Como x1 > x2, basta verificar que x1 < 1.

x1 < 1 ⇐⇒
√

(ω + 2)2 − 8 < 4ω ⇐⇒ (ω − 1)2 > 0
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Análise do terceiro quadrante

Seja Q3 = {(x, y) ∈ R
2|x ≤ 1, y ≤ 0} o quadrante inferior esquerdo. O sistema

(4.2) restrito a este quadrante é dado por:







ẋ = ωy2 + ωxy − ωy − x+ 1

ẏ = −ωx2 − ωxy + ωx− y
(4.10)

O foco F=(1,0) é ponto singular e

J(F ) =

(

−1 0
−ω −ω − 1

)

cujos autovalores são −ω − 1 e −1 associados aos autoespaços x = 0 e y = −x
respectivamente. Portanto, restrito ao quadrante Q3, F é nó estável.

Figura 4.4: nó estável em (R, 0) com o campo restrito a Q3

O foco F é o único ponto singular de Q3: de modo análogo aos anteriores, da
primeira equação de (4.10),

x =
ωy − ωy2 − 1

ωy − 1

Substituindo na segunda equação obtemos

y1,2 =
ω + 2 ±

√

(ω − 2)2 − 8

4ω
≥ 0
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Análise do quarto quadrante

Seja Q4 = {(x, y) ∈ R
2|x ≥ 0, y ≤ 0} o quadrante inferior direito. O sistema

(4.3) restrito a Q4 é dado por:







ẋ = ωy2 − ωxy + ωy − x+ 1

ẏ = ωx2 − ωxy − ωx− y
(4.11)

F=(0,1) é ponto singular e

J(F ) =

(

−1 0
ω −ω − 1

)

cujos autovalores são −ω − 1 e −1 associados aos autoespaços x = 0 e y = x
respectivamente. Portanto, restrito ao quadrante Q4, F é nó estável.

Figura 4.5: nó estável em (R,0) com o campo restrito a Q4

O foco F é o único ponto singular de Q4: da segunda equação de (4.11),

y =
ωx(x− 1)

ωx+ 1

Substituindo na primeira, obtemos

x1,2 =
ω − 2 ±

√

(ω − 2)2 − 8

4ω

Como x1 > x2, basta agora verificar que x1 < 1:

x1 > 1 ⇐⇒ (ω + 1)2 < 0
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Retrato de fase local do foco

Como o foco F pertence a todos os quadrantes, devemos colar os retratos de
fase,

Figura 4.6: singularidade em (1,0) para ω > 1 e ω < 1 respectivamente

de modo que para ω > 1, o sistema admite o ponto singular F=(1,0) com
W s(F ) sendo uma curva anaĺıtica regular e outro ponto singular P2 = (x2, y2)
como foco atrator com W s(P ) contendo W u(F ), esta uma curva anaĺıtica regular
também. Como não há solução periódica e as curvas integrais que estão distante
tendem a se aproximar da origem, W s(P2) = R

2 −W s(F ). Para 2(
√

2 − 1) <
ω < 1, o sistema tem três pontos singulares, P1 = (x1, y1) sela, P2 foco atrator ou
nó atrator e F atrator também, sendo que P1 e P2 estão sobre a borda superior
do disco C e P1 está entre P2 e F , dividindo o fluxo em órbitas que convergem
a P2 e órbitas que convergem a F. Para 0 < ω < 2(

√
2 − 1), F é o único ponto

singular do sistema e é globalmente atrator. Os casos ω = 2(
√

2− 1) e ω = 1 são
bifurcações e serão analisados posteriormente.

Sobre a inclinação de W u(F )

Para ω > 1 seja φ(t) = (x(t), y(t)) uma parametrização de W u(F ). Afirmamos
que φ(t) entra em GR entre as bordas dos dois discos GR e C. Como φ(t) entra
no disco maior na direção (1,0), podemos escrever a coordenada x como função
de y. Se transladarmos o foco F para origem teremos as seguintes hipóteses para
a esta curva:

d

dy
x(0) = 0 (4.12)

x(0) = 0 (4.13)
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e pela regra da cadeia

dx

dy
=
ẋ

ẏ
=

−ωy2 + ωxy − x− ωy + 1

−ωx2 + ωxy + ωx− y
(4.14)

Da fórmula de Taylor:

x(y) = x(0) + x′(0)y + x”(0)
y2

2
+O(x3)

e usando as hipóteses (4.12) e (4.13) sobre a função x = x(y) obtemos o
seguinte limite:

lim
y→0

x

y2
= x”(0) (4.15)

Para encontrarmos x”(0), derivamos a expressão (4.14) e passamos o limite y → 0.
Usando as hipóteses (4.12) e (4.13) e os resultados (4.14) e (4.15) obtemos

x”(0) = − 2ω

2ω − 1

Com o teorema da função impĺıcita, podemos escrever as bordas dos discos
GR e C, localmente perto de (1,0) como

x(y) = 1 − 1

2
y2 +O(y3)

e
x(y) = 1 − y2 +O(y3)

respectivamente. Basta agora comparar com a inclinação de φ(t):

−1 <
ω

2ω − 1
< −1

2

Sobre a inclinação de W s(F )

A direção da curva integral ϕ(t) que chega em (1,0) é (0,1) para t → ∞ e esta
curva é disjunta do disco GR para qualquer valor positivo de ω: de fato quando
t→ ∞ esta curva é a única sob a condição

lim
t→∞

v(t)

u(t)
= 0 (4.16)

onde ϕ(t) = (u(t), v(t)) está escrita sobre uma base de autovetores. Seja

x = x̄+ 1 y = ȳ
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a translação que leva (1,0) para origem. Se denotarmos por F (x, y) o campo de
força (4.10), o novo campo será G(x̄, ȳ) = F (x̄+ 1, ȳ). Podemos retirar as barras
sem maiores problemas. Seja

V =

(

0 1
1 −1

)

a matriz de autovalores da jacobiana do campo G aplicada no ponto (0,0) com
respectivos autovalores −ω − 1 e -1. Façamos a seguinte mudança de variáveis

(

u
v

)

= V −1

(

x
y

)

=

(

x+ y
x

)

⇐⇒
(

x
y

)

=

(

v
u− v

)

O sistema de equações diferenciais escrito numa base de autovetores fica:
{

u̇ = ωu2 − 2ωuv − ωu− u
v̇ = ωu2 − ωuv − v

Na translação do ponto (1,0) para (0,0), as equações das bordas circulares de
GR e C passam a

(x+ 1)2 + y2 = 1

(x+
1

2
)2 + y2 =

1

4
e nas variáveis u, v, elas se transformam nas eĺıpses

(v + 1)2 + (u− v)2 = 1

(v +
1

2
)2 + (u− v)2 =

1

4

Pelo teorema da função impĺıcita, localmente perto da origem (u, v) = (0, 0), a
borda eĺıptica de GR pode ser escrita como

v(u) = 0.5u2 +O(u3)

Para a curva integral ϕ(t) = (u(t), v(t)), tomando v como função de u temos

v(u) = v(0) + v′(0)u+ v”(0)
u2

2
+O(u3)

e portanto

v(u) = v”(0)
u2

2
+O(u3)

Esta última equação implica

lim
t−→∞

v(t)

u(t)2
=
v”(0)

2
(4.17)
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Pela regra da cadeia temos

d2v

du
=

d

du

(

dv

du

)

=
d

du

(

ωu2 − ωuv − v

ωu2 − 2ωuv − ωu− u

)

= − ω

u2(−ωu+ 2ωv + ω + 1)3
(ω2u4 + u3(−2ω2v − ω) +

+ u2(4ωv + 3ω + 2ω2v2 + ω2 + 2ω2v + 2) + uv(−4 − 6ωv − 5ω) + 4ωv3 +

+ (4 + ω2)v2 + (ω + 1)v)

tomando o limite t→ ∞ e usando as condições (4.16) e (4.17) obtemos

v”(0) = −ω(3ω + ω2 + 2)

(ω + 1)3
− ω

(ω + 1)2

v”(0)

2

de onde obtemos

v”(0) = − 2ω

2ω + 1

e a equação de ϕ(t)

v(u) = − ω

2ω + 1
+O(u3) (4.18)

concluindo
ω

2ω + 1
< 0.5

Análise da bifurcação para ω = 1

O caso ω = 1 é uma bifurcação, além disso,

(x1, y1) = (1, 0) e (x2, y2) = (
1

2
,
1

2
)

De (4.4), obtemos

J(x2, y2) =







−1

2
−3

2
1

2
−1

2







Pelo teorema de Hartman, (x2, y2) = (
1

2
,
1

2
) é um foco atrator.

Para (x1, y1) = (1, 0) é necessário estudar esta singularidade em todos os
quadrantes e fazer a colagem dos retratos de fase.
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região correspondente a Q3

borda de GR

borda de C

u

v

ϕ(t)

Figura 4.7: curva integral chegando em (1,0)

Denotemos o campo de força (4.8), restrito ao primeiro quadrante Q1, por
F (x, y). De (4.9) obtem-se os autovalores 0 e -1 associados aos seus respectivos
autoespaços x=1 e y=-x. Considere a translação

x = x̄+ 1 y = ȳ

e denote o novo campo por G(x̄, ȳ) = F (x̄ + 1, ȳ), de modo a transladar o foco
F=(1,0) para a origem (0,0). Retirando-se as barras, vamos proceder como no
caṕıtulo 2, de modo a calcular a variedade central e o campo restrito a ela. Seja

V =

(

0 −1
1 1

)

a matriz de autovetores e considere a seguinte mudança de coordenadas
(

u
v

)

= V −1

(

x
y

)

=

(

x+ y
−x

)

⇐⇒
(

x
y

)

=

(

−v
u+ v

)

de modo a reescrever o sistema na forma de (1.2):

{

u̇ = −u2 − 2uv
v̇ = −v + u2 + uv
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Como no caṕıtulo 2, sejam

g(u, v) = −u2 − 2uv

h(u, v) = u2 + uv

guu(0, 0) = −2, guuu(0, 0) = 0, guv(0, 0) = −2, huu(0, 0) = 2, hu,v(0, 0) = 1. Com
esses coeficientes encontramos a equação da variedade central

v = u2 + u3 +O(u4)

e o campo restrito a ela
u̇ = −u2 − 2u3

De forma, que a singularidade é atratora do tipo sela-nó.

Figura 4.8: sela-nó em (1,0) com o campo restrito a Q1

Com cálculos análogos e o campo restrito ao segundo Quadrante Q2, verifica-
se que F=(1,0) é novamente uma bifurcação do tipo sela-nó, Com a equação da
variedade central dada por

v = −u2 + u3 +O(u4)

e o campo restrito a ela
u̇ = u2 − 2u3

A restrição do campo de forças aos quadrantes Q3 e Q4 não apresentam bi-
furcação, portanto o retrato de fase segue das análises anteriores que mostraram
que (1,0) é um nó estável nestes quadrantes. Fazendo a colagem dos retratos de
fase obtemos
Análise da bifurcação para ω = 2(

√
2 − 1)
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Figura 4.9: sela-nó em (1,0) com o campo restrito a Q2

Figura 4.10: Singularidade em (1,0) para ω = 1

O caso ω = 2(
√

2 − 1) também é uma bifurcação, e para este valor de ω temos

(x1, y1) = (x2, y2) = (
1

2
+

√
2

4
,

√
2

4
)

De (4.4), obtemos

J(x1, y1) =







−
√

2

2
−
√

2

2

−1 +

√
2

2
−1 +

√
2

2







cujos autovalores são 0 e -1 com seus respectivos autovetores (−1, 1) e (1+
√

2, 1).
Denotemos o campo (4.3), restrito ao segundo quadrante, por F (x, y) e façamos
a translação

x = x̄+
1

2
+

√
2

4
y = ȳ +

√
2

4
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Figura 4.11: retrato de fase do campo original com ω = 1

Seja G(x̄, ȳ) = F (x = x̄+
1

2
+

√
2

4
, ȳ+

√
2

4
) o novo campo, de modo a transladar a

singularidade (x1, y1) para a origem (0,0). Retirando-se as barras, vamos proceder
como no caṕıtulo 2, de modo a calcular a variedade central e o campo restrito a
ela. Seja

V =

(

−1 1 +
√

2
1 1

)

a matriz de autovetores e considere a seguinte mudança de coordenadas

(

u
v

)

= V −1

(

x
y

)

=







(−1 +

√
2

2
)x+ (

√
2

2
)y

(1 −
√

2

2
)x+ (1 −

√
2

2
)y






⇐⇒

⇐⇒
(

x
y

)

=

(

−u+ (1 +
√

2)v
u+ v

)

de modo a reescrever o sistema na forma de (1.2):

{

u̇ = (8
√

2 − 12)u2 + (14
√

2 − 16)uv + (4
√

2 − 8)v2

v̇ = −v + (16 − 12
√

2)u2 + (24 − 16
√

2)uv + (8 − 6
√

2)v2

Como no caṕıtulo 2, sejam

g(u, v) = (8
√

2 − 12)u2 + (14
√

2 − 16)uv + (4
√

2 − 8)v2
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h(u, v) = (16 − 12
√

2)u2 + (24 − 16
√

2)uv + (8 − 6
√

2)v2

guu(0, 0) = 16
√

2 − 24, guuu(0, 0) = 0, guv(0, 0) = 14
√

2 − 16,
huu(0, 0) = 32−24

√
2, hu,v(0, 0) = 24−16

√
2. Com esses coeficientes encontramos

a equação da variedade central

v = (16 − 12
√

2)u2 + (550 − 388
√

2)u3 +O(u4)

e o campo restrito a ela

u̇ = (8
√

2 − 12)u2 + (208
√

2 − 296)u3 +O(u4)

De forma que a singularidade é atratora do tipo sela-nó.

Figura 4.12: sela-nó em (x1, y1) = (x2, y2) = (
1

2
+

√
2

4
,

√
2

4
) para ω = 2(

√
2 − 1)



Caṕıtulo 5

Bifurcação de Bogdanov-Takens

Considere o sistema planar

ẋ = f(x, α), x ∈ R
2, α ∈ R

2,

com f suave, e suponha que tal sistema tenha em α = 0 um ponto de equiĺıbrio
x = 0 com dois autovalores nulos(condição de Bogdanov-Takens)(ver [[4]]).

λ1,2(0) = 0.

Esse tipo de bifurcação ocorre numa terceira modificação do problema dos platel-
mintos no caṕıtulo a seguir.

Podemos escrever o sistema em α = 0 da forma

ẋ = A0x+ F (x), (5.1)

em queA0 = fx(0, 0) e F (x) = f(x, 0)−A0x é uma função suave, F (x) = O(||x||2).
As condições de bifurcação implicam

∆(0) = detA0 = 0, σ(0) = trA0 = 0.

Assuma que
A0 6= 0

isto é, A0 tenha pelo menos um elemento não nulo. Então existe dois vetores
linearmente independentes, v0,1 ∈ R

2, tal que

A0v0 = 0, A0v1 = v0. (5.2)

O vetor v0 é o autovetor de A0 correspondente ao autovalor 0, enquanto v1 é
o autovetor generalizado de A0 correspondente a este autovalor. Mais ainda,
existem autovetores adjuntos similares w1,2 ∈ R

2 da matriz transposta A0
T :

A0
Tw1 = 0, A0

Tw0 = w1. (5.3)

47
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Os vetores v1 e w0 não são unicamente definidos mesmo que v0 e w1 estejam fixos.
Entretanto, sempre podemos selecionar quatro vetores satisfazendo (5.2) e (5.3)
tal que

〈v0, w0〉 = 〈v1, w1〉 = 1, (5.4)

O teorema alternativo de Fredholm implica

〈v1, w0〉 = 〈v0, w1〉 = 0. (5.5)

Se v0 e v1 são selecionados como base, então qualquer vetor x ∈ R
2 pode ser

unicamente representado por

x = y1v0 + y2v1,

para y1,2 ∈ R. Levando em conta (5.4) e (5.5), essas novas coordenadas (y1, y2)
são dadas por

{

y1 = 〈x, w0〉,
y2 = 〈x, w1〉.

(5.6)

E nas coordenadas (y1, y2), o sistema (5.1) toma a forma

(

ẏ1

ẏ2

)

=

(

0 1
0 0

)(

y1

y2

)

+

(

〈F (y1v0 + y2v1), w0〉
〈F (y1v0 + y2v1), w1〉

)

. (5.7)

Usando as coordenadas (y1, y2) para todo α com ||α|| pequeno. Nessas coorde-
nadas, o sistema original fica:

(

ẏ1

ẏ2

)

=

(

〈f(y1v0 + y2v1, α), w0〉
〈f(y1v0 + y2v1, α), w1〉

)

(5.8)

e para α = 0 reduz-se para (5.7). Expandindo o lado direito de (5.8) como série
de Taylor com respeito a y em y = 0:



























ẏ1 = y2 + a00(α) + a10(α)y1 + a01(α)y2+

+
1

2
a20(α)y1

2 + a11(α)y1y2 +
1

2
a02(α)y2

2 + P1(y, α),

ẏ2 = b00(α) + b10(α)y1 + b01(α)y2+

+
1

2
b20(α)y1

2 + b11(α)y1y2 +
1

2
b02(α)y2

2 + P2(y, α),

(5.9)

em que akl(α) e P1,2(y, α) = O(||y||3) são funções suaves de seus argumentos.
Temos

a00(0) = a10(0) = a01(0) = b00(0) = b10(0) = b01(0) = 0.



49

As funções akl(α) podem ser expressas em termos de f(x, α) e dos vetores v0,1,
w0,1. Por exemplo,

a20(α) =
∂2

∂y1
2
〈f(y1v0 + y2v1), w0〉

∣

∣

∣

∣

y=0

, (5.10)

b20(α) =
∂2

∂y1
2
〈f(y1v0 + y2v1), w1〉

∣

∣

∣

∣

y=0

, (5.11)

b11(α) =
∂2

∂y1∂y2
〈f(y1v0 + y2v1), w1〉

∣

∣

∣

∣

y=0

. (5.12)

A demonstração do seguinte teorema pode ser encontrada em [4].

Teorema 9. Suponha que o sistema planar

ẋ = f(x, α), x ∈ R
2, α ∈ R

2,

com f suave, tenha em α = 0 um ponto de equiĺıbrio x = 0 com dois autovalores
nulos:

λ1,2(0) = 0.

Assuma que as seguintes condições de genericidade sejam satisfeitas:
(BT.0) A matriz jacobiana A(0) = fx(0, 0) 6= 0;
(BT.1) a20(0) + b11(0) 6= 0;
(BT.2) b20(0) 6= 0;
(BT.3) a aplicação

(x, α) 7→
(

f(x, α), tr

(

∂f(x, α)

∂x

)

, det

(

∂f(x, α)

∂x

))

é regular no ponto (x, α) = (0, 0).
Então existem uma mudança de variáveis invert́ıvel suavemente dependente

dos parâmetros, uma reparametrização que preserva a direção do tempo, e uma
mudança de parâmetros suave e invert́ıvel, que juntos reduzem o sistema a

{

η̇1 = η2,
η̇2 = β1 + β2η1 + η2

1 + sη1η2 +O(||η||3), (5.13)

em que s = sinal[b20(a20(0) + b11(0))] = ±1.

Lema 1. O sistema
{

η̇1 = η2,
η̇2 = β1 + β2η1 + η2

1 + sη1η2 +O(||η||3)
é localmente topologicamente equivalente perto da origem ao sistema

{

η̇1 = η2,
η̇2 = β1 + β2η1 + η2

1 + sη1η2.
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T+

T+

T−

T−

P

P

H

①

①

②

③

③

④

④

0

0

②,H

β1

β2

Figura 5.1: Bifurcação de Bogdanov-Takens no plano

O diagrama acima é da bifurcação da forma normal de Bogdanov-Takens
(5.13) para s = +1 (ver [4]), como é o caso que será estudado por nós, em que

T+ = {(β1, β2)|β1 =
β2

2

4
, β2 > 0}

T− = {(β1, β2)|β1 =
β2

2

4
, β2 < 0}

H = {(β1, β2)|β1 = 0, β2 < 0}

P = {(β1, β2)|β1 = − 6

25
β2

2 + o(β3
2), β2 < 0}



Caṕıtulo 6

Uma terceira variação do
problema dos platelmintos

6.1 velocidade radial

O problema a seguir foi sugerido por Jorge Sotomayor. Ele acrescenta ao pro-
blema original dos platelmintos uma velocidade radial no fluido representada pelo
vetor b(x, y), b > 0.























ẋ = bx− ωy + v
R− x

√

(R− x)2 + y2

ẏ = by + ωx− v
y

√

(R− x)2 + y2

(6.1)

O acréscimo desse vetor velocidade modifica bastante o retrato de fase do campo.
Pode surgir uma órbita periódica repulsora que engloba todo o disco GR. Para
determinados valores dos parâmetros, também ocorre a bifurcação de Bogdanov-
Takens.

Fazendo a seguinte mudança de variáveis: x = Rx̄, y = Rȳ, ω =
ω̄v

R
, b =

b̄v

R

e t =
t̄R

v
e retirando as barras chegamos ao seguinte sistema com R = v = 1.























ẋ = bx− ωy +
1 − x

√

(1 − x)2 + y2

ẏ = by + ωx− y
√

(1 − x)2 + y2
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Escrevendo a equação em coordenadas polares centradas em F = (1, 0) dada por:

x = 1 − r cos θ e y = r sen θ

obtemos o seguinte sistema:

{

ṙ = br((r − cos(θ) + r(ω sen θ − 1)

θ̇ = b sen(θ) + ω − ω(r − cos θ)
(6.2)

Os pontos singulares de (6.2) são:

a) F1 = (0, θ1) e F2 = (0, θ2) em que sen θ1 = − ω√
ω2 + b2

e cos θ1 =
b√

ω2 + b2
e

sen θ2 =
ω√

ω2 + b2
e cos θ2 = − b√

ω2 + b2
.

b) P3 = (r3, θ3) e P4 = (r4, θ4) em que

r3 =
b+

√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2

sen θ3 =
ω

ω2 + b2

cos θ3 =

√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2

r4 =
b−

√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2

sen θ4 =
ω

ω2 + b2

cos θ4 = −
√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2

De fato, se r = 0, então b sen θ + ω cos θ = 0 que implica tg θ = −ω
b
.

Caso r 6= 0, então da segunda equação de (6.2) b sen θ + ω cos θ − ωr = 0.

Substituindo na primeira equação obtemos sen θ =
ω

ω2 + b2
, o que implica cos θ =

±
√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2
e conseqüentemente r =

b±
√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2
.

A primeira condição de existência dos pontos P3,4 é que

0 ≤ ω

ω2 + b2
≤ 1

Com essa condição, o ponto P3 tem sua existência garantida, mas o ponto P4

precisa de mais uma condição que garanta o seu raio positivo.

0 ≤ (ω2 + b2)2 − w2 ≤ b2
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que implica em
ω2

ω2 + b2
≤ ω2 + b2 ≤ 1

Usando a lei dos cossenos, conclui-se que a distância dos pontos P3,4 à origem é
1

ω2 + b2
.

6.2 Análise do foco

Considere o ponto F1 = (0, θ1). A matriz jacobiana do campo aplicada a este
ponto é

J(F1) = J(0, θ1) =

(

−1 −
√
ω2 + b2 0

−ω
√
ω2 + b2

)

cujos autovalores são −1 −
√
ω2 + b2 e

√
ω2 + b2 associados aos seus respectivos

autovetores (
1 + 2

√
ω2 + b2

ω
, 1) e (0, 1). Portanto um ponto de sela.

Para o ponto F2 = (0, θ2), a matriz jacobiana do campo é

J(F2) = J(0, θ2) =





0
1 − 2

√
ω2 + b2

ω
1 1





cujos autovalores são −
√
ω2 + b2 e

√
ω2 + b2 − 1 associados aos seus respectivos

autovetores (0, 1) e (
1 − 2

√
ω2 + b2

ω
, 1). Portanto um ponto de sela se ω2 + b2 > 1

e um nó atrator se ω2 + b2 < 1. Logo o foco (R,0) é um atrator no sistema (6.2)
se ω2 + b2 < 1.

6.3 Os outros pontos de equiĺıbrio

Considere o ponto de equiĺıbrio P3. Sua existência é garantida para

0 ≤ ω

ω2 + b2
≤ 1

A matriz jacobiana do campo aplicada a este ponto é

J(P3) = J(r3, θ3) =









b(b+
√

(ω2 + b2)2 − ω2)

ω2 + b2
w(b+

√

(ω2 + b2)2 − ω2)2

(ω2 + b2)2

−ω −ω
2 − b(

√

(ω2 + b2)2 − ω2)

ω2 + b2








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O traço dessa matriz é dado por

tr(P3) =
b2 − ω2 + 2b

√

(ω2 + b2)2 − ω2)

ω2 + b2

e seu determinante é dado por

det(P3) =
(b+

√

(ω2 + b2)2 − ω2)
√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2

O sinal de det(P3) é sempre positivo ou nulo. E caso b ≥ ω, o sinal de tr(P3)
também é positivo ou nulo. Se b < ω então fazendo a análise de sinal, conclúımos
que

tr(P3) ≥ 0 =⇒ b ≥ 1

2

Portanto P3 é um nó repulsor se b > ω ou b = ω 6= 1

2
ou se b < ω com b >

1

2
. É

um nó atrator se b < ω e b <
1

2
e será uma bifurcação de Bogdanov-Takens, que

será estudada posteriormente, se b = ω =
1

2
.

Considere agora o ponto de equiĺıbrio P4. Sua existência é garantida se

0 ≤ ω

ω2 + b2
≤ 1

e
ω2 + b2 ≤ 1

A matriz jacobiana do campo aplicada a este ponto é

J(P4) = J(r4, θ4) =









−b(b+
√

(ω2 + b2)2 − ω2)

ω2 + b2
w(−b+

√

(ω2 + b2)2 − ω2)2

(ω2 + b2)2

−ω −ω
2 + b(

√

(ω2 + b2)2 − ω2)

ω2 + b2









O traço dessa matriz é dado por

tr(P4) =
b2 − ω2 − 2b

√

(ω2 + b2)2 − ω2)

ω2 + b2

e seu determinante é dado por

det(P4) =
(−b+

√

(ω2 + b2)2 − ω2)
√

(ω2 + b2)2 − ω2

ω2 + b2
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O sinal de det(P4) é negativo ou nulo. De fato:

b ≥
√

(ω2 + b2)2 − ω2 ⇐⇒ ω2 + b2 ≤ 1

O sinal de tr(P4) é negativo caso b < ω ou b = ω 6= 1

2
. Caso b > ω, então

tr(P4) ≥ 0 ⇐⇒ b ≤ 1

2

Portanto P4 é sela se ω 6= ω2 + b2. Caso ω = ω2 + b2 então P4 é um nó atrator se
b < ω, nó repulsor se b > ω e uma bifurcação de Bogdanov-Takens se b = ω, caso
que será estudado posteriormente.

6.4 bifurcação de Bogdanov-Takens

Fazendo b =
1

2
e impondo det(P4) = 0(condição de Bogdanov-Takens) obtemos

ω =
1

2
e então P4 = P3 = (1,

π

2
). A matriz jacobiana do campo neste ponto passa

a ser:

A0 = J(P4) = J(P3) = J(1,
π

2
) =

(

1
2

1
2

−1
2

−1
2

)

com 0 como único autovalor associado ao autovetor v0 = (

√
2

2
,−

√
2

2
). Seguindo

os passos da bifurcação de Bogdanov-Takens, sejam v1 = (

√
2

2
,

√
2

2
) o autovetor

generalizado de A0, de modo que A0v1 = v0, w1 = (

√
2

2
,

√
2

2
) autovetor de AT

0

associado ao autovalor 0 e w0 o autovetor generalizado de AT
0 , ou seja, AT

0w0 = w1.
Considere a translação

r = r̄ + 1, θ = θ̄ +
π

2
, b = b̄+

1

2
e ω = ω̄ +

1

2

que leva F4 para origem e os parâmetros (
1

2
,
1

2
) também para a origem. Basta

verificar agora que o sistema atende as hipóteses de Bogdanov-Takens:

a20(0) = 0

b20(0) = −
√

2

4

b11(0) = −
√

2

4
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além do determinante jacobiano da aplicação (BT.3) no ponto (0,0,0,0) ser -1.
O ponto de bifurcação está fora da região G1 e, como exemplo, para os

parâmetros (ω, b) = (0.57, 0.503) tem-se um ciclo limite instável também fora
do disco G1.

Figura 6.1: Retrato de fase com parâmetros (ω, b) = (0.57, 0.503)

6.5 Análise da existência de uma grande órbita

periódica

O que será verificado agora é a condição para a existência de uma órbita que
envolve todo o disco GR e todos os pontos de equiĺıbrio como vista no retrato de
fase anterior. Considere a componente radial do sistema (6.2), ou seja,

z(t) = x(t)2 + y(t)2

derivando em relação a variável t, obtemos

z′(t) = 2b(x2 + y2) − 2

[

(x− 1

2
)2 + y2 − 1

4

]

√

(x− 1)2 + y2
(6.3)
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Das análises dos problemas anteriores dessa mesma componente, conclúımos que
para b = 0,

z′(t) < 0 ⇐⇒ (x, y) 6∈ C

em que C é o disco de raio
1

2
e centrado em (

1

2
, 0). Por continuidade então,

para b suficientemente pequeno, conseguimos uma região A = {(x, y) ∈ R
2|k1 <

x2 + y2 < k2} que envolve todo o disco GR e todos os pontos de equiĺıbrio, em
que z′(t) < 0 para todos os pontos, ou seja, enquanto permanecem nessa região,
as órbitas tendem a se aproximar da origem.

Considere agora a seguinte mudança de variáveis:

x =
r

1 − r
cos θ − 1 e y =

r

1 − r
sen θ

O sistema (6.2) reescrito nessas novas coordenadas e reescalonado por r passa a
ser:







ṙ = r(1 − r)2(ẏ sen θ − ẋ cos θ)

θ̇ = (1 − r)(ẋ sen θ + ẏ cos θ)
(6.4)

Denominaremos a primeira e a segunda componentes do novo campo por F e G
respectivamente. Com aux́ılio de um software para cálculos algébricos, conclui-se
que, nas coordenadas (r, θ), a reta (1, 0) zera a primeira equação do sistema e faz
a segunda sempre igual a ω, ou seja, F (1, θ) = 0 e G(1, θ) = ω. Fazendo o cálculo

∫ 2π

0

∂

∂r

(

dr

dθ

)∣

∣

∣

∣

r=1

dθ =

∫ 2π

0

∂

∂r

(

F (r, θ)

G(r, θ)

)∣

∣

∣

∣

r=1

dθ = −2bπ

ω

conclui-se que a reta r = r(θ) = 1 é uma solução periódica, o que equivale a
dizer que o infinito é um atrator para o sistema (6.2) e portanto pelo teorema de
Poincaré-Bendixson existe ao menos uma órbita periódica repulsora envolvendo
a região A. Observe que para a existência dessa órbita periódica é necessário um
valor baixo para b, o que já era de se esperar, visto que com um valor alto, os
platelmintos seriam levados para o infinito pela correnteza gerada por b.



Caṕıtulo 7

Critério para ausência de órbitas
periódicas

7.1 O critério

Neste caṕıtulo, desenvolvemos o artigo ”Criterium for absence of periodic
orbits”do professor R. A. Garcia[3] cujo o assunto é mais um método para deter-
minação de ausência de órbitas periódicas em campos vetoriais bidimensionais.

Considere uma equação diferencial ordinária de classe Ck, k ≥ 3,

ṗ = F (p), p = (x, y), F (p) = (P (p), Q(p)). (7.1)

Denote o fluxo Ck de (7.1) por ϕ : R×R
2 → R

2. Associado ao fluxo, temos uma
famı́lia de difeomorfismos ϕt com parâmetro t definida por ϕt(p) = ϕ(t, p) com
ϕ0 = Id.

Teorema 10. A primeira equação variacional de (7.1) é dada por

d

dt
(Dϕt(p)) = DF (ϕt(p))Dϕt(p), Dϕ0(p) = Id.

Seja σ(t) = det(Dϕt(p)). A fórmula de Liouville é dada por

σ′(t) = (divF )(ϕt(p))σ(t), σ(0) = 1 (7.2)

Demonstração. Seja ϕt(p) = (α(p), β(p)). Então

Dϕt(p) =

(

αx(p) αy(p)
βx(p) βy(p)

)

Temos que
d

dt

(

∂α

∂x

)

=
∂

∂x

(

dα

dt

)

e assim por diante. Então, segue que :

dα

dt
= P (α, β) → d

dt
(αx) = Pxαx + Pyβx e

d

dt
(αy) = Pxαy + Pyβy
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dβ

dt
= Q(α, β) → d

dt
(βx) = Qxαx +Qyβx e

d

dt
(βy) = Qxαy +Qyβy

portanto

d

dt
(detDϕt) =

∣

∣

∣

∣

∣

d

dt
(αx)

d

dt
(αy)

βx βy

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

αx αy

d

dt
(βx)

d

dt
(βy)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

Pxαx + Pyβx Pxαy + Pyβy

βx βy

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

αx αy

Qxαx +Qyβx Qxαy +Qyβy

∣

∣

∣

∣

= (Px +Qy)(αxβy − αyβx)

= (divF )detDϕt.

Isso termina a prova, estabelecendo a fórmula de Liouville.

Teorema 11. Sejam D0 um conjunto mensurável no plano R
2 e D(t) = ϕt(D0).

Defina A(t) = Área de ϕt(D0). Então

A(0) =

∫

D0

dxdy = Área de D0,

A′(0) =

∫

D0

divFdxdy, (7.3)

A′′(0) =

∫

D0

[〈∇(divF ), F 〉 + (divF )2]dxdy

A′′′(0) =

∫

D0

〈Hess(F )F, F 〉+ 〈∇(divF ), DF · F 〉 + 3divF 〈∇(divF ), F 〉+

+ divF 3dxdy

Demonstração.

Do cálculo integral

A(t) =

∫

D(t)

dxdy =

∫

D0

|detDϕt(p)|dxdy =

∫

D0

detDϕt(p)dxdy.

A última igualdade é válida pois ϕt preserva a orientação de R
2. Derivando sob
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o sinal da integral, temos:

dA(t)

dt
=

d

dt

∫

D0

detDϕt(p)dxdy =

∫

D0

d

dt
(detDϕt(p))dxdy

=

∫

D0

σ′(t)dxdy =

∫

D0

(divF )(ϕt(p))σ(t)dxdy

d2A(t)

dt2
=

d

dt

∫

D0

(divF )(ϕt(p))σ(t)dxdy =

∫

D0

d

dt
[(divF )(ϕt(p))σ(t)]dxdy

=

∫

D0

[D(divF )(ϕt(p)) ·
d

dt
(ϕt(p))σ(t) + (divF )(ϕt(p))σ

′(t)]dxdy

=

∫

D0

{〈∇(divF )(ϕt(p)), F (ϕt(p))〉 + [(divF )(ϕt(p))]
2}σ(t)dxdy

d3A(t)

dt3
=

∫

D0

{〈Hess(divF (ϕt(p)))F (ϕt(p)), F (ϕt(p))〉+

+ 〈∇divF (ϕt(p)), DF (ϕt(p))F (ϕt(p))〉+
+ 2divF 〈∇divF (ϕt(p)), F (ϕt(p))〉}σ(t)+

+ {〈∇(divF )(ϕt(p)), F (ϕt(p))〉+
+ [(divF )(ϕt(p))]

2}divF (ϕt(p))σ(t)dxdy

basta agora tomar t = 0 nas equações acima.

Observação 1. A expressão

Q(F ) = 〈∇(divF ), F 〉+ (divF )2

é par. Isto é, Q(F ) = Q(−F ).

Teorema 12. Seja R uma região simplesmente conexa no plano R
2 e suponha

que divF 6= 0 ou Q(F ) = 〈∇(divF ), F 〉+ (divF )2(p) 6= 0 para todo ponto p ∈ R.
Então a equação (7.1) não tem órbitas periódicas ou gráficos contidos na região
R.

Demonstração. Por contradição, suponha que exista uma órbita periódica ou um
gráfico γ ⊂ R com ∂γ = D0. Segue então que A(t) = Área de D0 para todo
t ∈ R o que implica A′(t) = A′′(t) = 0 para todo t ∈ R. Mas pelo teorema (11),
A′(0) 6= 0 ou A′′(0) 6= 0. Um absurdo.

Exemplo 1. Seja
{

ẋ = x2 + y2 + a
ẏ = xn − y

Então o divF = 2x−1 e 〈∇(divF ), F 〉+(divF )2(p) = 2y2 +6x2−4x+2a+1 > 0

para a ∈ (
1

6
,+∞).
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7.2 Campos vetoriais quadráticos

Considere o campo de vetores quadrático F definido por:



















ẋ = c0 + ax+ by +
A

2
x2 +Bxy +

C

2
y2

ẏ = c1 + cx− ay +
L

2
x2 −Axy +

N

2
y2

(7.4)

então divF (x, y) = (B + N)y e Q(F ) = (B + N)[c1 + cx − ay +
L

2
x2 − Axy +

(
3N

2
+B)y2]. Seja

Qm =
1

2

3Nc2 + La2 + 2Bc2 − 2Aac+ 2c1(A
2 − 2LB − 3NL)

A2 − 2BL− 3NL

=
1

2

3Nc2 + La2 + 2Bc2 − 2Aac

A2 − 2BL− 3NL
+ c1 (7.5)

Teorema 13. Suponha que B+N 6= 0, L > 0 e 2BL+3NL−A2 > 0 e Qm 6= 0.
Então o sistema (7.4) não tem órbita periódica ou gráfico.

Demonstração. O ponto cŕıtico de Q(F ) é dado por:

(x̄, ȳ) =

(

Aa− (3N + 2B)c

A2 − 2BL− 3NL
,

La−Ac

A2 − 2BL− 3NL

)

um cálculo direto mostra que

Q(F )(x̄, ȳ) =
1

2

3Nc2 + La2 + 2Bc2 − 2Aac

A2 − 2BL− 3NL
+ c1.

A condição 2BL+ 3NL−A2 > 0 é equivalente à forma quadrática
L

2
x2 −Axy+

(
3N

2
+B)y2 ser positiva definida. Então, sob as hipóteses, segue que Q(F )(x, y) 6=

0 para todo (x, y) ∈ R
2.

O teorema a seguir assegura que qualquer sistema quadrático pode ser trans-
formado no sistema (7.4). Na prática, não se faz esses cálculos com os coe-
ficientes manualmente, portanto não se faz necessário a exibição da matriz de
transformação. O ideal é utilizar um programa de computador que faça esses
cálculos rapidamente.

Teorema 14. Sempre existe uma mudança de coordenadas linear que transforma
um campo vetorial quadrático qualquer no sistema (7.4).



Caṕıtulo 8

Apêndice: Formas normais

8.1 Bifurcação Sela-nó

Considere o seguinte sistema unidimensional dependente a um parâmetro

ẋ = α+ x2 ≡ f(x, α) (8.1)

Para α = 0, o sistema tem um ponto cŕıtico não hiperbólico em x=0, ou seja,

f(0, 0) = 0 e
∂

∂x
f(0, 0) = 0

Para α > 0 não há pontos cŕıticos, e para α < 0 existem dois, a saber
x1(α) =

√
−α e x2(α) = −

√
−α. Podemos determinar a estabilidade desses

pontos analisando o sinal de fx(x, α) = 2x de onde conclúımos que x1 é instável
e x2 é assintoticamente estável. Observe o diagrama a seguir:

Lema 2. O sistema
ẋ = α + x2 +O(x3)

é localmente topologicamente equivalente perto da origem ao sistema

ẋ = α + x2

Demonstração. Considere y = y(t) uma solução do sistema. Seja f(y, α) = α +
y2+ψ(y, α), em que ψ(y, α) = O(y3) é uma função de classe Cr. Como f(0, 0) = 0
e fα(0, 0) = 1, podemos aplicar o teorema da função impĺıcita e concluir que
existe uma única função suave α = g(y) tal que g(0) = 0 e f(y, g(y)) = 0 para y
suficientemente pequeno. De fato,

f(y, α) = 0 ⇐⇒ α = −y2 +O(y3) ⇐⇒ g(y) = −y2 +O(y3)
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α

x

x1

x2

x2 = −α

Figura 8.1: Bifurcação Sela-nó

Então para α < 0 suficientemente pequeno, existem dois pontos de equiĺıbrio
hiperbólicos y1(α) e y2(α) perto de x1(α) =

√
−α e x2(α) = −

√
−α respectiva-

mente.
O homeomorfismo, dependente de α, hα : R −→ R entre os sistemas é cons-

trúıdo da seguinte forma: para α ≥ 0, o homeomorfismo é a própria identidade

hα(x) = x

e para α < 0
hα(x) = a(α) + b(α)x

em que as constantes a(α) é b(α) são encontradas resolvendo o sistema

hα(xjα) = yj(α), j = 1, 2

Teorema 15. Suponha que o sistema unidimensional

ẋ = f(x, α), x ∈ R, α ∈ R

tenha em (0,0) um ponto de equiĺıbrio não hiperbólico, ou seja,

f(0, 0) = 0
∂

∂t
f(0, 0) = 0 (8.2)

Assuma que as seguintes condições são satisfeitas:
(a) fxx(0, 0) 6= 0
(b) fα 6= 0
Então existe uma mudança de coordenadas invert́ıvel que transforma o sistema
em

η̇ = β ± η2 +O(η3)
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Demonstração. A expansão de Taylor de f com respeito a x em x=0 é

f(x, α) = f0(α) + f1(α)x+ f2(α)x2 + f3(α)x3 + f4(tx, α)x4 t ∈ [0, 1]

Considere a seguinte mudança de coordenadas

ξ = x+ δ

em que δ = δ(α) será escolhido adequadamente mais adiante. A transformação
inversa é dada por

x = ξ − δ

e o sistema é transformado em

ξ̇ = f0(α) + f1(α)(ξ − δ) + f2(α)(ξ − δ)2 + f3(α)(ξ − δ)3 + f4(tx, α)(ξ − δ)4

ξ̇ = [f0(α) − f1(α)δ + f2(α)δ2 − f3(α)δ3 + f4(t(ξ − δ), α)δ4] +

+ [f1(α) − 2f2(α)δ + 3f3(α)δ2 − 4f4(t(ξ − δ), α)δ3]ξ +

+ [f2(α) − 3f3(α)δ + 6f4(t(ξ − δ), α)δ2]ξ2

+ [f3(α) + f4(t(ξ − δ), α)(ξ − δ)]ξ3

ξ̇ = [f0(α) − f1(α)δ + f2(α)δ2 +O(δ3)]+
+ [f1(α) − 2f2(α)δ +O(δ2)]ξ+
+ [f2(α) +O(δ)]ξ2+
+ O(ξ3)

Por hipótese, f2(0) =
1

2
fxx(0, 0) 6= 0. Então existe uma função δ(α) que anula

o termo linear da equação acima α suficientemente pequeno. De fato, defina

F (α, δ) = f1(α) − 2f2(α)δ + O(δ2)

Tem-se então

F (0, 0) = 0, Fδ(0, 0) = −2f2(0), Fα(0, 0) = f ′
1(0)

Pelo teorema da função impĺıcita, existe uma única função suave δ(α), tal que

δ(0) = 0, F (α, δ(α)) ≡ 0

A escolha mais adequada para δ então é

δ(α) =
f ′

1(0)

2f2(0)
α+O(α2)



65

De forma que a equação em ξ agora não tem mais o termo linear:

ξ̇ = [f ′(0)α +O(α2)] + [f ′
2(0) +O(α)]ξ2 +O(ξ3) (8.3)

Considere agora um novo parâmetro µ = µ(α) o termo constante da última
equação:

µ = f ′(0)α+ α2φ(α)

em que φ é uma função suave. Temos então:
(a) µ(0) = 0
(b) µ′(0) = f ′

0(0) = fα(0, 0)
Como por hipótese tem-se fα(0, 0) 6= 0, segue do teorema da função impĺıcita

a existência de uma única função inversa local α = α(µ) com α(0) = 0. Portanto
a equação (refsis.xi) fica

ξ̇ = µ+ γ(µ)ξ2 +O(ξ3)

em que γ(µ) é uma função suave com γ(0) = f2(0) 6= 0 por hipótese.
Por fim, seja agora η = |γ(µ)|ξ e β = |γ(µ)|µ e então teremos

η̇ = β + sη2 +O(η3)

em que s = sinal(γ(0)) = ±1.

Usando agora o lema (2), conseguimos eliminar o termo O(η3) e finalmente
chegar ao seguinte resultado(ver [4]):

Teorema 16. Forma topológica normal para bifurcação sela-nó. Todo
sistema unidimensional dependente a um parâmetro real

ẋ = f(x, α),

com a origem (0,0) como ponto de equiĺıbrio não hiperbólico tal que:
(a) fxx(0, 0) 6= 0
(b) fα(0, 0) 6= 0

é localmente topologicamente equivalente perto da origem à seguinte forma
normal:

η̇ = β ± η2

8.2 Bifurcação Forquilha

Considere agora a equação diferencial real dependente a um parâmetro

ẋ = µx− x3 ≡ f(x, µ)
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f tem três pontos de equiĺıbrio se µ > 0, a saber 0 e ±√
µ. Se µ ≤ 0, f tem

apenas 0 como ponto de equiĺıbrio, além disso, para µ = 0, este ponto é não
hiperbólico nem é uma bifurcação do tipo sela-nó pois:

fµ(0, 0) = fxx(0, 0) = 0

A estabilidade dos pontos é analisada através do sinal de

fx(0, µ) = µ e fx(±
√
µ, µ) = −2µ

de onde conclúımos que para µ > 0, 0 é instável e ±√
µ são assintoticamente

estáveis e para µ < 0, 0 é assintoticamente estável. Observe o diagrama a seguir

µ = x2

µ

x

√
µ

−√
µ

Figura 8.2: Bifurcação Forquilha

Lema 3. O sistema ẋ = µx− x3 + Oµ(x
4) é localmente topologicamente equiva-

lente, perto da origem, ao sistema ẋ = µx− x3.

Demonstração. Considere o sistema ẏ = µy − y3 +Oµ(y
4) = y(µ− y2 +Oµ(y

3)).
Onde Oµ(y4) = ψ(y, µ) é uma função suave. y = 0 é sempre ráız do campo. Seja
F (y, µ) = µ− y2 +Oµ(y

3) e considere a variedade

M = {(y, µ) : F (y, µ) = 0}

F (0, 0) = 0 =⇒ (0, 0) ∈ M e como
∂F

∂µ
(0, 0) = 1, pelo Teorema da Função

Impĺıcita, µ = µ(y) = y2 + Oµ(y
3) = Oµ(y

2) e F (y, µ(y)) = 0 para y pequeno.
Então para µ > 0 existem mais dois pontos singulares de f y1 =

√

µ+Oµ(y3) e

y2 = −
√

µ+Oµ(y3) perto de x1 =
√
µ e x2 = −√

µ respectivamente. Se µ ≤ 0
então y = 0 é o único ponto singular do campo f .
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Construção do homeomorfismo y = hµ(x). Se µ ≤ 0, então y = hµ(x) = x. Se
µ > 0, então y = hµ(x) = a(µ) + b(µ)x onde a(µ) e b(µ) são unicamente determi-

nados por hµ(
√
µ) = y1 e hµ(−√

µ) = y2 =⇒ a(µ) =
y1 − y2

2
√
µ

e b(µ) =
y1 + y2

2µ

Definição 2. Uma função f : A ⊂ R −→ R é dita par se f(−x) = f(x), ∀x ∈ A.
E é dita ı́mpar se f(−x) = −f(x), ∀x ∈ A.

Lema 4. Se uma função real f é par e derivável, então f ′ é ı́mpar. E se f é
ı́mpar e derivável, então f ′ é par.

Demonstração. Considere f par

f ′(−x) = lim
h→0

f(−x+ h) − f(−x)
h

= − lim
h→0

f(x− h) − f(x)

−h = −f ′(x)

Considerando f ı́mpar

f ′(−x) = lim
h→0

f(−x+ h) − f(−x)
h

= lim
h→0

−[f(x− h) − f(x)]

−(−h) = f ′(x)

Uma função real f ı́mpar é nula em 0, pois f(0) = f(−0) = −f(0) ⇒ 2f(0) =
0 ⇒ f(0) = 0. Portanto todas as derivadas de ordem par de f também são nulas
em 0, visto que são funções ı́mpares.

d2kf

dx2k
(−x) = − d2kf

dx2k
(x) =⇒ d2kf

dx2k
(0) = 0, k ∈ N

Seja agora f : A ⊂ R
2 −→ R diferenciável uma função ı́mpar na primeira

variável, ou seja, f(−x, α) = −f(x, α), ∀(x, α) ∈ A tal que (−x, α) ∈ A. Pelo
lema anterior tem-se

∂2kf

∂x2k
(−x, α) = −∂

2kf

∂x2k
(x, α) =⇒ ∂2kf

∂x2k
(0, α) = 0, ∀(0, α) ∈ A

Além disso

fα(−x, α) = lim
h→0

f(−x, α + h) − f(−x, α)

h

= − lim
h→0

f(x, α+ h) − f(x, α)

h
= −fα(x, α)
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ou seja, a derivada na segunda variável não altera a paridade da função. Logo
temos

∂2k+Mf

∂x2k∂αM
(−x, α) = − ∂2k+Mf

∂x2k∂αM
(x, α) =⇒ ∂2k+Mf

∂x2k∂αM
(0, α) = 0

Considere a EDO ẋ = f(x, α), x ∈ R, α ∈ R onde f é uma função ı́mpar.
Então f(0, 0) = 0. Suponha que (0, 0) seja um ponto singular não-hiperbólico,
ou seja, fx(0, 0) = 0. Fazendo a expansão de Taylor em torno de (0,0) obtemos

f(x, α) = f(0, 0) + fx(0, 0)x+ fα(0, 0)α+ fxx(0, 0)
x2

2
+ fxα(0, 0)xα+

+fαα(0, 0)
α2

2
+ fxxx(0, 0)

x3

6
+ fxxα(0, 0)

x2α

2
+ fxαα(0, 0)

xα2

2
+

+fααα(0, 0)
α3

2
+O(|(x, α)|4) (8.4)

Pelo fato de f ser uma função ı́mpar em x, tem-se:

f(0, 0) = fα(0, 0) = fxx(0, 0) = fαα(0, 0) = fxxα(0, 0) = fααα(0, 0) = 0

Pela não hiperbolicidade de (0,0), tem-se fx(0, 0) = 0, logo a equação (8.4) se
reduz a

f(x, α) = fxα(0, 0)xα + fxxx
x3

6
+ fxαα(0, 0)

xα2

2
+O(|(x, α)|4)

[fxα(0, 0)xα +O(α2)] + fxxx(0, 0)
x3

6
+O(|(x, α)|4) (8.5)

Então com cálculos análogos aos feitos na bifurcação sela-nó, chegamos ao
seguinte resultado(ver [6]):

Teorema 17. Forma topológica normal para bifurcação Forquilha. Con-
sidere a equação

ẋ = f(x, α)

tal que a origem (0,0) seja um ponto de equiĺıbrio não hiperbólico. Suponha
também que f seja ı́mpar na variável x todo α perto de 0, ou seja,

f(−x, α) = −f(x, α)

e
fxα(0, 0) 6= 0 fxxx(0, 0) 6= 0

então perto da origem (0,0), o sistema é localmente topologicamente equivalente
a uma das seguintes formas normais:

ẋ = x(±µ − x2)



Conclusão

Na primeira parte dessa dissertação, foi estudado o sistema de equações diferen-
ciais dado por (2.1) e suas duas modificações (3.1) e (4.1). As análises conclúıram
que, para valores muito altos ou muito baixos de velocidade de rotação, os três
sistemas se comportam de maneiras parecidas em GR, na verdade, eles são topo-

logicamente equivalentes se 0 < ω < 2(
√

(2) − 1)
v

R
ou ω >

v

R
em GR\F . Para

valores intermediários de ω ocorrem bifurcações diferentes em (2.1) e em (4.1) e
não ocorre bifurcação em (3.1). A bifurcação em (2.1) não afeta a caracteŕıstica
atratora do ponto de equiĺıbrio na região GR\F , já em (4.1) surgem dois pontos
singulares atratores das órbitas em GR de modo que, restrito a GR\F os sistemas
(2.1) e (3.2) continuam topologicamente equivalentes, mas (4.1) não. A última
modificação do problema dos platelmintos com o acréscimo da velocidade radial
mostra a possibilidade de haver órbita periódica no retrato de fase devido a bi-
furcação de Bogdanov-Takens para certos valores dos parâmetros, porém fora do
disco GR. Por último é analisado um cŕıtério de inexistência de órbitas periódicas
que pode ser útil quando o teste da divergência de Bendixson é inconcluso.
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