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Resumo

Lima, Mércio Dias de. Sobre Centralizadores de Automorfismos Coprimos
em Grupos Profinitos e Algebras de Lie. Goiania, 2011. 87p. Dissertacdo de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Sejam A um grupo abeliano elementar de ordem ¢?, onde ¢ um niimero primo. Neste
trabalho estudamos a influéncia dos centralizadores de automorfismos na estrutura dos
grupos profinitos, neste sentido se A age como um grupo de automorfismos coprimos
sobre um grupo profinito G e que Cg(a) é periédico para cada a € A*, entdo mostraremos
que G € localmente finito. Sera demonstrado também o caso onde A age como um grupo

de automorfismos sobre um grupo pro-p de G.

Palavras—chave
dlgebras de Lie, anel de Lie associado a um grupo, centralizadores de

automorfismos coprimos, grupos localmente finito, grupos profinitos.
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Introducao

Sejam G um grupo finito e & um automorfismo de G. Denotamos o centralizador
de o em G, ou subgrupo dos pontos fixos, por Cg(a) = {x € G]x* =x}. Se Cg(at) = 1,
dizemos que o € livre de pontos fixos e se a ordem de & é coprima com a ordem de
G, entdo o é um automorfismo coprimo de G. Burnside [2] mostrou que um grupo G
admitindo um automorfismo de ordem 2 livre de pontos fixos é abeliano. Este foi o
primeiro resultado significante a respeito do fato da existéncia de automorfismos livres
de pontos fixos implicar em conclusdes substanciais em relagdo a estrutura do grupo.
Burnside também analisou o caso em que o automorfismo € de ordem 3 e provou que tal
grupo é necessariamente nilpotente de classe no maximo 2. Sabe-se que com o estudo de
centralizadores de automorfismos de grupos finitos podemos obter varias informagdes
importantes sobre o grupo em questdo. Um dos principais exemplos dessa influéncia
dos centralizadores de automorfismos na estrutura de grupos é devido a Higman [10] e
Thompson [33] que mostraram que se G admite um automorfismo livre de pontos fixos de
ordem prima p, entdo G € nilpotente com classe de nilpoténcia limitada por uma fungdo
dependendo somente de p.

Mais um exemplo da influéncia dos centralizadores de automorfismos de ordem
coprima de um grupo G na estrutura de G € dado por Khukhro e Shumyatsky [14]: sejam
p um primo, e um inteiro positivo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem p? agindo
sobre um p’-grupo finito G, assuma que o expoente do Cg(a) divide e para todo a € A*,
onde A? é o conjunto de elementos A diferentes da identidade. Entdo, o expoente de G é
limitado por uma fun¢do dependendo somente de e € p. Lembramos que um grupo G tem
expoente n, se x* = 1 para todo x € G.

Este fendmeno, onde a estrutura dos centralizadores de automorfismos do grupo
induzem a mesma estrutura no grupo, faz sentido quando a ordem é coprima com a
ordem de G, pois nesse caso G é gerado por estes centralizadores. Seja G um grupo
admitindo uma agdo de um grupo A. Denotamos por Cg(A) o conjunto formado por
todos os elementos de G, fixados por A, e é claro que Cg(A) € um subgrupo de G. Se
A € grupo abeliano nio ciclico e a ordem de A € coprima com a ordem de G, entdo
G={(Cg(a)| acA*).

Seja F o grupo livre sobre X = {x;,x,...}. Uma palavra positiva em X ¢
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qualquer elemento ndo-trivial de ' ndo envolvendo os inversos dos x;. Uma lei positiva de
um grupo G € uma identidade ndo-trivial da forma u = v, onde u, v sdo palavras positivas,
fixadas sob toda substituicdo X — G. O comprimento maximo de u e v é chamado o grau
daleiu=v.

Shumyatsky [28], mostrou que se A € um g-grupo abeliano elementar de ordem
¢° agindo sobre um ¢’-grupo G finito, tal que Cg(a) satisfaz uma lei positiva de grau n
para qualquer a em A¥, entdio G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma fungdo
dependendo somente de g € n. Em outro trabalho, Shumyatsky [29] mostra que se A tem
ordem ¢* e C(a)’ satisfaz uma lei positiva de grau n para todo a em A*, entdio G’ satisfaz
uma lei positiva de grau limitado por uma fung¢io que depende somente de g e n.

Uma generalizacio desses resultados € apresentado por Lima e Shumyatsky [17],
onde A é um g-grupo abeliano elementar de ordem ¢> agindo sobre um ¢’-grupo G finito,
de tal forma que o subgrupo (Cg(a),Cg(b)) satisfaz uma lei positiva de grau n para a,b
em A*. Neste caso, o grupo G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma fungdo
que depende somente de g e n.

Outra pergunta que aparece com frequéncia na Teoria dos Grupos € como
as imagens finitas de um grupo afetam sua estrutura. Hirsch, (1946), mostrou que
se todo quociente de um grupo policiclico-por-finito G € nilpotente, entdo G ¢é
nilpotente. E Grunewald—Pickel-Segal, (1980), mostraram que existe um numero finito
de isomorfismos de grupos policiclico-por-finito com os mesmos quocientes de G.
Questionamentos como esses motivaram as pesquisas na Teoria dos Grupos Profinitos.
Um grupo profinito € um grupo topoldgico isomorfo a um limite inverso de grupos
finitos, ou de modo equivalente, um espaco de Hausdorff, compacto e totalmente

desconexo.
G =1im(G/U)y4,6 € [[(G/U)ua,6, (U subgrupo normal aberto de G).

Outra importante motivacao para o estudo de tais grupos € que eles respondem de
forma positiva ao Problema Restrito de Burnside: um grupo profinito finitamente gerado
de expoente finito € finito.

Neste trabalho, estamos interessados na influéncia dos centralizadores de
automorfismos coprimos em grupos profinitos. Evidentemente que para isso devemos
transpor esses conceitos de centralizadores de automorfismos para o contexto topolégico.

No contexto de grupos profinitos, todos os conceitos usuais da Teoria de Grupos
sdo interpretadas topologicamente. Em particular, por um automorfismo de um grupo
profinito, entende-se um automorfismo continuo. Um grupo de automorfismo A de um
grupo profinito G serd chamado de coprimo se A tem ordem finita e G é o limite inverso

de grupos finitos cujas ordens sdo relativamente primos com a ordem de A.
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Dado um automorfismo a de um grupo profinito G, denotamos por Cg(a) o
centralizador de a em G, que € o subgrupo de G formado pelos elementos fixados por
a. Este subgrupo é sempre fechado.

O lema a seguir € bem conhecido no caso onde G é um grupo finito (veja [5],
6.2.2,6.2.4).

Lema 1 Seja A um grupo de automorfismos de um grupo profinito G.
a) Se N é um subgrupo normal fechado A-invariante de G, entdo Cg/n(A) = CG(A)N/N;
b) Se A é um grupo abeliano elementar de ordem g*, entio G = <Cg(a) |ae A#>.

Motivados pelo resultado apresentado por Khukhro e Shumyatsky [14], citado
no segundo paragrafo deste texto, e pelo lema citado acima, questionamos a influéncia
dos centralizadores de automorfismos na estrutura dos grupos profinitos. Serd possivel
observar os mesmos resultados obtidos para grupos finitos?

Neste sentido, apresentaremos a prova do seguinte teorema:

Teorema 2 Sejam g um niimero primo e A um grupo abeliano elementar de ordem g
Suponha que A age como um grupo de automorfismos coprimos sobre um grupo profinito

G e que Cg(a) € periddico para cada a € Al Entdo G é localmente finito.

De fato, no sentido de demonstrar esse resultado, restringiremos ao caso em que

G € um pro-p grupo, ou seja, o limite inverso de p-grupos, conforme a proposi¢do abaixo.

Proposicio 3 Sejam g um niimero primo e A um grupo abeliano elementar de ordem q°.
Suponha que A age como um grupo de automorfismos coprimo sobre um grupo pro-p de

G e que Cg(a) € periddico para cada a € Al Entdo G é localmente finito.

Para concluirmos esse resultado, faremos uso da conhecida série de Jenning-

Lazard-Zassenhaus,

D,(G) = [T (&)
ipk>n
Obtemos por meio dessa sé€rie uma dalgebra de Lie sobre I, (corpo com
p-elementos). Essa dlgebra serd denotada por L(G) = ®&D;/D; .
As técnicas de construgdo, associando a um grupo um anel de Lie, foram
introduzidas nos anos 30 por Zelmanov, como uma ferramenta no auxilio a resolug¢do

do Problema Restrito de Burnside.
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Juntamente com a Proposi¢@o 3, outros resultados nos auxiliardo na conclusio
do Teorema 2.

Em 1983, Wilson [34], demonstra que se todo subgrupo de Sylow de um grupo
profinito periédico é localmente finito, entdo o grupo é localmente finito.

Zelmanov [38], utilizando alguns resultados de Wilson [34], realiza alguns
trabalhos para provar a finitude local de grupos profinitos periddicos. Dessa forma,
observe que a prova do Teorema 2, baseia-se fortemente neste resultado, bem como sobre
as técnicas da teoria de Lie de Zelmanov e também sobre o resultado Herfort [9] (1979),
onde o conjunto dos primos divisores das ordens dos elementos de um grupo profinito
periddico € necessariamente finito.

Uma vez que ndo hé solugdo para o problema de expoente para grupos profinitos
periddicos conforme citado acima, apresentaremos uma prova do Teorema 2, que ndo se
refere ao expoente, porém o esquema geral da prova do Teorema 2 € semelhante ao do
resultado em Khukhro e Shymyatsky [14].

Este trabalho estd dividido em quatro capitulos. No primeiro apresentamos
resultados preliminares sobre a Teoria de Grupos, demonstramos algumas propriedades
sobre centralizadores de automorfismos para uma melhor compreensdao do leitor. No
segundo capitulo, apresentamos alguns resultados sobre grupos profinitos, primeiro
fazendo uma releitura sobre espagos topoldgicos relacionando com os conceitos de
grupos. Em seguida, passamos a definicio de um grupo profinito mostrando alguns
exemplos e a partir dai, construimos alguns resultados conhecidos da Teoria de Grupos
para a Teoria de Grupos Profinitos. No terceiro capitulo, apresentamos resultados
sobre as Algebras de Lie, produto tensorial, definimos identidade polinomial (PI) para
dlgebras de Lie e apresentamos resultados que nos auxiliardo posteriormente, além de
apresentarmos a construcdo da série de Jenning-Lazard-Zassenhaus. Ao longo do trés
primeiros  capitulos, construimos ferramentas que auxiliaram na demonstracdo do

Teorema 2, apresentado no quarto capitulo.



CAPITULO 1

Preliminares

Apresentamos nesse capitulo alguns resultados que sdo importantes para o

desenvolvimento do nosso trabalho.

1.1 Grupos

Definicao 1.1 Sejam G um grupo, x, y € G. Entdo o comutador de x e y é:
eyl =x""yxyeG.

Temos que G = [G,G| = ([x,)] | x,y € G) é chamado subgrupo comutador de
G ou subgrupo derivado de G. Desse modo, podemos descrever uma cadeia de subgrupos

da seguinte forma
G =gG,6" =[6",G9],6% =",V ... ,¢" =[GV G,

de tal modo que
GHGOY 560 ~...o56 ...

Seja C um subconjunto de um grupo G. Os comutadores de peso p em elementos
de C sdo definidos indutivamente da seguinte maneira: comutadores de peso 1, em
elementos de C sdo exatamente os elementos de C. Agora se tivermos ¢ € ¢ comutadores
de pesos p; e p> em elementos de C respectivamente, entdo [ci,c;] € um comutador em
elementos de C de peso p1 + pa.

Comutadores do tipo [...[[c1,c2]c3]. .. ck] sdo chamados comutadores simples e
os denotaremos por [cy, ¢, .. ., Ckl.

Podemos definir uma série de subgrupos de G, indutivamente, da forma
/

5

11(G) =G, 12(G) =(G),Gl=[G,G] =G Yi(G) = [vi-1(G), G].
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A série G =71(G) > 72(G) > --- é chamada Série Central Inferior de G.

Para simplificar a escrita, omitiremos o grupo G, ou seja, escreveremos 7Y; no
lugar de v;(G).
O centro de G € o subgrupo Z(G) = {z € G| [z,x] = 0,Vx € G}. Por cdlculos
simples, verifica-se que Z(G) é um subgrupo normal de G.
Podemos definir outra série de subgrupos de G, indutivamente, a partir do centro
de G, como segue
Zo(G) =1, Z1(G)=Z(G)

e indutivamente Z;(G) como sendo o tinico subgrupo de G tal que
2i(G)/Zi-1(G) = Z(G/Zi-1(G))-

Zi(G) é chamado o i-ésimo centro de G. Essa série é chamada Série Central
Superior de G.

O préximo resultado relaciona algumas identidades que envolvem comutadores:

Lema 1.2 Sejam G um grupo e a,b,c € G. Entdo:

a) ab = bala,b);

b) la,b]”! = [b,al;

¢) [ab,c] = [a,c]’[b,c] = [a,c][a,c,b][b,c];

d) |a,bc| = |a,c||a,b]® = |a,c][a,b]a,b,c];

e) [a,b~",c]’[b,c,al[c,a”!,b]* = 1 (Identidade de Witt).

Demonstracdo. A demonstracdo dessas identidades seguem diretas da definicdo de

comutadores, faremos somente o item ¢). Tome u = aca 'ba,v=bab 'cbew=cbc ac.

Entdo:
la,b7" e’ = b7 la, b7 b= b a,b7 ] e a, b7 eb
= b_]bg_]b_lac_la_lbab_lcb
e M
= lu'v
b,ca = ¢ be Nale=c b e be Nac

= c_lc@_]c_lba_lb_]cbc_lac
~~ N——

p~1 w

= lv_lw7
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e com os mesmos calculos temos [c,a™!,b]* = w™u, 0 que encerra a demonstracio. [J

Lema 1.3 (Lema dos Trés Subgrupos). Seja A,B,C subgrupos de um grupo G. Suponha
que [A,B,C] = [B,C,A| = 1. Entdo [C,A,B] = 1.

Demonstracdo. Considere a € A, b € B e ¢ € C. Pela identidade de Witt temos que
[a,b= 1, c]b[b,c!,a][c,a",b]* = 1 e por hipétese [a,b~!,c] = [b,c',a] = 1. Entio
fazendo as devidas substituicdes, teremos: [1]°[1]°[c,a!,b]* = 1, donde [c,a!,b] = 1.
Agora, como a € um elemento arbitrdrio de A, entdo vamos mudar a ! por a e entdo,
[c,a,b] = 1. Portanto [C,A,B] = 1. O

Lema 1.4 Sejam A,B e C subgrupos de G e N um subgrupo normal de G.
Se [[A,B],C] <N e [[B,C],A] <N, entdo [[C,A],B] <N.

Demonstracdo. Segue do Lema 1.3, bastando tomar N=1. OJ

Lema 1.5 Em qualquer grupo G, temos [Y;,Y;] C Yi+ ;-

Demonstracdo. Por defini¢do, temos que: G=7Y; D Y2 D -+ Yi4+1 O ---. Agora supomos
sem perda de generalidade que essa série termine em ;4 ; = 1 e fazemos indugéo sobre j,
como segue. Para j = 1, temos que: Yi+1 = [Vi, G| = [Yi, 1] C Yit1-

Suponha vélido para j = k, donde [V;,Yx] C Yi+x- Agora vamos verificar se €
valido para j = k+ 1. Observe que

Vi, Yis Y1l = [Yirko V1] = Yiceks1-

v, Yi Yl = [y il i,
= [vionl %l

= [Yir 1Y) = Vit 144

Pelo Lema 1.4, temos

Yev,¥il = [[Yeml vl
[’Yk-‘rl 7’Yi]7
= [Yiva+1]7

S Yitk+1-

N
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Lema 1.6 Sejam G um grupo, k um niimero inteiro positivo. Entdo

a) Yk contém todos os comutadores de peso > k em G;

D) Y. € gerado por um comutador simples de peso > k em G;

c)Se G = <M > entdo vy, € gerado pelos comutadores simples de peso > k em elementos
de M;

d) GH) C .

Demonstragdo. Para provar o item a), vamos usar induc@o sobre k. Para k = 1, temos
v1(k) = G. Agora para r > k > 2 tome um comutador ¢ de peso r. Entdo ¢ = [}, 2], onde
c1 € ¢ sdo comutadores de peso ry € rp, respectivamente, e r; 4+ r, = r. Por hipdtese de
inducdo, ¢; €Y, € ¢2 € ¥y,. Entdo ¢ = [c1,¢2] € [YrsVr] € Vri4r =V C Y-

Agora para provar o item b), defina o subgrupo Ny, = <[g1,g2, 8k | &i € G>,
onde Nj € o subgrupo gerado por todos os comutadores de peso k. Agora pelo item
a), Y = Ny, entdo para provar que Y, € gerado por um comutador simples de peso
> k, basta mostrar que Y; < Nj. Provaremos por indugdo sobre k. Para k = 1, temos
Y1 = G = N;. Agora suponhamos vdlido para Ny_; = Y,—1 € verifiquemos para Ny = V.
Como [g1,82,---.8k° = [87.85,-.,8}] € Nk,Vg € G, Ny < G. Pela defini¢do de série
central superior, concluimos que Nj_1 /Ny C Z(Nx—1/Ni) = Z(G/Ny), [Ni—1,G] C Ny,
mas [Ni_1,G] = [Y—1, G] = Yk C Ni. Portanto Ny = 7, ficando assim provado o item b).

Para o item c) temos o seguinte: Y = <[g1,g2, 8k gi € G>. Agora, para cada
gi podemos expressa-lo como um produto de elementos de M e seus inversos. Para isso,
faremos uso das propriedades ¢) e d) do Lema 1.2 repetidas vezes, chegando assim ao
desejado.

Falta provarmos o item d). Novamente vamos provar por inducdo sobre k. Para
k=0, temos G©) = G = Y0 = Y1. Agora suponhamos vélido para k — 1, com k > 1
Gk-1) C Yok-1. Para k, temos

G = [G(kfl),G(kfl)] = [Yor—1,Yok-1] € Yokt 0k—1 = Yok-

Definicao 1.7 Um grupo G é dito abeliano, se para quaisquer a,b € G tivermos ab = ba.

Definicao 1.8 Um grupo finito G é um p-grupo se, e somente se, a ordem de G é uma

poténcia de p.

Definicao 1.9 Um grupo G é dito localmente finito, se todo subgrupo finitamente gerado
de G ¢é finito.
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Definicao 1.10 Um grupo abeliano G é dito abeliano elementar, se existe um niimero

primo p tal que todos os elementos de G, diferentes da unidade, sdo de ordem p.

E interessante notar que todo p-grupo abeliano elementar, que ¢ finito, tem uma
estrutura bem determinada.

O préximo resultado ndo serd demonstrado e pode ser encontrado em [5].

Lema 1.11 Seja G um p-grupo abeliano elementar finito. Entdo G pode ser escrito como

o produto direto de um niimero finito de grupos ciclicos de ordem p.

Para um grupo arbitrdrio G, define-se o expoente de G como o menor nimero
natural m tal que g" = 1, para todo g € G.

Um grupo € dito periddico (ou um grupo de torsdo) se cada elemento tem ordem
finita. Todos os grupos finitos sdo periodicos.

Outro resultado sobre propriedades elementares de comutadores de subgrupos é

o seguinte lema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [5].

Lema 1.12 Sejam H,K e L subgrupos de um grupo G. Entdo, temos que
a) [H,K] é um subgrupo normal de <H,K>;
b) Se H, K e L sdo subgrupos normais de G, entdo [HK,L| = [H,L|[K,L).

1.2 Grupos Nilpotentes

Definicao 1.13 Dizemos que um grupo G é nilpotente se ele contém uma série normal de
subgrupos
1=Gp<G1 <--- <G, =G,

tal que cada Gi—y é normal em G e cada quociente G;/Gi_; estd contido no
centro de G/Gi_1, 1 <i < n. Isto é equivalente a [G;,G] < G;_1. Uma série com estas

caracteristicas é chamada de série central de G.

Note que a definicdo acima implica que G; estd contido no centro de G. Se
G1 = {1}, entdo G, estd contido no centro, e assim sucessivamente. Como a série central

acaba, resulta imediatamente que todo grupo nilpotente tem centro nao trivial.

Proposicao 1.14 Seja G um grupo. As afirmagées que seguem sdo equivalentes:
a) G € nilpotente.
b) Existe um inteiro positivo m tal que Z,,(G) = G.

¢) Existe un inteiro positivo n tal que ,(G) = 1.

Observacao. Se G ¢ nilpotente, entdo as séries central superior e central inferior

de G tém o mesmo comprimento, que € a sua classe de nilpoténcia.
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Definicao 1.15 Um grupo G tem a propriedade do normalizador se todo subgrupo

proprio de G estd estritamente contido em seu normalizador.

Proposicao 1.16 Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G e seja H outro subgrupo
de G. Se P C H, entdo H = Ng(H ). Em particular, Ng(Ng(P)) = Ng(P).

Demonstracdo. Sejax € Ng(H). Como P C H <\ Ng(H ), temos que xPx ! C H.Como Pe

-1

xPx~! sdo p-subgrupos de Sylow de H, existe um elemento 1 € H tal que xPx~! = hPh~!,

donde 4~ !x € Ng(H) C H. Segue que x € H e portanto Ng(H) = H. O

Lema 1.17 Todo p-grupo finito ¢é nilpotente.

Demonstragdo. Seja G um grupo tal que | G |= p™, onde m é um inteiro positivo. Sendo
| G |> 1, temos que Z(G) # {1}. Sejam Hy = {1} e H] = Z(G). Se H; <1 G ja estd definido,
definamos Hy, | <G por Hyy1/Hy = Z(G/Hy). Como G/H) é um p-grupo finito, temos
que se G/Hy # 1, entdo Hy 1 /Hy # Hy, logo Hy < Hyy1 <<G. Apds no maximo m passos,
temos

l=Hy<H <---<Hp=G,

onde H, <G e Hyy/Hy = Z(G/Hy), k =1,2,...,m — 1. Portanto, G € nilpotente de

classe no maximo m. O

O préximo resultado apresenta uma caracterizagao dos grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.18 Seja G um grupo finito. Entdo as seguintes afirmagées sdo equivalentes:
a) G ¢ nilpotente;

b) G tem a propriedade do normalizador;

¢) Todo subgrupo de sylow G é normal em G;

d) G é o produto direto dos seus subgrupos de sylow;

e) Todo subgrupo de G é subnormal;

f) Todo subgrupo maximal de G é normal.

Demonstracdo. Utilizaremos o seguinte esquema

a) b) c) d) a)

N\ /

e) = f)=—=¢)

a) = b) Seja H um subgrupo préprio de G. Queremos mostrar que H C Ng(H). Temos
que 1 =Zy(G) C H C Z,(G) = G, e como H < G, entdo existe um inteiro i > 0 tal que
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ZiCHeZy ¢ H. Tomex€ Zy1\Hehe H. Como [Z1(G),G] C Zi(G), temos que
existe y € Z;(G) C H tal que xHx~! = hy € H. Portanto xHx ! C H e x € Ng(H), donde
H ¢ Ng(H).

b) = ¢) Sejam P um p-subgrupo de sylow de G e H = Ng(P). Se H # G, por hipétese
H & Ng(H), e pela Proposi¢do 1.16, H = Ng(H). Logo H = G, ou seja, Ng(P) = G,
donde P < G.

¢) = d) Sejam Py, P,...,P; os subgrupos de Sylow de G. Como cada P; < G, entdo
PNP;={e}; i,j=1,2,...,k Sejax=ay,0p,...,04 onde o; € P;, 1 < i< k. Temos

PPyPl
|P1ﬂ(P2...pk>|—|P1||P2 Py

{}’}
De modo recursivo teremos que: [Py -+ Py| = |Pi||Po| - |P|, onde P --- P = G.

que PN (P, ,P;) = {e} e assim temos |P; --- P| =

d) = a) G é o produto de um niimero finito de p-grupos. Como todos sao nilpotentes, G

também o €.

a) = e) Seja H um subgrupo maximal de G. Como H ¢ nilpotente, entdo safisfaz
a propriedade do normalizador. Logo H & Ng(M), mas como H é maximal, entdo

Ng(H) = G, o que mostra que H < G.

e) = f) Se todo subgrupo H de G é subnormal e H é maximal, entdo ndo existe nenhum

outro subgrupo de G entre H e G, portanto H < G.

f) = ¢) Se todo subgrupo maximal de G € normal e P é um p-subgrupo de Sylow de G
e Ng(H) é um subgrupo préprio de G, entdo Ng(H) C H, que é maximal em G e com
isso normal em G, entdo Ng(H) = G, o que é contradi¢do pela Proposi¢do 1.16 (pois
Ng(H) = H). O

1.3 Automorfismos Coprimos

Muitos problemas na Teoria dos Grupos podem ser reduzidos a problemas sobre
acoes de grupos. Em particular, se trabalharmos com grupos finitos, encontraremos com
frequéncia situacdes onde um grupo admite um automorfismo do qual a ordem é coprima
com a ordem do grupo, ou seja ( |G|, o| ) = 1, onde ¢ € automorfismo de G. Tais

automorfismos sdo chamados automorfismos coprimos.
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Sejam G um grupo finito, ¢ um automorfismo de G. Denotaremos por Cg(¢) o
conjunto dos pontos fixos de @, isto é Cg(@) = {x € G | x? = x}. Dizemos que ¢ é livre
de pontos fixos se Cg(@) = 1. Se N é um subgrupo @-invariante de G, ou seja @(N) C N,
entdo @ induz uma fung¢do @ do conjunto das classes laterais a esquerda de N sobre si
mesmo,

©: xN — x°N.

Se ocorrer N < G, entdo € facil ver que ¢ € um automorfismo do grupo quociente
G/N. Abusando da notac@o, denotaremos o automorfismo induzido pelo mesmo simbolo

¢. Este primeiro lema mostra a conexdo entre C(9) e C/n ().

Lema 1.19 Seja G um grupo finito admitindo um automorfismo coprimo @ e N um

subgrupo normal @-invariante de G. Entdo Cg/n(9) = Cc(9)N/N.

Demonstracdo. Seja N um subgrupo normal @-invariante de G, entdo ¢ induz uma
aplicacdo
@ :xN — x°N,

ou seja,

$:G/N — G/N
gN — O(gN)=0(g)N.

Tome y € Cs(@)N/N. Entdo y = aN, com a € Cg(9) e

®(aN) = o(a)N, mas ¢(a) =a
= aN, pois ¢(a) = a.

Portanto, C(@)N/N C Cg/n ().

Para a inclusdo inversa, temos que mostrar que toda classe @-invariante aN
contém um elemento de Cg(9).

Suponha primeiro que @ tenha ordem p, onde p é um nimero primo. Entdo o
tamanho de qualquer @-6rbita em G divide a ordem de @, ou seja tem que ser 1 ou
p. Suponha que aN ndo contenha nenhum elemento do Cg(¢). Entdo aN é a unido de
@-6rbitas de tamanho p. Desde que a intersecdo de quaisquer duas Orbitas € vazia, segue
que p divide o nimero de elementos em aN. Em outras palavras, p divide | aN |=| N |,
que é uma contradi¢do, pois ¢ é um automorfismo coprimo. Assim, mostramos que aN
contém um elemento de Cg(9).

Agora, admita que @ € de ordem p - m, onde p é primo e proceda por indugdo

sobre a ordem de ¢@. Sejam y = ¢”, H=Cg(¢9), Ny =NNH.
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Tomando aN como uma classe @-invariante, aN é também W-invariante. Assim,
pela hipotese de inducdo, aN contém um elemento ag € H, donde aN = agN.

Seja @ o automorfismo de H induzido pela acdo de ¢ (temos que H ¢é
¢-invariante). Evidentemente a ordem de @ € 1 ou p. A classe agN; € @-invariante e
assim contém um elemento a; que se encontra em Cg(@). Segue que agN; C agN = aN
e Cu(9) = Cg(9). Mostramos entdo que aN = a;N, onde a; é um elemento de C;(@).
Assim, aN C C(@)N/N. O

Corolario 1.20 Seja © um automorfismo coprimo de um grupo G.
a) G =Cg(9)[G,0l;

b) [G,9] = [G,0,9] onde [G,¢,9] = [[G, 9], ¢];
¢) Se G é abeliano entdo G = Cg(9) &[G, @].

Demonstragao.

a) Tome N = [G, @] e observe que [G, @] é o menor subgrupo normal @-invariante,
onde ¢ age trivialmente sobre o grupo quociente G/N, onde @ : G/N — G/N. Com isso,
temos que Cg/y(®) = G/N. Mas pelo Lema 1.19, temos

Co/n(9) =C6(@)N/N = G/N =Cg(9)N/N.
Como N = [G, @], segue que G = C;(9)[G, 9.
b) Temos

[G,0] = [Cc(0)][G,9],9],
= [C6(9),9]'“[[G. 9], 0],
N———

= I[G’(p [G,(P],(P],
= [[G,9],9],

= [G,9,9].

[
]

c¢) Podemos aplicar o Teorema de Maschke, uma vez que G € abeliano e ¢ é um
autormorfismo coprimo de G. Assim, existe um subgrupo A-invariante N de G, tal que
G =Cg(@) ®N. Como Cy(@) =0, segue do item b) que N = [N, ¢|. Portanto,

[G,9] = [C(9) N, 9] C [Cc(9),0] B[N, 0] =N e G=Cs(9) &[G, 9].
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1.4 p-Grupos Potentes

Um dos objetivos desta secdo é apresentar as principais propriedades de
p-grupos potentes que serdo requisitados no terceiro capitulo deste trabalho, no
momento de definir o anel de Lie associado a um grupo G sobre F,. Os p-grupos
potentes possuem propriedades lineares muito boas, das quais se destaca como uma
ferramenta importante neste trabalho a seguinte: se um p-grupo potente G é gerado por
elementos de expoente p°, onde e € um inteiro positivo, entdo o expoente de G também
€ p°. Esta e outras propriedades interessantes dos p-grupos potentes que citaremos nesta
secdo serdo apresentadas sem as devidas demonstra¢des, mas podem ser encontradas no

livro de Dixon, du Sautoy, Mann e Segal, Analytic pro-p Groups [12].

Definicao 1.21 Seja G um p-grupo finito. Para todo i > 0, definimos

Qi(G) = (xeG|x' =1),

Gi(G) = G” = (" | x € G).

Observamos que os subgrupos Q;(G) e U;(G) sao caracteristicos em G.
Ja que G/®(G) é um p-grupo abeliano elementar, onde ®(G) é o subgrupo de
Frattini, o qual € definido como a intersecao de todos os subgrupos maximais de G, assim
xP € ®(G), para todo x € G. Assim U1 (G) = G < ®(G). Consequentemente, se G é um
p-grupo, ®(G) é o menor subgrupo de G com quociente abeliano elementar.
Observamos que no caso de p-grupos finitos o expoente de G € simplesmente
a ordem méxima dos elementos de G. Se exp(G) = p°, entdo x** = 1, para todo x € G.

Desta forma, Q.(G) = <x €G|x = 1> = G e podemos considerar uma série ascendente
1= Q.()(G) < QI(G) <. < Qefl(G) < Qe(G) =G,

que chamamos de Q-série de G. Similarmente, temos que U,(G) = <xpe | x € G> =1le

definimos a seguinte série descendente
1 =0p(G) <U1(G) <+ <B,-1(G) <U.(G) =G,

que chamamos de U-série de G. A U-série € estritamente decrescente. Logo, a U-série de

um p-grupo finito de expoente p°, tem exatamente e passos.

Teorema 1.22 Seja G um p-grupo abeliano finito. Para todo i > 0, vale as seguintes
afirmagoes;

a) (G)={xe G| =1};
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b) Bi(G) = {x' | x € G};
¢) | G:Qi(G) |=|Ui(G) | (consequentemente | G : U;(G) |=| Qi(G) | ).

Demonstracdo. Considere o homomorfismo

o:G — G

i
x — xP.

Como G ¢é abeliano, temos que Q;(G) é o nicleo de @ e U;(G) a imagem. Assim os
itens a) e b) sdo satisfeitos. Ja o item c) segue diretamente do Primeiro Teorema do

Homomorfismo. O

Uma observacao importante é que nenhum dos itens do teorema acima valem

para p-grupos em geral.

Teorema 1.23 (A Formula de Compilacdo de Phillip Hall). Sejam G um grupo e x e
y € G. Entdo, existem elementos c; = ci(x,y) € Vi( <x, y>) tais que

Xyt (xy)”c§2>c§3) ... Cn,

para todos n € N. Em outras palavras

n

2y 2 (ay)" (mods ((x,3)) D () @ ().

A Férmula de Compilacdo de Phillip Hall € especialmente significativa quando G
tem expoente primo p, desde que p divide (‘l” ) paratodo i <i < p—1. Consequentemente,
podemos escrever

!

xPyP = (xy)Pzcp, onde z € Uy ((x,y) ).

Definicao 1.24 Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G é um p-grupo regular se

xPyP = (xy)P (modUl (<x,y>/)), para todos x,y € G.

/

Equivalentemente, se ¢, = ¢, (x,y) € Uy (<x,y> ), ou seja, se V) (<x,y>) <0 (<x,y>l).

Definicao 1.25 Um subgrupo N de um p-grupo finito G é dito potentemente imerso em
G, se NP > [N, G|, para p # 2 ( ou N* > [N, G|, para p = 2) e denotamos por Np.i.G.

Algumas observacdes importantes podem ser feitas sobre tais subgrupos. A

primeira é que [N,N] < N? é sempre verdade pois N /N2 tem expoente 2, portanto é
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abeliano. Outro fato importante é que se Np.i.G, entdo N € normal em G. Ainda mais,
se Np.i.G, entdo N/NP < Z(G/NP).
Agora, seja @ : G — G1 um homomorfismo qualquer do grupo G no grupo Gj.

Temos que N® < G; e
[N?,G® = [N,G]® < (NP)® = (N?)P.

Portanto, N® é potentemente imerso em G®. Em particular, qualquer quociente de G é

potentemente imerso.

Lema 1.26 Seja G um p-grupo finito e sejam N, M subgrupos potentemente imersos em
G. Entdo, [M,N],MP e MN sdo potentemente imersos em G. Ainda, se H < G ¢ tal que
N ¢é normal em G,N < H ndo ¢é potentemente imerso em H, entdo existe um subgrupo

normal J de G, tal que

e se p é impar,
NPIN,H,H) <J <NP[N,H] e [NPIN,H]:J] = p;
o sep=72
N*N,H?[N,H,H] <J <N*|N,H] e [N*IN,H]:J]=2.

Definicao 1.27 Um p-grupo finito G é dito potente se, e somente se, G é potentemente
imerso em si mesmo, ou seja, GP > [G, G| para p # 2 (ou G* > [G,G] para p = 2).

Outra caracterizacao desses grupos no caso p impar € a seguinte: se p € impar,
G é potente se, e somente se, G = ®(G) = U1 (G).
Novamente observamos que [G, G] < G? é sempre verdade, e se H é um subgrupo

potentemente imerso em G, entdo H € potente.

Corolario 1.28 Se G é um p-grupo potente, entio [G,G),G?,®(G),GX) . (G) para todo

k € N, sdo potentemente imersos em G.

Lema 1.29 Se G ¢ um p-grupo potente, entdo
a) GP' = U;(G) = {x”' | x € G}, para todo i € N;
b) G formam uma série central de G. Se exp(G) = p®, entdo G ¢ nilpotente de classe

menor ou igual a e.
Seja G um p-grupo finito e faca

Pi(G) =G, P+1(G) = P(G)?[P(G),G], parai > 1.
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Para simplificar a notagdo escrevemos G; = P;(G).

Lema 1.30 Seja G um p-grupo potente. Entdo
a) para cada i, G; é potentemente imerso em G e G| = Gf =d(G));

b) para cada i, a aplicagdo x — xP induz um homomorfismo de G;/Giy1 para Gi+1/Gi+2.
Teorema 1.31 Seja G = <a1 b ,ar> um p-grupo potente. Entdo, GP = <af, e ,af>.

Demonstragdo. Seja 0 : G/G, — G»/Gz o homomorfismo dado pelo lema anterior.
Entdo, G»/G3 € gerado por {6(a1G2),...,0(aqG2)}. Assim Gy = (af,db,...,al)Gs.
Como G3 = P(Gy) e G = GP, o resultado segue pelo Lema 1.30. O

Proposicao 1.32 Se G = <a1,a2 . ,ad> é um p-grupo potente, entdo G = <a1> e <ar>,

isto é, G ¢ o produto de seus subgrupos ciclicos <a1 >

O posto de um grupo G € o menor inteiro r, tal que todo subgrupo de G pode ser
gerado por r elementos. Denotamos por rk(G) o posto de um grupo G. Para um p-grupo
finito G, denotamos por d(G) a menor cardinalidade de um conjunto de geradores de G.
Assim, d(G) é também a dimensdo de G/®(G) como um espago vetorial sobre F,. Se G
€ um p-grupo potente e H um subgrupo de G, entdo apresentaremos no proximo teorema
que d(H) < d(G). Consequentemente, como o posto de um grupo finito G é definido por
rk(G) = sup{d(H) | H < G}, se G é um p-grupo potente, entdo rk(G) = d(G).

Teorema 1.33 Se G é um p-grupo potente e H é um subgrupo de G, entdo d(H) < d(G).

Definicao 1.34 para um p-grupo finito G e um inteiro positivo r, V(G,r) denota a

intersegdo dos niicleos de todos os homomorfismos de G sobre GL,(IF)).

Relembramos que GL,(IF,,) denota o grupo das matrizes r x r inversiveis com
entradas em ), e U,(IF,) o grupo das matrizes triangulares r x r com entradas em IF),.
Como a imagem de qualquer homomorfismo de um p-grupo G sobre GL.(F,) é um
p-grupo e todo p-subgrupo de GL.(F,) é conjugado de um subgrupo do menor grupo
unitriangular U,(F,), podemos definir V(G,r) como a intersegdo dos nicleos de todos
os homomorfismos de G sobre U.(F,). Apenas note que um elemento g € G pertence
a V(G,r) se, e somente se, g age trivialmente em toda representagdo linear de G sobre
qualquer F-espago vetorial de dimensdo no maximo r.

Para r € N, definimos o inteiro A(r) por

27»(r)71 <r< 27»(;').
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Lema 1.35 i) O grupo U,(F,) tem uma série, de comprimento Mr), de subgrupos
normais, cujos fatores sdo abelianos elementares;

ii) Se G é um p-grupo finito, entdo G/V(G,r) tem uma série com as propriedades acima.

Proposicao 1.36 Seja G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Ponha V.=V (G,r) e
sejaW =V se p é impar, W =V? se p=2.Se NG, d(N)<reN<W, entdo N é

potentemente imerso em W.

Teorema 1.37 Seja G um p-grupo finito de posto r. Entdo, G tem um subgrupo potente

r+r\(r)

caracteristico de indice no mdximo p™) se p é tmpar e p se p=2.

Demonstra¢do. Ponha V = V(G,r). Pelo Lema 1.35, existe uma séric de
subgrupos normais de G para V, de comprimento no maximo A(r), com cada fator
abeliano elementar. Como G tem posto r, cada fator tem ordem no méaximo p" e
assim | G :V |< M) Se pé impar, a Proposicdo 1.36 mostra que V € potente. Se
p = 2, sabemos pela Proposicio 1.36 que V2 é potente, e como | V/V? |< 22, temos

| G : V2 |< p" ™M) Isso completa a demonstragio. O

Lema 1.38 Seja G um grupo de expoente primo p e posto r. Entdo | G |< p®, onde s = s(r)

é um niimero dependendo somente de r.

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.37, temos um subgrupo potente caracteristico N de G de
indice no maximo p“(r), onde u(r) é um nimero dependendo somente de r. O Corolério
1.35 mostra que N é o produto de no maximo r subgrupos ciclicos. Portanto, N tem ordem

no maximo p” e o resultado segue.
0J



CAPITULO 2

Grupos Profinitos

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre topologia discreta e grupos
profinitos. Definimos um grupo profinito como sendo um espago de Hausdorff compacto
totalmente desconexo ou simplesmente o limite inverso de grupos finitos. Estendemos
também os conceitos sobre a teoria de Sylow para grupos profinitos, ndo deixando de
citar, € claro, o Teorema de Lagrange. Estes e outros resultados sobre o estudo dos grupos
profinitos podem ser encontrados em [21].

2.1 Espacos Topologicos

Um espaco topologico é um conjunto X juntamente com uma familia de

subconjuntos, chamado conjuntos abertos, satisfazendo as seguintes condicoes:

a) O conjunto vazio @ e X sdo ambos conjuntos abertos;
b) A intercessdo de quaisquer dois conjuntos abertos é também um conjunto aberto;

¢) A unido de uma colecdo qualquer de conjuntos abertos € também um conjunto aberto.

O conjunto de todos os conjuntos abertos de X é chamado fopologia em X. Um
subconjunto de X € fechado se seu complementar € aberto. Se Y € um subconjunto de X,
ofechoY deY é aintersecdo de todos conjuntos fechados contendo Y'; assim Y € também
um conjunto fechado. Um subconjunto ¥ de X é chamado denso em X se Y = X.

Uma vizinhanga aberta de um elemento x € X € um conjunto aberto que contém
x. Uma base para a topologia sobre X é uma colegio (Uy | ¢ € B) de conjuntos abertos,
tais que todo conjunto aberto € uma unido de alguns dos conjuntos Uy € a base de uma
vizinhancga aberta de x é definida de modo similar.

Qualquer conjunto X pode ser considerado como um espaco topoldgico
definindo a topologia em que cada subconjunto € considerado aberto; esta topologia é
chamada de topologia discreta sobre X, e o espaco topoldgico X é chamado de espago
discreto.

Se Y € um subconjunto de um espaco topoldgico X, entdo a colecdo de todos

subconjuntos da forma ¥ NU com U aberto em X € uma topologia sobre Y. Isto € chamado
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de subespaco topologico, e com respeito a esta topologia Y, € chamada de subespaco de
X.

Um espaco topoldgico X é chamado compacto se quando

X = U Uy, onde Uy € aberto,

acA

entdo existe uma sub-familia finita Uy, ,Uy,, - - - ,Uy,, tal que
X - UC(1 UUaZUUUan

Equivalentemente, X é compacto se, quando (Cy | & € A) é uma familia de
subconjuntos fechados com a propriedade que cada intersecdo de conjuntos finitos é ndao
vazia e segue que a intersecao de todos os conjuntos € ndo vazia. Pela afirmacdo que um
subespaco Y de um espaco X é compacto, queremos dizer que Y € compacto com respeito
ao subespaco topoldgico.

Um espago X é chamado de Hausdorff, se dados quaisquer dois elementos
distintos x,y de X, existem vizinhangas abertas U, V de x,y respectivamente, tais que
UNV =0. Se X é Hausdorff, entdio segue imediatamente que {x} é fechado para cada
elemento x € X.

O espaco X € chamado conexo se ndao pode ser escrito como unido disjunta
de dois subconjuntos abertos nao vazio. Por outro lado, X € totalmente desconexo se
todo subespaco conexo tem no maximo um elemento. Os espacos com 0s quais estamos

interessados sdo espacos de Hausdorff, compacto e totalmente desconexo.

Lema 2.1 Seja X um espaco de Hausdorff compacto.

a) Se C, D sdao subconjuntos fechados tais que C D = 0, entdo existem subconjuntos
abertos U, V, tais que CCU, DCV eUNV =0.

b) Sejam x € X e A a intersecdo de todos os subconjuntos de X contendo x, que é
simultaneamente fechado e aberto. Entdo A é conexo.

c) Se X é totalmente desconexo, entdo todo conjunto aberto é uma unido de conjuntos que

sdo simultaneamente fechados e abertos.

Demonstracdo. Serd omitida, mas pode ser encontrada em ([35], p. 02) 0

Lema 2.2 a) Cada subconjunto fechado de um espaco compacto é compacto.

b) Cada subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.

c)Se f:X —Y écontinua e X é compacto, entdo f(X) é compacto.

d) Se f: X — Y é continua e bijetora e se X é compacto e Y é Hausdorff, entdo [ é um

homeomorfismo.
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e) Se f:X —Y e g:X — Y sdo continuas e Y é Hausdorff, entdo o conjunto
{xeX| f(x) =g(x)} éfechado em X.

Demonstragdo. As demonstracdes dos itens a), b) e c¢) serdo omitidos e podem ser
encontrados em [18]. Para provar d) é suficiente mostrar que a imagem por f de cada
subconjunto fechado de X é fechado. Entdo segue de a), b) e c).

Agora para concluirmos, suponha por contradi¢do que N = {x € X | f(x) # g(x)},
seja y € N, onde U e V sdo subconjuntos abertos de ¥ contendo f(y) e g(y). Assim
f~1(U)Ng ' (V) é uma vizinhanca aberta de x e estd contida em N. Portanto N é uma

unido de conjuntos abertos e assim é aberto. Assim fica provado o item e). 0J

Lema 2.3 Seja X um espago totalmente desconexo. Entdo {x} é fechado em X, para cada
xelX.

Demonstragdo. Seja C o fecho de {x}. Se C é a unido de dois subconjuntos abertos
disjuntos A, B, com x € A, entdo A é fechado em C e assim € fechado em X, de modo que
teremos A = C. Segue que o conjunto fechado C é conexo e que C = {x}. Portanto X ¢é

totalmente desconexo. O

Seja p uma relacdo de equivaléncia sobre um espago topoldgico X e escrevemos
X /p para o conjunto quociente e g para a fun¢do quociente de X em X /p. A topologia
quociente sobre X /p € a topologia onde os conjuntos abertos sdo os subconjuntos V de
X /p tais que ¢~ !(V) é aberto em X. Assim se X /p é dado com a topologia quociente,
entdo a funcio quociente ¢ é continua. E facil verificar que ¢ tem a seguinte propriedade:
se f: X — Z é uma funcdo continua em um espago Z tal que elementos equivalentes

com respeito a p tem a mesma imagem sob f, entdo existe uma tnica funcdo continua
ff:X/p—Ztalque f= f*q :

| A

X/p

2.1.1 Produtos de Espacos Topologicos

O produto cartesiano de uma familia (X) | A € A) de conjuntos é o conjunto

C= H X, onde os elementos sdo aplicagdes x de A em UXK com a propriedade que
AeA A
x(A) € X), para cada A. Analisaremos os elementos de C como vetores com entradas

indexadas pelos elementos de A. Assim um elemento de C serd escrito como (x; ). A este
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elemento corresponde a fungio que aplica A em x;_. A fungio proje¢io T, é uma aplicagdo
que toma um elemento de C para cada A. O produto de uma familia finita X;,X>, -, X,
de conjuntos € denotada por X1 X Xp X --- x Xj,.

Agora suponha que cada X, € um espaco topoldgico. O produto topoldgico sobre

C tem como conjuntos abertos todas as unides de conjuntos da forma:
-1 ~1
TC}\’I (Ul)m"'mnxn (Un)7

com 7 finito e cada A; € A e U; aberto em X . Portanto, cada funcdo projecdo m; ¢é
continua. De fato o produto topoldgico é a menor topologia na qual cada funcdo projecao
€ continua.

Seja Z um espaco topolégico e f : Z — C uma fungao, dizemos que f € continua
se, € somente se, cada funcdo m) f € continua. A implicagdo "somente se" € direta.
Suponha que cada fungdo 7, f € continua. Se U; € aberto em X; , parai=1,2,...,n, entdo

n n
cada (m,f) "' (U;) é aberto em Z e assim o conjunto f~'([") n;jl(Ui) = ﬂ(n;hif)*l(Ui)
¢ aberto em Z. = =
Teorema 2.4 Seja (X) | A € A) uma familia de espagos topoldgicos e seja C seu produto
cartesiano.
a) Se cada X, é Hausdorff, assim é C.
b) Se cada X, é totalmente desconexo, assim é C.

c) Se cada X, é compacto, assim é C.

Demonstragdo. Sera omitida, mas pode ser encontrada em ([35], p. 4). O

2.1.2 Grupos Topolégicos

Um grupo topolégico € um grupo G com a propriedade que a fungdo

multiplicacao

m:GxG — G
(a,b) — ab

e a funcdo inversa

i:G — G

a — a
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sdo continuas.

Lema 2.5 Seja G um grupo topolégico.
a) A fungdo (x,y) — xy de G x G em G ¢é continua e a fung¢do x — xV'de Gem G
é um homeomorfismo. Para cada g € G a fun¢do x — xg e x — gx de G para G sdo
homeomorfismos.
b) Se H é um subgrupo aberto de G (respectivamente fechado), entdo toda classe Hg ou
gH de H em G é aberto (respectivamente fechado).
c) Todo subgrupo aberto de G é fechado e todo subgrupo fechado de indice finito é aberto.
Se G é compacto, entdo todo subgrupo aberto de G tem indice finito.
d) Se H é um subgrupo contendo um subconjunto aberto ndo vazio U de G, entdo H é
aberto em G.
e) Se H é um subgrupo de G e K é um subgrupo normal de G, entdo H é um grupo
topolégico com respeito a subgrupos topoldgicos, G/K é um grupo topolégico com
respeito a quocientes topoldgicos e a fungdo quociente q de G em G/K leva conjuntos
abertos em conjuntos abertos.
f) G é Hausdorff se, e somente se, {1} é um subconjunto fechado de G e se K é um
subgrupo normal de G, entdo G /K é Hausdorff se, e somente se, K é fechado em G. Se G
é totalmente desconexo, entdo G é Hausdorff.
g) Se G é compacto e Hausdorff e se C, D sdo conjuntos fechados, entdo o conjunto CD é
fechado.
h) Suponha que G é compacto e seja (Xy, | A € A) uma familia de subconjuntos fechados
com a propriedade que para todos A,y € A existe um elemento u € A para o qual
X, C Xy, NX,. Se Y é um subconjunto fechado de G, entdo ( ﬂ X,)Y = ﬂ X,Y.

AEA AEA
Demonstracdo.
a) A aplicac@o do espaco X em G x G é continua se, somente se o produto das aplica¢des
projecdes forem cada uma continua. Assimse 0: G — G e ¢ : G — G sdo continuas, entdo
a aplicagdo x — (0(x),0(x)) de G — G x G também serd continua. Primeiro tomemos 6
constante, ou seja x — 1 e para ¢ a aplicacdo identidade idg, agora compondo o resultado
dessa aplicagdo com a aplicagdo continua c : (x,y) xy~! de G x G — G, concluimos

que a aplicagio x — x|

€ continua por ser igual ao seu inverso, entdo ¢ um homeomor-
fismo. Assim a aplicacdo (x,y) — (x,y~!) é continua e o seu produto com c, (x,y) — Xy
também ¢ continua. Agora tomemos 0 como a aplicacdo idg e ¢ a aplicacdo constante
x — g~ !, fazendo o resultado do produto com a aplicagio ¢, concluimos que a aplicacio

1

x — xg € continua e a inversa x — xg~* sdo continuas. De modo andlogo podemos tomar

a aplicacdo x — gx.
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b) Segue direto de a).

c¢) Temos G\H = U(H, | g ¢ H). Assim se H ¢ aberto, entdo segue direto de b)
que G\H também serd, e por outro lado, o complementar de aberto é fechado, portanto H
¢ fechado. Se H possui indice finito, entdo G\H é uma unifio de uma quantidade finita de
classes, e assim se H é fechado, entdo segue direto de b) que G\ H também é e H é aberto.
Se H € aberto, entdo os conjuntos Hy sdo abertos e disjuntos e sua unido € todo o grupo G.

Segue da defini¢do de compacidade que se G € compacto, entdo H tem indice finito em G.

d) Segue por a) que cada conjunto U, = {uh | u € U} é aberto e, assim,
H=U(U, | h€eH).

e) A afirmagdo sobre H € clara, pois se trata de um subgrupo de um grupo
topoldgico. Seja V um aberto em G. Por a), kV é aberto para cada k € K e segue que
Vi = KV é aberto. Assim ja que ¢(V) = q(V1) e g 'q(V1) = Vi, segue que ¢(V') é aberto
em G/K. Relembremos que a aplicacio G/K x G/K — G /K definida por (§,¢) + Eg™!
é continua. Seja U aberto em G/K e seja (Kwy,Kwy) € m~(U). Assim, as aplicacdes ¢
e (x,y) —xy~!
de w1, wy, tal que WiW, ' C ¢~'(U) e assim g(W) x q(W») é uma vizinhanga aberta de

sdo aplicacdes de G X G — G, entdo existem vizinhangas abertas Wi, W,
(Kwy,Kw>) em G/K x G/K levando em m~!(U), como querfamos.

f) Vimos anteriormente que todo conjunto formado por um elemento no espago
de Hausdorff é fechado. Também mostramos que se o conjunto {1} é fechado, entdo G
é Hausdorff. Sejam a, b elementos distintos de G. Por a), o conjunto {ab~'} é fechado.
Ento existe um conjunto aberto U com 1 € U e ab~! ¢ U. A aplicagio (x,y) — xy~!
€ continua e a imagem inversa de U € aberta. Segue que existe conjuntos abertos V,W
contendo 1 tais que VW1 CU. Com isso, ab~! ¢ VW1 e, assim, aV NbW = 0. Como
aV,bW sio abertos, a primeira afirmacdo de f) segue. A segunda e a terceira afirmagdes
sdo consequéncias imediatas da primeira, juntamente com a defini¢do da topologia quo-

ciente e também do Lema 2.3.

g) Usaremos o Lema 2.2. Ja que C, D sdo fechados e G é compacto, entdo ambos
C e D sdo compactos, e assim é a imagem de C x D sobre a aplicagdo continua (x,y) — xy.

Esta imagem é CD e como G € Hausdorff, cada subconjunto compacto € fechado.

h) Claramente (NX))Y C N(X,Y). Se g ¢ (NX))Y, entio g¥~!' N (NX;) =
0. Portanto, como G é compacto, g¥~' e o conjunto X; sdo fechados, temos
g¥~'Nx, N---NX;, =0, para um conjunto Ay, ..., A,. Portanto X, C X, N---NXy,,
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para algum u € A e assim, temos g¥ ~! NX,=0eg¢X,)Y.

Lema 2.6 Seja G um grupo topolégico compacto. Se C é um subconjunto que é fechado

e aberto e que contém 1, entdo C contém um subgrupo normal aberto.

Demonstragdo. Para cada x € C, o conjunto W, = Cx~! é uma vizinhanca aberta de 1

tal que W x C C. Desde que a multiplicacdo seja uma aplicacdo continua de G x G — G,

existem conjuntos abertos Ly, R, contendo 1, tais que a imagem de L, X R, estd contida

em W,, isto é, tais que LR, esteja contido em W,. Denotemos Sy = L, N R,. Assim,

temos S,Sy C W, e Sy € aberto. Como C é compacto e a unido destes conjuntos abertos
n

CNSyx, e assim a unido de uma quantidade finita destes conjuntos, digamos C C U Sy Xi.

i=1
n

O conjunto § = ﬂ Sy, € aberto e contém 1. Temos

i=1
n n
SC C [ 8Sxxi € (Wi €€, (2-1)
i=1 i=1

e, assim, S C C.
SejaT=SNS~!. Logo T éaberto, T =T ' el e T.Escrevemos T' =T, para

n>1etemos T" = TT" ! seja H = U T". Segue que H é um grupo gerado por T e
n>0
a unido dos conjuntos da forma 7, sdo abertos. Por indu¢@o, usando 2-1, temos 7" C C,

para todo n > 0. Segue que H C C. Pelo Lema 2.5 ¢), H tem indice finito em G e, assim,
tem somente uma quantidade finita de conjugados em G. A intersecao destes conjugados

€ portanto um subgrupo aberto normal contido em C.
OJ

Proposicao 2.7 Seja G um grupo topologico compacto, totalmente desconexo.

a) Todo conjunto aberto em G é uma unido de classes de subgrupos normais abertos.

b) Um subconjunto de G é fechado e aberto se, e somente se, é uma unido de uma
quantidade finita de classes de subgrupos normais abertos.

c) Se X é um subconjunto de G, entdo seu fecho X satisfaz:
X = m (NX | N um subgrupo normal aberto de G).
Em particular,

C= m (NC | N um subgrupo normal aberto de G).
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Para cada subconjunto fechado C, e a intersecdo dos subgrupos normais de G é um

subgrupo trivial.

Demonstracdo.
a) Note que G é um espago de Hausdorff, pelo Lema 2.5f). Seja U um conjunto aberto
ndo vazio em G. Se x € U, entdio Ux~! é um conjunto aberto contendo 1 e assim pelo Lema

2.1c) e o Lema 2.6, Ux~ ! contém um subgrupo normal aberto K,. Portanto, U = U Kix.

xeU
b) Se P é um conjunto que é fechado e aberto, entdo por a) P é uma unido de uma

familia de subgrupos normais abertos e desde que P seja compacto, P é também a unido
de uma subfamilia finita dessas classes. Consequentemente, € claro que a unido de uma
quantidade finita de subgrupos normais abertos sdo ambos abertos e fechados.
c) Segue de a) tomando complementares. Se y ¢ X, entdo y tem uma vizinhanga aberta
disjunta de X e assim hd um subgrupo normal aberto N satisfazendo NyNnX = 0. Portanto,
y ¢ NX.

OJ

N

Observacao: Note que a definicdo de isomorfismo € equivalente a existéncia de

um homomorfismo inverso (continuo), mas ndo € equivalente a existéncia de um

homomorfismo bijetor (continuo).

2.2 Grupos Profinitos e Completamento

Nesta sec@o fazemos uma discussdo geral sobre limites inversos e apresentamos

algumas definicdes e propriedades de grupos profinitos.

2.2.1 Limites Inversos

Um conjunto dirigido € um conjunto parcialmente ordenado /, tal que para todos

i, j €1, existe um elemento k € [ paraoquali <ke j <k.

Definiciio 2.8 Um sistema inverso (X;,@;;) de espagos topoldgicos indexado por um
conjunto dirigido, consiste de uma familia (X; | i € I) de espacos topolégicos e uma
familia (@;; : X; — X; | i,j €1, i < j) de fungdes continuas, tal que @;; é a fungdo
identidade id,, para cada i e ©;;Qx = @i, sempre que i < j < k.

X

YN

Pij
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Conjuntos para os quais ndo seja especificado a topologia adotada serdo
considerados espacos topoldgicos com a topologia discreta.
Se cada X; € um grupo topoldgico e cada ¢;; € uma homomorfismo continuo,

entdo (X;, ¢;;) é chamado de sistema inverso de grupos topologicos.

Exemplo.

O seguinte diagrama mostra um exemplo muito simples de um Sistema Inverso.
6 <

55

Neste exemplo, / = N e < segue a ordem habitual. Para cada i € N, temos que
X; :={1,2,...,i} e as flechas indicam as aplicacdes @;;1i. Por exemplo @43(4) = 3,
Q43(i) =3, parai > 3 e Q43(i) = i, parai < 4.

Exemplo. Sejam (Z,+), I =N e a familia de subgrupos {Z/p'Z | i € N}, onde p é um
primo fixo. Para i > j, defina:
0ij - Z/piZ — Z/ij
n+p'7Z — n+pZ.

Assim, @; = idZ/p'Z e Qi = @ x9ij, para todos Z/p'Z > 7/ p'Z > 7./ p*Z.

Logo, (Z/p'Z,®;;) é um sistema inverso.
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Exemplo. Sejam (7Z,+), I = N e a familia de subgrupos {Z/iZ |i € N}.Parai > je j| i,
defina:

Gij: L[/ilZ. — 7]jZ
n+iZ, — n+ jl.

Assim, @;; = idZ/iZ e Qi = @ x©;j, para todos Z/iZ > Z/kZ > 7/ jZ. Logo,

(Z/iZ,9;;) é um sistema inverso.

Exemplo. Seja G um grupo e / uma familia de subgrupos normais de indice finito (ou
indice poténcia de p) ordenado pela inclusdo inversa (seja U; > U, se, e somente se,
U; C Uj). Note que I € dirigido, pois para quaisquer U;,U, € I, V = U NU; € I. Para
U <V, defina

ovv:G/V — G/U
gV — gU

para todo g € G. Assim, Qyy = id e o diagrama

G/U fuw G/W
(m %V
G/V

comuta, para todo U >V > W. Logo (G/U,@yy) é um sistema inverso.

Sejam (X;,@;;) um sistema inverso de espacos topoldgicos e ¥ um espaco
topolégico. Chamamos uma familia {‘lfi Y =X |iel } de funcgdes continuas
compativeis se @;;\y; = ;, sempre que i < j. Esta condi¢do pode ser expressa

esquematicamente com a exigéncia que o diagrama abaixo comute:

Y

N
— X;
ij

X; o

Defini¢iio 2.9 O limite inverso (X,@;) de um sistema inverso (X;,@;j) de espagos
topolégicos é um espaco topoldgico X juntamente com uma familia compativel
(¢; : X — X;) de fungdes continuas com a seguinte propriedade universal: sempre que
(y; 1Y — X;) é uma familia compativel de fungdes continuas de um espago Y, existe uma

tinica fungdo continua y : Y — X, tal que O,y = \,, para cada i.
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Temos que existe uma unica \, tal que o diagrama abaixo seja comutativo.

Y

Vi AN i
Xj ;\/\(ﬁj};}i’}r\xl
N

No préximo resultado, mostramos que o limite inverso existe e € unico.

Proposu;ao 2.10 Seja (X;,¢ij) o sistema inverso, indexado por I.

a) Se (X ),(p( )) (X (2),(p(2)) sdo limites inversos do sistema inverso, entdo existe um

2>’ @— (1)

lsomorﬁsmo(p.X() X, tal que ©;”’Q =, ’, para cada i.

b) Escrevemos C = HXi e para cada i escrevemos T; para a fungdo projecdo de C para
i€l
X; e definimos:

X ={ceC|girn;(c) =mi(c), para todos i,j com j>i}

e Q; =T; |x, para cada i. Entdo (X, @;) é um limite inverso de (X;, @;;).
c) Se (X;, ;) € um sistema inverso de grupos topoldogicos X; e homomorfismos continuos

©;j, entdo X € grupo topoldgico e as fungdes ©Q; sdo homomorfismo continuos.

Demonstragao.
a) A prova da unicidade segue os argumentos de rotina. Conforme citado
no capitulo anterior, a definicdo de isomorfismo € equivalente a existéncia de um

homomorfismo inverso. Para mostrar que existe esse isomorfismo, faremos uso da

propriedade universal de (X (1), <p§”) aplicada pela familia ((pgz)
(1)

produzindo assim, uma fungdo (p(l) :X@ - x() tal que @,

) de fun¢des compativeis

(p(l) = (pgz) para cada i. De

modo similar, obtemos uma fungao (p(z) XM = x @) qal que (pl@ (p(z) = (pgl) para cada i.

(1)

Mas pela propriedade universal de (X (), ¢, '), existe somente uma fungio y : X M- x®

(1) (1)

com a propriedade que @; "y = @; *, para cada i.

No entanto, (p(')(p( )e idy (1) tem essa propriedade. Observe pelos diagramas

(
X = x () 2 x U
(1)
;
(2) (1)
x> x) s x ()
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Concluimos entdo que (p(l)(p(z) = idyn. De modo andlogo, temos
(p(z)(p(l) = idy(2). Segue que (p(2) € um isomorfismo.

b) Agora, suponha que (V; : ¥ — X;) é uma familia de fungdes compativeis.
Mostramos que existe uma tunica fun¢do (continua) ¥ : Y — X tal que @;y = v, para
cadai.

Sejay : Y — C definida por W(y) = y;(y). Deste modo, T,y = ; para cadaie
€ continua por ser composic¢ao de fun¢des continuas.

Se j > i, observamos pelo diagrama abaixo

VAN

C__ v X;

/1
\ | T /
TN i

Y = Vi = @iV = @iy = i

que

Com isso,
0 W (y) = vi(y) =TV (y) = @i (vi(y) = 7 (vi(y) = @ij(Wi(y)) = Wi(y),

esegueque y:Y — X C C.

¢) Definimos y : Y — X por y(y) = W(y), paracaday € Y. Assim, y é continua e
Q¥ = ;, pois @; = T; |x e Ty = \; para cada i. Se lll, : Y — X é uma funcio satisfazendo
@iy =\, para cada i e y € Y, entdio para cada entrada em X; de y (y) teremos ;(y)
para cada i, o mesmo ocorrendo para cada entrada de y(y) em X;. Assim temos que
v (y) = y(y). Donde existe uma tnica aplicaco continua tal que o diagrama abaixo

comuta.

O

O resultado acima mostra que o limite inverso de um sistema inverso (X;, @;;)
existe e € unico a menos de isomorfismos. Em relacdo ao limite inverso, denotamos por

lim(X;, ¢;;), ou simplesmente por limX;, suprimindo a fungdo @;;.
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Proposiciio 2.11 Seja (X;,¢;j) um sistema inverso indexado por I e escrevemos
X =limX;.

a) Se ?ada X; é Hausdorff, entdo X também o é.

b) Se cada X; é totalmente desconexo, entdo X também o é.

c) Se cada X; é Hausdorff, entdo liinX,- é fechado no produto cartesiano C = HX,:

d) Se cada X; é compacto e Hausdorff, entdo X também o é. !

e) Se cada X; é um espagco compacto de Hausdorff ndo vazio, entdo X é ndo vazio.

Demonstragao.
a) Por hipétese, X; é Hausdorff. Tome a e b pontos distintos em X = []X;, com
coordenadas {a;} e {b;}, respectivamente. Como a # b, existe i tal que a; # b;. Assim
existem vizinhangas disjuntas A e B de a; e b;, respectivamente em X;. Desta forma,
existirdo vizinhancas abertas disjuntas de a e b em X. Portanto X ¢ Hausdorff.

b) Segue do Teorema 2.4 pelo fato de subespagos e produtos de espagos com as
propriedades citadas acima serem preservados também.

c) Se f,g: X — Y sdo funcdes continuas e ¥ é um espago de Hausdorff, entdo

pelo Lema 2.2 o conjunto {x | f(x) = g(x)} é fechado em X. Segue que

limX; = (){c € C| gijm;(c) =mi(c)},
j>i

onde 7; € a funcdo projecdo e segue que se cada X; é Hausdorff, entdo limX; é uma
intersecdo de conjuntos fechados e, portanto, é fechado no produto cartesian(:

d) Segue imediato de c), a) e também do teorema 2.4 ¢) e do Lema 2.2a).

e) Para j > i, definimos o conjunto D;; = {c € C | ¢;;nj(c) = m(c)}. Cada

n

conjunto D;; € fechado e C € compacto e, assim, se liinX,- = 0, entdo ﬂ D; ;, = 0, para

r=1
algum natural n e elementos i, j, de I. Desde que I seja dirigido, podemos encontrar

k € I tal que k > j,, para cada r. Escolha x; € X e defina x; = @y (x;) para [ < k, defina
também x; arbitrariamente para os elementos de /. Claramente o elemento (x;) do produto

n
cartesiano esta ﬂ D;,j., 0 que € uma contradic@o. 0J

r=1

Proposicdo 2.12 Seja (X,¢;) o limite inverso de um sistema inverso (X;,@;;) de um

espaco compacto de Hausdorff ndo vazio indexado por I. As seguintes afirmacoes valem:

a) 9i(X) = ﬂ(Pij(Xj), para cada i € I.

j>i
b) Os conjuntos (PFI(U) com i€l e U um aberto em X;, formam uma base para a
topologia sobre X.

c¢) Se Y é um subconjunto de X satisfazendo ©;(Y) = X; para cada i, entdo Y é denso em
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X.

d) Se © ¢ uma fungdo de um espaco Y em X, entdo © é continua se, e somente se, cada
Sfungdo ©;0 é continua.

e) Se f:X — A é uma funcdo continua para um espago discreto, entdo f fatora X;
para algum i, em outras palavras, para algum i, existe uma fungdo continua g : X; — A

satisfazendo f = g@o,;.

Demonstragao.

a) A primeira inclusdo € direta. Observe pelo diagrama abaixo

0i(X) =9;j9;(X) C ¢;j(X;), para todo j>i.

Assim, @;(X) C ﬂ ¢;j(X;). Agora, fixando i e fixando a € ﬂ ¢i;(X;), para j > i, temos
j=i jzi
0 conjunto

Yi={yeX;|qily) =a}.

Segue que Y; € a imagem inversa de um conjunto fechado, que € fechado em X;
e portanto é compacto. Se i < j < k e y; € Yi sdo tais que @;;(Qjx(vx)) = Qi(vx) = a e
assim @i (yx) € Y;. Portanto, {Y; | j > i} é um sistema inverso ndo vazio de um espago
de Hausdorff compacto e assim hd um elemento (b;) € (En>1 Y;. Contudo, @ jx(by) = b; se
i<j<keb;j=a.Agoraseexisirum/e/leiLl, tomjgum j tal que j >i,l e defina
by = @;j(bj). Isto independe de j, pois se tivermos j, > 1,] podemos tomar k > j,j, e
teremos:

01 (bj) = Q1jji(br) = 9,9 1 (i) =@, 1 (b ).

X Y
N N
ij Xi Yj ij Yi

X .
J Q ?
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0ij

Y;

Pelo diagrama acima, podemos notar que @x(by) = b; para todo par j, k de
indices com j < k, entdo temos b = (b;)je; € lim ¥Y; C X. Portanto ¢;(b) = m;(b) = a,
jzi
com isso ﬂ 0i;(Xj) € ¢;(X) e assim segue o resultado.
i
b) A unido de abertos de um espago topoldgico é uma base, ou equivalentemente
se a € P onde P € um conjunto aberto de X, entdo existe um aberto Q tal que a € Q C P.

Todo conjunto aberto em X € uma unido de conjuntos da forma

P=xnm ' (U) N (Ua)N---Nm; ' (Un),

onde n € N e ij,ia,...,i, €I e U, € aberto em X; para cada r. O item fica provado se

mostrarmos que para todo a € P existe um conjunto (p,?l(U ) com U aberto em X; e

a€ @, '(U)CP. Sejaa= (a;), escolhendo k € I tal que k > iy, ... ,iy. O conjunto (p;k1 (Uy)

¢ um aberto em X, desde que @; & seja continua e que contenha ay, tal que @ (ax) = a; para
n

i < k. Escrevemos U = m 9, kl (U,). Isto é uma vizinhanca aberta de a; em Xj e assim

r=1

(p,:1 (U) é uma vizinhanga aberta de  em X. Contudo, se b= (b;) € @; ' (U), entdo by € U
e assim b;, = @; x(bx) € Uy parar = 1,...,n. Portanto (pk_1 (U) C P, como queriamos.

c) Para cada i € I e cada subconjunto aberto ndo vazio U em X;, temos que
@:(Y)NU #0e, assim, Y N@; ' (U) # 0. Segue de b) que Y ¢ denso em X.

d) A prova é imediata pois se 8 é continua, entdo a composi¢do @;0 também é
continua. Agora se a composi¢do ¢;0 € continua, entdo para cada i e cada conjunto aberto

U em X;, o conjunto 8~ (¢; 1 (U)) = (9;0) ™' (U) € aberto e segue de b) que 8 é continua.

0 Di
Y —=X—=X
;0
e) A imagem Ag de f é compacta e discreta, portanto é finita. Para cada a € Ao,
o conjunto ¥, = f~!(a) é compacto e aberto e assim é uma unido finita de conjuntos
abertos (pjfl(U ) com j €l e U aberto em X;. Desta forma existe uma quantidade
finita de conjuntos (p;ll(Ul),~~- ,(p;nl(Un) tais que cada conjunto Y, é uma unido de
alguns destes conjuntos. Escolha um indice k tal que j, < k, para r = 1,...,n. Temos

(p]:l(Ur) = (p,?l((p;r}((U,)) para cada r e, assim, para cada a € Ag, podemos escrever
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Y, = (p,:1 (V,), onde V,, € um subconjunto aberto de X. Seja D = Xi\ U V,. Claramente
acA,
DN @i(X) =0 e por a) temos DN (]| @u(X;)) = 0. Portanto existe uma quantidade
1>k
finita de indices I1,...,[ tais que DN Qg (X)) N ... N Qg (X;,) = 0. Assim, D e cada

conjunto @y (X;) é fechado e Xy é compacto. Escolha i > [y,...,I; para k <[ <i. Temos
Ori(Xi) = 01 (91:(Xi)) C @ (Xk) € concluimos que

DNe(X;) =0 e ¢u(X)) € | V-
acAy

Escreva W, = (p,:ll(Va) para cada a, assim cada W, € aberto em X,
claramente W, NW,, = 0, para a; # ay. Seja x € X;, entdo @y;(x) € U, para algum

a e x¢& (p,:il(Va) = W,. Portanto, X; = m W,, onde cada conjunto W, é também
acAy
fechado. Segue que a aplicacdo g : X; — A que toma W, para a, onde a € A é continua e

satisfaz f = g@;, como queriamos. 0

Proposicao 2.13 Seja X um espagco de Hausdorff, compacto e totalmente desconexo.

Entdo X é o limite inverso do seu espaco quociente discreto.

Demonstracdo. Seja I o conjunto das particoes de X em uma quantidade finita de
subconjuntos fechado e abertos. Para cada i € I, seja X; o espaco quociente correspondente
(onde os elementos sdo fechados e abertos da particdo i) e seja g; a funcdo quociente de
X em X;. Assim, o conjunto X; € precisamente o espaco quociente de X, que € discreto na
topologia quociente. Escrevemos i < j se, € somente se, existe uma fungédo g;; : X; — X;
satisfazendo g;;q; = g;. A aplicagdo g;; € unicamente determinada porque g € sobrejetivo.

Temos entdo que / € um conjunto parcialmente ordenado. Agora se
i={U,|1<r<m} e j={Vs|1<s<n},
sdo elementos de /, entdo
{UNVs 1 <r<m, 1 <s<n}

¢ um elemento k de / tal que i, j < k e, assim, / € um conjunto dirigido. Como cada fungdo
gij ¢ unicamente determinada, segue imediatamente que (X;,g;;) é um sistema inverso e
que (X,q;) é uma familia de aplicagdes compativeis.

Seja Y =1limX; e g : Y — X; a aplicacdo canOnica para cada i. A propriedade
universal de limite izverso garante a existéncia de uma aplicacdo continua v : X — Y tal

que g,V = g;, para cada i.
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X
i
SN
Y i X,
b~
N
X

Se x; e xp sdo elementos de X tais que v(x;) = v(x2), entdo g;(x1) = gi(x2)
para cada i, de modo que nenhum conjunto aberto e fechado contenha justamente um dos
X1, X2, entdo x| = xp, logo segue que X € totalmente desconexo. Além disso, v € injetiva,
visto que ¢;(vV(X)) = ¢gi(X) = X;, para cada i e segue da Proposi¢do 2.12 ¢) que v(X) é
denso em Y. Como v é continua, X é compacto e ¥ um espaco de Hausdorff, assim v(X) é
fechado e, portanto v é sobrejetiva. Pelo Lema 2.2 d), temos que v é um homeomorfismo

e assim segue o resultado. 0

2.2.2 Caracterizacao dos Grupos Profinitos

Seja G um grupo topoldgico. Escrevemos H < G para dizer que H € um subgrupo
fechado de G e N <1, G que significa dizer que N é um subgrupo normal aberto de G.
Chamamos uma familia / de subgrupos normais de um grupo arbitrario G uma base
filtrada se, para todos K1, K> € I, existir um subgrupo K3 € I que estd contido em K| N K.

Comecamos com dois resultados técnicos.

Proposicio 2.14 Seja (G,9;) o limite inverso de um sistema inverso (G;,®;;) de grupos
topolégicos de um espago de Hausdorff compacto e seja L <, G. Entdo ker ¢; < L para
algum i. Consequentemente, G /L é isomorfo (como um grupo topoldgico) a algum grupo
quociente de um subgrupo de algum G, e se na adicdo cada funcdo ©; é sobrejetiva,

entdo G/L é isomorfo ao grupo quociente de algum grupo Gi;.

Demonstracdo. Se L € subgrupo aberto contendo 1, temos (p;I(U ) C L para algum i e
algum conjunto aberto U de G; contendo 1, pela Proposi¢ao 2.12. Temos por consequéncia
que ker @; < L para algum i. Assim G/L = (G /ker @;)(L/ker ¢;), logo G/ker @; = Im @;,
entdo segue que G/L é isomorfo ao quociente da Im ¢;. Entdo segue o resultado.

OJ

Proposicao 2.15 Sejam G um grupo topologico e I uma base (filtrada de
subgrupos normais fechados de G. Para K, L € I, definimos K <L se e

. , o« o . . N !
somente se, L < K. Assim, I ¢ dirigido com respeito a ordem < e o homomorfismo
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sobrejetor qkr. : G/L — G/K, definido por K <' L, torna o grupo G/K um sistema

inverso. Escrevemos (G,9g) = limG/K. Existe um homomorfismo continuo 0 : G — G
—

com kernel ﬂ K e com imagem um subgrupo denso de G tal que @0 é a aplicacdo
Kel
quociente de G em G/K, para cada K € I . Se G é compacto, entdo 0 é sobrejetivo; se

G é compacto e ﬂ K =1, entdo 0 é um isomorfismo de grupos topologicos (isto é, um
Kel
isomorfismo de grupos e um homeomorfismo).

Demonstracdo. A demonstracao serd omitida, mas pode ser encontrada em ([35], p. 17) U

Corolario 2.16 Seja G um grupo topoldgico, entdo as afirmacoes que seguem $Go
equivalentes:

a) G ¢ profinito.

b) G é isomorfo (como um grupo topolégico) a um subgrupo fechado do produto
cartesiano de grupos finitos.

¢) G é compacto e (\(N|N <, G) = 1.

d) G é compacto e totalmente desconexo.

Demonstragdo. a) = b) E uma aplicacio imediata da Proposi¢do 2.11 ¢).

b) = ¢) Seja G isomorfo ao subgrupo fechado GdeC= [1(G;), onde cada G; é um grupo
finito, e para cada i, escrevemos K; para o kernel da aplicacido projecdo de C para G;.
Pelo Teorema 2.4, C é compacto e, assim o mesmo vale para 6, Lema 2.2¢). Para cada
i, escrevemos N; = K; N G. Como K; <, C, temos N; <, G e, assim, NK; = 1 segue que
NN; = 1.

¢) = a) Sejam N1, N, <l G e considere a aplicagdo de G em um grupo finito G/N; x G/N,
definido por g — (N;1g,N2g). Essa aplicagdo € um homomorfismo continuo, cujo kernel

é N1 NN,. Portanto, pela Proposi¢do 2.15, temos que G = lim G/N.

—Nel
a) = d) Pela Proposicdo 2.11, o grupo G é compacto e totalmente desconexo. Agora,

para concluirmos, basta aplicar a Proposicao 2.14.

d) = ¢) E uma aplicagdo imediata da Proposicio 2.7. O

Seja C uma classe de grupos finitos. Chamamos um grupo F de um
C-grupo se F € C e chamamos G de um grupo pro-C se este € um limite inverso de
C-grupos. Note que C-grupos sdo pro-( grupos. Dizemos que (C € fechado para subgrupos
(respectivamente para quocientes) se todo subgrupo (respectivamente grupo quociente) de
um C-grupo € um C-grupo e dizemos que C € fechado para produto direto se F; x F> € C,
sempreque F1 € CeF, € C.

Algumas classes importantes de grupos sao: grupos finitos, p-grupos finitos onde

p € um primo fixado, grupos ciclicos finitos e grupos nilpotentes finitos. Um limite inverso
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de p-grupos finitos é chamado grupo pro-p, um limite inverso de grupos ciclicos finitos

¢ chamado grupo prociclico e assim por diante.

Teorema 2.17 Seja G um grupo profinito. Se I ¢ uma base filtrada de subgrupos normais
fechados de G tal que (N | N €1) = 1, entdo:

G = lim G/N.
“Nel
Além disso,
H = lim H/(HNN),

“Nel

para cada subgrupo fechado H de G e

G/K = lim G/KN,

“Nel

para cada subgrupo normal fechado K de G.

Demonstracdo. As duas primeiras afirmacdes seguem da Proposicdo 2.15. Agora a
familia J = (KN | N € I) é uma base filtrada de subgrupos normais abertos de G contendo

K e pelo Lema 2.5 h), temos

NM|MeJ)=KN(N|Nel)=K.

Portanto, a terceira afirmacgao decorre da Proposi¢ao 2.15. 0

Lema 2.18 Seja f : G — A uma fungdo de um grupo profinito em um espago discreto.
Entdo f é continua se, e somente se, existe um subgrupo normal aberto N tal que f fatora

inteiramente G/ N.

Demonstracdo. Seré omitida, mas pode ser encontrada em ([35], p. 20). O

2.2.3 Completamento

Sejam G um grupo abstrato e / uma base filtrada ndo vazia de subgrupos normais
de indice finito. Chamamos um subconjunto de G aberto se, e somente se, G € uma uniao
de classes Kg de subgrupos K € I. Entdo G torna-se um grupo topoldgico (observe que
uma intersec¢ao K g1 N Kpgs de classes de dois subgrupos K1, K> ou € vazia ou uma classe
de K1 N K3). O completamento de G com respeito a I consiste de um grupo profinito Ge

um homomorfismo continuo j : G — Gcoma seguinte propriedade: sempre que 0: G — H
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¢ um homomorfismo continuo em um grupo finito H, existe um Unico homomorfismo

contfnuo 0 : G — H tal que 6 = 0 j. Observe o diagrama abaixo:
G—>G
A
0
H
Proposico 2.19 Seja G = hian/K e seja j uma aplicacdo g — (Kg) de G para G O
— KE

par ((A}, J) tem a propriedade da completamento de G com respeito a I.

Demonstracdo. Primeiro note que j € continua, pela Proposicdao 2.15. Seja 0 : G — H
dado. Como 0 € continua, ker 0 € aberto, assim ker © contém algum L € [. Defina
0:G — H sendo o produto da aplicacdo de G em G/L tomando cada elemento de sua
coordenada em G/L e o homomorfismo induzido Lg — 6(g) de G/L para H. Assim, 6 &
continua e € claro que 6 = ) j.-Se: G — H é um homomorfismo continuo satisfazendo
0 =@/, entdo Be ¢ agem sobre j(G), que é denso em G pela Proposi¢do 2.15 e, assim,

Q= 6, pelo Lema 2.2 e). O

Podemos mostrar que o completamento de G com respeito a I € unicamente
determinado. Reformularemos a definicdo de completamento em termos da propriedade

universal, como segue.

Proposicao 2.20 Sejam G e I como acima e suponha que G é um grupo profinito e
j:G— G um homomorfismo continuo. Os itens que seguem sdo equivalentes:

a) ((A?, J) satisfaz a propriedade do completamento de G com respeito a I.

b) Para todo grupo profinito H e um homomorfismo continuo 0 0 : G — H, entdo existe um

tinico homomorfismo continuo 0 : G — H que completa a comutatividade do tridngulo:

B

G

H

Demonstragdo. Para essa equivaléncia, precisamos mostrar apenas a) = b). Sejam 6 um
homomorfismo continuo e gy a aplicacdo quociente de H — H /M para cada M <, H.

Considere o diagrama abaixo para cada M:

— ™M H/M

G—>H
XGTA:
G
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Aplicando a definicdo de completamento para o grupo H/M, juntamente com a
aplicagdo g0, produzem uma unica fungdo 0, tal que o outro tridngulo comuta. Se
My < M3 e gu,m, € um homomorfismo Mh — Mh de H/M; — H/M,, entdo temos

am, = qMyM,qm, € assim
qmm, Om, J = quym, g, © = qu, 0 = 0O, J .-

Assim, pela unicidade de 6yz,, temos gas,m, 00, = On,. Como H = limH /M, segue da

definicdo de limite inverso que existe uma aplicacao 9 fazendo com que o lado direito
do triangulo comute para cada M. Contudo, o produto de 0 j € 8 com cada gy sdo
iguais. Para g € G, temos qy(8)(g) = qu0(g). Logo 0(g)(6(g))"" € ker qy = M.
Uma vez que vale para cada M e "M = 1, concluimos que ) j=0¢e 0tema propriedade
considerada. Suponha que 1G — H satisfaz T j = 6. Entdo (guT)j = gu0. Assim temos
quT = 0y pela unicidade de 6. Para u € G, temos gy (t(u)) = gy (8(x)) tal que
0(u)(t(u))~"! € ker gy = M. Uma vez vilido para cada M, concluimos que T = 6. O

Proposicao 2.21 Se (6\1 J1),s (6\2, J2) sdo completamentos de G com respeito a I, entdo

existe um isomorfismo . : G| — G, tal que o.j; = js.

Demonstracdo. Serd omitida, mas pode ser encontrada em ([35], p. 295). 0

Proposicao 2.22 Seja ((A?, J) a completamento de G com respeito a I. Entdo:
a) j(G) é denso em G e;

b)ker j= (K.
Kel
Demonstracdo. Seré omitida, mas pode ser encontrada em ([35], p. 26). Il

2.3 Teoria de Sylow

Muitos dos conceitos e resultados da teoria de Sylow de grupos finitos podem
ser transferidos diretamente para grupos profinitos. Os resultados da Teoria dos Grupos
Finitos serdo assumidos, suas demonstragdes podem ser encontradas em ([3], [4] e [23]).
Nesta se¢@o todos os subgrupos com os quais iremos trabalhar sdo subgrupos fechados e

quando nao forem serdo explicitamente indicados.
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2.3.1 Indices de Subgrupos e Teorema de Lagrange

Um ndmero de Steinitz (ou nimero supernatural) ¢ um produto formal
a=T[1p"?), onde p varia sobre um conjunto de nimeros primos, ¢ cada n(p) € NU {co}.
Sejam a, b dois nimeros supernaturais. Segue que ab = [ p“+?r. Definimos também o
mdc(a, b) = [[p""%: %) ¢ 0 mmc(a, b) = []p"“ @ ) ¢ dizemos que a | b (a divide
b) se ap < by, para todo p.

Se G é um grupo profinito e H um subgrupo de G, definimos o indice de H em
G como o nimero supernatural (G : H] = mmcy«,g|G/U : HU JU].

A ordem de G é o nimero | G |= [G : 1| = mmcy4,6[G/U].

Mediante essas informagdes, podemos provar a versdao do Teorema de Lagrange

para grupos profinitos.

Proposicao 2.23 Sejam H, K subgrupos de G tais que K < H < G. Entdo
|G:K|=|G:H||H:K|.

Demonstragao.

SeU <G, entdo [G:UK]=[G:UH][UH :UK]|=[G:UH][H:(UNH)K]e UNH <. H.

Assim [G : K| divide [G : H][H : K|. Reciprocamente, se N; <o G ¢ N2 <l H, entdo

N, > HNM para algum M <, G. Seja N =M NN;. Logo N <, G e [G : N{H][H : N2K]

divide [G: NH|[H : (NNH)K], que é igual a [G : NK]. Assim, |G : H|[H : K| divide [G : K].
O

Lema 2.24 Se {H,-, liel } € uma familia de subgrupos tal que para todos i, j € I existe
um indice k € I com H, < H; N\ Hj, entdo

| G:ﬂHi |=mmc([G: Hj||i€l).

Demonstracdo. Observe que pela Proposicao 2.23 o lado direito divide o lado esquerdo.
Agora, se U é um subgrupo aberto contendo (H;, entdo (\(H; N (G\U)) = 0. Entdo o
conjunto H; N (G\U) sdo todos fechados, e assim por compacidade

-
() (H;, N (G\U))
A=1

para algum conjunto finito {i;,i,...,i,}. Logo m . < U. Escolhendo k € I tal que

Hy < H;,paraA=1,2,...,r. Temos H, < U e \ G U | divide | G : Hy |. Portanto, o

resultado segue. 0
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2.3.2 Teoremas de Sylow

Definicao 2.25 Sejam G um grupo profinito e p um primo. Um p-subgrupo de Sylow de
G é um subgrupo P tal que | P | é uma (possivelmente infinita) poténcia de p e |G : P| é

coprimo com p.

Assim, p-subgrupos de Sylow sdo subgrupos pro-p maximais de G. O
normalizador Ng(H) de um subgrupo H de um grupo abstrato G é definido por
Ng(H)={g€ G| g 'Hg=H}, e é um subgrupo de G. Se G é profinito e H é fechado,
entdo Ng(H) é fechado.

Os resultados que seguem estendem os Teoremas de Sylow, conforme Teorema

1.18 de grupos finitos, para grupos profinitos.

Proposicao 2.26 Sejam G um grupo profinito, K um subgrupo normal e P um p-subgrupo
de Sylow de G. Entdo

a) KNP éum p-Sylow subgrupo de K;

b) KP/K é um p-Sylow subgrupo de G/K;

¢) G = Ng(Q)K para cada p-Sylow subgrupo Q de K;

d) H = Ng(H), sempre H é um subgrupo que contem Ng(Q) para algum p-Sylow
subgrupo Q de K.

Demonstragdo. Sera omitida, mas pode ser encontrada em ([35], p. 37). O

O lema a seguir € bem conhecido no caso onde o grupo G € finito (ver [5], 6.2.2,

6.2.4 para a prova).

Lema 2.27 Seja A um grupo de automorfismos coprimos de um grupo profinito G.

a) Se N é um subgrupo normal fechado A-invariante de G, entdo Cg/n(A) = CG(A)N/N.
b) Se H é um subgrupo pro-p A-invariante de G, entdo H estd contido em um
subgrupo pro-p A-invariante de Sylow de G.

c) Se A é um grupo abeliano elementar de ordem ¢*, entdo G = (Cg(a) | a € Au>.

Demonstragdo. Comentaremos a demonstragio do item a), os itens b) e ¢) ficam como
exercicio.
a) Como por hipétese N é fechado, entdo G/N tem indice finito, portanto segue

de modo andlogo ao caso de grupos finitos, conforme o Lema 1.19.
0J
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2.3.3 Subgrupos de Hall

Seja T um conjunto de nimeros primos. Um grupo finito ' é chamado nt-grupo
se todo primo divisor da | F | pertence a T.

Um grupo profinito é chamado grupo pro-m se ele € um limite inverso de
T-grupos finitos.

Segue do Teorema de Lagrange que a classe de ®-grupos finitos nao é fechada
somente para subgrupos e quocientes, mas também para extensoes, isto é, um grupo F
necessariamente pertence a classe de m-grupos finitos se tem um subgrupo normal E tal
que ambos E e F /E pertencem a classe de mt-grupos finitos.

Um subgrupo de Hall de um grupo profinito G é um subgrupo H tal que | H | e
| G : H | sdo coprimos. Mais precisamente, se T é um conjunto de primos, um subgrupo
H de G é chamado um m-subgrupo de Hall se | H | é divisivel somente pelos primos
emTe | G:H | édivisivel somente pelos primos que ndo estdo em 7. Temos que um
n-subgrupo de Hall de um grupo profinito sdo subgrupos pro- maximais, mas subgrupos
pro-T maximais nao siao necessariamente um 7t-subgrupo de Hall, mesmo quando G finito.

Seja p um ndmero primo. Um {p}-subgrupo de Hall de um grupo profinito
G é simplesmente um p-subgrupo de Sylow. Um {p} -subgrupo de Hall, onde {p}’
¢ o complementar de {p} em um conjunto de ndmeros primos, é chamado um

p-complemento de G.

2.3.4 Grupos Pronilpotentes

No intuito de dar uma caracterizag@o aos grupos pronilpotentes (limite inverso de
grupos nilpotentes finitos), similar a caracterizacdo realizada na Se¢do 1.2, necessitamos

descrever um isomorfismo entre produtos cartesianos e grupos profinitos.

Lema 2.28 Seja {H,- liel } uma familia de subgrupos normais de um grupo profinito G.

Suponha que G é o fecho do subgrupo abstrato gerado pela UH,-. Para cada i, seja K; o
icl
fecho do subgrupo abstrato gerado pela U H;. Se ﬂKi =1, entdo G = HHi'
J#i icl i€l
Demonstracdo. Para cada i, temos K; <G e além disso K; N H; = 1 e K;H; € um subgrupo
fechado contendo U H;. Assim, G = K;H,. Portanto G/K; = H;, para cada i. Definimos

JEI
0:G — []G/Ki
g — (Kig)

e obtemos que ker@ = NK; = 1 e ¢ € continua, desde que a composta com cada fun¢do

projecdo seja continua. Vamos provar que @(G) é denso no produto cartesiano. Uma vez
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que G é também compacto, portanto fechado, segue que @ € sobrejetora e portanto € um
isomorfismo de grupos profinitos, pelo Lema 2.2 d). Agora ¢(H;) consiste de todos os

elementos (¢;) do [[G/K; tais que ¢; € trivial para todos i # j. Assim, @(G) contém
D ={(c;) | ¢i =1, para uma quantidade finita de indices i},
no entanto cada conjunto aberto ndo vazio no [[G/K;, contendo um conjunto da forma
U :ni_ll(Ul)ﬂnlz](Uz)ﬂ...nfl(Un),
onde m;, denota a fungdo proje¢do para G/K;, e Uy é um subconjunto ndo vazio de

G/Ki

cartesiano, como queriamos. O

paract=1,2,...,r, temos que U ND é ndo vazio. Assim @(G) é denso no produto

o

Proposicao 2.29 Seja G um grupo profinito. As afirmacdes que seguem sdo equivalentes.
a) G ¢ pronilpotente;

b) Cada subgrupo de Sylow de G é normal em G;

¢) G é (isomorfo ao) o produto cartesiano de seus subgrupos de Sylow;

d) Ng(U) # U para cada subgrupo normal préprio U de G.

Demonstracdo.

a) = d) Sejam U um subgrupo préprio em G e N a interse¢do dos conjugados de
U. Assim N <U e N <, G; além disso G/N é nilpotente pela Proposi¢do 2.14. Portanto,
Ng(U) # U a partir da implicagio a) = d) do Teorema 1.18.

d) = b) Seja P um subgrupo de Sylow e U um subgrupo normal aberto contendo
Ng(P). Pela Proposi¢do 2.26 d), temos U = Ng(U) e segue que U = G, pelo item d).
Como Ng(P) é a intersec@o de subgrupos abertos o contendo, concluimos que Ng(P) = G
e que P € normal em G.

b) = ¢) Sejam I um conjunto de nimeros primos divisores de | G | e {P; |i € I}
o conjunto dos subgrupos de Sylow de G. Para cada i, seja K; o fecho do grupo abstrato
gerado pela U P;. Note que | K;
p divide K; /]1\7 para algum subgrupo M <1, K;. Somente uma quantidade finita de grupos

€ coprimo com i. De fato, se o primo p divide Kj, entao

MP;/M nao sao triviais e K;/M é o produto destes grupos. Concluimos que p divide P;
para algum j # i e que p # i.

Segue que K; N P; = 1 para cada i e que NK; = 1. Todo grupo profinito € o fecho
do grupo abstrato gerado por todos os subgrupos de Sylow, uma vez que este fecho tem
claramente indice 1. Portanto, aplicando o Lema 2.28 segue o resultado.

c) = a) Como p-grupos finitos sdo nilpotentes, grupos pro-p sdo

pronilpotentes e pelo coroldrio 2.16 qualquer produto cartesiano de grupos
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pronilpotentes € pronilpotente. 0J

2.3.5 Automorfismos Livres de Pontos Fixos

Agora, finalizamos os resultados sobre grupos profinitos analisando o Teorema
de Thompson que afirma que para cada primo p existe um natural ¢, com a seguinte
propriedade: se G é um grupo finito tendo um automorfismo o de ordem p tal que
{g € G|a(g) =g} =1, entdo G ¢ nilpotente de classe no maximo c,. O teorema no se
sustenta quando G € profinito. A diferencga surge porque no caso finito a hipétese implica
| G|=1 mod p (uma vez que os elementos que ndo sdo identidades sdo permutados em

oOrbitas de tamanho p por a), de modo que | G

€ primo com p, de modo que isso nao

ocorre para grupos profinitos.

Lema 2.30 Sejam G um grupo profinito e o um automorfismo continuo de G cuja ordem
é uma poténcia finita de um primo p. Suponha que K é um subgrupo normal Q-invariante
de G. Se | K | é coprimo com p e cada classe Kx # K ¢ levada nela mesma por ¢, entdo

existe um elemento y € Kx que é fixado por Q.

Demonstracdo. Seja
S={N|N<.G,N=0a(N)}.

Fixe N € S. Agora Kx é uma unido de n classes (NNK)hx onde
n=|K:NNK|enécoprimo com p. Como a(Kx) =Kxe a(NNK) =NNK, as n
classes (NN K)hx sdo permutdveis por e, assim, ja que cada érbita tem tamanho 1 ou
uma poténcia de p, podemos ter uma 6rbita {(N N K)hx} de tamanho 1. Assim, para cada
N o conjunto

R(N) ={y € Kx|a(y) € (NNK)y}

€ ndo vazio e, sendo uma unido de quantidade finita de classes de N N K, isto é: fechado.

Se M, N€ S e M <N, entdo claramente R(M) C R(N). Por compacidade, segue que
q—1
existe um elemento y € NR(N). Portanto se L <I, G, entdo [ | o (L) € S, onde ¢ é a ordem
i=0
de oL e, assim, ﬂ (N) = 1. Desta forma:
NeS

a(y) € [JWNK)y=((((N)NK)y={y},

Ne§ Ne§

0 que completa a demonstragcdo do lema. 0
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Relembramos da Secdo 1.2 que um grupo G ¢ nilpotente se Z.(G) = G para
algum ¢, onde Z.(G) é o c-ésimo termo da série central. O menor valor de c tal que isso
acontece € chamado classe de nilpoténcia de G. Podemos também verificar que se G é
nilpotente de classe no maximo ¢, entdo cada subgrupo de G também o €, e ainda que se
{Gi liel } ¢ uma familia de grupos nilpotentes de classe no maximo ¢, entdo HGi é
nilpotente de classe no maximo c¢. Assim pela Proposi¢c@o 2.10 o limite inverso del;‘upos

nilpotentes finitos de classe no méximo c¢ € nilpotente de classe no méximo c.

Teorema 2.31 Seja G um grupo profinito de ordem coprima com um primo p. Suponha
que exista um automorfismo continuo o. de G de ordem p tal que {g € G| o(g) =g} = 1.

Entdo G é nilpotente de classe no mdximo cp.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.30, os subgrupos normais N <, G tais que N* = N tem
intersegdo 1 e, assim, é suficiente mostrar que G/N ¢ nilpotente de classe no maximo
c¢p para cada N. Se ndo o Teorema de Thompson para grupos finitos, aplicado para um
automorfismo de G/N induzido por o dd uma classe Nx # N tal que (Nx)* = Nx temos
entdo pelo Lema 2.30, que existe y € Nx, fixado por o, o que contradiz a hipdtese de que

{geGla(g)=¢} =1 O



CAPITULO 3

Algebras e Anéis de Lie

3.1 Anéis de Lie

Definicdo 3.1 Um anel L com a operagdo de multiplicacdo denotada por [ , | é chamado
um anel de Lie se satisfaz os seguintes axiomas:

1) [x,x] =0, V xeL;

2) [x,y,2] + [y,2,x] + [2,x,] =0 V x,y,z € L (Identidade de Jacobi).

Observe que a propriedade antissimétrica é verificada pelo item 1):

e+ y,x+y] = 0= [x,x] + [x,y] + [y, x] + [v,5] = 0 = [x,y] = —[y,x].

Se X € um subconjunto de L, denotaremos por <X > o subanel gerado por X e
+<X > o subgrupo que X gerado como grupo aditivo de L. Sejam X e Y subconjuntos de

L. Definimos

X+Y={x+y| x€X eyeY},

XY= ({le)]| xeX eyer))

Um subconjunto I de L é chamado um ideal de L, se [L,I] C I, ou de modo
equivalente, [/,L] C I. Usando a propriedade de antissimetria, obtemos que as nogdes de
ideais a esquerda, a direita e bilateral coincidem em algebras de Lie. Logo, se X e Y sdo
ideais de L, entdo X +Y e [X,Y] também o sdo.

O centralizador C1(X) do conjunto X C L é um subanel de L, definido por

Cr(X) ={yeL|[X,y]=0}.
O normalizador em L de um anel X é um subanel de L, definido por

N(X)={yeL|[X,y] € X}.
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De modo andlogo ao que foi feito para grupos, obtemos a série central superior,

a série central inferior e a série derivada de uma dlgebra de Lie. Fagamos

Zo(L) =0, Zy(L) =Z(L), Zis\(L)={x€L|[Lx] CZ(L)}, i=1,2,...

A série
Zo(L)CZ(L)C---CZ(L) -,

€ chamada a série central superior de L. Fagcamos

LO=r W= =1, L) =10 O] i=0,1,2,...

(L) =L, Yis1(L) =[vi(L),L], i=1,2,...

As séries
LOorM o o) 5.

NL)27(L) 2 2%(L) 2 -

sdao chamadas série derivada de L e série central inferior de L, respectivamente.

Um comutador [...[[a;,az],a3],...,a;] serd denotado por [aj,as,...,ar] e é
chamado de comutador simples em L. As defini¢des de solubilidade e nilpoténcia sdo
similares para Anéis de Lie, como feito para grupos.

Um anel de Lie L é dito soltivel se existe um nimero natural k tal que L&) = 0.
O menor k tal que L% = 0 é chamado de comprimento derivado de L e é denotado por
dIL.

Um anel de Lie L é chamado nilpotente se existe um nimero natural k tal que
Yk+1(L) = 0. O menor nimero k tal que Y11 (L) = 0 é chamado classe de nilpoténcia de
L e é denotado por c/L.

Os dois teoremas que seguem sdo apresentados sem as devidas demonstracoes,

pois sdo completamente analogas a de grupos e podem ser encontradas em [30].

Teorema 3.2 Sejam L um anel e k um niimero natural. Entdo:

a) O ideal (L) contém todos os comutadores de peso > k em elementos de L;

b) O grupo aditivo de Y (L) é gerado pelos comutadores de peso > k;

c) Se L = <M >, entdo o grupo aditivo Y(L) é gerado por comutadores simples de
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peso > k em elementos de M;
d) L) C Yo (L). Em particular, se L é nilpotente de classe no mdximo 2K 1, entdo L é

soliivel e o comprimento derivado é no mdximo k.

Teorema 3.3 Em qualquer anel de Lie L sdo equivalentes as seguintes afirmagcoes
a) Yer1(L) = 0;

b) [x1,x2,...,%k+1] =0, para todos xy,x3,..., X1 € L;

c)Zx(L) =L;

d)Yi(L) CZy_i11(L), para cada i=1,2,... . k+1.

3.1.1 Algebras de Lie

Definicao 3.4 Seja R um anel (ndo necessariamente comutativo nem com 1). Um

R-modulo a esquerda ou um R-modulo sobre R é um conjunto M junto com

a) uma operagdo bindria + sobre M sobre a qual M é um grupo abeliano
b) uma agdo de R sobre M (isto é, uma fungcdo R x M — M) denotado por rm, para

todo r € R e para todo m € M, satisfazendo para todos r,s € R, m,n € M:

1) (r+s)m=rm+ sm;
2) (rs)m =r(sm);
3) r(m+n)=rm+rn.

Se o anel R tem o elemento unidade I impomos o axioma adicional:
(d) 1Im =m.

Se L € um anel de Lie no qual o grupo aditivo € um R-mddulo, entdo L € chamado

dlgebra de Lie sobre R, com a condi¢do que
(e) rla,b] = [ra,b] = [a,rb], paratodos re Reaeb € L.

Em particular, todo anel de Lie pode ser visto como uma dlgebra de Lie sobre Z.
Quando R é um corpo, a definicio de R-mddulo € justamente a definicdo de

espaco vetorial sobre R. Assim,

modulos sobre um corpo F sdo espagos vetoriais sobre F.

Definicao 3.5 Sejam R um anel e M um R-médulo. Um R-submédulo de M é um subgrupo
N de M o qual é fechado para a acdo dos elementos do anel, isto é, rn € N, para todos
reRencN.



3.1 Anéis de Lie 63

Nos casos onde R € um corpo, submddulos sdo subespacos.
Exemplo. (Z-médulos) Sejam R = Z, A qualquer grupo abeliano (finito ou infinito) e
escreva a operacao de A como +. Podemos fazer de A um Z-mdédulo como segue: para

quaisquer z € Z e a € A, defina

a+a+---+a (nvezes), sen>0
na = 0, sen=0

—a—a—---—a (—nvezes), sen<O0.

(Aqui 0 € a identidade do grupo aditivo A). Esta acdo de Z sobre A faz de A um Z-
modulo, e os axiomas de mddulo mostram que esta € a Unica acdo possivel de Z sobre
A fazendo dele um Z-médulo com unidade. Por conseguinte, todo grupo abeliano € um
Z-modulo. Inversamente, se M € qualquer Z-mddulo, entdo M €, a principio, um grupo

abeliano. O mesmo vale para Z-submddulos e subgrupos de grupos abelianos.

3.1.2 Produto Tensorial de Modulos

Nesta secdo apresentamos o produto tensorial de dois R-médulos M e N onde
R ¢ um anel (ndo necessariamente comutativo) contendo 1. O produto tensorial é em
geral uma constru¢@o que nos permite formar um novo médulo no qual podemos tomar
"produtos" mn de elementos m € M e n € N. Consideraremos considerar uma motivacao
interessante para se construir esse produto tensorial, que € a "extensao de escalares".

Vamos supor primeiramente o caso mais trivial. Suponha que o anel R € um
subanel do anel S e que N € um S-mddulo a esquerda. Entdo, naturalmente N pode ser
considerado como um R-mdédulo a esquerda, pois os elementos de R, sendo elementos de

S, agem sobre N por hipétese. Observando os axiomas de mddulos, temos neste caso que
(sr)n=s(rn), paratodos s€S,reéR e neN. (3-1)

De modo mais geral, se f : R — S € um homomorfismo (de anéis) do anel R no anel S
(por exemplo, a aplicacdo identidade de S restrita a R se R for um subanel de S) entdo é
facil ver que N pode ser considerado como um R-médulo com rn = f(r)n, parar € R e
n € N. Nesta situagdo, S pode ser considerado como uma extensao do anel R e o R-mddulo
resultante € dito como obtido a partir de N pela restri¢do dos escalares de S para R.
Agora inversamente do que foi feito no pardgrafo anterior, suponha que R é um
subanel de S. Vamos comecar com um R-mddulo N e busquemos obter a partir deste
uma estrutura de um S-moddulo sobre N ("estendendo os escalares" a partir de R até S).
Isto em geral € impossivel, mesmo na situacdo mais simples: o anel R € ele proprio um

R-médulo, mas geralmente ndo é um S-mdédulo para um anel S maior. Por exemplo, Z € um
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Z-mbdulo, mas ele nao pode ser considerado como um (Q-médulo (se isto fosse possivel,
entao % o1 = z deveria ser um elemento de Z com z+ z = 1, sendo portanto impossivel).
Mas observe que mesmo Z nao sendo um Q-médulo, Z esta contido no Q-médulo Q.
Neste caso podemos entdo dizer que existe uma injecao, também chamada de imersao, do
Z-médulo Z no Q-médulo Q. A partir desta discussdo, se torna interessante saber se um
R-mo6dulo N pode ser imerso como um R-submoddulo de algum S-mddulo, ou de maneira
mais geral, saber quais homomorfismos de médulos existem de N no S-mdédulo.

Para ilustrar o que foi dito no pardgrafo anterior, apresentamos o seguinte
exemplo. Suponha que N é o grupo abeliano finito Z/27Z e considere os possiveis
homomorfismos do Z-médulo N em algum (Q-mdédulo. Observe que em N todo elemento
tem ordem finita, enquanto todo elemento nao nulo do Q-médulo tem ordem infinita
(aditivamente). Logo todo elemento de N deve ser levado em O por tal homomorfismo.
Sendo assim, ndo existe nenhum homomorfismo nao nulo de N em algum Q-médulo,
muito menos imersdes de N identificando N como um submédulo de um (Q-médulo.

Vimos até aqui que dois R-mddulos podem ter comportamentos diferentes
quando tentamos "estender os escalares". O que vamos fazer daqui para frente é construir
para um R-médulo geral N um S-médulo que é o melhor possivel na tentativa de incluir
N. Veremos que estes modulos determinam os possiveis homomorfismos de R-mddulos
N nos S-moédulos. Vamos comecar a construcdo retornando aos axiomas de médulos a fim
de examinar se podemos definir produtos da forma sn, coms € Sen € N.

Iniciemos entdo com o grupo abeliano N junto com uma fungdo S X N em
N, onde a imagem de um par (s,n) é denotado por sn. Entdo podemos considerar o
Z-modulo livre sobre o conjunto S X N, isto €, a colec¢ao de todas somas comutativas finitas
de elementos da forma (s;,n;) onde s; € S e n; € N. Isto nos dd um grupo abeliano onde
ndo hé relacdes entre quaisquer pares distintos, isto €, nenhuma relacao entre os "produtos
formais" sn. A fim de satisfazer os axiomas de S-moédulo e a relacdo de compatibilidade
com a acdo de R sobre N em (3-1), devemos tomar o quociente deste grupo abeliano pelo

subgrupo H gerado por todos os elementos da forma

(Sl +52an) - (Shn) - (‘927”)7
(s,n1+n2) —(s,n1) —(s,m2) e

(sr,n) — (s, rn),

onde rn refere-se a estrutura de R-moédulo ja definida sobre N.
O resultado do grupo quociente é denotado por SQr N e é chamado o produto
tensorial de S e N sobre R e seus elementos sdo chamados fensores e podem ser escritos

como uma soma finita de tensores da forma s @ n. Se s ® n denota a classe contendo (s, n)
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em SQx N, entdo pela definicdo do quociente temos as seguintes relacdes:

(s14+52)®@n = s1@n+s50n
s@(n+n) = s@n+sQny

sr®n = sQrn.

Nao € dificil mostrar que o produto tensorial € um S-médulo a esquerda sobre a

acdo definida por
s| Y sion | =Y (ssi)@n;.
finito finito

SQrN é chamado o S-maodulo (a esquerda) obtido pela extensao de escalares a
partir do R-médulo (a esquerda) N.

Existe uma aplicacdo natural 1 : N — S@p N definida por n +— 1 ®n. Nao é uma
tarefa dificil provar que esta aplicagdo é um homomorfismo. O que devemos perceber é
que em geral 1 ndo € injetiva, o que significa que, S @ r N nem sempre precisa conter uma

cOpia isomorfa de N.

Exemplo.

Sejam R = 7Z, S = Q e seja A um grupo abeliano finito de ordem n.
Neste caso, o Q-médulo Q ®7 A obtido pela extensdo dos escalares a partir do
Z-mo6dulo A € 0. Para ver isto, observe primeiro que em qualquer produto tensorial
10=1®(0+0)=1®04+1®0, donde

1®0=0.

Agora, para qualquer tensor g ® a, podemos escrever o niimero racional g como

(g/n)n. Mas como na = 0 em A, temos

gRa= (%n) ®a= %@(na) =(¢g/n)(120)=0.

Donde segue que Q ®7 A = 0. Em particular, a fungdo1: a — SQrA € a aplicagdo nula.
Em particular, se A é ndo trivial, o0 Z-mdédulo original ndo estd contido no Z-mddulo

obtido pela extensdo dos escalares.

Definicao 3.6 Seja G um grupo abeliano. Um anel de Lie L tem uma G-graduagdo ou é
G-graduado, se para cada elemento g € G corresponde um subgrupo Lg do grupo aditivo

de L tal que
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a)L=Y L ;
gi€G
b) [Lg;,Lg;] = Lgyg;, para todos gi,g2 € G.

Qualquer elemento de L, chama-se homogéneo. Observe que a condi¢do a)
da definicdo acima nos diz que todo elemento de L € uma soma finita de elementos

homogéneos que sdo unicamente determinados. Se
X=xp+tx1+x2+-+x

¢ a decomposi¢do de um elemento x € L, entdo os elementos x; chamam-se componentes
homogéneas de x.

Exemplo. Se L ¢ uma C-dlgebra de Lie e @ é um automorfismo de L de ordem finita n,
entdo o grupo aditivo de L decompde-se como um C-espago vetorial na soma direta dos

auto-espacos da transformacao linear @:
L=Ly®L & DLy,

onde L; = {l € L|l‘P =i}, i=0,1,...,n—1, e ® é uma n-ésima raiz primitiva da
unidade. Temos também que [L,,Lp] C L, p, onde a,b,a+ b sdo residuos médulo n, pois
seja x € Lyyp, entdo x® = 0?Px. Sejam m € L, e n € L,. Assim m® = @%m e n® = o’n.

Logo

b a+h[

[m,n]® = [m® n® = [0m,®’n] = ©*"°[m,n] = Ly, Lp) C Lyyp,

e com esta decomposi¢do temos uma Z/nZ-graduagio de L.

Observe que se e € o elemento identidade de G, entdao L, € um subanel de L, pois
da defini¢do acima temos [L,,L.| C L,. Outro fato nao dificil de notar é que se temos uma
G-graduagdo para o anel de Lie L, conseguimos a partir desta uma G-graduagdo para os

termos da série derivada do anel de Lie L, da seguinte forma:

Wetnn e = % )

hl.hzzg

Se ® € uma n-€sima raiz primitiva da unidade, entdo podemos construir o anel
7o) = Zo® Za & - S Zo® W
onde ¢(n) é a funcdo de Euler.

Como j4 foi dito anteriormente, todo anel de Lie L pode ser considerado como

uma dalgebra de Lie sobre Z. Dai, como Z|®| e L sdo Z-mddulos, podemos definir o
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produto tensorial L ® Z[®]|, onde este naturalmente se torna um anel de Lie sobre Z[w)]

com as operagdes

b(a1 ®by) =a) ®bby;
[a1 ®@by,a2 @ by] = [a1,a2] @ b1bs.

Em se tratando de um anel de Lie (dlgebra de Lie) e o anel Z[w] (de dimensdo
finita sobre Z) temos que o anel de Lie L pode ser imerso em L ® Z[®] pela aplicagio
[ — [ ® 1, pois neste caso a Unica maneira de [ ® 1 ser zero € quando / = 0, o que mostra
que o nucleo s6 tem o elemento trivial, sendo portanto uma aplicacao injetiva.

Cada automorfismo ¢ de ordem n de um anel de Lie L € dito semissimples se,
com anel base Z se estendido para o anel Z|®| como descrito acima, o grupo aditivo

L =L®Z[w] se decompde em uma soma direta dos autoespacos da transformacio linear

Q:

onde L; = {I € L|I® = [} é um subgrupo aditivo chamado de ¢-componente correspon-
dente ao autovalor @'. Ao contrario da defini¢do usual, neste contexto usamos o termo
"autovalor" ainda que L; = 0.

Outro exemplo similar ao caso de L ® Z|w| é se L é uma élgebra de Lie sobre

FF,[®]. Podemos considerar a dlgebra de Lie L = L@ F,[®] e L também estd imersa em L.

3.1.3 Derivacoes

Para descrevermos sobre derivagdes precisamos relembrar alguns fatos basicos

envolvendo anéis.

Definicao 3.7 Sejam A e B anéis e f : A — B uma fungdo. Dizemos que f é um
homomorfismo de anéis, se valer:

a)f(a+Db) = f(a)+ f(b), para todos a, b € A;

b)f(a-b) = f(a)- f(b), para todos a, b € A.

Observe que as operagdes + e - a esquerda da igualdade acima s@o as operacdes
de A, enquanto que as operacdes + e - a direita da igualdade sdo as operacdes de B.

Se A e B sdo anéis e f : A — B € um homomorfismo injetor, dizemos que
f € um monomorfismo. Se f é um homomorfismo sobrejetor, dizemos que f € um
epimorfismo. Se f é um homomorfismo bijetor, dizemos que f € um isomorfismo. Neste
ultimo caso, dizemos que os anéis sdo isomorfos e denotaremos por A = B. Quanto temos

um homomorfismo f : A — A, chamaremos f de endomorfismo.
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Algebra Linear Geral. Seja V um espaco vetorial de dimensio finita sobre um
corpo F , digamos dimV = n. Denotamos por EndV o conjunto de todas as transformacoes
lineares de V em V . Como um espaco vetorial sobre F, EndV possui dimensio n? e EndV
¢ uma dlgebra associativa em relacio a operacdo do produto usual. Definamos uma nova
operagdo [x,y|] = xy — yx, o comutador de x e y. Com esta operacdo, EndV se torna uma
algebra de Lie sobre F. Para distinguir esta nova estrutura algébrica da dlgebra associativa
formada pelas transformacdes lineares em V com o produto usual, vamos escrever gl(V)
para EndV visto como élgebra de Lie e a chamaremos de dlgebra Linear Geral, este nome
¢ devido ao fato de estar relacionada com o Grupo Linear Geral GL(V'), que consiste de

todos os endomorfismos inversiveis sobre V.

Definicao 3.8 Seja L uma dlgebra de Lie sobre K. A funcdo D : L — L é chamada
derivagdo de L se: |a,b]P = [aP,b] + [a, bP)].

O conjunto de todas as deriva¢des L serd denotado por D(L). Se Dy, Dy € D(L)
e o, € K, entdo a combinacgio oD + BD; é derivacéo de L.
Podemos verificar também que [Dy,D,] = D1Dy — DD € D(L), pois:

[a, b] [Dy,D>] [a, b]DlDZ*Dle

_ [a7b]D1D2 . [a,b]Dle
= (la™, 8]+ [a.6™])" = (la™,b] + [a,67)

= 0”25+ [0, 6P = [P bl — a5

_ [aDlDZ_D2D1’b]+[a,bDlDZ_DZDI]

_ [a[Dl,Dzl + [a,b[Dl’DZ]].

Agora seja I um ideal de uma 4dlgebra L. Para todo b € L, definimos a fun¢do

Essa funcdo € uma derivacdo, pois se verifica a Definicdo 3.8, conforme segue:
[aﬂb]g = [[a7b]7b] = _[[bab]aa] - Hbva]7b] = Ha?b]vb] + [aa [bab]] = [ayab] + [a,bg]'

Exemplo. Seja L uma élgebra de Lie. Se x € L, a aplicagdo que leva y € L em [x,)]
¢ um endomorfismo de L, o qual denotaremos por adx. Escrevemos adx(y) = [x,y].
Claramente, adx é uma derivacdo, basta utilizar a Identidade de Jacobi e obteremos a

seguinte igualdade

[x, v, 2]] = [[x, 5], 2] + [y, [x,2]], para todo x,y, z €L,
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ou seja,
adx([y,z]) = [adx(y),z] + [y, adx(z)].

Portanto, adx € D(L).

Lema 3.9 A aplicacdo ad : L — gl(L), definida por ad(x) = adx é um homomorfismo.

A aplica¢do L — D(L) que leva x em adx é conhecida como a representagdo

adjunta de L.

Definicao 3.10 Um elemento a € L é chamado ad-nilpotente se existe n € N tal que
[x,na] =0, para todo x € L. Se n é o menor niimero natural com esta propriedade, dizemos

que a ¢é ad-nilpotente de indice n.

Observacao: Se L ¢ nilpotente, entdo todos os seus elementos sdo ad-nilpotentes.

Agora considere 0 homomorfismo

o:L — D(I)
b +— b®=h,

Observe que seu nicleo coincide com o centralizador Cr(I), pois
Ker(@) ={beL|b®=0}eCr(Il)={beL]||[l,b]=0}.

Definiremos o produto semi direto de duas 4dlgebras: dadas A e B
duas dlgebras sobre um anel K e um homomorfismo & : B — D(A) considere
AXB={(a,b) |a€ Aebc B} com as operagdes definidas por:

e Multiplicacdo:
) )
[(a1,b1), (@2,52)] = ([a1,a2) — a3 " + ;™ [b1,b2));
e Adicao:
(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + a2, b1+ ba);
e Multiplicacdo por escalar:

o(ay,b;) = (0ay,0b), paratodos aj,ay €A e by,by € B

3.2 Identidades Polinomiais para Algebras de Lie

Lembramos que um elemento a € L € ad-nilpotente se existe um nimero natural
n tal que [x,,a] = 0, para todo x € L. Se n é o menor inteiro que satisfaz essa propriedade
dizemos que a € ad-nilpotente de indice n. Denote por F a dlgebra de Lie sobre R com
geradores livres enumeraveis x1,x3,x3,--- Seja f = f(x1,x2,...,X,) um elemento de F

diferente de zero. A élgebra de Lie L satisfaz a identidade f =0 se f(ay,az,...,a,) =0
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para quaisquer aj,ap,...,a, € L. Neste caso, L satisfaz uma identidade polinomial e
dizemos que L € PI. Um resultado bem conhecido de Zelmanov diz que se uma P/-algebra
de Lie L € finitamente gerada onde qualquer comutador em seus geradores € ad-nilpotente,
entdo L é nilpotente ([37], III (0,4)). Usando esse resultado e alguns argumentos rotineiros,

podemos deduzir o préximo teorema.

Teorema 3.11 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo R gerada por ay,as,...,apy.
Assuma que L satisfaz uma identidade f = 0 e que cada comutador nos geradores
a,ap,...,any € ad-nilpotente de indice no mdximo n. Entdo, L é nilpotente de classe
{f,n,m,R}-limitada.

Demonstracdo. Considere a R-dlgebra livre m-gerada F;,, com geradores f1,f2,...,fm €
seja T o ideal de F,, gerado por todos os valores de f nos elementos de F;, e por todos
os elementos da forma [g,, c|, onde g € F,, e ¢ € um comutador arbitrdrio nos f;. Entdo,
o quociente F /T satisfaz as hipéteses do resultado de Zel’manov citado no pardgrafo
anterior e portanto é nilpotente de classe u = u(m,n, f,R). Temos que L é uma imagem
de F /T pelo homomorfismo induzido pela aplicagdo f; — a;. Portanto, L é nilpotente de

classe no maximo u. |

Um importante critério para uma dlgebra de Lie ser PI € o seguinte:

Teorema 3.12 (Bahturin-Linchenko-Zaicev). Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo
R. Assuma que um grupo finito A age sobre L por automorfismos tal que Cr(A), a
subdlgebra formada pelos elementos fixos, é Pl. Assuma ainda que a caracteristica é

zero ou coprima com a ordem de A. Entdo, L é PI.

Esse teorema foi primeiro demonstrado para o caso onde A € soltivel por Bahturin

e Zaicev [1] e mais tarde estendido para o caso geral por Linchenko [19].

3.3 Associando um Anel de Lie a um Grupo

Existem algumas maneiras de obter um anel de Lie associado a um grupo G.
Nesta secdo apresentamos uma forma de construir um anel de Lie a partir de um dado
grupo G, utilizando a conhecida série de Jennings-Lazard-Zassenhaus e obtendo um anel

de Lie sobre o corpo com p elementos [, onde p € um niimero primo.

3.3.1 A Série de Jennings-Lazard-Zassenhaus e a Algebra de Lie

Correspondente

Lema 3.13 Sejam G um grupo e G =v(G) > 12(G) > --- a série central inferior de G.

Temos que:
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a) Se x,y sdo elementos de G, entdo paran > 1,

n
(xy)?" =2y mody> (G [ Ty (G)P" "
r=1
b) Se x, y sdo elementos de G e H é um subgrupo de G tal que x e [x,y| pertencem a H,

entdo paran > 1,

", y] = [x,y]” mody (H)" [ v (H)P" "
r=1

Demonstragdo. Seja R =7, (G H Yy (G)p"~". Pela Férmula de Compilagdo de Phillip

Hall ([16], p.25), existe um elemento ci € YI(G), com i =2,...,p", de tal forma que

n n n s n . .
Xyl = (xy)? c§2)...cpn. Se (i,p) =1, entdo (¥) é divisivel por p", e para i > 1,

P . P!
ci( ) € 72(G)? <R. Agora, se i =p’"j,comr>1e (p,j) =1, entdo cl.< ) é divisivel

pn n—r 1 n 7
por p""ei> p". Assim, cl.( ) €Yy (G)? < R. Portanto, x” y? = (xy)” modR e o
item a) segue.

Consequentemente,

n
7

(e )P = 2" [x 3] modva (H)Y T v (H)p" "

r=1

Mas, (x[x,y])?" = ()P = (x”")Y = x”"[x"",y] e o resultado segue. O

Lema 3.14 Se n >0, entdo [v;(G)"",y;(G)] < HYJJHP

Demonstracdo. Seja R = yj+,~pr(G)pn_r. Como R é normal em G, € suficiente mostrar que

[x?",y] € R para quaisquer x € Y;(G), y € ¥;(G). Pelo item (ii) do Lema 3.13,
3] = [x,y]”"  mod y,(H H Yor (H)p" ™",

onde H = (x,[x,y]). Entdo Y»(H) é o fecho normal de [x,y,x] em H. Assim, temos
que Y2(H) < 2i4j(G). Como H < 7v;(G), segue que Yi(H) < Ymi+;(G), para todo
m > 2. Logo Yy (H)P"" < vyt j(G)P"" < R, para r = 1,...,n. Também temos que
N(H)P < ¥ (G < R e [x,y]"" € y11(G)P" < R. Portanto, [x”',y] € R, como

queriamos. 0
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Definicao 3.15 Para qualquer niimero natural n e um primo p, faca

= I1 w(6)"

ipk>n

Temos que Dy, (G) é um subgrupo caracteristico de G e obtemos a seguinte série:
G=D1(G) >D3(G) >---Dy(G) > ---.

Note que é possivel que D,,_1(G) = D,(G) < Dp41(G). Se G for um grupo abeliano,
entdo D, (G) = G”", onde k € o menor inteiro tal que p* > n. Assim, D,(G) = G se
pF=1 < n < p*. Se G for um p-grupo finito entio, D, (G) = ®(G) é o subgrupo de Frattini
de G. Agora, se G e um grupo de expoente p, entdo D,(G) = ¥,(G), para todo n.

A série D,,(G) é central em G e para mostrar isso precisamos dos seguintes lemas.

h
Lema 3.16 Suponha quei,j>1eh>0. SejaR = H'Yiﬂpr(G)phfr. Sexcvi(G)en>2,
=0

h —r
entdo yn(<x,R>) < HYinﬂpr(G)p}

r=0
Demonstragdo. Usamos indugdo sobre n. Para n = 2, temos Y»({x,R)) = [R,(x,R)].
Como (x,R) < Yi(G), segue que Y»((x,R)) = [R,Yi(G)]. Para n > 2, temos

Y ((x,R)) < [¥Ya=1({x,R)),Y¥i(G)]. Usando a defini¢io de R para n =2 e a hipétese

de indugdo para n > 2, segue que paran > 2,

h—r

h
Wa((6R)) < [[1¥n-113(G)" WG],

Aplicando os Lemas 3.14 e 1.12, temos que

h—r

h
W((xR) < ] ln-14(G)7 %(G)]
r=0
h h—r hers
< HH [’Yz—o—p $(in—14jp” )<G>p »Yi(G)}
r=05=0
< H ’Ym+]p’+‘ h—’—s,
+s<h
pois i+ p’in — p’i > in. E assim se verifica o Lema. 0

Lema 3.17 Sejam i, j > 1e h,k > 0. Entdo [yi(G)"",y;(G)""] < D, G).

ipk+jph (
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Demonstragdo. Suponha que x € Y;(G) e y € ¥;(G). Sejam z = [x, yl’7 = (x,z). Pelo
Lema 3.13 b), temos:

k
W 37" =[x,y 17 =2 mod ya(H H

h
Para n = 1,...,p*, defina H, = HYin+jpr(G)ph " Pelo Lema 3.14, 7 € Hy. Assim
-0

r=
H< <x,H1> e pelo Lema 3.16, v,(H) < H,. Portanto,

R n phm
[xP P ] e H H
m=0

h—r

FagaR=D, i, ;,i(G). Se m+h—r >k, entdo, pela defini¢do de D;, Yipm+ jpr (G)P < R.

Assim, se s = max (m+h—k+1,0), entdo,

h
Hpn < RHYiperjp’(G)p < Ry s (G)-

r=s

Logo,

pk—m pkfm
Hpm S R'Yip"“rjps (G) - Ra
pois ipk + jptk=m > ip* + jp". Logo [xpk,yph] €ER e (xpk)R comuta com (yph)R.
Portanto, cada elemento de yi(G)ka/R comuta com cada elemento de yj(G)”hR /R e
k h
vi(G)P v (G)P ] <R O

Teorema 3.18 Sejam {D;} a série definida em 3.15 e p um niimero primo. Entdo:

@) [Dn(G), Du(G)] < Dy1n(G):

b) Du(G)? < Dy (G);

¢) Paran > 1, Dy(G) = [Dy—1(G),G|Din(G)P, onde m é o menor niimero natural tal que
pm > n.

Demonstragdo. O item a) segue imediatamente da defini¢do de {D;} e do Lema 3.17.
Logo restam os dois ultimos itens.

Pelo item a) temos que Y,(Dn(G)) < Ypu(G), assim D,(G)/Dp,(G) é regular.
Mas D,,(G)/D,n(G) é gerado por elementos de ordem p pois se ip* > n e x € Y;(G),
entao (xp )P € D, ki1t < Dpp(G). Portanto, pelo Lema 1.26, temos (D (G) /Dpn(G))P = 1
e ainda D,,(G)? < Dp,(G). E o item b) estd provado.

Pelos itens a) e b), [D,_1(G),G]Dyu(G)? < D,(G). Suponha que ip* > n. Se
k =0, entdo

k

Yi(G)p = 'Yi(G) < Yn(G) = [Yn—l(G)aG]'
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Se k > 0, entdo ipk_1 > m, pela definicdo de m e

k k—1

vi(G)” < (n(G)” )P < Djp1(G)P < Dn(G).

Portanto, y,-(G)Pk < [Dy—1(G),G]Dp(G)? em qualquer caso e a afirmacdo segue da
defini¢do de {D;}. O

Corolario 3.19 Suponha que G = Ry > Ry > --- é uma série do grupo G tal que
R, <G, [R,,G] <R, 1 eR) < Ry, para todo n > 1. Entdo R, > D,(G) para todo n > 1.

Demonstragdo. Segue do Teorema 3.18 item ¢) por indug@o sobre n. 0

Com isso, demonstramos que a série D,(G) é central em G. A série D,(G) é

chamada Série de Jennings-Lazard-Zassenhaus.

Definicao 3.20 Seja p um niimero primo arbitrdrio mas fixo. Seja G um grupo. Uma série
de subgrupos
G=G1>2G > (%)

é uma N-série se satisfaz [G;,G;j] < Gi4j para todos i, j. Toda N-série é central (i.e. é
Gi/Git1 < Z(G/Git1) para todo i). Uma N-série é uma N,-série se Gf) < Gp; para todo

l.

Podemos associar um anel de Lie L*(G) a qualquer N,-série (*) de um grupo G
da seguinte forma:

Dado uma N)-série (*), seja L*(G) = ®L], onde L} = G;/Git1, escrito
aditivamente. A comutacdo em G induz uma operacdo bindria [ , ] em L. Para

elementos homogéneos xG;11 € L7 e yGj11 € L}f a operacao e definida por
xGit1,¥Gjr1] = [%,Y]Giyjr1 € L,

e estendida para elementos arbitrarios de L*(G) por linearidade. Vamos verificar que essa
operagdo estd bem definida e que L*(G) com as operagdes + e |, | e um anel de Lie sobre
Fp.

Proposicao 3.21 Com respeito as operagoes de + e [, |, o conjunto L*(G) é um anel de
Lie.
Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que | , | estd bem definido, ou seja, independe

da escolha dos seus elementos.
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Suponha que a/Gi+1 =aGijy1 e b/G,-H = bGijy1, onde a, a/, b, b € G, assuma
também que g1 € G € g2 € Gj4 tal que d = ag e b = bg,

@b = lagi,b] = [a,b]]a,b ,g1][g1,b],

mas
[aab/781] C Gitj+1 e [81,b) € Giyjy,
entao
(@ ,b] = [a,b]Girjr.
Porém,

la,b'] = a.bg>] = [a, g2][a, b][a, b, g>)]

logo, de modo analogo, teremos

[aagZ] - Gi+j+1 e [a7b,g2] - Gi+j+1.

Entao,

(@, b]=[a,b] Giyjr1 = [a,b]Gisjp.

Portanto,
@,b) Gisj1 = [a,b]Girji1.

~ . . . ro .
Agora resta mostrar que as operacdes satisfazem os axiomas de Lie. a) [a ,a | = 0, pois:

! !

la,a] = [aGiy1,aGit1]
= [a,d]Gait1
= 0.

[@,b,c|+[b,c,al +[c,a,b] = [aGit1,bGj+1,cGii1]+[bGjs1,¢Gryi1,aGit]
+[cGry1,aGiy1,bG 1 1]

a,b,c|Gitjiir1 +[b,¢,alGit jri+1 +[c,a,b]Giy jrit

a,b,c|b,c,a]lc,a,b)Giy jrkt1

a,b=" b, a " le,a ! B G i

e,b b b, al " la, b ) PGy ke

= (la,b7 ' c) [b,c_l,a]c[c,a_l,b]“)flGH_ﬂ_kH.

la,
[
la,
2
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Pelo Lema 1.2 e),
[a,b_l,c]b[b,c_l,a]c[c,a_],b]“ =1.

Segue que

Portanto, L*(G) € um anel de Lie. O

Para qualquer x € G;/Gi41, denotamos x* como o elemento xG;11 de L*(G).

Lema 3.22 (Lazard [15]). Se (x) é uma N,-série entdo (adx*)P = ad(xP)* para qualquer
x € G. Consequentemente, se x tem ordem finita t, entdo x* ¢ ad-nilpotente de indice no

mdximo t.

Seja Fr o grupo livre com geradores livres x1,x2,...,x; em Fr. Dizemos
que o grupo G satisfaz a identidade w = 1 se w(gy,82,...,8s) = | para quaisquer
elementos g1,£2,...,&s em G. A seguinte proposi¢ao pode ser extraida da demonstracio

do Teorema 1 no artigo de Wilson e Zelmanov [36].

Proposicao 3.23 Seja G um grupo satisfazendo uma identidade w = 1. Entdo existe um
polinémio de Lie f sobre ¥, multilinear, diferente de zero, dependendo somente de p e w,

tal que para qualquer N,-série (*) de G a dlgebra L*(G) satisfaz a identidade f =0

De fato, Wilson e Zelmanov [36], descreveram um algoritmo efetivo para
escrever f explicitamente para qualquer p e w. Mas ndo vamos precisar desse algoritmo
nesse trabalho.

Um grupo G pode ter muitas N,-séries, em particular podemos observar pelo
Teorema 3.18 que a série Jennings-Lazard-Zassenhaus {D;}, definida anteriormente, é
uma N)-série. Associamos a G a dlgebra de Lie DL(G) sobre IF,, correspondente a
série de Jennings-Lazard-Zassenhaus, ou seja, DL(G) = ®L; com L; = D;/D;, onde
D; = D;(G).

Se A age sobre o grupo G, A induz um grupo de automorfismo de todo quociente
D;/Djy1. Essa acdo estende-se para a soma direta ®D;/D ;1. Assim, A pode ser visto
como um grupo agindo sobre a subdlgebra L,(G) = <L1> de DL(G) gerada por L, como
automorfismo de dlgebras de Lie.

Proposicao 3.24 Seja G um grupo gerado pelos elementos ay,ay,...,a, e assuma que
L,(G) ¢é nilpotente de classe no mdximo c. Seja p1,p2,...,Ps, a lista de todos os
comutadores simples nos geradores ay,a,...,a, de peso < c. Entdo, para qualquer

inteiro ndo negativo i, o grupo G pode ser escrito como um produto:

G =(p1)(p2)---(Ps)Dit1,
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dos subgrupos ciclicos gerados por p1,p2,...,Ps € Diy1.

Demonstracdo. Primeiramente observamos que para qualquer inteiro i o sub-
grupo D; é gerado por D;;; e elementos da forma [bl,...,bj]pk, onde jpk >ie
bi,...,b; € {a1,az,...,ay,} . Essa observacdo pode ser demonstrada usando o Lema
3.13 e a Identidade de Witt. Para demonstrar a proposi¢do usamos indugdo sobre i. O

casoi =0 é trivial. Assumaquei>1le

G=(p1){p2)---(ps)D;.

Entdo qualquer elemento x € G pode ser escrito na forma:

A% (O o
X=Pp Py Pty

onde y € D;. Sem perda de generalidade podemos assumir que D;;| = 1. Pela observacdo

feita no primeiro pardgrafo podemos escrever:
ki ko
y=(o )Preh ) (o )P,

onde cada 6, ¢ da forma [by,...,b;|, com jpfn>ie bi,....,bje{ai,az,....an}.

Denote a;D> € L,(G) por a;, I =1,...,m. Por hipétese L,(G) ¢é nilpotente
de classe ¢, logo [b1,...,b.11] = 0, para quaisquer by,...,ber1 € {ay,az,...,an}.
Isso implica que [by,...,bct1] € Dqyo para quaisquer by,...,b.+1 € {aj,az,...,an} €
Ye+1 < D¢42. Entdo como {D;} é uma N,-série, para qualquer d > ¢+ 1 temos y; < Dy 1.

Agora, se 6, ¢ da forma [by,...,b;] com j > c+1, entdo

kn kn kn
o, €y, <DV <D

j+1 S D(jgnypin < Digr = 1.

Portanto, podemos assumir que cada 6, é da forma [by,...,b j] com j < ¢, e nesse caso Gy,
pertence a lista p1,p2,...,Ps.
o
Novamente, pelo fato de {D;} ser uma N,-série, temos que 6, € Z(G). Agora,

comparando a maneira que escrevemos x € y, obtemos que:

RIS <P1><Pz>---<Ps>,

como queriamos. 0

Lema 3.25 Suponha que G é um p-grupo finito d-gerado tal que a dlgebra de Lie L,(G)
é nilpotente de classe c. Entdo, G tem um subgrupo potente caracteristico de indice

{p,c,d}-limitado.
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Demonstracdo. Sejam py,p2,...,Ps todos os comutadores simples de peso > ¢ nos
geradores de G. Aqui s é um ndmero {c,d }-limitado. Como G é um p-grupo finito e a
classe de nilpoténcia de L,(G) € c, pela proposigdo anterior, temos que todo elemento
g € G pode ser escrito da forma g = p’fl -p’; ..--pk. Portanto, | G/GP" |< p™ para
qualquer numero natural m. Seja V a interse¢do dos nucleos de todos os homomorfismos
de Pem GLy(F,). FagaW =V se p#2,ouW = V2 se p=2. 0 expoente do p-subgrupo
de Sylow de GL,(F,) é um niimero {p,s}-limitado. Entio G”* < W para algum nimero
{p,s}-limitado a que também ¢é {p,c,d}-limitado, pois s € {c,d}-limitado. Existe um
nimero u > a {p,c,d}-limitado tal que | G** /GP""" |< p*. Por outro lado, a desigualdade
| G/GP" |< p*™ serd falsa para algum m. Entdo G?* < GP* <W e GP" é um grupo potente.

O indice de G?" é no méximo p* e portanto é {p, c,d}-limitado. O

O seguinte resultado foi obtido por Riley [22] e pode ser deduzido utilizando o

Lema 3.25 em conjunto com o Teorema 1.33.

Lema 3.26 Suponha que G é um p-grupo finito d-gerado tal que a dlgebra de Lie L,(G)

é nilpotente de classe c. Entdo o posto de G é {p,c,d }-limitado.

Seja H um subgrupo de um grupo G. Denotamos por L(G,H) o subconjunto de
DL(G) gerado pelos elementos homogéneos da forma 4D, onde h € D; N H. Temos
que L(G,H) é uma subélgebra de DL(G). Além disso, L(G,H) ¢ isomorfo a dlgebra de
Lie associada com a N,-série {H;} de H com H; = D; N H. Da mesma forma, temos ainda
que L,(G,H) = L,(G)NL(G,H). Pelo Lema 1.19, se G ¢ um grupo finito e se A ¢ de
ordem coprima com G, entdo Ly(G,C6(A)) = Cp,(c)(A)).

O lema seguinte € retirado de [14].

Lema 3.27 Suponha que L é uma dlgebra de Lie, H uma subdlgebra de L gerada por r
elementos hy,ha, ... h, tal que todos os comutadores em h; sdo ad-nilpotentes em L. Se
H é nilpotente, entdo para algum niimero v, temos: [L,H,H, ... ,H] = 0.

v

Lema 3.28 Suponha que qualquer comutador de Lie em elementos homogéneos
X1,X2,...,%r de DL(G) é ad-nilpotente de indice no mdximo t. Seja K = <x1,x2, e ,xr> e
assuma que K < L(G,H) para algum subgrupo H de G satisfazendo a identidade w = 1.
Entdo para algum niimero u, {r,t,w, p}-limitado, temos que [DL(G),K,...,K] = 0.

u

Demonstracdo. Em vista do Lema 3.27 € suficiente mostrar que K tem classe de
nilpoténcia {r,¢,w, p}-limitada. Sabemos pela Proposi¢do 3.23 que K satisfaz certa

identidade polinomial multilinear dependendo somente de w. Assim, o Teorema 3.11
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mostra que K tem classe de nilpoténcia {r,¢,w, p}-limitada. O

Existe uma outra maneira de associar um anel de Lie para um grupo, que
inclusive de um modo geral é mais simples do que a que apresentamos acima, utilizando
quocientes da série central inferior de G e pode ser encontrada em ([30], p.27). Optamos
em apresentar apenas a técnica acima, pois € a que utilizaremos no nosso trabalho.

Agora seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo k. Além da Definicao 3.10,
podemos dizer que um elemento a € L é chamado de ad-nilpotente se o correspondente
operador adjunto ad a de L € nilpotente. Seja X C L qualquer subconjunto de L. Para
um comutador em elementos de X, dizemos que qualquer elemento de L pode ser obtido
por meio de repeticdo da operacdo de comutacdo envolvendo elementos de X com um
sistema arbitrério de colchetes. Denote por F a dlgebra de Lie livre sobre k de enumeraveis
geradores livres x1,x,... e seja f = f(x1,x2,...,x,) um elemento ndo-nulo de F'.

Os dois teoremas que seguem sdo demonstrados em ([9] e [34]) respectivamente,

e serdo fundamentais para o desenvolvimento desse trabalho.

Teorema 3.29 Um grupo periodico compacto G ndo pode ter pi-subgrupos de Sylow ndo

triviais para uma quantidade infinita de diferentes primos p.

Teorema 3.30 Seja G um grupo periodico, compacto e Hausdorff. Entdo G possui uma
série finita
1=6Go<G1 < <G, =G,

de subgrupos caracteristicos fechados, em que cada fator G;/G;_ é
@) um grupo pro-p para algum primo p, ou

b) isomorfo ao produto cartesiano de grupos finitos simples.

Um grupo analitico p-ddico € uma variedade analitica p-ddica que é também um
grupo, onde as operagdes sdo dadas por fungdes analiticas. Os grupos analiticos p-adicos
foram estudado primeiramente por Lazard em 1965 e recentemente (1987) por Lubotzky
e Mann.

Dizemos que um grupo pro-p é potente, se H/HP é abeliano, onde H? denota o
subgrupo fechado gerado pela p-ésima poténcia de H (se p = 2, H> deve ser substituido
por H*,

De fato, Lazard mostrou que um grupo pro-p G € p-adico analitico se, e
somente se, é finitamente gerado (como um grupo topoldgico) e possue um subgrupo
aberto potente H (necessariamente de indice finito). De acordo por Lubotzky e Mann
€ equivalente a G ter rank finito, onde o rank de um pro-p grupo é o menor inteiro r
(possivelmente infinito), tal que todo subgrupo fechado (equivalentemente aberto) de G

pode ser gerado por r elementos.
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Teorema 3.31 Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Se L,(G) ¢ nilpotente, entdo

G é um grupo analitico p-ddico.

Demonstracdo. Esse resultado pode ser encontrado em [15]. O

Sejam x € G e i = i(x) o maior inteiro tal que x € D;. Denotemos por X o elemento
xDjy1 € L(G). Temos uma condi¢ao suficiente para x ser ad-nilpotente.

Seja H um subgrupo de G e g1,82,..-,8n € G. Seja w = w(xy,x2,...,%,)
sendo um elemento ndo-trivial do grupo livre de geradores livres xi,x7,...,X,.
Seguindo [36], dizemos que a lei w = 1 € satisfeita sobre as classes g1H,gH,...,8,H,
se w(gih1,g2h2,...,8nhy) = 1, para todo hy,hy, ..., h, € H. Em [36] Wilson e Zelmanov

provaram O seguinte teorema.

Teorema 3.32 Se G tem um subgrupo aberto H e elementos ay,an,...,a, tais que a lei

w = | € satisfeita sobre as classes aiH,aH, ... ,a,H, entdo a dlgebra de Lie L,(G) é PI.



CAPiTULO 4

Automorfismos Coprimos de Grupos Profinitos

O nosso objetivo até o momento foi encontrar ferramentas que pudessem
ser utilizadas no desenvolvimento deste trabalho relacionando Grupos Profinitos e
Automorfismos Coprimos, a fim de provarmos o seguinte teorema devido a Shumyatsky
[27]:

Teorema 2 Sejam g um niimero primo, A um grupo abeliano elementar de ordem g>.
Suponha que A age como um grupo de automorfismos coprimos de um grupo profinito G.

Assuma que Cg(a) € periddico para cada a € A, Entdo G é localmente finito.

Com esse objetivo, apresentamos os seguintes lemas:

Lema 4.1 Seja G um grupo profinito periodico. Entdo existe um subgrupo aberto H < G

e uma classe gH tal que, para algum n € N, a lei X" = 1 é satisfeita sobre a classe gH.

Demonstracdo. Para cada i € N, denotemos X; como o conjunto de todos os elementos de
G de ordem i. Entao, cada conjunto X; € fechado e G € a unido dos X;. Segue do Teorema
de Categoria de Baire ([13], p. 200) que alguns conjuntos X; ndo tém interior vazio e,

portanto, contém uma classe gH do tipo exigido. 0J

Uma observagdo importante € que o Lema 2.27 a) tem implicagdes importantes
no contexto das dlgebras de Lie associadas. Seja G um grupo pro-p com um automorfismo
coprimo a. Obviamente a induz um automorfismo ao quociente D;/D;;. Esta acdo
estende-se a soma direta @D;/Dj . Assim, a pode ser visto como um automorfismo
agindo em L(G) (e sobre L,(G)). Seja C; = DjNCg(a). Entdo o Lema 2.27 a) mostra
que

Crig)(@) = ®CjDjs1/Djs1.

Assim, as propriedades de Cy¢)(a) estdo muito relacionadas com os de Cg(a).
Em particular, modificando a prova do Teorema 3.32 pode-se mostrar que se Cg(a) tem
uma certa classe de identidade, entdo Cyg) (a) é PI (ver também [26], Proposigdo 2.7).

Combinando isso com o Lema 4.1, Shumyatsky [?] pdde estabelecer o seguinte resultado.
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2

Lema 4.2 Seja a um automorfismo coprimo de um pro-p grupo G. Se o Cg(a) é

periddico, entdo Cg(a) é PI.

No intuito de demonstrarmos o Teorema 2, reduziremos ao caso pro-p.

Proposicdo 3 Sejam q um niimero primo, A um grupo abeliano elementar de ordem q°.
Suponha que A age como um grupo de automorfismos coprimos sobre um grupo pro-p de

G e que Cg(a) € periddico para cada a € A%, Entdo G é localmente finito.

Demonstracdo. Podemos assumir que G € finitamente gerado, digamos por m elementos,
pois todo subconjunto finito de G estd contido em um subgrupo fechado finitamente

gerado A-invariante. Entdo, serd suficiente mostrar que G € finito.

Sejam Ay,As,...,Agy1 0s subgrupos ciclicos distintos de A. Sejam
D;=D;(G), L=Ly(G), Lj=LND;/Dj,,de modo que L = DL;. Seja L;j = Cp,(A;).

Entdo, pelo Lema 2.27 c), para qualquer j, temos:

Li= Y L
1<i<g+1
Pelo Lema 2.27 a), para qualquer [ € L;j, existe x € D;NCg(A;) tal que [ =xD ;. Como

por hipétese x € de ordem finita, do Lema 3.22, segue que [/ € ad-nilpotente. Assim,
qualquer elemento em L;jj é ad — nilpotente. 4-1)

Como G € gerado por m elementos, o IF,-espago L; € gerado por m elementos. Em
particular, L € gerado por no maximo m elementos ad-nilpotentes, de cada L;; para algum
i. Mas nao podemos afirmar que todo comutador de Lie destes geradores estio novamente
em algum L;; e, portanto, ndo podemos afirmar que esses comutadores podem ser
ad-nilpotente.

Para superar esta dificuldade, estendemos o corpo base I, por uma raiz primitiva
da unidade o, formando L = L®F ,[0)]. A idéia é mostrar que L € nilpotente, 0 que implica
L nilpotente, pois ¢ natural identificarmos L com a F,-subdlgebra L ® 1 de L. Note que
se um elemento x € L é ad-nilpotente, entdo o elemento semelhantemente x® 1 &
ad-nilpotente em L.

Coloque L; = L; ® Fp[0]. Entdo L = (L;), uma vez que L= (L;) e L € a
soma direta das componentes homogéneas L_J Desde que o [F-espaco L; € gerado por
m elementos, assim I, [0]-espago L; também o €.

O grupo A age naturalmente em L e temos L;; = Cr;(Ai), onde Lij=L;®F,[0)].
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Mostraremos que
qualquer elemento y € L_U é ad —nilpotente. 4-2)

Sejay € Ljj = L;j @ F ,[w]. Podemos escrever

y=x0+0x; + 0%+ + 0 %x, o,

para algum x; € L;;, 0 <s < g— 2, onde cada somando ®’x, € ad-nilpotente por (4-1).
Seja H = (x0,0x1,...,07 2x,»). Note que H C Cr(A;), uma vez que 0'x; € Cz(A;),
para todo s. Um comutador de peso k em ®°x, tem a forma ®'x para algum x € L;,, onde
n = kj. Por (4-1) temos que x é ad-nilpotente e, portanto, @' x também o é.

Além disso, o Lema 4.2 nos diz que Cr.(A;) é PI. Como C(A;) = CL(A;) ®F (0]
Temos entdo que H C Cz(Ai), onde H € PI. Assim, pelo Teorema 3.11, H € nilpotente.
Deduzimos do Lema 3.27 que [L,H,H,...,H| = 0, para algum niimero v. Isto estabelece

v

(4-2).

Como A ¢ abeliano, e o corpo base é agora um corpo de decomposi¢do de A,
todo L; decompde-se em soma direta de auto espagos comuns de A. Em particular, L; é
gerado por autovetores comuns de A, e que exige no maximo m deles para abranger L;.
Daf L é gerado por m autovetores comuns A de L. Todo autoespaco comum esté contido
no centralizador Cz(Ai) para algum 1 <i < g+ 1, uma vez que A é nao-ciclico. Note
que qualquer comutador de autovetores comuns é novamente um autovetor comum. A
principal vantagem de estender nosso corpo base agora se torna clara: se 1,1, . ..,1L, € L|
sdo autovetores comuns de A gerando L, entdo qualquer comutador destes geradores
pertence a algum L;; e portanto, por (4-2), ¢ ad-nilpotente. Sabemos que Cy(A;) também
é PI. Assim, pelo Teorema 3.12, L também é PI. Agora, o Teorema 3.11 mostra que L (daf
L) é nilpotente.

Assim, pelo Teorema 3.31, G € um grupo analitico p-ddico . Neste caso, G possui
um subgrupo potente aberto caracteristico P ([12], Capitulo 3). O subgrupo P é novamente
finitamente gerado e assim os elementos de ordem finita de P formam um subgrupo
finito ([12], Teorema 4.20). Sabemos pelo Lema 2.27 ¢) que P = (Cp(a) | a € A*). Por
hipdtese, os centralizadores Cg(a) sdo periddicos e concluimos que P € finito. E segue o

resultado. OJ
Finalmente passamos a demonstracdo do Teorema 2

Teorema 2 Sejam g um niimero primo, A um grupo abeliano elementar de ordem g

Suponha que A age como um grupo de automorfismos coprimos de um grupo profinito G
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e que Cg(a) é periddico para cada a € A*. Entdo G é localmente finito.

Demonstragdo. Seja 1 = n(G) o conjunto dos nimeros primos p, tais que G possua
um p-subgrupo de Sylow ndo trivial e escolha p € w. Pelo Lema 2.27 b), G possui um
p-subgrupo de Sylow A-invariante P. Aplicando agora o Lema 2.27 ¢), concluimos que
p € n(Cg(a)) para todo a € A*. Portanto, Tt é a unido de 7(Cg(a)), onde a percorre
todo A*. De acordo com o Teorema 3.29, Herfort mostrou que o conjunto de primos
divisores da ordem dos elementos de um grupo profinito periddico tal que G possua um
p-subgrupo de Sylow ndo trivial é finito. Por isso, cada conjunto ©(Cg(a)) € finito e
assim T também serd. Suponha T = {py, p2,...,pn}- Seja x um elemento arbitrario de G
e seja (x) o subgrupo prociclico gerado por x. Escreva (x) = S;-S;----S,, onde S; denota
um p;-subgrupo de Sylow de <x> Para cada i < n, escolha um p;-subgrupo de Sylow
A-invariante P; de G. Pela Proposi¢do 3 cada P; € localmente finito. Notamos que cada S;
¢ isomorfo a um subgrupo prociclico de P;, logo cada §; € finito e portanto <x> ¢ finito.
Assim, x tem ordem finita. Como escolhemos x em G arbitrariamente, podemos concluir
que G € periddico. No Teorema 3.30, Wilson mostrou que se todos os subgrupos de
Sylow de um grupo profinito periédico sdo localmente finitos, entdo o grupo € localmente

finito. Daqui temos que G ¢é localmente finito. Portanto a prova estd completa. 0J
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