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Resumo

Becatti, Fernanda dos Anjos Félix. Ciclos limite de grande amplitude em
sistemas lineares definidos por partes. Goiania, 2023. 82p. Dissertacdo de
Mestrado. Programa de P6s Graduagdo em Matematica, Instituto de Matematica
e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

Neste trabalho tratamos de uma familia de sistemas lineares planares e suaves por partes
com duas zonas, e estudamos sobre o nimero maximo de ciclos limite que podem
ser obtidos ao estudar as 6rbitas no infinito. Partimos de uma forma candnica com 12
parametros e reduzimos para até 5 o nimero de parametros para a andlise. Investigamos
questdes relacionadas a estabilidade, caracterizacdo das Orbitas e outras propriedades que

podem ser obtidas ao estudar a famAlia de sistemas considerada.

Palavras—chave
Equacdes diferenciais, Ciclos limite, Aplicacdo de Deslocamento, Foco Fraco,

Centro.



Abstract

Becatti, Fernanda dos Anjos Félix. Large-Amplitude Limit Cycles in Pie-
cewise Linear Systems. Goiania, 2023. 82p. MSc. Dissertation. Programa de
Pé6s Graduacao em Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica (IME), Uni-
versidade Federal de Goias (UFG).

In this paper we deal with a family of piecewise smooth planar linear systems with two
zones, we study about the maximum number of limit cycles that can be obtained when
studying the orbit at infinity. We start from a canonical form with 12 parameters and
reduce the number of parameters to 5 for the analysis. We investigate questions related
to stability, characterization of the orbits and other properties that can be obtained by

studying the family of systems under consideration.

Keywords
Differential Equations, Limit Cycles, Displacement Function, Weak Focus, Cen-

ter.
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Introducao

A teoria qualitativa dos sistemas dindmicos tem por objetivo estudar o compor-
tamento de um sistema ao longo do tempo. O estudo da teoria qualitativa de sistemas
dinamicos, foi iniciado por Poincaré, Birkhoff, Smale, Palis, A. A. Andronov e outros,
ver mais detalhes em [1], [15] e [17]. O famoso matematico, fisico e fildsofo de origem
francesa Henri Poincaré percebeu que para certos sistemas € necessario fazer um estudo
geométrico e por volta de 1881 surgem os primeiros indicios de estudo da teoria qualita-
tiva das equagdes diferenciais apresenta por ele.

O estudo de tais sistemas veio da necessidade de estudar comportamentos
cadticos que muitas vezes ocorrem quando se estuda fenomenos fisicos. Podemos citar
alguns dos problemas mais estudados na época do surgimento de tal teoria como por
exemplo: problemas da astronomia e da mecanica celeste. Em mecanica celeste os
estudiosos estavam instigados a avaliar o comportamento futuro dos planetas do sistema
solar e prever se poderiam chocar uns com outros. Outros fendmenos fisicos que estdo
associados a tais sistemas, podemos citar, a dinamica populacional, deformacdes elésticas,
modelagem de sistemas bioldgicos e diversos outros.

A primeira ideia sobre ciclos limite surge com alguns estudos de Poincaré (ver
em [15]) mas apenas algum tempo depois por volta da década de 20 que Van der Pol,
Liénard e Andronov, ao estudar os fendmenos fisicos (em especifico as oscilacdes nao
lineares) verificaram que de fato existiam tais ciclos limite.

O interesse por sistemas que exibem ciclos limite ampliou-se quando em 1900
em um congresso internacional matematico em Paris, Hilbert propds uma lista contendo
23 problemas, dentre esses problemas um deles teve bastante atencdo por parte dos
matematicos e fisicos. O 16° problema de Hilbert, estd dividido em duas partes e uma
delas € de interesse em geometria algébrica e a outra em sistemas dindmicos. O problema
busca determinar uma cota maxima de ciclos limite para sistemas diferenciais polinomiais
no plano e suas posi¢des relativas. Este problema pode ser encontrado em [20]. Esse
problema que € muito famoso ndo s6 na pesquisa matematica, mas também em outras
areas da ci€ncia nao foi resolvido ainda devido a sua complexidade. Dessa forma, com o
tempo surgiram algumas versodes simplificadas do problema como por exemplo: a equacao

de Abel, equacdo de Lienard, o problema infinitesimal de Hilbert, o problema de Hilbert-
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Arnold [10].

Uma das primeiras classes de sistemas diferenciais a ser estudado foi a classe
quadratica analitica. Em 1934 Bautin mostrou que no méximo 3 ciclos limite de pequena
amplitude podem surgir ao perturbar pontos singulares do tipo centro, veja em [2]. Uma
prova moderna deste resultado pode ser encontrada em [19]. Ja a classe de sistemas
cubicos sem termos quadraticos foi estudado por Sibirski em [16], mas a prova completa
de que apenas 5 ciclos limite de pequena amplitude bifurcam da origem foi provado por
Zoladek em 1995, veja em [21].

Historicamente o estudo dos campos vetoriais suaves por partes surgem com
a formulacdo tedrica apresentada por volta de 1988 pelo matemético Filippov em seu
trabalho publicado Differential Equations with Discontinuous Righthand Sides [3]. Uma
das principais dificuldades que surge ao estudar campos de vetores suaves por partes
¢ determinar uma forma candnica adequada, e outra dificuldade que surge € entender
como se comportam as solugdes que passam pela regido de descontinuidade do sistema.
Gragas aos trabalhos de Filippov foi possivel entender a dinamica do campo na regido de
descontinuidade, mas mesmo com suas formulacdes o estudo desse tipo de sistema ainda
¢ complicado.

Com o passar do tempo alguns pesquisadores comecaram a desenvolver técnicas
para estudar questdOes relacionadas a existéncia e estabilidade, desse tipo de sistema.
Mais recentemente podemos citar o método de regularizacdo de campos de vetores
suaves por partes introduzido por Sotomayor e Teixeira, ver método em [18]. Uma
técnica apresentada em [4] no estudo de sistemas lineares por partes no plano consiste
em estudar o mapa de retorno de Poincaré perto da o6rbita periddica no infinito para
determinar uma cota para o nimero maximo de ciclos limites. Normalmente a técnica
mais utilizadas nestes casos € estudar o ideal de Bautin formado pelos coeficientes do
mapa de deslocamento, que sdo conhecidos por coeficientes de Liapunov. Essa ideia foi
apresentada anteriormente em [7].

Este trabalho tem como objetivo encontrar uma cota inferior para o nimero
maximo de ciclos limite que s@o obtidos ao perturbar centro ou foco fraco partindo de
um sistema linear por partes no plano. Usamos como principal referéncia o trabalho de
Ponce et al [4].

A dissertacdo estd organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos essenciais para o estudo de um sistema
linear planar descontinuo e algumas propriedades e defini¢des. Focamos em apresentar os
resultados mais importantes que serdo utilizados no decorrer de toda a dissertacdo como
por exemplo, como sdo definidas as regides X, ¢ e X°, as solucdes locais € um pouco
sobre equivaléncia topoldgica.

No Capitulo 2, buscamos estudar as formas candnicas consideradas no artigo
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Ponce et al [4] e os tipos de retratos de fase possiveis para os centros. Apresentamos
detalhadamente como sao feitas as mudancas canOnicas sempre preservando a dindmica
do sistema, essencialmente a regido de descontinuidade X.

No Capitulo 3, analisamos a funcdo deslocamento e a aplica¢do de Poincaré, em
especial determinamos as condi¢des para obter ciclos limite ao perturbar centros e focos
fracos. Veremos que no méximo 3 ciclos limite podem bifurcar de um foco fraco ou centro

no infinito.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos que serdo fundamentais para
o estudo de sistemas suaves por partes. Esses sistemas sdo conhecidos por Sistemas de
Filippov. Buscamos apresentar defini¢cdes e algumas propriedades desses sistemas, como
por exemplo, as solucdes locais e também as singularidades. Para maiores detalhes a base

tedrica pode ser encontrada em Guardia et al. (2010) [8].

1.1 Sistemas Suaves por partes

Seja U um aberto de R? que contém a origem e X e Y campos de vetores de
classe C* definidos em U. Defina f : U — R de classe C* que tem 0 como valor regular.
Seja X = f~1(0)NU a subvariedade diferencidvel de dimensdo um que divide U em duas

regides,

Tt ={(x,y) € R% f(x,y) > 0},
= {(x,y) € R% f(x,y) < 0}.

Um sistema planar de Filippov é um campo suave por partes Z : R — R? dado por:

Z(x.y) _{ X(x,y) (x,y)€Z¥, (D)

| Yy ey ez

Consideramos Qy o espago dos campos de vetores Z e Q o espaco dos campos
de vetores X e Y. Aqui X e Y estdo definidos em X+ e X~ respectivamente e X é a curva
de descontinuidade do sistema. Assumiremos que o campo é de classe Ck em 2+ e £,
pois X € o tnico conjunto do plano onde o campo nao € regular.

Queremos estabelecer a dindmica dada pelo campo Z € Qy. Tomaremos, para
simplificar as defini¢des, f(x,y) =y, isto é, a descontinuidade é dada por £ = {(x,y) €
R?y = 0}.
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Definicdo 1.1 Xf(p) = X(p).Vf(p) é a derivada de Lie de f com respeito ao campo X
éa

no ponto p e Y f(p) =Y (p).Vf(p)
ponto p.

derivada de Lie de f com respeito ao campo Y no

Definicao 1.2 Os pontos de equilibrio serdo definidos como segue:

1. Um ponto p é dito ponto de equilibrio para o campo X (resp. Y) quando X (p) =0
(resp. Y (p) = 0);

2. Um ponto p é dito ponto de equilibrio real para o campo X (resp.Y ) quando p € £+
eX(p)=0(resp.peX” eY(p)=0);

3. Um ponto p é dito ponto de equilibrio virtual para o campo X (resp. Y ) quando
peX eX(p)=0(resp.peXt eY(p)=0).

Observacao 1.1 Um ponto p € ¥ é dito ponto de tangéncia para o campo X (resp. Y)
quando X f(p) =0 (resp. Y f(p) =0). Se X f(p) = 0 mas X (p) # 0 entdo a trajetdria que
passa por p é de fato tangente a ¥, mas X f(p) = 0 também inclui os pontos p € ¥ para
os quais X (p) = 0 que sdo os pontos criticos de X em X [12].

Definicao 1.3 Os pontos de tangéncia podem ser classificados da seguinte maneira:

1. Um ponto p € X é dito uma dobra ou tangéncia quadrdtica para o campo X (resp.
Y) quando X f(p) =0 e X*f(p) # 0 (resp. Y f(p) =0 e Y2 (p) # 0);

2. Um ponto p é dito ponto de tangéncia (ou dobra) visivel para o campo X (resp.Y)
se for ponto de tangéncia do campo X (resp. Y) e X*f(p) > 0 (resp. Y*f(p) < 0);

3. Um ponto p é dito ponto de tangéncia (ou dobra) invisivel para o campo X (resp. Y )
se for ponto de tangéncia do campo X (resp. Y ) e X2 f(p) < 0 (resp. Y2 f(p) > 0);

4. Um ponto p € X é dito uma ciispide ou tangéncia cuibica para o campo X (resp.
Y) quando X f(p) = X*f(p) =0 e X?f(p) # 0 (resp. Yf(p) = Y>f(p) =0 e
Y3f(p) #0)

A proxima secdo serd dedicada a estabelecer as solucdes locais do sistema
em X" e X~. Daremos mais atencdio a estudar as orbitas que passam pelo conjunto de

descontinuidade X e para isso utilizaremos a convenc¢do de Filippov.

1.2 Solucao Local

Definiciio 1.4 Sejam X C U, U aberto de R? e I intervalo da reta. Para todo t € I a
solugcdo do campo X que passa pelo ponto p € X+ no tempo t = 0 denotado por ¢x

satisfaz,
{ Loy (t,p) = X (¢x(t,p)), (1-2)
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Analogamente definimos a solugcdo do campo Y que passa pelo ponto p € L~ no tempo
t=0.

Podemos analisar a derivada de Lie de f na direc@o dos campos X (p) e Y (p) nos pontos
de X de modo a determinar como as solug¢des de X(p) e Y (p) se comportam em X. Seja

v(s) uma parametrizagdo local de X logo,

0= £-(1(5))/s-0 = VS () ¥ (0) = Vi (r030)7 0). (1-3)

Como T, v X = <y/ (O)> segue que V f(xo,y0) € T(XWO)ZL. Assim obtemos um sistema

ortogonal de coordenadas (xo, o), e assim podemos escrever o vetor X (xp,yo) como,

(X (x0,¥0), V f(x0,¥0))
IV f(x0,0)||?

(X (x0,70), V£ (x0,70)) +
va()c(),yo)HZ Y(O> (1-4)

V f(x0,y0) +

X (x0,¥0) =

Da mesma maneira podemos escrever o vetor Y (xp,yo) como,

(Y (x0,y0), V.f(x0,0)) s

(¥ (x0,50), V.f (x0,30)) Mooy YO (5

||V f(x0,y0)|]

Y (x0,y0) = V f(x0,y0) +

V f(x0,¥0)
X (x0,y0)

Figura 1.1: Comportamento da curva ¥. com relacdo ao vetor gra-
diente da fungdo.

Logo podemos determinar as solucdes locais como segue

(1) Se X f(x0,y0) > 0e Y f(xo,y0) > 0 entdo as solugdes @y, ¢, em (xo,yp) apontam
para a mesma dire¢do de £~ para LT,

(2) Se X f(x0,y0) <0eYf(xo,y0) <O entdo as solugdes @y, @, em (xp,yp) apontam
para a mesma dire¢io de X1 para X .

(3) Se Xf(x0,y0) <0 eYf(xo,y0) > 0 entdo as solugdes @y, @, em (xp,yp) apontam
para dire¢des opostas, @, aponta de X para £~ e @, aponta de £~ para Lt de

modo que ambas as solu¢des apontam para X.
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(4) Se X f(x0,y0) >0 e Y f(x0,y0) <O entdo as solugdes @y, @, em (xp,yp) apontam
para dire¢des opostas, @, aponta de X~ para LT e ¢, aponta de £* para L~ de

modo que ambas as solu¢des apontam em direcdes opostas em relacdo a X.

Nas defini¢des a seguir, distinguiremos as possiveis regioes em X.

Definicdo 1.5 Um ponto p = (x,0) € X serd dito de costura se X f(p).Y f(p) > 0. O

conjunto desses pontos serd chamado de Regido de costura e é dado por:

Y={peL;Xf(p).Yf(p) >0} (1-6)

E\l \l \l\l\l ET\T\T\ T\ L

Figura 1.2: Regido de costura.

Para o estudo das 6rbitas que chegam na linha de descontinuidade X = {(x,y) € R?;y =0}

usaremos a defini¢cdo a seguir.

Definicao 1.6 Um ponto p = (x,0) € X serd dito de deslize se X f(p) < 0,Y f(p) > 0. O

conjunto desses pontos serd chamado de Regido de deslize e é dado por:

Y={peX;Xf(p) <0,Yf(p)>0}. (1-7)

S
NN

Figura 1.3: Regido de deslize.

Definicdo 1.7 Um ponto p = (x,0) € X serd dito de escape se X f(p) > 0,Y f(p) <0. O

conjunto desses pontos serd chamado de Regido de escape e é dado por,

={peLXf(p)>0,Yf(p) <0} (1-8)
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Ll
ANNNNN

Figura 1.4: Regido de escape.

Utilizaremos neste trabalho a convencao de Filippov, dada na defini¢do seguinte.

Definicao 1.8 Seja Z*(p) tangente a £ em p. Para p € X°* U¥° o campo vetorial deslizante

é a combinagdo linear convexa dos campos X (p) e Y (p),

Z'(p) = {X(p)A+Y(p)(1 =1),A € [0,1]}. (1-9)

Como Z*(p) é tangente a X em p e T~ = (Vf(p))* logo temos que,

(Z°(p),Vf(p)) =0 X(pPA+Y(p)(1-1),Vf(p)) =0
< X(p),VI(p)A+ X (p),Vf(p)(1-1)=0

S Xf(p)A+Yf(p)(1-A)=0
& (Xf(p) =Y f(p)A=-Yf(p)
e VWP

Xf(p)—Yf(p)

para algum A € [0,1] e X f(p) —Y f(p) # 0. Logo obtemos o Campo Vetorial Deslizante,

sy - Y (P)X(p) = Xf(p)Y (p) )
S IO ES T (110
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Figura 1.5: Campo Vetorial Deslizante

Definicdo 1.9 Dado o campo Vetorial Deslizante Z(x,y) definimos a trajetdria local que

passa por um ponto p da seguinte maneira:

1. Para um ponto p € ¥, X~ tal que p ndo é ponto de tangéncia de X e Y, a trajetoria
local é dada por ©x e Qy respectivamente.

2. Para um ponto p € X com X f(p) > 0 e Y f(p) > 0 a trajetoria local é ©z(t,p) =
¢Ox(t,p) paratodot € IN{t > 0} e @z(t,p) = @y(t,p) para todo t € IN{t < 0}.
Analogamente invertendo o tempo temos definido para X f(p) <0e Y f(p) <O0.

3. Para um ponto p € £ UX* onde Z*(p) # 0, ©z(t,p) = @zs(t,p) parat € R onde Z°*
é o campo vetorial deslizante 1.8.

4. Para um ponto p € 0L UJX* UJLC tais que as defini¢des de trajetdrias para pontos
em ¥ em ambos os lados de p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetoria
por p é esta trajetoria. Chamaremos estes pontos de pontos de tangéncia regulares.

5. Para os pontos que ndo foram contemplados nos itens acima, definimos ©z(t,p) = p
para todo t € R. Aqui estdo os pontos de tangéncia ndo regulares, chamados
tangéncias singulares, os pontos criticos de X e Y em LT,X~ e pontos criticos

do campo deslizantes Z* em p € 0L U JX".

Definicao 1.10 A orbita local que passa por um ponto p € U é dada por:

Y(p) ={oz(t,p) :t €1}. (1-11)
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1.3 Singularidades

Neste momento iremos nos dedicar a determinar as singularidades, e para isso
serd necessdrio estabelecer conceitos que sdo as chamadas singularidades distinguidas e
ndo distinguidas que sdo utilizados para diferenciar os possiveis equilibrios que possam

surgir no sistema.

Definicao 1.11 Se p € ¥° UX° entdo p é pseudo-equilibrio de um Campo vetorial Desli-

zante quando Z*(p) = 0. Podemos classificar esses pontos da seguinte maneira,

Um ponto p € £ é dito pseudo estdvel quando Z*(p) = 0 e (Z°) (p) < 0.
Um ponto p € X° ¢ dito pseudo instdvel quando Z°(p) =0 e (Z°) (p) > 0.
Um ponto p € £ é dito pseudo sela quando Z*(p) =0 e (Z°) (p) < 0.
Um ponto p € £ é dito pseudo sela quando Z*(p) = 0 e (Z*) (p) > 0.

AN b~

Observacdo 1.2 Se p € ¥ UX¢ é um pseudo-equilibrio, entdo pela equagdo de Z*(p),

temos que Y f(p) #0e Xf(p) #0, e além disso Y f(p) — X f(p) # 0. Logo Z*(p) =0 <
X(p) = %Yf(p), e portanto X (p) e Y (p) sdo anticolineares.

Definicao 1.12 As Singularidades de um Campo Vetorial de Filippov sdo,

1. Os pontos p € £¥, tal que p é um equilibrio de um dos campos X ouY.
2. Os pontos p € ¥ UX, tal que p é um pseudo equilibrio.
3. Os pontos p € 0X°UJX’ UJX?, tal que p é um ponto de tangéncia regular ou

singular.

Definicao 1.13 Podemos classificar as singularidades como:

1. Singularidades distinguida, sdo pontos p tais que Y(p) = {p};
2. Singularidades ndo-distinguida, sdo os pontos p € ¥. que sdo pontos de tangéncia
regulares e entdo, mesmo que eles ndo sejam pontos regulares, suas orbitas locais

sdo homeomorfas a R.

Definicao 1.14 As singularidades distinguidas sdo classificados como segue.

(a) Pontos de equilibrio do campo X ou do campo'Y .
(b) Os pseudo-equilibrios.

(c) Os pontos de tangéncia singular.

Defini¢iio 1.15 Seja p € ¥ e a trajetéria ©z(t,q) € LT UX ™. Diremos que:

1. o ponto p é um ponto de partida, se existe t) < 0 tal que lim, St ¢0z(t,q) = p;
2. o ponto p é um ponto de chegada, se existe to > 0 tal que lim, Sty ¢z(t,q) = p.
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1.4 Equivaléncia Topologica

Um dos questionamentos que surgem ao estudar sistemas suaves por partes €
como estabelecer uma relacao de equivaléncia entre dois sistemas deste tipo. Os resulta-
dos ja estabelecidos para sistemas suaves ndo podem ser simplesmente transladados para
os sistemas de Filippov pois neste tipo de sistema existe uma regido de descontinuidade
onde a dinamica do sistema comporta-se de uma maneira diferente. Precisamos estabe-
lecer essa equivaléncia de modo a preservar toda a estrutura geométrica e dindmica do
sistema, e para isso € necessdrio fazer uma generaliza¢do dos conceitos ji estudados em
equacoes diferenciais. Vejamos a seguir as defini¢Oes estabelecidas, e para maiores deta-

lhes sugerimos uma consulta a Larrosa (2012) [12].

Definiciio 1.16 Sejam Z C Qy(U) e Z C Qx(U) dois campos de Filippov com fronteiras
de descontinuidade *. C U e ¥ C U. Dizemos que os dois campos sdo X-equivalentes
(topologicamente) se existe um homeomorfismo h: U — U que leva orbitas de Z em

drbitas de 7 preservando orientagdo e leva ¥ em X.

Definicdo 1.17 Um sistema Zy € Qx(U) é X-estruturalmente estdvel se existe uma vizi-

nhangaV C Qy(U) de Zy tal que para todo Z € U, Z e Zy sdo X-equivalentes.

Definicao 1.18 Um sistema Zy € Qx(U), é dito localmente X-estruturalmente estdvel em

p se existe uma vizinhanca V- C U de p tal que Zy/, € Q5 (V) é estruturalmente estdvel.



CAPITULO 2

Sistemas lineares por partes no plano

Neste capitulo, iremos estudar uma classe de sistemas lineares por partes no
plano e apresentaremos algumas formas candnicas que podem ser obtidas estudando tal
sistema. Para essa classe consideramos que a descontinuidade € uma reta, que denotare-
mos por X e os campos X7, e Xgr sdo lineares. Pretendemos ainda investigar a natureza dos

pseudo-equilibrio, pontos de tangéncia e equilibrios real e virtual para o sistema.

2.1 Forma Canonica

Seja f : R? — R dada por f(x,y) = x, partindo da Convengio de Filippov
consideramos uma familia de sistemas lineares por partes, separados pela reta ¥ =

{(x,y) € R?;x = 0}. A principio a forma geral desse sistema é dada por

X =Ax+bp, xeXiUX,
Z(x,y) = { (2-1)

Xr =Apx+bg, x€Xp,

onde x = (x,y)” é um vetor em R?, Ag = (af}), AL = (allfj) sdo matrizes 2 x 2 e by =
(b, b5)T, br = (bR, bR)T sdo vetores constantes de R2. A reta ¥ divide o plano em dois

semiplanos

¥ ={(x,y) € R%x < 0},
Yr = {(x,y) € R%x > 0}.

Podemos agora analisar os sinais das componentes da derivada de Lie X7 f(0,y)

e Xgf(0,y) e entender a dinimica da regido de costura, escape e deslize. Veja que,

XLf(0,9).Xrf(0,y) = (alpy+b]) (afoy+bF), (2-2)

e assim obtemos uma fun¢do quadrética de y. Se afZaIfz > 0 a concavidade € voltada para

a direita e se a{zalfz < 0 a concavidade € voltada para a esquerda. Quando a%zalfz >0, a
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orbita cruza a linha de descontinuidade. Note que,

XLf(0,7)-Xef(0,y) = (aroy +b)(atzy +b1) =0 (2-3)
—bk —bL
0 que implica em, y = T ouy= . Vamos estudar cada um dos casos alzalz > 0,

ar 12
L R L R _ -
ap,ar, <0eap,al, =0, aseguir:

(D) Sejaak, > 0eak, > 0. Suponha que,

R L
(a) St R i § , entao
a12 alz
_ Kl bR
¥ = {(xny) ez <youy< —1}
12 12
—bR bL
2 o= {(ry) el —4<y<—/t}
“12 “12
L bR
(b) —L <« L entdo
‘112 a12
] _ R bL
2 = {(xy) €L, —F <youy<—1}
Gp) a12
—bt bR
o= {xy) et <y< L)
a12 a12

(II) Seja a]L2 <0e a’fz < 0. Suponha que,

R bL
(a) —— < ——, entao
“12 012
bL
= {(xy) €L —-<youy< —}
‘112
bk —bL
o= {y)em—7t<y<—1h
a12 a12
bL bR
(b) — < ——, entdo
a12 a12
_pR —bL
X = {(xy) GZ;T' <youy< Tl}
Gp) ar
—bt —bR
2 o= {(xry) et <y<—4t}
“12 a12

(III) Seja alfz >0e alfz < 0. Suponha que,
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—bk bf
(a) —— < ——, entdo
aty afy
ZC
ES
Ee
bL bR
(b) — < ——, entdo
a12 a12
EC
ZS
Ze

—bf —bt
{(y) €8 —¢ <y<—}
apn arn

{(xy)62y>—}

{(xy)62y<—}

{(xy)€2y>—}

(IV) Seja alfz <0e alfz > 0. Suponha que,

R bL
(a) —— < ——, entao
a12 a12
ZC
ZS
Ze
bt bR
(b) T] < Tl, entao
ap aip
ZC
ES
Ze

R be

{(x,) €Z; ;b <y<—t}

—blf
{(x,y) €eZiy < —}
ap

—b%
{(x,y) € Xy > —}.
arn

o L bR
{(xy) es—L <y< —L}
‘112 a12

{(xy)62y<—}

{(x,y) €Ly > _—Rl}-
ap)
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(V) Sejaal, >0eaf, =0, entdo

_pL
= {(x,y) €Sy > 1}
an

(VD Seja alfz =0e alfz > 0, entdo

_pR
= {(x,y) €Ly > —L}.
app

Portanto podemos fazer as seguintes observagoes,

(1) Se afzalfz > (0 a regido de costura sdo dois intervalos abertos ilimitados, e os
outros pontos que ndo sao de costura estao escapando ou deslizando em uma regiao
limitada do eixo y;

(2) Se afzalfz < 0 aregido de costura é um intervalo aberto limitado, e os outros pontos
que ndo sdo de costura estdo escapando e deslizando em uma regido ilimitada do
eixo y;

(3) Se ak,ak, =0 o conjunto de costura sdo dois intervalos abertos ilimitados, e os
outros pontos que ndo sao de costura estdo escapando ou deslizando em uma regiao

também ilimitada do eixo y.

costura

I

deslize

[ ————

costura

Figura 2.1: Caso a,af, > 0.
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escape
ou
deslize

costura

escape
ou
deslize

Figura 2.2: Caso a%,af, < 0.

Veja que com a condi¢do genérica a%za’fz > ( podem existir Orbitas periddicas
de costura. Mas no caso em que afzalfz < 0, a orbita que sai de um ponto da regido de
costura nunca retorna para 0 mesmo ponto, o que exclui a possibilidade de existéncia de
6rbitas periédicas costurantes. Portanto estudaremos apenas o caso em que af,a®, > 0.

Uma das principais dificuldades de estudar essa classe de sistema € a quantidade
de parametros a serem analisados. Observe que no estudo inicial foi considerado uma
classe de sistema com exatamente 12 pardmetros. Para contornar esse tipo de problema
podemos reduzir ao maximo o nimero de parametros da forma candnica. A proposicao a
seguir ird estabelecer que para um certo homeomorfismo conveniente o sistema (2-1) se

reduz a uma forma candnica com 7 parametros.

Proposicao 2.1 Considerando (2-1) podemos definir um homeomorfismo X = h(X) dado

por,
_ X 1 afz 0 u 0
X = — R | L R L R T\ ) (2-4)
Ay \a1pdy; —apdp; 4 b
e
2 X 1 afz 0 u 0 2:5)
= — L | R L L R L) B
y app \a1pay, —apap v b

se x > 0 e x < 0 respectivamente. Esse homeomorfismo h transforma o sistema (2-1) em

uma forma candnica com 7 pardmetros,

TL —1 X b =
X, = — , XeXp
D; O y ar,
Z = < (2-6)
TR —1 X — _
Xg = — , XeXp
Dg 0O y ar
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onde Ty e Dy, Tr e Dg correspondem ao traco e determinante das matrizes Ay e Ag
respectivamente. Observe que as regides de costura, deslize e os pontos de tangéncia e
equilibrios do sistema (2-1) sdo transformados pelo homeomorfismo h em conjuntos e
pontos do mesmo tipo para o sistema (2-6). Obtemos uma equivaléncia topologica entre

(2-1) e (2-6), considerando apenas orbitas costurantes [5].

Prova. Para o sistema do lado direito Xg, iremos considerar o seguinte homeomorfismo:

- x\ 1 a%z 0 u 0 2-7)
y allez a%zalzez _a%zallez v b%

Considere a nova varidvel de tempo definida por T = I®t e T = I't satisfazendo a

dt
condicdo IR > 0. Assim, sem perda de generalidade considere I® = I = 1,logo — = 1.

dT
Derivando o homeomorfismo com respeito a ¢ obtemos,
L
( d_x _ aﬂu
R 9
dt ay,
(2-8)
L R L R
Q _ 919 . a1za12v
R R
[ dt p3 aip
Como,
. R R R
%= u '\ [ ay ap u\ by .0
- . - R R R 9 ( )
v as, ay Y b5
temos que,
dx dxdt db, . db, g R R
dT  dtdT  a}, ay,
dy _ dy afzalzez . a%zafz ; a%zalzez R R R a1zafz R R R
== g — v = — = (afjutapv+ b)) — == (aqut+anv+by).
dT dt a, a, ay, ay,
2-11)
Note que do homeomorfismo (2-7) obtemos,
u 12 X
o\g VS
an an
Substituindo (2-12) em (2-10) e (2-11) obtemos,
dx dt aR af aR a® bt
ﬁ:%( f2x4af,2x— L2y 1271 +b’f), (2-13)
ap arp ap  dap arp
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L R R R R R 1L
dy apay, (g ap R 92 ap apby R
— = a|—=x+a,—=5=x— =y — +b
R 1171 1271 L L 1
dT a a a a a
12 12 12 12 12 (2-14)
ak,al af af al a® bt
2%2 ( R %12 R 42 22 2297 R
—— " \au T xtapx——y— == +by ).
a a a a a
12 12 12 12 12
Dai temos que,
apby L
. P il
X = = + . (2-15)
y 6‘1131“12%2 _alfzalzel 0 y R R
appas,b] L bR
R 1292
12
Segue que,
- TR —1 X —b -
XR(X) = - 7X € ZR) (2_16)
DR 0 y ar

onde denotamos,
L
a
_ Y%, R L
b = by —by,

ap
L

a
_ %2/ RR_ R R
ar = T(“lzbz —apbY).
a1z
Analogamente considerando o homeomorfismo (2.1) para o sistema do lado esquerdo Xy,

mostra-se que,

x@ =% () =(") xex 2-17)

D; 0 y ar,

Portanto, a regiio de descontinuidade X e os conjuntos XX e X¥ sdo invariantes por &. As
regides de costura e deslize, os pontos de tangéncia e os pontos de equilibrio de fronteira
associados ao sistema (2-1) sdo transformados pelo homeomorfismo h em regides, con-
juntos e pontos do mesmo tipo para o sistema (2-6). Além disso, existe uma equivaléncia
topoldgica entre os sistemas (2-1) e (2-6) para todas as Orbitas que nio tém pontos em

comum com o conjunto deslizante [5]. O

Observacao 2.1 De acordo com a Proposicdo 3.1 de [5], a mudanga de varidveis usada
na prova do teorema é um homeomorfismo definido em todo o plano e leva a uma
conjugacdo linear para cada campo vetorial em Lg e X1, separadamente. A equivaléncia
topologica pode ser estendida a regido de costura, de modo que as orbitas periodicas da
regido de costura no sistema inicial também sdo transformadas, de forma homeomorfica,
em orbitas periddicas da regido de costura da forma candnica. Quando migramos para
teoria dos ciclos limites e consideramos o caso em que os ciclos limite sdo do tipo de

costura, em geral, a restricdo deste homeomorfismo a reta de descontinuidade ¥ ndo
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produz uma conjugacdo, a mudanga (2.1) (2-5) é ndo suave, de modo que ndo se pode
garantir equivaléncia entre campos vetoriais deslizantes correspondentes. Esta falta de
equivaléncia entre os dois campos vetoriais deslizantes ndo é relevante se ndo estamos
interessado na dindmica que envolve orbitas deslizantes, como é o caso da andlise, entdo
a definicdo dada em [8] se aplica sempre que excluimos o conjunto deslizante ¥°. Veja
mais detalhes sobre preservagdo da dindmica de deslizamento em [5]. Quando ¥° se torna
um ponto, ndo hd dindmica de deslizamento e os sistemas (2-1) e (2-6) sdo trivialmente

Y-equivalentes.

Note que em geral, o homeomorfismo 4 dado no Teorema anterior ndo induz
uma equivaléncia topolédgica entre os campos de Filippov correspondentes. Devido a
defini¢do natural de uma trajetoria local por um ponto da regido de costura concluimos

que o homeomorfismo / é uma conjugagio se restrito a R? /X°.

Observacdo 2.2 Os pardmetros Ty = tr(Ax) e Dp = tr(Ap) (onde A € {L,R}) sdo os
invariantes lineares em cada zona by, = b e bg = —b (que correspondem a existéncia de

um conjunto deslizante) e ay, e ag estdo relacionados a posicdo de equilibrio.

Nas proposicdes a seguir iremos investigar a natureza dos pontos de equilibrio,

pontos de tangéncia e pseudo-equilibrios do sistema (2-6),

Proposicao 2.2 No sistema (2-6) os pontos de equilibrio e os pontos de tangéncia podem

ser determinados da seguinte maneira:

1. Se a; = 0 entdo o ponto (0,—b) é um ponto de equilibrio para o campo Xi. Se
ar, # 0 entdo o ponto (0,—b) é um ponto de tangéncia para o campo Xi. O ponto
de tangéncia (0,—Db) é visivel quando ar, < 0 e invisivel quando ay > 0;

2. Se ag = 0 entdo o ponto (0,b) é um ponto de equilibrio para o campo Xg. Se
ag # 0 entdo o ponto (0,b) é um ponto de tangéncia para o campo Xg. O ponto de

tangéncia (0,b) é visivel quando ag > 0 e invisivel quando ag < 0.
Prova.
1. Podemos notar que,
Xp(x,y) = (Trx—y—b,Drx—ar) = Xp(0,—b) = (T10+b—b,D;0—ar) = —ay,
XLV f(0,—b) = ((b—b,—ar),(1,0)) =0.

Logo temos que o ponto (0, —b) é ponto tangéncia para o campo X;.. Quando a;, =0

o ponto (0, —b) é equilibrio para o campo X;. Veja ainda que,

Xlz,f(oa _b) = <(07 _aL)a (TL7_1)> =dar,
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assim o ponto de tangéncia (0, —b) serd visivel quando a; < 0 e invisivel quando
ar, > 0.

2. Podemos notar que:
Xg(x,y) = (Trx —y +b,Drx — ag) = Xg(0,b) = (T.0—b+b,D10 — ar) = —a,
XRVf(O;b) = <<_b+b7_aR)7(170)> =0.

Logo temos que o ponto (0, ) é ponto tangéncia para o campo Xg. Quando ag =0

o ponto (0,b) é equilibrio para o campo Xg. Veja ainda que,
XI%f(OJ)) = <(07 _aR)a (TRv _1)> = dg,

assim o ponto de tangéncia (0,b) serd visivel quando ag > 0 e invisivel quando
ag < 0.

Observacao 2.3 Assumindo b > 0 podemos determinar as regioes de costura, deslize e

escape do sistema, veja que

Xrf(0,9)XLf(0,y) =y =b* > 0= [y| > b,
logo temos que,

Y ={(0,y) € L;y > b}U{(0,y) €X;y < —b},

e também,

Xrf(0,9)XLf(0,y) =y*—b* <0=|y| <b.
Assim,

¢ ={(0,y) €X;—b <y < b},
=0,

e por fim podemos calcular o campo deslizante, que é dado por

ar —ag _aL—i—aR) (2-18)

Zs(O,y)z(O, 5 Y 5

Proposicao 2.3 Assumindo b > 0 no sistema (2-6) os pseudo-equilibrios serdo determi-

nados como segue,
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1. Se aj = agr = 0 entdo para qualquer ponto p € X* UX¢, p é pseudo-equilibrio do

sistema.

(aR+aL)b
' ar—ag

2. Sear.ag <0 o ponto p= (0 ) satisfaz Z°(p) = 0. Segue que quando

(a) ap <0eag >0, temos que (Z*) (p) <0 e o ponto p € L¢ é uma pseudo-sela.
(b) ar >0 e ag < 0, temos que (Z°)'(p) > 0 e o ponto p € £¢ é um pseudo-né

instdvel.
3. Se arar > 0 ndo existe pseudo-equilibrio.
Prova.

1. Se ag = ap = 0 entdo para qualquer ponto p € X UZX¢, temos que Z*(p) =0 e

portanto todos os pontos p € X* UX¢ serdo pseudo-equilibrios.

b
2. Assumiremos que arar < 0, note que o ponto p = (O,M> satisfaz
arj, — Aar
Z*(p) =0.
(a) Quando ar < 0eag >0, com a; < —ag, temos que
b
0< M < b’
aj, —Adr
b
(Z*Y(p) = (QM) <o
ayp —dr
portanto p € X¢ é pseudo-sela. Agora se a; < 0 e ag > 0, com a; > —ag,
temos que
b
—b < M < 0’
ayp —dAdr
b
(Zs)/(p) — (O’ M) < ()’
ajp —ag

e portanto p € X¢ também serd pseudo-sela.
(b) Quando ay > 0e ag <0, com a; < —ag, temos que
(ar+ar)b
ar —dag

@)= (0. 422 ) oo

arp —agr
portanto p € ¥ € pseudo-né instavel. Agorase ar >0eagr <0,comay > —ag,

—b < <0,

temos que
0 < M < b,
ay —Aar
b
(Z*)(p) = (0, (artaub ) >0,
ar, —Adr

e portanto p € X¢ também serd pseudo-né instdvel.
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ag+ar)b
3. Assumiremos que arar > 0, note que o ponto p = (O,M
ar, — Adr

Z*(p) = 0. Fazendo a mesma analise anterior podemos observar que o ponto p

> satisfaz

ndo estd definido na regido X¢, logo ndo existem pseudo-equilibrios.

Proposicao 2.4 No sistema (2-6):

1. Quando arDy < 0 ou Dy = ar = 0 podemos encontrar pontos de equilibrio do
sistema em Xy. Quando a;rDy > 0 ou Dy, = 0 e ay, # 0 o sistema ndo tem pontos de
equilibrio em Xp;

2. Quando arDg > 0 ou Dr = agr = 0 podemos encontrar pontos de equilibrio em Xg.
Quando agrDg < 0 ou Dg = 0 e ag # 0 o sistema ndo tem pontos de equilibrio em
YR

Prova.

1. Veja que os possiveis pontos de equilibrio para o sistema (2-6) em X satisfaz,

X=Tix—y—b=0,
y=Dix—a;=0.

XL(x7y) = {

(a) Se arDy < 0 entdo o ponto,

ar, Trar
P=\| -b )
D;  Dp

€ ponto de equilibrio do sistema em X;. Se D; = 0 e a; = 0, entdao os pontos

tais que y = Trx — b, com x < 0 s@o pontos de equilibrio do sistema em ¥;.
(b) E facil ver que se azD; > 0 ndo é possivel encontrar nenhum ponto que
satisfaz X7 (x,y) = 0 com x < 0. Se Dy, = 0 e a;, # 0 ndo é possivel encontrar

nenhum ponto que satisfaz Xz (x,y) = 0.
2. Veja que os possiveis pontos de equilibrio para o sistema (2-6) em X satisfazem:

X=Trx—y+b=0,
y=Drx—agr =0.

Xg(x,y) = {
(a) Se arDg > 0 entdo o ponto,
ar TRaR
g e — b
p (DR’ Dr | ) ’

€ ponto de equilibrio do sistema em Xg. Se Dg = 0 e ag = 0, entdo os pontos

tais que y = Trx + b, com x > 0 sdo pontos de equilibrio do sistema em Xg.
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(b) Se agDg < 0 ndo existe nenhum ponto que satisfaz Xg(x,y) =0 com x > 0.
Se Dgr = 0 e ag # 0 ndo é possivel encontrar nenhum ponto que satisfaz
XR (xay ) =0.

2.2 Forma canonica com monodromia no infinito

Nesse momento apresentamos um teorema que garante sobre quais condicdes
podemos reduzir o sistema (2-6) em um sistema com apenas 5 parametros. Veja que
esse passo € muito importante uma vez que partimos de uma classe de sistemas com
12 parametros. O objetivo principal dessas mudancas consideradas é reduzir o nimero
de casos a serem analisados durante todo estudo. Além disso, com essa nova forma
simétrica poderemos caracterizar com mais facilidade as drbitas periddicas e determinar
a estabilidade do sistema.

Estudamos os sistemas do tipo (2-6) tais que a dindmica de ambos os campos da
direita e esquerda sao do tipo foco que estd sob a condi¢do T[% —4DA <0 com Dy > 0.

Teorema 2.1 Dado o sistema (2-6) e assumindo a dindmica do tipo foco ou centro em
ambos os semiplanos, suponha que
()5 OR ay, ag
YL = m—LﬁR = O)—R,OCL = c)_L’aR = 03_R7

onde 265 = Ty e ®wp > 0 tal que 4(0[2\ =4Dp — T[% e A € {R,L}. Entdo o sistema (2-6) é

topologicamente equivalente ao seguinte sistema,

;

2y, -1 b
XL: X_ ) XGZL?
1+Y]% 0 (043
Z= (2-19)
2 —1 —b
Xp= | M X — , X € Xz
L 1+'Y123 0 OlR

. 7?2 A .
Prova. Sejamp >0e (03\ =Dp— 4 eop= % a mudancga de parametros. Veja que,

2

T
0 = DA—TA:>DA:(D,2\+0,2\,
T,
oA = 2 =T)\=20,.

2

Considerando a matriz associada ao sistema para x > 0, fazendo a mudanca de parametros

como acima temos que a matriz ¢ dada por,
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o 2(513 —1
Flted+at 0 )

onde obtemos que Ag = Gg £ i®g é o autovalor da matriz Ag e assim teremos entdo a

dindmica do tipo foco ou centro. Considere a mudanca de varidveis X = wg(x)x,Y =ye

T = mg(x)t aplicada em Xg no sistema (2-6). Derivando com respeito a T,

dX dX dt o 1 ,
dz dt dt R R ’
dy  dydr 1
dt  dtdt (oRy'
Substituindo,
X=Trx—y+b
y = Dgrx —ag.
Dai,
dX
— = Trx— b
dt RX y+ )
dy (D )
— = — xX—a
dt R R R)>

Lo X
e fazendo a mudanca de varidveis — = x, Y = y obtemos,

OR
dX T,
== Ex v+,
dr ()4
dy 1( X )
_— = — DR——aR .
drt R R

Dgr

o
sz’YRx_y+ba
y= (1+'lee)x—06R.

- R 1] .
Substituindo os novos parametros w—R =2Yre YIZQ + 1 obtemos o sistema para x > 0,
R

Considerando a matriz associada ao sistema para x < 0 e fazendo a mudancga de parame-

tros conveniente temos que a matriz Ay, é dada por,

. ZGL —1
ittt 0 )

onde obtemos que A; = G, +i®; é o autovalor da matriz A; e assim teremos entdo a
dinamica do tipo foco ou centro. Considere a mudanga de varidveis X = oz (x)x,Y =ye

v = o7 (x)t aplicada em X;, no sistema (2-6). Derivando com respeito a T,
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dX _ dxdi_ o1
v~ didr Fao, "
ay  dvdr 1.
dv dtdt_wLy'
Substituindo,
xX=Tix—y—>b
y=Dix—aj.
Dai,
dX
2 Tx—y—b
dv LX—Yy )
dy 1
. — _—(Dyx—
dv coL( X —ar),

. ¢
e fazendo a mudancga de varidveis i x, Y =y obtemos,
L

70,4 T3,
dav oy,

dy 1 ( X >
_ = — DL— —day | .
dv 0y, oy,

. R 1] D .
Substituindo os novos parametros L 2y e i y% + 1 obtemos o sistema para x < 0,
oL )

L

x:2'YLx_y_b7
y= (1+’Y%)X_OLL'

O

Nesse momento iremos obter algumas formas candnicas que serdo importantes

para o nosso estudo, introduzimos notacdes e propriedades dos pontos de equilibrio de

(2-19) que sao do tipo foco ou centro. Os pontos de equilibrio sdo dados por,

or 20y

N _= ’2 —b = — s, —
(xL,yr) (xr,2yrxL ) (1 n L2 I L2
Or  20RYR
XR, = (%R,2YrRXR+D)=| ——=,——>
(XR,YR) (xR, 2YrxR + D) (1+712e 1+Y,2q

b)),
+0),

e assim podemos reescrever o sistema (2-19) da seguinte forma, para x <0 e x > 0

respectivamente,
X=2yp(x—x) = (y—yr),
Xp = ‘
y=(1+77)(x—xL),

(2-20)
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X =2Yr(x—xg) — (Y —¥R),

XR:{ §= (118 (x— ).

Note que o parametro b foi reescrito apds a introdugdo das coordenadas de equilibrio y

(2-21)

e oy foram substituidas pelas abscissas de equilibrio xj, onde A € {L,R}. Escrevemos os

parametros 0, e b da seguinte maneira,

(1 +Y/2\)x1\7
—(yz —2vrx1) = YR — 2YRXR-

OA
b

Observacao 2.4 Podemos também fazer uso de uma outra forma candnica associada ao
sistema (2-19) e sua forma equivalente em termos dos pontos de equilibrio anterior, que

tem apenas 5 parametros parax <0 e x > 0,

{
{

Veja que o sistema (2-19) é invariante sob as seguintes transformagoes,

X=2yx—y—>b,
y=(1+1)(x—x),

sz’YRx_y—i_ba
¥ = (1+9) (x = xg)-

Transformagdo 1 | Transformacgdo 2 | Transformagcdo 3
X — —x X=X X — —x
y—y y—=-y y—=-y
T— —7T T——7T T—7T
L — =R Yo — ="M YL — VR
X[, — —XR XL — XL, X[ — —XR
b— —b b— —b b—b
TR — 1L YR — VR YR — VL
XR — —XL, XR — XR XR — —XL,

Y =—yeT = —7entlo,

Considere inicialmente a Transformacéo 2, isto é, (x,y,T) — (x,—y,—T) e defina X = x,

dX  dXdt
dT  dtvdr 7
day  dYdt
dT ~ dvdl
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Dai obtemos o seguinte sistema,

( —2’YR —1 X b
(3 2)() (2w

7 =
—2 —1 X —b
n — . (X,Y)€ex,.
[ \1+v7 0 Y ar
Considere a Transformag@o 1, isto é, (x,y,T) — (—x,y,—7) e defina X = —x,

Y =ye T = —7 entlo,

dX  dXdv
dT ~ dvdT "
dy  dvdt
dT  dtdT

Dai obtemos o seguinte sistema,

([(-2vv -1\ [ X b
(3 ()L e

7 =
—2 —1 X —b
TR - . (X.Y)ex,.
L \1+7v% 0 Y —OR
Considere a Transformagdo 3, isto é, (x,y,T) — (—x,—y,T) e defina X = —x,

Y = —ye T = 7 entlo,

X _ dXdt
dT ~ dvdT
av _ dvdt
AT~ dvdl

Dai obtemos o seguinte sistema,

( 2y —1 X b
(1“@ 0> (Y >_<—ocL>’ (X,Y) € 2,
2yp —1 X b
\ <1+Y§ 0><Y>_<_OCR>7 (X,Y)exs.

Note que as mudangas de varidveis mantem invariante o conjunto X e além disso

nas Transformacgdes 1 e 3 o sistema muda de posi¢do, isto é, Xg € levado em X e Xf

€ levado em Xg. Essas propriedades sao importantes pois reduzem o nimero de casos a
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serem analisados no nosso estudo. Os resultados apesentados a seguir, serdo importantes

para algumas observacdes que faremos durante o trabalho.

Definicao 2.1 Dizemos que o sistema planar é reversivel no tempo com respeito a x
sempre que for invariante sob a mudanga (x,y,t) — (x,—y, —1). De maneira andloga,
dizemos que o sistema planar é reversivel no tempo com respeito a 'y sempre que for

invariante sob a mudanga (x,y,T) — (—x,y, —71).

Corolario 2.1 O sistema (2-19) é continuo se e somente se b =0 e 0 = Og. Dessa

maneira escrevemos o sistema como,

sz’YLx_ya
y=(1+v)x—a,

x:2’YRx—y,
y= (1+7123)x—0c,

se x <0 e x> 0 respectivamente.
Prova. Se o sistema (2-19) é continuo entdo para p = (0,y) € £ temos que Xi(p) =

Xgr(p) <= (—y—>b,—ay) = (—y+b,—ag) logo b =0 e oy = og. Reciprocamente
se b =0e oy = o para os pontos p = (0,y) € X temos que,

XL(p) = (_y7a)7
Xr(p) = (=y, ).
Isso implica que Xz (p) = Xg(p), portanto o sistema (2-19) é continuo. O

A partir de agora iremos trabalhar apenas com a forma candnica (2-19) ou equi-
valentemente com (2-20) e (2-21). J4 que essas propriedades que estudamos permitiram
que reduzissemos o nimero de configuracdes possiveis para a analise. Estudaremos agora

os pontos de equilibrio e pontos de tangéncia para esse sistema.

Proposicao 2.5 Considere o sistema (2-19) ou equivalentemente os sistemas (2-20) e (2-

21), suponha b =0 ey, =Y =0, logo
1. X =% = {0}.
2. Equilibrio:
(a) Se xg = 0 entdo a origem p; = (0,0) é ponto de equilibrio para o campo Xg;

(b) Se xg # 0 entdo py = (xg,0) é ponto de equilibrio para o campo Xg, quando

xg > 0 o equilibrio é real e quando xg < 0 o equilibrio é virtual;
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(¢) Se x; =0 entdo a origem p; = (0,0) é ponto de equilibrio para o campo Xr;
(d) Se x1, # 0 entdo p3 = (x1,0) é ponto de equilibrio para o campo X, quando
x1. < 0 o equilibrio é real e quando x;, > 0 o equilibrio é virtual.
3. Tangéncia:
(a) A origem p; = (0,0) € ponto de tangéncia para o campo Xg, quando xg >0 a
tangéncia é visivel e quando xg < 0 a tangéncia é invisivel;
(b) A origem py = (0,0) € ponto de tangéncia para o campo Xi, quando xp < 0 a

tangéncia é visivel e quando xp > 0 a tangéncia é invisivel.
Prova.

1. Podemos calcular a derivada de Lie dos dois campos X7 e Xg. Veja que,
X Vf(x,y) = {(=y,x—x2),(1,0)) = -,
XgV[(x,y) = ((=y,x—xr), (1,0)) = -,
assim temos que,
¢ ={(0,y) € X},
Yo =% ={0}.

Logo o sistema possui apenas trajetorias periddicas de costura.

2. Note que,
XL(X,y) = (_y,x—XL),
XR()C,y) = <—y,X—XR),

segue que,

(a) Se xg =0 a origem p; = (0,0) € ponto de equilibrio para o campo Xg, pois
Xz(0,0) = (0,0).

(b) Se xg # 0 o ponto pp = (xg,0) é ponto de equilibrio para o campo Xg, pois
Xg(xg,0) = (0,0). Se xg > 0 o ponto p, é equilibrio real, ja que p» € Xg e
Xg(xr,0) = (0,0). Se xg < 0 0 ponto p; é equilibrio virtual, j& que pr € Xy e
Xg(xr,0) = (0,0)

(c) Se xp =0 a origem p; = (0,0) é ponto de equilibrio para o campo X;, pois
X1,(0,0) = (0,0).

(d) Se xz # 0 o ponto p3 = (x1,0) é ponto de equilibrio para o campo X;,, pois
X1 (x1,0) = (0,0). Se x; < 0 o ponto p3 é equilibrio real, ja que p3 € X e
X1, (x2,0) = (0,0). Se xz, > 0 o ponto p3 é equilibrio virtual, ja que p3 € Xg e
Xp(x2,0) = (0,0).
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3. Note que,
Xl%f(x?y) - <(_y,X—XL),(O,—1)> = —x+XxL,
XI%f(xay) = <(_y7x_xR)7 (O, _1)> == —X+XR.

Segue que,

(a) A origem p; = (0,0) é ponto de tangéncia para o campo Xg, pois
XgV£(0,0) =0. Se xg > 0 o ponto de tangéncia p; é visivel, pois X3 f(0,0) =
xg > 0. Se xg < 0 0 ponto de tangéncia p; € invisivel, pois XI%f(O, 0)=xr <O.

(b) A origem p; = (0,0) é ponto de tangéncia para o campo X;,, pois X,V £(0,0) =
0. Se x;, < 0 o ponto de tangéncia p; é visivel, pois X7 £(0,0) = x; < 0. Se
x> 0 o ponto de tangéncia p; é invisivel, pois X7 £(0,0) = x, > 0.

Proposicao 2.6 Considere o sistema (2-19) ou equivalentemente os sistemas (2-20) e (2-

21), suponha b =0, vy, = —Ygr # 0 e xp = xg =0, assim:

1. A origem p; = (0,0) € ponto de equilibrio para o campo Xg e Xi;
2. O ponto p; = (0,0) € ponto de tangéncia dupla dos campos Xy, e Xg.

Prova.
1. Veja que,
Xp(x,y) = (2ypx =y, (1+97)x),
Xr(x,y) = (=2y2x =y, (1 +77)).

Logo temos que a origem p; = (0,0) é ponto de equilibrio para os campos Xz e X1,
pOiS» XR(an) = (070) eXL<070) = (070)
2. Note que,

XLVf(x7y) = <(2YL_ya(1 —|—’Y%)X),(1,0>> = 2YLx_ya
XRVf(xay) = <(_2YL_y7(1 +Y%)x)v(170)> = _27Lx_y-

Logo temos que a origem p; = (0,0) € X é ponto de tangéncia dupla para os campos
Xg e X1 pois, XgV f(0,0) =0e X, Vf(0,0) =0.
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Proposicao 2.7 Considere o sistema (2-19) ou equivalentemente os sistemas (2-20) e (2-

21), suponha b =0, vy, = —Ygr # 0 e xp = —xg # 0, segue que

1. Equilibrio:

(a) O ponto py = (xp,2Y1.x1) € ponto de equilibrio para o campo Xr. Se x;, < 0 o
equilibrio é real e se x;, > 0 o equilibrio é virtual.

(b) O ponto py = (—xp,—2yrx1) € ponto de equilibrio para o campo Xg. Se
xr < 0 (ou equivalentemente xg > 0) o equilibrio é real e se xp > 0 (ou

equivalentemente xg < 0) o equilibrio é virtual.
2. Tangéncia:

(a) O ponto p, = (0,0) é ponto de tangéncia para o campo X. Se xp < 0 a
tangéncia é visivel, quando x; > 0 a tangéncia é invisivel.
(b) O ponto p, = (0,0) é ponto de tangéncia para o campo Xg. Se x; < 0 a

tangéncia é visivel, quando xy > 0 a tangéncia é invisivel.
Prova.
1. Veja que,
Xr(x,y) = (2yrx =y, (1+97) (x—x1)),
XR(x,y) = (=2yx =y, (1 +77) (x+x1)).

Logo temos que,

(a) O ponto p; = (xz,2yxr) € ponto de equilibrio para o campo X, pois
Xp,(x,2vxr) = (0,0). Se xz < 0 o ponto p; € equilibrio real, ja que p; € £ e
Xp(x1,2yrxr) = (0,0). Se xz, > 0 o ponto p; é equilibrio virtual, jd que p; € Xg
e Xr(xz,2yrx) = (0,0).

(b) O ponto p» = (—xz,—2Yrxz) é ponto de equilibrio para o campo Xg, pois
Xg(—xr,—2yrx1) = (0,0). Se x;, < 0 (ou equivalentemente xg > 0) o ponto
p2 € equilibrio real, ja que p, € Xg e Xg(—xz,—2yxz) = (0,0). Se x, > 0
(ou equivalentemente xg < 0) o ponto p; € equilibrio virtual, ja que py € X1 e

XR(—)CL7 _Z’YLXL) = (O, 0)

2. Note que,
XLV f(x,y) = ((2vx =y, (1+77) (x—x1)), (1,0)) = 2y2x —y,
XpVf(x,y) = ((=2vx =y, (1+7) (x+22)),(1,0)) = —2y2x -,

e também,
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Xsz(xay) = <(2'YLX—y,(1 +Y[%)(X_XL))7(2YL7_1)>,
Xpf(x,y) = ((=2vex =y, (1+97) (x+x1)), (=272, —1))-

(a) A origem p3 = (0,0) é ponto de tangéncia para o campo Xz, pois X,V f(0,0) =
0. Se x;, < 0 0 ponto de tangéncia p3 é visivel, pois X7 f(0,0) = (1+7v7)x;, < 0.
Se x; > 0 o ponto de tangéncia p3 é invisivel, pois X7 £(0,0) = (1+7v2)xz > 0.

(b) A origem p3 = (0,0) é ponto de tangéncia para o campo Xg, pois
XgV£(0,0) =0. Se x;, < 0 o ponto de tangéncia p3 é visivel, pois X3 f(0,0) =
—(1+v})x, > 0. Se x, > 0 o ponto de tangéncia p3 é invisivel, pois
X2£(0,0) = —(1477)xz < 0.



CAPITULO 3

Estudo dos ciclos limite de grande amplitude

Uma das principais ferramentas utilizadas para analisar 6rbitas periddicas e
ciclos limite, bem como, estudar questdes relacionadas a bifurcacdo e estabilidade de
um sistema € a aplicacdo de Poincaré. Estudar ciclos limite € de grande importincia
pois estes modelam diversos fendmenos fisicos em especial os fendmenos oscilatérios.
Quando todas as trajetdérias aproximam-se de um ciclo limite, este é classificado como
estdvel ou atrativo; caso se afastem, € classificado como instavel. A aplicagdo de Poincaré
funciona da seguinte maneira: Inicialmente considere o sistema x = f(x), e f de classe
C' e tome uma 6rbita periédica I' que passa por um ponto xo. Considere © uma se¢do
transversal a I' em xp. Sejam x um ponto de X préximo de xp € ¢ o fluxo que passa pelo
ponto x, entdo existe T(x) > 0 tal que ¢(t(x),x) € X. Defini-se o ponto de interse¢do m(x)
da orbita na se¢do transversal X. De modo geral, isto quer dizer que a soluc¢ao se aproxima
cada vez mais em X por um ponto P(x) = ¢(t(x),x). A aplicacdo de Poincaré é definida
por x — P(x).

Observe que este resultado estd relacionado a campos suaves, no que segue
pretendemos apresentar como essa mesma ideia pode ser aplicada para o estudo de
campos suaves por partes.

Este Capitulo estd dividido em algumas se¢des. Primeiramente pretendemos
apresentar a nossa principal ferramenta de estudo que é o mapa de deslocamento, em
seguida determinaremos os coeficientes da expansdo do mapa de deslocamento que
serdo essenciais para caracterizacdo das Orbitas periddicas. Em um terceiro momento
estudaremos questdes relacionadas a estabilidade das 6rbitas. E por fim, daremos mais
enfase aos resultados/ teoremas que vao nos dizer sobre quais condi¢des o sistema exibe

ciclos limite de grande amplitude considerando os casos: centro e o foco fraco.

3.1 Aplicacao de Poincaré

Construiremos a aplicagc@o de Poincaré do sistema suave por partes da seguinte
maneira. Considere ¥ = {x € R?;x = 0} a reta de descontinuidade do sistema. Através do

fluxo na regido X partimos de um ponto (0,yp) com yo > 0, até chegar novamente na reta
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vertical em um ponto da forma (0,y;) com y; < 0 suficientemente grande. Analogamente
partindo da regido do lado direito do sistema, através do fluxo tomando o sentido contrario
no tempo na regiao Xg saimos do mesmo ponto (0,yg) com yy > 0, até chegar novamente

na reta vertical em um ponto da forma (0,y;) com y, < 0.

by

(07)’0)
L R

(O7y2)
(anl)

Figura 3.1: Aplicagdo de meio retorno.

Definimos uma nova variavel uy = 1/yg. Seja yo grande entdo ug estd proximo
de zero. Os pontos de interse¢éo da drbita com a reta X ao sair do ponto (0,yp) e retornar
para a reta vertical X definimos como sendo, L(up) = 1/y; que serd a aplicagdo de meio
retorno através do ponto (0,yp) do sistema em X e R(ug) = 1/y; a aplicagdo de meio
retorno através do ponto (0,yp) do sistema em Xg.

Note que a 6rbita que passa pelo ponto (0,yp) € a érbita que termina em um ponto
da forma (0,y;) apds uma volta completa e que comeca no ponto (0,y,), isto €, podemos
tomar a aplicagio de meio retorno R~ ! (u3) ao invés de R(uy). Desta maneira definimos a

aplicacao de Poincaré do sistema suave por partes por,

up =(ux) = (LoR ) (u2). (3-1)
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(anl)

Figura 3.2: Aplicacdo de Poincaré do sistema com R™".

Pela regra da cadeia temos que,

!/ ! 1
I (u2) =L (R u2)) ———.
Observe que esses mapas de retorno permitirdo determinar a estabilidade da orbita
periddica no infinito e o nascimento de outras Orbitas periddicas do infinito em uma

bifurcagdo do tipo Hopf degenerada.

Definicao 3.1 A orbita periddica serd estdavel quando para ug > 0 pequeno temos y| —

y2 < 0 e serd instdvel quando yy —y, > 0.

3.2 Mapa de Deslocamento

Abordaremos uma maneira mais conveniente para estudar a dinamica do sistema.
Como pretendemos fazer uma andlise das drbitas periddicas de grande amplitude toma-
mos a coordenada local up = 1/yg associada a um dos dois pontos de interse¢do da drbita
com a reta de descontinuidade X. Para uy = 0, isto significa que este valor corresponde a
orbita periddica no infinito. Assim determinamos inicialmente o mapa de deslocamento

como sendo, para ug > 0 pequeno
A(uo) = L(uo) — R(uo), (3-2)

cujos zeros da fun¢do A tenha uma correspondéncia bijetora com as Orbitas periddicas
perto do infinito. Estudando os coeficientes da expansdo A conseguiremos caracterizar as

Orbitas periddicas em centros ou foco fraco e determinaremos a estabilidade do sistema.
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Reescrevendo o mapa de deslocamento de Poincaré,
Aug) = Aqug + Aoufy + Azul + Aqug + ..., (3-3)
veremos que,

L(up) = LIMO‘f‘LzM(Z)+L3u(3)—|—L4ug—|—...7
R(uo) = R1u0+R2M%+R3u8+R4u8+...,

no qual vale as seguintes igualdades,

A =L —R (3-4)
A=1—R; (3-5)
A3 =L3—R;3 (3-6)
Ay =L4s—Ry (3-7)

: (3-8)

A seguir apresentamos algumas defini¢des essenciais para o trabalho.

Definiciio 3.2 A érbita periddica serd hiperbélica se Ly — R, = L'(0) — R (0) # 0.
Quando Ly — Ry > 0 é estdvel e quando L1 — Ry < 0 serd instdvel.

Definicao 3.3 Teremos um centro no infinito proximo a orbita periodica no infinito, caso

exista € > 0 tal que A(ug) = 0 para todo 0 < ug < €.

Definicao 3.4 Dizemos que a orbita periodica no infinito se comporta como um foco
fraco quando todos coeficientes anteriores a A; se anulam, mas A; # 0. E a ordem de foco

fraco éi—1.

3.3 Calculo dos coeficientes da expansiao do mapa de

deslocamento de Poincaré

O ponto chave para determinar os coeficientes da funcdo A € introduzir novas
varidveis de modo que seja possivel trabalhar préximo ao infinito como se estivéssemos
perto de um ponto de equilibrio. Considere inicialmente o sistema (2-19) onde x < 0. A

matriz associada a esse sistema € dada por,

AL: ZYL N )
1+v; 0
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PALO\.) zdet(AL—M) = —2’YL7\,—|—7\.2—|—1—|—’Y% :>7\«:'YL:|:i-

assim A = 7y, i sdo os autovalores da matriz A;. A matriz de mudanca de base é dada por

-1 0 1 -1 0
P= =P = .
-y -1 v —1

Assim a forma canonica de Jordan é,

A:P_lALP:<Y _1>,
Loy

logo a exponencial da matriz Ay, é dada por:

ALt _ u cost + 7y sint —sint
(14172)sint  cost — 7 sint

Veja que ao invés de trabalhar com a solucao do sistema podemos utilizar a propriedade
de que a exponencial da matriz Ay na verdade € uma matriz fundamental e assim obtemos

a seguinte relagdo entre o campo vetorial no ponto de chegada (0,y;) e o campo vetorial

<—)’1 —b> _ A <—yo—b> , (3-9)
—0l, -0,

onde T € o tempo decorrido entre dois pontos de uma determinada 6rbita. De fato,

no ponto inicial (0,yp),

a equacgdo (3-9) é sempre verdade, primeiro considere o seguinte sistema de equacdes
diferenciais,
X(t) =2yx—y—b,
{ y(t) = (1+v)x—oy,
queremos resolver essa equacdo diferencial com condigdo inicial x(0) = (0,yp), onde

yo > 0. A solucdo é dada por,

() = oy + e [—Ochost — [b +yo—oaryL+ (b —l—yO)Y%] Sint}
1+72 ’
200y, —b(1+ ’Yi) + etYLW(l‘)

y(t) - 1+'Y% ’

onde W (t) = (b+yo —20uYL + (b +y0)Y? )cost + (o (=1 +v7) — (b+ o) (YL + 73 ) )sint.
Veja que ndo temos explicitamente o tempo de retorno ¢, mas sabemos que existe. Entdo
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durante um tempo t*, a curva solugfo retorna para reta x = 0, logo

o — et*YL(b +yo)(1+ Y%)sint*
S el (—cost* +ypsint*)

Como o ponto de retorno é da forma (0,y;), temos que y(¢) = y; e substituindo o valor

o7, obtemos,

b+ X (b+yg) — e M [(2b 4 yo)cost™ + yoypsint*]
B — 1+ e (cost* —ypsint*)

Y1

Portanto vale a seguinte relagdo:

yi+b _ S yo+b _ 0 ’ (3-10)

(093 o, 0

0 que prova a equagao (3-9).

Os autores de [4] propde uma mudanga de varidveis adequada que ird permitir
trabalhar préximo ao infinito como se estivessem trabalhando perto de um ponto de
equilibrio comum, sem necessidade de transformar a equacdo diferencial estudada. A
ideia € introduzir as novas varidveis apds escrever as equacgdes de fechamento da oOrbita.
Entdo uma vez escritas as equacdes de fechamento (3-10) defina as novas varidveis,
uy =y, ', Uy = 3’1_1 e anova varidvel de tempo S; = t7 — 7. Observe que € natural tomar Sg
dessa maneira, pois o tempo Tz, estd préximo de T quando yy € suficientemente grande (ja
que estamos estudando as érbitas préximo ao infinito). Fazendo as mudangas adequadas

obtemos,
uo + bugu B eAL(TH—SL) uy + bugu 0
Ol upuq Ol upu 0

7

onde uy > 0, u; < 0 e Sy é suficientemente pequeno. Observando que exp(Arm) =

—exp(yrm)! e multiplicando a equacdo acima por e; = e~ 'L, temos que

ug + bugu Uy + bugu 0
4+ eALSL
Ol uogu Ol uouq 0

Retirando da segunda componente do fator trivial u;, obtemos

uo + bugu i u; 0 ALSL 1+ bug _ 0 . (3-11)
oLz UgU] 0 1 OLLUQ 0
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Logo obtemos a matriz Jacobiana,

B e 1 0
J<0’O’O)_<(1+e;)ocL 0 1+y}{>'

Note que precisamos resolver a equacdo (3-11) em uma vizinhanca do ponto
(ug,u1,S1) = (0,0,0). Como a matriz jacobiana J(0,0,0) tem posto 2, podemos aplicar o
Teorema da Fungéo Implicita (ver Teorema em Lages (2007) [13]) no ponto (uo,u;,S) =
(0,0,0), para garantir a existéncia de expansdes tnicas para u; = L(up) e S, = B(up) em

termos de ug, a saber

Ltl:L(u()) = L1u0+L2u%+L3u8—I—L4u3—|—...
SL=PB(uo) = PBruo+Poug+Bsup+ Bauy+ ...

2 3
AL = [+ B1ALug + <[32AL + ?1AIZJ> G+ (B3AL +B1f2AL + FIAI%) U+ e

Reescrevendo a equacao (3-11) obtemos,

ol )rom ()]0 )| (o) ()

Considerando a equacdo (3.3), fazemos os cdlculos somente para os termos de grau 1 e

(1), L (o
°L oy, or+ (1+v2)Bs ~\o )

Resolvendo a equacao obtemos,

assim,

L = —e, (3-12)
Bi = —(14e¢;)xr. (3-13)

Para os termos de grau 2 temos que,
_ [ bL, Ly + 2y Bi1L1 +bLy 0
e + | = .
0 (14v7) (B2 +bP1 +vB7) 0
Assim,

L, = —e (1+e; )y, (3-14)
B = —bB1—PT, (3-15)
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E os termos de grau 3 e grau 4,

Ly = e;(14e;) (1+y§ xL—|— 1—|—eL)yL> (3-16)

Ly, = —eL_(1+€L)QL, (3-17)

01 = (1472) (2YL(1—623+<65)2)x2+( L l)éZeL—l—3)

xLyL) +(1+ep)™i.

E analogamente fazemos para o semiplano da direita. Considere o sistema (2-19) onde

x > 0. A matriz associada a esse sistema € dada por:

2 —1
Ap=| " .
1+v2 0
Logo obtemos a seguinte relagdo entre o campo vetorial no ponto de chegada (0,y;) e o

campo vetorial no ponto inicial (0, yg):

-y+b\) Artg [ 70 +b
—OlR —OlR
Por simetria e fazendo a mudanga de variavel Sg =T — T, ugp =y, L = yfl e
e = e

apos alguns cdlculos temos que para a expansao,

obtemos:
Rl = —ef, (3-18)
Ry = —ef(1+e})yr, (3-19)
x2
Ry = —e}(H—eR ( +’Y]2g eR )2R+(1—|—e,§)y,2e>, (3-20)
Ry = —ep(1+e})Or, (3-21)
onde
2 S+ (ef)H)x 1) (2er +3
or=(1 Y]ZQ(YR 3 (R))R_,_(R ) R )RYR)+(1+3R)YR
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Na verdade os coeficientes R; com i = 1,2,3,4 podem ser obtidos diretamente

dos coeficientes L; com i = 1,2,3,4, apenas usando a seguinte transformacgdo

(YL, XL,YL,b,YR,XR,YR) — (—YR, —XR,YR, —D,—YL,—XL,yL). Portanto podemos escre-
ver os primeiros termos da série de Taylor do mapa de deslocamento e assim caracterizar

as Orbitas periddicas.

Lema 3.1 Considerando os coeficientes L\ e R entdo,
sign(Ly — Ry) = sign(YL —YR)-
Prova. Temos que,

Li—Ry=e¢f—ef =™k —e ™ = ¢ ™ (e“(YR”L) — 1) :

Teorema 3.1 A Jrbita periddica no infinito é hiperbdlica estdvel quando Y. +Yr > 0,
e serd hiperbdlica instdvel quando Y +Ygr < 0. No caso em que Y. +Yg = 0 a orbita

periddica no infinito é ndo hiperbdlica e se comporta como foco fraco ou um centro.

Esse Teorema € um resultado geral que serd estudado nos Teoremas 3.4, 3.3 e 3.4.

3.4 Caracterizacao dos centros

Nesta secdo pretendemos nos dedicar a caracterizar 0s centros € mostraremos 0s
tipos de configuragdes possiveis. Além disso, buscamos apresentar um teorema que dard

condi¢des para que o sistema (2-6) tenha um centro no infinito.

Teorema 3.2 Considere o sistema (2-6), existe um centro no infinito se e somente se

ocorrer um dos seguintes casos:

1. Quandoy, =Yr=0eb=0.
2. Quandoyy, =Yg #0,xp =xg=0eb=0.
3. Quandoy, = —Yr#0,xp = —xg #0e b =0.

Prova. A primeira parte da demonstracdo consiste em mostrar as condi¢Oes suficientes

para que haja um centro no infinito, préximo a 6érbita periddica no infinito.

(1) Suponha y;, =Yg =0e b =0, entdo o sistema reduz

X, = ] Y x<0 e Xp= ) Y

y=X—XL Yy=X—XR

x> 0.
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Considere a Transformagdo (x,y,T) — (x,—y,—7T) edefinaX =x, Y = —ye T = —1

entao,
ax B dth_
dT ~ dvdT "
dy  dvdt
dT ~ dvdr

Dai obtemos o seguinte sistema,

X, = . x<0 e Xg= . x>0
Y:X—XL Y:X—XR

Assim o sistema torna-se invariante sob a mudanca (x,y,t) — (x, —y, —7T), portanto
admite a reversibilidade no tempo. Logo L(ug) = —up e R(up) = —ug o que implica
em A(up) = 0 para todo up > 0 e entdo temos um centro préximo ao infinito que é a
juncdo de dois centros lineares (reais ou virtuais). A integral primeira desse sistema

€ dado por,

Hy(x,y) = (x—x;)*+y* x<0,
Hg(x,y) = (x—xg)>+y> x>0.

De fato, note que

dHL, Hyxi+ Hyyy

— = Hjxx

dr L LYy
=2(x—xp)X+2yy
= —2y(x—xz) +2y(x—xz1)
=0.

e
dH
d_lR = Hgxx+ Hgyy

= 2(x — xg )X+ 2yy
= —2y(x—xg) +2y(x — xg)
=0.

Pela Proposi¢do 2.5 podemos ter pontos de equilibrios reais ou virtuais dependendo
dos sinais de x; e xg, rodeados por Orbitas periddicas fechadas que podem ser
circulos contidos em um semiplano ou a concatenacao de dois arcos. Note que se

pelo menos um dos pontos de equilibrio for virtual entdo o centro € global e além
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disso todas as configuracdes de centro para esse caso € linear. Vejamos os possiveis

casos,
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X[ = -2

(2) Suponha que v, = —Yg # 0, xp = xg =0 e b = 0 entdo o sistema reduz,

¢ = 2y x — —
X, = x x—y x<0 e Xgp= x—y x> 0.
y=(1+1)x y=(1+1)x
Considere a Transformacio (x,y,t) — (—x,y,—T) edefinaX = —x, Y =ye T = —
entao,
X dX dtv .
- — =X
dTr dtdT
dy  dYdt
dT ~ dvdl
Dai obtemos o seguinte sistema,
X=-2yX-Y X=27X-Y
X, = . L x<0 e Xp= T x>0.
=(1+7)X Y =(1+y)X
Assim o sistema torna-se invariante sob a mudanca (x,y,t) — (—x,y, —7T), portanto

admite a reversibilidade no tempo. Logo A(up) = 0 para todo up > 0 e entdo temos
um centro linear global com um ponto de tangéncia dupla na origem como foi

provado na Proposi¢do 2.6.
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Figura 3.6: Caso: b=0,y,=—1,Yyr=1exy =xg=0.

(3) Suponhay, = —Yr # 0, xp = —xg # 0 e b = 0 entdo o sistema reduz,

X=2yx—y $<0 Xp— X=-=2yx—y

= s= ) y= (1 48) ()

x> 0.

Considere a Transformagdo (x,y,T) — (—x,y,—7) edefinaX = —x, Y =ye T = —1

entao,
dx  dXdt
ar ~ dvdr "
day  dYdt .
dT ~ dvdr

Dai obtemos o seguinte sistema,

X=-2yX-Y X=2yX-Y
X . L x<0 e Xg= . n x> 0.
Y =(1+v)(X+x) Y =(1+7)(X —x1)

Assim o sistema torna-se invariante sob a mudanca (x,y,t) — (—x,y, —1), portanto
admite a reversibilidade no tempo. Logo A(up) = 0 para todo up > 0 e entdo temos
um centro préximo ao infinito.

Pela Proposicdo 2.7 temos dois equilibrios reais quando x; < 0 < xg e dois
equilibrios virtuais quando xg < 0 < xz. O plano de fase exibe um centro nao linear
global quando os pontos de equilibrio sdo virtuais xg < 0 < xz e exibe um centro
ndo linear e ndo global quando os pontos de equilibrio sdo reais x; < 0 < xg , 0
centro para este caso se comporta como uma 6rbita homoclinica em formato de

coracdo, cujo interior contém dois focos.

Agora iremos mostrar que quando o sistema tem um centro no infinito préximo a 6rbita

periddica, estaremos sob as hipéteses dadas no item 1, 2 ou 3.
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Devemos encontrar condi¢des para que a funcdo deslocamento se anule. Para

tanto, considerando o Lema 3.3, sabemos que
AM=L—R =0 <<= yv.+v=0.

Segue que, Yg = —Yr € portanto e}; = ¢; . Veja que seguindo 0 mesmo processo e

assumindo a condi¢do e; = ¢; temos que,
A=Lr—Ro=e(1+e)(yr—yL),

e entao,
A=1)—R =0 <— yR—yL:O.

Assumindo A = Ay =0, isto é, as condi¢des Yg = —7Yr € yg = y obtemos,

My =Ly =Ry = L1+ (e P 1+ )3 — )

e entdo trés possibilidades surgem para que a equagdo anterior se anule. A primeira delas
€ o0 caso ¢; = 1, o que implica em Y, = 0 e entdo vale Yg =y, = 0 e yg =y, logo
estamos sob as hipéteses do item 1. A segunda é o caso xg = x7, assumindo novamente

as condi¢des de A e Ay se anularem, obtemos:

de;

M=

(1+ (e ) (L -+ v,

e a condicdo y; = yg = 0. Concluimos que A4 = 0 apenas se y; = 0, e entdo estamos sob
as hipéteses do item 1, ou se x; = 0, estaremos entao sob as hipéteses do item 2, onde
temos novamente como consequéncia b = 0. A terceira possibilidade de Az = 0, uma vez
assumidas tais condigdes, é o caso xg = —xr, 0 que novamente implica b = 0 e também
yL = yr- Entdo estamos nas hipéteses do item 3. Portanto obtemos todas as condi¢des

dadas nas afirmagdes 1,2 e 3. O

Observacao 3.1 Em nosso caso, Ay = Ay = A3 = Ay =0=A=0. O que ocorre é que
uma vez assumidas as condi¢oes que anulam Ay, Ay o sistema torna-se invariante sob
as seguintes mudangas (x,y,T) — (x,—y,—1) e (x,y,T) = (—x,y,—7), logo o sistema é

reversivel no tempo.

Observacao 3.2 Podemos notar que os centros do tipo 1 e 2 sdo sempre continuos, uma
vez que satisfazem as condicoes do Coroldrio 2.1. Centros do tipo 1 sdo sempre continuos
e lineares e pelo Coroldrio 2.1 satisfazem a condigcdo 0p = O, isto é, os equilibrios estdo

localizados no mesmo ponto. Além disso, centros do tipo 2 sdo sempre continuos mas
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ndo lineares. Jda os centros do tipo 3 sdo sempre descontinuos pois ndo satisfazem as

condigoes dadas no Coroldrio 2.1.

3.5 Caracterizacao do Foco Fraco e suas perturbacoes

Um dos principais problemas estudados em sistemas dinamicos é determinar a
quantidade de ciclos limites que pode bifurcar de um sistema diferencial linear planar
descontinuo tendo inicialmente uma singularidade tipo foco fraco. A existéncia de ciclos
limite apds perturbacdes de foco fraco € um dos topicos que abordaremos nesta secao,
forneceremos um teorema que dara uma descri¢ao sobre quando o sistema (2-19) exibe 1,
2 ou 3 ciclos limite que bifurcam das diferentes ordens de foco fraco. Veremos também
nesta secdo questdes relacionadas a hiperbolicidade e estabilidade de 6rbitas periddicas,

bem como, as possiveis ordens de foco fraco.

Teorema 3.3 Para o sistema (2-19) seguem os seguintes resultados:

1. Seyr = —Yg e yL —yr # 0, entdo a orbita periddica no infinito se comporta como
um foco fraco de ordem 1. A orbita periodica é estdavel (instdavel) quando ygr —yr >0
(yr —yL <0);

2. Seyy=—Y%R#0,yp=yge x% —xl% # 0, entdo a orbita periddica no infinito se
comporta como um foco fraco de ordem 2. A orbita periodica é estdvel (instdvel)
quando Yy, (x; —xz) > 0 (Y (7 —xk) < 0);

3. Seyr=—Yr#0, yr =yr=0ex, =xg #0, entdo a orbita periddica no infinito se
comporta como um foco fraco de ordem 3. A orbita periodica é estdvel (instdvel)
quando Yrxg < 0 (ypxp > 0);

4. Se YL = —Yr, YL = YR € XL = —XR, de modo que b = 0 entdo a orbita periodica no

infinito é estdvel, mas ndo isolada e, portanto, ndo é assintoticamente estdvel.

Prova. Observe que a 6rbita periddica serd estavel (instavel) quando ur —u; <0 (ug —uy >
0), ou equivalentemente A(up) > 0 (A(up) < 0).

(1) Assumindo y; = —7Yg entdo Y. +Yg = 0 e pelo Lema 3.3 temos que,
Al=L1—Rk; :O:>e}':ez.
Considerando o mapa de deslocamento A; e a condi¢do e, = e; obtemos,
Ao =Ly —Ry=e; (14+e;)(yr—yL) #0,

com yg —yr 7 0. Logo o sistema exibe um foco fraco de ordem 1 e fica determinado:
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(a) Se yr —yr > 0 a 6rbita periddica € estavel, pois Ay = L, — Ry > 0.
(b) Se yg —yr < 0 a drbita periddica € instdvel, pois Ay = Ly — R> < 0.

(2) Iremos assumir que Y, = —Yr # 0 e yp = yg. Vejaagoraque A; =0e
A =Lr,—Ry= €Z(1 +eZ)(yR—yL) =0.

Considerando o mapa de deslocamento A3 temos que,

My=Ls—Ry=L(1+ (e D)1 +)(F — k) £0,

com x7 —x% # 0. Logo o sistema exibe um foco fraco de ordem 2 e fica determinado:

(a) Se YL(x% — x,%) > () a 6rbita periddica € estavel, pois A3 = L3 — R3 > 0.

(b) Se vy (x,% —x,%) < 0 a 6rbita periddica € instdvel, pois A3 = L3 — R3 < 0.

(3) Assumindoy, = —Ygr #0,yr =y =0exg =x1 #0. Vejaque Ay =A,=0¢

By =Ls=Rs = L (14 (e ) (1 +9) (3 —}) =0.

Considerando o mapa de deslocamento A4 obtemos,

-
Ai =Ly =Ry = ==L (14 (e))) 1L+ v 0,

com x;, = xg # 0. Logo o sistema exibe um foco fraco de ordem 3 e fica determi-
nado:

(a) Seyrxr <0 a orbita periddica € estavel, pois Ay = Ly — R4 > 0;
(b) Se v xz > 0 a 6rbita periddica € instavel, pois Ay = Ly — R4 < 0.

(4) Assumindo Yr = —Yg, YL = YR, XL = —xg € b = 0 estamos nas hipéteses do Teorema

3.4 e assim temos que a 6rbita periddica € estavel, mas ndo assintoticamente estavel.

O

Observacao 3.3 Note que as afirmacoes 2 e 3 do Teorema correspondem a sistemas
descontinuos uma vez que ndo satisfazem as condi¢oes do Coroldrio 2.1. Podemos
concluir que para sistemas continuos a orbita periddica no infinito se comporta como
um foco fraco de ordem 1 enquanto em um sistema descontinuo a orbita periédica no

infinito se comporta como um foco fraco de ordem 2 ou 3.
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Podemos recordar da teoria de bifurcacdes que em um sistema de equacgdes
diferenciais uma bifurcacio ocorre quando existe uma mudanga qualitativa no sistema,
mais precisamente, quando pequenas alteracdes nos parametros (passam por um valor
critico) provocam uma mudancga topoldgica no sistema. Existem dois tipos de bifurcagdes,
as bifurcacdes locais e as globais. Se os autovalores da matriz Jacobiana sdo complexos
conjugados no ponto de bifurcagdo, entdo dizemos que o sistema linearizado sofreu uma
bifurcagado local, chamada por bifurcacdo de Hopf. A bifurcacao de Hopf de um sistema
implica no surgimento de um ciclo limite. Veja que o estudo deste tipo de bifurcacdo exige
suavidade do problema, o que torna o estudo deste tipo de bifurcagdo mais complicado
ao estudar sistemas nao suaves. As bifurcacdes locais e algumas bifurcacdes globais de
codimensdo um para Sistemas Planares de Filippov foi inicialmente estabelecida por
Yu A. Kuznetsov e posteriormente outros pesquisadores matematicos estabeleceram as
bifurcacdes de codimensao maior. Estudaremos neste trabalho somente a bifurcacao local
de Hopf.

Observacao 3.4 O sistema (2-19) sofre uma bifurcacdo de Hopf degenerada no infinito
paraL+Yr =0.

A codimensdo de uma bifurcacdo é o nimero minimo de parametros que devem
ser movidos para que ocorra a bifurcacdo. Entdo quando varia-se um Unico parametro
na bifurcacdo de Hopf dizemos que essa bifurcacdo tem codimensao um. Quando varia-
se dois parametros no sistema de modo que tenha dois pares de autovalores imaginério
puros, entdo dizemos que essa bifurcacdo de Hopf tem codimensdo dois [11]. Ao variar
dois parametros, percorre-se a curva de bifurcacdo de Hopf no plano de parametros, e
condic¢des especiais desta bifurcacdo podem surgir, como por exemplo uma bifurcacdo
HH (Hopf duplo), onde tem-se dois pares de autovalores da matriz Jacobiana complexo-
conjugados com parte real nula caracterizando uma bifurcacio de codimensao 2 [9]. Veja

mais detalhes em [9].
Teorema 3.4 Para o sistema (2-19) as seguintes afirmacdes sdo vdlidas.

1. Se tomarmos Yg como o unico pardmetro de bifurcacdo, assumindo valores fixos
para os pardmetros restantes, e a condi¢do y; —yr = 0 (equivalentemente, b —
Yo(xz, 4+ xr) = 0) se mantém, entdo é hiperbdlico estdvel (instdvel) e o ciclo limite
bifurca do infinito para y;, < —Yr (YL > —Yr) desde que yp —yr < 0 (yr —yr > 0).

2. Se tomarmos (Yr,b) como pardmetros de bifurcacdo, assumindo valores fixos
para os pardmetros restantes, e a condi¢cdo x% —x,ze # 0 ¢ vdlido, entdo o ponto
critico (Yr,b) = (—Yr,Yr(x + Xxg)) é um ponto de bifurcagdo de codimensdo dois.

Consequentemente, até 2 ciclos limite podem bifurcar do infinito.
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3. Se assumirmos valores fixos para Yp # 0 e xg, # 0, entdo, dentro do espaco de trés
pardmetros (Yr,b,xg), o ponto critico (Yg,b,xg) = (—YL,2YrXL,XL) € um ponto de
bifurcacdo de codimensdo trés. Em particular, até trés ciclos limite podem bifurcar
do infinito, de modo que em uma vizinhanga de um ponto critico existem valores de

pardmetros para os quais o sistema exibe 3 ciclos limite de grande amplitude.
Prova.

1. Note inicialmente que,

oA

. — re¥RT 0,

a'YR 7&
e assumindo o ponto de bifurcagio Yg = —7Y. temos que A;(z9) =0 e Ax(z9) # 0
onde 0 = ('YL,YR,b,xR,xL) = (’YL, —'YL,b,xR,xL).

o)
VR

a existéncia de uma nova coordenada local §; em uma vizinhanga da origem no

Como =# 0, podemos aplicar o Teorema da Fun¢do Implicita que vai garantir

espaco de pardmetros, tal que A;(zo) = ;. Note que:

(i) A é uma funcao analitica;
(i) O T.EI vai garantir a existéncia de uma nova coordenada local 8; em uma
vizinhanga da origem;
(iii) A(M,Z()) = A] (Z())bt() +A2(Z0)M% 7& Ojé. que A] (Z()) = 0, mas Az(Z()) 7& 0.

De (i), (ii) e (iii) podemos aplicar o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, isto
€, vai existir uma vizinhanga da origem tal que A é unicamente representdvel na

forma:
A(u,8) = q(u,8)A(u,d), (3-22)

onde A(u, ) é uma fungdo analitica ndo nula e g(u, 8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass da seguinte maneira:
q(u,8) = dyu+u?, (3-23)

assim,
Au,8) = (81u+ u?)A(u,d). (3-24)

Portanto ¢ possui uma unica raiz positiva —d; quando 9; < 0, isto é, temos um ciclo
limite de grande amplitude. Em particular a teoria de perturbacdes garante que sob
tais condi¢des o sistema possui 1 ciclo limite que bifurca do infinito.

2. Note que s6é precisamos calcular no ponto critico (ponto de bifurcacido) zg =

(Yo, —Yr,YL(xL +xR), xR, X ) @ seguinte matriz Jacobiana:

a(Al;Az)_ eT 0
OVr:b)  \ (e)2(2(1 +e) )xg + (2 + ¢ ) (xr. —xr))  2(ef)*(1+¢).
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Portanto, obtemos que para a matriz jacobiana no ponto critico z,

o (222

= er )’ er)? .
o(Yr,b) ) =2m(e; )’ +2m(e, )" #0

Logo a matriz Jacobiana tem posto 2. Assim podemos aplicar o Teorema da Fun¢ao
Implicita que vai garantir a existéncia de novas coordenadas locais & = (8,9,)
em uma vizinhanca da origem no espaco de pardmetros, tal que A;(zo) = P, para

i = 1,2. Note que:

(i) A é uma fungdo analitica;
(ii) O T.FI vai garantir a existéncia de novas coordenadas locais 8 = (8;,8;) em
uma vizinhanca da origem;
(iii) A(u,20) = Ay(z0)u + Aa(z0)u* + A3(z0)u® # 0 ja que A;(z0) = O parai = 1,2,
mas A3(zo) # 0.

De (i), (i1) e (iii) podemos aplicar o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, isto
€, val existir uma vizinhanga da origem tal que A € unicamente representdvel na
forma:

A(u,8) = q(u,8)A(u,d), (3-25)

onde A(u,8) é uma fungdo analitica ndo nula e g(u, 8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass da seguinte maneira:

q(u,8) = dyu+ Su® +u°, (3-26)

€ assim,
Alu,8) = (81u+ Su® + 1) A(u,d). (3-27)

Note que,

q(u,8) = u(dy + Sou+u?).
Seja entdo,

p(u,8) = 8 + Su+u?.
—52+\/8%—481 —82—\/5%—451

As raizes dessa equagdo sao e > . Portanto ¢

possui 2 raizes positivas, isto é, temos 2 Orbitas periddicas de grande amplitude.
Em particular a teoria de perturbacdes garante que sob tais condicdes o sistema
possui 2 ciclos limite que bifurcam do infinito.

3. A demonstracao segue diretamente do Teorema 3.5 a seguir.
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Veja que o caso 1 dado no Teorema 3.4 pode ser estudado apenas pela teoria
classica de sistemas continuos onde € possivel encontrar a bifurcacdo de um tnico ciclo
limite que corresponde a um foco fraco de ordem 1. O caso mais degenerado a ser
estudado € o caso 3 dado no Teorema 3.3, que ocorre quando a 6érbita periddica no infinito
se comporta como um foco fraco de ordem 3. A seguir estudaremos resultados necessarios
para a demonstracdo do Teorema (3.4), que sob certas condicdes € possivel determinar 3

orbitas periddicas de grande amplitude.

Teorema 3.5 Considerando o sistema (2-6) ou equivalentemente o sistema (2-19), seja
Yo # 0 e xp # 0 fixo em uma vizinhanga do ponto critico (Ygr,b,xg) = (—Yr,2YLXL,XL)
onde a orbita periodica no infinito se comporta como um foco fraco de ordem 3, tal que

os coeficientes Ai(Yr,b,xr) para i = 2,3 satisfaz

Ai(—yr,2yrxL,xr) =0,

A (10, 2,32) =~ (14 (e )1+ )] 0.

Entdo até trés ciclos limite podem bifurcar-se do infinito, de modo que em uma vizinhanca
de tal ponto critico existem valores de pardmetros para os quais o sistema exibe 3 ciclos

limite de grande amplitude.

Prova. Calculando as derivadas dos coeficientes (A1, Ay, A3) em relagdo aos parimetros

(Yr,bxg) no ponto critico (—7yr,2Yrxr,x1) temos:

@
Ay =Ly —R| = —e] +ej=—e *"+elf"
o _ o
Bb N axR -
Ay
A =L,—Ry=e; (1+e)yr—yL) =0,
oA B -
2 (v 2ya.ar) = dep (1+ep)xe,
YR
oA B -
a—bz(—YLaZYLXL,XL) = 2e; (1+e;),
oA - -
e T 2M) = =2e (1),
(110)

M= L3 =Ry = L (14 (e P14+ )3 — ),
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0A3
—(—y,2 =0
ob ( YL, YLxL7xL) )

oA _ _
glj(_’YLaz’YLvaxL) = _eL(1+(eL)2)(1+Y%)xL'

Note que s6 precisamos calcular no ponto critico a seguinte matriz Jacobiana:

d(A2;A3) _ 2e; (1+e;) —2¢; (14+¢ )1
d(b,xr) 0 —e (1= (ep)*) (1 +77)xr.

Portanto, obtemos que para a matriz jacobiana no ponto critico (—Yz,2Y.xz.,X1),

det (a(Al,Az;A3)

) ame 1 - e P P4 A0

Logo a matriz Jacobiana tem posto 3. Entdo, podemos aplicar o Teorema da Funcgdo
Implicita que vai garantir a existéncia de novas coordenadas locais 6 = (31,0,,03) em
uma vizinhanga da origem no espago de pardmetros, tal que A;(Yg,b,xg) = Bi, i = 1,2,3.

Note que,

(1) A € uma fungdo analitica;
(ii) O T.FI vai garantir a existéncia de novas coordenadas locais 6 = (81,8,,83) em
uma vizinhanca da origem;

(iii) Seja zo = (—Yr,2YrxL,X1,) entdo
A(u,20) = Ay (z0)u+ Az (z0)u* + Az (z0)u® + Ag(z0)u* # 0,
jd que A;(zo) =0 parai=1,2,3, mas A4(z9) # O,

De (i), (ii) e (iii) podemos aplicar o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, isto €, vai

existir uma vizinhanga da origem tal que A € unicamente representdvel na forma:
A(u,8) = q(u,8)A(u,d), (3-28)

onde A(u,8) é uma funcdo analitica nfo nula e g(u,8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass da seguinte maneira:
q(u,8) = &1+ Su” + 831’ + u?, (3-29)

€ portanto:
Au,8) = (81u+ Sou® + 831 + u*)A(u, ).

Note que,
q(u,8) = u(8) + Spu+ 83u® +u).
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Seja entdo,
p(u,8) = &1 + Sou+ 831 + 1.

Assim o discriminante da fungdo cubica p(u,d) é dado por
4818% — 5%8% —186;0,03 —1—483 + 278% =0.

Isto €, o ponto de cispide estd localizado em

5 &
(81562) - (ﬁ??) .

0,

Figura 3.7: O niimero de solugées positivas para q(u,d) no plano
(81,82) para &3 < 0 (esquerda) e &3 > 0 (direita).
A regido em vermelho corresponde a existéncia de 3
solucdes positivas.

Pela regra de Descartes o polindmio p(u,0) com 83 < 0, possui trés raizes

positivas. De fato note que fazendo &3 — —d3 obtemos:

52 53
3—8 2 3. 73
u 3u+3u 77

logo possui 3 varia¢des de sinais, portanto o polindmio tem 3 raizes positivas. Para 83 > 0,

veja que
82 é
3 S 2 3 3
u +o3u +—3u+—27,
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assim pela regra de Descartes o polindmio p(u,8) com 83 > 0, ndo pode ter 3 raizes

positivas. 0

3.6 Ciclos Limite que bifurcam de centros

Proposicio 3.1 Sejam M, niimeros reais ndo-nulos, considere o caso em que a orbita
periodica no infinito se comporta como um centro, isto é, no caso em que Y, = —Ygr = —1,
xp = —xg = —& e b = 0. Entdo a ciclicidade da orbita periddica no infinito quando

perturbado na classe de sistema é no mdximo 2.

Prova. Note que sob tais condi¢des dos pardmetros temos que A} = Ay = A3 = A4 =0,

isto €, temos um centro. Inicialmente iremos perturbar o sistema da seguinte maneira,

<YL7YR7XL7XR7b) = (_T] +€1,M, _§+827§783) .

Agora calculamos a série de Taylor de primeira ordem de A;(1,&,€) com i = 1,2,3,4 com

relacdo a € = (g1,€,€3) e obtemos,

Al(M,&e) = €™ne;+0,(e),
A, &) = 2(e™M+e*™Mes +2(e™ + e2™)eom + 2e™E(1 4 €™ 4 1 + 2™ )| + 05 (€),
Ai(M.E.e) = 8e™(1+e™)*esnE+e21(N,E) +£12(N,E) + 02(e),
AY(M,E,8) = (€™ +e*™esj3(M,E) +€2j2(M,E) + Oa(e),
onde
JIME) = &M(14+™)(—1+™+7n>+9e™?)E,
1
ja, &) = Eem‘(—n +3e>™M 4 141 + 32¢™ M + 18e2™m + 71n? + 32¢™ 7t + 272 1?2,
M8 = E(=3+€™M+2e™ 4210 +49¢™n? 4 26¢7M?),
jam,&) = MN(1+™M)°n(=7+8e™M + 177 +32¢™?)E>.

Veja que o posto da matriz Jacobiana dos termos lineares de Ail, i =1,2,3 com respeito a
€ = (€1,€2,€3) é 3 quando M, & # 0 e o determinante da matriz é dado por

d(Al AL Al

det (M) = 2mESS™M(— 14 ™) (1 +e™)(1+1%) #0
8(81 , €2, 83)

Logo podemos aplicar o teorema da Fun¢do Implicita que vai garantir a existén-

cia de novas coordenadas locais & = (81,92, 03) em uma vizinhanga da origem no espaco

de parametros tal que A;(M,&,8) = §;, com i = 1,2, 3. Note que:
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(i) A ¢é uma funcao analitica;
(ii) O T.FI vai garantir a existéncia de uma nova coordenada local d em uma vizinhanga
da origem;

(iii) A'(u,8) #0.

De fato Al (u,8) # 0. Veja que,
Al(M,E,8) =0 < £, =0.
Assumindo €; = 0 temos que
A (N,&,8) =0 < &3 =—e,
Assumindo €] = 0 e €3 = —&,1 temos que

AY(M,E,€) = e™(—14e*™)er(1412)E) £ 0.

Observe que se € = 0 e assumindo as condi¢des €1 = 0 e €3 = —&€,1), temos um centro
jaque A% =Al = A% = A} = 0, ou seja, voltamos ao caso original que perturbamos assim
€, # 0 e portanto Al (u,8) # 0.

De (i), (i1) e (ii1) podemos aplicar o Teorema da Preparacao de Weierstrass, isto

¢, vai existir uma vizinhanca da origem tal que A € unicamente representdvel na forma:
Au,8) = q(u,8)A(u,d), (3-30)

onde A(u,8) é uma fungdo analitica ndo nula e g(u,8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass como,
q(u,8) = dyu+ Su® +u°, (3-31)

assim,
A(u, &) = (81u+ u*)A(u,d). (3-32)

Logo g tem 2 zeros positivos e portanto temos 2 ciclos limite de grande amplitude.
Observe que assumindo 8; = & = 83 = 0 temos que A = 0, isto é, ndo podemos obter

mais ciclos limite, considerando uma anélise apenas de primeira ordem. O

Proposicdo 3.2 Sejam M,& niimeros reais ndo-nulos, considere o caso em que a drbita
periodica no infinito se comporta como um centro, isto é, no caso em que Y, =Yg = 0,

xp =M xg =& e b =0. Entdo a ciclicidade da drbita periddica no infinito quando
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perturbado na classe de sistema é no mdximo 1 se | = —&, no mdximo 2 se 1 # £&,

no mdximo 3 se M = &.

Prova. Note que sob tais condi¢cdes dos parametros temos que A; = A = A3 = A4 =0,

isto €, temos um centro. Inicialmente iremos perturbar o sistema da seguinte maneira,

(YL7YR7XL7XR7b) = (815827117&783) .

Agora calculamos a série de Taylor de primeira ordem de A;(1,&,€) com i = 1,2,3,4 com

relacdo a € = (€1,€»,€3) e obtemos

Al(M.Ee) = mep+mer+0s(e), (3-33)
A(M,E,E) = —dnme; +48e; +4des3+ 0s(e), (3-34)
A(M.Ee) = e +mE%e + 0s(e), (3-35)
A (m.Ee) = —gn381+§§382+02(8). (3-36)

Veja que o posto da matriz Jacobiana dos termos lineares de A}, i=1,2,3 com

respeito a € = (€1,€2,€3) é 3 e o determinante da matriz é dado por

o (2ehh5h
8(81782783)

) =48 20,

quando M, & # 0. Logo podemos aplicar o teorema da Fung¢do Implicita que vai garantir a
existéncia de novas coordenadas locais & = (31, 9;,03) em uma vizinhanga da origem no
espaco de parAmetros tal que A;(1,&,8) = J;, com i = 1,2, 3. Note que:

(i) A é uma funcao analitica;
(i1) O T.EI vai garantir a existéncia de uma nova coordenada local d em uma vizinhanca
da origem;

(i) A'(u,8) #0.
De fato Al (u,8) # 0. Veja que,
Al(M,E,6) =0 <= & = —&,.
Assumindo €] = —&, temos que
AJ(n,&,€) = 4e3 +4e2(n +E).

Uma boa escolha é €3 = —&,(M +&), logo A} = 0. Assumindo €| = —€; e €3 = —&2(N+E)

temos que,

AY(n,&,8) = mea(—m2 +E2) £ 0.
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Para M # £& e assumindo as condi¢des €] = —€p, €3 = —€,(N+E&) e € = 0, temos um
centro ja que A% = Aé = A% = A}‘ = 0, ou seja, voltamos ao caso original que perturbamos
assim €5 # 0 e portanto A' (u,8) # 0.

De (i), (ii) e (iii) podemos aplicar o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, isto

€, existird uma vizinhanca da origem tal que A € unicamente representdvel na forma
A(u,8) = q(u,8)A(u,d), (3-37)

onde A(u,8) é uma fungdo analitica ndo nula e g(u,8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass da seguinte maneira:
q(u,8) = dyu+8u® +u. (3-38)

Assim,
A(u,8) = (81u+ 8u® +u®)A(u,d). (3-39)

Logo g tem 2 zeros positivos e portanto temos 2 ciclos limite de grande amplitude.
Observe que assumindo §; = 8, = 83 = 0 temos que A7 = 0, isto é, nido podemos obter
mais ciclos limite, sendo necessario apenas uma analise de primeira ordem.

Seja agora | = —& entdo o posto da matriz jacobiana Ail, i =1,2 com respeito a

€ = (€1,€) é 2 e o determinante da matriz é dado por,

AA},A)Y _
det (m) =47 7é 0,

quando M, & # 0. Logo podemos aplicar o teorema da Fun¢do Implicita que vai garantir
a existéncia de novas coordenadas locais €5 = (01,€2,02,€4,€5) em uma vizinhanca da

origem no espaco de pardmetros tal que A;(M,&,d) = §;, com i = 1,2. Note que,

(i) A é uma funcao analitica;
(ii) O T.EI vai garantir a existéncia de uma nova coordenada local d em uma vizinhanga
da origem;

(iii) A'(u,8) #0.

De fato Al (u,8) # 0. Veja que,
Al(M,E,6) =0 <= & = —&,.
Assumindo €; = —¢€, temos que

A%(n7§78) =4e3 7& 0.
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Para 1 = —& e assumindo as condi¢oes €) = —€; e €3 = 0, temos um centro ji que
A% = Aé = Aé = A}‘ = 0, ou seja, voltamos ao caso original que perturbamos assim €3 # 0
e portanto Al (u,8) # 0.

De (i), (ii) e (iii) podemos aplicar o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, isto

€, existird uma vizinhanca da origem tal que A € unicamente representdvel na forma:
A(u,8) = q(u, 8)A(u, ), (3-40)

onde A(u,8) é uma fungdo analitica ndo nula e g(u,8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass da seguinte maneira:
q(u, ) = Syu+u?. (3-41)

Assim,
A(u,8) = (81u+u?)A(u,d). (3-42)

Logo g tem 1 zero positivos e portanto temos 1 ciclo limite de grande amplitude. Observe
que assumindo &; = 8, = 0 temos que A% = Aﬁ =0, isto é, ndo podemos obter mais ciclos
limite, sendo necessdrio apenas uma analise de primeira ordem.

Seja agora 1 = & entdo o posto da matriz jacobiana Ail, i = 1,2 com respeito a

€ = (€1,€2) é 2 e o determinante da matriz é dado por,

AA},A)Y _
det (m) =47 7é 0,

quando M, & # 0. Logo podemos aplicar o teorema da Fun¢do Implicita que vai garantir
a existéncia de novas coordenadas locais €5 = (91, 02,€3,€4,€5) em uma vizinhanca da

origem no espaco de pardmetros tal que A;(M,&,d) = §;, com i = 1,2. Note que,

(i) A é uma funcao analitica;
(ii) O T.EI vai garantir a existéncia de uma nova coordenada local d em uma vizinhanga
da origem;

(iii) A'(u,8) #0.

De fato Al (u,8) # 0. Veja que,
Al(M,E,6) =0 <= & = —&,.
Assumindo €; = —¢&, temos que

Aé(nv gvg) = 4(83 + 282(&:)7



3.6 Ciclos Limite que bifurcam de centros 74

e uma boa escolha é €3 = —2¢-&, logo Al = 0. Assumindo £ = —&, e €3 = —2&,E temos
que,
Aé(nagvg) =0,

ALN.&8) = Sea (2 15702)8° 0.

Para n = § e assumindo as condi¢des € = —¢€; € € = 0, temos um centro ja que
A{ =Al = A% = Al =0, ou seja, voltamos ao caso original que perturbamos assim €5 # 0
e portanto Al (u,8) # 0.

De (i), (ii) e (iii) podemos aplicar o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, isto

¢, existird uma vizinhanga da origem tal que A € unicamente representdvel na forma:
A(u,d) = q(u,8)A(u,d) (3-43)

onde A(u,8) é uma fungdo analitica ndo nula e g(u,8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass da seguinte maneira
q(u,d) = Syu+ u* +e3u° +u. (3-44)
Assim,
Au,8) = (81u+ Sou? +e3u° +u*)A(u, §). (3-45)

Logo g tem 3 zero positivos e portanto temos 3 ciclos limite de grande amplitude. Observe
que assumindo 8; = &; = 0 temos que A% = Aﬁ =0, isto €, ndo podemos obter mais ciclos

limite, sendo necessdrio apenas uma analise de primeira ordem. 0

Proposicao 3.3 Sejam M,& niimeros reais ndo-nulos, considere o caso em que a orbita
periodica no infinito se comporta como um centro, isto é, no caso em que Y, = —Yg = —1,
x;, =xgr =0eb=0. Entdo a ciclicidade da orbita peridédica no infinito quando perturbado

na classe de sistema é no mdximo 3.

Prova. Note que sob tais condi¢des dos parametros temos que A = 0, isto €, temos um

centro. Inicialmente iremos perturbar o sistema da seguinte maneira,

(YL7YRﬂxL7vab) = (—ﬂ +817n782783784) y

Agora calculamos a série de Taylor de primeira ordem de A;(1,&,€) com i = 1,2,3,4 com
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relagdo a € = (€1,€,€3,€4) € obtemos,

Ai(M,&,8) = €Mnei+0;(e),

A, Ee) = 2e™(e™+1)(e4+M(e3+€2))+ 0s(e),
As(n,&e) = Os(e),

Ai(n,&e) = Oae).

Veja que o posto da matriz Jacobiana dos termos lineares de A}, i=1,2 com

respeito a € = (€1,€2) € 2 e o determinante da matriz é dado por

a(A%’Aé) _ 21 ™m
det (m) = 27'CT]€ (1 +e ) ?é 0.

Logo podemos aplicar o teorema da Fun¢do Implicita que vai garantir a existén-
cia de novas coordenadas locais & = (81,0;) em uma vizinhanga da origem no espago de

parametros tal que A;(M,&,8) = J;, com i = 1,2. Note que:

(1) A é uma funcao analitica;
(i1) O T.E.I vai garantir a existéncia de uma nova coordenada local  em uma vizinhanga
da origem;

(iii) A'(u,8) # 0.
De fato Al (u,8) # 0. Veja que,
Al(M,E,8) =0 < €, =0.
Assumindo €; = 0 temos que
A(M,§,8) =0 <= &= —(e2+83)N.
Assumindo €] =0 e €4 = — (€, +€3)1 temos que
AL(M,E,€) = 4e™ (1 +e™)?(e; —£3) (2 +€3)M% #£ 0.

Observe que se €, = +€3 e assumindo as condi¢des €] =0 e €4 = — (&3 + €3)1, temos um
centro ja que A = 0, ou seja, voltamos ao caso original que perturbamos assim €, # +-€3
e portanto Al (u,8) # 0.

De (i), (ii) e (iii) podemos aplicar o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, isto

€, vai existir uma vizinhanca da origem tal que A € unicamente representdvel na forma:

A(u76) = Q<u>8)5<u78>7 (3'46)
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onde A(u,8) é uma fungdo analitica ndo nula e g(u,8) é o polindmio de Weierstrass.

Podemos escrever o polindmio de Weierstrass da seguinte maneira
q(u,8) = 8yu+ Syu® + 1. (3-47)

Assim,
Alu,8) = (81u+ Sou? + 1) A(u,d). (3-48)

Logo ¢ tem 2 zeros positivos e portanto temos 2 ciclos limite de grande amplitude.
Podendo haver 3 ciclos limite para uma andlise mais geral da expansdo de Taylor dos

coeficientes A.
O

3.7 Exemplo

Nas proposicdes e teoremas anteriores determinamos o ndmero maximo de
ciclos limite para o sistema (2-6) que bifurcam de centros ou foco fracos. Nesta secdo
apresentamos um exemplo detalhado que exibe 3 ciclos limite de grande amplitude.

Considere o sistema (2-6) ou (2-20) e (2-21), e os seguintes valores dos parametros:

1 1
= — = —— = —— = :1_
YL YR g b 1 LR

Assim, temos que Ay = A = A3 =0e¢

_ 65 7:/8( 3n/8>
Ay = 3846 1+e .

Do sistema (2-20), substituindo os respectivos valores dos parametros verifica-

mos que,
2
X = _g(x_l)_yv
65
)= —(x—1).
y 64(x )

com a condig¢do inicial x(0) = 1 e y(0) = 1 obtemos o retrato de fase esbogado na Figura
3.7,
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1.0t

Figura 3.8: Retrato de fase do sistema (2-20) com os valores dos
pardmetros, tendo uma orbita periddica no infinito que
se comporta como um foco fraco de ordem 3.

Para o sistema (2-21), obtemos

2

r o= g(x—l)—y
65

y = 6_4(x_1)

com a condi¢do inicial x(0) = 1 e y(0) = 1 obtemos o retrato de fase equivalente esbocado

na Figura 3.7,

Figura 3.9: Retrato de fase do sistema (2-21) com os valores dos
pardmetros, tendo uma orbita periodica no infinito que
se comporta como um foco fraco de ordem 3.

Podemos notar que ambos os retratos de fase apresentam foco virtual e real
localizado no mesmo ponto (1,0).

Agora consideremos a seguinte perturbacdo sobre os parametros de (2-20) e (2-
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21), com
1
YL = _§7
X, = 1,
1 e ™8
YR = §+ €1,
1 1024 — 651 — (1024 — 195m)™* e /8 8e /8
b = ——+ 2 3 €+ 3 € — 4 €3,
4 10407 (e™* —1)e™ 2(e™8 +1) 65(e™4 —1)
16+ 651 — (16 + 195m)e™* 64e /8
Xg = 1+ €+

130m(e™/4 —1)em/2 65(e™* —1)e3

Calculamos a série de Taylor de primeira ordem de A; com i = 1,2,3,4 com relacdo a

€ = (€1,€2,€3) e obtemos.

Al(e) = ¢,

143 /4 —7n/8 142 /8 8 —n/8 16+ 16 /8 2e™/8
A%(E) = & +¢€& e —I—e (L+2e )82+ ¢ (16-+ 16" " +m+ 2T T)es )
4(—1+em/8) 2(1+4e™8) 65(—1+4e™8)(1+em/8)n

16e /8

1 _
As3(e) = £3+65(_1+en/8)8283+81P(£2’n)’
65 (1—e™/8 4 e™%)
1 _ /8 /8 _m/8 /4
Ay(e) 35a¢ L+ D) (1—e" 4 e™) + AN +&0(e3,m) +€1R(€2,70),

onde P(&;,m), O(€3,m), R(€2,T) sdo termos de € = (g1,€,€3). Portanto temos que,
Ai(Yr,b,xg) = &+ O(€?),

parai=1,2,3, onde O(&?) representa termos de ordem superior em € = (£1,€;,€3). Logo
em uma vizinhanga do ponto critico (Yg,b,xg) = (1/8,—1/4,1) o sistema apresenta um
foco fraco de ordem 3 para a drbita periddica no infinito.

Estudando alguns valores aproximados para as perturbacoes,

_l . 1638355 260534 55275l
=g =LWR= 13706841 7T 1045519 R 556327
3383 6084083513535748
L= " aga076 000808928 vk = o 000a88590a5633 0 V0UTOB059.

Calculamos a série de Taylor de primeira ordem de A; com i =1,2,3,4

Al(e) = —4,4372x 1078
Al(e) = 0,0000399366
Al(e) = —0,0115001
Al(e) = 1,05487
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Logo obtemos a seguinte expansao,
A(up) = —4,437.10 8ug +3,99.102uf — 1,150.10 243 + 1,054u.
Resolvendo A(up) = 0 com respeito a ug obtemos trés zeros positivos,

{197,00052;297,764...;405,27...}. (3-49)

2.x10" 11}
15x107 11}
1.x10"11¢F

5.x10712}

0.001 0.00 0003 N0.004 0005 0.006
-5.x10712}

-1.x10"11}

-15x10"11}

Figura 3.10: Truncamento de quarto grau da fung¢do A(uy) para
o exemplo numérico apds perturbar o foco fraco de
ordem 3.

Portanto, o sistema (2-20) e (2-21) com os valores dos parametros aproximados

possui trés ciclos limite.

3.8 Conclusao

Neste trabalho estudamos sobre o estudo de sistemas lineares planares suaves por
partes, investigamos sobre o nlimero maximo de ciclos limites que podem bifurcar de um
centro ou foco-fraco. Para isto, estudamos uma técnica fornecida por [4] que consiste
em trabalhar com a fun¢do deslocamento de Poincaré. Como vimos, tratar o infinito
como se fosse um ponto de equilibrio comum tornam os cdlculos menos trabalhosos,
pois neste caso podemos aproveitar de algumas propriedades das equagdes diferenciais,
assim reduzir o nimero de manipula¢des matemaéticas a serem feitas.

Apresentamos alguns teoremas e proposi¢des que o fornecem condi¢des para
obter 1, 2 ou até 3 ciclos limite de grande amplitude que bifurcam de centros ou foco
fraco. Até o momento ndo foram fornecidos exemplos nos quais um sistema linear planar

suave por partes que possui quatro ciclos limite.



APENDICE A

Teoremas e Lemas Fundamentais

A.1 Definicoes e Teoremas

Definicao A.1 (Polinomio de Weierstrass) Uma funcdo p : C" — C é um polinémio de
Weierstrass de grau k se existem fungcoes holomorfas wo,wy,...,wx_1 em uma vizinhanca

de (0,0) que satisfazem,

(i) wi(0) =0, € {0,1,....k},
(ii) p(2,22,-,2n) =7+ et wi(z2, ., 20)z2+wo(22, -, 20)-

Teorema A.1 (Teorema da Preparacdo de Weierstrass) Seja F(z,22,...,2,) uma fungdo

analitica em uma vizinhanga da origem tal que,

(i) F(0,0) =0y
(i) aF(o 0) ak_lF(0,0) akF(o 0)

ok=lz

Entdo em alguma vizinhanca da origem a fungdo F ¢é unicamente representdvel da

=0,...,

£0,

seguinte forma,
F(ZvZ27 "'7Zn) = p(ZaZ27 "'7Zn)g<Z7Z27 "'aZI’l)v (A_l)
onde, g(2,22,...,2n) € uma fun¢do analitica ndo nula e p(z,22,...,2,) € 0 polindmio de

Weierstrass [6].

Definicao A.2 (Ideal de Bautin) Definimos o Ideal de Bautin I do desdobramento
analitico Xy como o ideal gerado pelos germes a; no anel Oy(R") de germes de fungoes

analiticas em 0 € R". A expansdo do mapa de deslocamento em x =0 é,
8(x,A) = Y2 gai(M)x.

Observacao A.1 Este ideal é Noetherian, isto é, é gerado por um niimero finito de germes

- 0(¢17¢27 “'7¢1)'
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