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Resumo

Este trabalho tem por objetivo tratar o conceito de correlacao, tanto classica quanto
quantica, abordando o que ja existe sobre o assunto e fornecendo uma nova perspectiva sobre
o tema e, além disso, propor uma nova maneira de se calcular a quantidade de informacao
de um sistema quantico. Para isso, sera discutido o paradoxo de EPR, o teorema de Bell, o
conceito de emaranhamento, as entropias de Shannon e von Neumann, a teoria de codigos e
a medida de correlacao quantica conhecida como discérdia quantica. A partir desses temas,
serd proposta duas generalizagoes: da entropria de von Neumann e do conceito de correlacao
quantica. Alguns aspectos e propriedades sao discutidos sobre essas novas defini¢oes, porém

ainda h& muito o que ser investigado sobre suas implicagoes.



Abstract

This work has the goal to treat the concept of correlation on both classical and quan-
tum, addressing what already exists about the matter and giving a new perspective about it.
Beyond this, we propose a new manner to calculate the amount of information of a quantum
system. For this, the EPR paradox, Bell theorem, entanglement concept, shannon and von
Neumann entropies, code theory and the quantum correlation measure so-called quantum dis-
cord will be discussed. From those subjects, two generalizations will be proposed: of the von
Neumann entropy and the quantum correlation concept. Some features e properties will be
discussed about those new definitions, however there is still much to be investigated about its

implications.



Introducao

A Teoria de Informacao Classica, originalmente destinada a solugao de problemas
de engenharia ligados a telecomunicacao via rddio e telégrafo [1,2], obteve sua base formal
matemadtica com o trabalho de Shannon [3], o qual definiu uma medida para a quantidade de
informacao de uma fonte de variaveis aleatérias, conhecida como entropia de Shannon, a qual
tem uma aplicacao direta em teoria de cédigos. Essa medida tem a mesma forma funcional da
entropia de Gibbs. Portanto, a generalizagao da entropia termodinamica cléssica para sistemas
quanticos obtida por von Neumann [4] é também a generalizagao da entropia de Shannon. A
entropia de von Neumann é a base da Teoria de Informacao Quantica e tem aplicacoes em areas
como a compressao de dados [5-7] e a criptografia quantica [8,9].

Observou-se que alguns tipos de estados quanticos, conhecidos como estados emaran-
hados [10], que descrevem sistemas com correlagoes, entre seus subsistemas, mais fortes do seria
possivel classicamente [11], tém aplicacoes interessantes em teoria de informagao e computacao
quéantica, como a corre¢ao quantica de erro [12-14], o teletransporte quantico [15] e a codificacao
superdensa [16]. Mas hé estados que, embora nao estejam emaranhados, tornam possivel a re-
alizacao de tarefas computacionais de forma mais eficiente que do seu analogo classico por meio
da computagao quantica de estados mistos [17,18]. O que os caracteriza sao as correlagoes pura-
mente quanticas, as quais sao corretamente medidas pela quantidade conhecida como discérdia
quantica, definida por Zurek [19]. Em complementacao, Henderson e Vedral [20] propuseram
uma medida das correlagoes puramente classicas. As correlacoes totais sao a soma dessas duas.
Shabani e colaboradores [21] mostraram que o estado de um sistema incluindo sua vizinhanga
deve ter discordia nula para que a evolugao do sistema seja um mapa completamente positivo,
o que é um resultado de interesse em computacao quantica. Isso significa que eles encontraram

a classe de estados na qual qualquer evolucao quantica é um mapa completamente positivo.



A discérdia também é capaz de captar assinaturas de transigoes quanticas de fase [22-24] em
sistemas de muitos corpos. Com respeito a ”quantidade”de estados com discordia nao-nula ou,
mais precisamente, a cardinalidade do conjunto de estados com essa discordia, ela é maior do
que a cardinalidade do conjunto de estados que a anulam [25], ou seja, estados com discérdia

nula s&o muito raros.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

1.1 Teoria da Probabilidade

O objetivo dessa secao é expor brevemente as principais definigoes da teoria de prob-
abilidades, as quais serao posteriormente no texto. Os principais conceitos sao de o-algebra,

medida, varidvel aleatéria, medida de probabilidade, distribuicao de probabilidade, densidade

de probabilidade e valor esperado.

Definigao 1.1.1 (o-dlgebra). Seja Q um conjunto nao vazio e 2 o conjunto das partes de ).

A colecio F C 29 € uma o-dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades:
1. Qe F;
2. Ace F=>A°e F
3. AABe F=AUBecF
4. A, € F,n> 1:>Un21AnE]:

Definigao 1.1.2 (o-dlgebra de Borel). A o-dlgebra de Borel sobre um espago topolégico T é

definida como a o-dlgebra gerada pelos abertos de T.

Definigao 1.1.3 (Medida). Sejam Q um conjunto nao vazio e F uma o-dlgebra sobre Q, a

funcio i F — R, em que R =R U {o0}, com as propriedades:
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2. seja A, € F,n > 1, uma colecao de conjuntos disjuntos tal que Un21 A, € F,

1 <U An) = iu(fln)-

n>1
é denominada medida.
Definigao 1.1.4 (Espaco de Medida). Sejam Q um conjunto ndao vazio e F uma o-dlgebra
sobre Q, o par (2, F) é denominado espag¢o mensurdvel. Se p é uma medida em (Q, F), entdo

(Q, F,p) € um espago de medida.

Definigao 1.1.5 (Fungao Mensuravel). Sejam (€2, F) e (¥, F') espagos mensurdveis, a fun¢ao
Q= € denominada (F,F')-mensurdvel se, para cada B € F', f~Y(B) € F

Definigao 1.1.6 (Medida de Probabilidade). A probabilidade P definida como uma medida
sobre o espago mensurdvel (2, F) em que P(Q)) = 1. Um espago de probabilidade é definido
como um espaco de medida em que a medida ¢ uma probabilidade.

Definigao 1.1.7 (Varidvel Aleatéria). Seja (2, F, P) um espago de probabilidade (', F') um

espago mensurdvel. A fungao X : Q — Q' é uma varidvel aleatoria se é (F,F')-mensurdvel.

Definigao 1.1.8 (Distribuicdo de Probabilidade). Seja X wuma varidvel aleatoria real em

(Q, F, P). Define-se Px, denominada distribuicdo de probabilidade de X, por
Px = P(X"'(4)), VAeB(R)

Definigao 1.1.9 (Valor Esperado). Seja X uma varidvel aleatoria real em (2, F, P), o valor

esperado de X, E(X) € definido como

E(X) = /Q XdP.

Defini¢ao 1.1.10 (Fungao Densidade de Probabilidade). Seja X wuma varidvel aleatdria real
em (2, F). Sejam p uma medida qualquer e Px uma distribuicdo de probabilidade de X sobre
(Q,F). A funcao (F,B(R))-mensurdvel fx : Q@ — R, também escrita como %, ¢ definida

pela equacao

/ dP:/fXdM, VAe F
X-1(A) A
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Proposicao 1.1.1. Seja a: R — R uma fungao continua e X : Q@ — R uma variavel aleatoria

real em (§2, F), a composicio B = a ® X também € uma varidvel aleatoria real em (2, F).

1.2 Medida

Na representagao de Schrodinger, a evolucao do estado de um sistema quantico A
isolado se da por meio da aplicacao de um operador de evolucao, que é unitario. Se o sistema
A é aberto, a evolucao pode nao ser unitaria. Porém, se o espaco de Hilbert do sistema é H4
e do ambiente S a sua volta é Hg, o sistema mais o ambiente com espaco de estados dado
por Hy ® Hg evolui unitariamente, pois esta isolado. Se interpretarmos esse ambiente como
sendo um aparato de medida, o estado reduzido do sistema A, apds a interacao, é o estado de
A apds a medida. Se estamos interessados apenas em A, é possivel descrever essa operacao
quantica sem fazer referéncia a S. H4&, entretanto, duas possiveis medidas: seletivas ou nao.
Medidas seletivas sao aquelas em que ha um resultado de saida concreto. Quando o aparato de
medida interage, mas nao fornece o resultado, nao ha selecao. Nesse caso, o estado de A é uma
combinagao convexa dos estados de saida, os quais podem ser calculados através do postulado

da medida:

Postulado 1.2.1. Seja j € J, em que J € um conjunto de indices e, para cada j, V;: H — H
¢ um operador linear, sendo H um espaco de Hilbert, tal que Zj VJTVJ = I. O conjunto
M = {V;,j € J} é um conjunto de medidas com valores em J. Se a medida € realizada no
estado p, a saida j ocorre com probabilidade p; = tr(VijjT) e o estado do sistema apos a

medida seletiva é:
VipV]

w(VpV)) -y

Pj

Quando a medida é nao-seletiva, o estado final é (p)y, que é a média da varidvel
aleatéria X =37, ; pili,,), em que Iy - Q2 — {0,1}, sendo Q = {p;.5 € J} e L1yy(pi) = b1,
no espago de medida (2,2% P) com P({p;}) = p;.

E comum trocar o uso dos operadores V; pelos operadores E; = VJTVJ Quando a medida



1.3 Emaranhamento 6

¢é caracterizada dessa forma, ela recebe o nome de POVM, que significa medidas avaliadas por
operadores positivos, uma vez que E; > 0. Um caso particular sao as medidas projetivas
ortogonais {PJ|P]T =P, PP =6;;P;,) iPi=1 }, as quais representam os observaveis fisicos,
uma vez que todo observavel pode ser escrito como uma combinagao convexa de projetores.
Um fato surpreendente ¢ que toda medida POVM ¢ equivalente a uma medida projetiva
[30]. Isso é provado pelo teorema de Naimark, o qual estabelece que para todo conjunto {E;|j €
J C N} de medidas POVM, as quais atuam em H,, existe um conjunto de medidas projetivas
{P;}, as quais atuam em H, @ H,, tais que E; = tr, [(I, ® pp) P;] para algum p, = tr, pap
que atua em H;, e tr,(Ejp,) = trep(Pjpap) qualquer que seja p,. Esse resultado significa que
sempre ¢é possivel obter um sistema auxiliar, que nao precisa interagir com o sistema principal,
de modo os resultados obtidos por medidas projetivas no sistema global sejam os mesmos que

seriam obtidos medindo-se o sistema principal, qualquer que seja o POVM.

1.3 Emaranhamento

Nos primordios da construcao da mecanica quantica, questinou-se se seu formalismo
fornecia uma descricao completa e precisa dos fenomenos de seu dominio. Em 1935, Einstein,
Podolsky e Rosen (EPR) publicaram um artigo [26] em que mostravam, admitindo certas
condicoes plausiveis, que a mecanica quantica nao fornecia toda a informagao fisica que se
poderia prever de um sistema. Para provar esse ponto de vista, admitiram as seguintes hipoteses

fisicas:

1. Se, de modo algum houver distiirbio em um sistema, pode-se predizer com certeza (prob-
abilidade igual a um) o valor de uma quantidade fisica, entao existe um elemento da

realidade fisica correspondendo a essa quantidade fisica (hipdtese do realismo);
2. Nao existe agao a distancia na natureza (hipétese da localidade).

Em mecanica quantica, a primeira condi¢ao significa que se um sistema estd no autoestado

|a*) de um observavel A, com autovalor a, entdo pode-se predizer com certeza que o valor
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da grandeza A é ay, o que significa que A corresponde a um elemento da realidade fisica. Um
outro observével B tal que [A4, B] # 0 nao possui |a*) como seu autoestado, qualquer que seja
k, logo nao se pode predizer com certeza o resultado de uma medida B, o que significa que
B nao corresponde a um elemento da realidade fisica enquanto A corresponder e vice versa.

Porém, considerando dois sistemas que estao em um estado conjunto do tipo
[¥) = axla™)|a®) = bi|6™)[b") (1.2)

em que A e B atuam apenas no segundo sistema. Sejam A’ e B’ observaveis que atuam no
primeiro sistema com autovetores \a’k> e |b’k) respectivamente, caso se faca uma separacao que
impeca a interacao entre os sistemas de modo que se realize uma medida de A’ e se obtenha
|a’") como saida, entao o estado do segundo sistema serd |a”). Porém, medindo-se B’, tendo-se
|b"*) de saida, o estado do outro sistema sera |b°). Como nao ha interacao, os dois estados
devem caracterizar simultaneamente o segundo sistema. No artigo de EPR ¢é provado que
existe um sistema de duas particulas em que se pode fazer as medidas consideradas, em que
os estados obtidos para o segundo sistema sao autoestados de observaveis que nao comutam.
Dessa forma, segundo a hipétese do realismo, A e B possuem realidade simultanea, pois seus
valores podem ser preditos, porém a mecanica quantica nao fornece meios determinar esses
valores com certeza devido a nao comutatividade. Logo, conclui-se que a mecanica quantica
nao é completa. Por completa, segundo a definicao de EPR, entende-se uma teoria na qual
cada elemento da realidade deve possuir seu correspondente na teoria. Assim, se o valor de
uma grandeza pode ser predito com certeza, tal predicao precisa estar inclusa na teoria. Isso
sugere que podem haver parametros ocultos que determinam os valores das grandezas. Porém,
em 1964, Bell [11] mostrou que se tais varidveis existem, e se vale a hipdtese da localidade, nao
se pode reproduzir os resultados da mecanica quantica, ou seja, uma teoria local de variaveis
ocultas nao descreve os fenémenos quanticos.

Suponha que um sistema composto por dois subsistemas no estado singleto estejam

-,

separados de modo a nao haver interacao entre eles. Sejam A(@) e B(b) grandezas fisicas que,
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uma vez medidas, retornam como valores 1 ou -1. No formalismo de operadores, sejam A(@) e

B(b) os observéveis que representam essas grandezas. Sejam A(@)|aq) = |aa), A(@)] — an) =
—| —aa), B(d)|lag) = |ag) e B(d)| — ag) = —| — ap), considerando o estado do sistema dado
por

) = l24)| = ap) — |~ aa)lan) (1.3)

V2
uma medida de A(@) sempre retorna o valor oposto de B(@) e vice-versa. Sejam A(@) e B(b)

operadores tais que

-

(WIA@BO)|y) = —a-b, (1.4)

— —

isso ocorre para operadores de spin ¢ = (0,,0y,0,), tomando A(d) = d4-d e B(b) = Fp-b.
Agora suponha que as grandezas A(@) e B(_)) dependam de um parametro X. Essa hipotese
significa que existe um parametro que determina, a priori, os valores das grandezas. Pela
suposi¢ao da localidade, os valores de A(@) nao podem depender da escolha de 5, nem B(g)
de a. Além disso, considere que X é uma variavel aleatéria de um espaco de probabilidade
(Q, F, P), que Px seja sua distribuigdo de probabilidade e que as grandezas sejam o resultado
da composicio de uma fungao continua com X, ou seja, A(@) = Ax (@) o X e B(b) = By (b)o X.
Essa tultima restricao tem por objetivo garantir que as grandezas sejam varidveis aleatérias.

-

Assim, o valor esperado de Ax (@)Bx(b) é
(Ax(@)Bx (B)) = /R APy Ax(@)Bx(F) (1.5)
Sejam @ e b vetores tais que |@-d@) << 1 e |F/-b| << 1. Suponha que
|(Ax(@)Bx (V) +d-b| < e (1.6)
e suponha também que, qualquer que sejam a e 5,
@b —a-b| <, (1.7)
somando as duas equagdes anteriores,

Ay (@)Bx (V) + @ V| <e+6 (1.8)
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de (1.5) em (1.8), fazendo @ =¥/,

/ APy Ax(V)Bx(F) + 1< e +6 (1.9)
(Ax(@)Bx (1)) — (Ax(@)Bx(?)) = /[RdPXAX<6,)BX<Z?) [1 +-AX<67>BX<5'>} (1.10)
- / APy Ax(@)Bx (8) [1-+ Ax ()85 ()]
(Ax(@)Bx (8)) = (Ax(@)Bx ()] < / APy |1+ Ax(0)Bx(@)] (1.11)
— / dPx [1+AX<5’)BX<5/>]
De (1.9),
[(Ax(@)Bx (V) — (Ax(@)Bx (?))] < 14 (Ax(#)Bx (7)) + € + 6. (1.12)

De (1.6) na tltima equagao,

€+0> 1 : (1.13)
T.E=Y3 2 ph V3 op =
pode-se escolher d-¢ = %52, d-b = %> e b-¢ = 0, de tal modo que
3—-1
€e+06> \/_4 , (1.14)

Para 6 muito pequeno, € nao pode ser tomado arbitrariamente pequeno, o que significa que
a média (Ax(@)Bx (V') ndo pode ser arbitrariamente aproximada do valor quéntico. Isso
implica que nao existe teoria local de variaveis ocultas que reproduz os resultados estatisticos
da mecanica quantica.

O estado do sistema composto utilizado para se fazer a média quantica é um tipo
especial denominado estado emaranhado, o qual carrega correlacao entre os subsistemas que
permanece ainda que eles estejam longe entre si o suficiente para nao haver interagao fisica.

Esses estados sao interessantes pois nao ha andlogo cléssico.
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Um sistema quantico composto descrito por um operador densidade p e constituido de

N subsistemas é separdvel se, e somente se, puder ser escrito na forma [27]:

N
p=> mQn . (1.15)
k =1

em que p ¢ a matriz densidade do estado do sistema composto, pé“l) ¢ uma matriz densidade do
subsistema [ e py é a probabilidade de o sistema composto estar na configuracao k de todas as
configuracoes possiveis. Deve-se ter também que 0 < p, <1 para todo ke ), pr = 1.

Por definicao, o estado de um sistema é emaranhado se, e somente se, nao puder ser
escrito na forma da equagao (1.15).

A definicao acima é aplicavel tanto a estados puros quanto a estados mistos. Porém,
para estados puros, descritos por vetores de estado, é mais simples utilizar outra definicao de
separabilidade. Seja |¢) um estado puro de um sistema composto por N subsistemas, ele é

separavel se, e somente se, puder ser escrito na forma

N

) = Q) Ivs), (1.16)

i=1
em que |¢;) é um estado qualquer pertencente ao espago de Hilbert associado ao i-ésimo sub-
sistema. Qualquer estado puro que nao puder ser escrito na forma da equagao (1.16) esta

emaranhado.



Capitulo 2

Informacao Classica

2.1 Cdbdigos

O que ¢é a Teoria da Informacao Classica? De modo nao muito especifico, ela é uma
teoria que explica como os processos de armazenamento, envio, recepcao e troca de informacao
ocorrem. Abaixo hd um esquema grafico que ilustra como esses processos estao relacionados

num contexto de comunicacao entre duas partes.

. Meio
Emissor e — Receptor
T |
Memoéria Meméria

Figura 2.1: Esquema de comunicagao

Na Figura (2.1), observa-se que o emissor envia uma mensagem que pode ser retirada de
um banco de dados (meméria) e enviada através de um meio fisico ao receptor, o qual a recebe e
pode ou nao guarda-la em sua meméria. Um exemplo é a transmissao de um texto armazenado
no disco rigido de um computador pela internet, através de fibras éticas, o qual é recebido por
outro computador e armazenado em sua meméria. Em geral, porém, uma mensagem escrita com

letras e nimeros recebe uma codificacao. No caso dos computadores atuais, usa-se o alfabeto

11
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{0,1}. Cada caractere, entdo, é relacionado a uma palavra-cédigo por meio de uma regra de
codificagao '. Por exemplo, Cy = {(a,00), (b,01), (c,10),(d,11)} é um cédigo que relaciona
cada letra a dois bits distintos. De modo simples, pode se definir um cédigo C': Q — Py
como uma fun¢ao com dominio no conjunto de caracteres 2 e contradominio no conjunto de
palavras-codigos Py. Seja A um alfabeto d-ério, em que d = |A|,e Ax ... x A= x" A= A"
O conjunto P4 ¢ definido entao por Py = |J;_; A¥, em que k € N. Como regra, costuma-se
escrever n-uplas (ag, as, ..., a,) simplismente como ajas . .. a,.

Uma questao que logo vem a mente é o de como criar um cédigo. Em geral, ha vérias
maneiras de se fazer isso. Um codigo simples, que se encaixa a qualquer conjunto €2, é dado
pelo algoritmo: Seja Q = {ws,...,wx}, com uma indexacao dos elementos realizada de forma
arbitraria, e A = {0,1}. Seja n = logy k se log, k for inteiro ou n = int{log, k} + 1 caso
contrario. Seja Py = A" = {agn), NN agfl)}, também com indexacao arbitraria. O cédigo Cs,
(n)

chamado cddigo simples, sera entdo definido pela relagdo Cs(w;) = a;

. O cédigo Cy escrito
anteriormente ¢ um exemplo de cédigo simples. Ocorre que nem sempre sera conveniente utilizar
esse algoritmo de codificacao, uma vez que é interessante escolher um que minimize o tamanho
das mensagens. Isso estd relacionado com a minimizacao dos recursos fisicos necessarios para
se enviar uma mensagem. Para abordar esse problema, é necessario calcular o tamanho de uma
palavra-cédigo. Seja C(€2) a imagem do cédigo C: Q — P4 e C(w;) = a;1 ...y, define-se
o comprimento de palavra-cédigo lo: C(Q2) — N pela relagao lo o C(w;) = k, o qual também
pode ser escrito como oo C = Y77 | le o C(w;) 1oy, em que I w,) (C(w;)) =1 e zero caso
contrério. Seja P uma medida de probabilidade em (£2,2%) tal que P({C(w;)}) = p(w;). Como
nem sempre os elementos de P, tém o mesmo comprimento, define-se o comprimento médio
L(C) do cédigo C' pela expressao L(C) = [, dPlc o C = 3" p(w;)lc o Clw;).

Voltando ao problema da escolha de um cédigo que minimiza os recursos, fica claro

que deve-se escolher um que forneca o L(C') minimo. Se soubermos esse valor minimo, basta, a

L Algumas definicdes apresentadas neste trabalho em relacdo & teoria dos cédigos nao sdo usuais. Uma boa
referéncia para uma descrigao usual é o livro de Cover e Thomas [29]
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principio, criar um codigo que o atinja. Esse problema estd relacionado a outro bem préximo,
que é o de determinar a quantidade de informagao contida em um evento Fqg. Um evento pode
ser, por exemplo, um lancamento de dados ou de uma moeda ou um sorteio de loteria. Para
especifica-lo, de modo geral, basta representé-lo por Fq = {(w,p({w})),w € Q}, em que p(w) é
a probabilidade de o elemento w ser o resultado da realizacao do evento. Posteriormente, sera

mostrado que essa quantidade de informagao é sempre menor ou igual a L(C).

2.2 Entropia de Shannon

O que se quer dizer com a quantidade de informacao contida em um evento? Suponha
que o evento seja jogar uma moeda e observar se foi cara ou coroa que caiu para cima. Que
informagao que se tem sobre o resultado antes de a moeda cair? Se ela nao for viciada, a
Unica coisa que se pode saber é que as chances de sair cara ou coroa sao as mesmas. Mas, se
a moeda possuir cara nos dois lados, pode-se com certeza afirmar que saird cara. Ou seja, na
primeira experiéncia, a informacao estd oculta, sendo revelada apenas apods a jogada, enquanto
na segunda nao ha informacao oculta. O quanto de informacao oculta em um evento é o que se
deseja saber. Pois, medindo-a, sera possivel dizer o quao incerto se esta acerca do seu resultado.

Suponha que se queira saber quao surpreso se esta de um elemento w; ser o resultado
da realizacao de um evento Eq com espago amostral ). Quanto maior a probabilidade p({w;}),
menos surpreso se esta. Entende-se por "surpresa”de w; a medida do quao nao esperado é que
o resultado de um evento seja w;. A essa quantidade, é dado também o nome autoinformacao
h(p({wi})). Mas o que isso tem a ver com a incerteza do resultado de um evento? Quanto
menos autoinformacao seus elementos apresentarem, menor serd sua incerteza, pois menos
"surpresas” ocorrerao. Para quantificar, portanto, a quantidade de informagcao contida em um
evento, que possui uma medida de probabilidade associada p, representada por H(p), deve-se

utilizar o conceito de autoinformacao por meio dos postulados abaixo 2

2No trabalho de Shannon [3], os postulados sdao outros. O resultado, entretanto, é o mesmo obtido neste
trabalho.



2.2 Entropia de Shannon 14

e 0. h(p({w})) é ndo-negativa Vw € ;

1. h(p({w})) é continua em (0, 1] Vw € Q;

2. h(p({w})) é estritamente decrescente Vw € €;

3. h(p({wi})-p({wa)}) = h(p({wi})) + h(p({wi})) Vwr, we € &

4. H(p) = h(p({w})).

O postulado zero é a exigéncia de que a quantidade de autoinformacao nao pode ser
um numero negativo. O primeiro é o que espera de uma boa medida de uma varidvel real.
O segundo postulado é simplesmente a afirmagao feita no inicio do paragrafo anterior. O
terceiro surge do fato de que se um resultado w puder ser descrito como a ocorréncia dos
resultados independentes w; e wo, entao a autoinformacao de w; mais a autoinformacao de wo
¢ a autoinformacao de w. Por exemplo, seja w o resultado: jogar um dado e sair o ntimero 3
e jogar de novo e sair 4. A surpresa de sair z é a surpresa de sair 3 na primeira jogada mais
a surpresa de sair 4 na segunda jogada. Como sair 4 independe de ter saido 3 na primeira
jogada, p({(wr,w2)}) = p({wi})-p({ws2}) = h(p({(w1,w2)})) = h(p({w2})) + h(p({w2})). O
quarto postulado simplesmente diz que incerteza sobre o resultado de um evento é a média das
incertezas sobre seus possiveis resultados, o que também é uma afirmacao razoavel. Decorre

desses postulados o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 (Entropia de Shannon). A fung¢ao que satisfaz os quatro postulados acima é
H(p) = =K Y ;. p({wi})loggp({wi}), em que |Q = n, d € a base do logaritmo e K é uma

constante positiva. Fssa fun¢ao é conhecida como Entropia de Shannon.

Demonstragao. Seja p; ¢ {0,1} a probabilidade de um resultado w; ocorrer e ps ¢ {0,1} a de

um resultado wy ocorrer. Seja m um numero natural arbitrario e m tal que:

Py > pp > pytt (2.1)
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De acordo com o postulado 3,

h(py) = nh(p1) e h(py') =mh(p2) (2.2)

De acordo com a inequagao (2.1), aplicando a fungao logaritmo,

loggpr —m
logypa  n

m _lo m 1
mlog,pa > nlog,p1 > (m+1)log;ps = — < O84P1 T,
n = loggpe n n

como n é arbitrario, e também é. Pelo postulado 2,

h(py) < h(Y) < h(py™) = mh(p) < nh(p) < (m+1h(ps) = % < Z&i < % + %
= |Z§§3 -2 < % =, (2.4)

O postulado zero permite que a divisdo por nh(ps) nao altere as desigualdades. Pela desigual-

dade triangular,

h 1 h 1
(p) _logypr| _ [h(pr) _m| | _logapr  m| (2.5)
h(pz) loggpz| ~ |h(p2) n loggpy ~ n
1 h
Pelo postulado 1, 98dP1 ¢ limite de —@. Como p; e po sdo arbitrarios, h(p;) = —K log, p1
log, p2 h(p2)

para p; € (0,1), em que K é uma constante positiva. O resultado nao foi mostrado para
p1 = 1. Mas, se p; = 1 = h(1) =0, o que estd correto. Com isso, seja Fq = {(w;, p({w:)})|i €
{1,...,n}}, pelo postulado 4,
H(p) = =K p({w)}) loggp({w:)}), (2.6)
i=1
em que p({w;)}) # 0 para todo i € {1,...,n}. O

Como K é uma constante arbitraria, é costume fazer K = 1 e trabalhar com a base

d = 2. Portanto, a entropia pode ser reescrita como:

H(Eg) = — Zp({wz’)}) logy p({wi)}) (2.7)

Anteriormente, afirmou-se que o problema de encontrar o melhor cédigo para um evento estd
relacionado a quantidade de informagao do evento, ou seja, a entropia de Shannon. Mas como

se da essa relacao? Para mostra-la, serao apresentadas algumas defini¢oes e demonstracoes.
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Sejam EY, e EY dois eventos no mesmo conjunto de caracteres, mas com medidas de
probabilidade p e ¢, respectivamente, distintas. E¢ poderia ser, por exemplo, o langamento
de um dado nao viciado e E¢ o lancamento de um que esteja viciado. Os resultados dos
dois eventos sao os mesmos, mas as medidas de probabilidade nao. Espera-se que um dado
"levemente” viciado apresente uma estatistica de resultados semelhante a do dado nao viciado.
Como medir o ”quao viciado”um dado esta? Ou, de modo mais geral, como medir a distancia
entre duas medidas de probabilidade? Para isso, é necessario definir uma métrica no conjunto
W(X), definido como a classe de todas as medidas de probabilidade com dominio em uma
o-dlgebra de X. Entretanto, é comum usar uma fungao, denominada entropia relativa H (p||q),
para calcular as distancias em I'(X), ainda que ela nao seja uma métrica.

A entropia relativa é uma fun¢ao com dominio em I'(X) x I'(X) e contradominio em

R definida pela relacao:

HOl) = = 3 os, (2401 25)

p{{wi)})
Teorema 2.2.2 (Nao-negatividade da entropia relativa). A entropia relativa H(p|q) € ndo-

negativa para todos elementos de seu dominio e € nula se, e somente se, p = q.

Demonstragao. Um fato crucial para a demonstracao é provar que Inz < z — 1. Seja f(z) =

d 1 d d? -1
f<x):__18e f<x):0:>x:1. f<x):—<0:>x:1épontode
dx x dx dx? x?

méximo. Como f(z =1) =0,

Inz+1—2z=

1—=x
In2 -

flz) <0 her<zr—-1< —log,z >

De (2.9),

o) = =3 utapons (A1) > 25t (1 2l -
1

= =Y ({w)}) —q({wi)}) =0 (2.10)
In2

i=1

Comolnz =z—1& 2 =1= —log, (%) = (JL—M)L < p({wi)}) =

q({wi)}) para todo w; € Q O

n
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O teorema acima mostra que a entropia relativa tem duas propriedades de uma métrica,
porém ¢é claramente nao simétrica, o que nao a qualifica como métrica.

Voltando a questao dos codigos, um cédigo, a principio, nao precisa ser uma bijecao.
Entretanto, se ele for, é certo que, dado um conjunto de palavras cédigo, sempre é possivel
obter os elementos de € associados e vice-versa. E conveniente, portanto, a seguinte definicao:
um codigo é unicamente decodificavel se é uma bijecao. O cédigo Cy definido anteriormente
é unicamente decodificavel. O cédigo C; = {(a,0), (b, 10), (¢, 110), (d,111)} também é um
exemplo de bije¢ao. O préximo teorema, cuja demonstragdo encontra-se em [29], é necessério

para mostrar o resultado apos ele:

Teorema 2.2.3 (Desigualdade de Kraft-MacMillan). Seja C': Q — P4 um cddigo unicamente

decodificavel, tal que Q@ = {wq,...,w,} e |A| =d,

D drtectn <. (2.11)
=1

Teorema 2.2.4. O comprimento médio L(C) de qualquer cddigo unicamente decodificdvel

C': Q — Py € maior ou igual a entropia H(p)

Demonstragdo. Seja F'= L(C) — H(p)
Fo= ZP({%)})ZC o Clwi)) + ZP({%)}) log, p({wi)}) (2.12)

= - ZP({MZ)}) log, 9~looC(wi)) 4 ZP({%) ) logs p({wi) }) Zp {wi)}) logy (pgzzﬁg)

- 10g2 )
em que 7({w;)}) = ¢7127leeCw)) ¢ ¢ = Y1 27leeClwi) - A fungio r({w;)}) é uma medida de
probabilidade, pois r({w;)}) > 0 e:

92— lcoC(wi)

Z ({wi)}) ZE 9—lcoC(wj) =1 (2.13)

Pela definicao de entropia relativa,

1
F = H(p||r) + log, - (2.14)
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Pela desigualdade de Kraft-McMillan e pela niao negatividade da entropia relativa, ¢! > 1 =

F>0e L(C)> H(p) O

Esse resultado revela a ligagao entre entropia e cédigos: nenhum codigo bijetor pode
ter o comprimento médio de palavra-codigo menor do que a entropia de Shannon do evento que
da a medida de probabilidades das palavras-codigo. Ou seja, a entropia de Shannon limita a
eficiéncia de um cédigo. Por exemplo, seja Eq = {(a,1/2),(b,1/4),(c,1/8),(d,1/8)} e C = Cy,
tem-se que L(Cy) = 2 bits e H(p) = 1,75 bits. O cédigo Cp, aparentemente, nao é o melhor
c6digo para o evento Fq. Suponha, entao, que se utilize o cédigo C, obtendo-se L(Cy) = 1,75
bits, que coincide com a entropia do evento. Logo, nao ha codigo bijetor mais eficiente que C'
para o evento especificado, ainda que seja possivel construir outro que tenha a mesma eficiéncia

como, por exemplo, o codigo C] = {(a, 1), (b,01), (¢,001), (d,000)}.
2.2.1 Entropia condicional e informacao mutua

Uma questao que surge naturalmente é como medir a quantidade de informacao de
um evento que é composto por dois ou mais eventos? Por exemplo: considere o evento de se
jogar um dado e uma moeda. Se X sao os possiveis resultados do dado e Y os da moeda, o
evento é um conjunto do tipo: Exy = {(z,y,p(z,y))|lr € X,y €Y e pe W(X,Y)}, fazendo
p(z,y) = p({(z,9)}) e p1(z) = p1({x}), p2(y) = p2({y}), em que p; e py sdo as medidas de
probabilidade marginais de p e W(X,Y) é o conjunto das possiveis medidas de probabilidade
com dominio em uma o-algebra de X x Y. Essa definicao vale para qualquer evento que
dependa de dois conjuntos de caracteres. Como o fato de se jogar uma moeda independe do
resultado do lancamento de um dado, diz-se que esses dois eventos sao independentes, o que é
matematicamente representado pela equacao p(x,y) = p1(x)p2(y). Caso os eventos nao sejam
independentes, a tinica coisa que se pode afirmar sobre as suas medidas de probabilidade é que:
pi(z) =32, p(x,y) e p2(y) = >_, p(x,y). Essa dependeéncia decorre do fato de que os resultados
de um evento influenciam nos resultados do outro. Com isso, surge o conceito de probabilidade

condicional p;(z|y) ou ps(y|z), em que a primeira é a probabilidade do resultado de Ex ser z,
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sendo conhecido que o resultado de Ey € y.

Ao se querer especificar quantidade de informacao de um evento dependente de uma
medida de probabilidade conjunta p, usa-se a entropia H(p), a qual também pode ser escrita
como H(X,Y):

H(X,Y) ==Y p(x,y)log, p(x,y). (2.15)

A incerteza a respeito do resultado de Ey, dado que se conhece o resultado de Ex é:

AY|X) = —Zm Zm y|z)log, p2(y|x), (2.16)

A probabilidade de ocorrer (z,y) pode ser descrita como a probabilidade de ocorrer x e depois y
dado que ocorreu x, ou seja, p(x,y) = p1(x)p2(y|z) ou, equivalentemente, p(x,y) = pa(y)p1(z|y).
Sendo assim,

H(Y|X) = = plx,y)log,p(w,y) + (sz y|f€>zp1 ) log, p1(x)

T,y

— H(X,Y) - H(X). (2.17)

Suponha agora que se deseja conhecer o quao dependente Ex é de Ey. Se os eventos forem

independentes:
H(X,Y) = =) pi()pa(y) logy pr(z)ps(y)
= —<ZP1 )ZPQ ) log, pa( )—<ZP2 )Zpl ) log, p1(z)
= H(X)m—i—H(Y). ’ (2.18)

Como a igualdade ocorre para eventos independentes, ela nao deve se manter para eventos

dependentes. A diferenca dada por:
HX:Y)=H(X)+HY)-H(X,Y), (2.19)

chamada de informagao mutua de Fx e Fy, ela mede quanta informagao é compartilhada entre
os dois eventos e s6 é nula se os eventos forem independentes, pois eles nao compartilham

informagao. Mas a entropia conjunta podera ser maior ou menor que a entropia das partes?
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Teorema 2.2.5 (Subaditividade). H(X,Y) < H(X)+ H(Y)< H(X:Y)>0.

Demonstragao. Seja q(x,y) = p1(x)p2(y) e pela equacao (2.9),

—H(pllq) = Zp (z,y) log, PR2P2Y) pl(ﬂf)p2 < 1 - Zp (2, 1) <p1(:v)p2(y) _ 1)

p(z,y)

= E > pi@)) paly) - Zp(x,y) = 0. (2.20)

Mas,

H(pllg) = Y plz,y)logyplz,y) = (ZML@/)) log, p1(x) — Y (ZML@/)) log, pa(y)
_ HX.Y) S o (2.21)

De (2.20) e (2.21), —H(X,Y) <04 H(X,Y) > 0. O

O que significa uma informagao mutua positiva? Significa que a entropia conjunta
é menor que a soma da entropia das partes, ou seja, a dependéncia entre Ex e Ey reduz a
incerteza sobre o resultado do evento Ex y.

Como exemplo, suponha que seja realizado um concurso para uma vaga de professor em
uma universidade. Ha dois candidatos, a; e as, que formam o conjunto X. No dia da entrega
do resultado, os candidatos podem estar vestidos com uma camisa laranja ¢; ou amarela cs,
formando o conjunto Y. a; estard vestido com ¢; com probabilidade p(c;|a;) = 1 € com ¢y com

3 1 1 .
plezar) = 7 Para ay, tem-se p(cilag) = 5 ¢ plezlag) = 5 A probabilidade de a; ganhar o
concurso ¢ de p(a;) = % e a de ay é de p(az) = 3 O evento Ex corresponde a quem ird ser
aprovado no concurso. Suponha que Ey corresponda a qual cor de camisa o ganhador estara

usando no dia da apresentacao do resultado. Deve-se ter que:

2 2

pler) =Y plai)pler]a;) = 15—2 e plea) =Y plai)plcalas) = % (2.22)

i=1 i=1
Agora que as probabilidades do evento Ey foram calculadas, resta saber se ele depende do

evento Ey. Sabendo que p(a;, ¢;) = p(a;)p(c;la;), tem-se que:

Rl

== F o =3 10 pla1)p(cy) (2.23)

W =
| =
—_
[\
L
(@)
W =

p(alucl> =
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Essa inequacao mostra que os eventos dependem entre si. Se dependem, sua entropia conjunta

deve ser menor que a soma das entropias das partes.
H(X,Y)~1,29 bits, H(X)+ H(Y)~1,32 bits= H(X:Y)~0,03 bits. (2.24)
A informagao mitua, pela equacao (2.17), pode ser escrita como:
HX:Y)=H(X)-(HX,)Y)-—HY))=H(X)—- H(X|Y). (2.25)

A possibilidade de escrever a informacgao mutua de duas formas tera significativa importancia

nos desenvolvimentos futuros.



Capitulo 3

Informacao Quantica

3.1 Entropia de von Neumann

Quando os estados sao quanticos, alguma coisa é alterada na teoria da informacao?
Suponha que se queira saber o quao incerto se estd sobre o estado de um sistema quantico.
Para conhecé-lo, é necessario medi-lo. Ao se lancar um dado, nao é possivel saber, a principio,
qual serda a face que caird para cima. Esse conhecimento s6 é adquirido quando o dado é
observado. Entretanto, a observacao do dado nao altera nenhuma propriedade do mesmo.
Porém, é possivel que a medida de um sistema quantica altere seu estado. Suponha que se

queira medir a componente z do spin de um sistema de dois niveis. Se o estado do sistema for

dado por [¢) = % e a medida dada pelo conjunto M = {P, = |[+)(+], P- = |-)(—|},
h
caso a medida tenha como resultado 50 0 estado [1) serd colapsado no estado |p) = [+).

Sendo assim, o resultado da medida nao corresponde diretamente ao estado do sistema, mas
sim ao seu estado apos ela. Isso significa que, mesmo apds a medida, ainda nao ha certeza
sobre qual estado estava o sistema, diferentemente do que acorre em sistemas classicos. Porém,
é possivel escolher um conjunto de medidas que nao altere estado do sistema. Seja M’ = {P, =
|0) (|, Po = I — 1) (1|, a probabilidade da medida ser P; é p; = tr(Py[)(¢]) = tr(|)(¢]) = 1.
O estado |¢), portanto, ndo serd alterado pela medida. Além disso, a medida deixa de ser um
evento aleatdrio, o que significa que nao ha incerteza no resultado. Como sempre é possivel,

para todo estado |¢), criar o conjunto de medidas M’, nao hé incerteza associada a estados

22
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puros. Mas qual é a incerteza associada a estados de mistura?

Seja p o operador densidade definido no espago de Hilbert H de um sistema quantico.
Como p é positivo, ele também é hermitiano e sera um observavel se ‘H possuir dimensao finita.
Suponha que esse seja o caso. Pode-se, portanto, medir p, cujos possiveis resultados sao seus
autovalores. Pela decomposigao espectral, p = >, Ax|px){pr|, no caso de os autovalores nao

serem degenerados. Os vetores |py) sdo normalizados e ortogonais entre si.

P = |pr)(pr| = PrPr = |pr) okl or) (or] = [ox){px| = PPy = P, (3.1)

P, é, portanto, um projetor e satisfaz a relacdo de completeza ), P, = I, em que [ é o
operador identidade. E possivel, entdao, escrever p = >, A\, Py. E, além disso, o conjunto {Fy}
é um conjunto completo de medida. Ao se medir p, portanto, a probabilidade p; do resultado

da medida ser A\ é

Pk = tl"(Pkp) =1tr (Z Ak‘PkPk‘> = tl"(Pk)\k) = >\k tl"(Pk) = )\k (32)
k\

Seja Ex = {(M\g, pr)} para todo k, a incerteza do resultado da medida é dada por

H(X) == prlogopr = — > Alogy k. (3.3)
k k

O resultado estéd expresso em funcao dos autovalores do operador densidade. Ha como expressar
o resultado em termos diretamente de p? Bom, para responder a essa pergunta, a seguinte
defini¢ao sera util: seja d® = A, em que A e B sdo operadores pertencentes a L(H), que é

conjunto dos operadores lineares que atuam no espago H, o logaritmo de A é tal que log,(A) =

B. Se A = p,
SeanPe S In(d)agP. _ (>pIn(d)ox Py)° _ (In(d)oy)” _ In(d)o
dkkk = ek kk_; 8! _g ; S! Pk_ge k
= Z d* P, = Z MNPy = ap =log, A\, = log, p = Z log,;(Ax) Py (3.4)
k k k

Pela equacao acima, pode-se demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.1. H(X) = —), Aylogy Ay = —tr(plog, p)
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Demonstracao.

—tr(plog, p) = —tr (Z A Py Z logz()\s)ﬂ) = —tr <Z Ak logQ()\s)Psz>
k s k,s
= —tr (Z Ak logz()\k)Pk> == Melogy M (3.5)
k k

Com a motivacao dada pelo resultado acima, define-se a entropia quantica, ou entropia

de von Neumann, por:
S(p) = —tr(plog, p) (3.6)

que ¢ interpretada como a quantidade de informagao de um sistema quantico no estado p. Essa
generalizacao da entropia de Shannon pode ser obtida por meios termodinamicos, como foi
mostrado por von Neumann [4].

Para estados muitos sistemas, a entropia nao sofre modificacoes em sua forma, uma vez
que p descreve qualquer quantidade de sistemas. Entretanto, se hé sistemas A e B é comum

escrever S(A, B) para a entropia conjunta.

3.1.1 Propriedades da entropia

Da mesma forma que é feito em teoria de informacao classica, é comum definir a

entropia relativa quantica S(pl||o) por:

S(pllo) = tr(plog, p) — tr(plog, o) (3.7)

A entropia relativa quantica tem as mesmas propriedades que fazem a classica ser utilizada
como uma medida de distancia, embora nao seja uma métrica. A prova disso estd no teorema

abaixo:

Teorema 3.1.2 (Desigualdade de Klein). Sejam p e o operadores densidade, S(pllo) > 0, com

a igualdade € satisfeita se, e somente se, p = o
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Demonstragio. Seja p = X, pelpw) (ol ¢ 0 = Sy ailon) (a1,

S(plle) = Zpk logy py — tr (Z > prlog, ql)\pk></)k|0'l><0'z|>
— Zpk logs P, — ZZZ% logs(a1){p;1px) {prlon) (ol pj)
= Zpk logy pr — ZZPk logy(qu)|{pxlon) (3.8)
k k l

Seja Qra = [(prlon) 1%, 2k Qra = {(orl (g k) (prl) lo) = (ailo) = 1 = 37, Qraqr = 71 ¢ uma

combinagao convexa de ¢; e r ¢ uma medida de probabilidade. Como log, é uma func¢ao concava,

> logy (@) Qry < logy (Z QIQk,l> = S(pllo) =) pr(logs px —logy i) = H(pllr) > 0 (3.9)
l l k

Se p =0, S(p|lo) = 0 de maneira 6bvia. Mas, se S(p|lo) =0,p =1 = pr = >, Qi q. Também

isso implica que

> logy(q)Qrs = log, (Z QIQk,l> = log, pp = pj, = 221k = H 9los=(w)@ht — HQQ“
l 1

= Zpk = qu FORL 5 ] = qu = ¢ =1, paratodol, (3.10)
k l I

o que é um absurdo. Para que isso nao ocorra, obrigatoriamente deve-se ter Qr; = 0x; = pr =

G = p=0 [

E comum classificar estados quanticos em estados puros e de mistura. Mas o que
significa um estado estar maximamente misturado? O quantifica a mistura? Definindo que
quanto maior a mistura estatistica de estados, mais dificil é prever qual é o estado do sistema,
entao o estado de maior mistura é o que possui a maior entropia. Mas qual é o maior valor da

entropia? Usando o fato de que o logaritmo é uma fungao concava,

d d
1 1
;:1 82 ;:1 €2 ()\Z) &2 <§ ) ) &2 ( )

Para qual estado a igualdade em (3.11) ocorre?

d
d 1
log, d = 1 (d*) = logydi = — § L S(I/d 3.12
089 0gy | a4 - 0gy @4 d 0g9 d (1/d), ( )

ou seja, p = I/d é o estado maximamente misturado.
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Uma propriedade, que sera utilizada mais adiante, é a concavidade da entropia, ex-

pressa no seguinte teorema:

Teorema 3.1.3 (Concavidade da entropia). Sejam p; estados quanticos e p; probabilidades,

tem-se que S (3_; pipi) > >_; piS(ps)
Outro resultado de interesse é dado por:

Teorema 3.1.4. Sejam p; probabilidades e p; estados com suporte em subespacos ortogonais,

tem-se que

S (me) = H(p) + Zpism-) (3.13)

Demonstracao. Uma vez que p; sao estados com suporte em subespagos ortogonais, seja p; =

> )\y) | pg»j )}, tem-se (pg,] )] pgj Ny = 80,5, 0 que significa que piky) sdo os autovalores do estado

p =D pipi- Assim,

S(p) = - sz 10g2 pz Z <Z )\( )> p; logs p; — Zpl Z )\ log, )\(.i)
= H(p +sz‘ (p2)- (3.14)
O

O préximo teorema é consequéncia direta do anterior.

Teorema 3.1.5 (Entropia conjunta). Sejam p; probabilidades, |b;) estados ortogonais de um

sistema B e {p(j)} um conjunto de operadores densidade de um sistema A, vale que

S (Z Py ®pi\bz-><bi|> = H(p)+ > _piS(pY), (3.15)
em que H(p) = — . pilog, p;

Se for efetuada uma medida sobre um sistema, como sua entropia se altera? Ou melhor,
se o resultado permanece desconhecido, ou seja, se o aparato de medida interagiu com o sistema,

mas o observador nao averiguou o resultado, qual serd a entropia desse novo estado?



J
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D —

Teorema 3.1.6. Seja { P} um conjunto completo de medidas projetivas ortogonais e p

Son PepPi. S(pP) > S(p), sendo a igualdade satisfeita se, e somente se, pP = p.

Demonstragao. Seja S(p||p?) = —S(p) — tr(plogy pP), o, P =1 e P2 = P,

—tr(plog, p”) = —tr <Z Pr.plog, ,0D> = —tr <Z Py Py.plog, ,0D>
k k
= — Z tr (P Peplog, pD) =— Z tr (Pyplog, pDPk) : (3.16)
k k

Seja [pP, Py| = pP Py — Prup”,
0" . Pi)=>_ PpPP, =Y PP,pP, = PupP. — PipP, = 0 = [log, p” Pl = 0. (3.17)
l s

De (3.17) em (3.16),

—tr(plog, p”) = = > tr (PupPylogy p”) = —tr (Z PypPilog, pD) =S(p?)
k k

= S(pllp”) = S(p”) = S(p) > 0, (3.18)

sendo que a igualdade na inequagao s6 ocorre se, e somente se, p” = p, pelo teorema (3.1.2). O
3.1.2 Entropia condicional

Uma questao importante é como definir uma entropia quantica condicional. Primeira-
mente, qual deve ser seu significado? Ela deve medir a incerteza sobre o estado de um sistema
A, dado que se conhece o estado do sistema B. Mas como esse conhecimento é obtido? Por
medidas, claro. Entao, apés medir o estado em B, qual a entropia em A? Com isso, surge
uma questao: qual medida efetuar? A medida escolhida deverd, necessariamente, minimizar a
incerteza em A. Entao, a entropia condicional serd definida como a média das incertezas de A,
dado que se efetuou a melhor medida possivel em B. Como a medida é um evento aleatério, a

entropia condicional S(A|B) deve ser definida como uma média, dada por:

S(A1B) = min{3_ peS(o)} (3.19)

em que p é o estado do sistema AB, pa = trg p, { By} é um conjunto de medidas locais em B,

1
py) = —-trgl(La © Bop(1a ® By e pr = tr(La & Bupla @ By).
k
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Se o estado do sistema composto for p = py ® pp, A e B sado independentes um do
outro. Qualquer medida que se efetuar em um, nao ira alterar o estado do outro. Isso significa
deve-se ter S(A) = S(A|B) ou S(B) = S(B|A). Seja {B;} um conjunto de medidas em B,

p® = ps® BrppBl = p) = patr (kaBB,i) = pa = S(A|B) = ?éi?{z oS}
k
k
= wmin{ [ Y p ) Soa)} = S(4) (3.20)
{Bx} 3

Deve ser destacado o fato de que essa definicao nao é convencionalmente. Na literatura,

define-se entropia condicional de modo andlogo ao caso classico: S(A|B) = S(A, B) — S(B).

Uma diferenca bésica entre as duas entropias é que S(A|B) > 0,VA, B, o que é evidente

pelo modo como foi definida, enquanto S(A|B) pode ter valores negativos. Por exemplo, se

v = B0 S(A[B) = -1

3.2 Discérdia Quantica

Para medir se existe dependéncia entre os estados, ha duas maneiras, nao equivalentes,

de se definir a informagao mutua quantica. Uma maneira é, de modo analogo ao tratamento

classico, defini-la como T'(A : B):
T(A:B)=S(A)+ S(B) - S(A, B), (3.21)

ou C(A : B) dada por [20]:
C(A|B) = S(A) — S(A|B). (3.22)

Qual informagao mutua ira fornecer, portanto, dependéncia entre os subsistemas? Como nao
é necessario efetuar medidas para se obter T, as relagoes de dependéncia nao podem sofrer
nenhum tipo de perda. Logo, T' deve medir a correlagao total. Mas, que tipo de informacao
fornece C7 Como a diferenca entre T' e C' s6 pode ocorrer em sistemas quanticos, sendo iguais
para sistemas classicos, C' deve ser uma medida de correlacao puramente classica, enquanto

T — C deve ser uma medida de correlagdo puramente quantica. Oliver e Zurek [19] definem
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essa diferenca:
D(AIB)=T(A:B)—C(A|B) ou D(B|A)=T(A:B)—-C(B|A) (3.23)

por discérdia quantica. A primeira coisa que se deve verificar é se realmente as correlacoes em

T sao maiores do que as obtidas em C. Mas, antes disso, é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1. O conjunto de medidas POVM {E};} que minimiza a quantidade ), ka(p(f))

sao elementos POVM de rank = 1.

Demonstracdo. Seja o sistema de estado p constituido dos subsistemas A e B. O estado do
1

subsistema A ap6s a medida é ,o(f) = —-trp[(Ia ® Ey) p] e pr = tr[(Ia ® Ex) p]. Como Ej, é
Dk

um operador positivo, é possivel lhe aplicar a decomposicao espectral de modo que:

By, = Z Aegleri)(ertl,  Eri = Aeilery) (ery| = Er = ZEk,l = ZEk,l =1, (3.24)
1 !

k.l

ou seja, Ey; sao elementos POVM de rank = 1. Pode-se, portanto, utilizar esse conjunto para

efetuar medidas no sistema,

1
P = —trp[(Ia® Bu) pl, pra=tr[(1a® Br) pl = > pa
l

Pk,
([A ® Z Ek,l) p
]

1 Dujk
= trp(Eep) = ]jz trp(pEy,) = Zpuk/)(f’l) = ZPkS(Pf))
kO l k

= ZPkS <Zplkpff’l)> > Zplp”kS(pf’l)) = Zpk,lS(p]Zl) (3.25)
k ! kol Je,l

O

Dk (k)

= tr :tr[([A(X)Ek)p]:pk:>pl|k:p—:>pA
k

Além disso, o artigo de D’Ariano e colaboradores [31] mostra que um subconjunto do
conjunto de elementos POVM de rank = 1, que possui elementos linearmente independentes,
minimiza a entropia condicional. Na tese de doutorado de Animesh Datta [32], ele afirma ser
suficiente fazer a minimizacao utilizando projetores ortogonais como operadores de medida. A
prova desses resultados, entretanto, nao sera discutida nesse trabalho.

Para verificar se T' > C', é necessario enunciar os seguintes resultados:
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Teorema 3.2.2 (Operagoes Quanticas nunca aumentam a informacao mutua 7). Seja AB um
sistema composto e E uma opera¢ao quantica no sistema B que preserva o trago. Seja T(A : B)
a informagao mutua antes da realizagdo da operacao quantica e T(A' . B') a informag¢ao mitua

apds a operacao, resulta que T(A": B') <T(A: B).

Sejam H? e H® os espacos de Hilbert dos subsistemas A e B. Sejam L(H%) e L(H°)
os conjuntos de todos os operadores lineares que atuam nos espacos H? e H?, respectivamente.

Sejam X,Y € L(H*)ouL(H)ouL(H* ® H"), o produto interno ¢ definido por:
(X,Y) = tr (XTY) (3.26)

Sejam {X;} e {Y;} bases de L(H®) e L(H"), respectivamente, cujos elementos sao operadores
hermitianos ortonormais. O conjunto {X; ®Y;} constitui uma base ortonormal de L(H* @ H").

O seguinte teorema é encontrado no artigo de Hassan e colaboradores [33]:
Teorema 3.2.3. Seja p o estado de um sistema AB, pode-se escrever:
p=> ci;Xi®Y] (3.27)
i3
sendo ¢; ; = tr(pX; ®Y;)
Teorema 3.2.4. D(A|B) >0
Demonstracdo. Seja B, um conjunto de medidas projetivas ortogonais em B, um subsistema

1
do sistema AB. Seja p®) = —- (I @ By)p(I @ By), em que p;, = tr (I @ Byp), tem-se:
Dk

=Y =Y U@ BT B) =Y Ve o BB (3.29)
k k k ig

Como Y; ¢é hermitiano, pode ser decomposto em termos de seus autovetores \yl(j )). Seja B =

k) (O

SN @ Xi@BYBi=3 Y ey Xi® Y A [oi) (bely?”) (9 lbi) (bl
ki, kK 4j l
= Z Z Cijog ; Xi @ By = Z Z MXz ® ppBr = Z pff) ® pi By, (3.29)
k

ki k ig Pk
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em que pff) = trp p®). De acordo com o Teorema (3.1.5),

Py =" peS(eY)) + H(pr). (3.30)
K
Seja piy=tra p®) = tra(p}) ® By) = By,
D _ _ D Dy _
pp =Y kB =trap” = S(p3) = H(ps) (3.31)
2
De (3.30) e (3.31), resulta que:
> prS(0) = S(p”) = S(pB) (3.32)
K

A entropia condicional surge do primeiro termo da equacao acima apds o processo de mini-
mizagao:

S(A|B) mmZka = H}aﬁ S(p?) — S(ph). (3.33)

Seja p§ = trp p”,

pﬁ = Zpkp(f) = Z Z CijQlg j X = Z ZCi,in Z )\z(j)<bk|?/z(j)><?/z(j)|bk>
k ki ki l
= > X > N (Z |bk><bk|> v Zc”X ZA =X te(Y))
l

.3 k i,J

= trgp=pa. (3.34)
De (3.33) e (3.34),
C(A|B) = S(A) — S(A|B) = S(p]) + S(p3) — S(p”) = T(A': B'), (3.35)

pois a operacao quantica, representada pelo mapa £(p) = p”, preserva o traco, o que faz valer

o teorema (3.2.2):
D(A|B)=T(A:B)—C(A|B)=T(A: B)—T(A": B') > 0. (3.36)
0

De fato, deve haver perda de correlacao quando medidas locais sao efetuadas no sistema,

o que é embasado pelo teorema acima. As medidas devem destruir a correlacao quantica que
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existe entre os subsistemas. O que deve sobrar sao apenas as correlagoes classicas, se existirem.
Mas, e se um estado p nao for afetado pela medida? Ou seja, e se o estado permanecer o mesmo
apds a medida? Espera-se que esses estados nao devam apresentar correlacoes quanticas, pois
essa invariancia ¢ uma propriedade de sistemas classicos. Portanto, se p = pP, de (3.36)
T(A:B)=T(A",B") = D(A|B) =0, o que era esperado.

Mas, e se a discérdia quantica for nula? Serd que ha mais critérios sobre o conjunto
dos estados que a anulam? Se houver mais critérios, esses sao satisfeitos por estados os quais
espera-se terem um comportamento classico? De acordo com o artigo de Zurek [19], a nulidade
da discordia implica que estado global nao é alterado pela medida local. Uma demonstracao

formal desse resultado encontra-se na tese de Animesh Datta.
D(AIB) =0« p=p". (3.37)

E claro entao que as correlagoes quanticas se anulam somente para estados invariantes por
medidas locais. Se for definido que correlagoes classicas sao aquelas invariantes por medidas
locais, entao, de fato, a discérdia quantica é uma boa medida de correlacao quantica.

Com o resultado (3.37) é possivel mostrar para que tipo de estado a discordia se anula.

Teorema 3.2.5. Seja p a matriz densidade do sistema AB, D(A|B) =0 < p =, pep¥ @By,

em que By = |bi)(bk| € {|bx)} € um conjunto de vetores ortogonais.

Demonstracao. Seja p = Z” ¢;; X; ®Y; e {By} um conjunto completo de medidas projetivas

em B. Pelo resultado (3.37),

k

k ,J 0,

=Y;=> B.Y;By (3.38)
k
Seja ;= S A ) (w1l © B = [bw) (e
€Ja ¥y Ell Y Yy, | € Dk k) \Ok|,

Vi =Y o el (b ol = > (Z A§j>\<bk\y§”>|2> By = |y") (0| = B{3.39)
k

l k l
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(I ® By) p(I ® By)

pois a decomposicao espectral é tnica. Pode-se escrever p =, py , em que
Pk

(4)
Ci i ; C; A\
= EnTxen (San) -5 (S22 onm - Tut o
k ,J l k 1, k
(3.40)
s })\(J’)

Tk X Agora, partindo da hipdtese de que o estado a ser medido seja
"k
dado por ), pep™ ® By, basta escolher o conjunto de medidas locais { By} em B para manter o

sendo p* = S

estado inalterado apds uma medida cujo resultado permanece desconhecido, ou seja, a discordia

anula-se para esse estado. O

Bom, entao basta calcular a discérdia para se saber se a correlacao quantica existe e
qual a sua intensidade, correto? Nao é tao simples assim. O célculo da discérdia nao é simples,
devido ao processo de minimizacao inserido na definicao de entropia relativa. A dificuldade
dessa tarefa sera mostrada no exemplo a seguir.

O exemplo encontra-se no artigo de Luo [34]. Alguns célculos, realizados computa-
cionalmente, e algumas passagens demonstrativas serao omitidas, pois os detalhes se encontram
no artigo fonte. Considere um sistema AB de dois qubits no estado 7 escrito na base computa-
cional {|00),]01),|10),|11)}. De acordo com o artigo de Fano [35], esse estado pode ser escrito
da forma:

3
1
T=-(I+iF@I+1®iF+ Y wiko;®oy | | (3.41)
4 k=1

em que o, k € {1,2,3} sdo as matrizes de Pauli, em que os indices z,y e z foram trocados
por, respectivamente, 1,2 e 3, @ = (01,01,01) € L(H) X L(H) x L(H), @ e U pertencem a R3,
o produto 4 é definido por ug = 2?21 u;0; e wjy sao coeficientes reais.

Por meio de transformacoes unitarias locais nos dois subsistemas, o estado 7 é reduzido

€111:

3
1 —
’)/:—(I+5&®]+I®b5+zcj0j®0]>, (342)
4 =
em que c¢; sao coeficientes reais. O cédlculo da discérdia quantica para esse estado ainda ¢é

muito trabalhoso. Assim, serd imposta a condicao de que os subsistemas tenham estados
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maximamente misturados. Pois, desse modo, a correlacao quantica obtida é certamente a que
existe apenas entre os subsistemas, pois esses estados nao possuem termos de coeréncia, o que
representa uma correlacao quantica interna entre os estados da base em cada subsistema. Com

essa imposicao, tem-se o estado global dado por:

3
1
p:z <I+chaj®aj> (343)
j=1

cujos autovalores, calculados com o auxilio de computacao algébrica, sao dados por:

1 1 _ ‘
Mo=71-) o) A=10+) (-1)"a), jEL23 (3.44)

3
k=1

b
Il @
—

O que implica em
3

T(A:B)=2+) Mlogh (3.45)

k=0

Considere um conjunto de medidas dado por {By}, em que By = VII, VT, em que V é unitdrio
e I, sao projetores na base computacional. Mas como escrever uma matriz unitaria genérica?

Utilizando a propriedade V! = VT7 sendo V' = [ Z Z ]’

d —b a* c a b
[—c a]_[b* d*]jv_{_b* a*]’ (3.46)
usando também a condicao det V = 1, tem-se ainda que |al]?> + |b|> = 1. Sejaa =t +iys e
b=y +iy;, tem-se

3
V=(+i§3), £+ yi=1, (3.47)
k=1

em que ¥ = (y1,¥2,y3). Apds a medida local, tem-se

3
1
PrpE = ([®Bk)P(I®Bk)=(I®Bk)Z<[+ch0'j®0'j> (I ® By)

j=1

1 3
= (IoVILVT) 1 (I +Y oy @ aj> (I ® VIL,VT)
j=1

= (IoVI) (V) i <I +) oy © aj> IeV)(IxILV)

j=1

3
1
= (I®VIL) 1 (I +Y oy @ v@v) (I @IV, (3.48)

j=1
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sendo
3
Vi,V = (I —i§d)o;(t] +1i§jd) = (tgj = ykgkaj> (tI —i§3)
k=1
3 3
— tQO'j + Z YrY10k0j0; + 1 Z tyoj0; — iz Lyrowo;
k.l 1=1 k=1
3
= t20j+2yky10k0j01+itZyl[0j,Uz]- (349)
k.l 1=1
O — ) (ke —
Seja e;5, = U =9 5 )k = j) o simbolo de Levi-Civita, as seguintes relagoes sao vélidas:
[O’i, O'j] = Qigijko-ka (350)
0i0,0; = 05 00,0 = 0j0,0;; 0,0;0; =—0;; 0,00, =¢ijxil, sei#j#k. (3.51)

Utilizando esses resultados na equagao (3.49), obtém-se

3 3 3
VTo—jV = t20j — Z y,%aj + 2 Z YiYpok + Z Y€ il — 2t Z YIE€j1s0s + y?aj. (3.52)

Sejam

de (3.52) e (3.53) e

T = 20

Usando (3.54) e (3.

k=1 k=1 k=1 =1
k#j k#j k#5#1
j 1
ILiopll; = 63(—1)IL;, p = 2 (3.53)
m (3.48),
1 o 1 e
p0:5(1+x0)®30, P1:§(I+5€U)®Bl (3.54)
(—tys + y1ys), T2 = 2¢2(tyr + yoys), T2 = Cs(tz + y§ - yf - yg) (3.55)

55) para calcular as entropias, obtém-se

- & 14T .
J(A: B)y = 2 log(1 — |Z]) + 2 log(1+ |Z|) (3.56)
¢ = max{|eyl, [cof, 3]} = |7] < c (3.57)

1-— 1
C(A: B) = —log(1 — ) + ——1og(1 + ) (3.58)

2
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A discérdia quantica é, portanto:

D(A:B)=2+)Y Nlogh—Y_ (1+ <_21)k+1c> log(1 + (—1)*¢) (3.59)

Seja o estado de Werner dado por:

I o
p=A—c)g T, cel01] (3.60)
Tem-se entao que ¢; = ¢g = ¢3 = —¢, em que |¢p~) = %(|Ol> —110)). A discérdia associada a
esse estado é dada por:
1-— 1 143
D(A: B) = —logy(1 - ¢) — —Clogy(1 + ¢) + ——Clog,(1+3¢)  (3.61)

2

Algo interessante a se observar é como a discérdia quantica se comporta em relacdo ao ema-
ranhamento, pois esse é um tipo de correlagao quantica, presente em estados que nao sao
produto. Uma medida utilizada para se calcular o grau de emaranhamento ¢ o emaranhamento
de formacao [36,37]. Seja p = (0, ® 0)p* (0, ® 0,) € w = \/p\/p. Sejam g1, ga, g3, ga 0s valores

singulares de w em ordem decrescente, a concorréncia é dada por:

3c—1
Cn(p) = max{0, g1 = g2 = g5 = ga} = — (3.62)
Seja H(x) = —zlogy x — (1 — x)logy(1 — z) a entropia de Shannon bindria, emaranhamento de
formacao é dado por:
14y /1= (Cnlp))?
Ep(p) =H (3.63)

2
O grafico seguinte mostra a relagao entre discérdia e emaranhamento para o estado de Werner.

Como ¢ esperado, a discérdia quantica permanece nao nula mesmo para estados nao emaran-

hados.
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Estado de Werner

0,8 1

0,6 1

0,4 1

0,2 1

Figura 3.1: A linha pontilhada é a discérdia quantica, enquanto a tracejada é o emaranhamento
de formagao.



Capitulo 4

Resultados

4.1 Geracao de POV Ms

Uma questao de cunho pratico a se perguntar é: como gerar um conjunto de medidas

POVM? A proposi¢ao abaixo fornece um ponto de partida para essa construgao.

Proposicao 4.1.1. Sejam H 4 e Hp espacos de Hilbert dos sistemas A e B, respectivamente.
Sejam Ka ={|lay):ie{l,....m}} e Kp={|5;): j € {1,...,n}} bases de Ha e Hg respecti-
vamente e Kap = {|a;) ® |5;): i€ {1,...,m},7 € {1,...,n}} base de Ha @ Hp. O sequéncia
Y = (|t),...,|Yn)) tal que (Y;|¢s) = 6;; Vi,j € {1,...,n} determina um tUnico conjunto

POVM: M ={V,:ie{1,...,m}} na base Kgg = {|6:){B;|: i,5 € {1,...,n}}.

Demonstracao. Sejam

) =Y o adB) e Ve=d o186 (4.1)

ik 1,7

Wil =3 vl (ol (Bo]) (lea)1B)) = > ool s =3 ool =6

ik, K ik, K kyi
k)x (k)
= Zv% = Z 0l "0 18 (Bil B (Bl = 25“ 1808y =1 (4.2)
k,i,5,7,
A sequéncia 1 determina um conjunto de coeficientes Cy = {vi(f;): i,j7 € {l,...,n},k €
{1,...,m}} que é tnico, pois um conjunto diferente sé pode ser gerado por uma sequéncia

diferente de 1. Seja M’ ={V/:i e {1,...,m}} # M, existe V|, M' 5 V// ¢ M para algum I.

38
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Isso significa que, mesmo que os coeficientes de V/ pertengam a Cy, eles estarao associados a
indices diferentes. Mas trocar os indices dos coeficientes altera a sequéncia 1. Logo, M é tinico.

O

4.2 Correlacoes

Qual o significado de correlacao? Pode-se dizer que dois sistemas estao correlacionados
quando um interfere no outro. Essa interferéncia nao precisa ser deterministica. No caso
de sistemas quanticos, cujos estados sao descritos por operadores densidade, se um sistema
provoca uma alteracao no estado do outro, o resultado é mudanca na estatistica no que foi
afetado. Um sistema AB, composto de duas partes, é representado por seu estado global p e
seus componentes por seus operadores densidade reduzidos pa e pp. Pode-se questionar, entao,
como uma operagao em uma parte afeta o estado global ou da outra parte ou como uma operagao
no todo afeta as partes. E possivel considerar trés tipos de operacoes: evolucao unitaria, medida
nao-seletiva e medida seletiva. E imediato questionar quais as classes de estados invariantes sob
essas operacoes. Além disso, tomando como exemplo uma evolucao unitaria em A, a classe que
se quer determinar deve ser invariante para toda evolucao ou apenas deve existir uma? Quando
se trata de uma medida nao-seletiva, a exigéncia de que a invariancia deve permanecer para
toda medida significa que, de modo algum, essa operacao em um sistema influencia os outros.
No entanto, se a exigéncia ¢ apenas existir uma medida, interpreta-se que ha um modo de se
medir em que os sistemas ficam descorrelacionados.

Apoés essa discussao, percebe-se que a correlacao depende de quatro parametros, a

saber, X, Y, a e 3, em que:
e Y ¢ sistema no qual se deseja observar uma possivel alteragao no estado;
e X ¢ o sistema em que se realiza a operacao;

e « é o tipo de operacao;
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e [ define se a operacao é do tipo: para toda ou existir ao menos uma.

As classes de estados invariantes sdo denotadas por I'y (Y, «, 5). A notagao para os

'valores’ dos parametros o e (5 é:
e cvolucao unitaria = EU;
e medida nao-seletiva = MnS,
e medida seletiva = M.S;
e para toda =V,

e cxiste ao menos uma = 3.

Como exemplo, a classe de estados do sistema AB em que A nao é afetada pela operacao
(MnS,3) em B éT'4 (B, MnS,3). Com isso, define-se que, seja D o conjunto de todos os ope-
radores densidade que atuam em Hap, se D 3 p ¢ I'x (Y, a, B), o sistema X esta correlacionado
com o sistema Y pela operagao («, f3).

Uma importante constacao é que um estado de um sistema AB possui discérdia
quantica nula se, e somente se, pertencer a classe I'yp (B, MnS,3) [19].

Um primeiro problema é saber quantas classes existem. Como um sistema AB possui
espaco de Hilbert dado por H 4 ®H g ou, equivalentemente, por Hg®H 4, as classes que possuem
como parametros A ou B na mesma posicao sao equivalentes. Com base nessa consideracao,
pode-se facilmente calcular que ha 18 classes de carrelagdo. As mais simples de caracterizar
sao, aparentemente, as que envolvem o operador de evolucao unitaria. A primeira classe a ser
caracterizada serd I' 45 (B, EU, 3).

Sejam {|a*)} e {|b!)} bases de Ha e Hp respectivamente,

p= ck7l|ak)|bl) (4.3)
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Seja U = e'? I uma matriz unitdria que atua em Hp, é ébvio que (I @ U)p (I® UT) = p,
logo I'ap (B, EU,3) = D. Pelo mesmo argumento, I'g (AB, EU,3) = D. Como trg(p) =
trp [([ @U)p ([ ® UT)], La(B,EU,3)=T4(B,EUVY)=D.

Uma classe interessante é ' 45 (B, M S, 3), pois seus elementos sao os estados que, ap6s
uma medida seletiva especifica em um subsistema, permanecem os mesmos, ou seja, sao estados
em que é possivel se fazer uma medida local seletiva sem que haja qualquer colapso. Os cédlculos
abaixo tem o objetivo de caracterizar essa classe.

Uma operagao que sera utilizada posteriormente esta definida abaixo:

Definicao 4.2.1. Sejam M, 1. e M, »; 0s conjuntos das matrizes n X k en x| respectivamente.
A operagao de concatenagao horizontal O: My X Myyxi — My € dada por ADQ B =
[AB], em que A € Myxr € B € M. A operagio de concatenagio vertical ©: Myyy X

A
Misn — Magiyxn € dada por AS B = [

B} ,em que A € Mpyn, e B € My,.

A operacao de concatenacao nao é comutativa, nao é distributiva, mas é associativa:
e (ADB)OC=A0(BO0C)e(AeB)eC=A6(Ba()
o VA€ Myxn, A= [aijl,,, = Of—; (O1% [ai,])
4.2.1 Equagao AX =A

Agora vou encontrar a solucao para a seguinte equacao: sejam A € M, ., e X €

Miscn,

AX = A, (4.4)

em que X é a variavel. Suponha que rank(A) = n, sendo m > n. Isso implica que existe

. s — -1 — , - ~
uma inversa a esquerda A} = (ATA) " AT: AJL A=1= X =1, que é a tinica solugao. Se

rank(A) = k < n, sendo m < n, nao existe inversa a esquerda. Com isso, apesar de X = [

a,j
ser uma solugao, nao se sabe se ela é a tinica ou nao. Seja d; = o, ed{l,...,m}, em
am7.]
que A = [a; ] tem-se A = Q”_,a;. Pelo rank de A, existem k vetores coluna que formam
WJImxn =177 )
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um conjunto LI e o restante pode ser escrito como combinagoes lineares dos primeiros. Sejam
={d;:jeJ CcJtey'={aq:leJ"=J—-J} emque J={1,...,n}, |¥/|=ke~ éLL.
Sejam J' = {y1,...,ur}, J" = {Ykt1,-- -, Yn}, Eiy, uma matriz que permuta a coluna i com a
y; se multiplicada pela esquerda ou que permuta a linha ¢ com a y; se multiplicada pela direita.
Com isso, pode-se observar que resolver a equacao (4.4) é equivalente a resolver a equagao:

AX = A H . (4.5)

=1

em que A = A[[}, Eiy, e X' = (I}, Eiy,) X. Pode-se escrever os n — k vetores coluna de
A" da seguinte forma: @, ; = S @i d. Sejam A" = OF_,d@, a = [iglhx(nry € & = [[a], em
que I € My,

A= A (4.6)

Como rank(A”) = k, existe uma inversa & esquerda (A”)"} de A”. Aplicando essa inversa nos

esq.

dois lados da Equagao (4.5), tem-se:
X' =d H E;y.. (4.7)

Antes de buscar uma solucao diferente da identidade, é preciso saber se ela existe. E facil
observar que (4.7) é equivalente a:

(I ®a)vec(X) = vec (o/ H E,%) : (4.8)

i=1
em que I € M. Como vec (X') = vec ([T, Ef,,) é solugao de (4.8), a equacdo ¢ consistente.
Como o numero de colunas de I ® o/ é maior que o de linhas, h4 infinitas solucoes. Voltando a
(4.7), sejam ;,i € {1,...,n} vetores linha de X, X' = o7 a/; = o/X' = 31, [OZJZ} Pode-
se tomar as n — k ultimas linhas de X’ e definir que seus (n — k)k coeficientes serdo variaveis
livres. A equacao
k n n
> [alad] = o' T Bie = [l (4.9)
: T —
é a Equagao (4.7), mas com as varidveis dependentes no lado esquerdo e as livres no direito.

Sejam 3 = OF_,al, Y = e 7, B/ = O ,,d, e Y = o, .7, a Equacdo (4.9) pode ser
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reescrita, portanto, como

BY =o' [[ Eiy, — BY". (4.10)

i=1

Uma vez que § =1,

Y =d[[Eiy —BY". (4.11)

i=1

A solugao de (4.7) é, portanto:

I T ) -Tavd] n 'TT™ . Ry
P ({7 [T
i=1

4.2.2 Classe ['yp (B, MS,3)

A pergunta que se pretende responder é: que estados pertencem a I'') 5 (B, M S,3)? O
indice p significa que a classe estd restrita a estados puros. Essa pergunta pode ser expressa na

forma de uma outra: para que tipo de estado |¢)) € Ha ® Hp existe V tal que
(I@V)Py (I@VT) =|APPy,0 < [ <1, (4.13)

e V € M para algum conjunto M de medidas POVM que atua em Hp, dados dimH 4 = m,
dimHp = n, I atua em H4? A restrigao de A vem do fato de que |\|* = tr (VP¢VT), que é a

probabilidade de a medida V ser selecionada. Se existe uma solucao para a equacao

(@ V) ) =N, (4.14)

em que |N|? = |\|?, também existe para a equacao (4.13), pois suponha que V|i)) € Hs @ Hp

e WV, (1@ V)[¥) = [Uy) # X)) = (I V) Py (1@ V') = [dy)(¥y]. Devese ter [1),) (| =
I\|?Py somente se |¢,) = 7|¢), onde |y]* = |A|2.. Mas se isso ocorre, entao (4.14) possui
solucdo, o que contraria a hipdtese. Logo, ndo existe v tal que |¢{,) = v|¢) e, portanto,
[ ) (4| # |N?Py. Sejam {|a;): i€ {1,...,m}} e {|B;): j € {1,...,n}} bases para Ha e Hp
respectivamente. Tem-se entdo que [¢) = >, . ¢;jlai)[B;) e V =3 v, 5|B:)(Bs]. Trocando-se

A por A em (4.14), tem-se:

Cijons|a)[BT)(B°]67) = Acu )| 57). (4.15)
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Na equacdo acima foi usada a notacdo de Einstein, a qual se continuard a usar. De (4.15),

tem-se

> cirvrla)|B7) = Aewglan)|By) & [OVT], |a)|B7) = A[C],; [a)]) & CVT = C,

(4.16)
em que C é a matriz [¢;;] .. Dado C, a solugao ¢, de acordo com a equagao (4.12), fazendo
E= H?:l Ei,yw

I\ T
V= (E PO‘ B D — [\EaT —YTRT YT|E. (4.17)

Essa solucao, porém, nao leva em consideracao a condicao de que V' € M, a qual implica que
deve-se ter

ViV <ILVIV #£1. (4.18)

Agora vou mostrar que sempre é possivel, para V' # A, construir Y’ e escolher A de tal modo

que (4.18) seja satisfeita.

‘)\|2O/*O/T _ )\*O/*EY/TBIT _ )\ﬁ/*Y/*EO/T _ BI*YI*Y/TBIT )\*O/*EY/T _ BI*YI*Y/T

VTV =F )\*Y/*EO/*EO/T _ Y/*Y/TB/T Y/*Y,T

E.
(4.19)

Sejam ©; = o*a/T, 0y, = " EY'TBT, 03 = B*Y"*Ed/'T, 0, = Y*"Ea*Ed'", 05 = o*EY'", Q =

BrY™*Y'TRT Qp = Y*YTRT Qs = B*Y*Y'" e Q, = YY", Restringindo o valor de \ a

A € R, tem-se, de (4.19),

A2O; — A0y, — \O; — Oy \O5 — O
v 1 2 3 1 5 3
ViV =F 6, -0, 0, | E (4.20)

Com a base fixada, sejam 0; e w; as componentes de maior médulo de © e €2, respectivamente,

ou seja, ¢; = [O], ,,|0:] > [6],,,V(r,s),Vi, para algum par (1',s') e w; = [Q], ., |w;] >

Q] V(p,q),Vj, para algum par (p/,¢). Sejam F} = \?0; — A\Oy — \O3 — Qy, [ = A\O, — Qo

p,q’
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3 = )005 — Q3 e Fy = €y. Seja f; a componente de maior modulo de Fj, Vi. Tem-se que
[fil < N%00] + Alba] + Al6s] + [ (4.21)
[fal < Alfs] + |ws]
[fs] < Ala] + |ws|
[fal = o
Observa-se que
[Ql]p,q = Z b/*kyk*uyl U pq | < Z ‘b/* l||yk uyl U (4.22)
u,l,k wlk
Seja 3—% = |y;r ;| para algum par (i', j') tal que \yf > |y; 41, Vi, j. Da equagao acima,
[ €], ] < Z |10 (4.23)
Seja by = D (00 kbl = D2k byl Vb, ¢ e para algum par (p/, ¢'), isso implica que
(], | <l =) (4.24)
Também se observa que
] ¢ = Zy;,:kyl,,kb = | [92 < Z |b (4.25)
,l
Seja by = 37, by ,| = 32, [b,], Vg para algum ¢,
(], < ko = ()" b (4.26)
[Qa],, = Y byl = ], | < Z b5l (4.27)
Lk
Seja by = >, b x| = 22, [b,4], Vp para algum p/,
19, | < hs = (')’ 0 (4.28)
Zy;/)*ly;l = | Q4]M| < (?//)2 (4.29)
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Das Equagoes (4.24), (4.26), (4.28) e (4.29), verifica-se que sempre é possivel escolher um valor

de ¢’ que satisfaca, simultaneamente, as inequacoes:

1 1 1 1
h<—, h<—, h<—, h<- 4.30
1 4n7 1 277,’ 1 2n7 1 n ( )

Apbs escolher 3/, escolhe-se A tal que

1 1 1 1 1
2 — — — — — 4.31
A6, < e Abs| < e AO3| < e AO4| < 5y AbOs| < 5 (4.31)

De (4.30) e (4.31), sendo v a matrix em (4.19) que estd multiplicada a direita e a esquerda por

E € 0/p4: (A) a fungdo que dd o maior autovalor de uma matrix A qualquer,

1
|fil < —Vi = tr (VIV) =tr () < 1= 0mae (VIV) < 1= (2|VIV]z) < (x]z),V|2}1.32)

= ViVv<I

A equacao acima mostra que todo estado puro associado a uma matriz C' € M, «,,, m < n, de
rank menor que m, existe uma medida seletiva nao trivial sob a qual o estado ¢ invariante. Isso
significa que sistemas puros N x 2 sao invariantes por medida seletiva nao trivial se, e somente

se, forem separdveis. Agora, considere uma matriz 3 x 3 C' = [¢; ] tal que rank C' = 2.

3x3

Suponha, por simplicidade, que os vetores coluna ¢; e ¢; formem um conjunto L.I.. Tem-se

entdo, usando (4.16):

€11 Ci2 Q1€ + QaCi2 ‘u G2l g
1 ! T l
Ca1 C2 QUC21 + QpCp| = |C21 €22 [O 1 a } & CaV: = M, (4.33)
2
€31 C32 Q€31 + (aC3 C31 C32
SN 1 O (03] .. N
em que C' = [¢1C] e a = . Como (' possui inversa a esquerda
01 [6%) !

aVl = \a (4.34)
A equagao acima implica no seguinte sistema de equagoes:

V11 + V13 = A Vg1 + X1V23 = 0 Us1 + U3z = )\Oél (435)

Vig + 13 = 0 Vag + ooz = A Use + QU3 = A,
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w=0.27500 w=0.55000

Figura 4.1: Autovalor de I — VTV

as quais definem V' como sendo

A — o — QU3 U1
V= — Q1 V2 A — [0 5X%)] Va2 , vV, = Uig,i € {1, 2, 3} (436)
(675} ()\ - ’03) (0%)] ()\ - ’03) V3

Escolhendo v; = 0, Vt,

A0 0 1= A2+ |aq]?) | A2 0
V=10 X 0|=I-VV= asaq | A2 L— A2 (14 ]ag]?) 0. (4.37)
Oél)\ 042)\ 0 0 0 1

Os autovalores da matrix acima sdo:
=1, G=1=*1+]ai]>+]azl), d35=1—|A] (4.38)

Nos Graficos (4.1a) e (4.1b), w = |\|. A Figura (4.2b) é o grafico de d, = 0. Qualquer ponto
acima daquela superficie representa um autovalor negativo. Logo, ela limita superiormente os

valores do terno ordenado (|Al, |ay], |ael).

4.3 Entropia Generalizada

O resultado abaixo mostra como a entropia de von Neumann pode ser obtida direta-

mente da entropia de Shannon:
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0.9

0.8

0.7

(a) (b)
Figura 4.2: (a) Autovalor de I — VTV e (b) d, = 0

Teorema 4.3.1. Seja {P.} um conjunto completo de medidas projetivas unidimensionais or-
togonais, pr, = tr(Pyxp) a probabilidade de se medir P, em um sistema no estado p e p a medida

de probabilidade tal que p({Py}) = px tem-se:

S(p) = win H (p), (4.39)

em que o minimo é tomado em todos os possiveis conjuntos { Py}.

Demonstragao. Sejam pP =", PepPr, Pr = |pr) (i € p = D, Nilpd) {pil

pe = tr(Bpp) = tr <Z Apulpi) | i) pk|> Z)\l (orlpe)]? (4.40)

S(pP) =5 <Z (Z )\l|<pl|pk)|2> Pk> =S (Z kak> . (4.41)

De acordo com (3.1.4), S(p”) = H(py). Logo, pelo teorema (3.1.6),
S(p) < H(p), (4.42)

sendo que, pela Proposicao 3.1.1, a igualdade ocorre para P, = |px){pk|- O

Esse teorema fornece uma interpretacao da entropia quantica em funcao da classica.

Suponha que se deseje conhecer qual é o estado de um sistema quantico. Para isso, é necessario



4.3 Entropia Generalizada 49

medi-lo. Como a medida é um evento aleatdrio, existe uma incerteza sobre qual sera a saida
obtida. Existe, entretanto, uma arbitrariedade na escolha de qual medida serd efetuada. E
preferivel que se escolha uma que minimize a incerteza sobre o resultado. E conveniente,
portanto, escolher essa incerteza minima como sendo a entropia do sistema quantico. O teorema,
entao, mostra que a entropia de von Neumann ¢ a escolha certa dentro do dominio das medidas
projetivas.

A partir da Proposicao 4.3.1, questiona-se, entao, o que acontece se o minimo for
tomado entre todas as medidas POVM possiveis, ao invés de usar a restricao dos projetores
unidimensionais. Primeiramente, qual a interpretacao fisica de uma generalizacao como essa,
dada pela equacao abaixo?

Sp(p) = infye H(p), (4.43)

em que p é a medida de probabilidade tal que p({Ex}) = pp = tr (EkaZ), {ElE,} é um
conjunto de medidas POVM, M¥ é o conjunto de todos os conjuntos de medidas POVM que
atuam em um estado p de um sistema de dimensao n. Pode-se interpretar Sg(p) como a menor
entropia dos dados de saida de uma medida efetuada em p considerando todas as possiveis
teoricamente. O problema dessa definicao é que pode ocorrer que, apés uma medida, EZEk por
exemplo, o estado ser colapsado em um que nao seja puro, ou seja, um estado que ainda carrega
informacéo consigo. Dessa forma, seria possivel obter S(p) > Sg(p) com S(ExpEl) > 0 para
algum k, mas através de medidas que nao extraem toda a informacao possivel. Para evitar isso,

sera utilizada, ao invés da classe Mg a seguinte classe:
MO (p) = {{E[E,} € MP : rank (Eka,i) = 1,Vk € K}, (4.44)
em que K é o conjunto de indices associado a {E;Ek} A redefinicao da entropia é dada por:
S5 (p) = inf 0, H(p). (4.45)

Seja PV o conjunto de todos os conjuntos de medidas projetivas de rank 1 que atuam em um

sistema de dimensdo n, sers que P\ # M,(Ll)(p)‘? Obviamente, P C Mr(bl)(p). De acordo
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com [38], como p é representado por uma matrix nao-negativa hermitiana,
rank (Eka/l) > rank (Ey) +rank (p) —n  Vk € K, (4.46)

em que p e Ej sdo matrizes quadradas de dimensdo n. Se rank (p) = 1, o valor méximo de
rank (Fy) é n — 1. Porém, nesse caso, nao é necessario verificar se PV = Mr(bl)(p), pois como
Sg)(p) >0,8(p) =0= Sg)(p) = 0. Se rank p = n, obrigatoriamente rank (Fj;) = 1. Nesse
caso, pode-se escrever By = |)(¢| = ElEy = |¢)(¢|, ou seja, a medida é necessariamente
projetiva. Mas e se 1 < rank (p) < n?

Seja {E;Ek} um conjunto POVM, Ej € M, «,. Qualquer que seja U € SU(n), em que

SU(n) é o grupo especial unitério,

> (BU) EU =UT (Z E,L'Ek> U=1, (4.47)

k

ou seja, uma trasformacao de SU(n) em um conjunto POVM leva a outro conjunto POVM.
Levando isso em consideracao, seja U a matrix mudanca de base que leva p em sua forma
diagonal,

EwpE! = E.UYUE! = E,pE], (4.48)
em que p’ = diag(Aq, ..., A,). Como o numero de autovalores nao nulos de p é igual a seu rank,
deve haver pelo menos um autovalor nulo. Considere p € M3y3. Todo estado p de rank 2 pode
ser escrito da forma:

p = A1[An) (Ai] + Az|As) (As]. (4.49)

Seja M = {EVE, F'F} o conjunto de medida que sera utilizado. A restricao M € Mél)(p)

implica que deve-se ter

BpE = v|0) (4] e FpF! = (1-1)[¢)(g] (4.50)

para algum estado |¢) e |¢) e para 0 < v < 1, sendo que essa ultima condigao é necesséria
para que o postulado da medida seja satisfeito. Com isso, seja 1)) = 1| 1) + ol3) e B =

Z?]‘ ei il Ai) ()], tem-se as seguintes equagoes:

l/|>\1|2 = |6171|2)\1, V¢1w>2k = 61716371)\1, l/|>\1|2 = |6271|2)\1 (451)
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A A
1 = €114/ = = €211/ =. (4.52)
v v

A normalizagao de |¢)) exige que

Com as solucoes

v
|€1,1|2 + |62,1|2 = (4.53)
1

Pode-se tomar F = |A\3)(\3]. A condi¢do ETE + F'F = I implica que

|6171|2 + |6271|2 =l=v= )\1, |6172|2 + |6272|2 == ]_, 6116172 + 6;716272 =0. (454)

Como as restrigoes impostas por meio das equacoes acima permitem que exista uma matriz E

de rank=2 que as satisfaca. A matriz A dada por

0

0 (4.55)
0

claramente satisfaz as equagoes em (4.54) e tem rank 2, logo ngl) #+ Mél)(p). Esse resultado

pode ser facilmente generalizado. Sejam p3 = diag(A1,0, A3), O € Mjy3 uma matriz preenchida
€1,1 €12 0

totalmente com zeros, O € My tal que A} = diag(Ag, -+, \et3) € B3 = |ea1 €22 0f,
0 0 O
define-se:
_[BEs Of _[ps OF

Essas defini¢oes implicam

< R (157)

Fazendo os outros elementos Fj,j € {1,---,k + 1} do conjunto POVM serem definidos por

F; = |Njj2)(N\ji2|, tem-se que encontrar E que satisfaga 4.57 é equivalente a encontrar uma
solugao de (4.54). Logo,

PWY £ MW (p), n>3. (4.58)

A restricao n > 3 vem do fato de que, em dimensao 2, a matriz £ com rank £ = 2 nao

pode existir para rankp = 2, uma vez que a inequagdo (4.46) deixa de ser satisfeita. Um
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questionamento que pode ser feito é qual a forma geral Ey que seja solucao de EkaZ =
Ve|te) (¥r|. No caso de um sistema de dimensido 3 com o conjunto de medida {ETE, F1F},
sendo E = e; ;|\") (M|, deve-se ter

Z el el i = vii; (4.59)

1€{1,3}

Uma possivel solucao para esse sistema de equagoes é dada por

o €14V )\1 + Gg,i\/ )\3

(5 NG ,  para e“iieQ,j + eg,z‘elvj =0, (4.60)
0 01
Uma outra maneira de expressar a restricao acima é, definindo H = [0 0 0],
100
ETHE =0, (4.61)

em que O ¢é a matriz nula. Seja e, s = a, 5 +1b,5, fazendo ey s = a3 (1 +1) e e3s = az (1 —1i) e

a1 Q35 = Q1 503, & equacao (4.61) é satisfeita. A condigdo de normalizacdo de [¢) exige que

3 3

MY e+ A3 ) les|* = v (4.62)

j=1 j=1

Os resultados obtidos para E valem, de modo analogo, para F. A tltima condi¢ao a ser
satisfeita é

E'E+F'F=1. (4.63)

H4 também uma imposi¢ao que nao surge da busca da solugao de (4.50), mas sim de um fato
fisico, que a exigéncia de que

EpE' # aFpF", (4.64)

em que « ¢ uma costante complexa de proporcionalidade, pois, caso haja a igualdade, as duas
medidas retornarao o mesmo estado, sendo, portanto, totalmente indistinguiveis.

Seja E = ©3_,¢;, em que €; sao vetores correspondentes as linhas de E. Podemos
escolher um produto de matrizes de permutagao C' de tal modo que £/ = CFE = ¢,, 6 ¢, ©

(a1€y, + a2€y,), em que y; € {1,2,3}. Seja E" =¢€,, © €,,, a = [al ag} e o =16 a, entao:

E=CdE". (4.65)
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Como rank E” = 2, ela possui inversa a esquerda e BT inversa & direta, logo
oTCHCo =0 (4.66)

Suponha o caso em que C' = I:

oTHo! = 0. (4.67)
Da equacao acima implica que
R(ay) =0, ay=0. (4.68)

As condigoes acima sao necessarias, porém nao suficientes. Uma condicao necessaria e suficiente

é fazer

o =Gt ez (4.69)

Agora é preciso satisfazer a equagao (4.63). Se ela é satisfeita, ndo é preciso impor condigoes

sobre A, pois elas sao automaticamente satisfeitas. Seja

e11 €1,2 €1,3
o en en exg (4.70)
AEHmm ) 5T g, EiEEnm) ¢
e
= [V2eur V2en V2ers] (4.71)
€21 €22 €23
tem-se

Seja F definido de forma andloga a definicao de £, entao a solucao da equagao
EE+FIF=1 (4.73)
determina a solugao de (4.63). Outra implicagao é que

A = tr(EpET). (4.74)
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Agora, o problema se reduz a encontrar A sob as condicoes (4.73) e (4.64). A constante v/2
pode ser omitida das matrizes para que se possa usar matrizes genéricas 2 x3 X e Y e trabalhar
na solucao de

XX 4+Yly =1 (4.75)



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, procurou-se apresentar o tema das correlagoes quanticas e da medida
de informacao quantica. Foi discutido como as correlacoes quanticas foram identificadas por
meio de seu carater sem andlogo classico e que isso deu inicio ao estudo do emaranhamento, um
tipo de correlagao mais forte do que seria possivel pela Fisica Classica. Depois, foi mostrado
que havia um tipo de correlacao quantica que ocorre em estado separaveis, porém ainda assim
mais forte do que a cldssica e que ela pode ser medida através de uma quantidade conhecida
como discérdia quantica, a qual possui interessantes propriedades. Foi por meio de uma dessas
propriedades, a de que estados de discordia nula sao invariantes por medidas locais nao sele-
tivas, que desenvolvi uma generalizacao do conceito de correlagao quantica. Por meio desse
conceito, as correlagoes foram dividas em classes e algumas dessas foram caracterizadas, sendo
que uma em especial revelou ter ligacoes com o emaranhamento em estados puros. Em um
outro caminho, foi apresentado o conceito de entropia como uma medida da quantidade de
informacgao, mostrando seu significado em teoria da informagao. Também foi discutida a versao
quantica dessa entropia, a entropia de von Neumann, comparando-a com a anterior. Foi a
partir dessa comparacao que mostrou-se como a classica da origem a quantica e, indo além,
fez uma generalizacao desta a partir da classe mais geral de medidas quanticas. Observou-se
que essa classe deveria restringir-se a medidas que colapsassem o estado do sistema em um que
fosse puro. Por fim, obteve-se que essa classe é mais abrangente do que a classe das medidas

projetivas, as quais sao usadas para se obter a entropia de von Neumann.

25
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Muito ainda ha o que se trabalhar a partir dessas duas generalizacoes, como caracterizar
todas as classes de correlagao e obter as propriedades da entropia generalizada, comparando-a
com a de von Neumann, buscar aplicagoes para ambas e verificar suas implicagoes em mecanica

quantica e teoria de informacao quantica.
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