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Resumo

Melo, Ana Paula . Uma desigualdade de Minkowski e solucGes exatas para
o espaco-tempo estatico de Einstein-Maxwell. Goiania, 2023. 104p. Tese de
Doutorado . Programa de P6s-Graduacdo em Matematica, Instituto de Matema-
tica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Estudamos o espago-tempo estdtico de Einstein-Maxwell quando ele é conforme a um
espaco pseudo-Euclidiano n-dimensional que € invariante sob a acdo de um grupo de
translagdo (n— 1)-dimensional. Também fornecemos uma classificagdo completa desse
espaco. Além disso, provamos uma desigualdade do tipo-Minkowski para um espago-
tempo estdtico de Einstein-Maxwell (eletrovicuo) assintoticamente plano usando como

abordagem o fluxo de curvatura média inversa (IMCF).

Palavras—chave
Equacgdes de Einstein-Maxwell, Sistema eletroviacuo, Métrica conforme, Desi-

gualdade de Minkowski, Fluxo pela curvatura média inversa, Assintoticamente plano.



Abstract

Melo, Ana Paula . A Minkowski inequality and exact solutions for static
Einstein-Maxwell spacetime. Goiania, 2023. 104p. PhD. Thesis . Programa
de Pés-Graduacdo em Matematica, Instituto de Matemaética e Estatistica, Uni-
versidade Federal de Goias.

We study the static Einstein-Maxwell space when it is conformal to an n-dimensional
pseudo-Euclidean space, which is invariant under the action of an (n— 1)-dimensional
translation group. We also provide a complete classification of such space. Moreo-
ver, we prove a Minkowski-like inequality for an asymptotically flat static Einstein-
Maxwell (electrovacuum) space-time using as an approach the inverse mean curvature
flow (IMCF).

Keywords
Einstein-Maxwell equations, Electrovacuum system, Conformal metric, Min-

kowski inequality, The inverse mean curvature flow, Asymptotically flat.
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Introducao

Em 1905, Albert Einstein define a teoria da Relatividade Restrita ou Especial
que propds uma mudanca nos conceitos de tempo e espago absolutos. Numa sequéncia de
trés artigos, Einstein ndo sé se consagrou como um dos principais cientistas do mundo,
como deu inicio a uma das revolucdes conceituais mais importantes, que contribuiram
para compreensdo do tempo e do espaco. Em 1915, numa outra sequéncia de artigos
publicados, Einstein define a teoria da Relatividade Geral como uma teoria geométrica
da gravitagcdo, generalizando a Relatividade Restrita e a lei da gravitacdo de Newton.
O desenvolvimento desta teoria € um dos marcos mais importantes para a histéria da
ciéncia moderna. Seu principio fundamental é descrever o universo por uma variedade
Lorentziana (M>"!,g), onde M®>! é uma variedade diferencidvel de dimensio 4, trés
destas dimensoes associadas ao espaco e a outra associada a dimensao temporal, e g uma
métrica de Lorentz definida na variedade. Tais variedades sdo conhecidas como espaco-
tempo.

A matematiza¢do da nova teoria da gravitagdo proposta pela Relatividade Geral
¢ dada pelas equacoes de campo de Einstein (ou equagoes de Einstein) definidas por:

Ruy — %Rguv = 87'[94 Tuvs (0-1)

c

onde R,,, R e gy, denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, a curvatura escalar e
o tensor métrico da variedade. Mais ainda, G € a constante gravitacional de Newton,
c a velocidade da luz e T o tensor energia-momento. E importante observar que estas
equagdes permitem relacionar a curvatura do espaco-tempo, descrito pelo lado esquerdo
da igualdade, com a distribuicdo da massa, energia, momento e pressao distribuidos no
universo, descrito do lado direito da igualdade. Embora o cendrio da natureza fisica
seja compativel com solucdes de sistemas de dimensdo igual a 4, exemplos para a
equacdo de Einstein em dimensdes superiores chamaram a atenc¢do dos fisicos com o
desenvolvimento de novas teorias (por exemplo, a teoria das cordas).

A ndo linearidade das equacdes de campo de Einstein gera uma dificuldade em
determinar solucdes exatas. Porém, o fisico alemdo Schwarzschild, pouco tempo depois
da publicacdo de Einstein sobre Relatividade Geral, propds a primeira e mais importante

solugdo para as equacdes de campo [77]. Tal solucdo levou o seu nome e hoje € conhecida
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como solugdo de Schwarzschild. Para essa solucao temos o tensor energia-momento nulo.
A solugdo de Schwarzschild descreve um sistema gravitacional isolado que depende
somente da massa.

A partir desta solu¢do, duas propriedades matematicas importantes foram ob-
servadas: a existéncia de singularidade (geometricamente, podemos entender como geo-
desicamente incompleta) e de uma regido na qual particulas e nem mesmo a luz podem
escapar. Estas regides sdo chamadas de buracos negros. A massa nido € o unico para-
metro para descrever os buracos negros, como acontece na solu¢do de Schwarzschild.
Existem solugdes onde a carga elétrica e 0 momento angular (rotacdo) sdo outros parame-
tros utilizados. Podemos citar, por exemplo, as métricas de: Reissner-Nordstrom que serd
abordada com mais detalhes neste trabalho e descreve um buraco negro esfericamente si-
métrico, com massa e eletricamente carregado; Kerr, que descreve a regido em torno de
um buraco negro com momento angular e a de Kerr-Newman que € uma generalizacio da
métrica de Kerr e descreve buracos negros com carga elétrica, momento angular e massa.

Apoés acreditar que o universo estaria em expansdo, Einstein acrescentou a
equagao (0-1) uma constante A que € chamada constante cosmolégica. Estudos apontam
que esta constante é diferente de zero. Porém, isso ndo influencia para a descri¢do
de buracos negros [18]. Portanto, ao longo do trabalho, vamos considerar A = 0 e

87G/c* = 1, de modo que a equacio de Einstein se torne

Ruyy — leuv = Tuv.
2

Este trabalho ocupa-se em estudar o sistema eletroviacuo que, brevemente, pode-
mos definir como um espago-tempo estdtico padrao que satisfaz as equacoes de Einstein,
onde T € o tensor energia-momento eletromagnético (tensor de Faraday). A geometria
desse modelo espacial é determinada por uma variedade Riemanniana (M”, g) e duas fun-
coes suaves definidas na variedade que satisfazem as equacdes de Einstein-Maxwell. Tra-
taremos com mais detalhes do sistema eletrovicuo na Secdo 1.4. A variedade de Reissner-
Nordstrom é um exemplo de solug@o para este sistema. Vale ressaltar que ao considerar
uma relacio entre massa e carga elétrica, a solucao de Reissner-Nordstrom descreve um
sistema gravitacional que ndo € necessariamente isolado, possibilitando a multiplicidade
de buracos negros. Iremos discutir este caso extremo adiante [ver Se¢do 1.4.1].

Ao explorar o sistema eletrovicuo sob algumas perspectivas geométricas apre-
sentamos aqui os resultados encontrados na estrutura de trés capitulos, onde dois deles sao
adaptados dos trabalhos [46] e [47]. No Capitulo 1, apresentamos as principais defini¢des,
notagdes e resultados bdsicos utilizados para o desenvolvimento dos capitulos seguintes.

No Capitulo 2, determinamos uma classificacdo completa para as solucdes

do sistema eletrovdcuo quando o fator espacial M do espago-tempo é conforme a um
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espaco pseudo-Euclidiano e invariante sob acdo de um grupo de translacdo. A ideia para
obter esta familia de solucdes foi de transformar um sistema de equagdes diferenciais
parciais, obtido a partir da defini¢do do sistema eletrovicuo, em um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias. Mais precisamente, consideramos (Q,g) um espaco pseudo-
Euclidiano padrdo com métrica g e coordenadas cartesianas (xi, ..., X,) em que gij = djj€j,
1 <i,j < n, onde §;; é o delta de Kronecker e ¢; = £1. Tomamos & = Y7 wixi, o € R,
um invariante de translacdo. Deste modo, obtemos condi¢des necessdrias e suficientes
para funcdes suaves @, f e \, definidas no aberto O C R”, serem invariantes pela acdo de
um grupo de translagdo (n— 1)-dimensional de modo que (Q, g, f, 1) seja uma solugio
para o sistema eletrovicuo com métrica g = %.

Este método foi usado com sucesso antes para fornecer uma classificacdo com-
pleta para solitons, métricas estaticas e variedades quase-Einstein. Em [3], Barbosa, Pina
e Tenenblat apresentaram uma classificagdo completa para os solitons de Ricci gradiente.
Além disso, eles provaram que existem infinitos sélitons de Ricci gradiente conformes a
métrica pseudo-Euclidiana padrdo. Para os sélitons de Yamabe gradiente, um resultado
semelhante foi provado por Leandro e Tenenblat [58], onde um exemplo geodesicamente
completo de sdliton de Yamabe foi fornecido. Leandro e Santos [48] provaram um invari-
ante mais geral que reduz o sistema de equagdes diferenciais parciais, que descrevem os
sOlitons de Ricci gradiente conformes a um espaco pseudo-Euclidiano, a um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias. Esta mesma ideia de encontrar o invariante mais geral
para reduzir os sélitons de Ricci gradiente também foi utilizada em [25], onde os auto-
res conseguiram recuperar a solug@o tradicional de Tangherlini-Schwarzschild. Ribeiro
Jr. e Tenenblat [68] forneceram uma classificacdo completa para métricas quasi-Einstein
conformes a um espago pseudo-Euclidiano e invariante por translacdes.

A classificacdo das solugdes eletrostdticas para a equagdo de Einstein ja foi for-
necida na literatura considerando algumas condi¢des adequadas de contorno iniciais (ver
[13,17,41] e suas referéncias). Chrusciel e Tod classificaram os espacos eletrovacuos, sob
algumas condicdes assintdticas, no caso tridimensional [20]. Além disso, podemos seguir
os passos da prova dada por [9] para concluir que um espago-tempo estatico de Einstein-
Maxwell assintoticamente plano deve ser uma variedade de Reissner-Nordstrom.

No terceiro capitulo, exploramos o sistema eletrovicuo sob a perspectiva da
andlise geométrica. Analisamos como a desigualdade de Minkowski provada por [8, 53,
56, 81] pode ser generalizada para o sistema eletrovidcuo assintoticamente plano. De
maneira sucinta, podemos dizer que um sistema eletrovacuo € assintoticamente plano se,
fora de um conjunto compacto, a variedade eletrostética é difeomorfa ao complemento de
uma bola unitéria fechada e sua métrica tende a métrica Euclidiana plana no infinito.

A desigualdade de Minkowski é uma estimativa por baixo da curvatura média

total de uma hipersuperficie em uma variedade Riemanniana. Se considerarmos uma
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hipersuperficie Z convexa em R”, entdo a classica desigualdade de Minkowski [57] afirma
que
/H du > (n—1)|Z|71 |s" |7,
b3

onde H e |X| denotam, respectivamente, a curvatura média e a drea da hipersuperficie e
|S™~1| a 4rea da esfera padrdo (n— 1)-dimensional de raio 1.

Fisicamente, a desigualdade de Minkowski tem aplicagdes importantes na teoria
da Relatividade Geral e estd relacionada com a desigualdade de Penrose, proposta por
Roger Penrose em 1973. A desigualdade de Penrose no caso Riemanniano tridimensional

estima a massa de um buraco negro, denotada por m, em termos de sua drea A [37, 38, 63].

m> A
—Vien
Gibbons [30] observou que a desigualdade de Penrose € equivalente a desigualdade de

Minkowski.

Com o interesse em generalizar a desigualdade de Minkowski para espacos di-

Isto é,

ferentes do Euclidiano foram obtidas desigualdades desse tipo em diversos espagos. Por
exemplo, variedades de Schwarzschild [81], variedades anti-de Sitter-Schwarzschild [8],
variedades estdticas assintoticamente planas em geral [56], entre outras. Os fluxos geo-
métricos tém sido boas ferramentas para obter desigualdades desse tipo. Aqui utilizamos
dois fluxos geométricos extrinsecos para obtermos uma desigualdade do tipo-Minkowski
para o espago-tempo estatico de Einstein-Maxwell assintoticamente plano com curvatura
escalar subharmonica. Observamos que a variedade de Reissner-Nordstrom, importante
solucdo do sistema eletrovicuo, tem a propriedade de curvatura escalar subharmonica [ver
Secdo 1.4.1].

Para um sistema eletrovacuo (M, g, f,\p) assintoticamente plano com curvatura
escalar subharmonica e um dominio limitado (3 em M" analisamos duas situagdes. A
primeira quando Q) tem somente uma componente de fronteira, isto é, Q) = X, neste caso
dizemos que X € null-homologous. E a outra, quando ha duas componentes de fronteira,
dQ = X UJM. Entdo, dizemos que L é homologous ao horizonte dM. Quando L tem

curvatura média positiva e é null-homologous mostramos que
/szdS—n(n—l)/QfRdvz(n—l)(|S”1|)<"11>]Z]H.
Mais ainda, vale
/ZfHds—n(n—l)/QfRdvz(n—1)ygnlw'wyzyﬁ?—zm(n—msn1|,

quando X é homologous. Onde H, R e |X| denotam, respectivamente, a curvatura média,
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curvatura escalar e drea de L. Além disso, |S""!| é a drea da esfera padrio (n— 1)-
dimensional de raio 1.

A desigualdade do tipo-Minkowski provada em [80] afirma que para hipersuper-
ficie  compacta, mean convex e estrelada em uma variedade AdS-Reissner-Nordstrom,

temos

[ rHdu=n(n- 1A [ rovol > (n—1)j" [ (EIF - om)F)
x Q

[

2n—3 n—
n—

F(E) T —|oM|

3>

+ (=1 ),
onde A € a constante cosmoldgica e |0 M| a drea do horizonte M. A igualdade ocorre se,
e somente se, X ¢ uma esfera coordenada. Para provar essa desigualdade, o autor utiliza
um processo semelhante ao que fizemos neste trabalho, porém o decaimento assint6tico
do modelo adotado € distinto de nossa condi¢do assintética (Schwarzschild). Com isso,
a desigualdade encontrada por Wang em [80] € melhor. Contudo, ressaltamos que nao
escolhemos um modelo como foi feito por Wang.

Em [56], McCormick prova uma desigualdade de Minkowski para variedades
estdticas assintoticamente planas. Mais precisamente, se ¥ C M" é uma hipersuperficie
outward minimizing com curvatura média positiva em uma variedade assintoticamente
plana (M",g) de dimensdo 3 < n < 7, entdo vale a seguinte desigualdade do tipo-
Minkowski

n—=2
n—1

I )
S fH > —2m.
(n— 1>|S"1|/z 95> (\S"w) 4

Além disso, a igualdade ocorre se, e s se, L é totalmente umbilica. Essa desigualdade

generaliza a cléssica desigualdade de Minkowski e a desigualdade para variedades de
Schwarzschild. Sua demonstracdo, como acontece na prova de outras desigualdades de
Minkowski, utiliza da monotonicidade de uma quantidade sob fluxo de curvatura média
inversa e € baseada no trabalho [81], onde € obtida uma desigualdade de Minkowski para
hipersuperficies outward minimizing em uma variedade de Schwarzschild. Observamos
que as condi¢des assintdticas que assumimos neste trabalho sdo semelhantes as considera-
das por McCormick, diferindo apenas da condi¢do considerada sobre a curvatura escalar,
que ndo foi essencial para nosso resultado contudo. Com isso, podemos entender nossa

desigualdade como uma extensao da desigualdade mostrada em [56].



CAPITULO 1

Preliminares

Nesta se¢do, trataremos de recordar, brevemente, alguns conceitos e resultados
basicos de geometria que usaremos ao longo do trabalho. Além disso, estabeleceremos
notagdes utilizadas nos capitulos posteriores. Assumimos aqui um conhecimento basico

sobre teoria das variedades diferencidveis por parte do leitor.

1.1 Variedade pseudo-Riemanniana

As variedades pseudo-Riemannianas, ou semi-Riemannianas como também sao
conhecidas, sdo fundamentais para o estudo da teoria da Relatividade Geral. O motivo
€ que podemos modelar os espacos-tempo como um caso particular dessas variedades.
Nesta sec@o enunciamos somente os conceitos e resultados importantes sobre essa classe
de variedades que foram utilizados no desenvolvimento do trabalho. Para o leitor inte-
ressado em mais informagdes acerca de variedades semi-Riemannianas, recomendamos
consultar também [61] onde terd uma ampla abordagem sobre o assunto.

Considere Q : E x E — R uma forma bilinear definida em E, onde E é um
espaco vetorial real de dimensdo finita. Dizemos que Q tem assinatura v se o maior
subespaco de E que faz de Q uma forma negativa definida possui dimensao v. Isto é, Q
tem assinatura v se H é o maior subconjunto de E tal que Q(v,v) < 0, para todo v € H
e dim(H) = v. Além disso, dizer que a forma bilinear Q é ndo degenerada significa que
Q(v,w) =0, Vw € TpM implica em v = 0.

Desta forma, podemos definir uma variedade pseudo-Riemanniana (ou semi-
Riemanniana) como um par (M,g) onde M é uma variedade diferencidvel e g é um
(0,2)-tensor simétrico, ndo degenerado cuja assinatura da forma bilinear g, ndo dependa
do ponto p € M. Os principais exemplos de variedades pseudo-Riemannianas sdo as
variedades Riemannianas, cuja assinatura € zero, e as variedades Lorentzianas que possui
assinatura igual a 1. Dessa ultima classe, o espaco de Minkowski € o exemplo mais
conhecido que consiste do espago R* munido da métrica g = —dxl2 + dxz2 + dx32 + dxf.

O espagco de Minkowski € conhecido por ser a configuracdo matemdtica da teoria da
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Relatividade de Einstein, isto €, a formulagao matematica das equagdes relativisticas sdo
mais adequadas neste espaco.

De agora em diante, a menos de mengdo contréria, (M, g) denota uma variedade
pseudo-Riemanniana de dimensdo n. Na métrica pseudo-Riemanniana, apesar de muito
similar a métrica Riemanniana, o sinal de menos introduzido pela assinatura permite uma
classificacdo dos campos de vetores de uma variedade munida dessa métrica. Para um

vetor v € T,M, com p € M, podemos classifici-lo de trés maneiras:

* v édo tipo-espaco, se g(v,v) > 0.
* v édo tipo-luz, se g(v,v) =0.
* v édo tipo-tempo, se g(v,v) <O0.

Essa classificagao serd importante nos resultados do Capitulo 2, onde estudamos o sistema
eletroviacuo conforme ao espago pseudo-Euclidiano e invariante por translagdo. Veremos
que as condi¢des sobre as funcdes suaves desse sistema dependem do tipo de vetor que
escolhemos.

Seja X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* da variedade M. Dado
um campo X € X(M), a partir da métrica g introduzimos a nog¢do de como derivar um

campo de vetores, para isso consideramos uma aplicacao diferencidvel

VX(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VyX.

Neste caso, chamamos V de conexdo de Levi-Civita. Em um sistema de coordenadas
(x1,...,Xp) em torno de um ponto p € M, considerando um referencial coordenado
{9%s---,0%,}, como Vaxj dx, € um campo de vetores em M podemos escrevé-lo como

combinacdo linear da base, isto é

Vaxj aX,‘ = rikaxk’

d
onde dy, = — e Fi’/? denotam os simbolos de Christoffel que sdo definidos por

aX,'

1 < d d d
=5 {—g- + 5 —Gmi — —g--}g"’k,
U ZmZ_"1 axTm " axT™ Oxp "
com g™ indicando a inversa da métrica gm.

Associado a conexdo V, definimos divergente do campo X € X(M) como a
fun¢do div(X) : M — R dado pelo trago da aplicacdo linear Y(p) — VyX(p), onde
p € M. Além disso, a conexdo de Levi-Civita, permite introduzir a no¢do de curvatura

a essas variedades que serdo de extrema importancia para o trabalho. Primeiramente,
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definimos o operador curvatura de Riemann R como uma aplicacdo que associa cada

par de vetores (X, Y) da seguinte forma

R(X,Y): X(M) — X(M)
R(X, Y)Z = V)(VyZ—VyVXZ—i-V[X’y}Z.

Em coordenadas locais, o operador de curvatura é dado por
Jd d d 4 d

R(—,— |=—=YR/,—,

(8x,- 8xj> o Xk Z} k9 x,

onde Rfjk sdo os componentes do operador curvatura R que podem ser expressos em

termos dos simbolos de Christofell

d d
S N rrs_VYrlrsa s - 18,
ijk ; ik'jl ; jk /I+axj ik aXi jk

Associado ao operador de curvatura, podemos definir o tensor de Ricci, a
curvatura escalar e a curvatura seccional. O tensor de Ricci é um (0,2)-tensor definido

pelo traco do operador curvatura

Ric: X(M) xX(M) — C”
Ric(X,Y) = tr(R).

Se consideramos um sistema de coordenadas (xj,- - -, Xp), reescrevemos o tensor de Ricci

. (d 0 K
Ric (8_x,’ 8_)(/) =Rjj= ;Rikj'

Ja a curvatura escalar R € obtida a partir do trago do tensor de Ricci que, em coordenadas,

como

¢ dada pela expressao
_ iin..
R=Y ¢'R;.
ij
Por fim, mas ndo menos importante, definimos a curvatura seccional.

Defini¢ao 1.1 Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M, o niimero

real
gR(X,Y)X,Y)

9(X.X)g(Y.Y) = (g(X.Y))*’

é chamado curvatura seccional de o em p, onde X,Y € X(M) sd@o campos linearmente

K(X,Y) =

independentes e {X, Y} é uma base qualquer para o.
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Para uma funcdo f : M — R suave definida em M, definiremos a seguir os
operadores diferenciais gradiente, Hessiano e Laplaciano. Em cada uma das defini¢des
serd conveniente escrevé-las em um sistema de coordenadas locais, isso nos ajudard
nas demonstragdes dos resultados obtidos no Capitulo 2. O subindice nestes operadores
indicard a métrica na qual a variedade estd munida. Quando ndo houver ambiguidade

quanto a métrica considerada, o subindice serd omitido.
Definicao 1.2 Seja f : M — R uma aplicagdo suave em (M, g). Entdo,

(a) o gradiente de f com respeito a métrica g é o vetor V 4f que satisfaz a relagdo
9(Vgf. X) = X(f) = df(X),

para X € X(M). Em coordenadas locais,

(b) o tensor Hessiano de f é um (0,2)-tensor simétrico definido por
(Ve)(X.Y) =g(VxVL,Y),

para X,Y € X(M). Em coordenadas locais, escrevemos

d 9 0% f n of
2.0 2 TV _Z k20
Vol (8x,-’ ax/) IXi0xj kz:;l b X

(c¢) o Laplaciano de f com respeito a métrica g definimos por

onde trg denota o trago em relagdo a métrica g. Ou ainda, em coordenadas locais

temos

noof 9% no . of
_ ij _ k9T
A i,/zzllg <ax"axf 2 ax") .

k=1

1.2 Equacao de Chini

A equacdo de Chini foi peca fundamental na classificacdo das solucdes do
sistema eletrovicuo conforme a um espago pseudo-Euclidiano e invariante sob agdo

de translagdo [ver Capitulo 2]. Essencialmente, ao reduzirmos o sistema de equagdes
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diferenciais parciais em um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, pela acdo de
translacdo, apds uma mudanga de varidveis, obtemos um exemplo da familia de equagdes
de Chini. Aqui descrevemos a estratégia que usamos para resolver equacdes desse tipo.
Vejamos inicialmente como podemos defini-la.

Considere a equagdo diferencial
y' = 1(x)y(x)" = g(x)y(x) +h(x), (1-1)

onde y' = ? denota a derivada de y em relagdo a varidvel x, f(x), g(x), h(x) sdo funcdes
reais arbitré);ias e n um numero inteiro. O método mais geral que conhecemos para
resolucdo desse tipo equagdo € utilizando um método descrito por E. Kamke em [42]
devido aos trabalhos de Chini [15]. Por este motivo, nos referimos as equacdes descritas
por (1-1) como equagdes de Chini ou equagoes do tipo Chini.

Esse tipo de equacgdo diferencial ordindria generaliza algumas familias de equa-
coOes bastante conhecidas. Note que se n = 1 temos uma equagdo linear nio homogénea.
No caso de n = 2 recaimos num caso especial da chamada equagdo de Riccati e para
n = 3 obtemos as equagoes de Abel. Este ultimo tipo aparece na reducdo de ordem de
outras familias de equagdes de ordem superiores, portanto, sdo frequentemente utilizadas
na modelagem de problemas reais em diversas dreas. Além disso, vale ressaltar que se
tivermos h =0 a EDO (1-1) é, exatamente, a equagdo diferencial ordindria ndo linear de
primeira ordem conhecida como equacdo de Bernoulli.

Ainda ndo existe uma solucdo geral para essa equagdo diferencial em questio,
porém a partir dos métodos obtidos por M. Chini temos estratégias para esta resolugdo. O

método propde que, caso exista uma constante « tal que

3=

z = [h(x)/f(x)]
seja solucdo da equagdo linear
7' —g(x) = ah(x), (1-2)

entdo a mudanca de varidvel y = z u(x) transforma a equag@o diferencial original (1-1) em
uma equagdo diferencial de varidveis separdveis. Mais ainda, da relacdo (1-2) podemos

escrever « da seguinte forma

o= f(x) """ Th(x) T2 [F(x)H (x) — £ (x)h(x) — g(x)f(x)nh(x)] " n~", (1-3)
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daf se tivermos « independente da variavel x, entdo a a substitui¢ao

v = (52) e

nos leva a uma equagdo de varidveis separdveis, e portanto, € possivel resolvermos a
equacao diferencial inicial. Chamaremos « de invariante de Chini.

Na equacgdo encontrada no Teorema 2.6 do Capitulo 2 vimos ser possivel aplicar
este método. Isto €, o invariante de Chini encontrado possibilitou uma mudanga de
varidveis separdveis, portanto, foi possivel determinar explicitamente todas as solugdes
da equacdo diferencial inicial. Com isso, obtemos as solucdes invariantes para o sistema

eletrovacuo.

1.3 Alguns resultados de analise geométrica

1.3.1 Meétrica conforme

O Capitulo 2 se dedica a estudar uma classe especial das variedades pseudo-
Riemannianas: os espagos pseudo-Euclidianos com mudanca conforme na métrica. Logo,
convém exibirmos alguns resultados sobre métricas conformes que foram utilizados.

Informagdes com mais detalhes a respeito desse topico sugerimos [4].

Definicao 1.3 Dadas g e g duas métricas definidas em uma variedade semi-Riemanniana
M, dizemos que tais métricas sdo conformes se existe uma funcdo suave que ndo se anula

©:M— Rtal que

para todo p € M e todo u,v € ToM.

. . . ) _ g
Sabemos que se (M,g) € uma variedade semi-Riemanniana e g = — uma
@}

métrica conforme, o tensor de Ricci e a curvatura escalar satisfazem as seguintes relagdes

o
Ricg—Ricg = 5 {(n-2)¢ Vg@ +[@Age — (n—1)|Vge[lg}.

§—(P2Rg =(n—1) (ZAg(P - ”|Vg(P|2) ,

onde Ricg e Ry denotam, respectivamente, o tensor de Ricci e a curvatura escalar na
métrica g.
De agora em diante, nos atentemos para o espaco pseudo-Euclidiano conforme.

Primeiramente, definimos o espaco pseudo-Euclidiano de indice v como (R”,g) onde o
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tensor métrico g pode ser escrito da seguinte forma:

n
g=) &idx;®dx,
i=1
—1, para 1<i<y
com g; = .
I, para v+1<i<n.
Vale ressaltar que para um sistema de coordenadas locais (xi,...,X,) em um

espaco pseudo-Euclidiano (R”, g) as defini¢des anteriores do gradiente, da Hessiana e do

Laplaciano para f uma fungdo suave sdo reescritas, respectivamente, como

" Jf 9
ng: ;8;8—)(1.8—)0,

J d 9%f
2 _ _—  — f..
Vol (8x,-’ ax,-> I X0 X i

n aZf n
Agf = Z € <_8x2) = Z &if i,
i=1 i i=1
onde as componentes da métrica gj; = d;j¢; e 0;; € o delta de Kronecker.

Considere uma mudanga conforme para este espago, isto é, considere (R”,g) tal
que g = g/ @>. Note que para este espaco o tensor de Ricci e a curvatura escalar na métrica

conforme sdo dados por

. 1
Ricg = @{(n—2)<pV§<p+[<pAg<p—(n—1)\Vg<p\2]g} (1-4)

R = (n—1) 20250 — nlVg0l). (1-5)

uma vez que Ricg € Ry sdo nulos na métrica Euclidiana usual.
Agora, por defini¢do, podemos escrever os simbolos de Christoffel na métrica g

como N P 5 P
=k 1 _ _ _ |-
r..:_z g 4+ —G.. ———7. SgTk
Ul 2m:1 {axig/m+ angml aXmgu}g s

onde g™ denota a inversa da métrica g,,,,. Observe que

_ 0, se m#K,
Imk =\ €k

, se m=Kk
@2
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e
0, se m#Kk,
gmk — 2
3, se m=k
€k
Entao,

Ij_2 axig]k axjgkl 8ng'/ g .

Assim, para indices /,j, k distintos temos
o i o ,. o (p’ . - ,.
I —O, r"———, ri/—{':jsk?, r,','——_. (1'6)

Desta forma, utilizando a defini¢do da hessiana (1.2) e das relagdes anteriores

dos simbolos de Christoffel obtemos

@ fi (P/f/

fij+——+—= se i#j

(V2f); = J°f X":—k of @ ¢ (1-7)
9 9xdx ~ Tox, —
= 20fi  €icp .
fii + - 52":1 ekQifx,  se =]
Fazendo o mesmo para o operador Laplaciano, de (1.2) segue
n 3 azf n _x Of n

A;f=Y g’ Y Ti=— | =Y e{o*fi— (n—2)p@,f}. 1-8
g ,'jz_"lg (3x,8x, /;1 i 9 xe ,_Zi eil{ @ fi—(n=2)p@,fi} (1-8)

Para finalizar esta se¢do, vamos calcular a curvatura seccional para o espaco

pseudo-Euclidiano conforme. Considere uma métrica conforme g em uma variedade

. . . — e .
pseudo-Euclidiana cujas as componentes métricas sdo g;; = /—2 Nestas condi¢des, em
©

um sistema de coordenadas (xp,- -, Xp), temos:
8§,k . —25;k€i(p ‘
aX/ (P3 o

Na métrica conforme g os coeficientes do operador curvatura sdao dados por

i d = d o
ijij = ZRUI g/j /// (P - (Z rl/ jl — ;rjirill + a_xjrii - 8_Xlr_/l> .
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Usando a relagdo (1-6), podemos calcular as derivadas dos simbolos de Christoffel Fg-

0 —i @2 0 —i N\ 2 y
5 i = i <p¢,),, ) ¢ ax =) o
j i

Combinando as identidades acima, reescrevemos os coeficientes da curvatura

2 ! Djj (PN
@ &R = & s;( ) +e o
R Z Eigj= = © ©

Agora, se os quatro indices /,j, k e | sdo distintos

Rijki = Z R}, Js = R}y gy = 0.
Finalmente, considere o caso em que temos trés indices distintos:

i ‘-P,kj R —
ijk — = T ik —
[} J]

P ki
®

R,lk =0.

Portanto, a curvatura seccional do plano gerado por dy,, 8)(/. é

A Dji , @,
Kiji=¢ Zee,( ) +¢€; s,?”—l— (p” €j. (1-9)

Com essa expressdo obtemos a curvatura seccional para sistemas eletrovacuos

conformes e invariantes sob acdo de translacdo [ver Secao 2.2].

1.3.2 Teorema de Stokes

Nesta secdo, apresentaremos dois teoremas conhecidos na integracio de varie-
dades: o Teorema de Stokes e o Teorema da divergéncia. O objetivo € apresentd-los, sem
entrar em detalhes adicionais, a fim de manter o texto completo para que o leitor consulte-
os durante a leitura do texto, caso necessario.

O primeiro deles € o feorema de Stokes que pode ser visto como uma generaliza-
¢ao do teorema fundamental do cdlculo e dos teoremas clédssicos de calculo vetorial. Pode

ser enunciado como a seguir:

Teorema 1.4 [Teorema de Stokes, [52]] Sejam M uma variedade orientada n- dimensio-

nal com fronteira e w uma (n— 1)-forma em M com suporte compacto. Entdo,

/ dw = w.
M oM
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Vale ressaltar que no teorema estamos supondo que dM estd com a orientagdo
induzida. Se a variedade M tiver fronteira vazia, entdo o lado direito da igualdade dada
pelo teorema é zero. Além disso, apesar de w ser uma (n— 1)-forma em M, quando
interpretada do lado direito de 1.4 estamos considerando w restrita a fronteira d M.

Uma consequéncia imediata do Teorema de Stokes € o Teorema da Divergéncia.

Teorema 1.5 [Teorema da divergéncia, [52]] Seja (M",g) uma variedade Riemanniana

compacta, orientada e com fronteira dM. Para qualquer campo de vetor X € X(M) vale
divX)dV, = / g(X,N)d Vs,
| @ivxav= | G(x.Navg

onde N é o campo vetorial normal unitdrio apontando para fora ao longo de dM e g a

métrica Riemanniana induzida em M.

1.3.3 Formula da co-area

Em [26, 27] Federer mostrou uma férmula que generaliza, sob certas condi¢des,
o classico teorema de Fubini. O autor se refere a essa formula integral como um com-
plemento para a cldssica férmula da drea. Nestes trabalhos, Federer nomeou essa féormula
como formula da co-drea, nomenclatura que € utilizada desde entdo. Generalizar as for-
mulas da drea e da co-drea sdo temas de pesquisa atual dentro da teoria geométrica da
medida.

A férmula da co-drea foi uma ferramenta utilizada nos resultados do Capitulo
3, onde mostramos uma desigualdade do tipo-Minkowski. Através da férmula da co-
area, podemos relacionar a integral sobre uma variedade em termos de integrais sobre

hipersuperficies de nivel. Enunciamos a férmula da co-drea da seguinte forma

Teorema 1.6 [Formula da co-drea][73, Pdgina 89] Sejam M uma variedade Riemanni-
ana compacta com bordo e f: M — R uma funcdo suave em M. Entdo, para qualquer

fungcdo mensurdvel ndo negativa u em M,

/M“ - /_O; (/{f—o} ﬁ) 7

1.3.4 Lema de Hopf

O lema de Hopf é um resultado fundamental na teoria das equagdes diferenciais
parciais elipticas e na demonstragc@o do principio do méximo. Seu nome é em homenagem
ao matematico e astronomo alemdo Eberhard Hopf. De maneira simples, este resultado

afirma que se uma func@o € continua em um dominio com bordo suave e atinge um
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maximo neste dominio, entdo a derivada desta funcdo na direcdo normal apontando para
fora € estritamente positiva.

Dado um dominio Q C R”, dizemos que seu bordo dQ satisfaz a condicdo da
esfera interior em X se existe uma bola aberta B C Q) tal que Xy € d B. Podemos observar
que isso ocorre, por exemplo, quando temos Q) de classe C. A derivada normal de uma

fungdo u € C(Q) em um ponto x € Q é dada por

S0 = Vul) n(x),

onde 11 =n(x) denota o vetor normal a () apontando para fora no ponto x € Q). Na teoria
de equacdes diferenciais parciais, ja € sabido que para um ponto Xy € dQ) de maximo de
uma certa funcdo u a derivada normal € ndo negativa, isto é,

du

—(xp) > 0.

an( 0) =
Portanto, o lema de Hopf vai garantir que, sob certas condi¢cdes, essa desigualdade é
estrita.

Dizemos que um operador diferencial L € eliptico no ponto x € Q se a forma

quadratica associada a matriz A(x) é positiva definida, isto é, se escrevermos
L= Z a,-ja,-aj + Z bidi +c,

entdo a matriz (simétrica)

€ positiva. Ou ainda, quando todos os seus autovalores sdo positivos. O operador € eliptico
em () se for eliptico em cada ponto de Q). Por fim, dizemos que L € uniformemente eliptico
em Q se existe €9 > 0 tal que A(x) > €, ¥x € Q, onde A(x) denota o menor autovalor de
A.

Enunciamos o lema de Hopf da seguinte maneira:

Lema 1.7 [Lema de Hopf][31, Lema 3.4] Sejam B C R" uma bola aberta, L um operador
uniformemente eliptico em B, u € Cz(B) e Lu > 0. Suponha que exista xy € dB tal que u

é continua em xo e u(x) < u(xo) para todo x € B. Entdo,

(i) se c =0 em B e existe a derivada normal g—T‘]’(XO), entdo
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(ii) se c <0em Q e u(xp) > 0 entdo vale o mesmo resultado do item anterior.

O Lema de Hopf foi utilizado nas limitacdes apresentadas nos resultados do
Capitulo 3, onde o operador diferencial é o Laplaciano e a curvatura escalar como a fungao

continua na variedade.

1.4 Sistema eletrovacuo

A teoria geométrica por tras da Relatividade Geral descreve seus objetos através
das variedades lorentzianas suaves (M"*!, g) de dimensdo n+ 1, onde M uma variedade
diferencidvel conexa. Essas sdo conhecidas como espagos-tempo. O principal objetivo
da teoria da Relatividade Geral é relacionar como a matéria e a energia de um espago-
tempo podem deformar a geometria do ambiente. Einstein prop0s essa relacdo através das
conhecidas equacoes de campo ou equagoes de Einstein, que conveniente neste trabalho,
descrevemos como

Ric —% Rg=T,

onde Ric e R sao, respectivamente, o tensor de Ricci e a curvatura escalar do espago-tempo
(M™1,g) e T o tensor energia-momento. A principio ndo temos informagdes sobre como
deve ser o tensor T energia-momento, na verdade, este pode variar conforme o modelo
estudado. O caso mais simples a ser considerado € quando tomamos o tensor nulo.

Do ponto de vista fisico, as solucdes mais interessantes e conhecidas para as
equagoes de Einstein que representam um modelo fisico para um buraco negro sdo:
espaco-tempo de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom e Kerr-Newman. O primeiro foi
também a primeira solu¢cdo exata ndo trivial para a equacdo de Einstein e modela um
buraco negro com massa que ndo gira e ndo tem carga elétrica. A solu¢ao Kerr-Newman
€ um modelo para um buraco negro com massa, carga elétrica e momento angular. Como
¢é esperado que um buraco negro gire, dada a natureza e o estado final de uma estrela em
colapso, essa é uma solu¢do mais natural a ser considerada, dadas as suas propriedades.
No entanto, a solu¢do de Reissner-Nordstrom representa uma classe de buracos negros
que carregam massa e carga elétrica, portanto, pode ser muito util na compreensdo da
teoria da Relatividade Geral. Essa é uma solucdo para o sistema eletrovdcuo.

Para definirmos o sistema eletrovacuo, cujo modelo Reissner-Nordstrom € uma
solucdo particular, primeiro considere (91"*!, g) um espaco-tempo estdtico padrio. Este
tipo de espaco-tempo permite, em um sistema de coordenadas apropriados, uma decom-
posi¢do da métrica na qual a parte espacial ndo evolui com o tempo. Isto &, para (M",g)

uma variedade Riemanniana e f uma func¢do suave positiva definida em M", podemos
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escrever o espago-tempo tal que
M =RxM'" e g=-—fd’+g.

Para este espaco-tempo estético padrio, considere F uma 2-forma em 9"™+! que satisfaz
as Equacgdes de Maxwell
dF =0, e divgF=0.

Associado a essa 2-forma F, definimos o tensor energia-momento eletromagnético ou

2

onde (FoF)up = gV FauFpv € |F|? = g*P g Foy Fpy € @ norma Hilbert-Schmidt. Aqui
as letras gregas denotam as coordenadas da variedade 901"*!. Portanto, se o espago-tempo
satisfaz a Equacgdo de Einstein e o tensor de Faraday T satisfaz as Equacdes de Maxwell,
dizemos que essa solu¢do € uma solugdo eletrovdcuo das equagdes acopladas de Einstein-
Maxwell.

O tensor eletromagnético F admite uma tnica decomposi¢do F = E A dt+ B, em
termos do campo elétrico E e do campo magnético B. Vamos supor que o campo elétrico
¢ tal que existe uma fungdo potencial 1\ suave em M"” de modo que E = Va/f. E que
o campo magnético B é nulo. Desta forma, podemos definir o sistema eletrovicuo como
slices desse espaco-tempo estitico padrdo como construido anteriormente. Portanto, a
geometria do espaco-tempo é determinada por (M", g, f, ). Dedu¢do com mais detalhes
do sistema eletroviacuo, como solu¢do das equagdes de Einstein-Maxwell, pode ser
encontrado em [19, Apéndice], por exemplo.

Definimos o sistema eletroviacuo da seguinte maneira:

Definicao 1.8 ([13, 41]) Considere (M",g), n > 3, uma variedade Riemanniana. Sejam
f,: M" — R funcdes suaves tais que

fRic; = Véf—2v9¢(>?v9¢+(n_21>f|vg¢|2g, (1-10)
2(n—2) |Vga|?

Ayt 1) (1-11)

0 = div (@) (1-12)

onde Ricy e div denotam o tensor de Ricci e o divergente em relagdo a métrica g. Além
disso, f >0 em M" e {f = 0} fronteira de M". Entdo, (M", g, f,\I) é chamado um sistema

eletrovacuo.
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As equacgdes (1-10), (1-11) e (1-12) sdo também conhecidas como equagoes
estdticas de Einstein-Maxwell. As fungdes suaves f, 1 e a variedade Riemanniana M" sao
chamadas funcdo lapso, potencial elétrico e fator espacial para o espaco-tempo Einstein-
Maxwell, respectivamente. Ao longo do texto, podemos nos referir a M", como dada na
defini¢do anterior, como uma variedade estdtica de Einstein-Maxwell.

Observe que se tomarmos a fungdo potencial elétrico constante em M", entao
Vi = 0 e as equacdes estdticas de Einstein-Maxwell se reduzem para as equacoes

estdticas de Einstein no vdcuo, isto €,
lecg—ng e Agf=0.

Desta forma, observamos que o sistema eletrovicuo generaliza as equacdes estaticas do
vacuo. O espaco-tempo estatico de Einstein-Maxwell permite a existéncia de dois ou
mais buracos negros distintos em equilibrio, devido a carga elétrica. Essa € uma distin¢do
importante.

Outra propriedade importante do sistema eletrovacuo € que podemos calcular
sua curvatura escalar em termos das fungdes lapso e potencial elétrico. Esta relacao segue

imediatamente da Definicdo 1.8, isto &,
PRy =2|Vab]%, (1-13)

onde R denota a curvatura escalar de (M", g). De fato, contraindo a equagdo (1-10) temos:

2 2n
fRy = Agf — Z|Vab|> + ——— |V, .
g g f| Qll)l +(n—1)f| gll)|
Combinando-a com (1-11) obtemos
2(n—2) |[Vg¥|* 2 2 2n 2
fRg = — =V —|V ,

0 que implica em
PRy =2|Va|%.

Mais ainda, por esta relagdo, conclui-se que a curvatura escalar Ry das variedades estaticas
de Einstein-Maxwell € ndo-negativa.

Como dito anteriormente, existem solu¢des para o sistema eletrovicuo que ca-
racterizam o espago-tempo estdtico de Einstein-Maxwell como um modelo para buracos
negros. Classificar essas solugdes € uma questao cléssica na teoria da Relatividade Ge-

ral, levantada pela primeira vez e parcialmente respondida por Israel [40] em 1967. Além
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da soluc@o de Schwarzschild, que descreve um buraco negro estitico com massa e sem
carga elétrica, outra classe importante destas solucdes € a solu¢do de Reissner-Nordstrom.
O espaco-tempo de Reissner-Nordstrom modela um buraco negro estético eletricamente
carregado e com massa. O sistema gravitacional descrito por essa solu¢do ndo € necessa-
riamente isolado. Isto €, neste tipo de espaco-tempo € possivel ter multiplicidade de bura-
cos negros, o que ocorre devido a relacao de equilibrio entre forca gravitacional (massa)
e forca eletromagnética (carga elétrica).

A seguir, veremos com mais detalhes as solu¢des de Reissner-Nordstrom e

Majumdar-Papapetrou.

1.4.1 A solucao de Reissner-Nordstrom

Reissner [67] e Nordstrom [59], em 1916 e 1918, respectivamente, obtiveram
de modo independente uma solucio exata para as equacdes de campo de Einstein. Essa
solucdo € conhecida como solucdo de Reissner-Nordstrom ou espaco-tempo de Reissner-
Nordstrom. Geometricamente, descrevemos o espago-tempo de Reissner-Nordstrom de
dimensdo (n—+ 1) como a variedade (M = R x R™\{0}, g) com

2 2 2 2\
gz—(l— m+q—))dt2+<1——m+ 7 ) dr? + rPggn 1,

rn—2 r2(n—2 rn—2 r2(n—2)

onde gg-1 denota a métrica padrio da esfera unitdria (n — 1)-dimensional S"~!. Aqui,
m e q sdo parametros reais que se relacionam com a massa (ADM) e a carga elétrica,
respectivamente. Conforme a maneira que as grandezas m e q se relacionam € possivel
classificar essa solucdo para a equagio de Einstein em: subextremo se m> > g2, extremo

> = q? e superextremo se m* < q-.

se m

A solucdo de Reissner-Nordstrom (RN) descreve o espaco-tempo em torno de
um corpo esfericamente simétrico com massa, com carga elétrica e sem rotacdo e € mais
geral que a solugao de Schwarzschild, isto €, se tomarmos a carga g = 0 a solucao RN se
reduz a familia Schwarzschild. Por outro lado, a solucdo RN pode ser generalizada para a
métrica de Kerr-Newman que descreve um corpo massivo, eletricamente carregado com
simetria axial e rotacionando.

O fator espacial (R"\{0},g) do espaco-tempo de Reissner-Nordstrom é uma

solucgdo para o sistema eletrovacuo com fung¢ao lapso f e potencial elétrico { iguais a

m q2 1/2 q
filrN=(1-—+ ——— T T oy .
(I’) ( -2 + r2(n—2)) © ll)(r) 2(n—2) rn—z’

n—1

onde g = f2dr* + rzgSn_l e r a coordenada radial. Através de uma mudanga de coorde-



1.4 Sistema eletrovacuo 34

nadas s que se relaciona com coordenada radial r pela identidade

1

1
m+q\ "2 m—q\"?
r=s (1+ 23”—2> (1+ 25,7_2)

€ possivel mostrar que

g= (p(s) 2§,

onde 6 é a métrica Euclidiana e

m+q m—q

veja [41]. Neste caso, dizemos que a coordenada s introduz uma mudanga de coordenadas

isotrépicas na variedade. Além disso, podemos reescrever f e \p como fungdes de s da

seguinte maneira:

(- 2:%)
2(n—2)
f(S) _ 4s

e (9]
q
e = 2(%‘12)3"*2(1+’"—+q> <1+M>. (o

n 25n72

Usaremos essa mudanga de coordenadas para demonstrar que o espago-tempo
de Reissner-Nordstrom tem curvatura escalar subharmonica dependendo das escolhas dos

parametros envolvidos (i.6. AgRy > 0) cuja curvatura escalar Ry € dada por

(n—1)(n-2)q
2(n—1) ’

Rg:

onde g carga elétrica e r € a coordenada radial.

Vejamos primeiro como obter a curvatura escalar. Seja M = (R"\{0},g) a
variedade de Reissner—Nordstrom (R"\{0},g) com métrica g = (p(s)%é e curvatura
escalar R. Como M € solugdo para o sistema eletrovacuo, uma consequéncia imediata da
defini¢do é

fPRg = 2|Va|*.

Como g € uma mudanga conforme (isotrépica), utilizamos (1.2) para calcular |Vgll)|2.

Assim, obtemos
2
Vabl* = @(s)72| Vs %,

onde |Vs|? denota a norma ao quadrado do gradiente de \ na métrica Euclidiana 5.
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Utilizando da expressdo (1-14) temos que

)
b(s)m2 =
(2572 + m+ q) 72 (2872 + m— g) 72
€
23(n—1)(n—2)g?s*("—3)
2 _ -2 -2
Vol = et mt s 2 g L2 TR 4 m=q)

48" 2(28" %+ m)]

Assim,

) 277 (n—1)(n—2)q?s>"2
|VQII)| = - 2(2n-3) - 2(2n-3)
(2s"24+m+q) 2 (2s"2+m—q) 2

x [(2s" 2+ m+q)(2s" >+ m—q) —4s"*(2s

”_2+m)}2.

Portanto,
4(n—1)
272 (n—1)(n—2)g?s2n—1)
2(n—1 2(n—1) °
n—2

) (n=1)
2572 +m—g) '

Rg -
(2s"2+m+q)

1 1
O que implica, utilizando a mudanga r = s (1 + 32 ’4:72) "~ (1 + 32 ,,_,qz) " em

(n—1)(n—2)¢?

Rg= 2(n—1)

O lema abaixo nos mostra que a curvatura escalar para o espaco de Reissner-
Nordstrom extremo € subharmonica. Este lema serd fundamental para o Capitulo 3, onde

uma desigualdade de Minkwoski serd demonstrada para o sistema eletrovacuo.

Lema 1.9 A variedade de Reissner-Nordstrom extremo (R"\{0},9g) tem curvatura esca-
1

A —2 n=2 .
lar subharmonica se, e somente se, S > (%n) . Isto é,

Ag Rg =

4(n—1)
(Sn—2 _|_ m) (n72)

2(n—1)2(n—2)m?s*n=2) {n— (n—2)m]

1
. - 2
se, e SO se, S > (@)n .

Prova. Primeiramente, lembramos que para uma variedade Riemanniana (M,g), onde
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9 = ¢ 29, o laplaciano de uma fungio h € C*(M), usando (1-8), é dado por
Agh= @*Agh—(n—2)@ g(Vg@,Vgh).
Considere a mudanga de coordenadas isotrpicas g = (p(s)%é ara O caso

|y
. o . n—2
extremo, onde as coordenadas radiais se relacionam por r = s (1 + s,’,g)

VX0 x,-z. Entdo, o laplaciano da curvatura escalar R; na métrica g = @20 € dado

por:
AgR; = @m2AsR—(n—2)@n28(Vspn2,VsR)
-2 —n
= @r2AsR+@m25(Vsp,VsR)

— @72 (@AsR+5(V5,V5R)). (1-15)

Como vimos anteriormente, para essa mudanca de coordenadas, o fator conforme ¢ € Rgy

s40 escritos como

o(s) = (1 + s’,’?zz>

—2(n-1)

Ry = (n—1)(n—2)m’ (s”_2 +m) "?

A partir dessas relagdes, calcularemos cada um dos termos necessdrios para obter o

laplaciano de R de acordo com (1-15). Note que,

n s"

Q(8)m2 = ——p
O =
e
00 _ 0 0o —mn-25"3s
oX; ox; s2(n-2) I X
—m(n—2)s"x; —m(n—2)x;
- s s s" '

ds
Onde usamos que s = /Y7 | x? e —
I X

X.
=, Logo,
i S
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Para determinar VgR e AsR primeiro observe que

IR _ D (a2t
S = (=Dn-2)m aX/((s +m) )

_ . 2 s 3 %ﬁ
= —2(n—1*(n=2)m ("2 +m) I

—=3n+4

= —2(n—1)*(n—2)m*s" *x; (s" >+ m) "%

82 R 2 2 n—a (9 Sn74 n—2 73254
W——Z(n—l) (n—2)m {(s Ty >(s +m)

—4n+6 ) oN—2
4nt6 Js }

8x,-
—=3n{4

=-2(n—=1)*(n—2)m* { (s”_4 + (n—4)x;s”_5%> (s"_2 +m) "2

(3n—4)
n—2

(xis"%) (s”_2 + m)

~(n-4)(n- 2T (2 m)

—3n+4

:—2(n—1)2(n—2)m2{(s”_4+(n 4)x?s"" 5> (" 2+ m) "2

~(n-4)(n- 25 S 2 m) ]

=—2(n—1)*(n=2)m*s"* (s" >+ m) "334{1+(n—4)x,?s*2
—(Bn—4)xPs" (" 2+ m) 1}

—=3ni4

==2(n—1)*(n=2)m*s"*(s" >+ m) "2

73n+4 — n—4
—2(n— 1) (n— 2" (s 2k m) [nsz4_ (?gn_zﬂsm) }x,2

—3n+4

==2(n—1)*(n=2)m*s" *(s" >+ m) "2

£2(n— 10— 2SO (72 4 m) {% (n_4)} i
_ 2= (0= 2n— 10— 2>4;njs”‘6 2ns™2 — (n—4)m] 2

(s"2+m)n2 (8" 2+ m)"
Portanto, das expressdes anteriores obtemos

—2(n—1)%(n—=2)ym*s"*
VsR = ( 1 3?174 (X1, s Xn)

(Sn—2 _|_ m) n—2
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e, somando em /,

—2n(n—1)?>(n—2)m?*s"* N 2(n—1)*(n—2)m?s"®

AsR = e 6 [2ns""2 — (n—4)m]
(sn72 + m) n-2 (Sn—2 _|_ m) n—-2
_ 2(n— 1)2(n—2)3£7:lis”*4 {—n—l— 2ns’"’sr27_—2 E:,; 4)m
(s"24m)n2
2n—1 2(n__ 2 2 on—4
_ 2n=1)(n ZQLS [ns"2 —2(n—2)m].
(s"2 4 m) 2
Deste modo, por (1-15), segue que
n n—2 2 _12 ) 2 on—4
AgRg = > A (s n_—;m) (n=1)7(r )4?363 [ns”_2 —2(n—2)m|

O que implica em

2(n—1)*(n—2)m?s"*

Ag Rg = [nsan —

4(n—1)
(Sn_2+m) n—2

L 2An— 1)2(n—2)2m3}_

(n—2)m].

Finalmente, AgRg4 > 0 se, e somente se, s"2 —(n—2)m > 0. Ou ainda, se e s6

se,

1.4.2 A solucao de Majumdar-Papapetrou

Em 1947, de modo independente, Majumdar [55] e Papapetrou [62] descobri-

ram uma classe de solugdes estaticas para as equacdes de Einstein-Maxwell. Em [33], os

autores mostraram que essas solucdes estaticas podem ser estendidas analiticamente e cor-

responde a um sistema de multiplos buracos negros carregados em equilibrio. O equilibrio

¢ devido a atracdo gravitacional exatamente equilibrada pela repulsdo eletromagnética.

O espaco-tempo de Majumdar-Papapetrou [33, 45] é descrito pela variedade

M1 = (R"\{a;}/_,) x R para um conjunto de pontos finitos & € R”, onde

1 ! mj
- — 1+ )
f(x) ,; -

n
i
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ri = |x — aj| é a distancia Euclidiana e o tensor métrico, em um sistema de coordenadas

cartesianas x = (xi, ..., Xp), ¢ dado por
g=—Fd?+ 22 (dx? +...+dx2),
com constantes m; > 0. Além disso, a fun¢d@o potencial elétrico satisfaz [45, Lema 1]

2(n—2)

RNCEY

P=1-—f.

Em [45] os autores, Kunduri e Lucietti, mostraram que qualquer solucao estatica
assintoticamente plana para as equacdes de Einstein-Maxwell que seja extrema do sentido
da sec¢do anterior, ou seja, m* = g2, deve ser uma solugio Majumdar-Papapetrou. Assim,
podemos entender que buraco negro Majumdar-Papapetrou padrdao € um caso particular
(extremo) de um buraco negro de Reissner-Nordstrom.

Este exemplo € relevante em si, mas também representa um modelo no qual
temos a curvatura escalar subharmonica como mencionado na se¢@o anterior. Isto serd

um exemplo importante para o Capitulo 3.

1.5 Fluxos geométricos

Os fluxos geométricos, também conhecidos como equacdes de evolugdo geomé-
trica, € um campo de pesquisa dentro da andlise geométrica que descreve a evolugdo de
quantidades geométricas em termos de equacgdes diferenciais parabdlicas ndo lineares.
A motivacdo para estudar fluxos geométricos surge de vérias dreas como, por exemplo,
topologia, fisica e processamento de imagens [11]. Do ponto de vista da Geometria Dife-
rencial, podemos classificar os fluxos como extrinsecos ou intrinsecos, conforme a quan-
tidade geométrica relacionada. Os fluxos geométricos intrinsecos sdo aqueles definidos
por uma equagdo diferencial parcial que altera uma quantidade geométrica intrinseca. O
exemplo mais conhecido desse tipo € o fluxo de Ricci introduzido por Hamilton em 1982.
Este fluxo é dado por uma equacio de evolugdo que faz a métrica evoluir na direcao do
tensor de Ricci. Mais precisamente, considerando (M, g) uma variedade Riemanniana, o

fluxo de Ricci com a condig¢do inicial g € dado pela equagdo de evolucao

9

o~ _2Ricy,
81‘ 1C¢

onde {g;} é uma familia de métricas Riemannianas definidas em M e Ric; o tensor de

Ricci na métrica g;. O fluxo de Ricci ganhou maior interesse dos pesquisadores apds ter
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sido usado para provar a famosa Conjectura de Poincaré, em 2003, pelo matemaético russo
Perelman.

Ja os fluxos extrinsecos sao definidos usando quantidades geométricas extrinse-
cas, como a curvatura média. Aqui, daremos destaque para os fluxos extrinsecos de de-
formagio normal em ambientes Riemannianos e codimensio 1. Seja F : M" — N™! uma
imersdo suave de uma hipersuperficie em uma variedade Riemanniana. Consideramos a

evolucdo de F segundo a equagdo

JdF

5= f(x,1)v, (1-16)

onde f é uma funcdo dependendo de quantidades extrinsecas [5]. A equacdo (1-16) nos
diz que cada ponto da variedade M" se move na direcdo da sua normal unitaria v com
velocidade f. Assumimos que M” € orientdvel de modo que exista um vetor normal
unitdrio globalmente definido e variando de modo suave. Temos exemplos cldssicos desse
fluxo quando tomamos f uma fungio da curvatura média H de M” em N™*!'. Quando
f = H, temos o fluxo de curvatura média e se f = —1/H, com H > 0, definimos o
fluxo de curvatura média inversa (IMCF). Este ultimo serd abordado com mais detalhes
posteriormente.

Ao lidar com equacgdes de evolugdo geométrica, um primeiro questionamento
que devemos nos preocupar € quanto a existéncia de suas solugdes. Huisken e Polden
[5] asseguram essa existéncia, em um curto intervalo de tempo, para uma grande classe
de equacdes de evolugcdo geométrica. Quando consideramos f em (1-16) uma fungdo
homogénea e suave das curvaturas principais de M”, o seguinte teorema afirma que temos

solugdo para o fluxo em um intervalo pequeno.

Teorema 1.10 /5, Teorema 3.1] Se Fy : M" — N1 é uma hipersuperficie suave e

fechada tal que

of
- 1<i< 1-17
87\,->O’ <iji<n, ( )

vale em Fo(M"), entdo (1-16) tem uma solugdo suave pelo menos em algum intervalo de

tempo curto [0,T) com T > 0.

Observe que para o fluxo de curvatura média inversa temos _5_7(; =H"2, ou
seja, satisfaz (1-17). Assim, para dados iniciais suaves com H > 0 existe uma solugdo
pelo menos por um curto periodo.

Importantes propriedades decorrem da equacgdo de evolucao (1-16). Sdo equa-
coes de evolugdo para quantidades geométricas que serdo de grande valia na demonstra-
¢ao de resultados do Capitulo 3. Sao resultados conhecidos e por isso ndo apresentaremos

demonstracdo. Porém, o leitor pode consultar [5, Secdo 7] e [37] para maiores detalhes.
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Lema 1.11 Para solugdes My = F(-,t)(M") de (1-16), vale as seguintes relagées:

(i) a métrica induzida em M" evolui de acordo com

d
—g=2fh,
atg

onde h denota a segunda forma fundamental de M.

(ii) o elemento de drea evolui por

J
—du=fHdyu,
ot " H

onde H é a curvatura média da hipersuperficie M; com relacdo a escolha da normal
unitdria.

(iii) a curvatura média H de uma solu¢do My evolui

on

— _Af_ 2 ;
5 Af—f(|h]* +Ric(v, V),

onde h é a segunda forma fundamental de M; e A é o operador Laplace-Beltrami

em relacdo a métrica induzida na hipersuperficie M;.

O leitor pode consultar também, por exemplo, [16, 51, 61] para maiores detalhes
sobre fluxos geométricos. Falaremos um pouco mais, a partir de agora, sobre dois
fluxos extrinsecos usados na demonstracdo da desigualdade do tipo Minkowski, obtida
no Capitulo 3. Daremos destaque nas préximas secdes para dois exemplos de fluxos

extrinsecos: o fluxo de curvatura média inversa e o fluxo da exponencial normal.

1.5.1 Fluxo de curvatura média inversa

Uma das principais motivagdes para o estudo do fluxo de curvatura média inversa
(IMCF) surgiu da Relatividade Geral e de suas aplicagdes para resolu¢do de problemas
envolvendo desigualdades geométricas. Este fluxo foi uma importante ferramenta na
demonstracdo da desigualdade Riemanniana de Penrose para variedades Riemannianas
tridimensionais assintoticamente planas com curvatura escalar nao negativa, provada por
Huisken e Ilmanen em [38].

Para (M", g) uma variedade Riemanniana suave, definimos uma solugio classica
do fluxo de curvatura média inversa como uma familia suave X : £ x [0, T) — M de

hipersuperficies X; = X(Z, {t}) satisfazendo

X 1

5 ﬁv, (1-18)
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onde H(x,t) (assumido aqui como positivo) é a curvatura média de X; e v a unidade
normal unitdria apontando para fora de Z;, veja [5, 38]. Denotamos Xy = X(Z,0) := X
como a condicdo inicial desse fluxo. Em outras palavras, uma familia de hipersuperficies
2 evolui pelo fluxo de curvatura média inversa se a velocidade de deformagdo na
direcdo normal for igual ao inverso da curvatura média em cada ponto ao longo de cada
hipersuperficie.

Huisken [35] mostrou que temos suavidade no IMCF desde que H permaneca
estritamente positivo. Além disso, o Teorema 1.10 garante a existéncia do fluxo, pelo me-
nos, em um intervalo de tempo pequeno. Para solucdes X; suaves do IMCF a evolugdo da
area aumenta exponencialmente. Justificamos isto por um simples célculo. Pela primeira

férmula de variagdo para X;, ao longo do fluxo de curvatura média inversa, podemos es-

d oX
95, = <—,H>d :/d — 15,
dt tl /Z: ot V) At 5, e = |Z4]

onde |X;| denota a drea de Z;. Integrando a relacdo anterior de 0 a t, obtemos

crever

|| = €' 20

) (1-19)

para t € [0, T). Com isso, vemos que a drea de qualquer hipersuperficie Z;, ao longo do
IMCEF cléssico, fica inteiramente determinada por sua drea inicial e cresce exponencial-
mente.

Ao longo do IMCEF cléssico temos, pelo Lema 1.11, que o elemento de volume

evolui na dire¢do normal por

o dus=d
at I“Lt - P't
e a evolucdo da curvatura média de X; é dada por

JH

= = —AMH ' —H!(|h > +Ric(v, v)),

onde h é a segunda forma fundamental de £; e A** é o operador Laplaciano com respeito
a métrica induzida na hipersuperficie ;.

E possivel observar que a nio linearidade das equagdes dos fluxos geométricos
permite que certas quantidades geométricas associadas a variedade em evolugao cresce ou
decresce de modo suficientemente grande em um tempo £, ocasionando uma singularidade
no fluxo em algum instante. Em geral, sem boas condi¢des iniciais, a suavidade do IMCF
ndo pode ser preservada para todo instante f, podendo ter a curvatura média tendendo
a zero em alguns pontos, gerando singularidades. H4 pelo menos um exemplo de uma

solucdo para este fluxo, observado primeiramente por Huisken e Ilmanen [38, P4gina
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364], conhecida por desenvolver uma singularidade.

Para contornar o problema da suavidade do fluxo, consideramos o que chamamos
de solucdo fraca [36, 37, 38]. Podemos dizer, brevemente, que essas sdo solugcdes
que conseguem fluir além dessas singularidades. Ou ainda, que essa formulacdo fraca
do IMCF "salta"corretamente os instantes onde o fluxo ndo € suave. Motivados pela
dificuldade de tratar e compreender o IMCF em variedades assintoticamente planas,
Huisken e Ilmanen desenvolveram, em [38], essa no¢@o de solucdo fraca para o IMCF
baseado nos conjuntos de nivel. Neste caso, consideramos X; como um conjunto de nivel
de uma funcdo suave u: M — R que descreve o tempo em que o fluxo atinge um ponto x
em M. Entdo, podemos escrever o fluxo de curvatura média inversa de 2; em termos da

Vu

funcdo u. Mais precisamente, considere v = vy Vetor normal apontando para fora de um

conjunto de nivel X;. Se H € a curvatura média do conjunto de nivel, sabemos que

Vu
H=di — .
”<|Vu|)

Por outro lado, se consideramos o fluxo do conjunto de nivel se movendo com velocidade

f qualquer, isto é, u(X(x,t)) = t é tal que

oX(x,t)
ot
Obtemos
| = (%t: <%,VU> - <fv(x, t),Vu> - <f%,w>.
Assim,

f=|Vu|~".

Portanto, se f = 1/H, como no fluxo de curvatura média inversa, segue que

Vu
div| — | =|Vul. 1-2
iv (|VU’> |Vu| (1-20)

Uma formulacdo fraca para este problema é generalizar a relacio (1-20) de modo
que possamos considerar menos suavidade para a fungdo u. Este € o ponto de partida para
o conceito de solugdo fraca. Huisken e Ilmanen, a partir desses conjuntos, observaram que
a equacao (1-20) pode ser vista como uma equagdo de Euler-Lagrange para um funcional,
definido a partir da funcdo v [38, Pagina 365]. Assim, o conceito fraco de solucdo para
IMCEF ¢ baseado na miniminiza¢do desse funcional, possibilitando tragar o fluxo além
das singularidades, o que ndo ocorre na solugdo cldssica. E possivel mostrar que uma

funcdo u suave qualquer com gradiente ndo nulo € solucdo de (1-20) se, e somente se, u é
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solucdo fraca do IMCEF [50, Lema 4.30]. Neste trabalho ndo adentraremos a fundo sobre a
regularidade ou ndo do fluxo IMCEF. E assim, evitaremos condi¢cdes gerais como a citada
acima.

Para X; solucdes fracas do IMCF temos o crescimento exponencial da érea,
como dado em (1-19), desde que a hipersuperficie inicial seja outward minimizing [38,
Lemma 1.6], veja também [81, Teorema 2.1]. Lembramos que um conjunto F € outward
minimizing se d F tem drea menor ou igual a todas as superficies que o envolvem a partir
de F, isto é, para todo E contendo F temos |[dF| < |0E|. Em [38], os autores provaram
diversas propriedades para existéncia, unicidade e regularidade da solugdo fraca que se
aplicam para o espaco-tempo de Einstein-Maxwell.

Os detalhes técnicos do IMCF fraco ndo foram exigidos neste trabalho. Assu-
mimos, a partir de agora, que o fluxo funcionara de acordo para evitar os detalhes téc-
nicos que aparecem como em [53, 56, 81]. Portanto, aceitaremos que a hipersuperficie
inicial é outward minimizing e estrelada com curvatura média positiva, assim obteremos
H(x, t) > 0 para todo instante . Vale ressaltar que se X é outward minimizing em uma
variedade de dimensdo n < 8, entdo, por Huisken-Ilmanen [38], o IMCF iniciando em X
vai para o infinito gragas ao "saltos"da formulacao fraca. Para essa restricdo na dimensdo
garantimos a existéncia e regularidade de solugdes fracas [38, Teoremas 1.3 e 3.1] (ver
também [81, Teorema 2.1]).

A proposi¢do a seguir € vélida para solugdes fracas do IMCF e segue como

consequéncia da férmula da co-area [72, Proposi¢do 9.1].

Proposicao 1.12 Sejam (M,g) uma variedade Riemanniana e Xy C M uma familia de
hipersuperficies evoluindo pelo fluxo de curvatura média inversa fraco. Entdo, para

qualquer funcdo suave § € C*(M) vale

d S
a dQ :/ S g,
dt< ng t) C H o8

onde Q; é um dominio limitado em M e H a curvatura média de L;.

Prova. Seja u: M — R a funcdo suave definida pelo IMCF via conjuntos de nivel

2 = {u(x) = t} tal que gradiente de u é ndo nulo e div <|§—Z|> = |Vu|. Por outro lado,

da teoria de geometria Riemanniana, sabemos que para uma variedade que é, pelo menos,

Vu

|Vu|) = H, onde H a curvatura média de ;. Logo,

localmente conjunto de nivel, vale div (

pela férmula da co-4rea segue

/{N}gdn, - /OT (/{u_t} gdut) dt.
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Portanto,

d S
2 d0 :/ S o,
dt< th t) C H V%

onde Q; = {u<t}. O

1.5.2 Fluxo da exponencial normal

Nesta secdo, trataremos de alguns fatos preliminares sobre o fluxo gerado pela
exponencial normal, a partir de uma métrica conforme. Estes fatos foram utilizados por
Brendle em [7], onde o autor utilizou desse fluxo para mostrar uma generalizacao do
teorema cldssico de Alexandrov no espaco Euclidiano. Galloway e Miao [28] utiliza
esse argumento variacional para mostrar que, sob certas condi¢cdes, o complemento
de um corpo estitico que envolve buracos negros nao pode conter superficies de drea
minima. Além disso, os autores em [21, Secdo 4] usam um fluxo semelhante para mostrar
propriedades topoldgicas do sistema eletrovacuo. Neste trabalho, utilizaremos este fluxo
para hipersuperficies em variedades estéticas de Einstein-Maxwell.

Considere £ C M" = N x [0, r) uma hipersuperficie em uma variedade Rieman-
niana M", onde N é uma variedade compacta de dimensido n— 1. Considere, também, que
X ¢ conexa, entdo o complemento M\ X tem exatamente duas componentes conexas. Por-
tanto, existe uma dnica componente conexa ) de M\ X tal que Q C N x (0, r — §) para
alguma constante positiva 6. Assim, ou temos dQ) = X ou dQ = Z U (N x {0}). Agora,
tome g = g/f> uma mudanga conforme da métrica g, onde f é a funcdo lapso definida
da variedade eletrovacuo M. A variedade (M, g) tem uma extremidade assintotitocamente
hiperbdlica, que corresponde ao limite N x {0}.

Seja @ : £ x [0, ) — ®(L;) C Q a aplicagio exponencial normal com respeito
a métrica g, onde QO = QU Q. Assim, para cada ponto x € L, temos Yy (t) = O(x,t) é

uma geodésica com respeito a g tal que
O(x,0)=x e @(x,t)=exp, (—ti(y(t)v).
Portanto,

%;(:(X’ t) = —f(x)v(x). (1-21)

t=0

Aqui, v(x) denota o vetor normal unitario a X apontando para fora.

Note que a geodésica y tem velocidade unitdria em relacao a métrica g. Uma vez
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que v € um vetor unitdrio, segue imediatamente da expressdo anterior (1-21) que

_ _ 1
9V Y) =g(—fv,—fv) = f—2g(fv,fv) =g(v,v)=1.

Para cada ponto p € Q, denotamos por u(p) = dists(p, £) a funcdo distancia de
p a X com respeito a métrica g. Deste modo, definimos os seguintes conjuntos:

A={(x,t) €Zx[0,%): u(®(x, 1)) = t}

A= {(x 1) €Zx[0,0): (x,t+8) € Al

Em [7], baseado na discussdo de [65, Paginas 139-141], o autor observou que a defini¢do
do conjunto A € anédlogo a defini¢do de dominio do segmento em uma variedade Rieman-
niana e mostrou que os conjuntos A e A, satisfazem as propriedades dadas na proposi¢ao

a seguir.

Proposicao 1.13 /7, Proposicdo 3.1] Os conjuntos A e A, satisfazem as seguintes pro-

priedades

(i) Se (x,ty) € A entdo (x,t) € Apara todo t € |0, ).
(ii) O conjunto A é fechado e ®(A) = Q.
(iii) O conjunto A, é um subconjunto aberto de £ x [0,0) e a restri¢do de ® ao conjunto

A, é um difeomorfismo.

Para t € [0,00), definimos
i =0(AN(Zx{t}). (1-22)

Brendle, ainda em [7], observou que X} ¢ uma hipersuperficie suave contida no conjunto
de niveis {u = t}. Assim, (1-21) define um fluxo suave de X por hipersuperficies como
em (1-22). Chamamos (1-21) de fluxo da exponencial normal. Neste trabalho nao nos
preocupamos com as questoes técnicas desse fluxo, deste modo iremos usi-lo sem nos
preocupar com tais formalismos e admitindo que € suave.

No Capitulo 3, utilizamos desse fluxo para garantir que se X € uma hipersuperfi-
cie em uma variedade estdtica de Einstein-Maxwell com curvatura média positiva, como
considerada nesta secdo, entdo Z; também tem curvatura média positiva para cada t (ver
Lemas 3.2 ¢ 3.9).



CAPITULO 2

Espaco-tempo estatico de Einstein-Maxwell

invariante por translacao

Este capitulo € baseado no artigo [47]. O objetivo € fornecer uma classificacio
completa para as solucdes das equacOes estdticas de Einstein-Maxwell, Defini¢dao 1.8,
quando a variedade M" é conforme a um espaco pseudo-Euclidiano e invariante sob
acdo de um grupo de translacdo (n— 1)-dimensional. Para obter essa classificagdo, a
técnica utilizada ja é conhecida na literatura, sido usada com sucesso para fornecer uma
classificagdo completa para sélitons [3, 48, 58], métricas estaticas [66] e variedades quasi-
Einstein [68].

Ao longo do capitulo, considere (R”,g) um espago pseudo-Euclidiano com
componentes métricas g = d;;¢;, 1 <i,j < n, onde ¢; = £1 e d;; € o delta de Kronecker.

Para uma fun¢@o suave qualquer v : QO C R" — R denotamos por

Ju u

U= U Ty

as derivadas parciais de primeira e segunda ordem de u, respectivamente, em um sistema
de coordenadas (xi,..., Xp).
Na préxima secdo estdo enunciados e demonstrados os principais resultados

desse capitulo.

2.1 Principais resultados

O primeiro teorema determina condi¢des necessdrias e suficientes que devem
ser satisfeitas pelas funcdes @, f e \p para existir uma métrica conforme g = g/ @2,
definida em um aberto Q) de R”, de modo que (Q, g, f, ) seja uma solugdo para o sistema
eletrovacuo. Essas condicdes sdo determinadas por um sistema de equagdes diferenciais

parciais.

Teorema 2.1 Seja (R”,g), n> 3, um espago pseudo-Euclidiano com coordenadas carte-

sianas X = (X1, ..., Xp) € componentes métricas gij = 0jj&i, 1 <i,j < n, onde djj é o delta de
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Kronecker e € = +1. Entdo, existe uma métrica g = g/ @? tal que (Q, g, f, ), Q CR",

é solugdo do sistema eletrovdcuo se, e somente se, as funcoes suaves @, \b e f satisfazem

(n=2)f@jj—ofij— @ ifj— <ij+ 11)/11)/— para i # j; (2-1

e para cada i

® [(” = 2)f@,i— @fij—2¢f;i+ 2? (11’,/')2]

n 2
+& ) ek [f(P(P,kk-HP(P,kf,k—(n— Df(9x)° — n— @ 07 (W) ] =0; (2-2)
k=1
® [(”— 2)f@i—@fji—2@,f; +2$ (lb,i)z]
n 2 2
+& ) ek {f@@,kk‘F(P(P,kf,k— (n—1)f(@x)*— P (1|),k>2} =0; (2-3)
= (n—1)f
Y ek{fo ik — (n—2)fQ bk — @ kfi} = 0; (2-4)
k=1
d 2 2
Y ex{offue— (n—2)f kfx (n=2) @ (x)’}=0. (2-5)

= S (n=1)
Prova. Suponha que exista a métrica conforme g = g/ @2. Entio, pela defini¢io do sistema

eletrovéicuo, equagdo (1-11), temos que

Ve oVgh 2
f (n—1)f

Combinando a expressao do tensor de Ricci (1-4) na métrica conforme g com a identidade

. 2 27—
fRicg = V4f — Vabl|g.

anterior, obtemos

f{ (;2 [(n=2)0 Ve + (eAg0 — (n—1)|Vg0|*) g] }

2
2 2—
= Vgf— g¢®vg¢+( L | Vabl°g
ou, equivalentemente,
(n=2)f@(Vge)j+1[@Age — (n—1)|[Vg0|*] 8¢,
2(p 2
= (p2<V§f) ( g'l.l) ® Vglb)ij + m ’V§1b|2£,'6,‘j. (2-6)

Analisaremos dois casos para a expressao anterior: i # j e i = j. Pelas relagdes de métricas
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conforme e pseudo-Riemanniana, as funcdes ¢ e 1 satisfazem

n n
Vool = Y ex(0x), Ag0=Y expun. (Vip)ii= @ (2-7)
k=1 k=1
E n
Vabl> =0? Y ex (i), (Vg @ V) =1 b;. (2-8)
k=1

Deste modo, se i # j em (2-6), como §;; = 0, obtemos

(n—2)f (VZ(P) (P(Vz F)ij=+ Zf (Vb @ Vgb); = (2-9)
Substituindo as expressoes (2-7), (2-8) e (1-7) em (2-9), segue que
(n=2)f@jj— ofjj— @ fi—@f + ll)fll)/ = 0.
Se i = j reescrevemos (2-6) da seguinte maneira

(n=2)fo(V39)i+f[@Agp— (n—1)|Va0|*] &

2¢2

f

2(p €
RCE

Analogamente ao que fizemos no caso anterior, combinando (2-7), (2-8) e (1-7) com a

|Vgll” €idij.

expressdo acima obtemos

(n=2)feoi+f|¢

)

2 ©ifi & ¢ 2¢? 20%; [ & 2
= @2 14280 Sy P P e .
© ( NI + ® ® EkP Kk sk> f q)alll)’/ + (n_ 1)f k;l Ek(ll),k)

k=1

Implicando em

2
0] {(” —2)fQii— @fii—2¢ ifi+ 7@ (4’,1’)2]

n
+ei ) ek {fcpcp,kk + @@k~ (n=1)f (94)* —
k=1

Agora, de acordo com a equacdo (1-12) da defini¢do do sistema eletrovicuo
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temos ! divg(Vglh) + g Vg, V4f ') =0, ou ainda
f1Agp — 29 (Vg, Vgf) = 0. (2-10)

Como
g (Vgh,Vgf) = §<Z§ijll),i3j,25klik3/>
i K.l

1
= g(Z(Pzﬁiéijll),iaj,z<P2€k5k/f,k9/)
ij ol

1
= —9 (Z (Pzﬁilb,iai,Z@zikﬁk&k)
@ i K
1
= 2 @* Y exeifib, g(ok. o)
ik

= @*Y exutk, (2-11)
k

entdo substituindo (2-11) e (1-8) em (2-10), obtemos

1 n 2 n
r k;sk (@™ W hk — (n—2)<P<P,kll),k)] - ()E)—z (Z skxp,kf,k) —0.

k=1
Dai,
n
Y ex{fow ik — (n—2)f@ bk — @ kfx} =0.
k=1
Finalmente, combinando (1-11) com (1-8) e (2-8), segue que
n 2(n—2 n
f [Z e (@7 Frk — (”—2)@@,kf,k)] = ((n— 1)) @’ [Z €k (ll),k)zl ,
k=1 k=1
ou seja,
d 2(n—2
) e [@ff,kk —(n=2)f@xfx— (—1)@ (ll),k)z} =0.
k=1 (n_ )
Deste modo, concluimos a prova do teorema. O

Queremos encontrar solugdes para o sistema de equagdes diferenciais parciais
dado pelo Teorema 2.1, porém isso pode ser uma questao dificil de ser resolvida. Uma
forma de abordar este problema € utilizar a Teoria de Grupos de Simetria para equagdes

diferenciais parciais, através da teoria proposta por Olver em [60]. O intuito € utilizarmos
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invariantes, dados pela acdo de um grupo de simetrias do espago, de modo que consigamos
reduzir o nimero de varidveis de uma equacao diferencial parcial ou, até mesmo, reduzir
tal sistema para um sistema de equagdes diferenciais ordindrias.

Para isso, iremos buscar por solucdes invariantes pela acdo de um grupo de
translacdo (n— 1)-dimensional. Ou seja, vamos considerar que nossas fung¢des suaves sao
fungdes da forma @ (&), (&) e f(&), onde & =Y | aixi, ; € R, é o invariante do grupo
de translacdo. Geometricamente, se considerarmos & constante, obtemos hiperplanos
gerados pelos vetores «;’s. Portanto, invariantes por translacdes geradas por esses vetores.
Mais ainda, note que se a fungdo f é tal que f = f(£), isto é equivalente a dizer que f é
constante sobre um hiperplano dado pela equagdo & =Y | x;x;.

O préximo resultado reduz o sistema original de equagdes diferenciais parciais
definido pelas equagdes (2-1), (2-2), (2-3) e (2-4) para um sistema equivalente de equa-

coes diferenciais ordindrias (EDOs) na varidvel . Veremos que as condi¢des estabeleci-

n
das pelo sistema de EDOs dependem da dire¢@o do vetor & = Z Oy,
i=1
No que segue F’ denota a derivada de uma fungdo suave F = F() em relagdo a

/ O‘
F .

Teorema 2.2 Seja (R",g), n> 3, um espago pseudo-Euclidiano com coordenadas carte-
sianas X = (X1, ...,Xn) e componentes métricas gij = 0j&;, 1 <i,j < n, onde ¢; = £1. Con-
sidere as fungdes suaves @ (&), (&) e f(E), onde E=Y] | aixi, i ERe Y1, s,-oc,2 = ¢,
Entdo, existe uma métrica g = g/(p2 tal que (Q, g, f,\), Q CR", satisfaz a Defini¢do

1.8 se, e somente se, as fungoes @, ) e f satisfazem

(1-2)¢"1 — " ~2¢'f + 22 (1/)* =0 @-12)

" / vy 2 2(y)?
£ [(P(P f—(n—1)f (¢ )2+(P(P f —%} =0; (2-13)
e [V — (n—=2)@ AP — @fP'] = 0; (2-14)

€iy (pff”—(n—Z)f(p'f'—z((I::—z)(p(tl)')z =0. (2-15)
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Além disso, se Y.1_; ejo = 0, entdo

2
(n—2)¢"f— @f —2¢'f + T(p W) =o.

Prova. Assumimos que P(&), @(&) e (&) sdo fungdes de &. E sabido que as derivadas

parciais de uma fung@o suave F := F(&) qualquer sdo da forma
Fi=Fo, Fii=F'af, Fj=F'ox;. (2-16)
Utilizando dessas relagdes, pela equag@o (2-1) do Teorema 2.1, para i # j, obtemos
(n—2)fe" ooy — of" joj — @ oif o — @' ojf o + 27([)11)/0([11)/0(] =0,
o que € equivalente a

20 2
(n_z)f(p//_(pf//_ch/f/+7(,Ll)/) ala]:().

Se existir / # j tal que o;xj # 0, a equagdo acima torna-se

2
(n—2)f(p"—(pf”—2(p'f'+7(p (W) =o. (2-17)

Agora, considere a equagdo (2-2) do Teorema 2.1 e susbtitua as expressoes de
(2-16), logo

2
@ {(n— 2)fp" —of" —2¢'f + 7@ (11/)2] of

[ 2 202 2
+ei Y exo {f@@”—(n—l)f(@') +(p(p/f/_(n—l)f(¢/) =0
k=1
Observe que, por (2-17) e €; £ 1, temos
& 2 " n2 Il 2(92 n2
X ek |fo@" = (n =11 (@) + @'t = 3 (V)] =0,
k=1
ou ainda, ,
2 20 2
€ {fcpcp”—(n—l)f(cp’) +oo'f - (n_l)f(tb’) ] =0,

onde ¢/, = Y'7_, exoz denota a norma do vetor .

Similarmente, pela equagado (2-3) podemos deduzir que

€ [(pfll)" —(n—2)fe'Y' - (pf'll)’] =0.
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Finalmente, por (2-4) obtemos

2(n=2)e

W(ﬂ’/)z =0.

n
Y exo; |of ' —(n—2)fe'f —
k=1
Por outro lado, se tivermos «;c; = 0, para todo i # j, entdo, sem perda de
generalidade, podemos considerar & = Xx,. Neste caso, pelas relagdes das derivadas
parciais (2-16), segue que
(p;io - (P/, (p;ioio = (p”
fo=1" fop="1" Wip=1"
Sob estas condicdes a equacdo (2-12) € trivialmente satisfeita. Vejamos que as outras

equagOes também sdo satisfeitas. Para isso, analisaremos dois casos: i # iy e i = iy.

Se i # iy temos o; = 0 para todo i # ip. Logo, da equacio (2-2) temos

292
ity {f@@,ioio —(n— 1)f((P,io)2‘|‘ ©Qifiy — =1y (111,/'0)2} =0.
Ou seja,
2 " n2 I 2([)2 n2
i [fe@" —(n—1)f (@) +(P(Pf—(n_1)f(1l)) =0.

Portanto, a equacdo (2-13) € satisfeita.

Analogamente, das equacoes (2-3) e (2-4) obtemos, respectivamente

e,-ooc% [f(pll)" —(n—2)fe'P' - (ptl)'f'] =0

e
€47 lf(pf" —(n=2)fo'f — 2(77:21))@ (ll)’)z] =0
Se i = iy em (2-2), obtemos
@ [ (n=2)f P igiy — PFigiy — 29.iy Fig + 27(p (lb,io)z]
+ i€y [fcpcp,i(,;o —(n=1D)f(@p)*+ @@ iy — (nz_—(pi)f (w,io)z} =0.
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Logo,
2¢ 2
(P‘X%O l(n_z)f(p//_(pf//_z(p/f/_'_T(lb/) }
+e2ol fcpcp”—(n—l)f(cp’)er(pcp’f’——2@2 W)’ =0
0o (n—1)f '
Combinando a equag@o acima com (2-17), segue que
2.2 " n2 ! gt 2(92 n2|
% |foe” —(n—1)f (@) +(P(Pf—(n_1)f(ll)) =0.

Do mesmo modo, considerando a equagdo (2-3), temos
€ [f(plb,ioio - (n - 2)f(p,f()l-|),fo - (pl-l),io f,i()] = 0,

que resulta em (2-14). E finalmente, pela equacdo (2-4) obtemos (2-15).
Para finalizar, vale observar que se 27:1 s,-oc,-z =0, isto €, se o vetor & € um vetor
do tipo-luz, a Unica possibilidade que resta é (2-17). Portanto, o teorema fica totalmente

provado. 0

O teorema a seguir mostrard que existem solucdes para sistema eletrovacuo que
sdo invariantes sob acdo de um grupo de translagdo (n— 1)-dimensional quando « é o

vetor do tipo-luz.

Teorema 2.3 Sejam ¢ (&) e f(&) quaisquer fungdes diferencidveis ndo nulas em Q C R”,
comE=Y"  oxie Y1 €02 = 0. Entdo, a fun¢do (&) dada por:

oo s f (520

com ¢ € R, satisfaz (2-12). Além disso, (Q,g, f,\p) é uma solucdo para o sistema

f(p//
—(n-2) 20 ) dé+c, (2-18)

eletrovdcuo com g = g/ @>.

Prova. A demonstracdo segue imediatamente do Teorema 2.2, equagao (2-12). 0

Observacao 1 Vale observar que os espagos dados pelas solucoes do Teorema 2.3 tém

curvatura escalar zero. Com efeito, de (1-13) temos

n n
P Rg=2(1Vg0|?)ij =20} ex(bx)* =2 ex(V) ot
k=1 k=1
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o que implica

Ry =2¢° ( ) Zakcxk.

Assim, se tomarmos « um vetor do tipo-luz temos Y1_, exoi = 0, obtemos curvatura

escalar nula.

Uma vez garantida a existéncia de uma soluc@o conforme para o sistema eletro-
vacuo, podemos obter condi¢do necessdria que as fungdes @, f e P devem satisfazer. E
o que nos diz o seguinte lema, que serd fundamental para a prova do resultado principal

desse capitulo.

Lema 2.4 Seja (R",g), n > 3 um espaco pseudo-Euclidiano com coordenadas cartesia-
nas X = (X1,...,Xn) e componentes métricas gjj = djie;, 1 <i,j < n, onde ¢; = £1. Con-
sidere as fungoes suaves (&), (&) e f(&). Se existir uma métrica g = g/¢? tal que

(Q, g, f, ) é uma solugdo para o sistema eletrovdcuo, entdo as fun¢des devem satisfazer

2(n—1)fe" —n(n— 1)6(@’)2—2—(11/)2 =0, (2-19)
para « um vetor do tipo-tempo ou do tipo-espago.

Prova. Seja (Q, g, f, ) uma solugdo para o sistema eletrovdcuo. Pela equagio (1-13) da
Definicdo 1.8 temos
PRy = 2|Vab|*.

Por outro lado, para métrica conforme g = g/ ©2, por (1-5) e (2-8), vimos que

n
Rg=(n—1) 2920 —n|Vge*) e |Vab[*=¢* Y ex(Ps)?
k=1

Reescrevendo (1-13) em coordenadas e combinando com as relagdes acima obtemos

fz{(n—l)

éi { ——1 fq)kk-— ( —-1)

20 Y expuc—nY, 5k((P,k)2] } =207 Y k(P s)*;
k=1

k=1 k=1

/ (<P k) — 27@(11),02] =0

Assumindo que @ (&) e P (&) sdo fungdes de & segue que

i { (n—1)fe" o —n(n— 1>£(<p’ock>2—2$(w’ak>2] =0.
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Entao,
f
2<n—1>f<p"—n<n—1)5@')2—2%(11/)2 0,
onde ¢, = Z €k oc%. O que implica
K
o " foone ©, N2
€p,=0 ou 2(n—1)fe" —n(n— 1)6((‘) ) —27(11) )= =0.
Mas, por hipétese, ¢, # 0. Portanto, o resultado segue. 0

Com esse resultado em maos, antes de enunciar o teorema principal de classi-
ficacdo, fornecemos uma condi¢do necessdria satisfeita pelo fator conforme ¢ para que
(Q, g, f,\) seja uma solucio para o sistema eletrovicuo com g = g/@* e QO C R” um
subconjunto aberto. Mais ainda, a partir desta condi¢do conseguimos determinar as fun-

coes lapso e potencial elétrico em termos do fator conforme.

Teorema 2.5 Seja (R",g), n > 3, um espaco pseudo-Euclidiano com coordenadas carte-
sianas X = (Xi,...,Xn) e componentes métricas gjj = djjej, 1 <i,j < n, onde ¢; = %1. Con-
sidere as fungées suaves @ (&), (&) e f(E), onde & =Y, aixi, o, ER e Y1 ei0d = ¢,

com gj, € {—1,1}. Entdo, se (Q, g, f,\p) é uma solugdo para o sistema eletrovdcuo temos
@*@" =3(n—1)@¢'¢" +n(n—1)(¢')’ =0. (2-20)

Além disso,

/ n—2

% %
" e VP A

+ ko, (2-21)

onde k,k; € R\{0}, h cReg=g/0>

Prova. Primeiramente, note que combinando as equagdes (2-13) e (2-19), obtemos

foe” — (n—1){(¢')* + @@'f —2f@@" + nf(¢')* = 0.

Depois de algumas manipulagdes algébricas, escrevemos

f/ 1 /
L S )
oo o

Como f e ¢ sdo fungdes de &, integrando a expressao acima em relacdo a &

foe_[(@_ ¢
7d£_/(@’ @)da
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/
onde obtemos que f = kg, onde k € Rj.

Agora, por (2-1210), substituindo a expressdo de f que encontramos acima, obte-

mos a seguinte equagao diferencial

,ll)// B (p/ f/

/ . .
Mas, note que, como f = k% suas derivadas podem ser escritas como
®

" N\ 2 " /PN N 3
3
f =k ¢ _ (3) e f'=k ¢ 2@ ;p +2 (2) ] (2-23)
® © © ® ®

Substituindo (2-23) em (2-22) segue

Ou seja,
.Ll)// (p/ (p//
- = (n—3)—+ —.
P e @
Entao, por integracao
ll)/ — k] (p/(pnf:;’
onde k; € R?,. Portanto,
(pn—2
V=K +ky, com ky€eR.

n—2
Considerando a equagdo (2-12), ap6s manipulagdes algébricas, obtemos

n—2 " (pi// 2 Il 2
f— —— f
(Y Po +(n—1)f

(W)? =o0.

n—1 n—1 n—1
Combinando a expressao anterior com a equagao (2-13), segue que

n—2 (p”f_ﬂ_

"f 4 f " (n—1)f "2 " — 0.
P T e ool —(n—1f(¢) +eef =0

Ou equivalentemente,

2 B . f f//
(n 3) ©"f+ (—Z 3)@7’—("—1)5(@’)2— = (2-24)

n—1
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Por outro lado, pela equagao (2-15), temos

2(n—2)
(n—1)

Agora, multiplicando a expressao (2-19) por Z;_Z, obtemos

_(pf//+(n_2)(P/f/+

7 ()’ =o. (2-25)

2(n—2)
(n—=1)

Por fim, combinando (2-25) e (2-26) podemos mostrar que

2(n—2)f@" —n(n— 2)%(@’)2 — % (W)? =o. (2-26)

f

p (¢)*=0. (2-27)

—of"+(n=2)¢'f +2(n—2)fe" —n(n—-2)
Assim, de (2-24) e (2-27), segue

2n—73
n—1

+2(n—2)] fo" + {(n—2) +Z%ﬂ o'f

_ [n—1+n(n—2)]£((p’)2— (1+$) of 0.

Substituindo as expressoes de f = k% e de suas derivadas dadas em (2-23), obtemos

2”—3+2(n—2)(n—1)} kg’(p,,+ [n—3+(n—2)(n—1)1 ok [(p” <(p/>2]

n—1 @ n—1 © ©
" 30 o" N 3 / N2
-k |22 2 +2(3) 14—k
n—1 () @ ® ¢ ¢
Combinando os termos semelhantes, temos
2n—3+2(n—2)(n—1)+n—3—|—(n—2)(n—l) 3n ] @'@”
n—1 n—1 n—1 ©
n—3+(n-2)(n—1) 2n (¢’ n m
— -2 —1 — =0
{ n—1 +n_1+n(n J+{n=1) @2 17
Ou seja,
. /] N3
_(p///_'_3n(P(P _nz((PZ) —0
1 ®
Portanto,

%_3(,7—1)“’@‘;’ +n(n—1) (2/)3 —0

como queriamos demonstrar. 0
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Finalmente, apresentamos a seguir o resultado principal desse capitulo. Nele
caracterizamos todas as solug¢des das equacdes estaticas de Einstein-Maxwell que sdo
conformes a métrica pseudo-Euclidiana e invariantes sob a¢do de um grupo de translacao.
A partir da solu¢cdo de uma equacdo diferencial do tipo Chini [ver Secdo 1.2], obtemos ¢
o fator conforme e, entdo, das relacdes do lema anterior determinamos as funcdes lapso e

potencial elétrico.

Teorema 2.6 Seja (R",g), n > 3, um espaco pseudo-Euclidiano com coordenadas carte-
sianas X = (X1,...,Xp) e componentes métricas gjj = djjej, 1 <i,j <n, com ¢j = £1. Con-
sidere fungdes suaves @ (&), V(&) e f(&), onde E=Y7 | aix;, i e Re Y, 5,’0(,2 =¢pe
g, = £1. Entao, (Q, 9, f, ), Q CR", é uma solugcdo para o sistema eletrovdcuo com

g=g9/ (p2 se, e somente se, as funcoes @, \ e f satisfazem

0(£) = o3[l = cfler + (n—2)€]] V"), (2-28)
klcgiz 2 21-1
W(E) = L2 (1= o+ (n— 2 kg (2-29)
e
2kc? )
f(&) = Clz[cz+ (n )5]2’ (2-30)
1 —ciler+ (n—2)&]
> Keg? . o o
onde ¢c| = -1 (=22 © k, ki, ky, c1, &, C3 sdo constantes reais ndo nulas. Além disso,

essas solugées sdo definidas em Q = {1 — cf[cy + (n—2)&)* > 0} N{2kcP[ca + (n—
2)&] > 0}.

Prova. Considere a mudanga de varidvel F = ¢’/ no Teorema 2.5. Note que tal escolha
estd relacionada com a funcdo f. Esta mudanca de varidveis nos permitird integrar
explicitamente a funcdo conforme . Entdo, utilizando tal mudanga, as derivadas de F

em relacdo a & sao

1/
()]

(p///
~— =F'43FF +F.
%
Substituindo as identidades acima em (2-20), obtemos a seguinte equacdo diferencial em
F:

F'+3FF +F —3(n—1)F(F'+F*)+n(n—1)F* =0,
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isto €,
F"—3(n—2)FF' +(n—2)*F* =0. (2-31)

Considerando v(F) = %(;’) = F/, entdo observe que

g2 4k

PF(E)  d (df,f)) _ d;@‘;_’g:v'(mv(m.

Assim, reescrevendo (2-31) com essa relagdo e, além disso, dividindo-a por v(F), obte-
mos
vV =3(n—2)F—(n—2)?F3v 1. (2-32)

Observe que v(F) # 0, pois @’ # 0. Caso contrario, terfamos ¢ constante o que tornaria
um caso trivial, do qual ndo estamos interessados.
Podemos observar que a equacdo diferencial anterior € uma Equacdo de Chini

[ver Secdo 1.2] com
F(F)=—(n-2)*F, 9(F)=0, #(F)=3(n-2)F e m=-—1.

Assim,
F'(F)=-3(n=2)?F* e ' (F)=3(n-2)

e o invariante de Chini (1-3) é dado por

a=-3(n—2P3F [-3(n—2F +9(n—2)°F] ' = _79.

Deste modo, temos « independente de F e, portanto, considerando a mudanca

o(F) = u(p) (Z02E )
isto €,
v(F) = F(n—2)F*u(F). (2-33)
Obtemos uma equacao diferencial de varidveis separdveis, onde u(F) := @ Note que,

derivando v(F) de acordo com a relag@o acima temos

V'(F)=F(n—2)f 2u+fu'). (2-34)
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Logo, combinando (2-32) juntamente com (2-33) e (2-34), vemos que

(n—2)%F3

F(n—2)F(UF+2u) = 3(n—2)F— Tu(n—2)F?

1
FWF+2u) = 34+-

u
entao,
ud -1 (2-35)
202 +£3u+1 F
Podemos observar que
20 £3u+1=2(ux1)(ux1/2)
e
udu _du du
20243u+1 (utl) (Qutl)
Utilizando as identidades acima reescrevemos (2-35) da seguinte maneira
udu _ —dF
202 +3u+1 F
Dai,
du du  —dF
(utl) (u*l) F°
onde v = %. Entdo, por integra¢do
utl
F_l — — (1, 2-36
V2UEL (2-36)

onde c; é uma constante real arbitraria ndo nula. Isolando u em (2-36), obtemos duas

equacdes do segundo grau em u. A saber,

P +2u(l—ciF )+ (1—ciF ) =0

P —2u(l+cfF )4+ (1+cF2)=0.

Resolvendo as equagdes, segue que

u(F)=(ctF2F 1)+ F "W/ 3F2F1. (2-37)
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Observe que o sinal + que antecede a raiz quadrada na expressao anterior € consequéncia
da resolug@o da equagdo do segundo grau em u. Assim, para cada escolha do primeiro

sinal, teremos duas solucdes para u. Isto €,

u(F)=(ctF2—1)+cF "\/aF2-1

u(F)=(ctF 2+ 1)+ F '\/IF2+1.

A partir de agora é muito importante seguir cuidadosamente os sinais das

equagdes. Substituindo u(F), como descrito em (2-37), na expressio (2-33) e lembrando

que v(F) = dl;é&) temos

dF

= F(n—2)dE.
(e} FF2) £c1\/ct F F?
Assim, por integragdo obtemos que
+(c1 F /6] FF?) ()it
=F(n— o,
= + 2
onde ¢, € R. Da equagdo acima, segue
o 2¢t[c F (n—2)&] -
0] 1+ceF(n—2)¢)?
Novamente, por integragdo em &, obtemos
@(&) = [l e F (n—2)E% /=2, (2-38)

onde c¢3 é uma constante real nao nula.
Portanto, por (2-21) podemos concluir que
ki no2

W(&) = —— e [lxcileF (-2 + ko

_ 2kcile F(n—2)E]
f&)= lic%[czﬂp(n—Z)E]z’

onde ¢y, ¢y, C3, k, kj € ky sAo constantes reais nao nulas.

Agora, para a implicagdo contrdria, precisamos garantir que as funcdes f,
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e ¢ obtidas formam uma solugdo (Q,g,f,\) para o sistema eletrovacuo. Para isso
verificaremos que f, \ e ¢ satisfazem o Teorema 2.2 e o Lema 2.4.

Observe que um cdlculo direto mostra que ¢ satisfaz (2-20). Por outro lado, para
obter (2-19) do Lema 2.4, ou as equagdes do Teorema 2.2, a seguinte identidade deve ser

satisfeita

2(n—2
2 ¢C3(n )klz

T = (n—2)k?

(2-39)
De fato, da equacio (2-19), sabendo que f = k% e’ = k¢’ "3, obtemos

N/} N3 k2
2(n—1)‘p(;p —n(n—l)%—Zk—lch'(pz(”_z):O. (2-40)

Considerando ¢ como em (2-38) suas derivadas sdo dadas por

2¢2c3(ea F (n—2)¢&)
[1£ct[e F (n—2)&)2](n=D/(n=2)

¢'(&) =

”(E, . 201203 [nC%(C2:F<n_2)E'>2:F<n_2)}
1+ F (n—2)gp eI
1 » F(n—2)E] }

Portanto, substituindo as expressdes das derivadas em (2-40), de um simples cdlculo

obtemos a seguinte identidade:

8ctei(cr F(n—2)E K222
1%3(e2F ( ()3n)5)/(n2) :F(n—l)(n—2)——12;2 —| =0.
{1£cfleF(n—2)E?} “

O que implica que

2(n—2
2 ¢03(n )klz

T o= D(n—2)k

De maneira totalmente andloga, podemos verificar que f, 1 e @ satisfazem as
equacoes do Teorema 2.2 se, e somente se, (2-39) € satisfeita. Dai, a unica possibilidade
para @, e f é aquela fornecida no enunciado desse teorema, isto &, as funcdes @, P e f

devem ser como (2-28), (2-29) e (2-30), respectivamente. |

Observacdo 2 Em uma variedade pseudo-Euclidiana com métrica conforme g = g/ ©2,
se consideramos o fator conforme @ = @ (&) como um fun¢do do invariante de translagdo
& =Y «ixi, obtemos que

! n .2 "
Qi=0 &, @ij=0¢0 &, @j=0Q XK.
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Logo, por (1-9), a curvatura seccional gerada por 0y, e 8)(]., na métrica conforme , é dada
por
2
Ki=—(¢') e+ 09" ejoc + @@€0, (2-41)
_ g S5 ‘
onde 9j=—5 €& = Z gy, com g, € {—1,0, 1}. Note que a curvatura seccional
® =1

n
depende da direcdo do vetor x = Z 0t/ Oy,
=1
Deste modo, para as solugdes do sistema eletrovdcuo conformes ao espago

pseudo-Euclidiano e invariantes por translacdo, obtidas pelo Teorema 2.6, temos que

©(&) = c3[1 — ey + (n—2)&)?) V(=2

2¢?c3(cr F (n—2)§&)
[1£cf[erF (n—2)&2|(n-D/(n=2)

©'(&) =

2ejeslretler (0 D0 (n-2))

)= L o (- e V)

Portanto, utilizando (2-41), concluimos que

plentes {c%(cz +(n—2)&)%[n(eiog + &j07) — 2e4] + (n—2)(ei07 + 8]'0(,/2)}
Ki:— .
! (1= [y + (n—2) &2 1/(n-2)
é a curvatura seccional gerada por dy; e 8,(]. para o sistema eletrovdcuo (Q, g, f,\p) como
definido no Teorema 2.6, onde g = g/ @>.

Mais ainda, por (1-13), sabemos que a curvatura escalar é dada em termos das

fungées lapso e potencial elétrico, isto é, f> Rg =2|Vg 2. Assim, como
2 2 v 2
Vab|? =0 ) ex(Wk)® e bi=1"o,
k=1
segue

Ry = 2(‘) Zn:

Portanto, pelo Teorema (2.6), obtemos que

B 4(n—1)(n—2)gj,cic3
O L= cflea+ (n—2) g1/ (n=2)"

—oc£1
(n— 2) c’
Além disso, se & — oo, entdo Rg — 0.

E importante observar que se & — a curvatura escalar Rg tende ao infinito.
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2.2 Exemplos

O exemplo a seguir € de um espaco-tempo estatico de Einstein-Maxwell tridi-

mensional que € invariante pela acdo de um grupo de translacao.

Exemplo 1 Se considerarmosn=3, ¢j=1e «j=1paral <i <3 no Teorema 2.6, entdo

temos que

_ 2 21-1 _ 2ketle+ (i +x+x3)]
P(&) = ka1 —ciler + (X1 +x2 +x3)]°] e f(§) = ot (0t

Consequentemente, (M*+!,g) = (R3, g) x¢ (R, df?) tal que
alx, ) =g(x)— F(x)dt}; xeR,
é um espago-tempo estdtico de Einstein-Maxwell, onde

~ 1
G =1 -cilor+(a+x+x)(dx +dig +0xd)
3
4k*ciler+ (x1+x2+x3)]°

— at?.
{1—c2e+ (x1 +x2 + x3)]2}2

Utilizando o Teorema 2.3, construimos, a partir do fator conforme e da fungao
lapso, uma solu¢@o n-dimensional para o sistema eletrovacuo. Solucdes para a equacdo
de Einstein com assinaturas ndo convencionais podem representar um avango na andlise
da Relatividade Geral.

Exemplo 2 Sejam ¢ (&) = %2 +1ef(&) = kEnTiz, onde k € R, com & =Y | X e

Y7, eio? = 0. Deste modo, as suas derivadas sdo dadas por

o(E)=¢& @"(E)=1,

f(E) = <”_22)k £ e f(8) =

(n—2)(n—4)k£<n;6).

Substituindo as relacées anteriores em (2-18) obtemos
—2)(n—4)k?
W(E) = i/\/(” )(g K ¢ 9846

Kk [(n=2)(n—4) (n—4)
- if\/f/é T dé+c,
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onde ¢ € R é a constante de integracdo obtida no Teorema 2.3. Logo,

(n=4) g2 1,

V(&) = £k 2(n=2)

onde ¢ é uma constante arbitrdria de integracdo. Portanto, do Teorema 2.3, (R", g, f, )
é solugdo do sistema eletrovdcuo com g = g/ ©2. Mais ainda, utilizando a relacdo (1-9),

concluimos que sua curvatura seccional é dada por

"

Kj = —(0")ei+(ejof +ei07) oo
EZ
— (?—H) (sjocjz+£,-oc,-2)

= (p(sjocj2 +ei0?).

Observacao 3 Se tomarmos n = 4 no exemplo anterior obtemos uma solugdo para as
equacoes do vdcuo estdtico, i.e., em dimensdo 4 temos \p = 0 e o sistema eletrovdcuo

dado na definicdo 1.8 se reduz a
fRicg =Vgf e Agf=0.
Portanto, nesse caso recuperamos um espago estdtico de Einstein no vdcuo [25].

Em variedades semi-Riemannianas a completude geodésica esté relacionada com
as singularidades na Relatividade Geral. Na geometria Riemanniana, essa completude é
respondida pelo teorema de Hopf-Rinow, porém nao ha um andlogo quando consideramos
a geometria semi-Riemanniana, isto ocorre, pois o tensor métrico ndo permite definir
uma func¢do distancia. Deste modo, para verificar a completude da variedade semi-
Riemanniana € necessdrio, em geral, considerar as geodésicas. Para produtos torcidos
do tipo M= (B,gB) xf (F,gF), com tensor métrico g = gg + f>gr, uma curva y pode ser

escrita como

onde o e [3 sdo projecdes da curvay em B e em F, respectivamente. A proposi¢cao a seguir

mostra um critério para que a curva y seja uma geodésica em M [ver [49] e[61]].

Proposicao 2.7 [Proposicdo 38, [61]] Uma curva y(s) = (0(s),(s)) é geodésica em
M = (B,gg) x; (F,gF) se, e somente se

(i) 0" (s) =gr (B'(s).B'(s)) f(0(s)) (Vgsf) em B,
(ii) B(s) = ———— A g (g) o .
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Usaremos a proposi¢c@o anterior para determinar as geodésicas de um espago-

tempo estatico de Einstein-Maxwell definido como no Teorema 2.6.

Exemplo 3 Considere as fungoes suaves @ (&) = ke® e f(&) = e"Tt com k € R . Suas

derivadas sdo dadas por

P(E) = ﬂ:/\/e(ngz)é {(n—Z)ze(nEz)a_l_ (n_z)e("%z)ri_ (n—2) " gt 4 ¢

onde ¢ é uma constante arbitrdria de integracdo. Vamos determinar as geodésicas
desse espago-tempo M = (R",g) xR com tensor métrico g = g — f>dt>. Primeiramente,

observe que

n— 2 n
Vgf = ( eg2 Zsoc,

Seja y(s) = (0(s), B(s)) uma curva em M = (R",g) x;R. Da estrutura do produto

torcido, podemos inferir que

0(s) = (x1(8),... Xa(S)) e P =xptr1(S).

Assim, ,
—2)k
X' (s) = e/ocf% (B'(s))%e™, ¥ 1<i<n.

Por outro lado, pela Proposigdo 2.7 temos

_ 2 n
o’(s) = % ([5’(3))2e”‘E Y e,-cx,-aiXi.

i=1
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e
n
B"(s)=—(n—2) ) axi(s)B".
i=1
Fazendo ¢1 = —1, ¢i=1parai#1e =0y =1, & =0 para 3 <i<n,
obtemos .
Zs,-oc,z =0 e &=x1+x.
i=1
Consequentemente,
—2)k 2
x{(s) =~ (B/(s))" e,
—2)k 2
X3 () = 2 (B(s))% e 042)
x/'(s)=0, para 3<I<n,

o)

"(s) = =(n=2) (xi(s) +x(s)) B".

Da primeira e segunda equacdo do sistema acima, temos

x1(8) +X5(s) = ki

entdo,
x1(8)+x2(s) = kis+ ko, (2-43)
onde Kki,k, € R. Agora, considerando a quarta equagdo de (2-42) juntamente com (2-43)
obtemos 8(s)
S
=—(n-2 kl
Bl 1Y

o que implica em

onde k3 é uma constante ndo nula. Portanto,

[5(8) - (n—%)kl e—(n—Z)kls+ ki, se ki #0 e kg €R,
B(s)=hkss+ks, se ki=0 e ks, ks €R, (2-44)

x/(s) = kes+k7, com ke, ks€ER e 3</<n.
Além disso, pela primeira equacdo de (2-42) e (2-43), obtemos

2
X{/(S) _ _% (ﬁ/(s))zen(kls+k2). (2-45)
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Assim, para ky # 0 segue que

( 272
(n—2)k K3 nk B
T Denkgd-nkis 4 s+ kg, para n#4 e kg, ky € R,
2@ §s+HKo, P # 8, Ko
xi(s) =
kK3
\ —7364k232—|—k103—|—k11, para n=4 e ko, ki € R.

Por outro lado, se k| =0, para a segunda equacdo de (2-44) e (2-45), temos

n—2)k*k3
xi(s) = —%enkzserkuerkm,

onde ki e ki3 € R. Mais ainda, se ks = 0 segue que x,(s) € linear. No entanto, como
x1(8) +x2(8) = ki s+ ka, podemos ver que, em qualquer caso, as geodésicas sdo definidas
para a reta real.

Além disso, utilizando (1-9), a curvatura seccional gerada por (dx;,dy;) desse

espago é

Kjj = k*e® (ej00 + i} ) .



CAPITULO 3

Desigualdade de Minkowski para o

espaco-tempo estatico de Einstein-Maxwell

Este capitulo é baseado em [46]. O objetivo € fornecer uma desigualdade do
tipo-Minkowski para um espaco de Einstein-Maxwell estdtico assintoticamente plano
com curvatura escalar subharmonica. A condicdo de curvatura escalar subharmonica é
satisfeita por algumas classes de variedades de Reissner-Nordstrom como mostramos no
Lema 1.9.

Em geral, dizemos que uma variedade Riemanniana (M", g) € assintoticamente
plana se, fora de um conjunto compacto, a variedade € difeomorfa ao complemento de
uma bola unitdria fechada e sua métrica decai no infinito o suficiente para a métrica g
se aproximar da métrica Euclidiana. Formalmente, definimos uma variedade eletrovicuo

assintoticamente plana da seguinte maneira:

Definicio 3.1 [45, 56, 71, 83] Uma solugdo (M", g, f,\p) para (1-10), (1-11) e (1-12) é
assintoticamente plana com um fim se M", menos um conjunto compacto, é difeomorfa
a R™ menos uma bola fechada centrada na origem, e a métrica g e a fungdo lapso f

satisfazem as seguintes expansoes assintoticas no infinito

(I) Sejam r* = |x|, x € M, 5 uma métrica plana e ;;(x) = o(r*=") com r — o,

9ij(x) = dj;(x) +mj(x).

(II) Para w = o(r*="), r — oo,

(111) Além disso,
omi=o(r'™; w=o(r" e ddw=o(r "N,

Onde1<I,i,j<nemé&R éamassa.
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Observacao 4 Para esse espagco-tempo assintoticamente plano, podemos garantir que

lim [ g(Vf,v)dS=(n—2)m|S"!

r—eJs(r)

; (3-1)

onde v é o campo vetorial normal externo da S(r) esfera padrdo (n— 1)-dimensional de
raio r e |S""!| a drea da esfera padrdo (n— 1)-dimensional de raio 1 [2, 56]. O cdlculo
desenvolvido acima apresentaria um termo dependente da carga q, para fungdo lapso
da solucdo de RN. Aqui, podemos logo perceber que existe uma fragilidade em nossa
condigdo de o espaco ser assintoticamente plano.

Com efeito, pela definicdo anterior considerando que (M", g, f,\p) é um sistema
eletrovdcuo assintoticamente plano temos, para w = o(rz_” ) e r suficientemente grande,
que a funcdo potencial é dada por

m
2 +w.

f=1-
Entdo, podemos considerar apenas os termos dominantes no infinito. Logo,

m(n—2)
ng = rn—_IVgr.

Além disso, podemos escrever g = &+, onde & é a métrica Euclidiana e = o(r*=").

Ou ainda, para r suficientemente grande

Assim,
(n—2)m (n—2)m
g(ng,V) = <Vf,V>5 = T<Vgr,Vgr>5 = rnfl
Portanto,
lim (Vgf,v)dS = lim (Vf,v)sdS
= JS(r) = JS(r)

1
= m(n—2)lim

r—oo pn—1

dS=m(n—2)|S""".
L, @s=min=2)s""

A classica desigualdade de Minkowski, proposta em 1903 por Minkowski [57],
¢ uma estimativa por baixo para a curvatura média total de uma hipersuperficie convexa

fechada em R>. Isto é, se £ é uma hipersuperficie convexa e fechada em R>, entio

/Hduz J16mZ],
)X
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onde H e |Z| denotam, respectivamente, a curvatura média e a drea da hipersuperficie I .

A desigualdade de Minkowski € exemplo de uma classe de desigualdades conhe-
cidas como desigualdades geométricas e estd relacionada com outra desigualdade bastante
importante na Fisica: a desigualdade de Penrose [63, 38]. Essa dltima, no caso Riemanni-

ano, afirma que: se (M?,g) é uma variedade assintoticamente plana que possui curvatura

)
—V1er’

onde |A| é a 4rea do horizonte A e m a massa ADM de (M>,g). Além disso, a igualdade

escalar ndo-negativa, entao

vale se, e somente se, M> é isométrica a solucdo de Schwarzschild. Gibbons [30] observou
que a desigualdade de Minkowski € um caso particular para a desigualdade de Penrose.
Geroch mostrou que se pode usar o fluxo da curvatura média inversa para provar a
desigualdade de Penrose no caso Riemanniano e, portanto, o Teorema da Massa Positiva,
desde que o fluxo permaneca suave [29, 38].

Atualmente, é grande o interesse em provar versdes da desigualdade de Min-
kowski para variedades diferentes de R”. A abordagem utilizando fluxos geométricos,
principalmente o fluxo de curvatura média inversa, tem sido eficaz para determinar essas
desigualdades. Podemos citar [81], onde o autor obteve uma desigualdade de Minkowski
para uma hipersuperficie outward minimizing em um espaco de Schwarzschild. Brendle,
Hung e Wang [8] mostraram uma desigualdade sharp para hipersuperficies na variedade
Anti-deSitter-Schwarzschild. Mais tarde, Wang, em sua tese [80], estendeu este resultado
provando uma desigualdade (sharp) do tipo-Minkowski para hipersuperficies em varieda-
des Reissner-Nordstrom-Anti-deSitter (AdS) de dimensdo n > 3. Vale ressaltar também o
trabalho de McCormick [56]. Nele o autor mostrou uma desigualdade do tipo-Minkowski
valida para variedades estdticas assintoticamente planas em geral. Recentemente, Agosti-
niani, Fogagnolo e Mazzieri [1], baseados na Teoria do Potencial Nao Linear, mostraram
uma versao estendida da desigualdade de Minkowski vélida para subconjuntos limitados
e suaves em R”, para n > 3.

Ao longo do capitulo, considere (O um dominio limitado com fronteira suave em
(M", g) em uma variedade eletrostdtica com curvatura escalar subharmonica. Discutire-

mos dois casos:

 quando Q tem apenas uma componente de fronteira © = d(Q) e neste caso dizemos
que X é null-homologous,

» quando Q tem duas componentes de fronteira £ UJdM = dQ. Neste caso, ~ é
homologous ao horizonte dM. Aqui, IM = {f =0} U E.., onde E. é o fim assintdtico
da variedade.

O objetivo € mostrar para cada um desses casos uma desigualdade do tipo-

Minkowski, usando como abordagem o fluxo de curvatura média inversa e o fluxo pela
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aplicacdo exponencial normal a partir de uma métrica conforme.

3.1 Caso null-homologous

A prova da desigualdade de Minkowski € construida em duas partes. No primeiro
momento, para uma métrica conforme g = g/f?, consideramos uma variagio de I pelo
fluxo dado pela exponencial normal, como definido na Se¢ido 1.5.2, tal que £ = dQ
€ null-homologous com curvatura média positiva. Mais precisamente, considere O :
T x [0,00) — ®(Z;) C Q é a aplicacio exponencial normal com respeito a métrica g

de modo que

onde
O(x,0)=x e @(x,t)=exp, (—tf(y(1)v).

Mais ainda, v € o vetor normal de £ com respeito a métrica g apontando para fora e
Q=0uUdQ.
Definimos, como nas preliminares, sobre o fluxo exponencial normal os conjun-

tos

A={(x,t) € Zx[0,00): u(D(x, 1)) =t}

A, ={(x, ) €Zx[0,%): (x,t+8) € Al

onde u(p) = distz(p, £) € a funcdo distancia de p € Q a £ com respeito & métrica g.
Apesar de usarmos a métrica auxiliar g para definir nossa variagdo X; nossos cédlculos
posteriores estdo na métrica induzida g.

O primeiro resultado mostra que, sob o fluxo da exponencial normal, € possivel
garantir que cada hipersuperficie ; = @ (Z; N (X x {t})), tem curvatura média positiva,
desde que a condicdo inicial £ também tenha.

De agora em diante, por simplicidade, assuma que Xj = ;. Denotamos por H a

curvatura média e h a segunda forma fundamental de X; com respeito a métrica g.
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Lema 3.2 Seja (M", g, f,\b) uma variedade estdtica de Einstein-Maxwell com curvatura
escalar subharmoénica. Considere "' C M" uma hipersuperficie com curvatura média

positiva. Entdo, a hipersuperficie L; tem curvatura média positiva para cada t e satisfaz

9 (fRY _ —FR
at\H ) = (n—1)

Prova. Observe que pela evolugdo do fluxo exponencial

a desigualdade diferencial

of P10
S =dfo®)@) =g (Vf, a_t> = —fg(V£,v). (3-2)

JdR

Logo, diferenciando em t e utilizando as relacdes anteriores, obtemos

d (fR) 1 a(fR) fR dH

Jt\ H H ot - HZ ot
—fR f2 fR OH
= ——g(Vf,v)— —g(VR,v) — — —.
q g(Vf,v) Hg( ,V) 7 ot

Para as hipersuperficie Z; sabemos que [10, Lema 2.9]
A+ V2 (v, v) = Af—H g(VF, V).
Pela definicdo do sistema eletrovacuo, Defini¢do 1.8, segue

2V @ Vi(v,v)  2[V[?

A+ | fRic(v, V) + ; (n— 1)fg(v, V)
2(n—2)|V?
=20 2WPE (v, )
(n—1)f
ou, equivalentemente,
2
A f+ fRic(v, V) + F (9(V, v)? — |V |?) = —H g(Vf, V).
A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que
AXf > —fRic(v, v) —H g(Vf, V). (3-3)

Por outro lado, sabemos que curvatura média H de X; satisfaz a equagdo de
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evolucdo [Lema 1.11]:

JH
—— = AMf4+f(|h > +Ric(v, V).

ot
Dai, de (3-3), temos
s OH 2, o .
A¥f = == —f(|h [+ Rie(v, v)) > ~fRic(v.v) ~Hg(V1. V).
O que implica em
JH 2
2 > _Hg(V,v)+flh
ot
Assim,
d [fR —fR f2 fR 0H
—(—=) = —g(Vf,v)— =g(VR,V)— — —
at(H) H 9(Vi.v) Hg( v) H? ot
fR f2 fR ’
< —ﬁg(Vf,v)—ﬁg(VR,v)jLE[—f|h| +Hg(Vf.v)].
Como (n— 1)|h|? > H? segue
d [fR 2 fR|h|?
— (=) < ——g(VR,v)—
81‘(H> < Hg( V) 2
f2 2R
< ——g(VR,v)— .
—~ Hg( 7V) (n—l)

Por hipétese temos AR >0 e R > 0, entdo, pelo Lema de Hopf 1.7, a derivada normal de
R existe e € posivita, isto é, ‘3—5 = g(VR,v) > 0. Entdo,

o (1RY_ PR
dt\H /)~ (n—1)

Agora, vejamos que X; tem curvatura média positiva para cada instante t. Por um

célculo similar ao feito anteriormente, utilizando novamente Lema 1.11 e (3-2), obtemos

) (H) _10H HOof

1 . H
2i\7) = Far rar = 7 CHIVEVHANE) =5 (<1g(VFv)

f

ou, equivalentemente,

Jd (H 5 H?
—(=)]> >
8t(f)_|h| ~ (n—1)

para todo ponto em ;. Integrando a desigualdade anterior

T 2
T -0 > [t
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onde x € Z e T € [0, ). Como a hipersuperficie inicial £ tem curvatura média positiva e
f > 0 em int(M), concluimos que a hipersuperficie X; tem curvatura média positiva.
0J

O proximo resultado € uma aplicagdo da formula da co-drea para a funcdo
distdncia u na métrica conforme g = g/ f2. Utilizaremos este resultado na demonstracdo

do Lema 3.4.

Lema 3.3 Suponha que Q) seja um dominio limitado com bordo suave em uma variedade

Riemanniana (M",g) tal que dQ = ¥ (null-homologous). Entdo,

/ fRdv:/ (/ szdut) dt.
{u<t} R \J/{u=1}

Prova. Considere g = g/f*> uma métrica conforme a g e a fungio distincia u = d istz(p, L)
de p a £ com respeito a métrica g. Portanto,

|V§U|§ 1
V = = —,
[Vqulg f f

Utilizando a férmula da co-4rea com a funcao distancia u, obtemos

/ fRdv:/ (/ idw) dtz/ (/ szdpJ.t) at.
{u<t) R \J{u=1} [Vgulg R \/{u="}

O

Para um potencial estitico limitado f definimos, em cada £} = X;, o funcional

QD)= (n-1) [. | o,

onde R denota a curvatura escalar da hipersuperficie inicial . Observe que o funcional
Q estd bem definido, uma vez que o lema anterior garante H(-, t) > 0 para todo t. Pelas
equagdes de evolucdo do fluxo, é possivel estimar essa quantidade. Vejamos o lema a

seguir:

Lema 3.4 Suponha que Q seja um dominio limitado com bordo suave em um sistema
eletrovdacuo (M",g,f,\b) com curvatura escalar subharménica tal que dQ = L (null-

homologous) tenha curvatura média positiva. Entdo,

fR
(n—l)/—duzn/ fRAdv.
r H Q



3.1 Caso null-homologous 77

Prova. Pela relacdo de evolugdo do elemento de drea

d
a—t(dut) = —fHdu,,

assim, ao diferenciar o funcional Q(t), obtemos

%6(0 = (n—l)/Zt%(§>dut+(”—1>/zt (%) %Wur)
= (n—l)/&%(§> dut—(n—l)/):tszdut.

Por outro lado, a estimativa dada no Lema 3.2 implica em

ic3(r)<(n—1)/ R —(n—l)/ fPRd ——n/ fPRd
dt N 5 (n—1) Lt e L He

Entdo, integrando de 0 a T, com T € [0, o), a desigualdade acima temos

[ 5awdr=am-ao) < —n [ ( [ szdu,> ot

ou seja,

Q(0) — Q(t) > n/oT (/z szdu,> dt.

Mas pelo Lema 3.3, podemos garantir que

T
/ </ szdut>dt:/ fRdv,
0 ) {u<T}

portanto,
Q(0) — O(t) > n / fRdv.
fust}

Observe que como f > 0,H > 0¢e R > 0, temos 6(7) > (. Entdo,

Q(0) — n/ fRdv >0,
{ur)

ou seja,

Q(0) > n/ fRAdv.
{ust}

Por fim, tomando o limite T — o

fR
(n—l)/—duznlim fRdv:n/ fRdv.
 H Q

T—© {UST}
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O

Passaremos, agora, para a segunda parte desta secdo onde utilizamos a abor-
dagem da solu¢do fraca do IMCF, discutida na Secdo 1.5.1. Suponha que, a partir de

¥ =0, exista a solugdo fraca para o IMCF dada pelos conjuntos de nivel

Zt = {U(X) = t}

definidos por uma funcdo suave v : M — R, com gradiente ndo-nulo, tal que a condi¢do
inicial £ = ¥ tenha curvatura média positiva, isto é, H(x,0) > 0. Além disso, assumimos
que X € outward minimizing e estrelada, portanto X; tem curvatura média positiva para
todo instante, ao longo do IMCF.

Para cada solucao fraca do IMCEF, X;, definimos o funcional

n—-2
Q(t) := | 4| 1 </ fHdu —n(n—1) fRdvt) ,
L

Q4
onde |X;| denota a drea da hipersuperficie £; e Q; = {u(x) < t}. A monotonicidade
e a andlise do limite no infinito desse funcional foram fundamentais para obtermos a
desigualdade do tipo-Minkowski. Este tipo de abordagem é comum para demonstrar
desigualdades geométricas e foi usada anteriormente para fornecer as desigualdades de
Minkowski em variedades Schwarzschild [81], Kottler [53], Schwarzschild-AdS [8] e
espagos-tempo estdticos do vdcuo assintoticamente planos em geral [56].

A seguinte proposicdo é fundamental para a prova da desigualdade de Min-
kowski. E neste resultado que conseguimos mostrar a monotonicidade do funcional Q

definido anteriormente.

Proposicao 3.5 Seja X; uma solucdo fraca para IMCF (1-18) tal que X = X tenha
curvatura média positiva em uma variedade estdtica de Einstein-Maxwell (M, g, f,\)
com curvatura escalar subharmoénica. Entdo, se L (outward minimizing) é a fronteira de

um conjunto QQ C M, isto é, £ = dQ é null-homologous, temos
Q(b) < Q(h),

para0 <t <t <T.

Prova. Vimos pelo Lema 1.11 que, ao longo do IMCF, o elemento de drea de X; e a sua

curvatura média evoluem, respectivamente, pelas equagdes

dduy o
ot

diy
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on

= = —AMH ' —H'(Jh > +Ric(v, v)).

Logo,

0 [ o 0

S fo o =[St (1) @)
[/ Of JH

_ / Hﬂ+f<—AZ‘Hl—H1(|h]2+Ric(v,v))>+fH1dut.
L dt

Pela evolucao do fluxo de curvatura média inversa, equagdo (1-18), temos que

o

5= H ' g(VFf,v).

Entao,

d
a_t/ fHdpt:/ [g(Vf,v)—fAZrH*I—fH*IRic(v,v)—fH*Iyhyz+fH} duy.
Xt o

Como (n—1)|h ]2 > H? e X; é fechado, segue que
J 1 AL . n—2
2 | fHdw < / g(Vf,v)—H (A tf 4 fRic(v, v)) 7%l dyy. (3-4)
at Js, T, n—1

Observe que por (1-11) e (1-12) da defini¢do do sistema eletrovicuo, temos

|V11)|2)

n—1

V2f(v,v) = fRic(v,V) +% <g(V1|),v)2 —

2/(n-2
Af = - V.
(223 vl

Combinando tais relagdes com A f + V2f(v, v) = Af —Hg(Vf, v) segue
Lt ; — __2 2 _ 2y _
A=+ fRic(v,v) = ; (g(V, v)” — [V|7) —H g(Vf, v).

Portanto, de (3-4) e da igualdade acima, obtemos

d n—2 2
— | fHdw < 29(VH, — ZfH+ (g(V,v) = |VU|?) | d
oty M= /z,lg( )+ HA g (V. V)" = [VF) | duy

-2
< 2 g(Vfv)du+ 1= / fHdys,
X n—1Js,
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ja que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vale que g(V, v)? — Vi[> < 0.

Como X; = dQ; é null-homologous, pelo Teorema 1.5 vemos que

/g(Vf,v)dut:/ Afdv;.
Q4

X

Mas pelas relagdes (1-11) e (1-13) da definicdo do sistema eletrovacuo, escrevemos

-2
Af=""2¢R.
n—1
Logo,
n—2
/g(Vf,v)dut:— fRdv;.
L n—1Jo,
Donde conlui-se que,
/fHd <2(” 2) fRdv+n_2/fHd
ot -1 Jo, “Th-1 b He:

Desta forma,

a%(/z[fHdp,—n(n—l)/QtfRdvt>: </ fHdut>—n n—1)Z (/ fRdvt>

n—2 2(n—2) d ( )
< fHdu;+ / fRdvi—n(n—1)— / fRdv; |.

Mas pela Proposi¢ao 1.12, e neste ponto vemos a necessidade da existéncia de uma

solugdo fraca para o fluxo, temos

o ( fRd ) / fRd
— Vi | = —du;.
ot o t r, H Mt

Assim,

i( fHdW —n(n—1) fRdv,)
at \Js,

2(n-2)
fRdv —n(n—1) —d
1) t s, H Ht.

Por hipédtese, temos que X; tem curvatura média positiva, desta forma podemos,
pelo Lema 3.4, concluir que
fR

n| fRdv<(n—1) [ —du;.
Qy o H
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Desta forma,

%(/ fHdut—n(n—l) fRth)
X

0 Q

n—2 2(n—2)

<—2 | fHdw+=>—=[ fRdv,—n|n| fRdy
n—1Js, (n—1) Jo, ol

n—2 2(n-2) ,
/ fHdp:+ -n fRdv;
n—1Js, 1 Q;

n—2 n”(n—1)
= fHd 2———" fRdv;|.
n—1 [/}:t Ht‘|’< n—2 )/Qt Vt}

Note que, para n > 3,

[2— %} < —=n(n—1).

Logo,
0 n—2
= /fHdut—n(n—l) fRdv; | < /fHdu,—n(n—l) fRdv; ).
at \Jz, Q, n—1\s, 0,
Definindo
P(t)= [ fHdw;—n(n—1) | fRdw,
Zt Ql‘

podemos concluir que

P(t) < P(ty)en1 (=), (3-5)

Como a condigdo inicial £ é outward minimizing, vale |L;| = e'|%|, para todo t.

Assim, um simples célculo nos mostra que
— gkt
|Zt2|_e |Zt1“

Combinando este fato com (3-5) temos

3
S}

Pl < P ((22)
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ou ainda,
_n=2 _n=2
2o 7 TP(R) < [Z4] 7 TP(t).

Portanto,
Q(h) < Q(t).

O

Nas mesmas condi¢des da proposicdo anterior, podemos assumir que para uma
variedade assintoticamente plana o seguinte lema é verdadeiro. Sua demonstracdo pode
ser encontrada em [81, Proposi¢do 5.1]. Este fato também foi observado por Mccormick
em [56, pagina 9] onde ele mostrou que tal resultado por ser estendido para uma variedade

estdtica em geral, e ndo s6 para variedades de Schwarzschild como em [81].

Lema 3.6 Seja XL; uma solucdo fraca para IMCF a partir de X uma hipersuperficie em

uma variedade eletrostdtica (M", g,f,\D) assintoticamente plana. Entdo,

t—oo

im (25 (| o) = (0 1)jg" 100,
L

onde |S"~!| denota a drea da esfera unitdria (n— 1)-dimensional.

Com posse desse resultado, estamos prontos para provar que o funcional Q(t) é
limitado por baixo. Ressaltamos que neste resultado a limitacdo na dimensao da variedade
eletrostatica € fundamental. Como observamos na Secao 1.5.1, se X € outward minimizing,
o fluxo iniciando em X existe e vai para o infinito gracas ao "saltos"da solucdo fraca. Logo,

€ possivel tomar o limite quando { — oo.

Lema 3.7 Seja ¥L; uma solugdo fraca para IMCF tal que Xo = X (outward minimizing)
é uma hipersuperficie com curvatura média positiva em M" uma variedade estdtica de
Einstein-Maxwell assintoticamente plana com curvatura escalar subharmonica, onde
3 < n<7. Entdo, temos

lim Q(t) > (n—1)|s"~!|1/(n=1)

t—voo
Prova. Dado as condic¢des assintdticas, podemos inferir que, no infinito, temos |X;| =
IS?|r(t)"!. Aqui, r(t) — oo para t — . Tomando o limite de Q(t) no infinito, vemos

que

lim Q(t) = lim || 51 (/ fHdu,> —n(n—1)lim | S|+ (/ fRdvt) .
t—so0 t—so0 5 t—so0 0
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Como o Lema 3.6 garante que

lim |2 =71 (/ fHdut) = (n—1)|s" 1V,
%

t—roo

entao

lim Q(t) = (n—1)|S" Y= _n(n—1) lim |5, (/Q fRdvt) :
o t

t—oo
Das relagdes (1-11) e (1-13) da defini¢c@o do sistema eletrovacuo, temos

n—2
n—1

Af = fR.

Utilizando o Teorema 1.5 e o fato anterior obtemos:

-2
/ g(VF, v)dw = / Afdvi="—2 [ fRdw,.
Zt Q[ n— 1 Qt
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue
n—2
/ |Vf|dut2/ 9(Vf,v)dut=—— [ fRdw.
Zt Zt n— 1 Q[

Assim, de (3.1) e da desigualdade acima concluimos que

. ~ n n(n—=1)% . a2
lim Q) > (0= 1))V = MO i 25 [ (9o
t

t—roo
Mas a condig¢do assintética de f, dada na Defini¢do 3.1, implica que no infinito
m

Logo,

n— 1
lim () > (n— (18" )1 —nm(n— 17 im(1£) +1 |

t—>o0 .
Como |Z¢| = [S"!|r(£)"!, concluimos que

lim Q(t) > (n— 1)(\Sn—l|)1/(n—1)

t—oo

—nm(n—1)2(|S"' )" lim {r(t)_(”_z)/z r(t)_(”_l)dut]

t—roo
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ou, equivalentemente,

lim Q(t) > (n— 1)(|8" )"/~ — pm(n— 1)2(18" )"/ tim r(1)~"2),

t—yoo t—yoo

Portanto, assumindo que r — oo quando t — oo,

lim Q(t) > (n—1)(|S™ ')/ (1)

t—o0

OJ

O teorema a seguir € o resultado principal desta se¢do. Mostramos uma desi-
gualdade do tipo-Minkowski para uma variedade estdtica de Einstein-Maxwell assinto-
ticamente plana cuja curvatura escalar € subharmonica. Sua demonstracdo segue como
consequéncia direta da monotonicidade e do comportamento limitado do funcional Q(t)
ao longo do IMCF.

Teorema 3.8 Considere (M", g, f,\)), 3 < n <7, uma variedade estdtica de Einstein-
Maxwell assintoticamente plana com curvatura escalar subharmonica. Seja O C M
uma regido limitada pela hipersuperficie X, null-homologous e outward minimizing, com

curvatura média H positiva. Entdo, temos
1 n—
[ ds—n(n—1) [ Rav>(n-1)(s" 7|/,
x Q

Prova. Na Proposi¢do 3.5 mostramos que o funcional Q(t) é monétono decrescente.

Assim, utilizando este fato e a limitacdo dada no Lema 3.7, obtemos

Q(0) > lim Q(t) > (n—1)(|S" ')/~

t—oo

Portanto,

1

|2|—Z—?/fHds—n(n—1)/ fRdv > (n—1)(|s"™! )@ 1.
> Q

3.2 Caso homologous

Nesta secdo vamos considerar que ~ C M é uma hipersuperficie em uma va-

riedade eletrovicuo M tal que X UJdM = dQ, isto é, L é homologous ao horizonte
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dM = {f =0} U E., onde E.. representa o fim assintético. O objetivo é mostrar que tam-
bém obtemos uma desigualdade do tipo-Minkowski para este caso.

A partir da métrica conforme g = g/ f2, de modo andlogo ao que fizemos para o
caso null-homologous, para cada ponto x € X, como discutido na Secdo 1.5.2, considere

a evolugdo de @ dada por

Sl ==V,
t=0

onde
O(x,0)=x e @(x,t)=exp, (—ti(y(t)v).

Mais ainda, v € a unidade normal apontando para fora de £; com respeito a métrica g.
Admita que a hipersuperficie X tenha curvatura média positiva em relag@o a essa escolha
da unidade normal. Considere também os conjuntos definidos a partir da funcio distancia

u=distg(p, £) p € Q a £ com respeito a g. A saber,

A={(x,t) € Xx[0,00): u(D(x,t)) =t}

Ac={(x,t) € Zx[0,0): (x,t+d) € A}.

Vimos que para cada t € [0, ), a hipersuperficie £ = ©(Z; N (X x {t})) é suave
e estd contida no conjunto de nivel {u = t}. O primeiro resultado para o caso homologous
ao horizonte d M, apresentado abaixo, é andlogo ao Lema 3.2. Podemos observar que na
demonstracdo apresentada na se¢do anterior nada mudard. Pois o resultado € valido para
uma hipersuperficie de M com curvatura média positiva em geral.

Para fixar a notacdo, denotaremos por H a curvatura média e h a segunda forma

fundamental de Z; com respeito a métrica g.

Lema 3.9 Seja (M", g, f, ) uma variedade estdtica de Einstein-Maxwell com curvatura
escalar subharménica. Considere "~' C M" uma hipersuperficie curvatura média po-

sitiva. Entdo, a hipersuperficie X} tem curvatura média positiva para cada t e satisfaz a

9 (fRY _ —FR
at\H ) = -1y

Defina, como na se¢do anterior, para cada potencial estatico limitado f, o funci-

desigualdade diferencial
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onal

fRd
H K,

a(t) = (n—l)/Z*

onde R denota a curvatura escalar da hipersuperficie inicial X. O préximo lema mostra,
assim como fizemos na se¢do anterior, que € possivel estimar essa quantidade quando a

hipersuperficie £ (homologous) evolui ao longo do fluxo exponencial normal.

Lema 3.10 Seja Q um dominio limitado com bordo suave em (M", g, f,\b) um sistema
eletrovdcuo com curvatura escalar subharmonica tal que dQ = X UJM. Se L (homolo-

gous a fronteira d M) tem curvatura média positiva, entdo

fR
(n—l)/—den/ fRdv.
r H Q

Prova. Por simplicidade, denote Xi = X;. Sabemos, pelo Lema 1.11, que
—fHdu;. Logo,

%5(2‘) = (n—l)/):ta% (%) dut+(n—1)/zt <§> (%(dut)
_ ("_1)/&8%(%) dut—(n—l)/ztszdut.

d
a—t(dur) =

%CND(t):(n—l)/Zta% (%) d!vlt—(”—l)/ztszdHt-

Utilizando o Lema 3.9, analogamente ao que observamos na demonstracdo do Lema 3.4,

temos que o funcional Q satisfaz a desigualdade diferencial

—Q(t) < — PRdu,.
at ()— nZt 203

Assim, integrando a desigualdade acima de 0 a T, com T € [0, o), temos

Q(t)—Q(0) < —n/oT (/Z f2Rdut> dt.

Por outro lado, pela aplicacao da férmula da co-drea dada no Lema 3.3, temos

T
/ fRdvT:/ (/ szdu,) dt,
{UST} 0 Z[
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logo

Q(0) — Q(7) > n/ fRdv,.
{u<t}

O que implica em

QO)=n[  fRavw,
(ur)

uma vez que temos 6(1) > 0, por defini¢do. Portanto,

(n 1)/fRd >n/ fRdv
r H = {u<t} v

Finalmente, tomando o limite com T — oo,

fR
(n—l)/—den/ fRAdv.
s H Q
O

Porém, vamos considerar no que se segue apenas um funcional restrito a . E
entdo, concluir a desigualdade de Minkwoski relativamente a curvatura média H de X.
Veja o funcional Q(t) definido a seguir. Mais ainda, os proximos resultados seguirdo do
fluxo de curvatura média inversa. Considere que, a partir de X homologous ao horizonte

dM, exista uma solugdo fraca para IMCF dada pelos conjuntos de nivel

L ={u(x)=t},

onde u: M — R € uma fungdo suave com gradiente ndo-nulo e ~ = X tenha curvatura
média positiva. Além disso, assumima que X é outward minimizing e estrelada, portanto
2 ; obtemos curvatura média positiva para todo instante, ao longo do IMCF.

Para cada solucao fraca X; do IMCEF, definimos o funcional

fRth) .

Q(t) := ]Zt|’% <2m(n— 1)|S”1!+/ fHdu;—n(n—1)
Zt QI

onde |X;| denotaa dreade X;e Q; = {u(x) < t}. A definicao desse funcional é baseada em
[81, Teorema 3.2], onde o autor mostrou a monotonicidade de uma quantidade semelhante
quando X; é solucdo suave para o IMCF em um espaco de Schwarzschild.

Na proposi¢do a seguir obtemos a monotonicidade de Q. A demonstragdo € si-
milar com o caso null-homologous. Porém, vamos repetir todos os cdlculos para conveni-

éncia do texto.
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Proposicao 3.11 Seja L; uma solucdo fraca para IMCF tal que ¥ = X tenha curvatura
média positiva em uma variedade estdtica de Einstein-Maxwell (M, g, f,\p) com curva-
tura escalar subharménica. Se X (outward minimizing) é homologous ao horizonte oM,
isto é, 0Q) = XU JIM, onde QO C M é um dominio limitado de M, entéo

Q(b) < Q(h),
para0 <t <t <T.

Prova. Pelo Lema 1.11 temos

d d d

a—t/ztfHdHt = /Z[ _a_t(fH)dHt‘i‘(fH)a_t(dut)}
_ / FEASTRRLA A Pt
- Z[_ at at l‘lf H‘t

_ / Hﬂqtf(—AZ’H_l—H_1(|h|2+Ric(v,v)))+fH]dpt.
bl ot

Pela evolucao do fluxo de curvatura média inversa, equagdo (1-18), temos que

af
— =H 'g(V£,v).
3 g(Vf,v)
Entao,

d
a—t/ fHdpt:/ [g(Vf,v)—fAz'H_l—fH_lRic(v,v)—fH_l|h]2+fH} duy.
L

X

Como (n—1)|h|?> > H? e X, é fechado, segue que
J -1 b . n—2
—/ FHdy, < / g(Vf,v)—H (A tf 4 fRic(v, v)) + 7% | dyy. (36
at Js, 5 n—1
Observe que por (1-11) e (1-12) da definicao do sistema eletrovacuo temos

2
V2f(v,v) = fRic(v,V) +% (g(th,v)2 - %)

2/n=-2
Af = — V.
(=) vw

Combinando tais relagdes com A f + V?f(v, v) = Af —Hg(Vf, v), segue

A*tf+ fRic(v, v) = _72 (9(V, v)? — [V |?) —H g(VF, v). (3-7)
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Portanto, de (3-6) e da igualdade acima (3-7), obtemos

2

d n—2 ) )

n—2
< 2 [ gV v)du+ T [ fHu
Z n—1Js,

ja que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vale que g(V, v)? — Vi[> < 0.

Pelo Teorema 1.5 vemos que

/ g(Vf,v)dut:/ Afdv;.
8Qt Qt

Mas pelas relagdes (1-11) e (1-13) da defini¢do do sistema eletrovacuo, escrevemos

-2
Af=""2R.
n—1
Logo,
n—2
Vi, v)du; = —— fRAv;.
/(mtg( Jdpe=—— o, :

Por outro lado, como X é homologous

n—2

Vi, vdus = ——
/z,g( )dL n—1Jo,

fRdAv; — / g(Vf,v)du.
oM

Agora, teremos cuidado com os sinais dos vetores normais. Vamos considerar o vetor
normal a {f =0} apontando para “dentro” e o vetor normal do fim assintético da variedade

apontando para “fora”. Em resumo, pela identidade (3-1) temos

/g(Vf,v)du = / 9(Vf,v)du— lim 9(Vf,v)dS
IM (=0}

=% Js(1)

:/ g(V1, v)du— m(n—2)[S" 1.
(=0}

Donde conclui-se que,

/Ztg(Vf,V)du ~ mn-2)i5""|- [

n—2
Vf,v)d +—/ fRdv
{f:O}g( )du n—1Jo, t

-2
< m(n—2)s™ |+ 122 / fRdw, (3-8)
n—1Jg,

onde na ultima desigualdade o lema de Hopf foi aplicado. Essa ultima desigualdade é

a principal diferenca que encontraremos entre a prova do caso null-homologous e o caso
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homologous, que estamos discutindo. Desta forma, como no caso null-homologous, temos

d -2
= (/ fHdu;—n(n—1) fRdvt) g/ {Zg(Vf, v)+n—fH} duy
at \ s, 0, 5 n—1

fR

—n(n=1) | S0
n(n—1) H Kt

n—2 (n—2) _1 fR
< fHdu+2 /fRdv+2m n—2)|S""'|—n n—l/—d
n—l/z, ot 20 [ R 2min—2)i8" = nln—1) || Fron
— 2(n—2
gn uﬁ—{(n )—nz] fRdv; +2m(n—2)[S" |

(n—1) Qy
n”(n—1)

= fHdw + |2— ———2| [ fRdv | +2m(n—2)|S""!

= (/ w (2= g [ rRaw) +2mn-2ie

2
< - ( fHdui—n(n—1) [ fRdvi+2m(n— 1)|S”_]|).

n—1 p Q;

Para o célculo acima, sugerimos ao leitor ver os detalhes do caso null-homologous.

Definindo

(/ FH O — —1)/ fRdv,+2m(n—1)|S"-1|),
-1 Q

podemos concluir que

gP(t) < (n_2> P(t).

t n—1

Integrando a desigualdade para 0 < t; < t, obtemos

Como a condigdo inicial ¥ é outward minimizing vale |Z;| = e'|Z|, para todo t.

Assim, um simples célculo nos mostra que
— gkt
|Zt2|_e ‘Ztl"

Combinando este fato com (3-5) temos

i8]

n—

—

Pl < P ((g2)

ou ainda,

_n2 _n22
20| "7 P(R) < |2 |” T P(11).
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Portanto,
Q(h) < Q(t).

O

Antes de anunciarmos a desigualdade de Minkowski, vejamos que para o caso
em que X é homologous ao horizonte dM o funcional Q(t) tem um comportamento
limitado no infinito ao longo do fluxo de curvatura média inversa. A limitacdo da
dimensdo juntamente com o fato de que X é outward minimizing, nos garante que o
fluxo vai para o infinito gragas aos "saltos", portanto é possivel tomarmos o limite quando
l — oo,

Lema 3.12 Seja Q) um dominio limitado de um espaco eletrovdcuo (M",g,f, ), 3 <n<
7, assintoticamente plano com curvatura escalar subharmonica. Suponha que a fronteira
dQ =X UJIM e L é outward minimizing com curvatura média positiva. Seja L; uma
solucdo fraca para o IMCF com condicdo inicial X. Entdo,

lim Q(f) > (n— 1)(js") /",

t—so0
onde |S"~| denota a drea da esfera unitdria (n— 1)-dimensional.

Prova. De maneira andloga ao que fizemos no caso null-homologous, pelas condi¢des
assintéticas dadas, no infinito, considere que |Z;| = |S"~!|r(t)""!, onde r — e quando
t — o0. Tomando o limite de Q(t) no infinito, temos que

lim Q(t) = 2m(n—1)|8""|Tim |Z,[~5 + lim ||~ /fHdut

t—o0

~ n(n—1)lim |5 % 1/ fRdv:. (3-9)

t—voo

Como o Lema 3.6 garante que

lim |5, =71 (/ fHdut> = (n—1)|s" /(=D
t—ro0 T,

e |Z¢ = [S"!r(t)"~!, da expressio (3-9), obtemos

lim Q(t) =2m(n—1) lim [S"~ 1|n Tr(t)” (n-2) +(n— 1)|§n—1|1/(n—1)

t—oo t—yoo

—n(n—1)lim [S" "= r(t)"2 [ fRdw,.

t—oo Q
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Mais ainda, como r — oo quando t — oo, segue

lim Q(t) = (n—1)|S" 1|/ (=1 _ n(n— 1) lim |S”—1|Z’?r(t)—(”—2>/ fRdv;. (3-10)
(o] Qf

t—o0

Pela Proposicao 3.11, equacao (3-8), temos que

—1
fRdv; = n_/ g(Vf,v)dus—m(n— l)‘Sn_l | —|—/ g(Vf,v)du.
o n—2Js, {r=0}

Pela desigualdade de Cauchy, segue que

n—1
fRdv; < —/ \Vf\dut—m(n—l)\S”IH—/ |VFf|du.
Oy n—2 L {f=0}
Usando a condig¢éo de ndo degeneragdo, ou seja, k = |Vf| é constante ndo nula

em {f =0} [41, Proposicdo 18], reescrevemos a desigualdade acima como

1
fRdv; < n—/ Vf|due —m(n—1)[S"!| +«T,
Q[ n_2 Zt

onde I" denota a drea de {f = 0}. Logo, por (3-10), temos

_1)2 —(n—2)
: < (n ygn-11/(n-1) _ =17 g 72 ~(n-2) /
lim Q(1) > (n— 1)}S""| Pl Jim () [ (9

n(n— I)ZKF’SW”— n-2

(n-2)
_D2sm T ~(n-2) _ =T —~(n-2)
+mn(n—1)7|S"7| l}l_{gf(t) —> tlggr(t) .

A condig¢do assintética de f, dada na Defini¢do 3.1, implica que, no infinito,

m
rn—l ’

|V =(n—2) (r — o).

Assim,

. oy en—11/(n=1) _ 21 ~(n-2)
}gg@(t)z(n 1)|S™ nm(n—1)7|S"7"| }1_>r£1°r(t)

n(n— 1)2|<F|Sn_1|7<n72) n2)

+mn(n— 1S YT Lim r(f)~(2) — T Jim (1)~ ("),
t—voo n—2 t—oo

Portanto,

lim Q(t) > (n—1)|s"~11/(n=1)

t—>o0

O

A desigualdade de Minkowski quando a hipersuperficie X é homologous
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(outward minimizing) ao horizonte d M do espago eletrovacuo assintoticamente plano com

curvatura escalar subharmoénica € dada no teorema abaixo.

Teorema 3.13 Considere (M", g, f, ), 3 < n <7, um espaco eletrovdcuo assintotica-
mente plana com curvatura escalar é subharmonica. Seja () C M um dominio limitado
com bordo suave tal que dQ = U JdM. Se L é outward minimizing com curvatura média

H positiva. Entdo, temos
1 n—
/fHdS—n(n—l)/ fRdv > (n—1)[S™ |71 |5|3F —2m(n—1)|s™|.
> Q

Prova. A demonstra¢do segue imediatamente, como no caso null-homologous, da mo-
notonicidade do funcional Q(t), dada pela Proposi¢do 3.11, e de seu comportamento

limitado no infinito mostrado no Lema 3.12. O

Observacao 5 O Teorema 3.13 é uma generalizacdo natural da desigualdade de Min-

kowski para hipersuperficies convexa L em R", que afirma que
1 e
[ Has > (n—njs™! |7 jE|,
)y

Observacao 6 Note que se considerarmos H = 0 no Teorema 3.13 para variedade

eletrovdcuo tridimensional, temos

—6/ fRdv > 2(4m|Z|)7 — 16mm.
Q

m > |Z| + 3/fRdv
—Vier 8nJo '

Entdo, se R = 0 obtemos a desigualdade de Penrose.

Ou ainda,

Inspirados em [22, Teorema 1.1], fornecemos uma desigualdade do tipo Penrose
para o espaco eletrovicuo tridimensional assintoticamente plano com curvatura escalar
subharmonica (ver Teorema 3.15). Em [22], os autores utilizam o fluxo de curvatura
média inversa para obter desigualdades do tipo Penrose para conjuntos de dados iniciais
de Einstein-Maxwell time-symmetric que podem ser adequadamente mergulhados como
uma hipersuperficie no espaco euclidiano.

Antes de demonstrarmos a desigualdade obtida, precisaremos da seguinte pro-

posicao.

Proposicao 3.14 Seja X; uma solugcdo fraca para IMCF tal que Xy = L (outer-

minimizing) tem curvatura média positiva em uma variedade M? estdtica de Einstein-
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Maxwell. Entdo, |

H
fR> 327t2q2 </ —)
Q, rf

Prova. Primeiramente, lembre-se que para uma hipersuperficie ~ em uma variedade

estatica de Einstein-Maxwell com dimensao n temos

IS™ g = /Zg(E, V),

onde q denota a carga elétrica e E = @ o campo elétrico. Além disso, se n = 3, entdo

IS31 = 4m.
Assim, como pela definicao do sistema eletrovacuo temos 2R = 2|V1|)|2, obte-

mos

/ fR=2 flE|*.
{u<t} {u<t}

Pela féormula da co-drea e a desigualdade de Cauchy segue que

T f T f
/ fR=2 flE|> =2 lim (/ —|E|2> >2 lim (/ —g(E, v)z).
{u<t} {u<t} e Jo \J{u=t} H 1= Jo \Jz; H

Portanto, pela desigualdade de Holdér temos

i ! 2 . !
FR > 2 li a E, —2(IS* )2 1i (/ —) .
/{uét} = 0 [(/Zt f) (/Ztg( V)) ] ( %) T 0 o f

Ou ainda,

T H\ !
/ fR > 3271°¢° lim </ —) . (3-11)
{u<ty e Jo \Jz; f

Por outro lado, pela equacdo de evolu¢do do IMCF (1-18) e utilizando que
%(dut) = dy, podemos escrever

J [ H OH __df\ 1 H
LA AL il By “d
Bt/):,f /z,( ot dt) 2 ut+/ztf Ht

1dH 1 H
= /}:[ (Fa—t—ﬁg(Vf,'V))—i—/}:t?

Pelo Lema 1.11, sabemos que a curvatura média H satisfaz

JH

= —~AMHT'—H'(Jh? +Ric(v, v)),
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logo

10H Loy 1,
/ZJW = /Z,[_HAf —Hf(|h| +RIC(V,V)>:|

- / {Hlﬂ (Azf_ |ij|2>_%(|h|2+Ric(V,v))}

De (3-7) e do Teorema de Stokes, obtemos

10H 1 (-2 vEf?
L350 = | e (@2 1vup) - Hgvrv -2

|
—/Z[m(\hyz—l—ZRic(v, V).
Portanto,

P VEFR
k- /J oV, V)2~ [VbP) — =g(VF.v >—2H,3]

H
(|h[®>+2R
/Hfr P+ aRie(v. )+ [ 7.

A equagio de Gauss-Codazzi nos diz que R = R* +2Ric(v, v) + |h |> — H2. Deste modo,

concluimos que

R,

o [ H -2 2 |VEf|? 1
Z | == —— g(V 2_Zg(Vf,v)=2 —
8t/>:,f /z, [Hf3g( b v)" = oV V) =2 } r, HF

Agora, aplicando o Lema de Hopf 1.7 e usando a desigualdade de Newton-

Maclaurin, podemos inferir que

K
/ ) <2 H
ot 5, f thf z,Hf b A

onde K denota a curvatura de Gauss de X;.

Entdo, por integracdo, temos

(15 =(L5)

Como as solugdes tridimensionais fracas para o IMCF sdo suaves, obtemos

1 H\ ! T H\ !
Y e (1)
2(zf T—oo0 J o f

Finalmente, o resultado segue por este fato acima e (3-11). 0
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Com posse dessa proposi¢cdo, podemos demonstrar a desigualdade do tipo Pen-

rose dada pelo teorema a seguir.

Teorema 3.15 Considere que (M3, g, f, ) é um sistema eletrovdcuo assintoticamente
plano com curvatura escalar subharménica. Seja QO C M um regido limitada por £ U dM,

onde X outer-minimizing com curvatura média positiva H. Entdo, temos

m+ /fHdS> 2] +127g? /H o
167 V T6n T\)TF)

Prova. A prova seguird da combinacido do Teorema 3.13 com a Proposi¢do 3.14. Com

efeito, para n = 3 no Teorema 3.13 utilizando |S3_1| = 471, temos
1
/ fHdS—6/ fRdv > 2(4m)@ |Z|2 — 16mtm.
b3 Q

Ou ainda,

1 |Z| 6
— | fHdS >/ — — —— | fRdv.
167[/; —V 16m m+ 167I/Q Y

Agora, pela Proposicao 3.14 concluimos que

1 [IZ] o ( [H)
FHAS > \/ 2L —my12 =)
1671/ T I (/}: f)

Portanto,

[1Z H\ '
m+—/fHdS> uJr127tq2 /— .
167t s f

Observacao 7 Para variedades estdticas de Einstein-Maxwell assintoticamente planas
temos que a funcdo lapso f é limitada, isto é, 0 < f < 1. Logo, pelo teorema anterior,

podemos observar que

Al / /
>
m> o +127tq ~Ton fHAdS.
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Ou ainda,
1z ) /Hl 1 /2H
SO Bl B 1} =) —— [ Plas
™= Nier TN ST lor)s ¥
2] 5 /H ! I/H
SO il B 1} ) - — [ Zas.
= Ve T s 7 167 )5 f
Portanto,

|Z] 1 /H - 22 /H g
> =Ly (2 (/=) 1.
M2\ Tern T 16 \ s 7 192m7q s f

Pela relagdo acima, podemos concluir que m é positiva se

H
l/—SSf%q
s f

Além disso, se tivermos a igualdade, obtemos a cldssica desigualdade de Penrose.
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