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Notacoes

a.. _ 0
.am:a, at——.

oY — X: o conjunto (espago) Y esta imerso denso e continuamente em X.
e3(Y, X): o espaco dos operadores limitados de Y em X.

e3(X): o espaco dos operadores limitados de X em X.

ep(A): o conjunto resolvente do operador A.

eg(A): o conjunto espectral do operador A.

o0 (A): o espectro essencial do operador A.

074(A) =0d(A)o.(A): O espectro discreto do operador A.

0 (&) = (21)7% [, d(x)e ™ dx : Transformada de Fourier.

0 (&) = (2m)7% [, d(x)eitdx : Inversa da Transformada de Fourier.
oS(R™): espago de Schwartz em R™.

¢S*(R™): Dual do espago de Schwartz em R™.

e H*(R") = L?(R"): espaco de Sobolev de ordem s com base em L?(R™).

e [1*(R™) x H*(R™): produto Cartesiano dos espacos de Sobolev de ordem s, s'.

1 s(PN s’ (Ton
Hs(Rn)x Hs' (Rm) = (HH? + ||||§')2 norma de H*(R") x H* (R").

O [l gxer = II-]
SXS§
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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos a teoria de atratores, para equacoes diferéncias par-

ciais nao lineares denominadas equagoes de evolucao:

2t + 225 + Zgga + NM(Hze + Hzzee) + pz = g(x), 2(+,0) = (+)

onde H denota a transformada de Hilbert

Hf(x):lP OOMdy, f € SR,

T J el —T

Estabelecemos a boa colocagao global do problema de Cauchy para as equagoes
acima, em diversos espacos de Sobolev. Mostramos a existéncia de atratores

globais, isto é um conjunto invariante, compacto que atrai conjuntos limitados.



Abstract

In this work we develop the theory of global attractor for differential partial equa-

tion, denominate evolution equation :

up + %(uzf + Upyy + N(Hty + Hitgey) + pu = f(x),u(.,0) = ¢(.) (1)

I
<
—
<
~

\)
~—

2t + 225 + Zgga + N(Hze + Hzpwe) + pz = g(x), 2(+,0)

where ‘H denote the Hilbert transform

Hi@) =1p [T LWy s esm),

T J el —T

We show that above initial value problem are globally well-possed in Sobolev space.
Moreover, we prove existence of global attractor, i.e. invariant set, compact set,

which attracts every bounded set of initial conditions.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao mostraremos que os problemas de Cauchy

U %<u1)2 + Ugae + N(Hte + Htgee) + pu = f(2),u(-,0) = ¢(-) (1.1)
Zy + 22y + Zppx T 77(7'(2’1 + Hzxxx) + Hz = g(l‘), Z('7 O) = w<> (12)

sao localmente e globalmente bem-postos. Temos que H denota a transformada de

Hilbert
i) =P [ J(_—yldy,f cS(R), (13)

7

‘P representa o valor principal da integral e o parametro 1 é um nimero positivo
arbitrario. Algumas propriedades sobre a transformada de Hilbert H que sao us-
adas ao longo do texto sao : H € B(LP(R)), p € (1,00) e (@)(f) = ih(€)f(©),
para algum f € H*(R), onde

-1, se&<0;

h(§) = (1.4)
1, se £ > 0;

O problema de Cauchy para p = 0, foi estabelecido por Borys Alvarez Samaniego
(Tese de doutorado, IMPA)publicado em [13]. O autor prova que os problemas de

valor inicial

Up + Uty + Ugzr + N(Hu, + H) = 0,u(.,0) = o(.)



sao localmente e globalmente bem postos em H*(R), onde s > 1,1 > 0.

Além disso estuda o comportamento limite das solugoes da primeira equagao
quando 7 tende a zero em H*(R) para s > 2. Também prova o Teorema de
continuagao tinica para a primeira equagao em F33(R) = H3(R) N L3(R),n > 0, o
que implica a perda da propriedade de persisténcia.

No capitulo 3 mostraremos a existéncia e unicidade de solugoes para as equacoes
(1.1) e (1.2), primeiramente localmente no tempo e usando estimativas a priori
estendemos globalmente para o tempo ¢ > 0 com dados iniciais nos espagos de

Sobolev H*(R) eH,,,.
No capitulo 4 mostramos a existéncia de conjuntos absorventes limitados, e
como bacia de atracao todo o espacgo de fase. Provamos uma propriedade de com-

pacidade do fluxo associado as equagoes, o qual implica a existéncia de atratores

globais.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Problema de Cauchy para Equacgoes de Evolucao

Um problema da forma

F e C(0,Ty] x Y, X)
Ou = F(t,u), t >0 (2.1)
u(0) =¢ €Y,

onde X e Y sao espagos de Banach, é chamado um problema de Cauchy, ou de valor

inicial, para uma equacao de evolugao, quando estuda-se as seguintes questoes:

a) Existéncia local de solugoes: Existe T € (0,Tp] e u € C([0,T];Y) tal que

(2.1) ¢é satisfeito.

b) Unicidade: Existe T} € (0, Tp] tal que (2.1) possui no maximo uma solugao

em [0,77].

¢) Dependéncia dos dados iniciais: A fungdo ¢ — u é continua em relagao as

normas de Y e C([0,T7];Y).

Se as hipdteses a), b) e ¢) anteriores forem verificadas, o problema (2.1) serd
dito localmente bem colocado. Se alguma das hipoteses anteriores nao for verificada

o problema (2.1) sera dito mal colocado. Finalmente, se F(t,-) estiver definida em
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[0,00) e a), b) e ¢) forem verificadas para todo T' > 0, o problema (2.1) sera dito

globalmente bem colocado.

2.2 Operadores Lineares

Sejam X e Y espagos de Banach. Uma aplicacdo T' com dominio D(T') é
um operador linear de X em Y, se D(T') é um subespago de X e T'(au + [v) =
aT(u) + T (v), Ya,B € Cu,v e D(T).

T é dito limitado se
sup{||Tul|y : [|ul]|x <1} < 0.

Teorema 2.2.1. Seja um operador linear T : D(T) C X — Y, entdo T € limitado,

se e somente se, T é continuo.

Se X e Y tém dimensao finita, entao todo operador linear de X em Y é limitado.
O mesmo nao ¢ valido em dimensao infinita, o operador H, definido na secao 2.4

deste capitulo é um exemplo de operador linear nao limitado.

Um operador linear 7': D(T) C X — Y é densamente definido se D(T) = X.

Lema 2.2.1. Se X é um espac¢o de Banach, entao C([0,T]; X) € um espago de

Banach munido da norma

If1] = max {|f(#)l|x: ¢ €0, TT}.
Lema 2.2.2. Sejam T, M >0, ¢ € X, onde X é um espaco de Banach. Entdo
X(T)={f€C(0, T} X): Sup 1f(t) = ollx < M}

¢ um espago métrico completo. Onde a distancia em X (T) € induzida pela norma

de C([0,T]; X).

Demonstragao A distancia em X (7") é dada por

d(f,g) = sup 1F(#) = 9@l x-
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E facil ver que esta funcao define uma distancia. Seja {f,} € X(T), {f.} de Cauchy
em relacao a d. Entao {f,} é uma sequéncia de Cauchy em C([0,T]; X). Pelo lema
anterior existe f € C([0,T]; X) tal que d(f,, f) — 0. Temos ||f,(t) — ¢||x < M,

para todo t € [0,T], portanto sup || f(t) — ¢||x < M, entao f € X(T).
(0,77

Proposicao 2.2.1. (Teorema do Ponto Fizo de Banach). Sejam M um espago

métrico completo e f : M — M, uma contracao. Entao f possui um unico ponto

fixo em M.

Para a demonstracao, veja [20].

No restante desta secao H serd um espaco de Hilbert.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Representagao de Riesz) Sejan € H, defina A, () =

(€,m), entao A, € H* e a aplicagcdo
H — H*
n — A,
¢ isométrica, antilinear e sobrejetiva.

Seja T' € B(H), entao pelo teorema de representagao de Riesz existe um tnico

operador T* € B(H) tal que (T¢,n) = (£,T*n),&,n € H.

Definicao 2.2.1. O operador T* acima é chamado o adjunto de T'. Se T =T,

T é chamado Auto-Adjunto(ou hermitiano, ou simétrico).
T € B(H) é dito normal se
TTr* =T"T.

Pode-se notar que os operadores Auto-Adjuntos e os operadores unitérios(i.e. op-
eradores lineares sobrejetivos em que ||T¢|| = [|£]|) sdo também normais.
Os operadores lineares T': D(T) CH — H e T} : D(Ty) € Hy — H; sdo ditos

unitariamente equivalentes se, existe um operador unitario V : ' H — H; tal que

V(D(T)) = D(Th)
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T\WVn=VTnne D(T).

O operador V ¢é chamado entrelacante, dizemos que T e T} sao entrelagados por

V.

Definicao 2.2.2. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e 1 <p < oo. L2(X) é o
espaco das fung¢oes mensuraveis i : X — C tais que

1/p

o= [ [ W) < .
onde identificamos as func¢oes que sao equivalentes q.t.p..

Sejam (X, A, 1) um espago de medida e g : X — C uma fungao mensuravel. O

operador maximal de multiplicacao por ¢ M, é definido por
D(M,) ={v € Ly(X) : g- ¥ € L;(X)}

Mg =g -1, ¢ € D(My).

No préximo teorema precisaremos da seguinte definicao, M?(X) é o conjunto das

fungoes mensuraveis g : X — C tais que

[%]|co = sup{[¥(z)| : ¥ € X} < o0.

Teorema 2.2.3. (Teorema Espectral para Operadores Normais). Seja T € B(H),
onde 'H ¢é separdvel. Entao T é normal se, e so se, existem um espago de medida
(X, A, i) (separdvel e o-finito) e uma func¢io g € M°(X) tais que T' é unitariamente

equivalente a Mg, em L2(X).

Definicao 2.2.3. Seja T : D(T) — H um operador linear densamente definido. O

operador T*, chamado o adjunto de T € definido por
D(I")={neH: 3¢ H|(Tn) =(¢),v¢ € D)}

T*n=¢, ne D(T").

Diremos que T é Auto-Adjunto se T* =T.
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Sen € D(T*), T*n é o tnico vetor em H tal que

(T, m) = (£, T™n), V& € D(T).

Isto segue da densidade de D(T).

Um operador T': D(T') — H ¢é dito simétrico se

(T¢,m) = (&, Tn), ¥, n € D(T).

A seguir, a imagem do operador T + i sera denotada por ran(T +i). Se T é
um operador simétrico densamente definido, entao a sua transformada de Cayley

W =W(T) é definida por
DW(T)) = ran(T + 1)

W({(T +1i)n) = (T —i)n.

Seja W : D(W) C 'H — H. Se ||[W¢|| = |l€ll,¥¢ € D(W), W é dito uma

isometria parcial.
Proposicao 2.2.2. T é Auto-Adjunto se,e sé se, W(T') é unitdrio.
Lema 2.2.3. Seja g : X — R uma func¢ao mensurdvel. Entao

i) W(M,) =M., onde z: X — C € dada por

ii) M, é Auto-Adjunto.

Lema 2.2.4. Se W(T) e W(T1) sdo unitariamente equivalentes, entao T em H e

Ty em Hy, sao unitariamente equivalentes.

Teorema 2.2.4. (Teorema Espectral para Operadores Auto-Adjuntos).
T:D(T) CH— H é Auto-Adjunto se, e sé se, T € unitariamente equivalente a

um operador M, onde g € uma funcao mensurdvel real.
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Demonstracao Pelo lema 2.2.3 M, é Auto-Adjunto. Um operador unitariamente
equivalente a um operador Auto-Adjunto é Auto-Adjunto. Logo a condicao é sufi-
ciente. Se T é Auto-Adjunto, entao pela proposigao 2.2.2 W (T') é unitario, dai pelo
teorema espectral para operadores unitarios, W (T') é unitariamente equivalente ao
operador M, em Li(X), onde z : X — C é uma fun¢ao mensuravel. z # 1,q.t. p..
De fato, suponha que existe E, u(E) > 0, tal que E C 2z~ '{1}. Entao Xy € L2 (X),
Xp#0e
(1-M,)Xp=(1-2Xg=0.

Como 1 — W/(T) é injetivo e W(T') é unitariamente equivalente a M, temos que
1 — M, é injetivo, isto contradiz a igualdade acima.

Seja g : X — R tal que

g(w) =i(1+ z(w))(1 — 2(w)) ",

g ¢ definida q.t.p. em X.

Tem-se,
2(w) = (9(w) — ) (g(w) +1)7", q.t.p.

Pela proposicao 2.2.2 M, = W(M,). Entao W(T') é unitariamente equivalente a

W(M,), dai pelo lema 2.2.4 T' ¢ unitariamente equivalente a M.

Definigcao 2.2.4. Seja T um operador Auto-Adjunto em H, entdao T € dito nao-

negativo se
(T, €) =0,
para todo & € D(T).

Proposicao 2.2.3. Seja T um operador Auto-Adjunto em H, entdo T € nao-

negativo se, e sd se, Sp(T) C (—o0,0).
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2.3 Resultados de Teoria da Medida

Teorema 2.3.1. (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (X, A, 1) um espago
de medida. Seja {f,} uma sequéncia de fun¢ées mensurdveis definidas em X tal
que f, — f q.t.p. em X. Suponha que |f,| < g, onde g € integravel. Entao f é

integrdavel e

/fdu: lim /fnd,u.
X n—+oo Jx

Teorema 2.3.2. Suponha que para algum ty € [a,b], a fun¢io x — f(x,tg) €

integravel em X, existe em X X [a,b] e existe g integrdvel tal que

ot

af

S @] < (@)

Entao a funcao
F(t) = [ (.0,
X
¢ derivdvel em [a,b] e

d of

d
%F(t)zﬁ/xf(l}t)d,u: Xa(xat)d/l'

Seja L = L(X, A, u), o conjunto das fungoes reais integraveis com respeito a

medida p. A relagao

f~g sep{re X: f(x)#g(x)} =0,

¢ uma relagao de equivaléncia em L.

Definigao 2.3.1. Se 1 < p < o0, 0 espago LP = LP(X, A, 1) consiste de todas as
classes de equivaléncia de fungoes reais mensurdveis [ tais que |f|P tem integral

finita com respeito a medida p sobre X. A norma em LP serd definida por

1= { [ 1rau}”

Os espagos usados no capitulo trés serao os LP(R, B(R), u), com p = 1 ou 2,

onde B(R) é a o-dlgebra de Borel em R e p é a medida de Lebesgue.
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Teorema 2.3.3. O espaco LP é um espaco de Banach, com a norma acima.

Definigao 2.3.2. O espago L™ = L*(X, A, p) consiste de todas a classes de equi-

valéncia de fungoes reais mensurdveis que sao limitadas q.t. p..
Se feL*eN €A, com u(N) =0, definimos

S(N) = sup{|f(z)| : © € N}

1/l = mE{S(N) : N € A, u(N) = 0}.

Teorema 2.3.4. O espaco L™ € um espaco de Banach, com a norma acima.

1 1
Teorema 2.3.5. (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 1 tais que — + — = 1.
p

4q
Entio se f € LP e g € L9 temos fg € L' e

/X F@(@)ldi < 1119l

No teorema a seguir (X, A, u) e (Y, B,v) sdo espagos de medida e A ® B ¢é a

o-algebra gerada pelos conjuntos da forma A x B, onde A € Ae B € B.

Teorema 2.3.6. (Teorema de Fubini). Sejam u e v medidas o -finitas e f men-

surdvel em relacao a A® B. Entdo

/X </Y (@ yldv)dp < o0
/y </X [, yldy)dv < oc.

Se uma das desigualdades acima ocorrer as integrais repetidas sao iguais.

se, e so se,

2.4 Transformada de Fourier

Definigao 2.4.1. Seja f € L'Y(R"), entdo a transformada de Fourier de f ¢ a
fungao

(FHE) =& =@mn) ™ | flz)e " da,

R
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e a transformada de Fourier inversa de f € definida por
(F (@) = fla) = @m) 2 [ f(&)e<de.
Rn
Onde & -x =& -x1..8,  xn, E= (&1, -, &), © = (21, ..., ) € R™

Se f,g € L*(R"), a convolucao de f e g é a funcao

frg(x)= - flz —y)g(y)dy.

Teorema 2.4.1. Se f, g € L'(R"), entdo

L — ~

(f % 9)(€) = (2m)"2 [(£)a(€).
Sejam o = (aq, ..., ) € N" e x = (21, ..., z,) € R" entdo denotamos

0/0x; =D;, D*=D.. D |lal=ai+...4+a, e 2% =z ...2%.
) () 1 n 1 n 1

n

O espago de Schwartz, denotado por S(R") é o conjunto das fungoes f : R" — C

tais que f € C*(R") e

sup |20° f(x)| < o0, Va, f € N™.
zeR”

S(R™) ¢ denso em L*(R"). Seja Co(R™) o espago das fungoes
f: R — C que sao continuas e tendem a zero com |z| — co. Dizemos que f tem
suporte compacto se o fecho de {x € R : f(x) # 0} for compacto, seja CF(R") o
espago das fungoes C* de suporte compacto, se 1 < p < oo entao C5°(R") é denso
em LP(R™) e é denso em C(R"™) na norma L.

Sejam f € L*(R") e {f,} C S(R") tais que f, — f na norma de L*(R").
Definimos

f= o o

Teorema 2.4.2. A funcao
F:L*R") — L*R")
f— Ff={

¢ um operador unitdrio. F € a transformada de Fourier em L*(R").
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Teorema 2.4.3. (Identidade de Parseval). Se f,g € L*(R"), entdo

()= [ regeiin = [ Fe)aee = (..
a igualdade anterior € equivalente a
[£llze = 1 fllz2. Vf € LAR™).

Considere o operador maximal de multiplicagao por [£|* definido por
D(Mo) = {g € L*(R") | [¢]*g € L*(R")}

(Mog)(€) = €[°9(¢), g € D(M).

O operador Hj ¢ definido por
D(Ho) = {f € L*(R") | [¢]°f € L*(R™)}.

Hof = F {(MyFf), f € D(Hy).

A seguir definiremos funcoes do operador Hy. Seja F' : R — C, uma fungao
mensuravel, o operador maximal de multiplicacdo por F(|¢]?), F(M,) é definido
por

D(F(My)) ={p € L*(R") | F(|-|*)¢ € L*(R")}
(F(Mo)p)(€) = F(IE[") (), ¢ € D(F(Mp)).

Definimos entéio F(Hy) por
D(F(Ho)) = {f € *(R") | F(|- ") f € L*(R™)}
F(Ho)f = F~{(F(Mo)F[), [ € D(F(H,)).
Teorema 2.4.4. Se f € L'(R") e g € LP(R") entio [+ g € LP(R") ¢

1 * glle < [F e llgll o
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Denotaremos por &'(R™) o espago dos operadores T : S(R™) — C tais que T é
linear e continuo. Os elementos de &'(R™) sao chamados distribuicoes temperadas.
Se p € S(R™) Ty seré denotado por

T =(T,¢).

Se f € §’'(R™), entao a transformada de Fourier de f é definida pela férmula

~

(f,0) = (f,9), ¢ € S(R).

Analogamente a transformada inversa é definida por

(f,0)=(f.¢),p € SR").

2.5 Espacos de Sobolev

Na secao a seguir as referéncias sobre espacos de Sobolev podem ser encontradas
em [21].

Defini¢ao 2.5.1. Os conjuntos H*(R")={f € S'(R") | (1+ [¢]?)*/2f e L2(R")},

s € R sao chamados espacos de Sobolev de tipo L* em R™.

Se s € R o espago H*(R™) munido do produto interno

()= [ L+ lePyFOFEE,

¢ um espago de Hilbert. A norma de H*(R™) é

12 = | @+ lePrifrd

Usando a identidade de parseval temos

(f.9)s = (1+1¢1%)* f(©)a(€)de

3

)
(14 €22 F () (1 + [€]2)*25(€)de

n

(1= 32)*2H)ME)((1 — 92)*29)"(€)dg

n

(=) )(@)((1 = 7)) (x)dw
(/2 f) (@) (J>g)(x)d.

n

I
T —r—r
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A norma de H*(R"™) pode, portanto ser escrita como

1flls = [ [(J5f)(x)]2d.

R
Teorema 2.5.1. Ses > n/2, entdo H*(R™) estd continuamente imerso em C(R™)

€
[fllzee < Cn, 8) [ 1],

onde

n

Ctnss) = 2 [ (et ag]
Os proximos lemas serao muito usados no capitulo trés.
Lema 2.5.1. Se A >0 er € [0,00), entdo
Crl+m) < (147 <Gl +17Y),
onde C; = min{1,2*"'} e Cy = max{1,2*"1}.

Sugestao para a demonstragao: Estude o comportamento da funcao

(1+7r)A
L+

p(r) =

Lema 2.5.2. (Lema de Gronwall). Sejam f,k € L'([0,T]), k,C > 0, onde C é

constante. Entao se

ft) <C+ /Ot k(s)f(s)ds, (2.2)

temos que

Demonstracao Se

entao
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logo, integrando de 0 a t, t € [0, 7], obtemos
t t s
R(t) exp [— / k(s)ds} < C/ k(s)exp [— / ]{I(T)dTi| ds
0 0 0

C/Otk(s) exp [/:k(T)dT} ds

= —C+Cexp [/Otk:(s)ds}

C exp [/Ot k(s)ds},

R(t)

IN

IN

entao de (2.2) obtemos
t
f(t) < Cexp [/ k‘(s)ds]
0
Se m € N, seja CJ'(R™) o conjunto das fungoes de classe C™ de suporte com-

pacto em R™.

Lema 2.5.3. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Sejam q, r tais que 1 <

q,r < 00, e a, [ multi-indices satisfazendo 0 < |a| < |B]. Seu € Cém(R”) e

lzmw(l—@)ﬂpe%,

p n r
entao
ID%ul|zs < CID%ulg ull ", (2.3)
para todo 6 no intervalo
o
T ep<i
I&f ’
onde C = C(n,|al,|8],q,r) e |B] = |a] =% ndo é um inteiro nao-negativo. Se

18] — |a| =% € um inteiro ndo-negativo entdo (2.8) é vdlido apenas para 0 = ‘Ii\l

Lema 2.5.4. (Desigualdade de Young). Para quaisquer a,b > 0 e e > 0, se

l<p<ooe

entao

ab < ea®? + Cebp/,

onde C, = ¢ 1/P—1,
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Lema 2.5.5. Se s >1/2 e f, g € H*(R) entio fg € H°*(R) e

1fglls < C()I[fllsllglls-

Veja em [20] uma versao generalizada.

Lema 2.5.6. (Desigualdade de Kato-Ponce). Se s > 1/2 e f, g € H*(R) entao
fge H'(R) e
Ifglls < CUF < llglls + [1fllsllgllze-)-

Veja em [20] uma versao generalizada.
Lema 2.5.7. Sejam 0 > 0,0 < A <2 ea >0, entdo
—62 + af® < C(N)azx.
Sugestao para demonstragao: Calcule o maximo da funcao

F(0) = -0+ ab*, 0 > 0.

2.6 Semigrupos de Operadores Lineares

A teoria desta se¢ao pode ser encontrada em [20].

Definicao 2.6.1. Um operador T de X em Y ¢é dito fechado, se para qualquer

sequéncia {u,} € D(T), com u, — u e Tu, — v, tem-se
ue D(T) ev="Tu.

Definicao 2.6.2. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. O conjunto dos

L existe e € limitado é chamado o Conjunto

nimeros complezos A, tais que (A\—"T)~
Resolvente de T e € denotado por p(T'). O conjunto Sp(T) = C — p(T) € chamado

0 Espectro de T'. A aplicagao R(\, T) = (A —T)~! é chamada o Resolvente de T .

Na préxima definigao I é a identidade em X.
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Definigao 2.6.3. Seja X um espago de Banach.Uma familia T(t),0 <t < oo, de
operadores lineares limitados em X é chamada um semigrupo de operadores lineares

limitados em X se
a) T(0)=1.
b) T(t+s)=T)T(s),t,s > 0.
O operador linear definido por

D(A) = {x € X|3 lim M}

t—0+

Ay — i L)~
t—0+

, x € D(A)
¢ chamado o gerador infinitesimal do semigrupo T'(¢).

Definicao 2.6.4. Um semigrupo de operadores lineares limitados em X, T(t), é

uniformemente continuo se

Jim (IT°(6) = Ilsx) = 0.

Teorema 2.6.1. A € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente
continuo de operadores lineares limitados T'(t) se, e somente se, A é um operador

linear limitado. Além disso

T(t) — etA _ Z (t;’j')n

Definicao 2.6.5. Seja X um espaco de Banach. Um semigrupo T(t), 0 <t < o0
de Operadores Lineares Limitados em X € dito um semigrupo fortemente continuo

Se

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd

chamado um semigrupo de classe Cy ou um semigrupo Cy.

Teorema 2.6.2. Sejam T'(t) um semigrupo Cy e A seu gerador infinitesimal.
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a) Se x € X, entdo

t+h
lim T(s)xds =T(t)x.

h—>0+ t
b) Sex € X, entdo

/tT(s)xds € D(A)

A</OtT(s)xds> =T(t)r —=x

c) Sex € D(A), entao T(t) € D(A) e

dT(t)x

e AT (t)x =T(t)Ax.

d) Se x € D(A), entdo

T(t)z — T(s)x = / t T(7)Azdr = / t AT(r)xdr.

Coroléario 2.6.1. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Co, T(t), entdo

A € fechado e densamente definido.

Demonstracao Sejam z € X e

1

t
Ty = —/ T(s)xds, t > 0.
tJo

Pelas partes a) e b) do teorema anterior temos respectivamente, x; — x, com ¢ | 0
ex; € D(A), logo D(A) é denso em X.
Seja x,, € D(A), tal que z,, — x e Az,, — y. Pela parte d) do teorema anterior

temos
¢
T(t)x, — x, = / T(s)Ax,ds. (2.4)
0

Se s € (0,t) notemos que

[T(s) Az, = T(s)yllx = [T(s)(Azn —y)lx (2.5)
< NT()llseo [ Azn — ylix
< Me**||Azy =yl x
< Me*"|| Az, — yllx — 0,
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com n — oo. Logo T(s)Ax, converge uniformemente para 7'(s)y no intervalo

(0,%).Entao tomando o limite nos dois lados de (2.4) temos

Tt)r—z = /OtT(s)yds. (2.6)

Dividindo os dois membros de (2.6) por ¢ > 0 e fazendo ¢ | 0, obtemos que x € D(A)
e Ax =y, pela parte a) do teorema anterior.

Seja A um operador satisfazendo as condigoes:
a) A é fechado e densamente definido.
b) O conjunto resolvente de A p(A) D (0,00) e para todo A > 0

IR(A, Allsx) <

> =

Usando as condigbes a) e b) anteriores provaremos os proximos lemas.

Lema 2.6.1. Suponha que A satisfaz as hipdteses a) e b) acima, entdo

R\, A) = (XA — A)7Y, satisfaz a igualdade

lim AR\, A)x =z, VrelX.

A—00

Demonstracao

r € D(A) = [[AR\, A)r —x||x = |[AR(\, A)x||x
= [|R(\, A)Azx||x

1
< XHAxHX — 0,com \ — oo.

Como D(A) é denso em X e |[AR(A, A)||zx) < 1, temos AR(A, A)x — x, com
A — 00, Vo € X. De fato, sejam = € X, z,, € D(A), x, — =.
Entao , dado € > 0, 3N € N tal que n > N = ||z, — zf|x < i Fixemos

ng > N, entao

AR, Az —zllx < 2fzn, — zllx + [ARA, A)zny — 2y [l x

< % FIARO, A)zng — Tnollx, YA > 0,2 € X,
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Fazendo A — oo acima obtemos a igualdade

lim AR\, A)x =z, VzeX.

A—o00
Se A > 0, Ay = MR()\, A) = MR(\, A) — X é chamada a aproximagao de
Yosida de A.

Lema 2.6.2. Suponha que A satisfaz as hipdteses a) e b) acima. Entdo se Ay é a

aproximacado de Yosida de A, temos

lim Ayz = Az, sex € D(A)

A—00

Demonstracao

r€ D(A)= lim Ayx = lim AR\, A)z

A—00 A—00

= lim R(\, A)Az

A—00

= Ax

Lema 2.6.3. Seja A satisfazendo as hipdteses a) e b) anteriores. Se Ay € a aproz-
imacao de yosida de A, entao Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo uni-
formemente continuo de contracies et

Além disso tem-se
||€tA>\ . etA#HB(X) < t”A)\ZL' — AM'IHX’ Vo € X, /\,/l > 0.

Demonstragao Pela defini¢ao temos que A, € B(X), logo pelo teorema 2.14 A,

Ax

é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo e'*. Temos

também

||€tAA||B(X) — ||€t()‘2R(/\’A)_)\)||B(X)

H e tM et)\2 R()A) | ’ B(X)

< lem™ s lle™ EO g x,)

_ 2
= Jle ™ I||pox) [|e™ D pex)

2
< e NIRO Allsx) <1
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Logo e é um semigrupo de contracoes. Pelas definicoes temos que et et4n Ay

e Au comutam entre se. Entao

||6tA’\ZL’ o etA“fL’HX

td
/ d_ (etsA,\ et(l_S)AH ZL’)dS
0 S

X

IN

1
/ ||(tA>\6tSA)‘ o €t8A’\t€t(1_S)A“)ZL‘||XdS
0

1
/ymﬁha@ﬂh@%x—AﬂmX®
0
1
< e~ Al [ [ e ds
0

< tl|Axr — Az x

Teorema 2.6.3. (Hille-Yosida). Um operador linear A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contracoes T'(t), t > 0, se, e somente se
a) A € fechado e densamente definido.

b) O conjunto resolvente de A p(A) 2 (0,00) e para todo A > 0

I1RA A)llsx) <

> =

Demonstragao

Do corolério 2.6.1 obtemos a). Seja A > 0. Defina
R(\)x = / e MT(t)xdt. (2.7)
0

t — T(t)x é continua, logo e MT(t)x é integravel no sentido de Riemann em [0, af

para todo a > 0. Temos também
< 1
HMMMXSA e T (O)zllxdt < Sllzllx,

logo (2.7) existe como integral imprépria de Riemann. Além disso, se h > 0

T(h)—1 1 [ 1 [
%R(A)x = ﬁ/ e MT(t + h)zdt — ﬁ/ e MT(t)xdt
0 0
1 [~ 1 [
= —/ e MeMT () xdt — —/ e MT(t)wdt
h Jh h Jo

M1 [ A rh
= / e MT()adt — — | e MT(t)adL. (2.8)
hJo hJo
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Fazendo h | 0 em (2.7) obtemos AR(A)xz = AR(A)x — z, Vo € X, logose z € X,
entdo R(A\)z € D(A), e

A=A)R(\) =1. (2.9)
Se x € D(A), entao
R(NAx = /00 e MT(t) Axdt

= / h Ale™MT(t)x)dt

= lim Ale ™ MT(t)x)dt

a—00 0

— lim A( / a@“T(t)xdt)

a—00

= A</OOO e_)‘tT(t)xdt>

= AR(\)x.

Onde na quarta igualdade usamos o fato de A se fechado. Entao de (2.9) e da

igualdade anterior obtemos

re€DA) =r=AN-A)RNx = ARN)zx—AR\)z
= AR(N)z — R(\)Ax

= RA)(\—A)z.
Logo
I'=R\)(A—A). (2.10)

Portanto de (2.9) e (2.23) obtemos R(A) = (A — A)~! e (0,00) C p(A).
Provaremos a seguir que a condicao é suficiente. Faremos duas provas distintas:
(1* Prova)

Seja x € D(A), entdo usando o lema 2.6.3 temos

ez — ety < t]|Avr — Azlx

< t||Aye — Az||x + t||Ar — A,z||x — 0.
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Logo ez, converge com X — oo, Vx € X. Como D(A) é denso em X e

||etAA||B(X) < 1 temos

lim ez = T(t)z, Vo € X. (2.11)

A—00

A prova desta afirmagao é andloga a demonstragao do lema 2.6.3. O limite (2.11) é
uniforme em intervalos limitados. De (2.11) segue que T'(t) satisfaz as propriedades

de semigrupo, de fato

T(0)x = )\lim My = Ir = 2.

logo T'(0) = I.

T(t+s)z = lim e* ¥

A—00

= lim " (eSAAx)
A—00

= lim e (lim e*r)
A—00 A—00

= T(t)(T(s)a)

= TW)T(s)x.

logo, T'(t 4+ s) = T(t)T'(s),t,s > 0. Temos que || T(t)|[gx) < 1 e a funcdo t —
T(t)x, t > 0 é continua pois é o limite uniforme de fungdes continuas t — e x.
Logo T'(t), é um semigrupo Cy de contragoes em X. Resta provar que A é o seu

gerador infinitesimal. (2.7) e teorema 2.6.2 implicam que

Ttz —2 = lim (e"z —2)
A—00
t
= lim M A\ xds
A—00 0

= /t T(t)Axds. (2.12)

A tltima igualdade segue da convergéncia uniforme de e*4* Ay para T'(t) Az em
intervalos limitados. Sejam B o gerador infinitesimal de T'(t) e z € D(A). Entao
(1.9) implica que x € D(B) e Bz = Az. Logo B O A. Como B é o gerador infinites-

imal de T'(t) segue das condi¢oes necessarias que 1 € p(B). Por outro lado temos
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1 € p(A). Como B D A, temos (1-B)D(A) = (1-A)D(A) = X, logo D(B) = (1—
B)™'X
= D(A), e portanto A = B.

(2* Prova)

Por hipétese o resolvente p(A) D RT e para cada A > 0, o resolvente satisfaz a

desigualdade

A+ 27 < 50> 0 (213)
Para ver isto notemos primeiro que (2.12) implica
(1 +ad) | < ~La>0 (2.14)
Definimos
m@%:G+%A)Kt2Qn:1QW (2.15)

Seque-se por (2.13) que ||V, (t)|| < 1 de forma que V,,(¢) é uniformemente limitada.
Além disso, V,,(t) é holomorfa em t para ¢t > 0 pois (A + A\)~! é holomorfa em

A > 0; em particular

d

Va(t) = i

Vi) = —A(1+ %A)‘”‘l € B(X),t >0 (2.16)

Vo(t) ndo é necessariamente holomorfa em ¢ = 0(pois definimos resolvente para

t > 0), mas é fortemente continua,isto é,
Vo(t) — V,(0) = 1, quando,t | 0 (2.17)
Esta propriedade segue-se por
(1+ad)™ —,1,a]0 (2.18)

Para verificar a existéncia do limite V,,(¢), vamos estimar V,,(t) — V,,,(t)

Volt) = V) =lim [ S Vialt = )Vals)ulds (2.19)
= lim *6[_‘/7:1(75 — $)Va(s)u + Vi (t — s)Vi(s)ulds

€lo J,
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Entao por
O %Vn(t) = A(L+ LA € B(X), 6> 0 (2.20)
obtemos:
V() = Vi (t)u
t—e
= lifgl =V (t = $)Vu(s)u+ Vi (t — )V, (s)ulds
t—e o
Ctim [ A+ S gy 4 Sy
€l0 J¢ m n (2 21)
(t—s) . _ s '
—(1 A)TMA(1T+ —A
1 Sy a4 2 s
t—e o
Ctim [ (14 Y gy s S
€l0 /. m n

_aq4 ;S)A)Aa + %A)—n—la + %A)”“](l + %A)_”‘luds

t—e t _ t _
—lim [ (2 - )1+ — A AL+ S A) T uds
€l0 € n m m n

Estando u € D(A?), e como o resolvente de A comuta com A, entao por (2.20)

segue-se que

=504 =2 (2.22)

Note por
(14+ad) ™t —,1,al0 (2.23)

que o integrando ¢ continuo para 0 < s < t. Seque-se por ||(1+ad) | <1, a >0

que
t

t —
Vo= Vatull < 72l S+

- - 2
(= + )| A%

Assim V() forma uma sequéncia de Cauchy e o lim V,,(¢) existe, uniformemente

em t em cada intervalo finito, desde que v € D(T?).
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Como V,,(t) é uma sequéncia de operadores limitados, isto é, ||V, (t)|| < 1 e

além disso como D(A?) = X, entdo o lim V,,(¢) existe Yu € X ié,

Ut)=s—1mV,(t) =s— lim (1 + EA)_n,t >0, (2.25)

n—oo n

Veremos agora que U(t) satisfaz as propriedades de semigrupo
Desde que V,,(t)u — U(t)u uniformemente em ¢ em cada intervalo finito e V,, (%)
¢ continua em ¢ entao U(t)u ¢ continua em ¢. Em outras palavras, U(t) ¢ fortemente

continua para t > 0. Além disso, temos que
U@ < 1,U0(0) =1, (2.26)

desde que ||V, (t)|]| < 1eV,(0)=1

Agora seque-se por V/(t) = 4V, (t) = —A(1 + LA) que
t
— V()AL + =A4)! (2.27)
n

Mas
A0+ L)y =0+ L)y au — Au (2.28)
n n

para u € D(A) por (1 4+ aA)™! — 1 quando n | oo
Tomando o terceiro membro de (2.26) e aplicando a u temos

~Vo (A1 + %A)u — U(t)Au (2.29)

Da mesma forma, tomando o fator depois de A no quarto membro e aplicando a u
temos:

-1

Va(H)(1 + %A Ju— V(tu (2.30)

pela mesma razao anterior; seque-se do fechamento de A que AU(t)u existe e

AU(t)u = U(t)Au. Em outras palavras A comuta com U(t):

AU(t) D U(t)A (2.31)
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Seque-se por Vi (t) = —A(1+LA)™" 1 € B(X),t > 0epor Vo(t) — V,(0) =1

quando t | 0 que

t

t

Va(t)u —u = —/ (14+ —A)" ' Auds,u € D(T) (2.32)
0 n

Desde que (14+2A4)™" ! = (1+LA)"'V,(t) —, U(t) uniformemente em ¢t em cada

intervalo finito, quando passamos o limite com n — oo dentro da integral (2.31)

obtemos
t
Ult)u —u = —/ U(s)Auds,u € D(A) (2.33)
0
Desde que U(s)Au é continua em ¢, (2.32) mostra que U(t)u é diferencidvel em ¢
se u € D(A), com

SO = ~U(t)Tu = ~TU(t)u,t > 0,u € D(A) (2.34)

Assim u(t) = U(t)up é solucao da equagao diferencial

du

i —Au, com,uy € D(A) (2.35)
Mostremos que a solugao é tnica
Seja u(t) qualquer solugao de ‘fl—q; = —Au, onde u(t) é continua para t > 0, e a

derivada 4* existe para t > 0, u(t) € D(A). Entao,

d d d
@U(t — s)u(s) = (£U(t —s))u(s)+U(t — s)gu(s)
= U'(t — s)u(s) + U(t — s)u'(s) (2.36)

=U(t—s)Au(s) —U(t — s)Au(s) =0,s <0< ¢t

Assim U(t — s)u(t) é continua para 0 < s <t Fazendo s =t e s = 0, obtemos:
u(t) =U(t — s)u(s) = U(t)u(0),0 < s <t (2.37)

Aplicando (2.36) a solugao u(t) = U(t)u(0), obtemos U(t)uy = U(t — s)u(s) =

U(t — s)U(s)ug. Desde que isto é verdade para ug € D(T'), obtemos que U(t)

U(t — s)U(s). Podemos pois, escrever

Ut+s)=U(@)U(s),s,t >0 (2.38)
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Assim U(t) forma um semigrupo a um-parametro. Desde que ||U(t)|| < 1, U(t) é
chamado semigrupo contracao. —A é chamado gerador infinitesimal do semigrupo.

Escrevemos U(t) = e~

2.7 Atratores

Definicao 2.7.1. Um conjunto X C H é um funcional invariante de um semigrupo
S(t) se
St)X =X,vt>0 (2.39)

Quando o operador S(t) ¢ injetor, a relagao (2.39) implica que S(-t) é definida
em X,Vi>0e
S(HX = X,Vt € R (2.40)

Definigao 2.7.2. Um atrator é um conjunto A C H se valem as sequintes pro-
priedades:

(i) A é um conjunto invariante (S(t)A = A,Vt > 0)

(11)A possui uma vizinhang¢a U tal que, para todo ugem U, S(t)ug converge a A

quando t — o0:

dist(S(t)ug, A) — 0, quando,t — oo (2.41)
A distancia em (ii) é a distancia do um ponto a um conjunto
d = inf d
(2, A) = inf d(,y)

d(x,y) denota a distancia de x a y em H. Se A é um atrator, o maior conjunto Uque
satisfaz (ii) é chamado a base do atrator de A. Alternativamente, nés expressamos

dizendo que A atrai os pontos de . Dizemos que A atrai uniformemente o conjunto
B CU se
d(S(t)B,A) — 0, quando,t — oo (2.42)

onde d(By, By) é a semidistancia de dois conjuntos By e B;

d(By, Br) = Sup, g, Inf ez, d(z, ) (2.43)
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A convergéncia em (2.41) é equivalente ao sequinte: para cada € > 0, existe t. tal

que para t > t., S(t)B é incluso em U., a € vizinhanca de A

Definigao 2.7.3. Dizemos que A C H € atrator global para um semigrupo S(t),s

se A é um atrator compacto que atrai todo conjunto limitado de H.

Para estabelecer o conceito de atratores um conceito util é o conceito relacionado

com conjuntos absorventes.

Definicao 2.7.4. Seja B um subconjunto de H e U um conjunto aberto contendo
B. Temos que B € absorvente em U se a orbita de algum conjunto limitado de U

entra em B depois de um certo tempo

VB, C U, By limitado
(2.44)

Jt1(By); S(t)By C B, Vit > t1(By)

A existéncia de atrator global A para um semigrupo S(¢) implica na existéncia
de conjunto absorvente. De fato, para e > 0, seja V. a evizinhanca de A. Entao para
cada conjunto limitado By, d(S(t)By, A) < €/2 para t > t(e) e S(t)By C V. para
tal t’s. Isto mostra que V. é um conjunto absorvente. Reciprocanmente mostramos
que um semigrupo que possui conjunto absorvente e algumas outras propriedades

possui um atrator.

Lema 2.7.1. Assuma que para algum subconjunto A C H, A # 0, e para algum
to > 0, o conjunto |5, S(t)A € relativamente compacto em H. Entdo wA é ndo
vazio , compacto e invariante. Similarmente, se o conjuntos S(t)"1A,t > 0, sdo
nao vazios e para algum ty > O,UtztO S(t)~'A € relativamente compacto, entdo

a(A) € ndo vazio, compacto e invariante.

Demonstragao Desde que A é ndo vazio, os conjuntos (J,-, S(t).A sdo nao vazios
para algum s > 0. Consequentemente os conjuntos |J,-, S(t)A sdo conjuntos
compactos nao vazios que decrescem quando s aumenta; esta intersecao, iqual a

w(A), é entdo um conjunto compacto. Pela caracterizagao de w(.A),é facil de ver



2.7. ATRATORES 31

que S(t)w(A) = w(A),vt > 0. Se ¢ € S(t)w(A), entao p = S(t)p, ¢ € w(A), e
usando a definigdo de semigrupo e as seguéncias ¢y, t,,, por S(t, )y, quando n — oo

temos:
S()S(tn)pn = St + tn)n — S(t)d = 1) (2.45)

que mostra que ¢ € w(A). Reciprocamente, se ¢ € w(.A), consideramos novamente
as seguéncias ¢, t,, dadas por S(t,)p, quando n — oo e observe que t, > t, a
seguéncia S(t, —t)¢, é relativamente compacta em H. Assim existe a subseguéncia

t,, — oocey € H tal que
S(tn;, — t)pn, — ¥, quando,t — oo (2.46)

Seque-se por S(t,)p, quando n — oo que ¥ € w(A), e pela definicdo atratores

temos que operadores ST,
S(tn,)pn, = S(t)S(tn, — t)pn, — S(t) = ¢, quando, n; — oo (2.47)
assim ¢ € S(t)w(A). A prova é totalmente similar para «(.A)

Lema 2.7.2. Seja S(t) um semigrupo que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) S(t+s)=SEt)S(s),¥,s,t>0
2) S(0)=1

(3)S(t) é um operador continuo de H nele mesmo para todo t > 0
(4)S(t) uniformemente compacto para t grande.
Entao para todo conjunto limitado By de H, w(By) € ndo vazio, compacto, e

mvariante.

Demonstragao Se assumirmos (3) entao, |J,s,, S(t)By é relativamente compacto
e o Lema anterior é aplicado diretamente. Quando (4) é assumido, fazemos a
seguinte observacao que serd usada repetidamente: Se ¢, ¢ limitada e ¢, — oo,

entao Sa(t,)dn — 0 e Si(t,)d, é convergente se e somente se S(t,)¢p, converge (em
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cada cada caso os limites sdo iguais). A norma Sy(t,)¢p, é de fato limitada por

r.(t) onde C é uma sequéncia ¢,,n € N. Assim Sy(t,)¢, converge a 0, e

converge se e somente se Si(t,)¢, converge. Usando a caracteriza¢ao de conjunto

w-limite mostramos que o conjunto w-limite de B, para S(t), wBy é igual ao conjunto

wi(Bo) = [ S1(£)Bo (2.48)

s>0t>s

A definigdo de wy(By) se assemelha a de um conjunto w — limite embora S; nao
seja um semigrupo. A propriedade similar é vélida: ¢ € wy(By) se e somente se

existe uma sequéncia ¢, € By e uma sequeéncia t, — 0o, tal que
S1(tn) By — ¢, quando,n — oo (2.49)

Mostremos que w(By) = wi(By). Assuma que ¢ € w(By); entdo existe ¢, € (By) e

uma sequencia t, — oo, tal que
S(tn) — ¢, quando,n — oo (2.50)

Temos que S (t, ) também converge a ¢ quando n — oo e ¢ € w1(By). A inclusdo

w1 (By) C w(By) é obtida de forma similar, e finalmente
w(By) = wi(Bo)

Na prova do lema anterior observamos que wy (By), é nao vazio e compacto desde que
os conjuntos m sao nao vazios, fechados e decrescentes e m
é compacto. Conseguentemente w(B3y) é ndo vazio e compacto e resta mostrar que
w(Bp)é ivariante por S. A inclusdo S(t)w(By), ¥Vt > 0, é obtida exatamente pelo

lema anterior. Seja ¢ € w(By). Considerando as seguéncias ¢, t,, temos:
S@)S(tn)on = St +tn)pn — S(t)p =1

e assim ¥ € w(By). A inclusdo oposta w(By) C S(t)(By) necessita de um argumento

diferente. Seja ¢ € w(By); existe uma seguéncia ¢ € (By) e t,, — oo tal que

S(tn)en — @, quando,n — oo
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Para t, >t a seguéncia S(t, — t)¢, é da forma

S(tn —t)pn = S1(tn — t)ion + Sa(tn — t)ion

A seguéncia Sy (t,—t)p, é relativamente compacta em h e contém uma subseguéncia
convergente

S1(tn — t)n, — ¥, quando, n; — oo
Temos que Sy(t,, — t)p, converge a 0 e assim

S(tn, —t)on, — ¥, quando,n; — 0o
Isto implica que ¥ € w(By) e

¢ = Jim_ S(0)S(tn, — thon, = SO

pertence a S(t)w(By).



Capitulo 3

O Problema de Cauchy

3.1 O Problema de Cauchy na reta

3.1.1 Teoria Linear

Neste capitulo consideraremos o problema de Cauchy associado a parte linear da

equagao (1.1), denotada por
O + Vaaw + N(HVz + HUgea) + pv = 0,0(.,0) = 6(.), (3.1)

onde o € H*, paras € R, p > 0epu > 0. Sejat > 0e & € R. Aplicando a

transformada de Fourier e integrando a expressao resultado entre 0 e ¢t obtemos,
0(E, 1) = expl (i€ + (€] — |) — )] o(&). (3.2)
Parat > 0e & € R, seja
Fyu(t,€) = expl(i&® —n(|€]° — [¢]) — p) 1]. (3.3)
Seja (E,,.(t))i>0 um semigrupo em L?(R) definido por
Eyu)f = F* (Bt ), f € LA(R), (3.9)

Lema 3.1.1. Sejan > 0 e u > 0. Entdo, (E, ()0 € um C° semigrupo em
H*R), s € R. Além disso ,

Ey ()] Berrs sy < €. (3.5)
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Demonstracao Segue-se pela definicao de E, ,(t) que E, ,(0) =1 e E, ,(t+t') =
E.

au(t)Ey (). A continuidade do semigrupo é uma consegueéncia da desigualdade
| Fy (T, 8)] < N 0<r <t % £ eR, (3.6)
e do teorema da Convergéncia Dominada. A relagao (2.5) segue-se por,
e~ 2P —leh) < p2nt (3.7)
para algum £ € R e para t > 0.

Observagao 3.1.1. Seja ¢ € H®. Entao v(-,t) = E, ,(t)¢ € a unica solugdo de
(2.1), na classe

C(0,00; H*) N CY(0, 00; H*3(R)).

O fato de v(+,t) € C(0,00; H®), segue-se diretamente da continuidade do semi-
grupo £, ,(t).
O fato de v; € C(0,00; H573(R)) é obtido como se segue. Seja t,7 > 0,¢ € H°.

Entao,

[ve(t) = ve(T)]s-s = / 00(1 +&0)77ig® —n(lg]* — Ig]) — uf? (3.8)

—00

i 3_ 3_ _ (i 3_ 3_ _ ~
‘et(ﬁ n(€l°=1E)—n) _ o€ =n([€l*~[€]) u)|2‘¢(€)|2d€_
Temos que [ig* —n(|€]° = [£]) = ul* < c(n, p)(1+€%) e

| 6P =€l =leD=n) _ ore®=n((El*=Ieh=n)| < ge=(u=m)(t+3),

para 7 <t + % Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que
[|ve(t) — ve(7)|]s—3 — 0 quando 7 — ¢ e assim v; € C(0, 00; H*3(R)).

Usando as estimativas

|€h(i£3—n(|§|3—\£\)—u) —1
h

| < elp,m)(1+ €)%
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e [i&3—n(|EP =€) —u)|? < e(p,n)(14£%)3 e 0 Teorema da Convergéncia Dominada,

obtemos que o

v(t+h) —o(t)
lim || .

lim + Vpur + N(Hve + Hges) + pvl|s—3 = 0. (3.9)

Lema 3.1.2. Sejat >0, s € R, A >0, p > 0 en > 0 dados. Entio E, ,(t) €
B(H*((R), H*(R). Além disso

_ _ 1 TI_\/_ 38\f
L = ol

Demonstragao

Sejan >0,u>0,t>0,s€ReA>0. Entao

“+00

wa¢>muA—/’<1+8VHMMa@&®F%

—00

::/Hmu+£%ﬁﬂe%“§'”2m@@ﬂ%§
+

o0

< supl(1 + €221 (3.10)
c

SCAEH]E[ —2U(E I —2nt . €22 o= 20t(1€0 - IED =20 || 5] |2
€

<y [62(n—u)t + Sgu]g 52/\6—277t(\£3—|§|)—2ut]||¢| |§
€

A funcao e 2(-IEIHIE7) =2t & yma funcdo par, portanto é suficiente majorar

esta funcao para ¢ > 0. Desde que & — & > %ﬁQ — &, para £ > % , entao

1
P 2n(—IEIHIER) 2t < (20T () 000,

V3, V3
g/(f):(](:*fQ—Tf—Q—m =0
(3.11)
1 8v3A
SN Y L
4 nt
Seja & = 111 [ ’\} 23 > ig Segue-se pela definicao de &, que,
: V3 L 8f>\
—ot(2L — &) —2ut = Yt — A+ = 12
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Assim
sup €2 e=2n(—lel e 2t <

2
—2tn(S=—&)—2ut
< exe™ 4 sup £Pe n(z—8)—2u

< et 4 £O2>\€—2tn(—\§\+lfl3)—2ut

(3.13)
< cne® +e\(3M+ (3 + 8\/_)\) et T VBB -
< C/\€2nt+(1+ 1 ) 2t \/+\/3+8 —2ut
- (nt)*
As desigualdades acima implicam,
nt sz
1Bl < eale?r o281+ e VS a 2 (34)

(nt)
Lema 3.1.3. Sejat > 0, s > —3, 7 > 0 e p > 0 dados. Entao, E,,(t) €
B(LY(R), H*(R)). Além disso,

_ 1
1 Enu(®)¥]]s < cse™ (e”t + (m)gsH) JEIAR (3.15)
Demonstragao Sejat >0,s>—2 n>0, u>0ev € L'(R).

+o0o
1=l = / (1+ &) | Byt )y (©)Pdg
- +o0 (3.16)
< @2m) Il / (1 4 £2)e-2mlsP—leh—2uegg.

[e.9]

+o0
T = 2672 / (1 + £2)5e=2mEP-16D ge)
0

V2 +oo 3
< 2e7 2 / 3%e?M)d€ + / (262)3e~2ME=E) g¢) (3.17)
0 V2
Jr
< eQut(223362nt+28+1/ €2s 7171‘/53 5)7
B vz
§3

onde a segunda desigualdade de (2.17) é conseguéncia da desigualdade &3 — ¢ < >

para & > v/2. Fazendo a mudanca de varidvel y = nt&® no lado direito da mtegral
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acima, obtemos,

25+1 +oo s
I<e (23 4 =y / Y e dy)
0

3(nt) "
—2ut 355 2nt 28+1 25 +1
= e (223 4 ——7 I ) (3.18)
3(nt) s 3
1

< cse_2ut((62"t +

(nt)%))’

onde ¢, = max{2238 25+1F(253—+1)}. Combinando (2.16) e (2.18), concluimos a

demonstragao.

3.1.2 Teoria Local

Neste capitulo usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, para encontrar uma

solugao local para a equagao integral equivalente a equacao (1.1) em H*(R), s > 1.

Teorema 3.1.1. Sejam n > 0, up > 0 e ¢ € H?®, onde s > 1. FEntdo, existe
Ts(s, ||#]]s,m) > 0 e uma unica fungao u := w,,, € C(0,Ty; H*(R)) satisfazendo a

equacao integral

u(.t) = By(t)6(.) - % /0 Byt — 1) (e ), (3.19)

Demonstracao Seja M,T > 0 fixos arbitrariamente onde T sera escolhido con-

venientemente depois. Consideremos o caso s € [1, g) Consideremos

(AR = Byul)o) = 5 [ Epult =027 00t (3.20)

definido no espacgo métrico completo
EJ(T) = (f € CO,T, H*®));sup |f(t) - By(Doll, < M), (321)

i.) Primeiro vamos provar que se f € FE¢(T) entao Af € C(0,7, H*(R)). De fato,
tomando f € E (T),

AP — (AD @I, <HE (06— By (1))l
dl / ol — ) () e (3.22)
/OE (7 — ) (o).



3.1. O PROBLEMA DE CAUCHY NA RETA 39

O primeiro termo do lado direito de (2.22) tende a zero quando 7 — t pois E, ,(t)
¢ um CY semigrupo definido em H*. Para estudar o segundo termo do lado direito

de (2.22) vamos assumir sem perda de generalidade que 7 >t > 0. Entao

Hlmww#wﬁw—llmw—wmﬂmu
SL\W%A%%  Byulr— ) (£ (0], (3.23)
+lWW%AT—ﬂU0%ﬂb

Denote por I1(t,7) e I5(t,7) o primeiro e segundo termo respectivamente do lado

direito da expressao acima. Pelo Lema 2.1.3 segue-se que,

T . T— ! T— ' 1
B(t7) < [ e O £ (|
: (7 — )
T , e—m(r—t")
<o [ )
: —

<o [ (00 4 e IO
(n—p)(7—t " 1
=l [ e [ o]

T / 1
< e+ ol [ (0 —
: (o7 1)

6
M2 2nT 2 n(r—t) 1
:Cs( e H(bHS)/ <er+ 23+1)d7“
0 T

n
onde na segunda desigualdade usamos o fato que ||(f)2(¢)||? < ||f(t)]|3. Na terceira
desigualdade o fato de que e M-t < 1, com t < t' < 7 e finalmente na quarta
desigualdade o fato de que e M—t) = enT—t)en(r=t) < en(7=t) com t < t' < 7.
Segue-se por (2.24) que Iy(t,7) tende a zero quando 7 — t. Por outro lado,

usando o Lema 2.1.3 obtemos,

(Bt =) (fo)* = Eyu(r — ) (f2)°)
< 1Byt = ) (£ ) O], + I1En(m = ) (f2)* ()],

/ 1
) WO

onde este termo é uma fungao integravel para t' € [0, t].
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Seguesse que o lim [[(5,(¢ = ¢) = B,(r = )(£%0)], = 0, para algun ¢ €
[0,¢]. Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada obtemos que PE% Li(t,T) =
0. Isto completa a prova que Af € C(0,7; H*(R)).

ii.) Provaremos agora que é possivel escolher T' = T > 0 suficientemente

pequeno tal que A(E,(T)) C E,(T). Seja u € E,(T). Entdo,

(A(0) = B0
/HE (¢ = )P0,

! ! 1
< complu@If [0 (5 Yar
o (n(t —1))*%

t , 1
< ¢, sup ||u(t)||2/ <€(77—M)(t—t) + —S>dt/
o n(t — 1))

t , T 1
:cssupHu(t)H%/ e("_“)(t_t)dt'—i-/ —Mdt'
0 t [n(r—1)]e
1

t
< ¢gsup HU(t)IIf/ At 4 et
0 [n(r —1)] e

o
<cosup @I [* (¢ + e Jar
0

(3.25)

T 1 6o aers
< (M2 + e ||g|12) (—— + _ZS+5T ).
Escolhemos agora T' = T > 0 suficientemente pequeno tal que o lado direito de
(2.25) seja menor que M.

iii.) Finalmente vamos provar que existe T e (0, T], tal que A seja contracao

em E,(T).
Seja t € [0,T],u,v € Ey(T). Definindo

677T -1 6 —2s4+1 __ —2s+5

T):= T 3.26
o(T) 1= o T (3.26)
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temos,

Au(t) = Av(O)]], < 2 sup [[(w)*(@) = (Ol l1g(T)

0<t<T

< 2 sup (JJuft) = o (@l + o) 1))g(D)

0<t<T

(3.27)

< eo(M + &™) g(T) sup [Ju(t) — v(t)]]s.
0<t<T

Fazendo T € (0,77 tal que cy(M + e"f“‘b”s)g(f) < 1, obtemos #ii.).

Por i.), ii.) e iii.) segue-se que A possui um tunico ponto fixo u € Es(f)
que satisfaz a equacao (3.19) onde T = T(s,n,[|¢|ls) > 0. O fato de u ser a
tinica solugdo da equacao (2.19) na classe u € C(0,Ty; H*(R)), é consequéncia da
proposicao 2.1.2 que sera demonstrada posteriormente. Isto conclui a prova do

teorema para s € [1, 2).

Teorema 3.1.2. Sejam n > 0, p > 0 e ¢ € H*(R), com s > % Entao existe

Ts(s, ||ol|s;,m) > 0 e uma dnica fungao u := u, , € C(0,T,; H*(R) satisfazendo a

equacao integral

1t
us0) = Enul000) = 5 [ Epult =€)t 00
onde E, ,(t) € definida por (2.4).

Demonstragao Similar a demonstragao do teorema 2.1.1. Usamos o lema 2.1.2(com

A=1) e o fato que [|(u*)a]|s—1 < [[(w*) ()]s < [Ju(®)]]Z, s > 3.

Proposicao 3.1.1. O problema (1.1)(resp.(1.2)) é equivalente a equagdo integral
(2.19). Mais precisamente, se u € C([0,T]; H*(R)) € solug¢ao de (1.1)(resp.(1.2))
entdo u satisfaz (2.19). Reciprocamente se u € C([0,T]; H*(R)) € solugdo de (2.19)
entao u € CH([0,T]; H*3(R)) e satisfaz (1.1)(resp.(1.2)).

Demonstragao A primeira parte da prova esta demonstrada no Teorema 2.1.1(resp.
2.1.2). A segunda parte é similar a demonstra¢ao do Teorema 4.19(com A = 1) em

[41]
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Na préxima proposi¢ao (prop. 2.1.2) provaremos a dependéncia continua nos
dados iniciais para os problemas (1.1) e (1.2). Porém antes disso vamos mencionar

o sequinte resultado.

Lema 3.1.4. Suponha 6 > 0,7 > 0,8+~ > 1,a > 0,b > 0, u nao negativa e

t7 u(t) localmente integrdvel em 0 <t < T. Se
t
u(t) <a+ b/ (t — ) s u(s)ds
0

g.c em (0,T), entao

ondev=0+v—-1>0

Ego(s) = cms™, (3.28)
m=0
comcy=1e =+ = F(Fn(;:i:l)ﬁ) para m > 0. Quando s — oo,

Es(5) = O(sY2m=Degp(/vs"/P)).
Demonstracao Lemma 7.1.2 em [34].

Proposicao 3.1.2. Seja ¢, v € H® e seja u,v € C(0,T; H®) solugdes correspon-

dentes da equagdo(2.19). Seja M = supy e (|[u()|]s + [lo(t)]]s)-
1.) Se s € [1,2), entao

[lu(t) —v(®)lls < €™ l¢ — V] Bz, 1(71), (3.29)

onde
2s+1

csMe™ (nT)" s 5 — 25\ 5=
1= 2 z (g )"
n 6

¢ Es-2: ; ¢ dado por (2.29), (onde f§ = 222 ey =1).

2.) Se s > 2, entao

lu(t) = v(t)lls < ™l — VI Ey 1 (1), (3.30)
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onde
1 2
v = (clMF(T, n)r<§)) , (3.31)
€
F(T,n) = (Ng_%)enﬂév 317> +8V/3T (3.32)

A desigualdade (2.30) é verdade se ¢, € H*(R), s > 3 e se u,v € C(0,T; H*(R),
5> % sao as solugoes correspondentes da equagao (2.28).
Demonstracao Seja ¢, v, u,v dados.

Provemos 1.)

Seja s € [1,2) e w(t) = u(t) — v(t). Seja M = supycpr([[v/lls + |[v']]s). Por

(2.19) temos que

1

w(t) = Epu(t)(¢ =) - 5/0 Eput =) (1) (1) = (0)*(, 1))t
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Por (2.5),(2.15) e pela de Cauchy-Schwarz obtemos:

[lw@®)lls < " ]l¢ =l

C t ’ / 1
I N d (en(t—t ) 4 —2+1>
2 Jo (n(t—1))"

1) (1) = (ua)* (-, ) rdt

(n-pt ¢ [ (o) 4 D
Se"”H(b—?/stJr;/o (6"“ +W>

(v2)? () = (ug)? (-, )| padt!
1

_ s [ —p)(t—t'
< Mp—uilo+ 5 [ (0 + sl

(1) = (ua)*(, )| prdt!

t , 3.33
< oo ol [P~ o

t 1 2 N — (u 20, ¢ Ldt
*/0 oy el 1) = ()" )

C t ’ 1
< el _ 77[) s+ _S/ <e77(t—t) + —— )

1) () = (ua)* (-, )| rdt!

<elig =l + 5o [ (14 )

1) () = (ua)* (-, )| rdt!

Cs YpT) e 4+ 1 |Jw(-, )]s
< eﬁTH(b - st + M_eﬂT/ ( )25+1 || 2511 dt'.
2 0 n 6 (t—1t)"%

Aplicando Lema (2.1.4) a (2.33), segue-se (2.29).
Provemos 2.)

Seja s > 2, w(t) e M. Pelo Lema 3.1.2, com A\ = 1, temos

@l < ellg =l + 5 [ [ 4 ().
0 R (3.34)

1) (1) = (ua) (-, )51t

i



3.1. O PROBLEMA DE CAUCHY NA RETA 45

Desde que s —1 > 1 > 1 obtemos por (2.34)

1

(77(t - t/))§ (3_35)
T w21 Lt

lw(®)]]s <

(-t ))(\/_+\/3+
€

t
[en(t—w +(
0

Por outro lado

E [e"(“/) + (71 T )e"“%ilm%\/ 3n2(t*t’)2+8¢5n(t7t/)J

2 (n(t — 1))

< l[en(tt/)_'_( 1 1)6 n(t—t") 8\/377 t—t/)24-8v/3n(t— t)J (336)

2 (n(t — 1))

< (1 i 7) T+ 4/30T)*+8v/3nT

B 2¢/n(t — ')

Combinando (2.35)e (2.36),

llw S |s

WAMgstW—wg+qMFawn/1%L%¥w< (3.37)
0 — 2

Finalmente, aplicando o Lema 2.1.4 a (2.37), segue-se (2.30). Agora consideremos
a equacao (2.27). A desigualdade (2.30) é obtida similarmente para item 2.) para

a equacao (2.19). Usamos as desigualdades

1@ 1) = @) s < 20t = (8]

v

para obter as estimativas (2.35) para ||w(t)

3.1.3 Teoria Global

Lema 3.1.5. Seja u solugio de (1.1) em C([0,T]; H'(R)) para T > 0. FEntao

valem as sequintes estimativas:

[u(®)llo < (llollo + V2T (v/ez + [[f]lo)e® 7 (3.38)

us(®)lo < (10l + Tllgllo)et™ 7. (3.39)

Demonstragao
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Seja z = u,, entdo z = z(z, t) satisfaz a equagao
2+ 225 + Zage + N(Hze + Hzpwe) + pz = f'(2). (3.40)

Multiplicando (2.40) por z e integrando em R, obtemos,

1d
2 dt

=< 2z, =22y — Zgazx — N H2e + Hzgee) — 112 + g >0

||Z||0 =<2z,2t >0

=-—n<2z,Hzy >0 -0 < 2, HZzea >0 —u||z||(2)-|— < z,9 >0

400
== [ (el + PR PdE - ulll B+ < 2.9 >0

o0

<nf e )|3(£)|d§+77/|€|> BRGREPECIT

—M||Z||o+||2||0||9||0
ENEYPNLE 212 ¢ |2
<n /5 (el ~ e @) —n / £2[3(6) e

1+v5
: N (3.41)
— ul[2[15 + [I=llollgllo
+oo
= [ - E@RE [ P
b €aE = ulEAR + Il
o0 DGR GRESEIE
— 1032115 — wll=115 + [12llollgllo
< nllzllg = nl10z2115 — wll=[15 + [I=lloll9llo
< (n = wll=ll5 + ll=llollgllo-
Integrando 2 |[z[|o < (7 — w)||2|lo + ||g]lo entre 0 e t com 0 <t < T,
t
z(®)llo < (77—#)/0 [2(#)[lodt" + T1lgllo + [12]]o-
Usando a desigualdade de Gronwall,
e (®)lo < ([[¢1lo + Tl|gllo)e (3.42)

onde u, = z.
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Para provar (2.38), usaremos (2.39). Multiplicando (1.1) por u e integrando em
R,

1d

2dt||u||0 =< U, Ut >¢

1
=< u, _i(uz)Q — Ugggy — U(Huz + Huzxz) — pu+ f >0
1 (3.43)
=5 <, (ug)? >0 =1 < u, Hug >0 —1 < U, Higer >0

= pl [l 5 + Tullol [ f1]o

1
< Sllullzl12[1§ = nlloZul 5 + nllull§ — wllull + [lullol f]]o.

Usando a desigualdade,
1 1
[ullzee < ]l |ue|IG

obtemos,

1d 5
thHuHO < 2||u||OHZ||02 — |zl I5 + nllull — wllull + [Jullo]] flo

1
< c1(T lgllo, 1o llo)ulI§ + nllulls + [ullg + 11£115 (3.44)
< (T lgllos [1e[lo) + Il IG + nl[ull5 + [ullg + 1£115
= 2+ n)llullg + (c2 + [1£115)-
Integrando
1d 9
Sl < @+ m)llullE+ (e + ILF1R).

entre 0 et,onde 0 <t < T,

[lulls < (4+ 2n) /O lu()lodt’ + 2T (c2 + | £115) + 116115- (3.45)

Por Gronwall,

llullo < (lléllo + V2T (v/ez + [ fllo)e*T (3.46)

Lema 3.1.6. Seja u solugao de (1.1) em C([0,T]; H*(R) para algum T >0 es > 1.
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Entio ¥V t € [0,T] vale a sequinte estimativa:
lu(®)]s < e(s)ll[éllo + V2T (Vez + [[ fllo)e T
23+7 23+7
+ [(I¥1lo + Tlgllo) ™ (=0T
2 2 (p _ 1
+ (1[0 + Tlgllo) 5 =T 4 ([[¢]lo + T||gllo)e "] T
+[lo1]s].
Demonstragao
L d 12]]2, = - < > < >
2 dt Zllg=1 = 2,22y s—1 2, Zrxx s—1
—n <z HZJ: + HZJ:J:J: >s—1
—p<zz>-1+<20>s1
= — <z, 225 >s Hl|2lioy = WllO32]15y — millllios
+ <2z, >-1 .
Assim,
1d 9 112
thHZHs 1 + (:u 77)HZ||8 1 << 2y R2y >s—1 _77||azZHs—1
+ [l2lls-1llglls-1-
Temos,
1
< 2,22y >eo1 =< Z, 5(22)@, > 1
_ i e
- 2 gy 2 s—1,
e
[12%][s-1 < e(s)]2lz< |2 151
1 1
< c(s)]] 215 1z ]lg 2] s-1
1 1
< c(s)ll=llg 2113 |2l ]s-1-
Além do mais,
—nlldz22y e = nllzll3 +nll2ll3,

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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sao normas equivalentes.

Substituindo em (2.49),

1d 1 1
5 7712+ (=l < )1l 1121 112l o-

= nllzlle1 + nllzll + [2lls-1llglls-1-
Por interpolacao,

1
s+1

1
5" H s+1»

21l < e(9)]]=lls
[l2]s < e(s)]]=
2
ol

[l2l]s—1 < e(s)]2llg

_s
s+1

_1
o =l

s—1
s+1
s+1°

Além disso,

sep
—[l2llz1 + ea2lle =155 < ea(9)llzllo *

_2_
SHH

—[l2l54 + c2(s)ll2llg

s+3

Fillglleor < eals)]l2

Substituindo (2.57) e (2.58),
d +14 5+3 2
Il < esls Mello * + eIl + 2112l

Integrando em [0,¢], com 0 < ¢ < T e usando (||z||o),

4s+14 4s+14

1211i-1 < les(s)([¢llo + Tlgllo) > T 4 ea(s) (11l lo
4 4 _
+ Tllgllo) =5 e53 T 1 2(|[¢l]o + Tllgllo)*e® T + |||

Entao,

w(®)]|s < e(s)[l|éllo + V2T (vVes + || f]|o) e

25+7 25+7
+ [([¢flo + Tlgllo) "> -t

+ (1Y)l + T)|g||o) 7 esta =T
1
VAWl + Tllgll)e™ 71T + 16l14],

vVt € [0,T].

(3.53)

(3.54)
(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)
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Observagao 3.1.2. Seja ¢ € H*(R),s > 2. Seja z € C([0,T]; H®) solugao de
(1.2), para T > 0. Entdo pelos lemas 2.1.5 e 2.1.6 existe uma constante ¢ > 0

independente de n > 0 tal que 2.39 e 2.47 sao satisfeitas com u, substituida por z

e @ por).

Teorema 3.1.3. Seja ¢ € H*(R),s > 1. Entao, para cadan > 0, eziste uma unica

u € C([0,00); H*(R)) solugdo para o problema (1.1), tal que dyu € C([0,00); H*3(R)).

Demonstracao Se s € Z%1, o resultado seque pela teoria local e pelo Lema (3.1.5)

e (2.1.6). Pela proposicao 2.1.1, o problema (1.1) é equivalente a equagdo integral
(2.19).

Seja,
T* :={supT > 0;3lu € C([0,T]; H?), satisfazendo (2.19)}.
Mostraremos que T* = co. Suponha que T* < co. Pelo Lema (3.1.5) e (2.16),
lu(@®)|ls < K, vt € [0,T7),

onde K = K(||9||s,n, 11, T*) € uma funcdao continua em T* nao decrescente. O
objetivo € mostrar que existe }THTn u(t) em H*(R). De fato seja t,7 € [0,T%), e

suponha t < 7. Usando a equagdo integral (2.19),

[lu(t) = w(T)lls < [[(Eyu(t) = Enu(r))olls
/H 77# ’ En,u(T—t'))(ux)Q(t’)Hsdt’
+ [t = D@l

(3.62)

Usando cdlculos similares para obter estimativas para (2.22), mas agora usando
[u(t)]|s < K, vVt €[0,T7),

temos que o lado direito de (2.62) tende a zero quando T,t — T*. Portanto usando

o Critério de Cauchy, concluimos que existe l%jrp u(t) em H*(R). Além disso, a
t *
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dltima parte mostra que a integral representacdo (2.19) para u(t), € valida para
todo t € [0,T*]. Usando o Teorema 2.1.1, novamente, obtemos uma contradi¢ao

com T < 0.

Teorema 3.1.4. Sejap € H*(R),s > 1. Entdo, para cadan > 0, existe uma unica

u € C([0,00); H¥(R)) solugdo para o problema (1.2), tal que dyu € C([0,00); H*3(R)).

Demonstracao Andloga a demonstracao do teorema 2.1.3.

3.2 O Problema de Cauchy no caso periodico

3.2.1 Caso Linear

Neste capitulo vamos considerar o problema de Cauchy associado d parte linear da

equagdo (1.1),denotada por
Ve + Haae + N(HUs + Hoges) + po = f(2),0(.,0) = ¢(.), (3.63)
onde 9 € Hy,., para s €R en >0 Parat >0 ek € Z, seja

Fyp = explt(ik® — n(k[* = [k]) — o) (3.64)

e define o semigrupo E(t) :t > 0 de operadores em L*(—m, ), por

E,.(t)f = Z fk exp(ik.) (3.65)
uek
Lema 3.2.1. Sejan > 0,u > 0. Entdo, (E, ,(t))i>0 € um C° semigrupo em H?

per’

s € R. Além disso ,

1 Ey0) | a1z, 5,y < €0

||En,u( )||B Hs,,.,Hs.,) < et('uin) (366)

perr»*iper) —

Demonstracao Seque-se pela defini¢io de E, ,(t) que E, ,,(0) =1 e E, ,(t+1') =

E, () E, (). A continuidade do semigrupo é uma consequéncia da desigualdade

1 1
| For (7)) gen(t+§),0§7§t+§,kez, (3.67)
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e o teorema da Convergéncia Dominada. Relagdo (2.66) seque-se do fato que
o2t (|k|>—k]) < e (3.68)
para algum k € F e parat > 0.

Observacao 3.2.1. 1. Seja ¢ € H,,,, entdo v(.,t) = E, ,(t)¢ € a inica solugdo de

(2.1), na classe C(0, 00; HS,,)NC (0, 00; HEZ3(R)). O fato que v(.,t) € C(0,00; HS,,)

per per per

seque-se diretamente da continuidade do semigrupo E,,(t).

O fato que v; € C(0,00; H5.3(R)) € obtido como se seque. Sejat,7 > 0,¢ € H®

per

entao

[[oe(t) = w(7)I13s = 2 ) (1 + K2 *Jik® — (k> — [k]) — pf? (3.69)

kEZ

|1 (kP -s) _ (2 =n(K= kD) |2, 1
Nds temos que |ik® — n(|k]> — |k]) — p? < e(n, u)(1 + k)3

| LR =kl [k —p) _ gr(ikS (KK =) < 9o (km(E+d)

para T < t+ % Usando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos que ||vy(t) —

ve(7)|]s—3 — 0, quando T — t e assim v; € C(0,00; H: 3(R).

per
Usando as estimativas
IR (k=K —p) _ 1
| h
ik —n(Jk]2—|k]) —p)[* < c(u, n)(1+k2)% e 0 Teorema da Convergéncia Dominada,

3
2

| < c(p,n)(1+K?)

temos que

vt +h) —o(t)
lim|| .

Lema 3.2.2. Sejat >0, s € R, A\ >0, p >0 en > 0 dados. Entio E, ,(t) €
B(H*((R), H*(R). Além disso

| |En(t)¢‘ ‘SJF)\ < cy [e(W*M)t

Fer(e et (Va[34 @mw
(nt)2
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Demonstracao Sejan > 0,u>0,t>0,s € R e A >0. Temos que

1B (0)ol2 5 =27 (1 + k) Fy (L, k) di

keZ

— 927 Z(l + k2)s+)\€—2nt(k3—|k\)—2ut|ggk|2
keZ

< 27 sup[(1+ k?) eI D=0 g 2
keZ

< ey Sup[€—2nt(|k3—lk\)—2ut + k2x\€—2nt(|k3—\§\)—2ut]||¢||2

< C/\[€2(n—u)t + sup €—2nt(|k3—|k\)—2ut] I |§

(3.71)

~ _ _ 3\ , ~ - .
A funcdo kP e 2nIRHIEN =20t & yma funcdo par, portanto é suficiente estudar

o supremo desta funcdo para k > 0. Desde que k3 —k > k?> — k, para k > 1, temos

que kP e 2 FIHRD) =2ut < 23 =2k —k)=2ut —. o(k) para k > 1. Defina a fungio

g:[1,+00) = R onde g(p) = pPe21PF=IpD=26t  Ge p > 0, entio

A
/ :0 2_2_9__
J'(p) =g o

1 4\

Seja py 1= i [1 +4/1+ i—ﬂ Seque-se pela defini¢cdo de gy que
2

2 1 nt 8A

ot (FL — pg) — 2ut = —nt — A+~ [14+ —=

"(\/g po) = 2pt =t = A+ oy [1+ pm

_ _ 3y _ 2_ )
supr’\e 2tn(—|pl+Ipl°)—2put < e+ sup k2 e 2tn(p® —p)—2put

Assim

—2tn(— 3)_
< epe?m 4 poPre 2= IplHIp) —2ut

8A
< exe®™ + (1 + (1 + E),\)e’f(lﬂﬁg)mt

¢ 8A
et (14 4/14+ =) —2ut

< exe® + (1 4+
nt

1
(nt)*

As desigualdades acima implicam

(n—pt —2pt L o %
1B, (00ls < a7 + 1+ os)e® (4142 [l

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)
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Lema 3.2.3. Sejat >0, s > 5t en > 0 dados. Entao, E,,(t) € B(L'(R), H*(R)).

Além disso,

Demonstracao Sejat > 0,s > _71, n>0,u>0eve L (R).

+o0
1,113 = 2m Y (1 + K[ Fyt, mwel’

+o00
< Il20 ST (1 4 K2y 2tk k=2

—00

(3.76)

Seja I = 2w S°F(1 4 k2)se 2 URP =k =200) By,

+o0o
[=21Y (14 k?)e 2tk —IK-2u)
0

V2 +oo
< (DD a3 (k) e k) (3.77)
0 V2
+oo
< 2%3562771? + 9s+1 Z k25€—ﬂtk3
V2

onde na desigualdade (5) usamos o fato que £ — & < % para € > /2. Fazendo a

mudanga de varidvel x = nt&> no lado direito da integral de (4) nds obtemos

3 28+1 oo 2s4+1
I S 2238€2nt + — 2st1 r 3 e °dx
0

3(nt) s
2$+1 +oo 92 1
:2%3se2nt+723+1/ r( st ) (3.78)
3(nt)™s Jo 3
1
< ¢4 <62"t + M)
(nt)"s

Combinando(2.15) e (2.17), e fazendo uma mudanga de variaveis na erpressao
resultado concluimos a demonstracao. Neste capitulo usaremos o Teorema do Ponto
Fizo de Banach, para encontrar uma solugao local para a equagdo integral (2.19).
A proposicao sequinte apresenta uma solugao local para a equagdo (1.1) em Hp.,,

s>1.

Teorema 3.2.1. Sejam n > 0, up > 0 e ¢ € H®, onde s > 1. FEntdo, existe
Ts(s, ||#lls,m) > 0 e uma udnica fungio u := w,,, € C(0,Ts; H?,.) satisfazendo a

per

equacao integral,
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U(t) = Byy090) = 5 [ Byt = w1t (3.79)

onde E, ,(t) € definida por (2.4).
Demonstracao Andloga ao caso na reta.

Teorema 3.2.2. Sejam n > 0, p > 0 e ¢ € Hy,., com s > Entao existe

1
er’ 2"

Ts(s, ||ol|s,m) > 0 e uma unica fungdo u := u, , € C(0,Ts; H}

er) Satisfazendo a

equagao integral,

W) = Byul090) = 5 [ Buult =)0, V), (3.50)

onde E, ,(t) € definida por (2.4).
Demonstracao Andloga ao caso na reta.

Proposicao 3.2.1. O problema (1.1)(resp.(1.2)) € equivalente a equagdo inte-
gral (3.79). Mais precisamente, se u € C([0,T]; H?

ser) € solugcao de (1.1) entdo

u satisfaz (3.79). Reciprocamente se uw € C([0,T]; HZ,,) € solu¢do de (3.79) entdo

per

ue CH[0,T]; H:.?) e satisfaz (1.1).

per

Demonstracao Andloga ao caso na reta.

Lema 3.2.4. Suponha 6 > 0,7 > 0,8+~ > 1,a > 0,b > 0, u nao negativa e

t7 u(t) localmente integrdvel em 0 <t < T. Se
t
u(t) <a+ b/ (t —s)° ' s7 tu(s)ds,
0

q.s em (0,T), entao
u(t) < aBy, ((B1(8))7¢),

ondev=p03+~v—1>0.

Egq(s) =Y cms™, (3.81)
m=0

emt1 _ _D(muty)
Com Co € = = = T(mvt+v+5)

B (s) = O(s2)(

para m > 0. Quando s — o0,

— ) exp(Zsh).

I
R ™
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Demonstracao Lemma 7.1.2 em [34].

Proposicao 3.2.2. Seja ¢, € HS,. e sejau,v € C (O T;H? ) as correspondentes

p per

solugoes da equagdo (2.19). Seja M = supyiory(|[u®)|]s + [[v(#)]]s)-
1.) Se s €[1,2), entdo

lu(t) = v@)lls < e [[d — Y||sEozze, (1), (3.82)
onde
csMe™ (nT %5 5—25 ¢
3= Pt (3.83)
2 n 6

e Es—. | € dado por (5.82)(onde 3 =525 ey =1).

2.) Se s > 2, entao,

lut) = v(t)lls < €™l — Yl E1 1 (1), (3.84)

onde,
1= (@MF(T, )T () (3.55)
ng)_(%g;fl)ﬂ+<WV%ﬁW. (3.86)

A desigualdade (2.84) € verdade se ¢, € HS,., s > 5 e se u,v € C’(O T,HS )

per ’ per

5 > % sao as solugoes correspondentes da equagao (3.8]).

Demonstracao Andloga ao caso na reta.

3.2.2 Teoria Global

Lema 3.2.5. . Seja u solugao de (1.1) em C([0,T); H'.) paraT > 0. Entdo valem

per

as sequintes estimativas:
lu(@®lo < ([1llo + V2T (v/ez + || fllo)e® ™" (3.87)

[lua(®)llo < (1l + Tlgllo)e* ™+ (3.88)
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Demonstracao Multiplicando a equagao zy+ 22y + Zpga +N(Hze + Hzpew) + 102 = ¢

por z e integrando em R obtemos,

1d

§E||Z||(2) =< 2,2 >0

=<z, =22y — Zazzx — N(Hze + Hzpea) — 112 + g >0

=-n<z,Hz>-0< 2, Hewee > —pl|2|[3+ < 2,9 >0

k=1
< 2mn Y (=Ikl + R [Zf + 2mm > (1] = (k) [Z]* — pllzl3

k=-1 k>2
+ < 2,9 >
< —2mn Z Z]? — pll2ll3+ < 2,9 >0 (3.89)
IK>2
< —2m Y R2I2[g + 20 (0 + @1 + @) — il 2115
keZ
+ [12[lollgllo
< =2 Y K (E + 2mn(0 + @] + @1 [?) — pl|2]3
keZ
+ 1 2llollgllo
< —nllz21[5 + (n = w2115 + [1lollgllo
< (n = w25 + ll=lo[1gllo-
Integrando Lz||o < (7 — p)||2|[o + ||g]lo entre 0 et com 0 <t < T,
t
=0 < (= 10) | 1=)lodt' + Tllglo + 11
Aplicando Gronwall,
1260 < ([1llo + T1lglo)e” ", (3.90)

Para provar (2.87), usamos (2.88). Multiplicando (1.1) por u e integrando em R
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obtemos,
5@”“”0 =< U, Ut >0
1
=< u, —5(%)2 — Ugzy — N(Hty + Htgey) — pu+ f >¢
—1
=5 <, (ug)? >0 =1 < u, Hug >0 —1 < U, Htlges >0 (3.91)

— pl [l 5+ Tullol [ f1]o

1
< Sl llwlls = nllOzullg + nllulls — pllulls + [lullol| fTlo

Usando a desigualdade,

1 1
[lullzoe < [Hullo + [l [uall5];

obtemos,
Ld, o 3 3 2
5 lullo = Culllullo + llullg [[uallg Tl wllo
2 2 2
= nl|wallg + nllullg — wllullg + [[ullo][ 1o
1 1
< Cillullol[21[5 + Cillellg a8 112115 — nllws[5 + nllullg
= pllullg + [lulloll 1o (3.92)
1
< Cilfullo + Cllullg +nllulls — pllulls + Iullol fllo
< Cllullo + Co + [Julfg + nllul |5 — wllul 5 + [lullo] f]]o
= 2+ n)l[ull§ + Cllullo + (C2 + [ £15)
= (34 n)llull§ + (C2 + [|f1[5 + CF)-
Integrando,

d
Zllls < G +milellg + (Co + 1 £1l5 + ),

entre 0 et, onde 0 <t < T,

t
[Julls < (6+277)/0 lu()[odt +2T(Co + || fI[o + CF) + [1][6- (3.93)
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Aplicando Gronwall,

lullo < ([[¢llo + V2T (\/Cz + [ fllo + C1)e® T (3.94)

Lema 3.2.6. Seja u solugdo de (1.1) em C([0,T]; H:

per

) para algum T >0 es > 1.

Entao vale a sequinte estimativa:

lu@®)lls < c(s)[l¢llo + V2T (v/ez + || fllo) e

2547 2547
+ (1910 + Tllgllo) 5 e " (3.95)
2 L?’]T 2s—1 2571,',]T
+ (I[¥1lo + Tlgllo) =2 e+3"" + ([[¢|lo + Tlgllo) * e ©
1
+2(|[¢1lo + Tlgllo)e™ Tz + [|¢]|5] ¥t € [0,T].
Demonstragao
L d I2]]2, = — < > < >
2 dt Zllg=1 = Z, %2y s—1 2,y Zexx s—1
—n< ZaHZa: + HZJ:J:J: Zs—1 —H < Z,Z >51 + < Z,9 >s-1
(3.96)
= — < z,22 > A2, = 0llOZ2 2, — w2l
+<z,9>51 .
Assim,
1d 2 2 2112
§E||Z||sfl + (,LL - 77)||Z||sfl §< Ry ZZy Zs—1 _n||azz||sfl
(3.97)
+l2lls-1llgl]s-1-
Temos,
1
< 2,22y o1 =< 2, 5(22)1 >. 1
1 ) (3.98)
= —z < Zg, >s—1,
5 Rry % 1
e
122151 < e(s)l] 2] [z |2]] s
1 1
< c(s)[lI=llo + (1211 122113 ]112]s-1
(3.99)

1 1
< c($)lll2llo + 216 [[2117 11251

1 1
< c()[2llol2l|s—1 + e(s)I=[15 12117 121151,
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e além do mais
—nl|022I2-y = —nll2l[31 + nll 2115
Substituindo as desigualdades em (2.97),

1d

5 7 lPe- + (= Il < els)l1zls[=lol 2]

1 1
+c()llzllsl2lg 1= lF 1 2lls-1 = 221124
+ 20112115 + 2/|2l]s-1llgls-1-

Por interpolacao,

Izl < e(@NF N1,

1211 < e(s)]1211377 1121125,

s—1
s+1
s+1-

2
l2lls—1 < e(s)l|2l6™" (12

Além disso,

55, 5 e
||2||s+1+01( )Izlle™* 12115507 < eald)llzllo

2
s+1 H 5+3

Fillgllon < eals)]]2

——||2H3+1 +ca(s)]]2

s+411 23—1 25—1
||2||s+1+03( s)Izlle™ 2l < esls)llzllo*

Substituindo (2.105) (2.106) e (2.107) obtemos,

d +14
EHZIIL <e)llzlly T +esls)llz

Integrando em [0,t], com 0 <t < T e substituindo ||z||o obtemos,

4s+14 4s+14 77T

2112, < [ea(s)([1¥llo + Tlgllo) = e+
+C5(3)(Hw||o+THg||0)s-%sesf4+_3”T
+eo(s)(|[0]lo + Tlgllo) 7 e 5 T

+2([[9llo + Tllgllo)*e™ )T + llgll ¥t € [0, T].

5 es()lzllo ™ + 212l

(3.100)

(3.101)

(3.102)
(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)
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Logo,
[[u(t)]]s < c(s )[||¢||0+\/_(\/_—|—||f|| Je (2+n)T

23+7 25+7
+ ([l + Tlgllo) 5™
2 2
+ ([llo + Tllgllo) == =" + (2] (3.110)

25—1 2s—1
+Tllgllo) = e @

+2(I[% 1o + T1lgllo)e™ | T
+[olls] vt [0, T].

Teorema 3.2.3. . Sejam ¢ € Hy,,.,s > 1 e up > 0. Enlao, para cada n > 0, existe

uma tinica u, € C([0,00); H;.,.) solugio para o problema (1.1), tal que Oy, €

C([0,00); H2.3)

per

Demonstragao Se s € ZT entao o resultado seque-se pela teoria local e pelos
lemas 2.2.5 e 2.2.6. Pela proposi¢ao (3.2.1), o problema (1.1) é equivalente a

equagao integral (3.80). Seja,
T* :=sup {T > 0;3lu € C([0,T); H},,) satisfazendo (3.80)} .

per

Vamos mostrar que T* = oo. Suponha que T* < oo. Pelos Lemas 2.2.5 e 2.2.6

teremos que,
lu(@)|ls < K, vt € [0,T7),
onde K = K(||¢||s,n, T*) € fun¢do continua em T* nao decrescente. O objetivo

per

¢ mostrar que l%jrp u(t) em HS, (R). De fato seja t,7 € [0,T), e suponha t < T.
t *

Usando a equagdo integral (2.80) teremos que,

[ut) = u(T)]]s < [[(Epu(t) — Eypu(7))0ls
(3.111)
/ || nu EW,M(T _t,))(um)Q(t/)Hsdt,
+/t ||En,u(7__t,)(um)2(t')||sdt’,

Usando cdlculos similares para obter estimativas para,
AN = (AN, < 1 Eyu()d — En, u(1)¢l],
w31 [ Bt =200~ [ By = )
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porém agora usando,

lu(®)]]s < K.Vt € [0,T7),

teremos que o lado direito de (3.111) tende a zero quando T,t — T*. Entao usando
o Critério de Cauchy, concluimos que existe }THTn u(t) em Hy (R). Além disso, a
ultima parte mostra que a integral representacao (3.80) para u(t), € vdlida para todo

t € [0,T*]. Usando o teorema 2.2.1, obteremos uma contradi¢ao com T* < oo.

Teorema 3.2.4. Seja v € HS, (R),s > 1. FEntdo, para cada n > 0, eziste

per
uma unica u € C([0,00); HS, (R)) solugdo para o problema (1.2), tal que Oyu €

per

C([0, 00); H*7*(R)).

Demonstracao Andloga a demonstracao do teorema 2.2.3.



Capitulo 4

Existéncia de Atratores

4.1 Dominio Limitado

4.1.1 Existéncia de conjuntos absorventes

Proposicao 4.1.1. Seja p > 0 n > 0. Existe uma constante ps tal que para todo

R > 0 eziste Ts(R) tal que

1S(8)20][s < ps, V20 € H,, ||20lls < R, VE > To(R), (4.1)

er’

onde S(t)zg = z(t) € solugao da equagio (1.2) que é dada por,

2t + 220 + Zowe + M(Hze + Hzpws) + pz = g.
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Demonstracao

1d,, .,
QEH/ZHS =< Z,% >

=< 2z,—22; — Zzax — N Hze + Hzpwe) — 12 + g >

= — < 2,22 > —N < 2, Hzg + Hegee > —p||2|24+ < 2,9 >4

k=1
1 ~
<5 <z 2t > 2mn Y (—Ik]+ KPS
k=—1
+ 20 ) (k] = [KP)E = ullzl+ < 2,9 >,
k>2
1 ~
< =< 2,20 > —2m Z K211 — pll2] 2+ < 2,9 > (4.2)
2
|k|>2
1 ~~ ~
<5 <z 2’ >0 =2 ) KA+ 2m(0+ AP+

keZ

+ 122 %) = wllzll2 + [zl glls

< 5 < 22 > tlal —nllRel R~ llzl P < 2 >,
= & <z 2 sl = allzl e + el — el
+<z,9>5.
Logo,
L2+ 200 = AR << 20,2° >, —2n[21E + 2021
+ 21zl gl
Como,

| < Zm,ZQ >s | < ||Zz||8||22||s

< csll2]|sall 2]l 2] (4.3)
1 1

< csll2]lsalllzllo + (12116 122161112115

1 1
< csllzllsallzllol 21]s + e(s)[=l|seall=lIG 121171211

Por interpolacao,

2 _s_
[lzlls < esllzllg™ 121135 (4.4)
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s+é 12
o lzll533-

2]l < ellz

1 s+1
251 < esll2llo™ 1211535

Assim,
< 2p, 20 > | < ell2][§ 1212 + esll2]167 12122,
onde,

_s—|—1+1 1 n S _4s+3
P T T 9552 T 512 25+ 4
) +

1 1s+1 9 1 2549
L B Y L Sy, SN B P
s+ 2 s+2 s+4+2’

S +1+s—|—1_25—|—1
s+ 2 s+2 s+2°

b2 =

g2 =

Assim,

||Z||2 +2(n = Izl < cll2l§ 12112 + esll2l18 1121122

= 29|23 + 2lI21s gl + 2] 2] [6-
Como,

_S_
s+2

_2
o =l llglls:

2[|=[lsllglls < esll2

substituindo na equacao acima, obteremos,

2s+9 4543

d 2540
RIS+ 20 = IS < en(s)l =115 1152

st5 2541 2 s _
+ca(s)lI2]155501ll0™ + es(s)l12ll6 ™ Ml2l1 35 glls — 2nll2l15

+ 2n]2[5-

Além disso:

) 45418
call216' 11211542 — 77HZ||5+2<C4(77, sizllo *

2 2 2
2120125 gl s — 77||ZH5+2<C5(77, 912115,

q2 2o
Cs||Z||0 ||Z||s+2 77||2||s+2 < cs(1, )||Z||03

cs|llo

Substituindo as trés desigualdades acima em (3.13),

s+4

d 2 2 +1
E||2|Is+2(u—77)||2|| <ca(n s)llzllo * +es(n 9)ll2llg

teo(n. 9)ll2llo* + 2nll=]13

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Integrando entre O e t,
t
Jalf2 < e B+ e [ 0Py, ()
0

4s5+18 #4 2s+1 5
onde F = ey(n,s)llzlla® + s, )lI2l15 + colm s)lI=lly® + 211211.

Proposicao 4.1.2. . Seja p > 0, n > 0 dados. FEntao existe wma constante

ps = ps(i, m, 1|glls) tal que para todo R > 0 existe Ts(R) tal que
[5(t)20ll0 < ps, V20 € Hpe,p, [|20[|0 < R, VE = TH(R), (4.19)
onde S(t)zo = z(t) € solugao da equagao (1.2).
2 + 22 + Zoaw + N(H2e + H2pge) + 12 = g.

Demonstragao

L =< 2,2 >

——zlls =< 2, 2

24t M0 o

=< 2z, =22 — Zgazx — N(H2ze + Hzgee) — 112 + g >0

== < 2,22 >0 — < 2, Zggax >0 -1 < ZaHZz +szzx >0
2

—pllzllo+ < 2,9 >0
k=1

<2mn > (= [k + [k[*)Z]® + 2mn Y (k] — [k[*)[Z]
k=—1 |k|>2

— pllzll3+ < 2,9 >0 (4.20)

< —2mn Z K |Zk)? — wllzll5+ < 2,9 >0
|k[>2

< =20 > K E? 4+ 2mn(0 + 217 + |21 ]?) — w25
keZ

+ I[2llollglo
< nllzlls — nll9z216 — ull=ll5+ < 2,9 >0
= nll2lg — ullzll5+ < 2.9 >0 .

Desta forma obteremos,

1d

5 772116 + (e =mlI2115 < 1I=llollgllo-
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Logo,
i I (e =m)ll2llo < gl
zllo + z .
/1#1lo Ui (S 0

Teremos entao,

(If=lloe™ )" < [lglloet~™" (4.21)

Integrando de 0 a t:

t
[[2()]loc® " < []2(0)]]o + Hgllo/ cmtdt
0

gl (422
. 0 O rel=—mt _ 11,
< [|z(0)]| +(u—77)[ 1]
Assim:
. . e~ (u=n)t [lgllo — e~ (u=m)t
[12()]lo < [12(0)]]o +(M—77)[1 ] (4.23)

Proposicao 4.1.3. Seja p > 0, n > 0 dados. Entdo existe uma constante p; =

ps(, m, |lglls) tal que para todo R > 0 existe Ts(R) tal que
1S ()uollo < ps, Vuo € Hpe,, [|uollo < R, VE = To(R), (4.24)

onde S(t)ug = u(t) € solugao da equagao (1.1)

1
Up + a(ugg)2 + Upgr + N(Huy + Htlgey) + pu = f. (4.25)
Demonstragao

L2l =<, — 2 () (Mt + Hitgy) — e+ f >
th (4 0 — u, 92 Uy Ugrx n Uy Ugzz Hu 0

-1
= — <, (ug)? >0 — < Uy Ugge >0 —1 < U, Htlg + Higez >0

2 (4.26)
— pl|ull3+ < u, f >0

-1
< — < u, (ug)? >0 =nl|O2ulld + nllull§ — pllullf+ < u, f >0 .

2

Como,

1 1
[lulloe < [Hello + [l 15 [uallg];
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obteremos,

1d 1 1
=—||ull§ < Cilllullo + [[ullg |luzI§]112113 = nllza|l3 + nl|ull3
2.dt

— pl [l [ + [ullol | f1lo
1 1
< Cillulloll2]15 + Cullullg sl I3 12115 — nllzl [ + nllull5

= pl [l [ + [Tullol 1 f1lo

X (4.27)
< Cillullo + Cllullg +nllulls — wllullg + [1ullol| £1lo
< Cllullo + Co + [|ullg +nllulls — wllull5 + [lellol1£1lo
= (2 + n)llull§ + Cllullo + (C2 + [ £115)
= 3+ m)llullg + (C2 + I fI[5 + CT)-
Integrando,
%HUI% — (6.+2n)|Jull; < (2C2 + 2| f[5 +2C1),
entre 0 e t,onde 0 <t < T obtemos,
[Jullg < e®F20|g||§ + O30 / g (t))dt’, (4.28)
0

onde F' = (2Cy + 2|| f]]3 + 2C}).

4.1.2 Compacidade

Proposicao 4.1.4. . Dados n > 0 en > 0, para todo conjunto limitado B de Hs

per’

s > 1, existe Ty(B) tal que Uy~p, S(t)B € relativamente compacto em H?

per”’

Demonstracao Seja § > s> 1. Temos que,

d
12115 + 20 = MII=IE < esll=lsall=llol 12
1 1
+ ()2l lsral 215 =[] 2115
— 212142 + 20l 2115 + 2112115195 (4.29)
2s+1

s+2
s+2

o 2155 4 ea(s)llz
2 s
(B

llglls = 2nllwlleys + 2nlw][5.

545
o=z

< ci(s)llz]

+ c3(s)]|z
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Usando as estimativas apriori, interpolacao e a equacgao acima, existe uma con-
stante nao negativa C(s, 8,1, u,||glls) tal que para todo R > 0 existe T4(R) tal
que

d -
TS + 20 = mlI=1 < C(s,5,m, lglls), (4.30)

para todo t > Ts(R) e ||zolls < R

Multiplicando a equacdo acima por et ¢ integrando obteremos,

C

@2 < ||2(Ty)| e 2eme-To) o~
2(p—n)

s —

[1 — e 2mmt=To)) (4.31)

para todo t > T

Isto mostra que para todo conjunto limitado B em H;’er, existe Ts(R) tal que

Ui, S(t)B € um conjunto limitado em Hzfer’ devido o fato que a inclusdo H;fer C

ngr ¢ compacta. Isto completa a demonstracao.

Teremos como consequéncia o sequinte teorema:

Teorema 4.1.1. Sejapu > 0,n>0, f € Hy,. es > 1. Entdo o semigrupo associado

er

com o problema de Cauchy da equagdo(1.2) possui um atrator global A = w(B) em

H,,,. isto €, A conjunto compacto em H,,, que possui as sequintes propriedades:

(i) A € um conjunto invariante, isto €, S(t)A = A,Vt > 0;

(ii) Para cada conjunto B € HS,., d(S(t)B,A) — 0 quando t — oo, onde

per>’

d(5(t)B, A) = supinf ||g — Al[s.

4.2 Dominio nao limitado

4.2.1 Existéncia do conjunto absorvente

Proposicao 4.2.1. . Seja p > 0, n > 0. FEntao existe uma constante ps =

ps(te, m, 1|12]]o0) tal que para todo R > 0 existe Ts(R) tal que

1S(#)20llo < pss Vo € H?, [|20]]s < RVt > To(R), (4.32)
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onde S(t)zg = z(t) € solugao da equagio (1.2) dada por,
2+ 225 + Zoga + N(H2e + H2gee) + 2 = g.

Demonstracgao

1d, .,
EEHZHS =< Z,%2 >4

=< 2,—22 — Zage — N(Hze + H2paw) — 12 + g >
= — < 2,22 > N < 2, Hzg + Hzgee >s —u||2||2+ < 2,9 >,

< 5 <o, 2 > Hllell = nlloRalll — pllzll+ < 2,9 >,

N~ DN —

Assim,

d
EIIZH? +2(p = n)||2]]? €< 24, 2% > —20||2|1240 + 20|23

+ 2|21 /lg]],-
Como,
| < 20,2 >, | < Nzl I122
< eyl 21,
< eyllellorll2lE 212 1211,
< eyllellsrll2l1E 112113 121,
e por interpolacao,

_Ss
s+2

e
o =l

[l2]s < csll2
1
s+2

s+1
21l < esllzl[=2 ] 211555,

1 s+l
[2ls41 < esll2l572 M]2]1533,

teremos,

| < 20,2 > |5 < el 21811211250,

onde,

_s—|—1+1 1 n S _4s+3
P o 9552 " s+2 2514

< 2,22 > 40| [2]17 = 0ll2|)2 + nll2l[5 — w224 < 2,9 >

(4.33)

(4.34)

(4.35)
(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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e
1 1s+1 2 1 254+ 9
— -4z = ) 4.40
a 2+25—|—2)+s—|—2+s—|—2 2544 ( )
Assim,
||2||2 +2(u = n)lI2ll5 < 2181211542 — nll=l
+2[2lsllglls = nll2[22 + 2n1]2][5-
Como,
2 s
2|[2]lsllglls < esllzllo** 1|2 ssnggH& (4.41)
substituindo na equacao acima, obteremos,
d 2 2 25+4 421214
EI|ZHS+2(M—77)HZII < ai(s)llzllo ll211255" — nll2lliss
(4.42)
INOIE 121124311911, — nll=112,5 + 2nl =] 3
Além disso,
45418
csl2l8ll21 e — nll2l5sn < cs(n, s)llzllo (4.43)
e
1218l121124 = nll21 2, < caln, )I121157 (4.44)
Usando (4.43)e(4.44),
d 2 2 +1 s+4
SlEIS 20 =mll=l[y < es(nyo)llzllo ™+ ealn s)l[2lg (4.45)
+2]|2[15-
Integrando entre O e t,
t
el < e Bl et [ 0Py, (o)
0

s+4

onde F = c3(n, )||Z||0 +C4(77> )|zl

4.2.2 Compacidade

Dada a nio compacidade da imersio H*(R) — H*(R), para § > s, obteremos a

existéncia de atratores na topologia fraca de H*(R).
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Seja w — limite de By = {v € H*(R): ||v||s < ps}, entdo temos o sequinte teo-

rema.

Teorema 4.2.1. Seja p > 0, 7 >0, f € H®(R) e s > 1. Entdo o semigrupo
S(t) associado ao problema de Cauchy (1.2), possue atrator global A = w(Bs) na

topologia fraca de H*(R) tal que:
(i) A € limitado e fracamente fechado em H*(R),
(1) S(t)A = A,

(iii) Para todo conjunto limitado C' em H*(R), o conjunto S(t)C' converge a A na

topologia fraca de H*(R) quando t — +oo.
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