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RESUMO

Na literatura, as formulagdes analiticas e semianaliticas utilizadas para andlise de cascas sdo
baseadas majoritariamente em teorias proprias para cascas parametrizadas por superficies or-
togonais. Neste trabalho, sdo utilizadas teorias tensoriais, especialmente a teoria de Koiter,
capazes de lidar também com superficies ndo ortogonais, aplicadas a andlise de cascas de dupla
curvatura: painéis esféricos, paraboloides elipticos e hiperbdlicos e conoides parabdlicos. As
cascas, feitas de material eldstico linear, foram analisadas por meio de um modelo semianalitico
derivado do método de Rayleigh-Ritz. Devido a complexidade da geometria e das condi¢des
de contorno das cascas analisadas — e, consequentemente, dos campos de deslocamentos —, os
modelos construidos necessitam de muitos graus de liberdade para atingir a convergéncia nu-
mérica. Portanto, duas técnicas de reducdo de ordem foram utilizadas para andlise das cascas, a
Decomposi¢do Ortogonal Prépria e a Subvariedade Espectral. Foram determinadas as frequén-
cias naturais, modos de vibracdo, respostas estdticas ndo lineares e vibracoes livres e for¢adas
ndo lineares de cascas abatidas e ndo abatidas de dupla curvatura. Os resultados demonstram
que a formulagdo tensorial é superior as formulagdes ortogonais para cascas abatidas e ndo
abatidas. As técnicas de reducdo de ordem utilizadas foram eficazes em diminuir o esfor¢o
computacional e tempo de processamento, sem comprometer os resultados das andlises, den-
tro do limite de carga e deslocamento das suas formulac¢des. Os resultados contribuem para o

entendimento dos fendmenos nio lineares presentes nessas estruturas.

Palavras-chave: cascas de dupla curvatura; formulagdo tensorial; dinAmica nao linear; decom-

posicdo ortogonal propria; subvariedade espectral
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ABSTRACT

In the literature, the analytical and semi-analytical formulations used for shell analysis are pri-
marily based on theories designed for shells parameterized by orthogonal surfaces. In this work,
tensor theories, especially Koiter’s theory, capable of dealing with non-orthogonal surfaces as
well, are employed for analyzing shells with double curvature: spherical panels, elliptical and
hyperbolic paraboloids, and parabolic conoids. The shells, made of linear elastic material, are
analyzed using a semi-analytical model derived from the Rayleigh-Ritz method. Due to the
complexity of the geometry and boundary conditions of the analyzed shells — and consequen-
tly, the displacement fields — the constructed models require a significant number of degrees of
freedom to achieve numerical convergence. Thus, two order-reduction techniques were used
for shell analysis, the Proper Orthogonal Decomposition and the Spectral Submanifolds. The
natural frequencies, vibration modes, non-linear static responses, and non-linear free and for-
ced vibrations of shallow and non-shallow doubly curved shells were determined. The results
show that the tensor formulation is superior to the orthogonal formulations for shallow and non-
shallow shells. The order-reduction techniques used were effective in reducing computational
effort and processing time, without compromising the results of the analyses, within the load
and displacement limits of their formulations. The results contribute to the understanding of

nonlinear phenomena present in these structures.

Keywords: doubly curved shells; tensor formulation; nonlinear dynamics; proper orthogonal

decomposition; spectral submanifold

FE A. X C. PINHO






Figura 1.1
Figura 1.2
Figura 1.3

Figura 1.4

Figura 2.1

Figura 2.2

Figura 2.3
Figura 2.4
Figura 2.5

Figura 2.6

Figura 2.7

Figura 2.8

Figura 3.1

Figura 3.2

LISTA DE FIGURAS

Obras notaveis do Brasil que possuem estruturas de cascas . . . . . . . . 46
Aplicacdes de cascas em diferentes ramos da engenharia . . . . . .. .. 47
Fabrica Kilcher em Recherswil projetada por Heinz Isler . . . . . . . .. 53
Construcdes que apresentam cascas de dupla curvatura como cobertura.

(a) painel esférico, (b) hiperboloide parabdlico e (c) conoide. . . . . . . . 54
Cascade baseretangular . . . . ... ... ... .. ........... 65
Movimento da superficie média da casca da configuracdo de referéncia

paraaconfiguracdoatual . . . .. .. ... Lo o 67
Superficie paralela a superficie média na configuracdo de referéncia . . . 72

Movimento da casca da configuracao de referéncia para a configuracao atual 75
Elemento infinitesimal de volume e de &readacasca . . . . . .. ... .. 87

Forgas e momentos resultantes em uma sec¢ao infinitesimal da casca. Em
(a) a forca resultante em um elemento infinitesimal de drea na secao trans-
versal; e em (b) os esfor¢os internos resultantes das tensdes ao longo da

espessuradacasca . . . . ... ... oo el e e e 88

Casca submetida a uma carga distribuida q e condi¢des de contorno atu-

andO NACUIVA € .« . v v v e e e e e e e e 93

Forgas e momentos atuando em um elemento infinitesimal da casca. Em
(a), a representacdo dos vetores normais a sec¢do transversal da casca; em
(b), a representagdo das forcas internas e externas resultantes; em (c), os
momentos internos resultantes; e em (d) as forcas e momentos inerciais e

as forgas dissipativas. . . . . . .. ... e 95

Fluxograma do método de Rayleigh-Ritz . . . . . ... ... ... .... 104

Representagdo grafica da restricao de fase

F A. X. C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 4.1

Figura 4.2

Figura 4.3
Figura 4.4

Figura 4.5

Figura 4.6

Figura 4.7

Figura 4.8

Figura 5.1

Figura 5.2

Figura 5.3

Figura 5.4

Esquema dos trés principais tipos de Modos Normais Nado Lineares: (a)
trivial, (b) periédico e (c) quase periddico) e as suas Subvariedades Espec-

trais correspondentes. As SVE sdo sempre tangentes aos MNNL. . . . . . 132

Trajetdrias de um sistema dinamico atraidas a um ponto fixo. Em (a) para

um sistema dinamico linear, e, em (b) para um sistema dinamico nao linear 133
Parametrizacao utilizando o conceito de variedades invariantes
Sistema massa-mola com dois graus de liberdade

Relacdes frequéncia-amplitude para um sistema dindmico discreto com 2

grausdeliberdade . . . . . .. .. ..o 147

Variedade do Subcentro de Lyapunov para o sistema dindmico da Figura
4.4. As curvas continuas representam os MNNL do modelo de ordem
reduzida, enquanto as curvas tracejadas representam os mesmo MNNL

para o modelo completo.

Parametrizacdo do sistema ndo auténomo utilizando o conceito de varie-

dades Invariantes . . . . . . . . . . ... e e 148

Relagdes frequéncia-amplitude para um sistema dinamico discreto com 2

grausdeliberdade . . . . . . ... ... . 152

Geometrias da superficie média: (a) conoide parabdlico; (b) paraboloide

eliptico; e (c) paraboloide hiperbdlico.

Valores de max|M; - M| para (a) o conoide parabdlico e (b) o parabo-
loide eliptico/hiperbdlico. As linhas vermelhas representam o caso espe-

cial em que a casca € um painel parabdlico.. . . . . . ... ... .. ... 158

Comparacdo entre os modos de vibracao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz e MEF para um conoide parabdlico (a): condicdes de contorno do

caso A; (b) condicdes de contorno do caso B.

Comparacdo entre os modos de vibragao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabdlico com
as condi¢des de contorno do caso A. (a/b = 1, f1/b = 0,2, fo/b = 0,
ab/h? = 10000, 7 =0,15) . . . . v v i 161

Lista de Figuras

F A. X. C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 5.5

Figura 5.6

Figura 5.7

Figura 5.8

Figura 5.9

Figura 5.10

Figura 5.11

Figura 5.12

Comparagdo entre os modos de vibracgdo obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabdlico com
as condi¢des de contorno do caso B. (a/b = 1, fi/b = 0,2, fo/b = 0,
ab/h? =10000, 7 =0,15) . . . . . v i

Comparagdo entre os modos de vibracio obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico com
as condi¢des de contorno do caso A. (a/b = 1, fi/a = 0,1, fo/b = 0,1,
ab/h? =10000, 7 =0,15) . . . . . v e e
Comparagdo entre os modos de vibracdo obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico com
as condi¢des de contorno do caso B. (a/b = 1, fi/a = 0,1, fo/b = 0,1,
ab/h? =10000, 7 =0,15) . . . . . o e
Comparagdo entre os modos de vibracdo obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico
com as condi¢des de contorno do caso A. (a/b = 1, fi/a = 0,1, fo/b =

0,1, ab/h* = 10000, v = 0,15) . . . . . v v i

Comparacdo entre os modos de vibragao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico
com as condi¢des de contorno do caso B. (a/b = 1, fi/a = 0,1, fo/b =

0,1, ab/h* = 10000, v = 0,15) . . . . . v vt

Comparacdo entre os modos de vibracao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabdlico ndao
abatido com as condi¢des de contorno do Caso C. (a/b = 4/3, f1/b =
0,25, fo/b=10,5,ab/h* =10000,v =03) . . . . . .. v
Comparacdo entre os modos de vibracao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabdlico ndao
abatido com as condi¢des de contorno do Caso D. (a/b = 4/3, f1/b =
0,25, fo/b=0,5,ab/h? =10000, v =0,3) . . . . . . ...
Comparacdo entre os modos de vibracao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico ndo
abatido com as condi¢des de contorno do Caso C. (a/b = 4/3, f1/a = 0,5,
fo/b=10,25,ab/h? = 10000, v =0,3) . . . . v v i

F A. X. C. PINHO

Lista de Figuras



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 5.13

Figura 5.14

Figura 5.15

Figura 6.1
Figura 6.2

Figura 6.3

Figura 6.4

Figura 6.5
Figura 6.6

Figura 6.7

Comparagdo entre os modos de vibracdo obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico nao
abatido com as condi¢des de contorno do Caso D. (a/b = 4/3, f1/a = 0,5,
fo/b=0,25,ab/h* =10000, v =0,3) . . . .. .. 168
Comparagdo entre os modos de vibracao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico
ndo abatido com as condigdes de contorno do Caso C. (a/b = 4/3, f1/a =
0,5, fo/b=10,25,ab/h? = 10000, v =0,3) . . . . . . . oo 169
Comparagdo entre os modos de vibragao obtidos pelo método de Rayleigh-
Ritz com os modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico
ndo abatido com as condig¢des de contorno do Caso D. (a/b = 4/3, fi1/a =

0,5, fo/b = 0,25, ab/h* = 10000, v = 0,3) . . . o oo 169

Geometria da superficie média: (a) painel esférico e (b) conoide parabdlico. 172
Painel esférico abatido com a carga concentrada atuando no centro da
casca. Em (a), com eixos com mesma escala, € em (b), com z* ampli-
ado. ... 173
Coordenadas generalizadas de um painel esférico abatido submetido a um
carregamento pontual no centro da casca determinadas por Amabili (2005)
(preto) e obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz usando uma expansao em
série de Fourier com 22 gdl (verde), 27 gdl (azul) e 48 gdl (vermelho). Em
(a) a coordenada generalizada ug,,; (b) a coordenada generalizada us,, ; €
(c) acoordenada generalizada us,,. . . . . . .. ... oL, 175
Comparagdo entre das respostas nao lineares do deslocamento vertical no
centrodacasca. . . . . . ...l e e e 176
Painel esférico ndo abatido submetido a carga distribuida. . . . . . . . .. 177
Comparacdo entre os caminhos ndo lineares de um painel esférico nédo
abatido submetido a um carregamento distribuido. Em (a), utilizando a
aproximagao (2.62) para cascas abatidas; Em (b), utilizando a aproxima-
¢d0 (2.61) para cascas ndo abatidas; e, em (c), a comparagdo entre as duas
APIOXIMACOLS. .« « v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e 179
MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u; obtidos aplicando

o método de Karhunen-Logeve a partir dos resultados do MEF. . . . . . . . 180

Lista de Figuras F A. X. C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 6.8

Figura 6.9

Figura 6.10

Figura 6.11

Figura 6.12

Figura 6.13

Figura 6.14

Figura 6.15

Figura 7.1

Figura 7.2

MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u- obtidos aplicando

o método de Karhunen-Loeve a partir dos resultados do MEF. . . . . . . .

MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento w3 obtidos aplicando

o método de Karhunen-Loeve a partir dos resultados do MEF. . . . . . ..

Comparagio do deslocamento no centro do painel esférico na direcdo M?>
entre os resultados determinados no presente trabalho utilizando a decom-

posicdo de Karhunen-Loeve e o Abaqus. . . . . ... ... ... .....
Conoide parabdlico ndo abatido submetido a uma carga concentrada. . . .

MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u; obtidos aplicando

o método de Karhunen-Loeve a partir dos resultados do MEF. . . . . . . .

MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento w5 obtidos aplicando

o método de Karhunen-Loeve a partir dos resultados do MEF. . . . . . ..

MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u3 obtidos aplicando

o método de Karhunen-Logve a partir dos resultados do MEF. . . . . . . .

Comparagdo do deslocamento do conoide parabdlico submetido a uma
carga concentrada no centro na direcdo es entre os resultados obtidos
pelo presente trabalho utilizando as decomposi¢des por série de Fourier
e Karhunen-Loeve e os resultados obtidos pelo Abaqus. O deslocamento

u, representa o deslocamento vertical na direcdoes. . . . . . .. ... ..

Geometrias da superficie média: (a) painel esférico; (b) conoide parabo-

lico e (c) paraboloide hiperbdlico. . . . . . . . ... ...

Amplitude maxima da vibragdo da coordenada generalizada us,, () em
relacdo a frequéncia normalizada w/w; da curva de comportamento do
modo fundamental para um painel esférico abatido — em (a) para o modelo
com 9 gdl; e em (b) para o modelo com 22 gdl; ——, drbita periddica
estavel; — — —, solucdo instavel; NS, bifurcacdes de Neimark-Sacker; SN,

bifurcagdes de ponto de sela; PD, bifurcacoes de Duplicacdo de Periodo. .

180

180

181

182

183

183

184

189

F A. X. C. PINHO

Lista de Figuras



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 7.3

Figura 7.4

Figura 7.5

Figura 7.6

Figura 7.7

Figura 7.8

Figura 7.9

Energia total versus frequéncia normalizada w/w; da relacdo frequéncia-
amplitude do modo fundamental de um painel esférico abatido; ——, 6r-
bita periddica estavel do modelo com 9 gdl; ——, Orbita periddica estavel

do modelo com 22 gdl; — — —, solucdo instdvel do modelo com 22 gdl;

, Orbita periddica estdvel do modelo com 27 gdl; — — —, solucdo ins-
tdvel do modelo com 27 gdl; e—e—e, backbone obtida via Abaqus; NS,
bifurcagdes de Neimark-Sacker; SN, bifurcacdes de ponto de sela; PD,

bifurcagdes de Duplicagdo de Periodo. . . . . . .. ... ... ... ...

Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos

pontos a-d da relagdo frequéncia-energia do painel esférico abatido.

modo 1; modo 2; modo 3; modo4. . ... ... ... ..

Modos de vibracao do painel esférico abatido. . . . . ... ... .....

Backbones para o painel esférico ndo abatido para os modelos com 48 gdl
(—), 75 gdl (——), 108 gdl (——) e 147 gdl (——). e—e—e, back-
bone obtida via Abaqus. Em (a), € apresentada a energia total em fungdo
da frequéncia normalizada, e em (b), a amplitude médxima da coordenada
generalizada ug3,, em func¢do da frequéncia normalizada. As curvas trace-
jadas representam solucgdes instdveis, enquanto as curvas continuas repre-

sentam solugdes estaveis. NS, bifurcacdo de Neimark-Sacker. . . . . . . .

Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos

pontos a-d da relacdo frequéncia-energia do painel esférico ndo abatido

para o modelo com 108 gdl. modo 1; —— modo 3; —— modo 40;

Modos de vibragdo do painel esférico ndo abatido. . . . . . ... ... ..

Backbones do paraboloide hiperbdlico para os modelos com 48 gdl (——),
75 gdl (—) e 108 gdl (——). e—e—e, backbone obtida via Abaqus. Em
(a), energia total versus frequéncia normalizada e, em (b), amplitude ma-
xima da coordenada generalizada ugs,, versus frequéncia normalizada. As
curvas tracejadas representam solucdes instdveis, enquanto as curvas con-
tinuas representam solucdes estaveis. NS, bifurcacdo de Neimark-Sacker;

SN, bifurcacdo de pontodesela . . . . . . ... ... ..o

192

Lista de Figuras

F A. X. C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 7.10

Figura 7.11
Figura 7.12

Figura 7.13

Figura 7.14

Figura 8.1
Figura 8.2
Figura 8.3

Figura 8.4

Figura 8.5

Figura 8.6

Respostas no tempo em coordenadas modais para as 6rbitas periddicas dos

pontos a-d para o paraboloide hiperbdlico. modo 1; —— modo 12;
modo26. . . . ..

Modos de vibracao do paraboloide hiperbdlico. . . . . .. ... .. ...

Backbones do conoide parabdlico para os modelos com 48 gdl (——), 75

gdl (—), 108 gdl (—) e 147 gdl (——). e—e—e, backbone obtida via
Abaqus. Em (a), energia total versus frequéncia normalizada, e, em (b),
amplitude maxima da coordenada generalizada us,, versus frequéncia nor-
malizada sdo apresentadas. As curvas tracejadas representam solucdes ins-
tdveis, enquanto as curvas continuas representam solucoes estaveis. NS,
bifurcacdo de Neimark-Sacker. . . . .. .. ... ... ... .......

Respostas no tempo em coordenadas modais das oOrbitas periddicas dos

pontos a-c da backbone do conoide parabdlico. modo 1; modo

Painel cilindricoabatido . . . . . . . ... ... .. o oL
Modos de vibracao do painel esférico abatido. . . . . ... ... .....
Amplitude do deslocamento wug(a/4,b/2,t) do painel cilindrico abatido
em funcdo da frequéncia de excitacdo, considerando uma carga de €f =
10 N. SN, bifurcacdes Ponto de sela; NS, bifurcacdo Neimark-Sacker.

Resultados da curva de ressonancia do painel cilindrico abatido obtidas

pelo modelo completo com 147 gdl e pelos modelos de ordem reduzida

Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos

modo

pontos a-d da curva de ressonéncia do painel cilindrico abatido.
I; —— modo 2. As linhas continuas representam as respostas do modelo
reduzido considerando uma SVE com £ = E; @ Ey e O(5). As linhas
tracejadas representam a resposta do modelo completo com 147 gdl.

Geometria das cascas: (a) painel esférico abatido; (b) painel esférico ndo
abatido; (c) paraboloide hiperbdlico e (d) conoide parabdlico. Z (&1, £2)
representa a elevacdo da superficie média. Os eixos dos graficos estdo na

mesma escala e medidos em metros. . . . . . . ... ... ...

207

. 208

. 209

F A. X. C. PINHO

Lista de Figuras



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 8.7

Figura 8.8

Figura 8.9

Figura 8.10

Figura 8.11

Amplitude maxima da resposta para a coordenada generalizada us3,, em
funcdo da frequéncia de excitagdo para um painel esférico abatido sob uma
carga de ef = 31,2 N. Em (a), para o modelo com 9 graus de liberdade,
e em (b), para o modelo com 22 graus de liberdade. NS, bifurcacdes de
Neimark-Sacker; SN, bifurcacdes de Sela-No6; PD, bifurcagdes de Dupli-

cagdode Periodo. . . . . . . . ...

Resultados das curvas de ressondncia do painel esférico abatido obtidas

pelo modelo completo com 22 gdl e pelos modelos de ordem reduzida via

Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos
pontos a-d da curva de ressonancia do painel esférico abatido para e f =

31,2 N.

modo 1; —— modo 2; —— modo 4. As linhas continuas
representam as respostas do modelo reduzido considerando uma SVE com
E = FE & Ey® E3® Eye O(11). As linhas tracejadas representam a

resposta do modelo completocom 22 gdl. . . ... ... ... ... ...

Amplitude maxima do campo de deslocamento us no centro do painel es-
férico ndo abatido em func¢do da frequéncia de excitagdo considerando uma
cargade ¢f = 200 N. Em (a), os resultados para modelos com 48, 75 e 108
graus de liberdade. Em (b), uma comparacgdo entre os resultados obtidos
usando o0 método do balan¢o harmdnico e o método de forga bruta para o
modelo com 108 graus de liberdade. NS, bifurcacdes de Neimark-Sacker;

SN, bifurcacdes de Sela-Né6. . . . . . . . . .. ... ... ...,

Resultados das curvas de ressonancia do painel esférico niao abatido obti-
das pelo modelo completo com 108 gdl e pelos modelos de ordem reduzida
via SVE para ef = 200 N. Em (a), amplitude mdxima da coordenada ge-
neralizada u3,, em funcdo da frequéncia de excitacdo, e, em (b), amplitude
maxima do campo de deslocamento w3 no centro da casca em fungdo da

frequénciade excitago. . . . . . . . ..o Lo Lo

Lista de Figuras

F A. X. C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 8.12

Figura 8.13

Figura 8.14

Figura 8.15

Figura 8.16

Figura 8.17

Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas
dos pontos a-c da curva de ressonancia do painel esférico nao abatido.
—— modo 1; —— modo 3; —— modo 13. As linhas continuas re-
presentam as respostas do modelo reduzido considerando uma SVE com
E = E, ® E3 @ E3e O(9). As linhas tracejadas representam a resposta

do modelo completocom 108 gdl. . . . . ... ... ... ... .....

Miéximo valor do deslocamento w3 no centro do paraboloide hiperbdlico
ndo abatido para uma carga de € f = 200 N. (a) Resultados para modelos
com 48, 75 e 108 graus de liberdade. (b) Comparacao entre os métodos do
balanco harmonico e forca bruta para o modelo com 75 graus de liberdade.

SN: Bifurcagdes Sela-Né6. . . . . . . . . ... L

Resultados das curvas de ressonancia do paraboloide hiperbdlico obtidas
pelo modelo completo com 75 gdl e pelos modelos de ordem reduzida
via SVE para ¢f = 200 N. Em (a), amplitude mdxima da coordenada
generalizada us,, em fungdo da frequéncia de excitagdo; Em (b), amplitude
maxima do campo de deslocamento u3 no centro da casca em funcdo da

frequénciade excitago. . . . . . . ... L. Lo

Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos

pontos a-c da curva de ressonancia do paraboloide hiperbdlico. modo
1; —— modo 4; —— modo 10; —— modo 12. As linhas continuas
representam as respostas do modelo reduzido considerando uma SVE com
E = FE; e O(9). As linhas tracejadas representam a resposta do modelo

completocom75¢gdl. . . .. ... Lo

Amplitude mdxima do campo de deslocamento w3 no centro do conoide parabdlico em
fung¢do da frequéncia de excitacdo, considerando uma carga de ¢f = 200 N. Em (a), os
resultados para modelos com 48, 75 e 108 graus de liberdade. Em (b), uma comparagao
entre os resultados obtidos usando o método do equilibrio harmdnico e o método de forca
bruta para o modelo com 108 graus de liberdade. NS, Neimark-Sacker; SN, Ponto de

Sela; PD, duplicagdo de perfodo. . . . . . . . . . . ..o o000

Atratores aperiddicos do conoide parabdlico do modelo com 108 graus de liberdade para
os valores de frequéncia de (a) w/w; = 0,964, (b) w/wy = 0,980 e (¢) w/wy = 0,985.

Em (d), o espectro de Lyapunov dos atratores mostrados em (a-c). . . . . . . . . . .

F A. X. C. PINHO

Lista de Figuras



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 8.18

Figura 8.19

Resultados das curvas de ressonincia do conoide parabdlico obtidas pelo
modelo completo com 108 gdl e pelos modelos de ordem reduzida via SVE
para ef = 200 N. Em (a), amplitude mdxima da coordenada generalizada
us,, em funcdo da frequéncia de excitacdo, e, em (b), amplitude maxima
do campo de deslocamento u3 no centro da casca em funcao da frequéncia
deexcitagdo. . . . . . . ... e e e e e

Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos

pontos a-c da curva de ressonancia do conoide parabdlico. modo 1;
—— modo 2; —— modo 4. As linhas continuas representam as respostas
do modelo reduzido considerando uma SVE com E = E; & Ey e O(5).

As linhas tracejadas representam a resposta do modelo completo com 108

Lista de Figuras

F A. X. C. PINHO



Tabela 5.1
Tabela 5.2

Tabela 5.3

Tabela 5.4

Tabela 5.5

Tabela 5.6

Tabela 5.7

LISTA DE TABELAS

Condicdes de contorno consideradas no presente trabalho. . . . . . . . .. 156
Frequéncia natural normalizada (v = wab/ h\/p/_E) do conoide para-
bélico. A superficie média é definida pelos pardmetros adimensionais
a/b =1, fi/b = 0,2, fo/b = 0. A espessura da casca é determinada
pela razdo ab/h* = 10000 e o coeficiente de Poisson é v = 0,15. . . . . . 160
Frequéncias naturais normalizadas (v = wab/ h\/p/_E) para um parabo-
loide eliptico. A geometria da superficie média € definida pelo pardmetros
adimensionais a/b = 1, f1/b = 0,1, fo/b = 0,1. A espessura da casca é
determinada da razdo ab/h* = 10000 e o coeficiente de Poisson é v = 0,15. 164
Frequéncias naturais normalizadas (0 = wab/ h\/p/_E) para o paraboloide
hiperbdlico. A superficie média € definida pelos parametros adimensionais
a/b =1, fi/b = 0,1, fo/b = 0,1. A espessura da casca é definida pela
razdo ab/h?* = 10000 e o coeficiente de Poisson é v = 0,15. . . . . . . . . 164
Frequéncias naturais normalizadas (w = wab/h \/p/_E) para uma conoide
parabdlico ndo abatido. A geometria da superficie média € definida pelos
pardmetros adimensionais a/b = 4/3, f1/b = 0,5, fo/b = 0,25. A es-
pessura da casca € definida pela razdo ab/h? = 10000 e o coeficiente de
Poissoné v =0,3. . . . . . . . . e 165
Frequéncias naturais normalizadas (w = wab/h \/p/_E) para um parabo-
loide eliptico ndo abatido. A superficie média é definida pelos pardmetros
adimensionais a/b = 4/3, fi/a = 0,5, fo/b = 0,25. A espessura da casca
é dada pela razdo ab/h? = 10000 e o coeficiente de Poisson é v = 0,30. . 167
Frequéncias naturais normalizadas (v = wab/ h\/p/_E) para um parabo-
loide hiperbdlico nao abatido. A superficie média € definida pelos para-
metros adimensionais a/b = 4/3, fi/a = 0,5, fo/b = 0,25. A espessura

da casca é dada pela razdo ab/h* = 10000 e o coeficiente de Poisson é

F A. X. C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Tabela 7.1

Tabela 7.2

Tabela 7.3

Tabela 7.4

Tabela 8.1

Tabela 8.2

Tabela 8.3

Tabela 8.4

Tabela 8.5

Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-d da backbone da casca esférica
abatida para o modelo com 22 gdlda Figura7.3. . . . .. ... ... ... 192
Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-d da backbone do painel esférico
ndo abatido para o modelo com 108 gdl da Figura 7.6(a). . . .. ... .. 195
Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-c da backbone do paraboloide hi-
perbdlico para o modelo com 75 gdl da Figura7.9(a). . . . ... ... .. 197
Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-c da backbone do conoide parab6-

licodaFigura 7.12(a). . . . . . . . . . . e 200

Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-d da curva de ressonancia do painel
cilindrico abatido para o modelo com 147 gdl da Figura8.3.. . . . . . .. 208
Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as orbitas periddicas dos pontos a-d da curva de ressonancia da casca
esférica abatida para o modelo com 22 gdl da Figura 8.7(b). . . . . . . .. 215
Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-c da curva de ressonancia da casca
esférica ndo abatida para o modelo com 108 gdl da Figura 8.11. . . . . . . 217
Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-c da curva de ressonéncia do para-
boloide hiperbdlico para o modelo com 75 gdl da Figura 8.14.. . . . . . . 221
Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada
para as Orbitas periddicas dos pontos a-c da curva de ressonancia do co-

noide parabdlico para o modelo com 108 gdl da Figura 8.18(a). . . . . . . 224

Lista de Tabelas F A. X. C. PINHO



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

AFT
DOP
EDO
FN

gdl
MBHA
MEF
MOP
MNL
MNNL
NS

PD
PPG-GECON
SN
SVE
VOP
VSL

Frequéncia-Tempo Alternado (do inglés Alternating Frequency-Time)
Decomposi¢do Ortogonal Prépria

Equacao Diferencial Ordindria

Forma Normal

graus de liberdade

Método do Balangco Harmodnico Adaptativo

Meétodo dos Elementos Finitos

Modo Ortogonal Proprio

Modos Normais Lineares

Modos Normais Nao Lineares

Neimark-Sacker

Duplicacao de Periodo (do inglés Period-Doubling)

Programa de P6s-Graduacdo em Geotecnia, Estruturas e Construgao Civil
Ponto de Sela (do inglés Saddle-Node)

Subvariedade Espectral

Valor Ortogonal Préprio

Variedade do Subcentro de Lyapunov

FE A. X C. PINHO






LISTA DE SIMBOLOS

Simbolos romanos:

C1, Co

Oaﬁz\@

Dimensdo da projecdo horizontal da cascas na dire¢cdo de

Vetor aceleracdo da superficie média

Matriz dos coeficientes lineares do vetor z do sistema dindmico de primeira
ordem

Dimensao da projecdo horizontal da cascas na dire¢ao de o

Matriz dos coeficientes lineares do vetor z do sistema dinamico de primeira
ordem

Constante de amortecimento viscoso

Contorno da superficie média »

Coeficientes introduzidos na formulagdo para obter uma expressao gené-
rica do tensor de flexdo

Matriz de amortecimento

Matriz auxiliar para a determinagdo da equacao de invariancia
Componentes contravariantes do tensor de constitutivo

Elemento infinitesimal de drea da se¢do transversal da casca

Forga resultante da se¢do transversal

Forga resultante em um elemento infinitesimal da secao transversal
Momento resultante da se¢do transversal

Matriz auxiliar para a determinacdo da equacao de invariancia

Vetores da base ortonormal na direcao dos eixos cartesianos

Moddulo de elasticidade (Capitulo 2)

Subespaco espectral mestre (Secao 4.2)

Tensor de deformacdo de Green-Lagrange

Subespago gerado a partir do autovetor v;

Subespaco adjunto

FE A. X C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

X

R R

Gijs g; g7
G

Matrizes para transformadas direta e inversa de Fourier

Dimensao do vetor de frequéncias de excitagdao

Fungao vetorial do sistema dindmico de primeira ordem

Elevacgao das bordas da casca

Vetor de forgas externas

Vetor de forcas externas no dominio da frequéncia

Vetor de forcas internas ndo lineares

Vetor de forcas internas nao lineares no dominio da frequéncia

Vetor de forgas internas ndo lineares para diferentes instantes de tempo
Funcdo de dissipacao

Gradiente de deformagao (Capitulo 2)

Forcas internas nao lineares do sistema de primeira ordem (Se¢do 4.2)
Forcas externas do sistema de primeira ordem

Vetor de amplitude das forcas externas para o caso de carga harmonica
simples

Vetor de amplitude das forcas externas para o caso geral de carga harmo-
nica

Filtro para selecdo de harmodnicos

Determinante do tensor métrico da superficie média na configuragdo atual
Tensor métrico da superficie média na configuracdo atual

Tensor métrico da superficie paralela a superficie média na configuracao
atual

Componentes covariante, mista € contravariante do tensor g
Determinante do tensor métrico da superficie média na configuracdo de
referéncia

Tensor métrico da superficie média na configuracdo de referéncia

Tensor métrico da superficie paralela a superficie média na configuracao
de referéncia

Componentes covariante, mista e contravariante do tensor G

Subespaco do estilo de parametrizacio grafico

Espessura da casca

Vetor auxiliar para a determinacdo da equacdo de invariancia

Lista de Simbolos

FE A. X C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

[

nl

K B = s >

<.

S

gO,n

Vetor auxiliar para determinagdo da parcela do carregamento do modelo
reduzido

Vetor de termos trigonométricos

Ordem de aproximacgdo da expansao em série de Fourier

Unidade imagindria

Tensor identidade

Matriz identidade de dimensdo M x M

Determinante do gradiente de deformagao

Decomposi¢do de Jordan da matriz A g

Matriz jacobiana bloco diagonal das forcas internas ndo lineares para dife-
rentes instantes de tempo

Rigidez linear da mola do sistema massa-mola

Subconjunto de A; »;

Fungdo lagrangiana

Tensor gradiente de velocidade

Polindmio de Legendre de ordem %

Operador coomoldgico de ordem ¢

Matriz auxiliar para determinacdo da parcela do carregamento do modelo
reduzido

Massa do bloco do sistema massa-mola

Numero de fungdes de forma na dire¢do ¢! da expansio do campo de des-
locamentos

Vetores da base natural da superficie média na configuracdo atual (Capi-
tulo 2)

Autovetores a direita da matriz &£; (Secao 4.2)

Vetores da base reciproca da superficie média na configuracao atual
Vetores da base natural da superficie paralela a superficie média na confi-
guracdo atual

Vetores da base reciproca da superficie paralela a superficie da superficie
média na configuracio atual

Dimenséo do sistema dinamico reduzido

Tensor que mede os momentos internos da casca (Secdo 2.4)
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Matriz de massa. (Se¢do 3.1)

M, Vetores da base natural da superficie média na configuracdo de referéncia

M’ Vetores da base reciproca da superficie média na configuracdo de referén-
cia

M, Vetores da base natural da superficie paralela a superficie média na confi-

guracdo de referéncia
M Vetores da base reciproca da superficie paralela a superficie da superficie

média na configuragdo de referéncia

MeB Componentes contravariantes do tensor M
n Numero de graus de liberdade
n Vetor unitdrio normal a se¢do transversal da casca (Secao 2.4)

Vetor normal a curva ¢ (Sec¢ao 2.6)

n Vetor unitdrio normal a um elemento infinitesimal da sec¢do transversal da
casca.

ng Nimero de fun¢des de forma na dire¢do £2 da expansio do campo de des-
locamentos

n; Autovetores a esquerda da matriz &;

N Dimensao do sistema dindmico de primeira ordem

Ny Numero de divisdes da varidvel do tempo

N Matriz dimensdo n X n ndo singular

N; Matriz formadas pelos autovetores n; linearmente independentes cujos au-
tovalores correspondente sao nulos

N; Espaco nulo da matriz &,

0] Ordem de aproximacgao

P Vetor de coordenadas de parametrizacao (Se¢ao 4.2.2)

P Vetor de pardmetros do método da continuacdo (Se¢do 3.2)

p; Autovetores 2 direita da matriz R

Pe Autovetores a direita da matriz RZTl

Pg Decomposi¢ao de Jordan da matriz V g

q Carregamento distribuido na superficie média da casca

q Vetor que contém todos os coeficientes da expansao de Fourier

q; Autovetores 2 esquerda da matriz R]
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ge
o 9;» 5
Qk’ij

T

Autovetores a esquerda da matriz RlTZ

Coeficientes de Fourier

Forgas generalizadas

Vetor de parametrizacdo da superficie média na configuracdo atual
Residuo do método do tiro

Residuo do sistema expandido

Vetor de parametrizacio da superficie média na configuracdo de referéncia
(Capitulo 2)

Residuo do método da continuagdo (Segado 3.2)

Fungdo de parametrizacdo do modelo dindmico reduzido (Sec¢ao 4.2)
Matriz dos coeficientes de ordem ¢ da funcdo R

Matriz auxiliar para a determinacdo da equacao de invariincia

Matriz de correlacao espacial

Residuo da restri¢do de fase

Func¢do de parametrizacdo do modelo dindmico reduzido para o caso ndao
autdbnomo

Superficie média na configuragdo atual

Superficie paralela a superficie média na configuracdo atual

Matriz dos coeficientes das expansio em série de Fourier de S,

Fungdo que representa a parcela do carregamento externo do modelo redu-
zido

Superficie média na configuragdo de referéncia

Matriz de rigidez dindmica

Superficie paralela a superficie média na configuracao de referéncia
Matrizes que surgem da expansdo em série de Taylor de S

Variavel temporal

Energia cinética (Capitulo 2)

Periodo da 6rbita periddica (Secdo 4.2.2.4)

Tensor que mede as forgas internas da casca no plano da superficie média
Vetor tangente do método da continuagdo

Componentes contravariantes do tensor T

Campo de deslocamentos da superficie média
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XO,K

X

Componentes do campo de deslocamentos da superficie média
Autovetor a esquerda correspondente ao autovalor \;

Coordenadas generalizadas

Energia de deformacdo

Vetor que contém todas as coordenadas generalizadas

Vetor que contém todas as coordenadas generalizadas em varios instantes
de tempo

Matriz contendo os autovetores a esquerda que compdem o subespaco £
Vetor de velocidade

Volume da casca na configuracio atual

Componentes do vetor de velocidade em relagio a base m®

Autovetor a direita correspondente ao autovalor \;

Tensor que mede as forcas internas da casca perpendiculares a superficie
média

Volume da casca na configuragdo de referéncia

Componentes do vetor V

Matriz contendo os autovetores a direita que compdem o subespaco F
Variacdo da matriz de amostragem em relacdo ao seu valor médio

Vetor resultante da vetorizacao da matriz W;

Energia potencial das cargas externas

Funcao de parametrizacdo da variedade W/

Variedade invariante do sistema dindmico

Matriz dos coeficientes de ordem 7 da funcio W

Matriz de amostragem

Fung¢do de parametrizacdo da variedade 7/ para o caso ndo autdbnomo
Vetor posi¢do de um ponto da casca na configuracao atual (Capitulo 2)
Vetor de varidveis do método da continuagdo (Segao 3.2)

Matriz dos coeficientes das expansdo em série de Fourier de X,

Eixos cartesianos

Vetor posi¢dao de um ponto da casca na configuracio de referéncia
Funcido que representa a parcela do carregamento externo da parametriza-

¢do da variedade W (Secdo 4.2.3)
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Xo, X
X, Y, Z

Simbolos gregos:

a, B

(87

(67

By
by
YaB

Yk
Ve

Matrizes que surgem da expansao de em série de Taylor X (Sec¢ao 4.2.3)
Funcdes que definem algebricamente a superficie média na configuracao
de referéncia

Vetor de varidveis do sistema dindmico de primeira ordem

Autovetores

Elementos do vetor z™

Matriz que contém todos os autovetores

Coeficientes de amortecimento de Rayleigh

Aceleracdo angular do vetor ms (Secdo 2.2.4)

Matriz esparsa que contem os expoentes naturais «;; dos mondmios dos
termos ndo lineares (Secao 3.1)

Simbolos de Christoffel da superficie média na configuragdo de referéncia
Simbolos de Christoffel da superficie média na configuracdo atual
Componentes do tensor de elongamento

Determinante das componentes do tensor de elongamento

Autovalores da matriz &

Torus invariante de pequena amplitude no espago fase

Operador variacional (Capitulo 2)

Comprimento de passo do método da continuacao (Se¢do 3.2)

Delta de Kronecker

conjunto formado pelos subconjuntos de tamanho 7, classificados em or-
dem lexografica, e que contém valores no intervalo 1... M

Parametro de magnitude das cargas externas

Limiar para selecdo de harmonicos

Simbolo de Levi-Civita

Funcdes utilizadas para selecao de harmdnicos

nimero adimensional adotado suficientemente grande para considerar to-
das as possiveis ressonancias internas do método das Subvariedades Es-

pectrais
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Nk

Kags K Kk

o

KB

Ro

o oy
KO{B’ K/B

=

aﬁ9K%’aKaﬁa
KoP

Hj

200 lu‘k

Varidvel adimensional que representa a magnitude das for¢as de amorteci-
mento

Numero de funcdes da expansdo utilizada na Decomposi¢do Ortogonal
Prépria

velocidade angular ao longo da curva ¢ na direcdo de n

Curvatura gaussiana da superficie média na configuracdo atual (Capitulo 2)
Rigidez nio linear da mola do sistema massa-mola (Secdo 4.2.2.4)

Tensor de curvatura da superficie média na configuragao atual (Capitulo 2)
Vetores de niimeros inteiros que representam os multiplos harmonicos das
varidveis angulares (Sec¢do 4.2.3)

Componentes covariante, mistas e contravariantes do tensor K

Tensor que relaciona a variagdo da velocidade angular com a varia¢do do
vetor posi¢do na configuracdo atual

Componentes covariante e mista do tensor &

Curvatura gaussiana da superficie média na configuracao de referéncia
Tensor de curvatura da superficie média na configuracio de referéncia

Componentes covariante, mistas e contravariantes do tensor K

Tensor que relaciona as bases reciprocas da superficie paralela e da super-
ficie média na configuracdo atual

Vetor que contém os elementos da diagonal de A g

Autovalor do par de matrizes A e B

Componentes mistas do tensor A

Tensor que relaciona as bases reciprocas da superficie paralela e da super-
ficie média na configuragdo de referéncia

Componentes mistas do tensor A

Matriz diagonal que contém os autovalores correspondentes ao subespaco
mestre [/

Autovalores da matriz RlT (Secao 4.2.2.2)

Elementos do vetor p (Secdo 7.1)

Componentes do vetor ms nas bases M* e M, (Capitulo 2)
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e Autovalores da matriz RlTl
Pk Coordenadas generalizadas da Decomposi¢cdo Ortogonal Propria
[l J1° Componentes covariante e contravariante do vetor velocidade angular nas

bases m“, m,,

oo oo(¥
o

Componentes covariante e contravariante do vetor aceleracdo angular

n Vetor da resposta no tempo das coordenadas modais

v Coeficiente de Poisson

£le &2 Coordenadas curvilineas

£ Distancia entre a superficie média e a superficie paralela
IT Energia potencial total

p Densidade da casca

Pap Componentes do tensor de flexdo

o Tensor de tensdes de Cauchy

o' Componentes contravariantes do tensor de Cauchy

by Segundo tensor de Piola-Kirchhoff

YA Componentes contravariantes do tensor 3 na base M,
YA Componentes contravariantes do tensor 3 na base M,

T Varidvel temporal adimensional

T Vetor tangente a curva ¢

v Tensor que relaciona as bases naturais da superficie paralela e da superficie

média na configuracdo atual
VP Componentes mistas do tensor v
Y Tensor que relaciona as bases naturais da superficie paralela e da superficie

média na configuracdo de referéncia

1A Componentes mistas do tensor Y

Py, Funcgdes de forma

Ok, Fungdes de forma da Decomposicdo Ortogonal Prépria
o] Vetor que representa a multiplicacdo entre 2 e o tempo
P Matriz de monodromia

(PHG Autofunc¢do

w Frequéncia

Wy Frequéncia de excitagdo
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W 1-ésima frequéncia natural

w Vetor velocidade angular

Q Dominio das coordenadas curvilineas

Q Vetor que contém as frequéncias de excitacao das cargas dindmicas

Outros simbolos:

V,V,eV Matrizes auxiliares para o célculo das derivadas no tempo no método do

balango harmdnico
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Consideracoes gerais e aplicacoes das cascas

Cascas sao elementos estruturais presentes em varios ramos da engenharia, como a civil, naval,
mecanica e aeroespacial. Devido a combinacdo entre a eficiéncia estrutural e a forma arquitetd-
nica, esse tipo de estrutura foi largamente utilizada no Brasil por engenheiros civis e arquitetos
que projetaram obras notdveis, como, por exemplo, a Igreja da Pampulha (Figura 1.1(a)), o
Congresso Nacional (Figura 1.1(b)) e o Museu Nacional Honestino Guimaraes (Figura 1.1(c)).

Sobre essa caracteristica, Oscar Niemeyer, icone da arquitetura moderna brasileira, disse:

E 14 em Brasilia, quando uma estrutura se concluia, a arquitetura ja estava presente.
Quer dizer, Arquitetura e Estrutura como coisas que nascem juntas, e juntas devem

se enriquecer (Oscar Niemeyer — a vida € um sopro, 2007).

A utilizacao do concreto armado como material estrutural foi essencial para dar forma as curvas
presentes nessas obras. Como as estruturas em concreto sao relativamente mais pesadas que
as de aco e madeira, para tornd-las economicamente vidveis, € indispensavel a utilizacdo de
técnicas de andlise estrutural que representem com precisdo o comportamento real da estrutura,

possibilitando a redu¢@o do peso proprio sem comprometer a seguranca.

A concepc¢do de estruturas mais leves e esbeltas também estd presente nas outras dreas da en-
genharia, como a mecanica, a naval, a aerondutica e a espacial, seja por questdes ambientais,
econOmicas, ou limitagdes impostas pelo proprio projeto. As cascas, em especial, possuem
uma eficiéncia estrutural natural oriunda da combinacao das rigidezes de membrana e flexdo,
tipica de estruturas curvas, o que possibilita o seu dimensionamento com espessuras relativa-

mente pequenas quando comparadas aos vaos entre os apoios. Muitas vezes, essa redugdo de
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Figura 1.1 — Obras notdveis do Brasil que possuem estruturas de cascas

T,

FONTE: Santuério Sio Francisco de Assis' FONTE: Camara dos deputados’
(a) Igreja da Pampulha (b) Congresso Nacional

=

FONTE: Secretaria da Cultura do Distrito Federal®

(c) Museu Nacional Honestino Guimaraes

espessura e massa pode levar a um aumento indesejavel dos deslocamentos e das vibragcdes. Em
muitos casos, a consideracdo dos efeitos ndo lineares € imprescindivel, ja que as cascas também
estdo susceptiveis a perda de estabilidade quando submetidas a cargas estdticas e dinamicas.
As Figuras 1.2 apresentam a aplicacdes de cascas em diferentes ramos da engenharia: em (a),
o submarino SR-40 Riachuelo, desenvolvido pela marinha brasileira, cujo casco deve ser ca-
paz de resistir a altas pressoes, possibilitando sua submersdo a uma profundidade maxima de
300 m; em (b), as torres de resfriamento do parque de geracdo de energia nuclear Dukovany,
na Reptublica Tcheca, que sdo estruturas projetadas para dissipar o calor excessivo gerado du-
rante a operagdo da usina; e em (c), a Starship, uma espaconave cuja fuselagem € feita de aco
inoxidavel projetada para suportar condi¢des extremas de temperatura e pressdo em viagens

espaciais.

I Disponivel em: https://santuariosaofranciscodeassis.arquidiocesebh.org.br/

arquitetura/ (Acessado em 16/02/2022)

2 Disponivel em: https://www2.camara.leg.br/a-camara/visiteacamara/
palacio-do-congresso—nacional (Acessado em 16/02/2022)

3 Disponivel em: https://www.cultura.df.gov.br/museu-nacional-republica/ (Aces-
sado em 16/02/2022)
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Figura 1.2 — Aplicacdes de cascas em diferentes ramos da engenharia

FONTE: Marinha do Brasil* FONTE: CEZ Group®
(a) Submarino SR-40 Riachuelo (b) Terres de resfriamento

FONTE: SpaceX®
(c) Espaconave Starship

Em estruturas convencionais da engenharia civil, a perda de estabilidade, seja por fendmenos
estdticos ou dinamicos, geralmente resulta no colapso da estrutura. Materiais frageis como o
concreto normalmente ndo resistem as abruptas mudancas de deformacdo provocadas por essas
instabilidades, levando a estrutura ao colapso. Em outras casos, vibragdes excessivas podem nao
necessariamente levar a ruina da estrutura, mas tornam a sua utilizac@o inviavel em condicdes
de servi¢o. Por outro lado, para desenvolver a proxima geracido de estruturas de engenharia
leves, pesquisadores e engenheiros estdo buscando explorar, em vez de evitar, instabilidades
eldsticas. Tais projetos podem assumir a forma de estruturas otimizadas de cascas finas que
operam com seguranga no regime pés-flambagem e estruturas de morfologia que alternam entre
diferentes configuracdes (morphings) (Groh; Avitabile; Pirrera, 2018). Em todo caso, prever

com precisdo o comportamento das cascas é fundamental para o dimensionamento adequado.

4 Disponivel em: https://www.marinha.mil.br/programas-estrategicos/prosub (Aces-
sado em 24/12/2023)

3 Disponivel em: https://www.cez.cz/en/energy—generation/nuclear-power-plants/
dukovany (Acessado em 24/12/2023)

6 Disponivel em: https://www.spacex.com/vehicles/starship/ (Acessado em 24/12/2023)
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1.2 Teorias e solucoes para o problema de cascas finas

As teorias de cascas finas sao formulagdes matemadticas proprias para corpos bidimensionais
nao necessariamente planos — ou seja, corpos em que uma das dimensdes é bem menor que as
demais —, e sdo utilizadas para prever o comportamento de estruturas de superficie submetidas a
acoes externas. Tais corpos sdo representados geometricamente no espago tridimensional a par-
tir de uma superficie média equidistante as faces interna e externa da casca. Essas formulacdes
matematicas estabelecem uma relacdo aproximada entre os deslocamentos da superficie média
e as deformacdes do corpo. Além disso, por meio da lei constitutiva do material e das relacdes
cinematicas, € possivel calcular as tensdes e os esforcos internos da casca, que sdo as varidveis
utilizadas na determinagdo do equilibrio do corpo. De forma geral, pode-se dizer que as teorias
de cascas sdo formulagdes matemaéticas aproximadas da mecanica dos sélidos préprias para as

estruturas bidimensionais.

Os trabalhos de Leissa (1973), Ventsel e Krauthammer (2001) e Wempner e Talaslidis (2002)
trazem uma breve revisdo da literatura sobre o desenvolvimento dessas teorias ressaltando os
trabalhos histéricos mais importantes. Nesses trabalhos, Love (1888) é apontado como o pri-
meiro a desenvolver uma teoria consistente de cascas, baseada nos conceitos da elasticidade
linear, adaptando com sucesso as hipéteses de Kirchhoff originalmente desenvolvidas para pla-
cas. Segundo as hipoteses de Kirchhoff: a) um segmento de reta perpendicular a superficie
média da placa permanece reto e inextensivel apds a deformacgdo; e b) a tensdo normal trans-
versal a superficie média € pequena se comparada as demais componentes de tensdo e pode
ser desprezada. Além dessas hipoteses, Love ainda considerou que: c) a espessura da casca é
muito pequena se comparada com os raios de curvatura principal da superficie média; e d) as
deformagdes e os deslocamentos da casca sdo muito pequenos, consequentemente os termos de
ordem superior desses campos podem ser desprezados. Usualmente, ao referir-se as hipoteses

de Kirchhoff-Love, aponta-se para as quatro hipéteses, a-d, anteriormente mencionadas.

Inicialmente, as teorias de cascas foram desenvolvidas para um sistema ortogonal de coordena-
das curvilineas. Isso significa que os vetores da base em qualquer ponto da superficie média
da casca devem ser ortogonais entre si, ou, em outras palavras, que as coordenadas curvilineas

devem coincidir com as curvas das curvaturas principais da superficie média. Neste trabalho,
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serdo chamadas de superficies ortogonais aquelas parametrizadas por um sistema ortogonal de
coordenadas curvilineas; e as teorias baseadas nessa premissa serdo chamadas de feorias orto-
gonais. Love (1888), Donnell (1933), Vlasov (1951) e Novozhilov (1953 apud Amabili, 2008)
desenvolveram teorias ortogonais utilizando diferentes aproximagdes para descrever as relacdes

cinematicas da casca.

A premissa do sistema ortogonal de coordenadas curvilineas impde uma restricdo importante
na forma como a superficie da casca é parametrizada. Embora a escolha desse sistema ndo
seja Unica para cada superficie, em certos casos, a exigéncia de um sistema ortogonal pode
tornar a andlise algebricamente mais complexa. Por exemplo, a depender do sistema adotado,
podem aparecer integrais com limites varidveis, o que dificulta a escolha de um conjunto de
fungdes de forma na expansao do campo de deslocamentos e o célculo das energias envolvidas
no problema. Para algumas cascas, existem sistemas de coordenadas curvilineas nao ortogonais

que surgem naturalmente e sdo, consequentemente, algebricamente mais simples.

Lur’e (1940 apud Axelrad, 1987) foi o primeiro autor a desenvolver uma teoria de cascas utili-
zando a notagdo tensorial e seu trabalho foi um marco no desenvolvimento da andlise ndo linear
para cascas. Niordson (1985) aponta a grande vantagem do uso da notacdo tensorial para a
formulacdo de cascas. As equagdes tensoriais ndo se referem a nenhuma forma particular de
sistemas de coordenadas, mas, na verdade, elas se referem a qualquer sistema. Desse impor-
tante fato para a teoria de cascas decorre que a imposicao do uso de coordenadas curvilineas
ortogonais desaparece. Além de Lur’e, varios autores propuseram teorias de cascas baseadas na
notagdo tensorial, como Gol’denveizer (1945 apud Gol’denveizer, 1961), Koiter (1960), San-
ders (1959), Budiansky e Sanders (1962) e Fliigge (1972). Neste trabalho, serdo chamadas de
teorias tensoriais aquelas que utilizam a notacao tensorial na sua formulacdo, e as superficies
que ndo sdo parametrizadas por um sistema ortogonal serdo chamadas de superficies ndo orto-
gonais. Pode-se entender que as teorias ortogonais sao casos particulares de teorias tensoriais
quando a métrica da superficie média € ortogonal. Em geral, as relagdes cinematicas de teorias
tensoriais possuem termos que dependem de todas as componentes dos tensores métrico e de
curvatura. J& nas teorias ortogonais, as relacdes cineméticas dependem apenas das componen-

tes diagonais desses tensores.

Determinar uma solugdo para o problema de cascas significa encontrar o campo de deslocamen-
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tos que atende as equagdes de equilibrio e as condi¢des de contorno impostas. Existem vdrias
técnicas e métodos para a determinagdo dessas solucdes, que podem ser classificadas em ana-
liticas, semianaliticas ou numéricas. Embora essa classificagdo ndo seja formalmente definida,
ela ¢ bastante utilizada na literatura. De maneira geral, pode-se dizer que solu¢des analiticas
sdo de forma fechada, obtidas diretamente das equacdes de equilibrio, e que podem ser ex-
pressas analiticamente em termos de funcdes elementares. Ou seja, obtém-se uma expressao
matematica que satisfaz as condi¢des de contorno e as equagdes de equilibrio continuamente
em todos os pontos do corpo e os instantes de tempo. Tais solugdes sé sdo conhecidas para
pouquissimos casos de cascas de condi¢des de contorno e geometria particulares, como, por
exemplo, as solucdes de Navier e Levi para o problema de placas. Por outro lado, solucdes
numéricas oferecem aproximacdes que podem ser determinadas para uma ampla variedade de
geometrias, condi¢des de contorno, tipos de carregamento e materiais, abrangendo também des-
continuidades de diversas naturezas. Essas solu¢des utilizam modelos numéricos que reduzem
o sistema continuo para um sistema discreto finito equivalente. A solucao obtida ndo se apre-
senta na forma de uma tnica expressao matemadtica que possa ser substituida diretamente nas
equagdes de equilibrio. No entanto, por meio da solu¢cdo numérica € possivel determinar de
forma aproximada o campo de deslocamentos em todos os pontos do corpo. A depender do
problema, a determina¢@o de uma solu¢do numérica pode exigir um esfor¢co computacional ele-
vado, seja por conta do consumo de memoria ou do tempo de processamento, para garantir a
convergéncia do esquema de discretizagdo adotado. Finalmente, pode-se dizer que as solucdes
semianaliticas s3o a combinac¢do entre solu¢des numéricas e solugdes analiticas. Por um lado,
solugdes semianaliticas sdo expressas analiticamente em termos de um nimero delimitado de
funcgdes elementares conhecidas, como as solugdes analiticas. Por outro lado, elas sdo solucdes
aproximadas, obtidas por meio de métodos numéricos que também discretizam o problema em
um ndmero finito de graus de liberdade (gdl). As solugdes semianaliticas ndo sdo tdo flexiveis
quanto as solucdes numéricas, pois nem sempre € possivel determinar um conjunto de funcdes
que represente adequadamente os campos de deslocamentos. Mas também ndo sdo tao restritas
quanto as solucdes analiticas, pois o conjunto de funcdes adotado satisfaz as equagdes de equi-
librio de forma aproximada, dentro do critério de convergéncia adotado. Em geral, solucdes
semianaliticas requerem um nimero menor de graus de liberdade para garantir uma aproxi-
macao satisfatéria em relacao as solu¢des numéricas e, consequentemente, exigem um esfor¢o

computacional menor para sua obtencao.
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A literatura que trata da andlise das vibragdes em cascas é bem extensa e, ainda na década de
70, Leissa (1973) apresentou uma revisiao de diversos estudos sobre a vibracdo de cascas de
diferentes geometrias, como cilindros, cilindros nao circulares e cones. Leissa (1973) ainda fez
um compilado de vdrias teorias de cascas finas, todas baseadas na premissa das coordenadas
curvilineas ortogonais. Um capitulo a parte foi dedicado a apresentar a revisdo da literatura
de cascas de outras geometrias, como esferas, elipsoides, paraboloides, torus e outras superfi-
cies de revolugdo. Desde entdo, a maioria dos estudos que aplicam métodos para determinagdo
de solugdes semianaliticas — como, por exemplo, os métodos de Rayleigh-Ritz e Galerkin —
ainda utilizam teorias ortogonais e sdo dedicados ao estudo de cascas cuja superficie média
€ ortogonal, como mostraram os trabalhos de revisdo posteriores (Amabili; Paidoussis, 2003;
Moussaoui; Benamar, 2003; Alijani; Amabili, 2014). A geometria mais estudada € a cilindrica.
Dentre esses trabalhos de revisdo mencionados anteriormente, a formulacao tensorial sé é ex-
plicitamente mencionada por Alijani e Amabili (2014), citando trabalhos que propuseram no-
vas formulacdes ou adaptacdes das teorias tensoriais classicas (Opoka; Pietraszkiewicz, 2004,
2009; Berdichevsky, 2010; Xiaoqgin; Kaitai; Yang, 2010; Pietraszkiewicz, 2012). Recente-
mente, Arbind, Reddy e Arun (2021) notaram que a modelagem de cascas tem sido baseada em
geometrias ortogonais especificas, e argumentam que isso se deve ao fato de que formulacdes

gerais sdo extremamente complexas justamente por terem que lidar com bases nio ortogonais.

Diferente dos métodos semianaliticos, devido a sua natureza generalista, o Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF) tem sido aplicado em inimeros trabalhos para estudar cascas de diferen-
tes materiais, geometrias e condi¢des de contorno, normalmente empregando uma formulagdo
tensorial (Arciniega; Reddy, 2007; Xiaoqin; Kaitai; Yang, 2010; Rafetseder; Zulehner, 2019;
Martinez Valle; Albanesi; Fachinotti, 2019; Radenkovi¢; Borkovi¢; Marussig, 2021). Toda-
via, métodos semianaliticos sdo muitas vezes preferidos para estudar as vibragdes nao lineares
de cascas em regime de grandes deslocamentos devido ao alto nivel de acoplamento entre as
equagdes de equilibrio, que necessitam de métodos especificos capazes de lidar com esse aco-
plamento. Nesses casos, o objetivo é a construir um modelo eficiente, ndo necessariamente

generalista, que diminua o esfor¢co computacional (Touzé; Vizzaccaro; Thomas, 2021).

Na literatura € possivel encontrar varios trabalhos que empregam métodos semianaliticos para
andlise de vibracdes de cascas, em regime linear e ndo linear, utilizando teorias ortogonais. Em

andlise lineares, o objetivo de vdrios estudos é encontrar uma solugdo que atenda a vérias con-
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di¢des de contorno para a determinagdo das frequéncias naturais e modos de vibracdo. Neste
contexto, foram estudadas cascas formadas por superficies ortogonais cilindricas, de revolugao,
ou torus esféricos (Qin; Chu; Zu, 2017; Li et al., 2018; Gong et al., 2020). Dentre os trabalhos
que empregam uma andlise ndo linear, destaca-se o de Amabili (2003), que comparou quatro
teorias ortogonais diferentes — Donnell-Mushtari-Vlasov, Sanders-Koiter, Fliigge-Lur’e-Byrne
e Novozhilov —, e analisou as vibragdes forcadas de cascas cilindricas em regime ndo linear
utilizando uma abordagem energética (método de Rayleigh-Ritz). Foram estudadas tanto cas-
cas vazias quanto cascas preenchidas com fluido. O autor determinou as curvas de ressondncia
de cascas cilindricas preenchidas com fluido, e comparou os resultados tedricos com os expe-
rimentais, mostrando boa correlacdo entre eles. Amabili (2003) concluiu que, dentre as teorias

estudas, a teoria de Donnell € a menos precisa.

Teorias ortogonais de cascas, ou mesmo a teoria de placas, ja foram adaptadas para o estudo
de cascas formadas por superficies ndo ortogonais por meio de métodos semianaliticos (Ghosh;
Bandyopadhyay, 1990; Das; Bandyopadhyay, 1993; Stavridis, 1998; Leissa; Kadi, 1971; Ama-
bili, 2005; Sayyad; Ghugal, 2021; Sofiyev; Turan, 2021). Nesses casos, considerou-se que a
casca analisada € abatida. Vlasov (1964 apud Ventsel; Krauthammer, 2001) definiu uma casca
abatida como uma casca cuja altura ndo ultrapassa 1/5 da menor dimensdo da casca no plano
horizontal. Segundo Ventsel e Krauthammer (2001), uma casca é considerada abatida caso os
angulos dos vetores tangentes da superficie média e o plano horizontal ndo excedam o valor de
0,224 radiano ou 13°. A Figura 1.3 apresenta um exemplo de casca esférica abatida utilizada na
cobertura de uma fabrica na Suiga. Observa-se que a altura da casca € bem menor que as suas

dimensdes no plano horizontal.

Vorovich (1999) desenvolveu um critério universal e suficiente para a classificacado de cascas se-
gundo o abatimento: uma casca € abatida quando pode-se aproximar a derivada covariante do
deslocamento transversal em relagdo a uma coordenada curvilinea apenas pela derivada em re-
lagdo a mesma coordenada. Isso implica que: a) as curvaturas sdo pequenas o suficiente; e/ou b)
a derivada do deslocamento transversal € significativamente maior que as demais componentes
da derivada covariante. Normalmente as duas condi¢des cooperam mutualmente para diminuir
ou aumentar o grau de abatimento. Em casos especiais, uma casca pode ser considerada fisica-
mente abatida mesmo que a curvatura nao seja necessariamente pequena; sao 0s casos em que

a condi¢do b) possui uma relevancia maior em relacio a condi¢do a). Quando os valores das
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Figura 1.3 — Fabrica Kilcher em Recherswil projetada por Heinz Isler

Fonte: Grupo Suico da Federacdo Internacional do Concreto’

curvaturas sdo pequenos o suficiente, diz-se que a casca € geometricamente abatida. Por tltimo,
existem cascas propriamente abatidas, que sdo um caso particular de cascas geometricamente
abatidas cuja superficie média € préxima de um plano. Essas cascas foram objeto de estudo das

primeiras teorias de cascas abatidas, notadamente as teorias de Marguerre e Vlasov.

As cascas ainda podem ser categorizadas como desenvolviveis ou ndo desenvolviveis de acordo
com a métrica da sua superficie média. Uma superficie é considerada desenvolvivel quando
sua curvatura gaussiana € zero, o que significa que ela pode ser gerada a partir de um plano
através de deformacdes de flexao, sem sofrer distor¢des angulares ou elongamentos. Em termos
matematicos, essas superficies sdo isométricas a um plano. Algumas simplificagdes podem
ser consideradas nas relagdes cinemadticas quando a casca é desenvolvivel (Vorovich, 1999).
Por outro lado, superficies ndo desenvolviveis possuem curvatura gaussiana diferente de zero.
Cascas com essa caracteristica sao frequentemente referidas como cascas de dupla curvatura,
uma vez que ambas as curvaturas principais devem ser diferentes de zero para que a curvatura
gaussiana também nao seja nula. Nesse caso, elas ainda podem ser classificadas como elipticas,
quando a curvatura € positiva, ou hiperbolicas, quando a curvatura € negativa. Sdo exemplos de
casca de dupla curvatura elipticas a casca esférica, o paraboloide eliptico e o conoide; enquanto
exemplos de cascas hiperbdlicas sdo o paraboloide hiperbdlico, o hiperboloide e o hypar. Essas
cascas sdo largamente aplicadas em coberturas de concreto, como mostram as Figuras 1.4.

Segundo Reddy (2006), superficies nao desenvolviveis sdo mais resistentes do que superficies

7 Disponivel em: https://fib-ch.epfl.ch/Pubs/2006/9_Biography.pdf (Acessado em
22/12/2023)
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desenvolviveis, porque exigem forcas adicionais para colapsi-las em um plano. Por exemplo, a
cobertura do Aquério Oceanografico de Valéncia, ilustrado na Figura 1.4(b), foi construido em

concreto armado e possui uma espessura de apenas 60 mm (Zingoni, 2017).

Figura 1.4 — Constru¢des que apresentam cascas de dupla curvatura como cobertura. (a) painel esférico,
(b) hiperboloide parabdlico e (c) conoide.

s

FONTE: Alchetron® FONTE: Eisenbach e Grohmann (2017)
(a) Estacd@o Deitingen em Zurique (b) Aquario oceanogrifico de Valéncia

FONTE: designingbuildings’
(c) Estacdo Oxford, Manchester

Na literatura € possivel encontrar alguns trabalhos que tratam da anélise de cascas de dupla
curvatura abatidas. Ghosh e Bandyopadhyay (1990) realizaram andlises estaticas de conoides
parabdlicos por meio da teoria de Vlasov. Foram determinados os campos de deslocamentos e
os esfor¢os internos de cascas para varias condi¢des de contorno utilizando o método de Ga-
lerkin. Segundo o autores, o método de Galerkin pode reduzir consideravelmente o esfor¢o
computacional em relacdo ao método dos elementos finitos, e € recomendado apenas em ané-
lises preliminares de cascas com geometria de dupla curvatura. Para resultados mais precisos,
deve-se recorrer a métodos mais sofisticados como o método dos elementos finitos. Observa-se
que, para os autores, a precisdo dos resultados estd relacionada a aplicacdo do método semiana-

litico e ndo necessariamente a teoria de cascas empregada.

8 Disponivel em: https://alchetron.com/Heinz-Isler (Acessado em 22/12/2023)
9 Disponivel em: https://www.designingbuildings.co.uk/wiki/Conoid_shell (Acessado
em 22/12/2023)
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Das e Bandyopadhyay (1993) utilizaram a teoria de Marguerre na andlise estdtica de conoi-
des parabdlicos. O método das diferencas finitas foi empregado para a solu¢do das equagdes
diferenciais parciais de equilibrio. Os resultados obtidos foram comparados com resultados
experimentais. Os autores também argumentam que a vantagem da abordagem empregada em

relacdo ao MEF € o relativo baixo esfor¢o computacional.

Stavridis (1998) estudou diferentes tipos de cascas abatidas de dupla curvatura, todas com pro-
jecdo retangular no plano cartesiano horizontal: conoide parabdlico, paraboloide eliptico, pa-
raboloide hiperbdlico e hypar. O autor determinou as frequéncias naturais dessas cascas para
diferentes condi¢des de contorno, variando também os parametros geométricos das superficies.
O método de Galerkin foi utilizado para discretizar as equacdes de equilibrio da teoria de Mar-
guerre. Restricdes na espessura e no abatimento foram impostas para atender ao dominio de
validade da teoria. Foram adaptadas funcdes tipicas de vigas para atender as condi¢des de con-
torno nas duas direcdes cartesianas e os esforcos de membrana foram calculados pelas funcdes
de tensdo de Airy. O autor constatou que, quanto maior € a relacdo entre as dimensodes da

projecao horizontal da casca, maior € a diferenca entre os resultados tedricos e 0 MEF.

Amabili (2005) aplicou as teorias de Donnell e Novozhilov ao estudo de cascas abatidas, per-
feitas e imperfeitas, de dupla curvatura, do tipo paraboloide hiperbdlico e eliptico, submetidas
a vibragdes forcadas em regime de grandes deslocamentos. As andlises de estabilidade estatica
e dindmica foram realizadas usando o método da continuacao. Por meio de diagramas de bifur-
cacdo e da determinacdo dos coeficientes de Lyapunov, o autor constatou que tais cascas estao
sujeitas a diferentes fendmenos ndo lineares como: perda de estabilidade por snap-through;

respostas sub-harmonicas; bifurca¢des por duplicacdo de periodo; e comportamento cadtico.

Pradyumna e Bandyopadhyay (2011) estudaram cascas dos tipos conoide e hypar utilizando a
teoria ortogonal de Sanders. Embora a notagdo tensorial nao tenha sido adotada, considerou-se
a inclusdo das curvaturas de tor¢do — ou seja, as componentes do tensor de curvatura fora da

diagonal principal — nas relacdes cinemadticas da casca.

Sofiyev e Turan (2021) estudaram as vibracdes livres nao lineares de cascas abatidas heteroge-
neamente ortotropicas utilizando uma teoria ortogonal de primeira ordem. Diversas geometrias
foram estudadas, incluindo painéis cilindricos, painéis esféricos, paraboloides hiperbdlicos e

placas. Os resultados de frequéncia natural foram comparados com a literatura mostrando boa
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correlagdo. Um estudo sistemdtico foi realizado obtendo varias relagdes frequéncia-amplitude
e comparando a sensibilidade da resposta dinamica em relacdo as tensdes de cisalhamento, a

heterogeneidade do material e as diferentes caracteristicas geométricas das cascas analisadas.

Zhai, Ma e Liang (2021) aplicaram uma teoria ortogonal ao estudo de casca abatidas e ndo
abatidas, de dupla curvatura, e parametrizadas por coordenadas curvilineas ndo ortogonais. Os
resultados das cascas abatidas — frequéncias naturais € modos de vibracdo — foram validados
com a literatura e com o método dos elementos finitos, mostrando boa correlagdo. Os autores
concluiram que o grau de abatimento tem um grande impacto na resposta dindmica da casca.
Dado a importancia do abatimento, ndo fica claro, nesse estudo, se a teoria ortogonal aplicada

representaria com precisdo o real comportamento dindmico das cascas ndo abatidas.

Observa-se que a andlise dindmica nio linear de cascas de dupla curvatura ndo abatidas ainda é
pouco explorada na literatura. Teorias tensoriais sdo ideais para a andlise dessas cascas, ja que
podem lidar com o sistema nao ortogonal de coordenadas curvilineas que € geralmente empre-
gado para parametrizacdo dessas superficies. Deve-se ressaltar, contudo, que nessas teorias as
relagdes cinemadticas possuem mais termos e, consequentemente, hd um maior acoplamento en-
tre as equacdes de equilibrio do sistema. Neste sentido, Pinho, Del Prado e Silva (2021) estuda-
ram as vibragdes livres lineares de cascas de dupla curvatura abatidas e ndo abatidas — conoides
parabdlicos, paraboloides hiperbdlicos e paraboloides elipticos — utilizando a teoria tensorial de
Koiter. Os resultados, frequéncias naturais e modos de vibragdo, foram obtidos para diferentes
condi¢cdes de contorno e nivel de abatimento por meio do método de Rayleigh-Ritz. Séries de
Fourier e séries de polinomios de Legendre foram utilizadas na expansao dos campos de des-
locamentos. Devido a complexidade da geometria da cascas e, consequentemente, dos modos
de vibracdo, um numero grande de coordenadas generalizadas foi necessario na expansao dos
campos de deslocamentos, totalizando 144 gdl. Os resultados tedricos foram comparados com
os resultados obtidos por Stavridis (1998) e com o método dos elementos finitos, provando que
teoria tensorial de Koiter € mais precisa que a teoria de Marguerre para a andlise de vibragdo
livre, mesmo em cascas abatidas. Segundo os autores, em regime ndo linear, a expansdo adotada
seria computacionalmente invidvel por conta do alto grau de acoplamento entre os termos nao

lineares das relacoes deformagao-deslocamento e das equagdes de equilibrio.

Da mesma forma, Gongalves, Silva e Del Prado (2008) notaram que para capturar a resposta nao

Capitulo 1 FE A. X C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura 57

linear em cascas cilindricas, modelos numéricos de alta ordem normalmente sdo empregados
envolvendo um grande nimero de graus de liberdade, o que é muito custoso tanto em termos
de memoéria quanto em termos de tempo de processamento. Para contornar esse problema, os
autores apresentaram um modelo de baixa dimensao derivado de técnicas de perturbagdo em
conjunto com a Decomposi¢do Ortogonal Prépria (DOP). Primeiramente, os modos de vibra-
¢ao lineares foram obtidos e os modos de alta-ordem foram calculados por meio de técnicas de
perturbacdo, entdo a DOP foi aplicada para selecionar os modos mais importantes. Este pro-
cedimento foi implementado para estudar a resposta dindmica de cascas em regime de grandes
deslocamentos. Amabili, Sarkar e Paidoussis (2003) também estudaram vibracdes em regime
de grandes deslocamentos de cascas cilindricas, perfeitas e imperfeitas, simplesmente apoia-
das, submetidas a excitagdo harmonica. A teoria ndo linear de Donnell para cascas abatidas
foi empregada. Para descrever o comportamento da casca com um modelo de baixa dimensao
em torno das frequéncias de ressonincia fundamentais, a DOP foi aplicada extraindo os Modos

Ortogonais Proprios (MOPs) do sistema.

Pinho, Del Prado e Silva (2022) empregaram a teoria de Koiter na andlise ndo linear estatica
de cascas abatidas e ndo abatidas. Foram analisados conoides parabdlicos e painéis estéricos
simplesmente apoiados. Dois tipos de carregamentos foram considerados: carregamento uni-
formemente distribuido e carga pontual. Por meio do método de Rayleigh-Ritz, as equacdes
diferenciais parciais de equilibrio foram discretizadas em modelos de até 108 gdl. Na ana-
lise de um painel esférico abatido submetido a uma carga pontual, a teoria ortogonal de Koiter
mostrou-se superior em prever a resposta de cascas em comparagdo com a teoria ortogonal de
Donnell. A DOP foi empregada em um modelo reduzido, que mostrou-se eficiente em obter a
resposta ndo linear em cascas ndo abatidas. Na andlise do painel esférico ndo abatido, os autores
puderam reduzir de 108 para 18 o niimero total de graus de liberdade necessarios utilizando a

DOP.

1.3 Técnicas de reduzaciao de ordem

Como foi observado, técnicas de reducdo de ordem sdo necessdrias para tornar o modelo com-

putacionalmente vidvel. Touzé, Vizzaccaro e Thomas (2021) fizeram uma revisiao dos princi-
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pais métodos de reducdo de ordem em problemas dindmicas com nao linearidades geométricas.
Como dito anteriormente, a Decomposi¢ao Ortogonal Prépria ja foi empregada em anélises di-
namicas ndo lineares de cascas cilindricas com sucesso (Gongalves; Silva; Del Prado, 2008;
Amabili; Sarkar; Paidoussis, 2003). Expansdes utilizando o conceito de Derivadas Modais
(DM) foram aplicadas em vigas, arcos e porticos para determinacdo das relacdes frequéncia-
amplitude (Sombroek et al., 2018). Recentemente, técnicas derivadas da teoria das variedades
invariantes, como, por exemplo, a abordagem por Forma Normal (FN), vém sendo aplicadas
em diversos estudos mostrando-se eficazes em reduzir significativamente a dimensao do mo-
delo dinamico mantendo a precisdo dos resultados (Vizzaccaro et al., 2021; Touzé; Vizzaccaro;
Thomas, 2021). Essas técnicas estdo intrinsecamente ligadas ao conceito de Modos Normais
Nao Lineares (MNNL), que podem ser entendidos como um tipo de variedade invariante que é

utilizada na determinagdo desses modelos de ordem reduzida.

Kerschen et al. (2009) apresentaram uma revisao do conceito de MNNL. Segundo os auto-
res, uma das principais caracteristicas das vibragdes livres ndo lineares é a dependéncia entre
frequéncia e amplitude/energia de vibracdo. Essa dependéncia pode ser caracterizada pela de-
terminacdo dos MNNL quando representados por meio de backbones. As backbones, ou seja, as
relacdes de frequéncia-amplitude ou frequéncia-energia de sistemas dindmicos autdnomos nao
amortecidos, sdo curvas que relacionam a amplitude méxima (para um ponto ou uma coorde-
nada generalizada especifica) ou energia de uma 6rbita periddica do sistema com sua frequéncia.
Elas descrevem, entre outras coisas, o grau de ndo linearidade do sistema dindmico, indicando se
ha endurecimento ou amolecimento (tipicamente virando para endurecimento para amplitudes
maiores). Algumas andlises experimentais demonstram como sistemas dindmicos amortecidos
seguem de perto os MNNL do sistema ndo amortecido subjacente. Esta relacdo € exemplifi-
cada por experimentos realizados em vigas planas engastadas, empregando uma transformacgao
wavelet continua para rastrear a evolucdo temporal das frequéncias (Kerschen et al., 2009).
Experimentos também foram realizados em um painel cilindrico de aluminio para identificar a

resposta nao linear do modo fundamental (Kurpa; Pilgun; Amabili, 2007).

Kerschen et al. (2009) descrevem varias aplicacdes onde os MNNL sdo tteis para a anélise de
sistemas dinamicos: (a) a representacdo dos MNNL em uma relacdo frequéncia-energia € uma
ferramenta robusta e precisa para decidir se a andlise em regime linear ainda € aplicével e para

determinar quais modos sdo sensiveis a ndo linearidade; (b) ressonancias forcadas em sistemas
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ndo lineares ocorrem nas proximidades dos MNNL e, portanto, fornecem informagdes valio-
sas sobre a estrutura das ressonancias; (c) sistemas dindmicos amortecidos seguem de perto os
MNNL do sistema ndo amortecido subjacente; (d) o fato de que os MNNL confinam espacial-
mente a energia vibracional pode encontrar aplicacdes na mitigacdo de vibragdes de sistemas
mecanicos; (¢) MNNL fornecem bases para a constru¢do de modelos de ordem reduzida, como

€ 0 caso das técnicas baseadas na teoria das variedades invariantes.

A abordagem das Subvariedades Espectrais (SVE) é um exemplo de técnica baseada na teoria
das variedades invariantes e vem sendo utilizada em varios trabalhos para o cdlculo de back-
bones e curvas de ressonancia em sistemas discretos e continuos por meio de um modelo de
ordem reduzida. O conceito foi inicialmente proposto por Haller e Ponsioen (2016), a SVE €
a variedade mais suave de uma familia de variedades invariantes tangente ao subespaco mestre
na origem do sistema, e contém os MNNL do sistema. Os primeiros trabalhos sobre o assunto
tratavam apenas da determinacdo de SVE bidimensionais de modelos dindmicos descritos em
coordenadas modais. Breunung e Haller (2018) determinaram as curvas de ressonancia e back-
bones de sistemas mecanicos discretos de até 5 gdl utilizando SVE bidimensionais. Ponsioen,
Pedergnana e Haller (2018) automatizaram o processo de determinacido das SVE bidimensio-
nais para ordens arbitrarias utilizando a notacdo tensorial. Com isso, os autores determinaram
SVE bidimensionais até a quinta ordem. Essa metodologia foi aplicada na determinagdo de
backbones de um modelo massa mola discreto de 2 gdl e de uma viga analisada pela teoria ndo
linear de Timoshenko em um modelo de 16 gdl. Ponsioen, Pedergnana e Haller (2019) apresen-
taram uma metodologia eficiente para o cédlculo das Subvariedades Espectrais bidimensionais
utilizando notag@o de indice multiplo. Os autores determinaram as curvas de ressonancia de
vigas modeladas pela teoria de Bernoulli acopladas a uma mola com rigidez ndo linear cubica
em um modelo de 50 gdl. Os autores utilizaram um modelo reduzido bidimensional de quinta
ordem. As curvas de ressonancia foram determinadas por meio do método do conjunto de nivel
zero (zero-level set), capaz de determinar trechos fechados isolados das curvas de ressonancia.
Ponsioen, Jain e Haller (2020) analisaram sistemas de alta dimensao por meio de SVE bidimen-
sionais para extrair a curva ressonancia em torno de um modo de interesse. Mais uma vez, por
meio de uma SVE bidimensional, os autores determinaram um sistema de duas equagdes dife-
renciais pela parametrizacao das varidveis do modelo reduzido em coordenadas polares, cujos
pontos fixos do sistema resultante correspondem a Orbitas periddicas da curva de ressonancia.

Os autores analisaram vigas por modelos com até de 10.000 gdl, reduzindo consideravelmente
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o tempo de processamento em relagdo aos métodos globais.

De acordo com Jain e Haller (2022), as duas principais limita¢des do cdlculo de SVE nos tra-
balhos citados anteriormente sdo: (a) a dependéncia das equagdes de movimento escritas na
base de autovetores dos sistemas linearizados, o que € inacessivel para problemas de elementos
finitos envolvendo um nimero muito grande de graus de liberdade, e (b) a dimensdo do SVE ¢é
restrita a dois. Jain e Haller (2022) generalizaram a metodologia dos trabalhos anteriores para
SVE de dimensdo arbitrdria determinada a partir de coordenadas fisicas, capaz de lidar com
vibragdes periddicas e quase periddicas. Tanto a solucdo das backbones quanto das curvas de
ressonancia sdo obtidas analiticamente por meio da parametrizacdo das varidveis do modelo
reduzido em coordenadas cartesianas e polares. Os autores calcularam as curvas de ressonancia
de uma casca abatida submetida a carregamento harmdnico. A casca foi discretizada utilizando
o método dos elemento finitos em um modelo com 1320 gdl. O tempo necessario para o célculo
da curva de ressonancia do modelo completo foi de mais de 52 horas, enquanto que nos mode-
los reduzidos das variedades invariantes foi de 3 segundos (ordem 3), 12 segundos (ordem 5) e
28 segundos (ordem 7). Os resultados analiticos desses trabalhos mostram que € possivel deter-
minar as curvas de ressonancia e as backbones por meio da Forma Normal do sistema dindmico

reduzido via SVE.

Ressondncias internas sdo essencialmente fendmenos de vibracio ndo linear, e ocorrem quando
a energia € transferida entre varios modos, fazendo com que os MNNL interajam durante um
movimento geral do sistema. Muitos estudos exploram o fendmeno das ressonancias internas
ocorrendo entre modos de sistemas em que as frequéncias naturais lineares sio comensuraveis.
Nesses casos, € frequente a utilizagao de técnicas de perturbag¢io que exploram essa propriedade
para determinac¢do da solugdo (Zhao et al., 2021; Rodrigues; Silva; Gongalves, 2020; Pellicano;
Amabili; Vakakis, 2000). No entanto, as ressonancias internas podem ocorrer sem que a razao
entre as frequéncias naturais lineares seja inteira (Sun; Quan; Wang, 2018), de forma que fend-
menos ndo lineares importantes podem ser desconsiderados ao aplicar técnicas de perturbagcdo
limitadas a movimentos de pequena amplitude (Kerschen et al., 2009). Recentemente, Amabili
e Balasubramanian (2020) utilizaram a teoria de Novozhilov para andlise das vibragdes livres
nao lineares de cascas do tipo tronco de cone. Para a discretizacdo das equacdes diferenciais
parciais de equilibrio, foi utilizado o método de Rayleigh-Ritz, que resultou em um modelo com

um nimero relativamente grande de coordenadas generalizadas — 59 gdl ao todo. Os resultados
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mostraram que os troncos de cones apresentam importantes ressonancias internas devido a sua
simetria axial. Os autores concluiram que, a menos que existam imperfei¢des geométricas sig-
nificativas capazes de quebrar essa simetria, o efeito das ressonéncias internas também deve ser
incluido no estudo de vibragdes forcadas. Além disso, ressondncias internas, especificamente
a ressonancia interna 1:1:2, foram examinadas usando um método de perturbacido no contexto
da excitagcdo forcada harmdnica em cascas esféricas (Thomas; Touzé; Chaigne, 2005), e os re-
sultados obtidos foram posteriormente validados por meio de experimentos (Thomas; Touzé;
Luminais, 2007). Esses resultados numéricos e experimentais mostram que técnicas de redugcao
de ordem baseadas na determina¢ao dos MNNL devem considerar as ressonancias internas para

correta caracteriza¢ao o modelo.

A reduc¢do de modelo via SVE em sistemas com ressonancias internas, no entanto, sé foi abor-
dada recentemente por Li, Jain e Haller (2022). Os autores demonstraram a precisao e eficiéncia
do método de redugdo de ordem por meio de sete exemplos. Em um deles, a curva de resso-
nancia de uma casca abatida com 1320 gdl € obtida através de um SVE quadridimensional em
apenas dois minutos, enquanto o método do tiro foi incapaz de determinar a curva de ressonan-
cia do sistema completo mesmo em uma semana inteira de tempo de computagdo. Li e Haller
(2022) utilizaram a mesma metodologia para estudar bifurcacdes que levam a respostas quase

periddicas em vigas e placas modeladas via MEF.

1.4 Historico de pesquisas do PPG-GECON

O Programa de P6s Graduacdo em Geotecnia, Estruturas e Constru¢do Civil - PPG-GECON —
possui experiéncia no estudo da dindmica nao linear de sistemas continuos que data desde a sua
criacdo em 2006. Dentre os estudos realizados, destacam-se a andlise da instabilidade dinamica
de cascas cilindricas submetidas a carregamento harmonico axial (Gongalves; Silva; Del Prado,
2007b,a) e anélise de cascas preenchidas com fluido (Silva; Gongalves; Del Prado, 2011). Além
disso, sdo feitas andlises para determina¢do da interacdo entre os diferentes modos de vibragdo
de cascas cilindricas, perfeitas e imperfeitas, submetidas a carregamentos transversais e axiais
(Rodrigues et al., 2014; Morais; Silva, 2019; Rodrigues; Gongalves; Silva, 2017; Rodrigues;
Silva; Gongalves, 2020).
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Foram analisadas estruturas feitas de material ortotrépico (Del Prado; Gongalves; Paidoussis,
2010; Del Prado et al., 2014) e de material hiperelastico (Soares; Gongalves, 2012, 2014, 2018;
Soares et al., 2020; Silva et al., 2020). Modelos de ordem reduzida também foram empregados
para andlise ndo linear dindmica de sistemas continuos (Gongalves; Silva; Del Prado, 2008;
Del Prado; Gongalves; Paidoussis, 2009; Gongalves; Silva; Del Prado, 2016). Por fim, o grupo
de pesquisa também possui experi€éncia na andlise nao linear de sistemas dindmicos sujeitos a

incertezas e ruidos (Silva; Gongalves, 2015).

Recentemente, foram realizadas analises em conoides abatidos e ndo abatidos (Silva; Soares;
Morais, 2017; Soares; Moreira; Silva, 2022). A presente tese se insere neste contexto de pes-
quisas, estendendo a andlise da dindmica ndo linear de sistemas continuos a cascas de diferentes
geometrias, no desenvolvimento de modelos matematicos capazes de estudar as vibragdes em

regime de grandes deslocamentos e na aplicacao de técnicas de redu¢do de ordem.

1.5 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € empregar uma formulacao tensorial ao estudo de cascas de du-
pla curvatura, abatidas e ndo abatidas, feitas de material eldstico linear, para a andlise dindmica

ndo linear geométrica por meio de um modelo semianalitico de ordem reduzida.

Os objetivos especificos sdo:

* Validar a formulagdo tensorial em andlise lineares e nao lineares quando aplicada a cascas

abatidas e nao abatidas com trabalhos da literatura e com o método dos elementos finitos;

* Construir um modelo ordem reduzida capaz de descrever o comportamento estdtico e

dinamico das cascas em regime de deslocamentos moderados;

* Avaliar a resposta dindmica nao linear por meio das relacdes frequéncia-amplitude, curvas

de ressonancia e diagramas de bifurcacdo de cascas abatidas e nao abatidas.

Capitulo 1 FE A. X C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura 63

1.6 Organizacao do texto

Este trabalho possui nove capitulos, incluindo esta introdugdo, e é organizado da seguinte forma:

* No Capitulo 2, é deduzida uma teoria tensorial para cascas baseada nas hipéteses de

Kirchhoftf-Love;

* No Capitulo 3, sdo apresentados o método de Rayleigh-Ritz para discretizagcao das equa-
coes de equilibrio e os métodos do tiro simples, tiro multiplo e balango harmo6nico para

determinacdo de Orbitas periddicas;

* No Capitulo 4, sdo apresentadas as técnicas de redugdo de ordem por meio da Decompo-

sicdo Ortogonal Prépria e da determinacdo das Subvariedades Espectrais;

* No Capitulo 5, é feita a validacao da teoria tensorial para o caso de vibracao livre linear

de cascas abatidas e ndo abatidas de diversas geometrias e condi¢des de contorno;

* No Capitulo 6, a teoria tensorial € aplicada na anélise estdtica ndo linear de cascas abatidas
e ndo abatidas para validar as aproximagdes das relagdes cinemdticas. Além disso, a DOP

¢ aplicada para reduzir a dimensao do modelo;

* No Capitulo 7, sdo apresentados os resultados das relacdes frequéncia amplitude e frequén-
cia energia de cascas abatidas e nao abatidas de dupla curvatura. Os resultados da anélise

semianalitica sdo comparados com os resultados obtidos via MEF;

* No Capitulo 8, sdo apresentados resultados das anélises de vibragdo for¢ada de cascas de
dupla curvatura. A abordagem das Subvariedades Espectrais € utilizada para determina-

cdo das curvas de ressonancia por meio do seu modelo de ordem reduzida;

* No Capitulo 9, s@ao apresentadas conclusdes gerais desta tese e sugestdes para trabalhos

futuros.
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CAPITULO 2

FORMULACAO TENSORIAL APLICADA AS CASCAS
FINAS

Neste capitulo é apresentada uma deducao da formulagdo tensorial para casca finas que se baseia
nas seguintes hipdteses de Kirchhoff-Love: a espessura da casca é muito pequena se comparada
aos raios de curvatura principal; um seguimento de reta normal a superficie média permanece
normal e inextensivel ap6s a deformacdo; as tensdes perpendiculares a superficie média sao
muito pequenas se comparadas as demais componentes de tensdes € podem ser desprezadas.
Os campos de tensdo e deformacdo, as relagdes cinemadticas, a energia de deformacao, a energia
cinética, os esforcos internos e as equagdes de equilibrio sdo derivados dessas hipdteses para
uma casca fina, de espessura h, feita de material homogéneo isotrépico de médulo de elastici-
dade E, coeficiente de Poisson v, densidade p e coeficiente de amortecimento viscoso linear c.

A casca é exemplificada pelo conoide da Figura 2.1.

Figura 2.1 — Casca de base retangular
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2.1 Geometria diferencial da superficie média

A teoria de casca finas busca reduzir para um problema bidimensional a andlise de um corpo
tridimensional e, desta forma, deduzir o comportamento mecanico do corpo a partir das de-
formagdes da sua superficie média. Por isso o estudo de casca finas comeca pela descri¢ao

matematica da superficie média, dada pela geometria diferencial.

A geometria da superficie média S da casca na configuracdo de referéncia € descrita por meio
das coordenadas curvilineas £* e €2, que estdo contidas no dominio (2, e parametrizada pelo

vetor R, conforme mostra a equacao (2.1).

R=X(¢, e + Y (¢, )er+ Z(¢',€)es
(€1,6) €Q

2.1

Os vetores e, e; € e3 formam a base ortonormal canonica na dire¢do dos eixos cartesianos

1

b 2% e a?

, como mostra a Figura 2.1. O vetor R aponta a posi¢do de um ponto da superficie
média na configuracdo de referéncia, conforme mostra a Figura 2.2. A equagdo (2.1) repre-
senta a transformagao do dominio 2, contido no espago plano das coordenadas curvilineas, na

superficie tridimensional §, que € definida algebricamente pelas funcdes X, Y e Z.

Ao deformar-se, uma particula da superficie média § movimenta-se da posicao inicial, descrita
pelo vetor R, e assume a posi¢do r da superficie 3 na configuracao atual, conforme ilustra a
Figura 2.2. O vetor r é determinado pela soma do vetor R com o deslocamento u da superficie

média, como mostra a equacao (2.2).

r=R+u (2.2)

Sempre que possivel, a seguinte regra vai ser adotada na simbologia deste trabalho, as letras
maiusculas representam grandezas na configuragdo de referéncia, enquanto as letras mindsculas

representam grandezas na configuragdo atual.

Capitulo 2 FE A. X C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura 67

Figura 2.2 — Movimento da superficie média da casca da configuragdo de referéncia para a configuracdo
atual

Configuragdo de referéncia

Configuracdo atual

2.1.1 Bases natural e reciproca

Para compreender o comportamento mecanico da casca, é necessario introduzir as seguintes
propriedades geométricas da superficie média: os vetores da base natural e reciproca; o tensor
métrico; o tensor de curvatura e os simbolos de Christoffel (Borisenko; Tarapov, 1968). A
base natural (ou tangente) da superficie é formada pelos vetores M, My e M3, ilustrados na

Figura 2.2. Esses vetores sao calculados pelas equagdes:

OR
M, = 8_51 =X e +Y e+ Z €3
R
Mg = 8_52 = X,gel + ngeg + Z,2€3 (23)
M; x M
M, = VI X Vi
|M1 X M2|

onde Z, = 0Z/0¢“ e M| é a norma Euclidiana do vetor M. Os vetores M; e M, sdo
tangentes a superficie § e ndo necessariamente perpendiculares entre si, enquanto o vetor M3
¢ perpendicular a ambos, como mostra a Figura 2.2. Além disso, os vetores M; e M ndo sdo

necessariamente vetores unitarios.

A base reciproca (ou cotangente) é composta pelos vetores M*', M? e M3 e se relaciona com a

base natural de acordo com a equagao:
M, - M/ = 5{ (2.4)

em que &7 é o delta de Kronecker. Os vetores M/ também sdo chamados de covetores. Pode ser

deduzido das equagdes (2.3) e (2.4) que M3 = M?. Como consequéncia da equacio (2.4), o
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produto vetorial entre os vetores da base natural é dado pela equagdo (2.5a), enquanto o produto

vetorial entre os vetores da base reciproca € dado pelo equacdo (2.5b).

M; x M; = ¢,V GMF (2.5)
M x MY = S5\, (2.5b)

VG
Nas equacgdes (2.5), €;5, € o simbolo de Levi-Civita, e VG = |IM; x Ms|. O valor de G também
pode ser calculado como o determinante da matriz [G;], formada pelas componentes do tensor

métrico que serd apresentado a seguir.

Qualquer vetor pode ser decomposto tanto na base natural quanto na base reciproca. Por exem-
plo, seja um vetor descrito na base natural como V = VM, suas componentes contravariantes
sdo dadas por V¢ = V - M. Caso o vetor seja decomposto na base reciproca como V = V; M,
suas componentes covariantes sdo dadas por V; = V - M,;. Resumidamente, qualquer vetor
pode ser decomposto nas duas bases (V = (V-M)M,; = (V- M,;)M?), que sdo utilizadas con-
comitantemente na decomposic@o e por isso sdo ambas necessdrias. Em uma classe especifica
de superficies, os vetores tangentes sdo ortogonais entre si, ou seja M; - My = 0, e, neste caso,
pode-se deduzir as equacdes da casca utilizando apenas uma unica base ortonormal. Como foi
dito anteriormente, muitas teorias de cascas foram derivadas a partir deste caso especifico. Sera
adotada a seguinte notacao na descri¢do das equagdes da casca, os indices romanos (¢, 7, k...)
nas equacdes variam de 1 a 3, enquanto os indices gregos (v, 3, 7y...) variam de 1 a 2. Tal regra
serd vélida exceto quando uma definicao contrdria for apresentada. A notacdo de Einstein, que
omite o somatério de indices repetidos, também serd largamente utilizada seguindo a mesma

regra.

2.1.2 Tensor métrico

O tensor métrico € um tensor de segunda ordem importante para a caracterizacao da superficie.
Ele ¢ definido pelo produto diddico G = M; ® M e ¢ utilizado, entre outras coisas, para
calcular o comprimento de curvas que estdo contidas na superficie 8. Ele pode ser decomposto

de diversas formas e suas componentes covariantes ((;;) e contravariantes (GY) sdo calculadas
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pelas equagdes (2.6a) e (2.6b), respectivamente.

GY =M. M/ (2.6b)

A partir das equacdes (2.4) e (2.6), € possivel deduzir uma importante propriedade do tensor
métrico, ele pode ser utilizado para migrar das componentes covariantes para as componentes

contravariantes de acordo com as duas relacdes V; = G,V e Vi = G*V,.

Um tensor de segunda ordem qualquer T pode ser decomposto em quatro bases diferentes:

T =T,M @ M (2.7a)
T=T'M oM, (2.7b)
T =T'M; @ M/ (2.7¢)
T =T"M, ® M; (2.7d)

onde a equacdo (2.7a) representa a decomposicao na base natural, as equagdes (2.7b) e (2.7¢)
nas bases mistas, € a equacdo (2.7d) na base reciproca. O ponto (sobrescrito e subscrito) que
aparece nas componentes mistas serve para diferencid-las uma da outra e pode ser retirado desde
que elas sejam simétricas. As componentes de cada uma dessas decomposi¢des sao dadas pelas
equagoes:
T; =M, T M,
T7 =M, T -M
(2.8)
TJz =M’ - T M,
T9 =M'-T M
sendo T;; as componentes covariantes, le e TJ@ as componentes mistas, e T as componentes
contravariantes. Essas componentes sdo expressas entre si por meio do tensor métrico de acordo
com as relagdes T = G*Ty;, T7 = G*Ty, TV = G*Ti, T = G*T7, T = GuTY,
T = GuTY, Ty, = ijTij e Ty = ijT]Z:. Também € possivel migrar de forma direta das
componentes covariantes para as componentes contravariantes, € vice-versa, de acordo com

Tzij = GmianTmn € Tij = szanTmn

Finalmente, vale ressaltar que o tensor métrico pode ser entendido como o tensor identidade,

ouseja G =1 = 4, ® e/. Essa equivaléncia € valida ja que G;; = M, - G - M, =

FE A. X C. PINHO Capitulo 2



70 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

M, - (0mne™ ®e™) - M; = M, - M, atende a definicdo das componentes do tensor métrico dada
na equacio (2.6a). Deducdo similar pode ser feita para as componentes G%/. Neste sentido, as
componentes mistas do tensor métrico sdo dadas por G{ = GGy, = MV - M; = 55 , 0 que
também estd de acordo com a defini¢do inicial G = 65 M, @ M7 = M; ®@ M. Isso também quer
dizer que a matriz formada pelas componentes covariantes de tensor métrico € igual a inversa

da matriz formada pelas componentes contravariantes, ou seja [G;;] = [GY .

2.1.3 [Equacoes de Gauss e Weingarten

A variacdo infinitesimal do vetor posi¢ao da superficie média, dR, depende dos vetores tangen-

tes M, e dos infinitesimais d¢* das coordenadas curvilineas, como mostra a equagao (2.9).

R

R=9e

de® = M, d¢® (2.9)

O tensor K, chamado de tensor de curvatura, relaciona a variagao infinitesimal do vetor normal
dM; com a variacdo dR, de acordo com a equagdo (2.10a). Ao decompd-lo nas bases reciproca
(K = K,sM* ® M*) e mista (K = K%Ma ® MP), pode-se reescrever a equagdo (2.10a) nas
equagdes (2.10b) e (2.10c) que, por sua vez, relacionam as variacdes infinitesimais dM3 com

os vetores tangentes nas bases natural e reciproca, respectivamente.

dM; =K -dR (2.10a)
dM; = K, zM*d¢? (2.10b)
dM; = K%M, d¢” (2.10c)

Como a variacdo do vetor normal da superficie pode ser escrita como dM3 = (6M3 JOEP ) déep,
pode-se deduzir os valores de K5 e K3 que s@o, de acordo com as equagdes (2.11a) e (2.11b),

as componentes covariante e mista do tensor de curvatura, respectivamente.

oMy oM, OM,
Kag—Ma'a—é_ﬂ——Mg' 8§K3 = —1vlg3 - aé_a (2113)
L oM , OMP®
K =M = M 2.11b)

Como observado na equagdo (2.11a), as componentes K5 sdo simétricas jd que M, /IEF =
OMg/0¢“ = OR/ (8&“855 ) O mesmo ndo pode ser dito sobre as componentes K%, que nido

sdo necessariamente simétricas pois OM* /&P ndo é necessariamente igual a OMP /DE.
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As variagdes infinitesimais dos vetores dM,, e dIM“ sdo dadas pelas equacdes (2.12a) e (2.12b).

oM, oM, ., oM,
IM. = ¢’ — < s M ) M,d¢? = ( 56 .Mv) M., d¢? — Ko,sMsde? (2.12a)
oM

déf = (aM : M) Mid¢” = (aa% : MW> M7d¢” — K$Msdg® (2.12b)

Da equacdo (2.12a), defini-se os valores de Fzﬂ, que sdo os simbolos de Christoffel do segundo

tipo, como mostra a equacao (2.13).

oM
v . a
s =M 55 (2.13)

Pela defini¢do da equacdo (2.4), como M - M, € constante, sua variagdo ao longo das coorde-

nadas curvilineas € nula, ou seja:

d(M*-M,)  IM® . OM,
— M, M

9e? 9¢? =0 (2.14)

A partir da equacgdo (2.14) deduz-se uma forma equivalente para o célculo dos simbolos de
Christoffel, dada pela equacgdo (2.15) e que pode ser substituida na equacao (2.12b).

oM«

Fis = ~My - 55

(2.15)

Combinando as equagdes (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.15), obtém-se as equacgdes de (2.16)

que sdo conhecidas como as relacdes de Gauss e Weingarten da superficie S.

(2.16)

ogs P
oM
0P

= —I%M — K4Mj,

Analogamente ao que foi deduzido anteriormente para a superficie §, o mesmo pode ser feito
para a superficie 4, em que os tensores g € k € 0s vetores m; € m'’ sdo respectivamente os
tensores métrico e de curvatura e os vetores que compdem as bases natural e reciproca da
superficie média na configuragdo atual. Os valores de 7, sdo os simbolos de Christoffel da

superficie na configuragdo atual. Essas grandezas se relacionam com o vetor posi¢do r da
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Figura 2.3 — Superficie paralela a superficie média na configuracio de referéncia

g =g - 08 gy O Oms
Vot e T e T e (2.17)
/ﬁ;a:ma.a_nlgz_mg.ama .
7 o¢P Bl

om

by A «
f— m - —_—
af s

Além disso, é possivel determinar as equagdes de Gauss e Weingarten para a superficie 3, a

saber:

(2.18)

2.1.4 Superficie paralela

Outra superficie importante para a andlise da casca é a superficie paralela S, caracterizada
por estar distante 3 da superficie média S, como mostra a Figura 2.3. Os simbolos que sdo
marcados com uma barra superior representam grandezas relacionadas a superficie paralela. O

vetor posicao da superficie paralela é dado pela equagdo (2.19).
R=R+¢&M; (2.19)

Combinando as equacdes (2.9), (2.10) e (2.19), é possivel calcular a base natural da superficie

paralela (M), que se relaciona com a base natural da superficie média na configuracdo de
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referéncia de acordo com a equagdo (2.20).

Ma = ]-:_{704 = (55 + ngﬁa) MB
B B (2.20)
M; =R 3 = M3
Considerando o tensor Y = Y? Mz ® M®, cujas componentes sdo Y2 = 67 + ¢3KP e de

modo que M, = T%Mg, a equacdo (2.20) pode reescrita na forma (2.21).

M, =T M,
(2.21)
T=G+¢K

Da mesma forma que Y relaciona os vetores das bases naturais M, e M, pode-se introduzir

o tensor A = A'BaMﬁ ® M,, que relaciona os vetores das bases reciprocas M* e M“, como

mostra a equacgao:

M® = A - M*
M = AgM? (2.22)
M3 = M,

cujas componentes A sdo deduzidas seguindo os passos das equagdes (2.23).

M, M® =M., - A-M°
85 =TI Mg - A-M” (2.23)

87 =TIAY
As equacgdes (2.23) mostram que a matriz formada pelas componentes de A é igual a inversa
da matriz formada pelas componentes Y, ou seja [Ag] = [T%] ~'. Expandindo (1] ' em
série de Taylor, chega-se a equacdo (2.24), que € uma forma alternativa para o célculo dos

coeficientes A'ﬁa.
Af = 0f = €K+ (€ KK — (€) KKK + 0 [(€7)'] (2249

Nos casos em que a superficie paralela € proxima a superficie média, ou seja, para pequenos

valores de &3, pode-se aproximar a equagio (2.24) na forma:
Ag =~ 65 — K (2.25)

A aproximacgao (2.25) serd adotada na dedugdo das equacgdes da casca por conta da consideragao
da hipétese das paredes finas. Analogamente a equacao (2.5a), pode-se calcular a base reciproca

M’ da superficie paralela de acordo:

M, x M, = €,V GM* (2.26)
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em que VG € araiz do determinante das componentes covariantes do tensor métrico da super-

ficie paralela, ou seja:
VG = /det [M; - M,] = VG (14 &K% + (6%)°K) (2.27)

onde K = K {K?% — KLK? é a curvatura gaussiana da superficie média.

A superficie 3 € paralela a superficie média 5 na configuracdo atual, e possui propriedades

analogas a S, como mostram as equagdes (2.28):

v = 0 + €KL,
(2.28)
A, SO 3 .«
V3 =g (1+ €5, + (€)%k)

_ 1.2 1,2
K= Ky K5 — KaKy

ou seja, os vetores m; e m’ sio calculados da mesma forma que os vetores M; e M', assim
como os tensores v e A sdo andlogos aos tensores Y e A. Os valores de /g e ~ também sdo

calculados de forma andloga aos valores de VGeK.

2.2 Cinematica e deformacao da casca

Na configuracdo de referéncia, enquanto R representa a posicdo de um ponto na superficie
média, X representa a posicdo de um ponto qualquer da casca. Analogamente, 0s vetores r e
X representam, respectivamente, a posi¢do de um ponto na superficie média e a posi¢do de um

ponto qualquer da casca, na configuracdo atual, conforme ilustra a Figura 2.4.

Ao aplicar as hipéteses de Kirchhoff-Love, chega-se as expressdes do vetor posi¢do da casca

em funcao do vetor posicdo da superficie média, conforme a equagdo (2.29).

X =R+ &M

x=r1+&m’ (2.29)

h h
__<3<_
2_£ 2
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Figura 2.4 — Movimento da casca da configuracdo de referéncia para a configuracdo atual

Segundo as equacdes (2.2) e (2.29), para uma dada geometria da superficie média da casca na
configuracdo de referéncia, definida pelo vetor R, e um dado campo de deslocamento u da
superficie média, pode-se determinar a posicdo x de qualquer ponto da casca na configuracao
atual. Os vetores posicdo X e x sdo mapeados no espago tridimensional por meio das coorde-
nadas curvilineas ¢! e €2 em conjunto com a coordenada perpendicular £3. Os volumes 7 e v
contém todos os pontos da casca na configuracdo de referéncia e na configuracdo atual, respec-

3 sdo vetores unitarios, a espessura

tivamente. Nota-se na equacdo (2.29) que, como M? e m
da casca permanece constante depois da deformagao, seguindo a hipétese de Kirchhoff que diz
que as deformagdes nas direcdes perpendiculares a superficie média sdo muito pequenas e po-
dem ser desprezadas. Apesar das equagdes (2.19) e (2.29) serem semelhantes, optou-se por dar
nomenclaturas diferentes a X e R. Enquanto o primeiro vetor diz respeito a um ponto qualquer
no espago do dominio da casca, o segundo diz respeito a superficie paralela a superficie média.

Pode-se interpretar que o espaco da casca contém o conjunto de todas as superficies paralelas

ao longo da espessura da casca.

2.2.1 Tensor de deformacoes de Green-Lagrange

O tensor de Green-Lagrange é¢ uma importante medida das deformagdes da casca e a chave para
a sua deduciao € o célculo do tensor gradiente de deformacdo F, que relaciona os vetores dX e
dx de acordo com:

dx =F .-dX (2.30)
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Combinando as equacdes (2.10), (2.12) e (2.29), € possivel calcular um elemento infinitesimal

dX arbitrario da casca na configuracdo de referéncia, conforme mostra a equagao (2.31).
dX = Md¢' = TP Mpde® + Mydg? (2.31)

Analogamente, chega-se a uma expressao equivalente para um elemento infinitesimal dx arbi-

trario na configuragdo atual, conforme mostra a equacgao (2.32).
dx = m;d¢" = v? mgd¢® + mydg? (2.32)
O gradiente de deformacdo € determinado pelo produto diadico (2.33).
F=m, oM (2.33)

Substituindo (2.20) e (2.22) em (2.33), e considerando a aproximacao da equagao (2.25), chega-

se a uma expressao aproximada do tensor gradiente de deformacao F':

F ~ (62‘ + 53,%,‘;) m, ® ((5% — ng-Z?) M? 4+ m; @ M3 234
A, © MO+ € (5% — K%) my © M? + mg @ M? |

. . T 2 .
onde foram negligenciados os termos multiplicados por (£3)°. Leva-se em conta uma vez mais

a hipétese de paredes finas de Kirchhoff-Love.

Finalmente, defini-se o tensor de deformacdo de Green-Lagrange por meio da equagdo (2.35).

E=-(F'-F-1I) (2.35)

DN | —

As equagdes (2.36) mostram o resultado das 9 componentes resultantes do produto F' - F.

(M*®@m,) - (mg ® M?) = g,sM* @ M” (2.36a)
(M* ®m,) - (m3®M?) =0 (2.36b)
(M? @ m3) - (m* ® M,) =0 (2.36¢)
(M? ® m3) - (m3 @ M?) = g3sM* @ M? (2.36d)
(M®* @my,) - (& (k] — Kj) m, @ MP) = & (k) — K}) goyM* @ M? (2.36¢)
(€ (52, = K)M* @m,) - (mg @ M7) = & (v], - K7,) g5sM* @ M”  (2.36)
(& (kL - KL)M*@m,) - (& (k% — K%) m, ® M?) ~ 0 (2.36g)
(& (x5, — KP)M* @ mg) - (m3 @ M?) =0 (2.36h)
(M? @ m;) - (€ (k% — K%) m, ®@M’?) =0 (2.361)
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Até aqui, as dedugdes das equagdes seguem o que foi descrito primeiramente por Bower (2009).
Todavia, na sua expressdo do tensor de deformacdes, Bower (2009) assume que os valores
das equacgdes (2.36e) e (2.36f) sdo iguais. Isso vai contra o trabalho de Fliigge (1972) que
demonstrou que K ,Vﬁg(m # K7 gs,. Além disso, ao se igualar essas duas equagdes, o tensor de
deformacdes deixa de ser simétrico. A aproximacao (2.36g) leva em conta a hipdtese da cascas
de paredes finas. Por dltimo, o tensor identidade I, quando descrito na base reciproca, assume

a forma:

I=G =G\M* @M’ + G3zsM* @ M? (2.37)

Substituindo (2.36) e (2.37) em (2.35), chega-se a expressao final (2.38) do tensor de deforma-

coes de Green-Lagrange para cascas finas.
E ~ 7,sM* @ M? + £ p,sM* @ M” (2.38)

Como m3 e M3 s@o vetores unitdrios, conclui-se que gs3 = (33 = 1. Por isso o termo
% (g33 — G33) M3 ® M3, que representa a variagdo da espessura da casca, é igual a zero — e
também como consequéncia direta da aplicacdo das hipéteses de Kirchhoff-Love na equagao
(2.29). Assim como na defini¢do do gradiente de deformacdo, também sdo negligenciados na
equacdo (2.38) os termos em que aparece (53)2. Os valores de 7,3 € pos S30, respectivamente,
as componentes dos tensores de elongamento (stretching) e de flexdo (bending), dadas pelas

equacgoes (2.39a) e (2.39b).

1

Yo =5 (Gap — Gap) (2.392)

Pap = Kap — Kap — (1K 3780 + 2K Va0 (2.39b)

Até aqui foi feita uma deducdo utilizando uma abordagem mecanico geométrica por meio das
hipdteses de Kirchhoff-Love e pelas aproximacdes tipicas da mecanica dos sélidos. Nao ha con-
trovérsia na definicao do tensor de elongamento e todas as teorias concordam com a defini¢ao
apresentada (2.39a). Todavia, 0 mesmo ndo acontece com as componentes do tensor de flexdo.
Expressoes diferentes da que foi deduzida em (2.39b) podem ser encontradas na literatura e
estdo condensadas nas equacdes (2.40). Os parametros c; e ¢y foram introduzidos na expressao
(2.39b) para obter uma expressao genérica que atenda tanto as expressoes encontradas na lite-
ratura quanto a obtida neste trabalho. Seguindo a deducdo apresentada neste secdo, os valores

desses coeficientes sdo ¢; = ¢ = 1.
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pap = (K%, — K2) gop (Bower, 2009)

o = Kap — Kop — 2K, Fligge, 1972
Pap s ] VoB (Flugg ) (2.40)

Pap = Kap — Kap (Koiter, 1960)

Pap = kap — Kag — 3 (K%7V0p + K%%a) (Budiansky; Sanders, 1962)
Em comum, cada uma dessas expressdes em (2.40) busca calcular a variagdo da curvatura antes
e apos a deformacdo. Matematicamente, as definicdes apresentadas por Bower (2009) e Fliigge
(1972) sdo equivalentes, apesar dos autores terem chegado a elas de formas diferentes. Bower
(2009) faz um procedimento similar ao que foi apresentado aqui, calculando o tensor de de-
formacdes por meio do gradiente de deformagdo; mas ele ignora a diferenga entre as equacdes
(2.36e) e (2.36e), como ja foi discutido. Fliigge (1972) argumenta que a melhor forma de re-
presentar o tensor de flexdo € por meio da diferenca entre as componentes mistas do tensores
de curvatura, ja que nesse sistema de referéncia as componentes do tensor métrico independem
da deformacdo. Ao propor isso, uma expressao muito parecida com (2.39b) € encontrada, onde
c1 = 2 e co = 0. Em contrapartida, o tensor de flexao resultante nio é simétrico, violando uma

regra basica da teoria da elasticidade.

Budiansky e Sanders (1962) apresentam alternativas a expressao de Koiter (1960) para o tensor
de flexdo. Para os autores, apesar de ndo haver uma equacdo definitiva para a medida do tensor
de flexdo, o tensor de elongamento da superficie deveria, em tese, estar presente na féormula.
Os autores chegaram a uma expressdo em que ¢; = ¢, = 1/2 na equagdo (2.39b), que estd
em acordo com as equagdes propostas anteriormente por Sanders (1959) para um sistema de
coordenadas ortogonais. Por este e outros motivos, a teoria foi classificada por eles mesmos

como a “melhor” para cascas finas.

Para deduzir sua teoria de cascas finas, Koiter (1960) parte de uma expressdo da densidade
de energia de deformacdo para um corpo submetido ao estado plano de tensdes e descrito em
coordenadas curvilineas (¢!, £2 e £€%). Ao expandir a densidade de energia em série de Taylor em
torno de £* = 0, considerando que o corpo é uma casca fina, e eliminado os termos (53)i quando
1 > 2, o autor é capaz de deduzir sua expressao para o tensor de deformacdes. Ciarlet (2005)
chegou a mesma expressao de Koiter, em que ¢; = c; = 0, por meio de uma andlise assintdtica
do problema tridimensional da casca quando a espessura tende a zero. Ainda segundo Ciarlet

(2005), € extraordindrio que Koiter tenha chegado as mesmas equagdes da analise assintdtica
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tendo adotado premissas puramente mecanicas e geométricas.

Koiter (1960) traz uma importante discussao sobre as teorias que se propdem serem “melhores”
que a sua, mas que também sao derivadas das mesmas hipéteses de Kirchhoff-Love. Para ele,
qualquer refinamento na teoria de cascas finas que ndo leve em consideragdo os efeitos das ten-
sOes transversais € insignificante, ja que os efeitos da consideragdao do estado plano de tensdes
seriam mais importantes, do ponto de vista energético, do que os supostos melhoramentos na

parcela de flexdo do tensor de deformagdes.

2.2.2 Relacoes deformacao-deslocamento

O tensor de deformacgdes de Green-Lagrange deduzido anteriormente depende de propriedades
geométricas da superficie média nas configuracdes de referéncia e atual — notadamente dos va-
lores de Go3, Kap, gup € Kap que aparecem nas expressoes de 7,3 € pap nas equagdes (2.39).
Na configuragdo de referéncia, essas propriedades dependem unicamente da geometria da su-
perficie média na configuracdo de referéncia enquanto, na configuracao atual, elas variam com

o campo de deslocamentos u decomposto na base reciproca como:
u = u;M’ (2.41)

em que u; sao as componentes covariantes do vetor u. A primeira derivada do vetor de deslo-
camentos € dada pela equagao (2.42).
U :’LL,L"O[].\/_[z + U/z‘M?a
(2.42)
T o T 3
= (tp0 — I ur + Koous) M + (ug o — KL u; ) M
A notacao das derivadas covariantes ¢ uma forma de se reduzir o tamanho das expressdes que
envolvem derivadas dos campos de superficie. Utilizando esse conceito, é possivel reescrever
(2.42) na forma compacta
U, = UilaMZ
Ugla = Ugo — Loty + Kopus (2.43)
T
U3la = U3,a — K‘auT
sendo u;, as componentes da derivada covariante, que € um tensor de segunda ordem que

relaciona os vetores u , e M".
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A segunda derivada do vetor de deslocamentos é dada pela equagdo

Uop = (uo,aﬁ — (I5a) gur — Ioqtr g + Koggus + KaaUB,B) M’

+ (g — Doty + Kogug) (~T5M* — KGM?) (2.44)
+ (u:},aﬁ — K.‘;”Bu.,. — KLuTﬁ) M3
+ (ugo — Kou,) (KysM?)

que, por sua vez, também pode ser reescrita de forma compacta utilizando as derivadas covari-

antes, como mostra a equagao (2.45).

u,aﬁ = ((ua‘a)ﬁ — FgouTla —+ Kaﬁu;z,‘a) MU + ((U3|a)”3 — K-Tﬁuﬂa) M3
. (2.45)
:Ua‘aﬁMg + 'LLg‘aﬂMg = ui|a51\/[’

O vetor de deslocamentos também pode ser decomposto na base natural, conforme mostra a
equagao:

u=u'M; (2.46)

em que u' sdo as componentes contravariantes do vetor de deslocamentos. Similar ao que
foi demonstrado anteriormente, as derivadas do vetor de deslocamento podem ser descrita por
expressoes andlogas as das equacdes (2.43) e (2.45), mas que envolvem as componentes con-

travariantes de u:
i
u,a = U |aMi

. (2.47)
Uap = 'apM;
em que as componentes da derivada covariante sdo dadas por:
ule =u?, —T7 u" + K% us
. : (2.48)

3 3 T
u’lo = v, — Krqu

Dadas as propriedades do tensor métrico apresentadas na Secdo 2.1.2, pode-se deduzir que as
componentes do tensor derivada covariante de u se relacionam entre si na forma u'|, = G’“'uk‘a

€ Ujjq = Griu¥|,. Também é possivel provar que u?|, = U3ja-

Os vetores tangentes da superficie média 4 na configuracdo atual sdo calculados pelas equagdes
(2.49).
m, =M, +u,
= (01, + u'la) M (2.49)
= (Guai + Uija) M
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O vetor normal mg3 é calculado da mesma forma que M3, ou seja, é um vetor unitdrio perpen-
dicular a m; e m,, de acordo com a equagao (2.50).
mi; X my

V9

As componentes de ms em relacfio as bases M; e M sdo dadas pelos valores de . e 1, como

ms —

(2.50)

mostra a equacao (2.51).

ms = MkMk = MkMk

G, .. S
[ = \/—_ ((51 + uz|1) (5% + uj|2) €ijk (2.51)

V9
k k
p =Gy
As componentes covariantes do tensor métrico g da superficie média na configuragdo atual

aparecem no cdlculo do tensor de elongamento e sdo calculadas pela equacao:
Jap = My - Mg (2.52)
que pode ser reescrita substituindo a equagdo (2.49) em (2.52), resultando na expressao (2.53).
Gap = Gap + Uqa|p + Ugja + U |aUp)3 (2.53)

As componentes k.3 aparecem na expressdo do tensor de flexdo e sdo calculadas de forma
andloga a equacdo (2.11), ou seja:

om,,

Ko = —INg3 - a3 (2.54)
e dependem das derivadas dos vetores tangentes:
Oom, OM, N
= u,aﬁ
o 9 (2.55)

:FZC@MV — KaﬁMg + 'Ll,Z|aﬁMl

Substituindo (2.55) e (2.51) em (2.54), chega-se a expressao das componentes covariantes do

tensor de curvatura da superficie média na configuracdo atual, dada por (2.56).

Kap = — M" - (T75M,; = KapMs + tjasM™)

(2.56)
= = 113005 + p3Kap — (" Umjag
Os simbolos de Christoffel sao determinados pela equagao
om,,
Yap =00 53 (2.57)
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Finalmente, substituindo as equagdes (2.53) e (2.56) em (2.39), é possivel calcular as compo-
nentes de elongamento e flexdo do tensor de deformagdes em fungdo dos deslocamentos da
superficie média, dados por (2.58a) e (2.58b), respectivamente. Essas equacdes sdo exatas no
sentido em que apenas as aproximacgdes das hipéteses de Kirchhoff-Love foram consideradas

para determind-las.

(tals + Ugja + UP]atiy)s) (2.58)

N | —

Yo =

Pap = Kaﬁ (/JJ3 - 1) - :LL’YFlﬁ - Mmum\aﬁ - (ClK-C;ﬂ/ﬁa + CQK%VQU) (258b)

2.2.3 Aproximacoes consideradas

Apesar de as duas equacOes de (2.58) serem ndo lineares, a equagdo (2.58b) € especialmente
complexa ja que lida com termos néo lineares de alta ordem e ainda envolve o célculo de /g.
Uma forma de simplificd-la é expandir as componentes p,s em série de Taylor até os termos

ndo lineares quadraticos. O resultado dessa expansao €:

Pas = (F25U3|a - UB\QB) (]— - UT|T)

- (ClKSVﬁo + Cng%m)
K., 1(u7|7)2 v (2.59)
2 G

- (uT|Tu3\aB - u3|7'u7—’a6)
em que v € o determinante da matriz formada pelas componentes do tensor de elongamento

[’7{15 ] :

Mesmo com a aproximagdo (2.59), o célculo das deformagdes ainda seria muito custosos com-
putacionalmente devido ao alto grau de acoplamento entre os campos de deslocamentos nos
termos ndo lineares. Muitos autores negligenciam os termos ndo lineares do tensor de flexdo
argumentando que eles possuem uma pequena influéncia na resposta da casca quando a ampli-
tude dos deslocamentos € da ordem de poucas vezes a espessura da casca (Yamaki; Simitses,
1985; Amabili; Paidoussis, 2003; Amabili, 2005; Amabili; Balasubramanian, 2020). De fato,
em casca finas, a influéncia energética do tensor de flexdo neste nivel de amplitude de desloca-

mentos € bem menor que a influéncia do tensor de elongamento. Aplicando essa aproximagao,
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chega-se as equacgdes:

(tals + gl + uP|atip)s) (2.60a)

N |

YaB =

Pap = Fzﬂuiﬂ’y — U3|aB — (CIK-(;/VBU + CQK-%V@U) (260b)

Além disso, outra aproximacao valida em muitos casos consiste em considerar que a magnitude
dos deslocamentos de membrana € muito menor que a espessura da casca e que a magnitude do
deslocamento transversal, e, por isso, apenas os termos ndo lineares que dependem de ugz sdo

considerados, resultando na seguinte equagao:

1
Yos = 5 (Uap + Usja + G7 Koo Kgatj + Uz aus ) (2.61a)
1
Pap = Flﬂum — U3jaB — 3 (CIK‘Zy (umg + ugw) + CQK% (ua‘g + ua|a)) (2.61b)

A hipoétese descrita anteriormente — de que os deslocamentos de membrana sao muito pequenos
€, por isso, os termos ndo lineares que dependem deles podem ser desconsiderados nas compo-
nentes dos tensores de elongamento e flexdo — é denominada por Amabili (2008) como hipo-
tese de Donnell, visto que fol primeiramente introduzida por Donnell (1933). Embora Donnell
(1933) tenha elaborado uma teoria para o estudo de cascas abatidas em que outras aproxima-
coes além desta foram consideradas, a hipétese de Donnell ja foi aplicada ao estudo de cascas
cilindricas geometricamente nio abatidas, apresentando resultados proximos aos de teorias que

ndo consideram tal simplificacdo (Amabili, 2003).

Casca abatidas também sao alvo de simplificacdes devido as suas particularidades (Vorovich,
1999). Nos casos de cascas geometricamente abatidas, além das aproximacgdes consideradas
em (2.61), assume-se que os valores das componentes de curvatura Kgy e K. B/\ sd0 muito peque-
nos e, por isso, os termos que dependem deles podem ser desconsiderados. Por conseguinte,

considera-se também valida a aproximagao uz|, ~ u3 4, resultando em:

1
YaB = 5 (ua|ﬁ + UB|a + u3,au3,ﬁ) (2623)
Pap = L o5Usy — U3 ap (2.62b)

Segundo Vorovich (1999), a aproximacdo empregada nas equagdes (2.62) também pode ser
aplicada a cascas fisicamente abatidas, isto €, cascas em que a curvatura nido € necessari-
amente pequena, mas cuja aproximagao us, ~ U3, continua vdlida. Em outras palavras,

pode-se dizer que cascas fisicamente abatidas sdo aquelas em que das deformacdes sdo carac-
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terizadas por grandes rotagdes (us3 o) € pequenos deslocamentos (u3) — € que, portanto, o termo

G*K ., K s\u3, que aparece na equagdo (2.61b), pode ser negligenciado.

No estudo de cascas geometricamente abatidas, ainda ha o caso particular de cascas propria-
mente abatidas, cuja superficie média € préxima do plano, e que foi a classe de cascas estudada
pelos fundadores das primeiras teorias aplicadas cascas abatidas como as teorias de Marguerre,
Vlasov, Chien e Feodos’ev (Vorovich, 1999). Nestes casos, a métrica da superficie média pode

ser aproximada pela métrica do plano, levando a novas simplificacdes.

Por ultimo, quando os deslocamentos sdo muito pequenos, ou seja, de magnitude muito menor

que a espessura da casca, pode-se realizar uma andlise linear, em que as deformacdes sdo dadas

por:
1

Yap = 5 (Ua\ﬁ + U5|a) (2.63a)

Pap = FZ{BUBM — U3|ap — (ClexﬁYﬁo‘ + CZK%P)/O&O') (263b)

2.2.4 Velocidade e aceleracao da casca

O vetor velocidade v de um ponto da superficie média da casca € dado pela derivada no tempo
do vetor posi¢do, ou seja

v = 4; M’ (2.64)

Apesar da equacgdo (2.64) ser uma forma direta do cdlculo do vetor velocidade, € conveniente
na andlise da casca decompd-lo na forma v = v;m’. Pode-se determinar como as componentes
u; € v; se relacionam entre si combinando as equagdes (2.49) e (2.64), como mostra a equagdo
(2.65).

g, = Vo (Gak + Ukla) + Vst (2.65)

Ja a velocidade de um ponto qualquer da casca € dada pela derivada da equagdo (2.29), ou seja:
x = v + &1y (2.66)

O vetor m3 € por definicio um vetor unitdrio e ndo sofre variagdes de magnitude ao longo

do tempo. Por isso, seu movimento pode ser caracterizado como de corpo rigido, sendo sua
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derivada no tempo quantificada por meio da velocidade angular w, como mostra a equagao:

rhg,:wxmg

(2.67)
w-m3=20
Derivando mj3 no tempo, chega-se a:
. d m; X msy mlxm2+m1xm2 d 1
_ - — | — 2.

que depende da derivada no tempo dos vetores tangentes, calculadas pela equacdo (2.69).

Ih —_d _8r =V,=7 mB—F’U m3+U mﬁ + v mS
et dt aéa yer B, 3« BHL o 3 o
(2.69)

— B 0 0 3
= <097a + V3KRoa — VBV np m- + (U37a — Ugli,a) m
Como o vetor mg3 € perpendicular a mg, ele possui componentes apenas na direcio dos vetores

tangentes. Desta forma, substituindo (2.69) em (2.68), pode-se escrever os vetores ms € w

como:

ey

L,
my = ji,m* = ji"m,

w = flymg X Mm% = 1%m3 X m,,

(2.70)
o . 0
Mo = —INg - My = — (Us,a - Uelia)
i = g%
em que /i, € [1“ s3o as componentes covariante e contravariante da velocidade angular do vetor

mg3. Vale ressaltar que /i, s3o as componentes de um vetor de velocidade, mas ndo sdo iguais

as derivadas no tempo das componente /i,.

As derivadas no tempo dos vetores da base m; da superficie paralela sdo dadas pelas equacdes:

m, = X,a = ma + fng,a
| @2.71)

ms = }'(73 = rh3
que dependem de mj3,. Para calcular esses vetores, € introduzido o tensor K que relaciona a
variagdo dmg com a variagdo dr como mostra:
dig = K - dr
dry = £%d¢ m, (2.72)
drng = fapd€’m®
onde as componentes de k sdo calculadas de acordo com a equag@o:

Omg

&P

«

= /%agm = /%,"‘Bma = (/jbaﬁ - ﬁ)\’yéﬁ) m“ (273)
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Vale ressaltar que os valores de fi,5 € £ s80 as componentes covariante e mistas do tensor K,

e ndo sdo as derivadas no tempo de K5 € K. Substituindo (2.73) em (2.71), chega-se a:

- o 0 0
m, = <U@7a + UsKga — vmﬁe + §3/§9a> m’ + (v34 — vpr’, ) m*
(2.74)
Ii’l3 — Ii’l3
A aceleracdo em um ponto qualquer da casca € a segunda derivada com relagdo ao tempo do
vetor posicao da casca:

X =i+ &y (2.75)

onde o vetor ¥ = a'm; = a;m’ é a aceleragdo da superficie média. Como o movimento do

vetor mj3 pode ser entendido como um movimento de corpo rigido, sua aceleracdo é dada por:
m; =a X m3+w X (w X m3) (2.76)
onde « € a aceleracdo angular do vetor ms, dada por:
a=w=[i,m3xm*=j"m3 x m, 2.77)

Os valores de [i,, e ji* sdo as componentes covariante de contravariante de o, respectivamente.

Substituindo (2.77) e (2.70), a aceleragao de mg € dada por:

ooﬁ

ms = f"mg — ﬁo‘,&am?) (2.78)

2.2.5 Gradiente de velocidade

O gradiente de velocidade L é um tensor importante na andlise da casca por que forma um par
energeticamente conjugado com o tensor de tensdes de Cauchy. Esse tensor relaciona a variagao
da velocidade em um ponto da casca com a variagdo da sua posi¢ao na configuragdo atual, como

mostra a equagdo (2.79).
dx =L dx
A (2.79)
Substituindo (2.71) e (2.22) em (2.79), pode-se reescrever o tensor gradiente de velocidade
como:

L = (m, + &#.sm”) ® (m* — &7 m”) + m; @ m? (2.80)

%

que depende da velocidade e da posicao da superficie média na configuracdo atual.
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2.3 Elemento infinitesimal da casca

A Figura 2.5 mostra o elemento infinitesimal de volume d7/ da casca e o elemento infinitesimal

de 4rea dS da superficie paralela na configuracio de referéncia.

Figura 2.5 — Elemento infinitesimal de volume e de drea da casca

Integracdes ao longo do volume da casca, da area a superficie média ou da secao transversal sdo

muitas vezes necessdrias na analise da casca. A integral ao longo da superficie S e § sdo dadas

/dS :/ (M, x My) - Myd¢'de® = // (14 K2+ (6)°K) VGdg'de?
S Q Q

(2.81)
/ ds = / (M; x Ms) - M3de'de? = / VGdgde?
S Q Q
A integral no volume da casca é dada por:
h/2 B B )
/ dv = / / (M; x M) - M3dé&dg'dg?
; /;‘/ 2 (2.82)
/ / (1+ &K+ (£)°K) d&’ds
h/2

De forma andloga, as mesmas integrais mostradas nas equacoes (2.81) e (2.82) podem ser ava-

liadas na configuracdo atual, resultando nas equagdes (2.83).
/d5 = / (m; x my) - mydé'de? = // (1+ &% + (€7)%k) Vgdg'de?
3 Q Q
/d:) = / (m; x my) - madé'de? = // Vgdgtde?
Q
3 h2 (2.83)
/dv —/// m1 X mg l’flgd§3dfld§2
h/2

h/2
/ / 1+ %%+ (£%)°k) d&ds

h/2
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Figura 2.6 — Forcas e momentos resultantes em uma se¢do infinitesimal da casca. Em (a) a forga
resultante em um elemento infinitesimal de drea na secdo transversal; e em (b) os esforcos internos
resultantes das tensdes ao longo da espessura da casca

(a) (b)

RM“E"‘\N\D‘\»

2.4 Tensoes e esforcos internos

Os esforcos internos medem as forcas e momentos resultantes das tensdes atuantes na casca
na configuragdo atual. Seja um elemento de area infinitesimal de se¢do transversal da casca na
configuracdo atual, conforme mostra a Figura 2.6(a). A for¢a resultante na drea d A, proveniente

das tensdes o, é dada pelo vetor df de acordo com a equagio (2.84).

df = o - ndA (2.84)

O tensor de tensdes de Cauchy o = om; ® m; mede o estado de tensdes de um ponto do

corpo em relacdo a configuragdo deformada. O vetor n é um vetor unitdrio perpendicular ao

elemento de drea dA e é calculado pela equagio (2.85).

ndA = dr x msd¢?
ndA = m,dé® x mgdé? (2.85)

ndA = e,35m”,/gdede?

Capitulo 2 FE A. X C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura 89

Expandindo o tensor o e substituindo as equagdes (2.20), (2.26) e (2.85) na equacgdo (2.84),
chega-se a equagdo (2.86).

df = om; ® m; - e,35m"\/gde*de?
df = 0P myea35/gde™de? (2.86)
df = 077 (8] + £k2)) Mr€ass/GdEVAE® + 0¥ myenss/gdEdE?
Substituindo os valores de /g, pode-se reescrever a equagao (2.86) na forma da equagao (2.87).

df = fAm, + fm;
= (0" +8E076%) (14 6% + (£)°k) €aspy/gdgde? (2.87)
f3 =0 (1+ 6% + (€)°K) eazpy/gde™de?
A forca resultante das tensdes atuantes na secdo, ilustrada na Figura (2.6), é dada por df e é
calculada de acordo com a equacao (2.88).
h/2
df = / df (2.88)
—h/2
Uma outra forma de calcular a forca resultante é pela equagao (2.89). Os tensores T e V
relacionam a forca df com o vetor n, que € perpendicular a se¢@o transversal como mostra a
Figura 2.6(b).
df =T -nds+V -nds
T=T7T""m,®m, (2.89)
V =7V"m; ® m,
O tensor T mede as forgas internas de membrana que esticam, comprimem ou cisalham a casca
no plano da superficie média. O tensor V mede as forcas de cisalhamento perpendiculares a
superficie média. O vetor n € unitario e perpendicular ao plano da secao transversal, sendo

calculado pela equagao (2.90).

nds = dr x mj

(2.90)
nds = e,35m”/gd&®
Substituindo a equacao (2.90) em (2.89), chega-se a:
T - -nds = T)\Bm)\Eagﬁ gd&”
v (2.91)

V - nds = VPmge,35,/9dE”
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Finalmente, as forcas internas normais e de cisalhamento da casca sdo dadas pelas equacdes
(2.92).
h/2
1% = [ (4 ) (1 €l + (€) d€°

h/2 (2.92)

"
VP = / g (1465 + (6%)%k) d&?
—h/2

Como a hipétese do estado plano de tensdes foi inicialmente adotada, as tensoes o e, con-
sequentemente, os esforcos cortantes VV? sdo nulos. Todavia, assim como na teoria de vigas
de Euler-Bernoulli, apesar de inicialmente as tensdes transversais serem desprezadas, € possi-
vel calcular os esfor¢os cortantes por meio das equacdes de equilibrio e, depois, determinar a

distribuicdo dessas tensdes ao longo da espessura da casca.

O momento resultante dn na secao transversal da casca, ilustrado na Figura 2.6(b), é calculado
pela equagdo (2.93).
h/2

dn = &my x df
—h/2

h2 (2.93)
=eza0y/9m’ €azs1/gdE” / & (oM +E076Y) (14 4% + (£)°k) d¢?
—h/2

O tensor M relaciona o momento resultante d7 com o vetor unitdrio n, como mostra a equagao

(2.94).

dn =M - nds
(2.94)
M = M* (mz x my) ® m,
Substituindo (2.90) em (2.94), chega-se a expressdo (2.95).
d’l’] = M’\ﬂegw\/ﬁmgeagﬂ\/ﬁdﬁa (295)

Combinando as equacgdes (2.93) e (2.95), chega-se aos valores de M*?, dados pela equacdo
(2.96), que s@o os momentos internos resultantes na se¢ao da casca.
h/2
MM = /_ . & (oY +E07R%) (1+ 6% + (68)%k) A& (2.96)
O segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff mede as for¢as na configuragdo atual em relagcdo
as dreas da configuragdo de referéncia, e é decomposto nas formas ¥ = %M, ® My =

Y**M,, ® Mp. As componentes $%7 e $? se relacionam entre si de acordo com a equagdo:

EDILS TN o

S = SOBANNN

(2.97)
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O tensor X é conjugado com o tensor de deformacdes de Green-Lagrange, € no caso de um
material eldstico-linear, homogéneo e isotropico, vale a Lei de Hooke (2.98) para o estado
plano de tensdes.

y =

(E+ z (G:E)G) (2.98)

14+v 1—v
Expandindo os tensores de deformacdo de Green-Lagrange E e métrico G, chega-se a equacio
(2.99) que relaciona as componentes dos tensores de tensdo e deformacao.

2 = N (yr9 + Epro)

E (2.99)

N = S =% (GG + GG™) (1 —v) + 2wG*GY)

O tensor de tensdes de Cauchy se relacionada com o segundo tensor de tensdes de Piola-

Kirchhoff de acordo com a equagdo (2.100).
oc=J'F-%-F' (2.100)

O valor de J € o determinante do gradiente de deformacdo F e representa a variagdo do volume

do material, conforme mostra a equagao (2.101).

dv gL+ &% +(8)%K)

J = = (2.101)
A7 VG (1+ 8K + (€2)°K)
Expandindo os tensores X e F na equagdo (2.100), chega-se a equacao:
o=J"(m; M) - E¥M, ® Mg - (M’ @ m,
( ) 8 ( ]) (2.102)

=J 715 m, ® mg

que mostra que o7 = J~135,

Por meio da relacdo entre o tensor de tensdes de Cauchy e o segundo tensor de Piola-Kirchhoff,

é possivel determinar os esfor¢os internos em termos das componentes %

h/
- | LY e (14 K 1 (@2K) Yoag

h;z2/2 ) ) \/\E/E (2.103)
MY = / &€ (XY + €07 (1+ €KY + (€)°K) ~——d¢’
—h/2 V9

Substituindo (2.99) e (2.97) em (2.103), os esfor¢os internos podem ser determinados por meio
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das componentes do tensor de deformacdes de Green-Lagrange:

Taﬁ :hCaBQ)\,ye)\
h® s
+ 15O ox (005K + 057, — 01K — 05 K7

h3 oA o
+ 507 0 (605K + KK + K (04k7, — 01K, — 05 K7)
(2.104)
—0 K KT, — K5k, ]

af h3 afBOX
M :EC Pox

h3
- ECW”W (0105 KT + 05k, — 61Ky — 05K,
Nas equagdes (2.104) foram desprezados os termos da ordem de O(h®), e considerou-se que a

superficie média nao sofre variacdes significativas de drea, ou seja VG /,/g ~ 1.

2.5 Energia de deformacao e energia cinética

A energia de deformagéo da casa € calculada pela equacao (2.105).

/ —d°7/

h2
[ ] 50T [+ €00s) (o + €pm)] VE (1 €K+ (€FK) dgagag?

h/2 2
(2.105)
Integrando a equagdo (2.105) em &3 e eliminando os termos da ordem de O(h®), chega-se a:
h h3
= // CcP [E%pﬂex +51 (Pappex + QK.I;/paB'YGA)] VGdgtde® (2.106)
Q

Segundo Bower (2009), a aproximag¢do da equacdo (2.106) e apresentada em (2.107) € valida
para praticamente todas as geometrias, exceto algumas especiais em que hd variagdes significa-

tivas na curvatura da casca.

h h3
U= // P (5%579,\ + ﬂpaﬁpﬁk) VGdetde? (2.107)
Q
A energia cinética € dada pela equacio:

T:/ pX'Xdﬂf

h/2
/ / / P (wivy + 263N + (E)i1a) VG (1 + €K% + (€2K) de*de'de?

h/2 2

(2.108)
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que pode ser simplificada em:

3
T = // p (ﬁvm— + h—ﬁ“ﬁa) VGderde? (2.109)
o \2 24

A segunda parcela da equacgdo (2.109) representa a energia cinética rotacional e pode ser negli-

genciada no caso da andlise de vibragdes em cascas (Bower, 2009), resultando em:
h’ 7 1 2
T=[] p5v vV Gdgrde
Q
h

(2.110)
:// p§GZ]U7,U]VGd£1d52
Q

2.6 Equacoes de equilibrio

Seja uma casca submetida a uma carga distribuida q atuando sobre a superficie média como
mostra a Figura 2.7. A casca possui condi¢des de contorno atuando ao longo da curva ¢ que é
fechada, continua e diferencidvel em toda sua extensao. O vetor 7 € um vetor unitirio tangente

a curva ¢, enquanto o vetor n € unitario e perpendicular a ambos T e mj.

H4 vérias formas de se deduzir as equagdes de equilibrio. Bower (2009) apresenta duas abor-
dagens diferentes para a determinacio das equagdes ndo lineares de equilibrio dindmico que
serdo apresentadas nesta secao: utilizando a segunda lei de Newton e por meio do principio das
poténcias virtuais. A vantagem dessas duas abordagens € que os esforcos internos aparecem
naturalmente nas equagdes, e as expressdes complexas das relacdes deformagao-deslocamentos

nao sdo necessarias.

Figura 2.7 — Casca submetida a uma carga distribuida q e condi¢des de contorno atuando na curva ¢
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2.6.1 Abordagem newtoniana

Seja um elemento infinitesimal da casca na configuracdo atual, conforme mostra a Figura 2.8.
As forcas e momentos internos atuando nas quatro bordas do elemento e carga externa resultante
estdo ilustrados na figura. Considerou-se que a casca estd submetida a forcas dissipativas em
que c¢ é o coeficiente de amortecimento viscoso. Aplicando a segunda lei de Newton, chega-se

as seguintes equagdes de equilibrio:

M~ma+q:pha+chv
o 2.111)
oM m®+[(T+V) m% xm —p—hgaxm |
dg 712 5

Expandindo as equagdes (2.111), chega-se as equacdes de equilibrio dinamico em termos das

componentes dos esfor¢os internos:

oTe”?
9e? + T’\ﬁvfﬁ + T“B%\,\ + VB/-@% + q¢% = pa® + chv®
ov?r
7 + VO — T%kas + ¢° = pa® + cho®
851\54 y » 2.112)
AB Ao aff A a_p_ooa
07 + M fy,\ﬁ—l—M Vaa Ve = G Jii

T21 _ T12 + M2)\/</,1)\ _ Ml/\/i%\ =0

2.6.2 Principio das poténcias virtuais

As equacdes de equilibrio dindmico e o conjunto de condi¢des de contorno podem ser determi-

nadas por meio do principio das poténcias virtuais de acordo com a equacao (2.113).

/a:éLdv—i—/p}'&-5kdv—/q'5i‘d3:0 (2.113)
v v d

Como as forcas dissipativas sao nao conservativas, as forcas de amortecimento nao foram con-
sideradas inicialmente, mas podem ser adicionadas posteriormente as equacgdes de equilibrio
resultantes. Substituindo as equacdes (2.66) e (2.75), que descrevem, respectivamente, a velo-

cidade e a aceleragao em um ponto qualquer da casca, na segunda integral da equacgdo (2.113),
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Figura 2.8 — Forcas e momentos atuando em um elemento infinitesimal da casca. Em (a), a
representacdo dos vetores normais a secfo transversal da casca; em (b), a representacdo das forgas
internas e externas resultantes; em (c), 0s momentos internos resultantes; e em (d) as forcas e momentos
inerciais e as forgas dissipativas.

[(T+V)+ Mdfl} -ml\/§d§2 —(T+V)-m2\/§d§1

oel
\ (T +V)-m! /Gde?

{(T +V)+ “”Tai;“dg] -m?,/gd¢!
(b)
|:M + %dgl} . ml\/§d£2 —-M- m2\/§d§1
—M - m!,/gde?
oM
{M + 6—€2d£2} -m?, /gde’!

(©)

3

h
pha\/gdﬁldfz pl_Za X mg\/gdﬁldfz

chv,/gd¢ 1de?
(d)
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chega-se a:

/p)"c Soxduv = / p (aimi + & (ﬁﬂmﬁ + ﬁaﬁam3>> : (Ukmk + 53ﬁ9m9) dv

h3
/ (pha ov; + p— /ﬁ(ma) ds
) 12

Expandindo a poténcia virtual da carga distribuida, tem-se:

/ q-ords = / q'ov;ds (2.115)
d 3

A primeira integral da equagdo (2.113) representa a poténcia virtual das cargas internas. Subs-

(2.114)

tituindo as equagdes (2.74) e (2.80) no gradiente de velocidade, obtém-se:
/cr : 0Ldv —/ om; ®m; om; ® myduv

h/2
// 5B + 53 Y ) (5@@5 + §U3Iiaﬁ 57}1/7504)

h/2
+& (07 + E0Ty) (Oftas — 0invas)
+ o (52}3,5 — 5119%_5) + 0361

+ 0"k 0fia] (14 €% + (€9)K) d’ds

(2.116)

Para simplificar ainda mais a equacao (2.116), pode-se substituir a definicao dos esforcos inter-

nos dada pelas equagdes (2.92) e (2.96), resultando em:

/a :0Ldv = / [T (60,5 — 00 Vhe) + T K 503

+ MOP (5/1%8 _ (51&)\,}/2[%) 2.117)

+ Vﬁ ((5’0375 — 5’09&06) + V“éﬁa} ds
Na maioria das cascas, pode-se considerar que as tensdes o> tém uma distribuicio quase para-
bélica ao longo da espessura da casca, por isso a integral | f,/jz E30%3Kk%5/1,dE3 foi negligenci-

ada na equacdo (2.117).

As expressoes (2.118) sdo vélidas e serdo substituidas na equacao (2.117).

o 5 dov 0 oT
TP (8v0,5 — 0, YVhe) = T : (8_5/\ ® m’\> —m"- BB} (ov-T)— (5v a_f’\>
o o1 0 oM

M7 (8fiap — Ojixvas) = M : <a@ ®mA) =m"- 2 (0f2 - M) — (5u 88)
dov 0 1oAY
0 . _
VB ((51}3”3 — (Svgliﬂ) =V: <a—§>\ (24 m)‘> — m)\ 35/\ ((SV V) <5V a_fA
(2.118)
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Para simplificar ainda mais a equagao (2.117), foi utilizado o teorema da divergéncia, dado pela
equacao (2.119).

8_504 m“ds —j{w ndc (2.119)

Aplicando o teorema da divergéncia (2.119) em cada uma das equagdes em (2.118), chega-se a:

/T (g%,@m)dézj{(év-T)-ndc—/é(év-g—;)-m)‘dé
a6 . . OM

/M (agl; m)‘) dozé(éu-M)-ndc—/A(éu-a—g)-mAd:) (2.120)
e ov

/V (851, ’\)db:é(év-V)-ndc—/é((Sv-a—g/\)-m)‘d:)

Expandindo as equacdes (2.120), chega-se as equacdes (2.121).
/Taﬁ (0va,3 — Ov,75,) d3 :j{&JQTQBngdo

B
oT*B N o
— / {(—855 + Teﬁ%rg +T ﬁVge) OVq,
b

—T*P kapdvz] b (2.121a)
[ s = 8iurte) 45 = f B
b) <

aMOéﬁ 058 .« afB 6 o
N ser M MG ) djtads (2.121b)
b

/Vﬁ (dvs,5 — Ovyk'y) ds :j{évgvﬁnﬁdo

d
ov?e
— / [( 07 +V Pyﬂe) dvs + VPk 55%] ds (2.121¢)

Substituindo a equacdo (2.70) na integral da equacao (2.121b), tem-se:

7{ Sfto M*Pngde = j{ [M*Prgr? ovg — M*Pngdvs o] do (2.122)

<

Como dvs , € avaliada ao longo do contorno ¢, € conveniente decompor esse termo nas dire¢des

de 7 e n, de acordo com:

Ov3 o = ——Ty + 001, (2.123)
oc

em que Jdvz/d¢ e 0 sdo as velocidades angulares ao longo da curva ¢ nas dire¢des de T e n,

respectivamente. Substituindo (2.123) em (2.122), obtém-se:

0 (ra MeP .
f{ OftaM*ngde = ]{ [Maﬁnm‘?aéve + %m ~ Mngnadl| de  (2.124)
€ R4 c

sendo que na curva fechada ¢ pode-se aplicar a seguinte integracdo por partes:

O (1, M3 5
7{ u&vgdc = — 7{ TaM*ny aaf’ de. (2.125)

o¢
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Finalmente, substituindo as equagdes (2.121) e (2.123) em (2.117), chega-se a uma expressao

equivalente da poténcia das cargas internas:

/U:éLdv+/pj'<-5>'<dv—/q-5i“dé:
v v p)

oT”?
b}

aMaB 08 .« af8 a ph/S °
+ < 07 + Mg + Mgy — VO — EH 0 fla
(2.126)

+ (aa‘gﬁ + Vﬁ*yﬂe T kap + ¢ — Phag) 5“31 ds
LT+ 20%05) o,

n (Vﬁnﬁ n W) Jug + (M*Pnong) 59] de

Das equacdes (2.114), (2.115) e (2.126), pode-se extrair as seguintes equacdes de equilibrio

dindmico da casca:

S0, 867;5 + TPy, + T + VPR — ¢ — pha® = 0
Ofle, 82/;‘5 + M%%yﬁ + Maﬁ'yﬁe Ve — ,01h23,u =0 (2.127)
ovs : %—‘g + V’B'ygg — T“ﬁmag —¢* — pha® =0
cujas condi¢des de contorno sao:
(To‘ﬂnﬁ + M%nﬂn,‘;) v, =0
(Vﬂnﬁ + W) Svz = 0 (2.128)

Observa-se que a ultima equagdo em (2.112) ndo aparece em (2.127). Essa equagdo pode ser
derivada da simetria do tensor de tensdes de Cauchy, em que o'? = ¢!, e da defini¢do dos

esforgos internos, como mostra a equagao:

h/2
T12 _ T21 — / (53 721%1 £3 'yl 2 ) (1 4 53 (53)2I€) d£3
R (2.129)

M/\l 2 M/\QK,A _ /h/2 53( Al 2 O')\QI{,1>\) (1 —|—€3li,69 + (63)2H) d€3
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CAPITULO 3

METODOS PARA SOLUCAO DAS EQUACOES DE
EQUILIBRIO DINAMICO

Encontrar uma solucao para o problema de cascas significa determinar as componentes do vetor
deslocamento, u;, que satisfacam as condicdes de contorno e as equagdes de equilibrio. As
equagoes de equilibrio (2.112) sdo equagdes diferenciais parciais em que as solugdes analiticas
s6 sdo conhecidas em pouquissimos casos particulares com geometria e condi¢cdes de contorno
especificas. Na maioria dos casos, para se obter uma solu¢do, recorre-se a métodos numéricos
ou semianaliticos que reduzem para um nimero finito adequado os infinitos graus de liberdade
da casca, e, além disso, transformando o sistema de equagdes diferenciais parciais (2.112) em
um sistema de equagdes diferenciais ordindrias equivalente. Esses métodos devem ser capazes
de representar de maneira precisa, dentro de um critério de convergéncia, o comportamento

estrutural da casca.

3.1 Método de Rayleigh—Ritz

O método de Rayleigh—Ritz ¢ um método semianalitico utilizado para aproximar as equacoes
diferenciais parciais da mecanica do continuo em um sistema de equagdes diferenciais ordind-
rias equivalente. O método remonta a 1870, com o trabalho seminal do Lord Rayleigh sobre
problemas de vibrac@o. A aproximag¢ao do deslocamento era originalmente limitada a uma fun-
cdo. Ritz generalizou o método ao construir uma aproximacao do campo de deslocamento em
termos de vdrias fungdes, cada uma associada a um grau de liberdade diferente e satisfazendo
separadamente as condi¢des de contorno essenciais (Géradin; Rixen, 2014). Nesse método,
o movimento do corpo € aproximado ao expressar o campo de deslocamentos em funcdo de

coordenadas generalizadas dependentes do tempo. A representagdo resultante € chamada de
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Ritz-Ansatz, que em sua forma original é dada por uma série de fun¢des que sdo separadas no
espaco e no tempo (Irschik; Schlacher, 2004). Aplicando esse método ao estudo de cascas, as

componentes u; do vetor de deslocamentos sdo aproximadas por:

uy, (64,67t ZZ% ) b, (€1,€7) 3.1)

i=1 j=1
onde ¢, (€ 1.£2) sdo fungdes de forma no espago que devem ser cinematicamente admissiveis,
o que significa que devem satisfazer as condicdes internas de compatibilidade e as condi¢des
essenciais de contorno, por outro lado, ndo € necesséario verificar as condi¢Oes naturais, ou seja,
para o principio variacional sobre deslocamentos, ndo é necessario verificar as condigdes de
equilibrio (Géradin; Rixen, 2014); m; e n; sdo nimeros naturais suficientemente grandes para
garantir a convergéncia; e uy,, (t) sdo as coordenadas generalizadas do sistema. Em andlises
dindmicas o valor de ¢ representa o tempo enquanto em andlise estaticas ¢ representa 0 compri-
mento da curva resposta carga-deslocamento de algum ponto da casca medido da configuragao

de referéncia até a configuracao atual.

Em um problema estético, as equagdes de equilibrio sdo determinadas por meio do principio da

energia potencial estaciondria:
oIl
aukij

em que II = U + IV € a energia potencial total, sendo U a energia de deformacao e 11/ a energia

=0 (3.2)

potencial das cargas externas.

Nos problemas dinamicos, o equilibrio € dado pelas equacdes de Euler-Lagrange:

d(oLy 9L  OF

) )

= Rk, (3.3)

em que L =T — II € a fun¢do Lagrangiana da casca; Il = U + W € a energia potencial total,
sendo U a energia de deformacao e 1/ a energia potencial das cargas externas; F' € a fungdo de
dissipacdo de Rayleigh; e )y,, sdo as forgas generalizadas que ndo provém de nenhum potencial.
Neste trabalho, o software Matlab serd utilizado para a obten¢do, manipulacao e resolugdo das
equacdes necessdrias para a andlise de cascas. O cdédigo em Matlab para determinagdo dos

funcionais de energia envolvidos no problema se encontram no Apéndice A.1.

A equagdo (3.3) pode ser reescrita na sua forma matricial:

MU + C(Q)U + KU + £,(U) = f (U, U, Q) (3.4)
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em que U = [uy, ], U= [iy,,] € U= [iiy,,] sdo, respectivamente, os vetores de deslocamento,
velocidade e aceleracdo cujo nimero total de graus de liberdade é n = myny; M € a matriz de
massa; K € a matriz de rigidez; C é a matriz de amortecimento linear fun¢do de um parimetro
adimensional de amortecimento (; f,,; € o vetor de forcas internas ndo lineares; ef, é o vetor
de forcas externas cuja magnitude depende do pardmetro adimensional €; e €2 é um vetor de
dimensdo f que contém as frequéncias de excita¢do das cargas dindmicas. Neste trabalho,
considerou-se apenas forcas externas conservativas, ou seja fo = f,(€2¢). Quando f = 0, o
sistema dindmico € autdonomo, e quando f = 1 o sistema estd submetido a um carregamento
harménico, tal que € = |wy] sendo wy a frequéncia de excitagdo do carregamento externo. Em
geral, podem haver situacdes em que haja mais de uma carga harmonica aplicada com diferentes

frequéncias, mas esse tipo de carga nao serd estudada neste trabalho.

Existem diversas maneiras de expressar matematica e computacionalmente os termos nao line-
ares da equagdo (3.4). Independentemente das funcdes que compdem o vetor f,;;, pode-se, em
geral, descrevé-lo como uma funcao polinomial das coordenadas generalizadas por meio de sua
expansdo em série de Taylor até a ordem desejada. Considerando isso, talvez a maneira mais
direta de expressd-lo seja por meio de tensores de ordem superior, cuja expressao resultante em

notac¢do indicial é dada por:

S = 200+ f2aUUU + . (3.5)

1

em que f sdo as componentes do vetor f;; e f* sdo tensores de ordem k + 1 cujos elementos
sdo dados por fF . A biblioteca Tensor Toolbox (Bader; Kolda, 2008) oferece ferramentas
para manipulacdo e armazenamento desses tensores de forma otimizada em estruturas densas e

esparsas no Matlab.

Outra forma de se expressar o vetor f,,; € por meio da vetorizagdo da equacgdo (3.5), que resulta
em uma férmula que envolve multiplicacdes entre matrizes esparsas e vetores. Primeiramente,

considere o produto de Kronecker entre duas matrizes, dado por:

aHB . (llMB
A®B= : : (3.6)
CLKlB e CLKMB
em que A é de dimensdao K x M e B é de dimensdo L x P. O resultado do produto de

Kronecker A ® B é uma matriz de dimensdo K L x M P. Nao confundir o produto diddico ®
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com o produto de Kronecker ®, que sdo diferentes no contexto deste trabalho. O vetor f,;; pode

ser descrito como:

fa(U) = > £U® (3.7)
k=2

em que U®k ¢ igual ao produto U @ - - - ® U (k vezes) e contém n mondmios ordem k£ das
denad lizadas. fj é iz de di a K S fici
coordenadas generalizadas. fj; € uma matriz de dimensdo n x n" que contém os coeficientes
desses mondmios. O valor de o representa a ordem maxima dos termos nao lineares. Para
exemplificar essa notagdo, considere um sistema dindmico de dimensdo n = 2 em que 0s

termos ndo lineares sejam de ordem maxima de o = 3. Neste caso, a funcdo vetorial f,;; é dada

por:
U0,
Ur1UL1Usy
0,0, UL U
£.1(U) = foy Jorn Jfoy fou| [UrUs N fan Js oo Jas| |U102U (3.8)
Joor Jos ooy J2uu| |U2Un Jaor J3n oo Jans | |U2UhUL
_UQUQ— UU U,
U,UsUqy
_UQUQUQ_

Tanto a notacdo tensorial quando na notacdo utilizando o produto de Kronecker sdo equiva-
lentes, e é possivel migrar de uma para a outra utilizando a fun¢do reshape do Matlab. Neste
sentido, os tensores f¥ e as matrizes fj possuem 0s mesmos elementos, mas armazenados de
formas diferentes. Todavia, a segunda forma € a mais eficiente ja que lida com operacdes de
multiplicacdo entre matrizes esparsas e vetores que sao muito eficientes no Matlab. Para expres-
soes com ordens elevadas, ambas as notagdes sdo ineficientes pois hd uma elevacdo exponencial
da redundéncia dos mondmios no cdlculo dos termos ndo lineares com o aumento da ordem.
Por exemplo, nos termos quadraticos da equacdo (3.8), o monémio U; U, é computado duas ve-
zes; ja nos termos cubicos, o mondmio U;U; Us computado trés vezes. Caso sejam consideradas
as aproximagdes da Secdo 2.2.3 do tensor de deformacao e as aproximagdes da Se¢do 2.5 da
energia de deformacao, ao aplicar a equacao de Euler-Lagrange (3.3), a fun¢do vetorial f,; serd
composta de polindmios de segunda e terceira ordem. Todavia, caso o sistema seja estudado
por meio de modelos de ordem reduzida, como serd apresentado no préximo capitulo, a ordem

dos termos ndo lineares pode aumentar.
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Como alternativa, pode-se utilizar a notacdo de indice miiltiplo, cujo vetor de for¢as ndo lineares

¢ dado por:
U = H U
=1

fnl(U) = fUa

(3.9

em que o € uma matriz esparsa que contem os expoentes naturais «;; dos monémios dos termos
ndo lineares; U € um vetor cujas componentes sdo U e armazena os mondmios dos termos
ndo lineares; e f ¢ uma matriz esparsa que contém os coeficientes dos polindmios. Dentre as trés
formas apresentadas, esta é a mais eficiente de calcular o vetor f;;; caso os termos ndo lineares

possuam ordens muito elevadas, pois elimina a redundancia no calculo dos mondmios.

Pode-se reescrever o sistema dindmico de segunda ordem da equacdo (3.4) na sua forma de

primeira ordem e de dimensdao N = 2n:

Bz = Az + F (z) + cF (¢) (3.10)

em que z = [UT,UT|T € RY e é um vetor real de dimensdo N que contém as varidveis de
estado do sistema; e ¢ = €2t tal que ¢ = (2. H4 duas formas equivalentes para a determinagao

dos coeficientes desse sistema, e estdo mostradas nas equacoes (3.11):

0 N N O 0 0
A: ) B: ’ F(Z): ) Fe(¢):
-K —C(() 0 M —f fe (¢)
(3.11a)
a= |70 B (9 = T R = <
0 N N 0 0 0
(3.11b)

onde a matriz N € de dimensao n X n que pode ser escolhida como qualquer matriz ndo singular.
A escolha mais comum para N é a matriz identidade, embora a escolhas de N = —K na
equacgdo (3.11a) e N = M na equacgao (3.11b) resultem em matrizes A e B simétricas, o que
pode ser vantajoso em algumas andlises. Similar ao que foi definido na equacdo (3.7) para £,

a funcdo vetorial F (z) é dada por:

F(z) =Y Fz® (3.12)
k=2
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Figura 3.1 — Fluxograma do método de Rayleigh-Ritz

Expansdes dos campos Funcionais de Equagdes de Sistema diniAmico
de deslocamentos energia Euler-Lagrange ndo linear

em que o é a ordem méxima dos termos nao lineares das forcas internas. Formula andloga pode

ser determinada utilizando a notagdo tensorial e a nota¢ao de indice maltiplo.

Nos casos em que a matriz B pode ser invertida, o sistema (3.10) pode ser reescrito na forma

condensada da equacdo (3.13):
7z = f(7,2,p) (3.13)

em que z' = 0z/(071), sendo a varidvel temporal ¢ substituida pela varidvel adimensional
7 = t/T, onde T representa o periodo da 6rbita e se relaciona com a frequéncia na forma
T = 27 /w tal que o periodo da 6rbita seja sempre igual a 1; f é uma fungdo vetorial que repre-
senta o sistema de primeira ordem equivalente ao sistema de equagdes diferenciais de segunda
ordem (3.4) e possui periodo igual a 27 /wy; e p € um vetor de pardmetros do sistema ndo-linear
(3.13). Ou o parametro 7' ou o equivalente w deve necessariamente ser incluido no vetor de
parametros p. Neste trabalho, os parametros definidos para o estudo do sistema dindmico sao
a frequéncia da resposta w, a constante de amortecimento ¢, a frequéncia de excitacdo wy € a
amplitude de excitagdo ¢, tal que p = [w,(,wy,€]T. O Apéndice A.2 apresenta o c6digo em
Matlab em que o sistema (3.13) € deduzido a partir dos funcionais de energia e da equagdo de
Euler-Lagrange (3.3). A Figura 3.1 ilustra os passos para a obten¢do do sistema de equilibrio

dindmico por meio do método semianalitico de Rayleigh-Ritz.

3.2 Determinacao de orbitas periodicas

A determinacdo de 6rbitas periddicas € parte importante do estudo de sistemas dindmicos como
o da equacgdo (3.13). Essas orbitas representam, entre outras coisas, o regime permanente das
vibracoes de estruturas submetidas a carregamentos periddicos. Em muitas andlises procura-se
entender como a variacdo de certos paradmetros, como frequéncia de excitacdo ou amplitude de
cargas externas, influenciam a resposta permanente da estrutura. Em sistemas ndo-lineares, a
variagdo desses parametros pode resultar em instabilidades dinamicas de diversos tipos, o que

torna a andlise ainda mais importante. Existem vdrias ferramentas computacionais que foram
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desenvolvidas para a determinacdo de familias de Orbitas periddicas em funcdo da variagcdo
de certos parametros. Dentre essas ferramentas se destacam o AutoO7p (Doedel et al., 2012),
Matcont (Dhooge; Govaerts; Kuznetsov, 2003), CoCo (Dankowicz; Schilder, 2013) e NLvib

(Krack; Gross, 2019). Sendo as trés tltimas desenvolvidas em Matlab.

Orbitas periddicas sdo caracterizadas pela seguinte equagao:

z(1) =z(t +1)
z' = f(1,2,p) (3.14)

0<r<1

Diferentes metodologias podem ser utilizadas para a determinagdo das 6rbitas periddicas e algu-
mas delas serdo apresentadas nesta se¢do: o método do tiro simples, o método do tiro miiltiplo e
o método do balango harmoénico. O objetivo comum desses métodos € encontrar uma Orbita cuja
trajetdria € definida pela equacdo de movimento (3.13) transformando o problema de valor de
contorno (3.14) em um problema de equacgdes algébricas equivalente. Normalmente esses mé-
todos sdo empregados em conjunto com um método de continuacdo, que sao métodos iterativos
discretos para determinag@o de uma familia de solu¢des de certo sistema algébrico, geralmente
nao-linear, quando submetido a variacao continua de um ou mais parametros. Resumidamente,
o objetivo desses métodos aplicados a determinacao de Orbitas periddicas € encontrar os valores

do vetor de varidveis x que anule o residuo R, como mostra a equacédo (3.15)
R(x)=0 (3.15)

A forma e o significado fisico de R e x dependem do esquema adotado para transformacgdo do
problema de valor de contorno em um problema algébrico. Neste trabalho, foi utilizado um
método da continuagdo do tipo preditor-corretor Euler-Newtoniano (Allgower; Georg, 2012).
O método comega utilizando uma solug@o conhecida [x], para determinagdo de uma solugio

aproximada w. Este passo é conhecido como preditor e é dado pela equagdo (3.16):
w = [x]o + 0[t]o (3.16)

onde | |y representa uma iteragdo anterior do método da continuagdo, tal que [x]y é solugdo
da equacdo (3.15); [t]o = t(0xR([x]o)) é chamado de vetor tangente e é funcdo da Jacobiana
do residuo da itera¢do anterior do método da continuacio; e ¢ representa o tamanho do passo

do preditor. Algumas técnicas podem ser aplicadas para modificar o valor de ¢ ao longo das
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iteragdes do método da continuacdo otimizando o tamanho do passo e reduzindo o tempo de
processamento (Allgower; Georg, 2012). A solu¢do w € entdo refinada por meio de passos de

corre¢do até que a convergéncia seja atingida, de acordo com a equagdo (3.17):
w = w — pinv(0,R(w))R(w) (3.17)

No passo de correcdo, o vetor w € atualizado subtraindo a pseudo-inversa da matriz Jacobiana
OxR.(w) multiplicada pelo residuo R(w). O processo é entdo repetido para uma nova solugio
x = w. A etapa do método de maior esforco computacional € a determinacdo da matriz
Jacobiana, que representa a sensibilidade do residuo R em relagdo ao vetor de variaveis x. O

Apéndice A.3 contém uma rotina em Matlab do método da continuacdo descrito.

Em certos problemas, podem existir diferentes solu¢des x para a equagdo (3.15), mas que repre-
sentam a mesma Orbita periddica z(7). Isso ocorre quando ha drbitas periddicas com defasagens
do angulo fase. Ou seja, ha o risco de o método da continuac¢ao determinar uma nova solu¢io x
que representa a mesma Orbita periddica da iteracao anterior, e, dessa forma, ficar preso inde-
finitivamente em uma mesma solucio. Nestes casos, ndo ha no sistema algo que difira orbitas
iguais com fases diferentes, e uma forma de se evitar esse problema € acrescentar uma nova
equagdo ao sistema (3.15), chamada de restricdo de fase. Existem vérias equacdes de restri¢cao
de fase (Nayfeh; Balachandran, 2008), e, neste trabalho, serd adotada a restricdo da equacdo

(3.18)
Ry = (2(0) — [2(0)]o) - [2'(0)]o (3.183)

novamente, | |, representa a iteracdo anterior do método da continuagdo, tal que [z(7)]o € solu-
¢do do problema, ou seja, [z(7)]o = [z(7 + 1)]o. Do ponto de vista geométrico, a restri¢do de
fase da equacdo (3.18) busca encontrar uma nova orbita periddica z(7) cujos valores de [z(0)], e
z(0) estejam contidos na mesma sec¢@o de Poincaré, que é perpendicular a 6rbita [z(7)], instante

de tempo 7 = 0, como ilustrado na Figura 3.2.

Nos problemas de vibragdo livre, busca-se determinar as relacoes frequéncia-amplitude ou re-
lacoes frequéncia-energia (também chamadas de backbones em inglés), que sdo curvas que re-
lacionam a méxima amplitude ou energia de uma Orbita periddica com a sua frequéncia. Neste
caso, o sistema € autdbnomo, ou seja, f = 0, e inexiste carga externa, tal que ¢ = 0. O parAmetro
de amortecimento ( e a frequéncia w sdo varidveis no método da continuacdo. A medida que o

método da continuacao tenta encontrar uma nova solucao, necessariamente o valor de ¢ tendera
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Figura 3.2 — Representagdo gréfica da restricdo de fase

Secao de Poincaré

a zero para que a Orbita seja periddica. Como w também é varidvel, uma familia de Orbitas

periddicas de diferentes frequéncias e amplitudes sao determinadas.

No problema de vibracao forcada, busca-se encontrar uma familia de solu¢des periddicas para
diferentes valores de frequéncia de excitacdo wy. Neste caso, ndo hd necessidade de imposi¢io
de uma restri¢ao de fase pois o proprio carregamento harmonico ja impdem que o sistema vibre
em uma fase que estd de acordo com a fase do carregamento. As curvas obtidas dessa andlise
sdo chamadas de curvas de ressondncia, pois avaliam a ressonancia entre as frequéncias da
carga externa e da resposta do sistema dinamico. Portanto, busca-se encontrar érbitas em que
o carregamento € ressonante com a resposta do sistema, wy € uma das varidveis do método da
continuacao e € igual a w, ou, se existirem bifurcagdes por duplicagcdo de periodo, a um multiplo

inteiro de w; os demais parametros sdo fixados.

A estabilidade das 6rbitas periddicas pode ser avaliada por meio da teoria de Floquet (Nayfeh;
Balachandran, 2008). A analise de estabilidade é conduzida localmente, examinando a evo-
lucdo de perturbagdes v(7) do sistema nas proximidades da 6rbita periddica z(7) em andlise,
levando em consideracdo apenas o comportamento linear do sistema perturbado. A equagdo

fundamental para avaliar a estabilidade € expressa pela seguinte equagdo:
V(7)) = 0,f (1,2(7),p) v(T) (3.19)

E possivel obter N solucdes linearmente independentes expressas na forma v;(7), onde V(1) =

[vi(7),...,vn(7)]T, e a evolugdo dessas solugdes ao longo do periodo € descrita por:

V(ir+1)=V(r)® (3.20)
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onde ® ¢ uma matriz de coeficientes constantes. Considerando a condi¢@o inicial V(0) = Iy,
a matriz de monodromia é dada por & = V(1). Os autovalores p, € C(k = 1... N) da matriz
de monodromia sdo chamados de multiplicadores de Floquet. No caso ndo autdonomo, quando
nenhum dos multiplicadores estd sobre o circulo unitdrio (|px| # 1 V k = 1...N), a solu-
¢ao € chamada hiperbdlica; caso contrério, ou seja, quando ao menos um dos multiplicadores
estd sobre o circulo unitério (|px| = 1), a solugdo é chamada de ndo hiperbdlica. A solugéo é
considerada assintoticamente estdvel quando todos os multiplicadores de Floquet estdo conti-
dos dentro do circulo complexo unitério, ou seja, [px| < 1 V k& = 1...N. Por outro lado, a

solugdo € considerada instavel quando pelo menos um dos multiplicadores de Floquet esta fora

do circulo unitdrio complexo, ou seja, |px| > 1. Caso a solucdo seja ndo hiperbdlica, e nenhum
dos multiplicadores estd fora do circulo unitario, deve-se realizar uma anélise ndo linear para
avaliacdo da estabilidade. Uma bifurcacdo ocorre quando um ou mais multiplicadores de Flo-
quet cruzam o circulo unitdrio, resultando na transicdo da solu¢do de uma Oorbita estavel para
instdvel, ou vice-versa, em razdo da variacdo de um pardmetro. Quando um multiplicador de
Floquet cruza o circulo unitério sobre o eixo real no sentido positivo, tem-se uma bifurca¢do do
tipo Ponto de Sela (SN, do inglés Saddle-Node). Quando um multiplicador de Floquet cruza o
circulo unitério sobre o eixo real no sentido negativo, tem-se uma bifurcagdo do tipo Duplicagdo
de Periodo (PD, do inglés Period-Doubling); orbitas com o periodo duplicado emanam deste
ponto de bifurcacdo. Quando um par conjugado complexo cruza o circulo unitario, tem-se uma

bifurcacdo do tipo Neimark-Sacker (NS); solu¢des aperiddicas surgem em decorréncia dessa

bifurcagdo.

3.2.1 Método do tiro simples

O método do tiro simples é, talvez, a forma mais direta de determinar a solug@o para o problema
de valor de contorno (3.14). Nele, considera-se que as condigdes iniciais zg = z(0) sdo varia-
veis do problema. Os valores de z(7) sdo determinados por meio da integracdo numérica da do
sistema dinamico até o tempo 7 = 1 para as condicdes iniciais zg, de acordo com o problema

de valor inicial (3.21).
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Z(r) = f (1,2(7),p)
z(0) = zo (3.21)
0<r<1
z(1) é chamado de shooting point. Para que a érbita seja periddica, o valor da condicao inicial
deve ser igual ao valor do shooting point, de forma que para encontrar uma solugdo periddica,

basta encontrar a raiz da equacao

R (x) = [z - 2(1)] (3.22)

em que as varidveis do problema sdo dadas por x = [z¢',p"']".

No método do tiro simples, a restricdo de fase da equacdo (3.18) pode ser reescrita como:

Re(x) = (2o — [2zo]o) - £(0, [Zo]o, [Plo) (3.23)

tal que [ |o representa uma iteragdo anterior do método da continuagdo sendo [x]y solugdo da

equacao (3.22).

A matriz Jacobiana para o residuo da equacdo (3.22) pode ser dividida em submatrizes para

facilitar o seu célculo, conforme mostra a equacao:

OR=|9,,R 0,R] o

axfirf = [QZOer Oi|
A primeira submatriz, d,,R, captura a sensibilidade do residuo R em relagdo as condicdes
iniciais zg, € pode ser determinada pela seguinte equagao:

O oR=1Iy—® (3.25)

em que Iy é a matriz identidade e ® = 0,,z(1) € a sensibilidade das varidveis de estado z, no
instante de tempo 7 = 1, em relacd@o a variacao das condi¢des iniciais zg. A matriz ® pode ser

determinada a partir da solucdo do seguinte problema de valor inicial:
V(1) = 0,8 (7,2(7),p) V()
V(0) =1y (3.26)

0<r<1
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em que V(7) = 0,,2(7) é uma matriz dependente do tempo determinada por meio de integracdo
numérica. A trajetéria de z(7) no intervalo 0 < 7 < 1 é determinada previamente pela integra-
¢do numérica do problema de valor inicial (3.21). A derivada 0, f representa a sensibilidade da

funcdo vetorial f em relacdo as varidveis de estado z.

De forma similar, pode-se calcular J,R, que representa a sensibilidade da funcdo residuo em

relacdo ao vetor de parametros p, de acordo com a equagdo:
R = W(1) (3.27)

em que W(7) = 0,z(7) é uma matriz dependente do tempo. A trajetéria de W(7) é determi-

nada pelo seguinte problema de valor inicial:

W(0)=0 (3.28)

A matriz W (1) é determinada por meio de integragdo numérica para uma trajetéria conhecida

z(7).

Do ponto de vista de implementa¢do computacional, as integrais numéricas das equagdes (3.21),
(3.26), e (3.28) sido computadas em conjunto. A medida em que a solugdo para z(7) é determi-
nada por meio da equagdo (3.21), também sdo determinados as derivadas da matriz Jacobiana

utilizando os valores encontrados para z().

A Jacobiana da restri¢do de fase depende apenas da orbita periddica determinada na iteragdo

anterior do método da continuacdo, conforme a equagao:

020 Res = £(0, [Zo]o, [Plo) (3.29)

Finalmente, a estabilidade das 6rbitas periddicas pode ser determinada via teoria de Floquet. A
determina¢do da matriz de monodromia ndo necessita nenhum calculo adicional pois seu valor
¢ dado por @, de acordo com as equacdes (3.25) e (3.26). O Apéndice A.4 apresenta uma rotina

em Matlab para determinacao do residuo e da matriz jacobiana do método do tiro simples.

Uma dificuldade que surge para certos problemas no método de tiro simples é a sensibilidade

da solucgdo ao palpite inicial. Esse fendmeno de instabilidade surge porque as solugdes de cres-
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cimento rdpido dos problemas de valor inicial amplificam os erros de truncamento e arredon-
damento inerentes aos métodos de integracdo numérica aplicados a equagado (3.21) (Na, 1979).
A discretizagdo temporal introduz naturalmente erros de aproximacdo. Esses erros podem se
acumular e crescer indefinidamente (instabilidade numérica). Em outros casos, o erro leva a
uma diminui¢do nao fisica da energia (amortecimento numérico) ou redistribui¢do nao fisica da
energia dentro do sistema. Além disso, termos ndo suaves e nao lineares nas equagdes diferen-
ciais podem levar a descontinuidades abruptas na solugado (Krack; Gross, 2019). Neste trabalho,
na aplica¢do do método do tiro simples, foi utilizada a fun¢io ode45 do Matlab, que € baseado
em uma integracdo explicita do tipo Range-Kutta (4,5), o par de Dormand-Prince (Dormand;

Prince, 1980), para integracdo dos problemas de valor inicial no método do tiro simples.

3.2.2 Método do tiro miltiplo

O método do tiro multiplo é uma alternativa caso o sistema estudado apresente instabilidades
que método do tiro simples nao € capaz de lidar. Nele, o intervalo de integracao € divido em NV,
partes, de acordo com

O=m<n<-- <7y, =1 (3.30)

Para determinar os valores dos shooting points z(7;), para uma dada condi¢do inicial z(7;_1),

N, sistemas de equagdes ordindrias sdo resolvidas na forma do seguinte problema de valor

inicial:
(1) = f(7,2(7),p)
z(Tk_1) = 2z, (3.31)
Th—1 ST < T
emque £ = 1,...,N;, e os valores de z; representam as condi¢des iniciais nos instantes de

tempo definidos pela equacao (3.30). Neste trabalho, foi adotado o valor de N; = 40, e as
equagdes diferenciais ordindrias foram resolvidas em paralelo utilizando a fun¢do ode45 do
Matlab.

T

O objetivo do método do tiro € determinar o vetor Z = [[z(]7,. .., [zn,]"]", que armazena as

condicdes iniciais z;. Em outras palavras, o objetivo do método da continuagdo € determinar a
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raiz do residuo (3.32)

z(Tn,) — 71

z(1) — 22

R (x) = | (332)

z(TNn—1) — Zn,
o que significa que todas as condigdes iniciais z, ¢ os correspondentes shooting points z(Ty),
estdo contidas em uma mesma 6rbita periddica z(7) = z(7+1). Neste caso, o vetor de varidveis

do método da continuagio é dado por x = [ZT,pT]T.

A restri¢do de fase da equagdo (3.18) pode ser aplicada de forma andloga em todos os instantes
de tempo da equagdo (3.30), resultando na seguinte equagao:

Ny

R (x) = > {(ze — [2lo) - F (71, [2e)o. [Plo)} (3.33)

k=1
onde | |o representa a iteragdo anterior do método da continuag@o, tal que [x]o é solugdo da
equagdo (3.32). Do ponto de vista geométrico, a restricdo de fase da equacgdo (3.33) objetiva
encontrar uma nova 6rbita peridica z(7) cujos valores de [z;]o € z; estdo contidos na mesma

se¢éo de Poincaré, que é perpendicular a 6rbita [z(7)]o nos instantes de tempo 7 = 7;,_.

Novamente, a matriz Jacobiana, que representa a sensibilidade do residuo em relacdo as varid-
veis, pode ser dividida nas seguintes submatrizes:

KR = [azR (%R} (3.34)

aerf - [6erf 0]
A primeira submatriz, 0zR, representa a sensibilidade do residuo R em relagdo as condi¢des

iniciais Z. Ela possui a seguinte estrutura:

Iy O 0o ... 0 by,
®, -Iy 0 ... 0 0

oR=1] 0 & —Iy ... 0 0 (3.35)
0 0 0 ... &y, Iy

Na matriz 0zR, Iy representa a matriz identidade, e ®;, = 0,, z(7;) representa a sensibilidade

das varidveis de estado z no instante de tempo 7;, em relacdo a variagdo das condi¢des iniciais
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zx. A matriz &, = Cy(7) pode ser determinada por meio do seguinte problema de valor
inicial:
Cy.(1) = Ci(7)0.f (7,2(7),p)

Cr(mi1) = Iy (3.36)

Th—1 ST < T
em que Ci(7) = 0,,z(7) é uma matriz dependente do tempo determinada por meio de integra-
¢do numérica. A trajetéria z(7) no intervalo de tempo 75,1 < 7 < 74, é determnada previamente
resolvendo o problema de valor inicial (3.31). A sensibilidade 0, f representa a derivada da fun-

cdo vetorial f em relacdo as varidveis de estado z.

De forma semelhante, pode-se determinar a submatriz J,R, que representa a sensibilidade da

funcgdo residuo em relag@o ao vetor de parametros p. Ela possui a seguinte estrutura:

D<TNt)

D
or— | P (3.37)

D(TNtfl)

em que D(7) = 0Jpz(7) é uma matriz dependente no tempo calculada por meio do seguinte

problema de valor inicial:
D'(7) = 0, f (7,2(7),p) D(7) + G f (7, 2(7),p)
D(7,_1) =0 (3.38)
Th—1 < T < T

de forma que D(7) seja determinada por meio de integragdo numérica, dada uma conhecida

trajetéria z(7).

Novamente, o ponto de vista de implementacdo computacional, as integrais dos problemas de
valor inicial das equagdes (3.31), (3.36), e (3.38) sdo computadas em conjunto. A medida em
que a solugdo de z(7) é encontrado por meio da equagdo (3.31), também sdo determinados os

gradientes utilizando os mesmo valores determinados para z(7).

A Jacobiana da restricdo de fase depende apenas da orbita periddica da iteracdo anterior do

método da continuacdo, de acordo com a equagao:

Oy R = | £ (o, 21l [Plo) - F(rcss [2]os [plo)] (3.39)
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Finalmente, a estabilidade das solucdo periddicas pode ser determinada pela teoria de Floquet.
A determina¢do da matriz de monodromia ndo necessita de nenhum célculo adicional ja que
pode-se utilizar as matrizes ®y, utilizadas no calculo da matriz Jacobiana, para determinagdo

da matriz de monodromia, de acordo com a equagao:

Nt
P = H P, (3.40)
k=1

No método do tiro multiplo, como o problema de valor inicial € dividido em NV, intervalos de
tempo — cujas solugdes sdo independentes entre si —, as instabilidade numéricas inerentes ao
processo de integracdo numérica diminuem, tornando-o mais atrativo em relacdo ao método do
tiro simples. Além disso, as integracdes da equacdo (3.31) podem ser realizadas em paralelo,
reduzindo o tempo de processamento. A desvantagem € que o sistema de equacdes algébricas
(3.32) aumenta significativamente em relacdo ao sistema (3.22). O Apéndice A.5 apresenta
uma rotina em Matlab para determinacdo do residuo e da matriz jacobiana do método do tiro

multiplo.

3.2.3 Meétodo do balanco harmoénico

Uma O6rbita periddica pode ser representada por uma série de Fourier truncada. Em muitos ca-
sos, uma aproximagao razoavelmente precisa € alcancada quando apenas um pequeno nimero
de harmonicos € considerado. Portanto, uma abordagem natural é buscar uma solugdo apro-
ximada na forma de uma série de Fourier truncada. Substituir essa aproximacio no sistema
equagdes diferenciais ordindrias de equilibrio geralmente leva a um termo residual. Como a
solu¢do aproximada € periddica, o termo residual também €. O método do balango harmonico
requer que os coeficientes de Fourier do termo residual se anulem, até a ordem de truncamento
da aproximacdo. Isso resulta em um sistema de equagdes algébricas em relagdo aos coefici-
entes de Fourier desconhecidos da aproximacgao (Krack; Gross, 2019). Nesta se¢do, o método
do balanco harmonico serd brevemente apresentado, para obter informacdes mais abrangentes,

sugere-se a consulta ao trabalho de Krack e Gross (2019), que serve de base para este trabalho.

Primeiramente, a equacao (3.4) pode ser reescrita considerando o tempo normalizado 7, ou seja

<%>2 MU'(7) + 5= C(Q)U() + KU(7) + u(U(7)) = efe cos(n2n7) =0 (341)
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em que = wys/w € a razdo entre a frequéncia de excitacdo e a frequéncia da resposta.
Considera-se, inicialmente, = 1. Caso hajam bifurcagdes por duplicagcdo de periodo, deve-se

fazer uma outra anédlise considerando 7 = 2,4 .. ., assim por diante.

Como dito anteriormente, no método do balanco harménico, o vetor de deslocamentos € aproxi-
mado por meio da série de Fourier truncada até ordem H, conforme mostra a seguinte equacao:

U(r) ~ qo+ Y _ [qf cos(2m()(i)) + o sin(2r(7)(i))] (3.42)

i=1
onde qp, qf e q; sdo os coeficientes de Fourier da expansdao. Uma representacido concisa da

expansdo (3.42) é dada pela equagdo (3.43):
U(7) = hy(7)q (3.43)

Na equacdo (3.43), q € um vetor que contém todos os coeficientes de Fourier da expansao,

dispostos da seguinte forma:

QIVGC([qo 9 9 .. dy qy D (3.44)
O vetor hy(7) armazena os termos trigonométricos da seguinte maneira:
hu(t) = |1 cos(277) sin(277) ... cos(H2mT) SiH(HQFT)} ®I, (3.45)

Para obter os vetores de velocidade e aceleracio, que aparecem na equacao (3.41), basta dife-

renciar a equagdo (3.43) em relacdo ao tempo, resultando nas equagdes (3.46):
U'(1) ~hy(7)2rV 4 (3.46a)
U’ (1) ~hy(7)(27)*V3q (3.46b)

A matriz V, que aparece nas equacdes (3.46a) e (3.46b), contém os coeficientes que surgem

das derivadas no tempo, e € determinada por meio da equacgdo (3.47):
V=V®l, (3.47)

em que

. 0 k
vV =diaglo. v, V., ... vH],sz o (3.48)
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Ao substituir as equagdes (3.43), (3.46a) e (3.46b) em (3.41), e realizar algumas manipulacdes

matematicas, chega-se a seguinte equagao de equilibrio:

(V2@wM+ V' @wC(() + V' ®K) q+ fu(q) — efe = 0 (3.49)

N

3(@)
A equacio (3.49) representa a equacao de equilibrio das forcas dindmicas no dominio da frequén-
cia. Ela captura o equilibrio entre as forcas internas lineares, as for¢as internas nao lineares e
as forcas externas. As forcas internas lineares sdo expressas em termos da matriz de rigidez
dindmica S(w, ¢). O vetor f,1(§) representa as forcas internas ndo lineares, que neste caso de-
pendem apenas dos deslocamentos. O vetor f, representa as forcas externas. Como a excitacao

depende apenas da fungido harménica cos(n27), f, é dado pela equagdo (3.50):

posicao 2n

fo=vec (Jo ... £ o)) (3.50)

3.2.3.1 Esquema AFT

A determinagdo das forcas internas lineares e das forcas externas € relativamente direta em
comparacdo com as forcas internas ndo lineares. Neste trabalho, foi aplicado um esquema de
Alternating Frequency-Time (AFT), que € o método mais popular e versatil para resolver forgas

nao lineares dentro do método do balango harmdnico (Krack; Gross, 2019).

Para ilustrar o AFT, primeiramente considere a divisdo do intervalo de tempo 0 < 7 < 1 em NV,
subintervalos, dados por:

O=To<T < <7y, =1 (3.51)

Suponha que o vetor de deslocamento U(7) seja conhecido em cada instante de tempo 7;, re-
sultando em um vetor U que contém todos os vetores de deslocamento nesses instantes, ou

seja,

U=vee([U(0) UE) ... UE)) (3.52)

Ny

E possivel, usando a transformada discreta de Fourier, determinar o vetor de coeficientes q a

partir do vetor U, como mostrado pela equacao:

q=E;y0U (3.53)
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Além disso, é possivel determinar o vetor Ua partir do vetor de coeficientes de Fourier §

realizando a transformada de Fourier inversa, ou seja:

U = Eyuq (3.54)

t

As matrizes E7;y, € En,g contém os termos trigonométricos para realizar as transformadas de

Fourier direta e inversa, conforme mostrado nas equacdes (3.55).

_ . . _
2 2
27(1)(0) 27(1)(N;—1)
2 |cos(E+) ... cos(Tt
Eyn, =~ ) ) @I, (3.55a)
N, : :
- /27(H)(0 - 2n(H)(Ny—
_Sm( (Nt)( )) sm(%)_
2m(0)(1 . 27 (0)(H
1 cos(—(Nz( )) sm(—(]\;t( ))
Eyug=|: : ®I, (3.55b)
1 COS(ZW(N;\Zl)(l)) Sin(QW(NtJV—tl)(H))

No esquema AFT, o vetor de deslocamento U € calculado a partir do vetor de coeficientes de
Fourier q por meio da transformada de Fourier inversa. Em seguida, as forcas internas nao
lineares f,; sdo determinadas para cada instante de tempo 7; e armazenadas no vetor fy; de

acordo com a equagao:

() = vee ([£a(U(0) £u(U(L)) .. Ea(U(2))]) (3.56)

Por fim, a transformada de Fourier € aplicada as forcas nao lineares nos NV, instantes de tempo
em que foram determinadas, resultando em um vetor de forcas internas ndo lineares no dominio

da frequéncia, conforme mostra a equacao (3.57).

A~

fur(4) = Ejyy,f1 (En,zQ) (3.57)

Vale ressaltar que /V; deve ser grande o suficiente para que as transformadas de Fourier direta
e inversa representem com precisdo os deslocamentos e as forcas internas ndo lineares nos

dominios do tempo e da frequéncia.

3.2.3.2 Meétodo da continuacao aplicado ao método do balanco harmoénico

No método do balan¢co harmdnico, o residuo € dado pela equagdo (3.49), ou seja:

R(x) = S(w, )§ + fu (@) — efe (3.58)
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onde x = [§',p"]" representa as varidveis do método de continuagio.

Novamente, a matriz Jacobiana pode ser dividida em duas submatrizes:

OR(x) = )R O.R]| (3.59)

A Jacobiana em relacdo a p € calculada diretamente a partir da derivada da equacdo (3.58),

€como segue:
BR= (V20 2M+ V'€ C)q (V'owiC()a Ll (3.60)

tal que o vetor de parAmetros neste caso é dado por p = [w, (, €], jd que o pardmetro 7, ou a

frequéncia de excitagdo wy equivalente, deve ser constante para o cdlculo do residuo.

A matriz Jacobiana em relag@o ao vetor q é dada por:

~

9qR = S(w, ¢) + 0afm(@) (3.61)

sendo que a parcela da Jacobiana referente as forcas internas ndo lineares Ogf,1(§) também

pode ser calculada por meio do esquema AFT, como segue:
aqfnl(C]) - E;{thnl(ENtH(D

) (3.62)
Tu(0) = diag ([00ta(U(0) dufa(U() . dutu(U(%2)] )

O residuo da restri¢do de fase pode ser determinado substituindo as aproximagoes U e U’, dadas
respectivamente pelas equacdes (3.43) e (3.46a), no vetor de varidveis de estado z da equagao

(3.18), no instante de tempo 7 = 0, resultando em

h ¥ h § h §
Rus(x) = u(0)q | u(0)q 7o #(0)4 | Ge3

Finalmente, a matriz Jacobiana da restricao de fase é dada por:
OxRes = |04 Re 0| (3.64)
tal que o valor de 04 R,¢(x) é dado pela seguinte equagao:

OqRes(x) = ha(0) o] Mm0d , [Pl (3.65)

O Apéndice A.6 apresenta uma rotina em Matlab para determinacdo do residuo e da matriz

jacobiana do método do balan¢o harmoénico.
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3.2.3.3 Método do balanco harménico adaptativo

Nos métodos convencionais de balanco harmonico, o nimero de harmdnicos H é assumido
como constante durante o cdlculo de drbitas periddicas utilizando o método de continuagdo.
Alguns métodos foram desenvolvidos para selecionar os harm6nicos dominantes no sistema e
remover harmonicos desnecessarios. Nessas abordagens, o nimero de harmodnicos pode ser
alterado com base nos critérios utilizados. O principal objetivo dos Método do Balangco Harmo-

nico Adaptativo (MBHA) € aumentar a eficiéncia computacional durante o processo de solugdo.

Neste trabalho, foi utilizado o método adaptativo baseado em pseudo-resposta, desenvolvido
por Sert e Cigeroglu (2019). Para demonstrar como o método funciona, considere um vetor
inicial v que contém os coeficientes de Fourier dos harmonicos até a ordem médxima H, em
um sistema dindmico com 7 graus de liberdade. O numero total de coeficientes nesse caso €

n(2H + 1).

V =vec <[v0 vi v ... Vg V%D
Cc S Cc S
Y10 VY1p Y11 oo+ Uiy Uiy (3.66)
=vec
C S C S
Un,0 Un,l Un,l ce Un,H Un,H

Para determinar quais coeficientes de Fourier sdo mais relevantes para a andlise, cada grau de
liberdade € analisado separadamente. O valor de ef’j ¢ calculado, representando a magnitude
relativa dos coeficientes j em relac@o ao grau de liberdade ¢, de acordo com a seguinte equagao:

N €

v LY (3.67)

(S —— [EZO, 6]

onde os valores de Ef’j sdo determinados da seguinte forma:

=V

€0 = \Uz',o\

0 (3.68)
€ij = \/<Uﬁj)2 + (vg;)? for j>0

Na Eq. (3.68), Effj representa a magnitude do coeficiente de Fourier do harmonico j para o grau

de liberdade :.

Os harmonicos cujos valores correspondentes de ef’j sd0 menores que um limiar arbitrério € sdo
removidos do problema. A equacdo (3.69) ilustra a aplicacao do filtro. Nessa equacdo, o vetor

v € usado como critério de selecdo, mas o filtro € aplicado para reduzir o vetor w, que também
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€ composto pelos mesmos harmdnicos e, portanto, possui a mesma dimensao e estrutura que V.

W =F; (W)

o (3.69)
=vec ([ww c WS Wiy ]) Ve € =€

Pode-se observar que a dimensao do vetor resultante diminui apds a aplicacao do filtro, ou seja,

dim(w) < dim(W). Da mesma forma, esse filtro também pode ser aplicado a matrizes, como

a matriz S. Neste caso, as colunas e linhas correspondentes aos harmdnicos selecionados sdao

excluidas.

Uma operagao inversa pode ser definida na forma da equacao (3.70), que retorna um vetor cujos

elementos de w sdo armazenados em suas posi¢des originais.
W =F; (W) (3.70)

Embora os vetores w e w* tenham a mesma dimensdo e compartilhem muitos elementos, eles
ndo sdo iguais porque os elementos de W que ndo satisfazem o critério (3.69) sdo definidos

COmo zero em w*.

O filtro F € aplicado para reduzir a dimensdo do sistema de equacdes (3.49). Em uma deter-
minada iteracdo do método de continuag@o, seja [q]o a solugdo conhecida do problema para um
conjunto de pardmetros [p]o. O filtro é aplicado primeiro para reduzir a dimensédo do sistema

usando o vetor de forcas internas ndo lineares f,; = £,,1([q]o) como critério. Em outras palavras,

[Safnlafe] = ij'nl([safnla e]) (371)
Devido as operagdes ndo lineares, € natural que harmdnicos de ordem superior tenham maior
relevancia em fn; em comparacdo com ¢. Isso torna seu uso como vetor critério desvantajoso
para a reducdo do problema. Sert e Cigeroglu (2019) propdem o uso da pseudo-resposta Gy,

calculada pela equagdo (3.72), como critério.

Gr = [S([w]o, [CJo)] ™ ([elofe — ) (3.72)

Em outras palavras, o filtro & € aplicado duas vezes, primeiro ao vetor de forcas ndo lineares e

depois ao vetor de pseudo-resposta, como mostra a equagao:

e] = OJQpr([ga fnlp fe]) (373)

=l

[§7?n17
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O sistema reduzido (3.74) € resolvido para o préximo passo do método de continuagdo, consi-

derando o residuo do sistema reduzido da equagao (3.74):

R(x) = S(w, )3 + fu(@) — (3.74)
Os novos coeficientes de Fourier sdo dados por
4 =%, (@) (3.75)
onde q € solugdo da equacéo (3.74).
Neste trabalho, além dos filtros propostos por Sert e Cigeroglu (2019), foi aplicado um terceiro

filtro, que utiliza o vetor tangente t do método de continuagdo como critério, semelhante ao

método adaptativo proposto por Grolet e Thouverez (2012), conforme:
S, fur, Fo] = F([S, fu, £o]) (3.76)

onde t representa as componentes do vetor tangente relativas ao vetor §. O objetivo de aplicar
este filtro é garantir que os harmodnicos pertinentes, indicados pelo passo preditor, sejam pre-
servados no préximo passo do algoritmo de continua¢do. Os harmonicos utilizados sdo aqueles

resultantes da combinacgdo dos filtros (3.73) e (3.76).

3.2.3.4 Analise da estabilidade

No método do balan¢o harmonico, pode-se utilizar o0 método de Hill como alternativa no domi-
nio da frequéncia ao método de Floquet para determinacdo da estabilidade das orbitas periddi-
cas. Seja U*(7) = hy(7)q" uma solugdo periddica para a equagdo (3.41). Para analisar se essa

solugdo € estdvel, considere uma resposta perturbada em relagdo a solugdo periddica, ou seja:
U(r) = U*(r) + AU(7) (3.77)

Substituindo U(7) na equagéo (3.41) e expandindo a equacéo resultante em série de Taylor em

torno da solug@o periédica U*(7), chega-se a:

(52) MU() + 22 CQU (r) + KU (1) + (U (1)) — e cos(n2n) +
K+ Ju(U" ()] AU(r) + | (=) ©(0) + K| AU'(r)+ (3.78)
[(%)zm} AU"(7) + O(A?) = 0
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A primeira linha da equagdo (3.78) é nula, ja que U*(7)) € solugdo de (3.41). Considere que a

parcela perturbada da trajetéria U(7) é dada pela seguinte equacéo:

AU(r) = P(7) <—exp (U; i (I))>
AU'(7) = (P'(1) + oP(7)) (M) (3.79)

AU"(r) = (P"(7) + 20P'(7) + o”P(7)) (?XP (o7 + <I>))

2
em que o termo exponencial indica se a perturbac¢ao vai diminuir ou aumentar com o tempo; e
P(7) representa a parte periddica da perturbacéo, tal que P(7) = P(7 + 1), e também pode ser

expandido em série de Fourier como:
P(r) = hy(7)p (3.80)

Substituindo (3.80) em (3.78) e analisando a equagdo resultante no dominio da frequéncia e ne-
gligenciando termos de ordem superior, chega-se ao seguinte problema de autovalor/autovetor

quadratico:
[02 (V0@ M) + 0! (V! @ 20M + V° @ C(()) + o° (S(w, )+ aq*fnl(q*))} p—0 (381

Os autovalores o, derivados dessa equagdo fornecem critérios de estabilidade para a solucdo,
tal que os multiplicadores de Floquet podem ser calculados como y; = exp(o,T"). Krack e
Gross (2019) apresenta critérios para selecao dos autovalores o que sdo redundantes por conta

do aumento de escala do problema no dominio da frequéncia.

3.2.3.5 Meétodo do tiro versus método do balanco harménico

Os métodos do tiro simples e maltiplo requerem integracdes numéricas no tempo que normal-
mente se baseiam em uma férmula de quadratura que pode ser resolvida explicitamente para os
estados desconhecidos no proximo nivel de tempo, de modo que apenas avaliacdes da fungdo
f sejam necessdrias para cada passo de tempo. Esse é o caso dos métodos da familia Runge-
Kutta, como o utilizado neste trabalho. Em alguns casos, esses métodos exigem passos de tempo
relativamente pequenos para evitar o crescimento ndo fisico e ilimitado do erro de aproxima-
¢do (instabilidade numérica). Métodos implicitos, como o esquema Newmark de aceleracao
média constante, geralmente possuem estabilidade incondicional, permitindo passos de tempo

comparativamente grandes, mas requerem a solucdo de um sistema de equagdes algébricas ndo
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lineares para avancar de um nivel de tempo para o préximo. Além disso, frequentemente hd um

amortecimento numérico, ou seja, uma diminui¢ao nao fisica da energia (Krack; Gross, 2019).

A abordagem por balan¢o harmonico ndo estd intrinsecamente vinculada a nenhum esquema de
passo de tempo. A tarefa ndo é resolver um problema de valor inicial, mas sim um problema
de valor de contorno periédico. A aproximacdo € a priori periddica. Os coeficientes de Fou-
rier desconhecidos sdo determinados pela resolu¢do de um sistema de equagdes algébricas. A
dimensdo desse sistema de equagdes é n(2H + 1), enquanto a dimensdo do problema em um
esquema de integracdo numérica é geralmente 2n. Se o estado periddico for alcancado muito
rapidamente e, a0 mesmo tempo, for necessario um alto grau de truncamento / para aproximar
a dindmica com precisdo suficiente, a integracdo numérica direta pode de fato ser mais eficiente

(Krack; Gross, 2019).
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CAPITULO 4

METODOS PARA OBTENCAO DE MODELOS DE
ORDEM REDUZIDA

Os métodos semianaliticos sdo frequentemente aplicados no estudo de estruturas em regime
altamente ndo linear em que o objetivo € construir um modelo confidvel e de dimensao re-
lativamente baixa, diminuindo o esfor¢o computacional. As fun¢gdes de forma possuem um
papel importante na construcdo desse modelo e ndo existe uma maneira direta de encontrar um
conjunto dessas funcdes que gerem um modelo de baixa dimensdo. A expansdo em série de
Fourier, por exemplo, é uma maneira simples e confidvel de gerar essas fun¢des, mas pode ser
bem ineficiente (Pinho; Del Prado; Silva, 2022). Quanto mais complexo sdo a geometria, as
condicdes de contorno e os campos de deslocamentos, mais funcdes trigonométricas sao ne-
cessdrias e ndo existe, diretamente na expansao por série de Fourier. A estratégia adotada em
muitos trabalhos € comecgar com fun¢des com menos semiondas e adicionar fun¢des com mais
semiondas até atingir um critério de convergéncia. Essa estratégia pode ser invidvel do ponto

de vista computacional em andlises dindmicas ndo lineares.

Neste sentido, técnicas de reducdo de ordem sdo necessdrias para tornar o modelo computacio-
nalmente vidvel. Segundo Touzé, Vizzaccaro e Thomas (2021), a maior parte dos métodos de
redu¢do de ordem podem ser visto como métodos lineares, em que o objetivo € achar a melhor
base ortogonal das varidveis do problema para representar o comportamento da estrutura. A
decomposicao de Karhunen-Loeve é um exemplo de método linear fundamentado em técnicas
estatisticas e serd tratada na proxima se¢do. Técnicas ndo lineares, por outro lado, definem um
novo conjunto de varidveis que s@o relacionadas de forma ndo linear as varidveis iniciais, ao
invés de produzir uma mudanga de base linear. Na secdo 4.2 serd apresentada uma técnica nao

linear baseada nas variedades invariantes do sistema dinamico.
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4.1 Meétodo de Karhunen-Loeve

Uma maneira de se obter um modelo de ordem reduzida' em sistemas complexos é usando o mé-
todo de Karhunen-Loeve, também conhecido como Decomposicdo Ortogonal Propria (DOP)
(Sirovich, 1987a,b,c). O método € baseado na andlise de pontos da resposta do sistema (sele-
cionados na posicdo t;) obtida ou de uma solu¢do matemadtica altamente confidvel, ou de um

resultado experimental, ou de um experimento numérico via MEF, como usado neste trabalho.

O primeiro passo do método é construir a matriz de amostragem W7, dada pela equacdo (4.1),

composta por um conjunto de deslocamentos nodais ao longo da resposta obtida pelo MEF.

[y (1) i (01) ey (B) - e (1) ]
Wi = Ukl,(t2) UkQ,(tZ) ng.(tQ) UkC.(t2) @1
| uk, (L) g, () ey (f2) -+ ke (Er) |

A dimensdo da matriz W} é L x C. A DOP ¢ realizada em cada campo de deslocamento
independentemente, representado pelo indice k. O nimero de colunas C' € igual ao nimero de
n6s da malha do MEF, e o ndimero de linhas L € igual ao niimero de pontos colhidos da resposta
do sistema. O valor médio do campo de deslocamento em cada n6 € obtido adicionando todas
as componentes de W7 e dividindo o resultado por L. A variagdo de W} em relacdo ao valor

médio € dada pela matriz V}, determinada como:

S (1) Yo () Y (1) o Xk (1)
LS ) ) Yun ) o X (1)

V., =W, —— 4.2
k FTT (4.2)
L L L L
2tk (1) 2ty (B) 2 s (B) oo 2 ke ()
A matriz de correlagdo espacial R;, € dada por:
* 1 w\T *
R; = M (Vi) (Vi) (4.3)

que € uma matriz simétrica positiva definida.

I'Tradugio amplamente utilizada do termo em inglés reduced-order model. Talvez um termo mais apropriado
fosse modelo de dimensdo reduzida. Ao longo desta tese, o termo modelo reduzido também serd empregado.
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Os autovetores da matriz R; sdo conhecidos como Modos Ortogonais Préprios (MOP) e os
autovalores sdo conhecidos como Valores Ortogonais Préprios (VOP). Os MOP sdo ortogonais
entre si devido a simetria de R}, ja os VOP representam a energia do sistema associada a cada
MOP. Os MOP sdo classificados de acordo com a quantidade de energia e sdo usados como
fungdes de forma () usando série de Fourier. Cada campo de deslocamento u;, € expandido

usando os MOP com maior quantidade de energia associada, de acordo com:
s
u (€5,8%,1) = >, (Do, (€1,€%) (4.4)
j=1

onde p; sdo as coordenadas generalizadas e 7, € o nimero total de modos considerados na

expansdo de forma a garantir convergéncia numérica do método.

Aplicando a expansao da equacao (4.4), o principio da energia potencial estaciondria (3.2) pode
ser reescrito como:

oIl
— =0 4.5

e as equagdes de Euler-Lagrange como:

d(aL)_aL+aF:Qkij we)

dt \ 9y, Opw;, — Ofur,

4.2 Variedades invariantes e seu modelo de ordem reduzida

Em sistemas dindmicos, uma variedade invariante € uma variedade topoldgica que € invariante
sob a acdo do sistema dindmico. Para ilustrar essa defini¢do, considere o sistema dindmico
autdbnomo:

z = f(z) 4.7)

emquez € RV e f : RY — RY. Considere que o sistema possui como solugéo a trajetéria
z(t) = ¢4(20), em que zy = z(0) é o vetor de condi¢des iniciais. O conjunto W C RY, sub-
conjunto de RY, é chamado de invariante do sistema dinimico se, para todo zy € W, a solugao
t — ¢¢(zo) possui sua imagem em /. Isso significa que, para um determinado conjunto de
condicdes iniciais zy € W, toda a trajetdria do sistema também pertence ao subconjunto 7. O
subconjunto W € uma variedade de dimensdo ) caso possa ser localmente representado por

um fungdo suave de um subespaco de dimensdo M contido em RY .
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Segundo Jain e Haller (2022), a classe mais importante de variedades invariantes sdo aquelas
contidas em subespagos do espago fase que atraem outras trajetorias e, portanto, sua propria di-

mensao interna reduzida pode ser usada como modelo reduzido do sistema dinamico completo.

Os métodos para o cdlculo das variedades invariantes podem ser divididos em duas categorias:
locais e globais. Os métodos locais aproximam uma variedade invariante na vizinhanca de
um conjunto invariante mais simples, como, por exemplo, pontos fixos e Orbitas periddicas.
As aproximagdes locais sdo determinadas por meio de expansdes em série de Taylor em torno
dos pontos fixos ou expansdes em séries de Fourier-Taylor em torno das 6rbitas periddicas.
Os métodos globais, por outro lado, buscam variedades invariantes globais no espaco fase.
Técnicas globais normalmente utilizam continua¢do numérica que vao aumentando a variedade
a partir de uma aproximacao local normalmente utilizando técnicas de linearizacdo, como os

métodos apresentados na Secao 3.2.

Nesta secdo serd apresentada a metodologia proposta por Jain e Haller (2022) para a determina-
¢ao das aproximacodes locais das variedades invariantes e de seus modelos de ordem reduzida.
A grande vantagem desta abordagem € a utilizacao direta das coordenadas generalizadas fisicas
do problema — ou seja, os deslocamentos uy, . € velocidades 1y, da casca — para o calculo das
variedades invariantes. Outras abordagens utilizam coordenadas modais, fazendo com que as
matrizes e tensores do modelo dindmico deixem de ser esparsas, o que aumenta significativa-
mente o gasto de memoria e o tempo de processamento. A simbologia apresentada por Jain e
Haller (2022) serd adotada nesta se¢do, portanto, alguns simbolos matematicos que foram uti-
lizados nos capitulos e nas secdes anteriores passam a ter um significado novo neste capitulo e

serdo redefinidos quando se fizer necessario.

4.2.1 Modos Normais Nao Lineares e Subvariedades Espectrais

Considere, primeiramente, a situacdo particular em que o sistema (3.10) é autdbnomo, ou seja
e=0:
Bz = Az + F (z) (4.8)

cuja lineariza¢do em torno de z = 0 é:

Bz = Az (4.9)
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A andlise de sistemas dinamicos lineares € relativamente simples, ji que é possivel desaco-
plar o sistema em um conjunto de coordenadas modais ortogonais entre si. O movimento do
sistema pode ser obtido pela superposi¢do dos Modos Normais Lineares (MNL), dados pelos
autovetores v; e u; determinados pelos seguintes problemas de autovalor:

(A-\B)v;,=0, j=1...N

(4.10)

u;(A-\B)=0, j=1...N
em que v; e u; sdo, respectivamente, os autovetores a direita e a esquerda correspondentes
ao autovalor \;; uj € o vetor transposto conjugado do vetor u;. Tanto \; quanto v; e u; s@o
formados por nimeros complexos, ou seja A; € C, v; € CV e u; € CV. Os autovalores \;
sdo classificados em ordem crescente em relacdo a sua parte real, ou seja, Re(A;) < Re(Ag) <
.-+ < Re(Ay). Os autovetores sao determinados de forma a satisfazer a seguinte condicdo de
normalizagdo:

u;BVj = 51‘]’ (41 1)

Os MNL sao invariantes, o que significa que se uma trajetoria comeca no espaco vetorial gerado
por um dos MNL, ela permanece neste espaco para sempre. Isso também significa que as
frequéncias naturais e os respectivos modos de vibra¢iao independem da amplitude de vibragao.
Ou seja, os MNL podem ser entendidos como movimentos oscilatérios do sistema como um
todo com propriedades similares a de um oscilador harmdnico simples. Do ponto de vista

geométrico, os MNL sdo representados por planos no espaco fase.

Sejam alg();) e geo();), respectivamente, a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geo-
métrica do autovalor \;. A multiplicidade algébrica € definida como o nimero de vezes em
que \; aparece como raiz do polindmio caracteristico, ja a multiplicidade geométrica repre-
senta a dimensdo do subespaco vetorial gerado pelo autovetor correspondente a A;. Quando
as matrizes B e A sdo semissimples, a igualdade alg()\;) = geo();) é vilida para todos dos
autovalores \;. Para cada autovalor )\;, existe um aufoespaco E; C RY gerado pela com-
binagdo linear entre as partes reais e imagindrias do correspondente autovetor v;. A dimen-
sdo de £ é dim(E;) = alg()\;) para os casos em que a parcela imagindria de \; é nula,
ou seja Im();) = 0. Nos casos em que A; é complexo, ou seja, Im(\;) # 0, a dimensdo
de E; é dim(E;) = 2 x alg()\;). Nestes casos, A\; é complexo conjugado de A;;;, ou seja,
conj(A;) = Aji1, consequentemente, E; = Ej e as partes reais de \; e A1 sdo iguais, ou

seja Re(\;) = Re(Aj11). A equagdo (4.12) mostra como os autoespacos E; sdo gerados a partir
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dos MNL.

E; = E;11 = span{Re(v;),Im(v;)} para Im(};) #0 e conj(A;) = A\j11 .
E; =span{v;} para Im(\;) =0

onde span {vy,...,v,} denota o subespago vetorial gerado pelo conjunto de vetores v;.

Como os autoespagos sdo gerados pelos MNL, eles também sdo invariantes para o sistema
linear (4.9), e qualquer subespaco gerado pela combinagdo linear dos autoespacos também ¢é
invariante. Uma forma genérica de representar esses subespagos € conhecida como subespaco

espectral, que € obtida pela equacao:
Ej. . j,=E,® - ®FE; (4.13)

em que  representa a soma dos espagos vetoriais, € F;, ;. € o subespago espectral obtido dos
autoespagos Fj ..., F; para g € N. Propriedade andloga pode ser definida para os autoespa-

cos adjuntos £ associados aos autovetores u,;.

Os MNL sao geralmente utilizados para reduzir a ordem de sistemas lineares quando o inte-
resse da andlise estd limitado a intervalos de frequéncia especificos. Nesses casos, modos cu-
jas frequéncias estdo muito distantes do intervalo de frequéncia de interesse contribuem muito
pouco com a resposta do sistema e podem ser retirados da andlise. Os MNL utilizados na anélise
formam o subespaco espectral mestre E C R que contém todas as trajetérias aproximadas do
sistema reduzido, tal que:

dim(E) = M < N (4.14)

onde o subespaco £ também € conhecido simplesmente como subespaco mestre € possui a

dimensao reduzida M.

A lineariza¢@o € uma idealiza¢do, uma excecdo a regra, e as vibragdes ndo lineares sdo fre-
quentes em aplicacdes reais da engenharia. Uma das principais caracteristicas das vibracdes
ndo lineares € justamente a dependéncia entre a frequéncia e os modos de vibra¢do. Assim, os
Modos Normais Ndo Lineares (MNNL) oferecem uma ferramenta tedrica e matemaética para

interpretar a classe de fendmenos nao lineares relacionadas a essa caracteristica.

O conceito de MNNL foi introduzido primeiramente por Rosenberg (1962) e pode ser entendido

como uma ampliagdo direta do conceito de MNL expandido para o caso ndo linear. Segundo

Capitulo 4 FE A. X C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura 131

Rosenberg (1962), os MNNL sdo vibracoes unissonas compostas por Orbitas periddicas, cujas
coordenadas atingem a posicdo maxima no mesmo instante. Tal definicdo possui semelhancas
com a definicdo de MNL, mas também algumas limita¢des. Em primeiro lugar, ela abrange ape-
nas sistemas conservativos. Em segundo lugar, na presenca de ressonancias internas, algumas
coordenadas podem ter uma frequéncia dominante diferente de outras coordenadas, fazendo

com que o sistema vibre de forma ndo unissona.

Outra definicdo dos MNNL foi apresentada por Shaw e Pierre (1993), que aproveitaram o con-
ceito de variedade invariante do teorema da variedade central. Segundo os autores, enquanto os
MNL sdo geometricamente representados por planos no espaco fase, os MNNL sdo variedades
invariantes de duas dimensdes no espaco fase. Tal variedade € invariante ja que qualquer traje-
téria que comeca em um dos MNNL, permanece nele para sempre. Desta forma, o sistema se
comporta como um sistema nao linear de um tnico grau de liberdade. Ao contrério da definicao
apresentada por Rosenberg, a definicdo de Shaw e Pierre (1993) também pode ser utilizada para

sistemas ndo conservativos e de vibragdes nao unissonas.

Recentemente, Haller e Ponsioen (2016) revisitaram o conceito de Modos Normais Nao Line-
ares estabelecendo uma abordagem unificada sobre o assunto. Segundo os autores, um MNNL
¢ um conjunto fechado composto pelas solucdes de multipla frequéncia do sistema ndo linear

(3.10) na forma:
z(t) = Y zmexp (i(m - Q)t) (4.15)

onde m € N/ é um vetor de nimeros naturais de mesma dimensdo que o vetor €2, ou seja
dim(m) = dim(Q) = f; |[m| = my + - - + my; z, sd0 os vetores das amplitudes de Fourier

complexas da solugdo real z(t) em relacdo as frequéncias do vetor €2; e i € a unidade imaginaria.

Os casos especiais dos MNNL sao:

* MNNL trivial (f = 0): ponto fixo;

* MNNL periodico (ou f = 1 ou para f > 1 e os elementos de €2 sdo racionalmente

comensuraveis): orbita periddica;

* MNNL quase periodico (f > 1 e os elementos de €2 s@o racionalmente incomensuraveis):

torus invariante de dimensao f.
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A definicdo apresentada por Haller e Ponsioen (2016) unifica as definicdes apresentados por
Rosenberg (1962) e Shaw e Pierre (1993) e a amplia para o caso de vibragdes for¢cadas com
finitas frequéncias de excitacdo. Haller e Ponsioen (2016) ainda elaboram o novo conceito de
Subvariedade Espectral (SVE), que € um conceito andlogo ao conceito de subespaco espectral,
presente em sistemas lineares, expandido a sistemas nao lineares. A SVE é a variedade mais
suave de uma familia de variedades invariantes, tangente ao subespaco espectral do sistema
linear na origem. Assim como os subespacos espectrais, as Subvariedades Espectrais podem
ser utilizadas para a redugdo de ordem do sistema. A Figura 4.1 ilustra, de forma esquematica,

a relacdo entre os MNNL e as SVE para os trés casos especiais citados anteriormente.

Figura 4.1 — Esquema dos trés principais tipos de Modos Normais Nao Lineares: (a) trivial, (b)
periddico e (c) quase periddico) e as suas Subvariedades Espectrais correspondentes. As SVE sdo
sempre tangentes aos MNNL.

(a) MNNL Trivial (b) MNNL Periédico (c) MNNL quase periddico

FONTE: Haller e Ponsioen (2016)

A Figura 4.2(a) ilustra de forma esquemadtica como as trajetérias préximas a um ponto de equi-
librio estdvel sdo atraidas ao subespaco espectral mestre £ formado pelas espacos vetoriais
FE, e 5 em um sistema dindmico linear de um sistema de dimensdo N. As curvas em cor
verde representam trajetérias que comecam em F; € permanecem nesse subespaco para sem-
pre. Pode-se dizer que F; representa um Modo Normal Linear do sistema. A curva em cor
vermelha representa uma trajetéria proxima a um ponto fixo estdvel fora do subespago mestre,
mas que é rapidamente atraida a ele. As curvas em cor azul ilustram como as trajetdrias contidas
no espaco mestre permanecem nele para sempre. A curva em cor azul a direita pode representar
a trajetoria equivalente do modelo reduzido do sistema a trajetdria em cor vermelha, contida

apenas no espaco mestre.

A Figura 4.2(b) mostra como as trajetorias préximas a um ponto fixo estdvel sao atraidas a
ele em um sistema dindmico ndo linear. As curvas em cor verde representam trajetdrias que
comegam em 7/ (E;) e permanecem para sempre em T/ (E;), de forma que W (E;) e W (E>)
podem representam os Modos Normais Nao Lineares do sistema. As trajetérias contidas no

SVE permanecem nela, como mostram as curvas em cor azul. Analogamente ao subespaco
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espectral mestre, a subvariedade espectral W (E) pode ser utilizada em um modelo reduzido do
sistema, ja que atrai as Orbitas préximas, como mostra a curva em cor vermelha e a curva em

cor azul a direita, que seria a trajetdria equivalente do modelo reduzido.

Figura 4.2 — Trajet6rias de um sistema dindmico atraidas a um ponto fixo. Em (a) para um sistema
dindmico linear, e, em (b) para um sistema dinamico nao linear

RN

(W (Ez)

(a) Subespaco espectral (b) Subvariedade Espectral

4.2.2 Subvariedades Espectrais de pontos fixos em coordenadas fisicas

Para determinar uma aproximacgdo local do sistema (4.8) em torno do ponto fixo z = O,
considere a variedade invariante %/ (F) desse sistema, que é tangente ao subespacgo espectral

mestre £ na origem, como mostra a Figura 4.3. O subespaco mestre F é gerado pelos au-

tovetores que compdem a matriz Vp = [vi,...,vl] € CV*M tal que o sobrescrito E

£, vF e uF sdo autovalores e autovetores

representa os modos mestres adotados, tal que A
solu¢do do problema (4.10). A variedade W (F) possui a mesma dimensdo de F, ou seja,
dim(W (E)) = dim(E) = M < N. Analogamente, o subespago mestre adjunto £* é gerado

pelos autovetores que compdem a matriz Up = [u{f e qu e CNxM

Utilizando o problema de autovalor (4.10), obtém-se as seguintes relagdes entre as matrizes Vg

e Ug:

»A=AgULB (4.16b)
em que Ap = diag(A\F, ... \F,) é uma matriz cuja diagonal principal é formada pelos autova-

lores correspondentes aos autovetores das matrizes Vg e Up.
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Figura 4.3 — Parametrizacéo utilizando o conceito de variedades invariantes

23, s AN V\I\W(E)
P2, - .. ,ﬁ)M A Variedade invariante
M p=R(p)
C p(?) ﬂodelo reduzido
P
% > U E
\_j D1 Subespago mestre

RN

21

FONTE: Adaptado de Jain e Haller (2022)

Para calcular a variedade invariante 7/ (E) tangente ao subespaco espectral £ na origem do
sistema (4.8), considere a fungdo vetorial W : C¥ — R que parametriza a variedade W (E),
conforme mostra a equagao:

z(t) = W(p(1)) 4.17)

em que p € CM & o vetor que contém as coordenadas de parametrizacio. O mapeamento W
recebe o vetor de coordenadas de parametrizacdo p, complexo e de dimensao )M, e retorna o
vetor z, real de dimensdo N. A funcdo vetorial R : CM — CM define a trajetéria do modelo

dindmico de ordem reduzida, de acordo com a equagio:

p = R(p) (4.18)

ou seja, R recebe o vetor de coordenadas de parametriza¢io p e retorna o vetor de velocidades

p.

Substituindo (4.17) em (4.8), e derivando no tempo, € possivel obter a equacdo de invaridancia

da variedade W (F), dada por:

Bfi—";’mp) — AW(p) + F(W(p)) 4.19)

Para resolver a equagdo de invariancia (4.19), € preciso determinar as fun¢des de parametrizacao

W e R. Jain e Haller (2022) consideram que as duas fungdes vetoriais sdo formadas por
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polindmios das componentes do vetor de parametriza¢do p, como mostra a equagao:
Wi(p) = Z Wz'p@)i
ieN

R(p) = Z Rz‘P@)i

1€EN

(4.20)

em que W; € CV*M' e R; € CM*M' ou seja, W; e R; sdo matrizes complexas cujas respec-

tivas dimensdes sdo N x M*e M x M".

Usando as expansdes (4.20), a equacdo invariante se transforma em uma equacio polinomial,
que pode ser resolvida de forma independente para cada grau do polindmio, ou seja:
dW
B R)| — AW) + P(W(R),

em que (x|, ¢ uma operagdo que retorna apenas coeficientes dos polindmios de grau ¢ da fun¢do

(4.21)

i
vetorial x.

Para i = 1, a equagdo (4.21) é simplesmente:
BW; R, = AW, (4.22)

A determinacdo de W; e R; ndo € tnica e, a principio, ambas as matrizes sdo complexas.
Adota-se um valor para a matriz R; para, em seguida, determinar W;. Observa-se que existe

uma semelhanca entre a equagdo (4.16a) e a equacao (4.22), por isso, uma escolha direta seria:

W, =Vyg
(4.23)

Ri=Ag
Todavia, tal escolha levaria a W; e R; complexos, o que dobraria o consumo de memoria
na andlise j4 que sdo computadas as partes reais e imagindrias. Uma outra escolha possivel € a

utilizagdo das matrizes P € RV*M e J, € RM*M resultantes da decomposigio real candnica

de Jordan das matrizes Vg e Ag, tal que:

R, = Jp— h (4.242)
Re(AF) Im(XF)

~Tm(AF) Re(\F)
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W, =Pg= [ - vl o Re(vP) Im(vP) ] (4.24b)
em que AP € um autovalor com parte imagindria nula (Im(A\) = 0); AF é um autovalor com

parte imagindria diferente de zero (Im()\jE ) # 0) e é complexo conjugado do autovalor /\JEH,

ou seja conj(AF) = AF,,. O autovetor v}’ corresponde ao autovalor A" e possui apenas com-
ponentes reais. Ja o autovetor V]E possui componentes imagindrias e € complexo conjugado do

E
autovetor v’ ;.

Os demais autovalores e autovetores sao usados na decomposicao de Jordan de
maneira andloga a A7, A7, v/ e v7, tal que dim(Jp) = dim(Ag) e dim(Pp) = dim(Vg).
A escolhade W, = Pp e Ry = Jg € valida ja que a decomposicao real de Jordan mantém a

igualdade da equacdo (4.16a), de forma que:
APy =BPglg (4.25)

E importante enfatizar que, embora o uso da decomposicio real de Jordan minimize o consumo
de memoria, a escolha da parametrizagdo da equagdo (4.24) aumenta consideravelmente o aco-
plamento dos termos ndo lineares de W e R em relacdo a alternativa complexa (4.23). Isso se
deve ao fato da matriz A g ser diagonal enquanto a matriz Jz ndo o é. Dado que a matriz R;
afeta todos os termos de ordens superiores nas funcdes de parametrizacdo para W e R, pode
haver uma grande diferenca entre os tempos de processamento ao aplicar as expansoes (4.20).
Assim, a parametriza¢do complexa pode ser computacionalmente mais eficiente, especialmente

para ordens elevadas.

Para as ordens superiores ¢ > 2, o lado esquerdo da equacgdo (4.21) pode ser simplificado como:

dW :
{BER(p)} =BW, +B > W,R;; (4.26)
(] _722
em que:
j posicdo k
)
R,;=YIy® ®L®R_j®ly® @l 4.27)
k=1 S
Jj—termos

Ja os termos do lado direito da equagdo (4.21) s@o dados pelas equacdes:

[AW(p)];, = AW; (4.28a)
FWE)=> |FY W, @ -aW, (4.28b)
Jj=2 ?€|NJ
q|=1t
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A equacdo (4.21) é rearranjada na forma da equacdo (4.29), coletando os termos contendo W,

do lado esquerdo, e os termos de ordem inferior a ¢ do lado direito, resultando em:

onde:
i-1

C;=[F(W(p)),-B)Y W,R,, (4.30)
=2
Finalmente, o sistema (4.29) € resolvido de forma recursiva para ¢ > 2 por meio de sua forma

vetorizada, dada pela equacao (4.31):

Liw; = hi(Ri) 4.31)
em que:

w; = vec (W;) € CVM' (4.32a)
2= (R],®B) — (I ® A) € CVMVM (4.32b)
h; (R;) = vec (C;) — Dyvec (R;) € CVM' (4.32¢)
Ri;i=)Y (L) @R, ® (I)® e MM (4.32d)

j=1
D; = (I,; ® BW,) € CNM*xNM' (4.32¢)

A matriz &; é chamada de operador coomolégico de ordem ¢ induzido pelo fluxo linear (4.9) e
o subespaco mestre £. Para qualquer ordem ¢ da expansdo, os coeficientes de &£; sdo completa-
mente determinados apenas pelas parcelas lineares do sistema dindmico completo e do sistema
reduzido, ou seja, pelas matrizes A, B e R;. Caso a parametrizacdo da decomposicao real de

Jordan (4.24) seja adotada, &£; resulta em uma matriz de coeficientes reais.

4.2.2.1 Forma normal

Nota-se que o sistema (4.31) possui mais varidveis — W; e R; — do que equagdes. Essa in-
determinacdo acaba sendo vantajosa, pois permite a escolha de um estilo de parametrizagdo
particular dependendo do contexto. Quando a matriz &£; € ndo singular, a equacao (4.31) possui
apenas uma unica solu¢do W, para qualquer escolha de R,;, sendo que a forma mais simples e

desejéavel para o modelo reduzido € a trivial, dada por:

R, =0V i>2 (4.33)
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e que leva a um sistema dindmico linear. Todavia, &; pode ser singular, tornando a parame-
trizacdo (4.33) impossivel. Ainda assim, o sistema (4.31) pode ser determinado desde que se
escolha uma parametrizacio apropriada. A Forma Normal (FN) é um estilo de parametrizagao
que resulta em um modelo dindmico reduzido ndo linear que € tdo simples quanto possivel. Isso
¢ alcancado removendo sistematicamente todos os termos ndo essenciais da expansdes (4.20).
Utilizando a FN, obtém-se tanto o modelo reduzido R quanto a fun¢ao de parametrizacio W,

como serd mostrado a seguir.

Seja v;, m; e n;, respectivamente, os autovalores € os autovetores correspondentes a direita € a

esquerda da matriz &£, e seja WN; o espaco nulo da matriz & ;, obtido pela equacdo:

N; = kernel {2/ } = span {Re(ny), Im(ny) | v =0}  para &, € RNMXNME (4 342)

N; = kernel {SZI} =span{ng | v, =0} para £; € CNM'>NM' (4 341)

onde a operagao kernel {MT} retorna o espago nulo a esquerda da matriz M. O espago nulo
N; € gerado pelos vetores das colunas da matriz N;, composta pelos autovetores n; cujos au-
tovalores sdo nulos e que sdo linearmente independentes entre si, sendo r; = dim(.N;) igual
ao ndmero de ressondncias internas de &£ ;, como sera mostrado adiante. Os coeficientes da
parametriza¢do por FN sdo escolhidos projetando a equagdo de invariancia (4.31) em N;, como
mostra a equagao:

N/2,w; = N/h; (R)) (4.35)

O lado esquerdo da equacao (4.35) € igual a zero, ja que as colunas de N; pertencem ao espaco
nulo de £, ou seja:

N'Z,=0 (4.36)

Desta forma, como o lado direito da equacdo também € igual a zero, é possivel determinar os
valores de R; resolvendo o seguinte sistema linear:
N/h; (R;) =0
(4.37)
N/vec (C;) = N/ D;vec (R;)
ou seja:

vee (R;) = [NTD,] ™ N vec (C;) (4.38)

Adotando o estilo de parametrizacdo por Forma Normal, a parte indeterminada do sistema

(4.35) se torna identicamente satisfeita, tornando-o possivel e determinado.
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4.2.2.2 Autoestrutura da matriz &,

A determinacdo do espago nulo N; pode ser computacionalmente invidvel caso todos os auto-
valores e autovetores da matriz &£; tenham que ser calculados de forma direta. Jain e Haller
(2022) propuseram uma metodologia para o célculo indireto de apenas os autovetores que pos-
suem autovalores nulos com base na estrutura da matriz &;, determinando, assim, o espago

nulo W;.

Tal abordagem comeca pela definicdo do conjunto ordenado A; s, formado por todos os sub-
conjuntos €; C N’ de tamanho i, classificados em ordem lexografica, e que contém apenas

valores no intervalo 1, ..., M, ou seja:
A ={€1,...,€yi€l,.... M'CN'} (4.39)
Por exemplo, para¢ = 3 e M = 2, o conjunto As, é dado por:

Aso = {{1,1,1},{1,1,2},{1,2,1},{1,2,2},{2,1,1},{2,1,2},{2,2,1},{2,2,2}} (4.40)

Essencialmente, cada € € A, ), corresponde a um mondmio de grau ¢ do vetor de varidveis

reduzidas p.

Partindo da definicdo da equacdo (4.32d), € possivel determinar os autovalores e autovetores da

T

matriz R/, em fung@o dos autovalores e autovetores da matriz R{. Seja i, p; € q;, respectiva-

mente, os autovalores e os correspondentes autovetores a direita e a esquerda da matriz R, de
forma que:
T .
Rlpj :M]pju J = 17“'7M
(4.41)
T .
q;le :ﬂjq;fa J= 17"'7M
Pode-se provar que os autovalores e, 0s autovetores a direita pe € 0s autovetores a esquerda

T

qe da matriz R;; sdo dados por:

:u’f::ufl—i_'”—i_:u’fi
P¢e =DP¢, ® - - ® Dy,

(4.42)
de = qe, ® - - - ® Qg

€ c A@M
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Para verificar se y¢ € um autovalor de R, com o autovetor associado pe, parte-se da equagdo

(4.32d), como mostra a equagao:

posigdo j

i 1
Ripe=|> Iy®---@ly® R} ®ly®---®Iy|[p,® - ®p]
j=1 e

i—termos

:Zpﬁ@@RIpr@@p&
=1

i (4.43)
:Zpel ® - ® P, ® - ® Py,
j=1
= Z/Lt’j [Pe, ® - ® py,]
j=1
= KePe
Dedugao andloga pode ser feita para os autovetores q;, de forma que:
AR, = pedp (4.44)

A equagdo (4.32d) mostra que a matriz &; depende de outras quatro matrizes — I;, R, A e

1,00
B. Pode-se determinar o espaco nulo da matriz &£; por meio dos autovalores e autovetores dos
pares (I M, RlTZ) e (A, B), cujos problemas de autovalor sdo:
AVj :/\jBVj, ]: 1...N

wA - \uB, j=1...N

(4.45)
1
Iype = _RiT,iPw?, Cc Ay
e
* 1 * T
qt’IM = _qt’Rii7 < Ai,M
e ’

Verifica-se que \; /¢ € autovalor do par de matrizes (I M®A Rsz ® B) , € tem como autovetor

correspondente o vetor (pe ® V;), como mostra a equagao:

(I ® A) (pe ® v;) = (Iype) ® (Avy)

1
= (—RLPf> ® (A;Bv;) (4.46)
e
s
= (Rsz ® B) (pe ® v;)
e ’
De forma andloga, propriedade semelhante pode ser demonstrado para o autovetor a esquerda
(de ® u;):
(e ® )" (L ® A) = 7= (qe ® ;) (R!, ®B) (4.47)
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Finalmente, quando \;/ue = 1, pode-se substituir a definicdo de &£, nas equagdes (4.46) e

(4.47), resultando em:

Zi(pe®v;) = [(R];®B) — (Iy: ® A)] (p¢ ®v;) =0

(qe @)L, = (qe®u;)" [(R];®B) — (I,, ®A)] =0

(4.48)

Ou seja, os vetores (qe ® u;) geram o espago nulo da matriz &, na presenca de ressondncias

internas e cruzadas? (\j/pe = 1), que sdo caracterizadas como:

Ressondncias internas: e = )\JE, teAiy, je{l,...,M}
(4.49)
Ressondncias cruzada: pe = \j, € € Ay, je{M+1,... N}

Tanto as ressondncias internas quanto cruzadas resultam no operador coomolégico &£; singular.
A grande diferenca entre essas ressonancias € que a equagdo de invariancia (4.31) pode ser
resolvida na presenca de ressonéncias internas ajustando a escolha de parametrizagdo R,;, como
mostrado na Forma Normal. Na presenca de ressonancias cruzadas, o lado direito da equagao
(4.31) ndo pode ser ajustado para eliminar as indeterminagdes de & ;, de tal forma que a equacao
de invariancia ndo tem solucdo. Nesse caso, a solucdo € incluir no subespaco mestre os modos

cujos autovalores apresentam ressonancias cruzadas.

Pode-se, entdo, reescrever as equagdes (4.34), que representam o espagco nulo da matriz &£,

como:
N; = span {Re (q¢ ® u?) . Im (qe ® u?’) | pe =AY, € € Ay, je{1,...,M}} (4.50a)

para ; € RNM'XNM' oy
Ny =span{(qe ®u?) | pe =AY, €€ Ajy, je{1,...,M}} (4.50b)

para &; € CNMXNM',

Sistemas dinamicos ndo lineares podem apresentar ressonancias internas, que sdo caracteriza-
das pela transferéncia de energia entre diferentes modos de vibragdo no movimento geral do
sistema. Esse fenomeno foi largamente estudado quando em situagdes em que as frequéncias
naturais lineares possuem razao inteira entre si, fazendo com que os respectivos modos de vibra-

cdo interajam. Todavia, podem existir ressonancias internas mesmo que as frequéncias naturais

2Em inglés, alguns autores utilizam inner resonances e outter resonances em vez de internal resonances e
cross resonances para diferenciar esses termos do conceito classico de ressonancias internas (internal resonances).
Apesar de conceitos correlatos, eles possuem significado diferente no contexto da dindmica néo linear.

FE A. X C. PINHO Capitulo 4



142 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

nao sejam comensurdveis. Para que o modelo reduzido consiga capturar esse comportamento,
€ necessario considerar os possiveis acoplamentos entre os modos no modelo reduzido, mesmo
que suas frequéncias nio seja comensuraveis. Por exemplo, imagine que exista uma ressonan-
cia interna entre os dois primeiros modos de um sistema cuja razao entre as suas frequéncias
seja wy = 2,3w;. O movimento geral do sistema pode fazer com que a estrutura vibre com uma
combinacao entre os dois primeiros modos, com o primeiro modo vibrando na frequéncia w e o
segundo na frequéncia 2w. Também pode acontecer do segundo modo vibrar na frequéncia 3w.
Tal fendmeno € discutido em mais detalhes nos Capitulos 7 e 8. Nesses casos, os espacos nulos

N, e N3 devem incluir as seguintes ressonancias internas:

~\E
{11y R A
(4.51)
~ \E
{110y A Ay
Como € impraticdvel avaliar as possiveis ressonincias internas de um problema caso a caso, sao

consideradas todas as ressondncias internas aproximadas p¢ ~ \; no intervalo

E
|M€ _/\j |

< e (4.52)
AT

tal que €,; € um numero adimensional adotado suficientemente grande para considerar todas as
possiveis ressonancias internas, mas pequeno para que o modelo ndo se torne excessivamente

complexo e inclua ressondncias que nao sdo relevantes.

4.2.2.3 Estilo de parametrizacao grafico

Uma alternativa a FN € o estilo de parametrizac¢do grdfico, em que o modelo dindmico reduzido
R é€ resultado da expressdo da variedade como um gréfico sobre o subespaco mestre £. Neste

estilo, a equagdo de invariancia (4.31) € projetada no subespaco G;:
€; = span {Re (qe ®uf) ,Im (qe ®uf) | € € Ay, je{l,...,M}} (4.53a)
para @; € RVM'XNM' oy
G =span {(qe ®ul) | € € Ajy, je{l,...,M}} (4.53b)
para £, € CNM'xNM",

Observa-se que, no caso da existéncia de ressonancias internas, N; C §;. No estilo gréfico,

considera-se que todos os MNL do subespaco mestre sdo internamente ressonantes. Similar
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ao estilo de parametrizacdo FN, pode-se construir uma matriz G; cujas colunas sdo formadas
pelos vetores (qf ® uf ), de forma que as matrizes R,; sdo determinadas ao resolver a seguinte
equacio:

vec (R;) = [G‘JDZ-]_1 G/ vec (C)) (4.54)

Em contraste ao estilo de parametrizacao FN, em que apenas uma quantidade minima de ter-
mos ndo lineares sao considerados no modelo reduzido, o estilo de parametrizacdo gréfico ge-
ralmente implica em um modelo mais complexo. Todavia, o estilo grifico resulta na expres-
sd0 mais simples possivel de parametrizagio W (p) da variedade, como serd mostrado adiante
(Haro et al., 2016). Caso seja considerada a representacdo complexa (4.23), o resultado da
equagao (4.54) é simplesmente:

R = U;C, (4.55)

Substituindo a equacao (4.55) em (4.29), observa-se que o lado direito da equacio € nulo, ja que
BV;U};C, = C,, resultando em uma equacdo de invariancia (4.29) homogénea cuja solucio
trivial é

W, =0 (4.56)

Nota-se que o estilo de parametrizacdo grafico € incapaz de representar possiveis dobras da vari-
edade invariante, que € representada linearmente em termos das varidveis p (Touzé; Vizzaccaro;

Thomas, 2021).

4.2.2.4 Variedade do Subcentro de Lyapunov

Pode-se dizer que as relagdes frequéncia-amplitude representam os Modos Normais Nao Line-
ares periodicos para diferentes valores de frequéncia. O objetivo desta sec@o € apresentar uma
metodologia para o célculo das relagdes frequéncia-amplitude por meio de um modelo de ordem
reduzida via SVE. O primeiro passo para o cilculo da SVE ¢ a linearizacdo do sistema expan-
dido (3.10) em torno do ponto fixo z = 0, cujos MNL sdo determinados a partir do problema

de autovalor (4.10), em que os autovalores e autovetores sdo dados por:

)\Qj_l = iwj7 COHj()\Qj) = )\Qj_l, ] =1...n

7y 4.57)
Voj_1 = ,conj(pa;) = paj—1, j=1...n
A2j-19;
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Caso uma das frequéncia naturais w; ndo seja ressonante com as demais frequéncias naturais,
pode-se determinar uma variedade invariante bidimensional — e uma familia de solu¢des perié-
dicas contidas nessa variedade — que € tangente ao autoespaco gerado pelos autovetores cor-
respondentes a essa frequéncia. Essa variedade bidimensional é conhecida como Variedade do
Subcentro de Lyapunov (VSL) (De La Llave; Kogelbauer, 2019). A VSL é um caso particu-
lar de SVE e pode ser utilizada para a determinagdo das relagdes frequéncia-amplitude em um
modelo de ordem reduzida cujas 6rbitas periddicas sdo proximas ao ponto fixo. Nesse caso, o
subespago espetral mestre £ € gerado pelos autovetores vy;_; € Vaj, correspondentes a uma das

frequéncias naturais w;.

Utilizando o esquema de parametrizacdo complexo (4.23), as matrizes de primeira ordem das
expansoes (4.18) e (4.17) sdo dadas por:
iOJj 0
R = W= vy v (4.58)
0 —iwj
e atendem a equacdo de invaridncia de primeira ordem AR; = BR;W;. Escolhe-se uma
das frequéncias w; para a determinacdo da VSL. As demais matrizes W, e R,; para ¢ > 2 sdo

calculadas pela Forma Normal, como apresentado na se¢do 4.2.

Para ilustrar como € feito o cdlculo das relacdes frequéncia-amplitude, considere o modelo
dindmico discreto da Figura 4.4. Nesse modelo, ha dois blocos de massa m, trés molas, cuja
constante de rigidez linear € k e a constante de rigidez ctbica € k, e trés amortecedores lineares
cuja constante de amortecimento € 5. O amortecimento foi introduzido artificialmente para o
calculo da curva de relacdo frequéncia-amplitude pelo método do tiro, como mostrado na Secao
3.2, mas possui valor nulo para a determinacao das 6rbitas periddicas das relagdes frequéncia-

amplitude. Considerou-se os valoresde m = 1,k =1e x = 0,1.

Figura 4.4 — Sistema massa-mola com dois graus de liberdade
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O sistema de equagdes de equilibrio dinamico € dado pela equagdes (4.59),

mi1 4 B(241 — Z0) + k(221 — 2) + k(20 — (22— 20)%) =0

(4.59)
még + 6(222 — 21) + kZ(QZQ - 21> + H(Zg) + (22 - 21)3) =0
que pode ser reescrito na sua forma de primeira ordem:
2:’1 — Z3 = 0
22 — 24 = 0
(4.60)

mzs + 25(223 — 24) + k(221 — 22) + K(2} — (2 — 21)*) = 0

mzy + 25(224 — 23) + k(229 — 21) + ﬁ(zg’ + (29 — 21)3) =0

em que z = [z1, 22, 21, %2] T € 0 vetor de varidveis de estado.

Para aplicar a metodologia proposta por Jain e Haller (2022), o sistema (4.60) deve ser reescrito

na forma (4.8), em que as matrizes A e B sdo dadas por:

0 0 10 100 0
0 0 01 010 0
A= : B = 4.61)
2k k 0 0 00 m 0
ko =2k 0 0 00 0 m

As forcas internas nao lineares do sistema (4.60) sdo expressas por meio da funcdo vetorial
F, como mostra a equacdo (3.12). Neste exemplo, a parcela quadrética dessa fungdo € nula,

enquanto a parcela cuibica é dada pela equagdo (4.62).
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Z1R1%1

R1%1%2

212271

O 0 - 0 0 - 0 0 - 0 0 --||2z122%9

F3z® = & 4.62
2 -1 -+ -1 1 -+ =1 1 -+ 1 =1 ||z (4.62)

-1 1 - 1 =1 - 1 =1 - =1 2 | |222120

2222721

Z9R9Z9

R64

Observa-se que as matrizes A, B e F; sdo esparsas, sendo essencial a utiliza¢do de um esquema
de armazenamento que considere isso para evitar estouro de memoria computacional e diminuir

o tempo de processamento das operagdes entre essas matrizes.

A partir dos autovalores e autovetores, determina-se o subespacgo espectral mestre £, gerado a
partir das partes reais e imagindrias de autovalor v;, que sdo correspondentes a frequéncia de
vibragdo w;. Neste exemplo, a VSL serd determinada para a primeira frequéncia natural, ou
seja:

E = span{Re(vy),Im(vy)} (4.63)
Desta forma, utilizando a decomposicdo complexa (4.58), sdo determinadas as matrizes de pri-
meira ordem R; e Wy, e, em seguida, as matrizes R; e W;, que armazenam os coeficientes
dos termos de ordem superior das fungdes de parametrizacio R e W. Neste exemplo, foi apli-
cando o esquema de parametriza¢do por Forma Normal. Pode-se obter as relagdes frequéncia-
amplitude da Figura 4.5 para o modelo completo e para os modelos de ordem reduzida parame-
trizados até as ordens O(3), O(5) e O(7). Observa-se que as curvas sdo muito proximas para
pequenos valores de amplitude. A medida em que os valores de amplitude aumentam, os mode-
los reduzidos ndo conseguem reproduzir o comportamento apresentado pelo modelo completo.
A Figura 4.6 ilustra a Subvariedade do Subcentro de Lyapunov 7/ ( E') para a frequéncia natural
w1. Nessa variedade, estdo contidas todas as orbitas periddicas referentes aos MNNL que nas-

cem do MNL da primeira frequéncia natural do modelo. As curvas continuas em cor vermelha e
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Figura 4.5 — Relacdes frequéncia-amplitude para um sistema dindmico discreto com 2 graus de
liberdade

321 T T

28

2,4 1—

2+

1,6 -

méx(z,(1))

1,2
—— Modelo Completo

—— Modelo Reduzido O(3)
—— Modelo Reduzido O(5)
—— Modelo Reduzido O(7)

IS S T T I |
096 1 1,04 1,08 1,12 1,16 12 124 128
wlw,

azul mostram o MNNL conservativo para diferentes valores de frequéncia. As curvas tracejadas
em cor ciano e magenta mostram as trajetorias correspondentes do modelo completo em relagao

as curvas continuas de cor azul e vermelha, respectivamente, do modelo de ordem reduzida.

Figura 4.6 — Variedade do Subcentro de Lyapunov para o sistema dindmico da Figura 4.4. As curvas
continuas representam os MNNL do modelo de ordem reduzida, enquanto as curvas tracejadas
representam os mesmo MNNL para o modelo completo.

Modelo de ordem reduzida O(7)

Orbita periédica para
w/w; =1,1

Orbita periédica para

2 0 w/w; = 1,2

Modelo completo

Orbita periddica para
w/w; =1,1

Orbita periodica para
w/wy = 1,2

Observa-se que para w/w; = 1,1 as trajetérias do modelo completo e do modelo reduzido coin-
cidem. Isso também é observado pelas relagdes frequéncia-amplitude da Figura 4.5. A medida
que a frequéncia aumenta, as curvas o modelo reduzido e do modelo completo se afastam. Para
w/wy; = 1,2, hd uma pequena diferenca entre as backbones, o que também pode ser observado

pelas trajetdrias em cor vermelho e magenta da Figura 4.6.
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4.2.3 Subvariedades espectrais e seu modelo de ordem reduzida para sis-

temas dinamicos submetidos a carregamentos nao autonomos

Jain e Haller (2022) também apresentaram uma metodologia para o cdlculo de Subvariedades
Espectrais em sistemas submetidos a carregamentos ndo autonomos. Para estes sistemas, ou
seja, para € > (0 na equacdo (3.10), o ponto fixo € substituido por um torus invariante criado
pelo termo quase periddico €F (¢). Para valores de ¢ > 0 suficientemente pequenos, existe um
torus invariante 7. de pequena amplitude no espago fase estendido do sistema (3.10) caso a ori-
gem seja um ponto fixo hiperbélico. Nesse cendrio, existe uma variedade invariante W (E, 7. )
que, diferentemente da variedade invariante W ( F) do sistema autdnomo, € ligada ao torus inva-
riante . em vez da origem, como mostra a Figura 4.7. O torus é parametrizado pelas varidveis

angulares ¢ € T/, correspondentes ao vetor de frequéncias €2 € R/, tal que ¢ = Q.

Figura 4.7 — Parametrizacio do sistema ndo autdnomo utilizando o conceito de variedades invariantes

W(E,.)

. whisker A
p:Re(pa¢) A ¢:Q i RN x T/
Modelo reduzido : i

-y DM

! Ve |
I Torus invariante | Subespaco mestre

FONTE: Adaptado de Jain e Haller (2022)

Aplicando o método de parametrizacdo ao sistema dinamico (3.10) para € > 0, € possivel obter
a fun¢do de parametrizacdo W (p, ¢) da variedade W (F, -y, ), ou whisker, que possui dimensao
dim(W (E,.)) = dim(E) + dim(v.) = M + f e é determinada pela perturbagio do sistema
linear (4.9) no subespago mestre E' em conjunto com a adi¢do dos termos de ordem O(e) do

sistema (3.10). Além disso, € possivel determinar o seguinte um modelo reduzido:

p=Rc(p,9) (4.64)

de forma que a fungdo de parametrizagio W (p, ¢) também mapeie a trajetéria do modelo
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reduzido p(t) para uma trajetéria do modelo completo contida no whisker, ou seja:
2(t) = W(p(t), ) (4.65)

Jain e Haller (2022) apresentam uma metodologia para determinagdo de R.(p, ¢) e W(p, ¢)
por meio da expansdo em série de Taylor dessas fungdes em torno de e = (0 até os termos de

ordem O(e), conforme mostra a equagao:

W (p,p) = W(p) + eX(p, p) + O(c*) (4.66a)
R.(p,®) = R(p) + €S(p, #) + O(€®) (4.66b)

tal que R.(p,¢) : C¥ x T/ — CM e W.(p,¢) : CM x T/ — RY; os valores de W(p) e
R(p) representam as parcelas referentes a ¢ = 0, e sdo determinados para o caso do sistema
auténomo, como apresentado na Se¢do 4.2.2; os valores de X(p, ¢») e S(p, ¢) remetem aos
termos de ordem O(¢), que dependem das varidveis angulares ¢, devido a presenca da forca

externa eF, (¢).

Expandindo as forgas internas ndo lineares em série de Taylor em torno de € = 0, obtém-se a

expressao:
F
F(z) = F(z)| _, + JEE) O(€%) (4.67)
de | g
que pode ser simplificada substituindo a equacdo (4.65) e (4.66) em (4.67):
dF(W
Flz) = F(W(p) + - P, ) 4 O(e) (@68)

Por fim, substituindo as equacdes (4.65), (4.66) e (4.68) na equacgdo (3.10), chega-se a seguinte

equacao de invariancia referente ao sistema dinamico nao autdénomo:

dW (p) IX(p, }) 0X(p, ¢) B
i TQ + ETR(p) =

AW(p) 1 eX(p. #)] + F(W(p)) + <=V

O(*) + B (R(p) +€eS(p, @) +¢

(4.69)

TP X (p, ¢) + P (9)

Coletando os termos independentes de € na equagdo (4.69), chega-se a equacao de invariancia
(4.19) do sistema autdbnomo, de onde € possivel calcular os valores de W (p) e R(p) utilizando,
por exemplo, o estilo de parametrizagdo por FN. As demais incégnitas sdo determinadas por

meio da equacdo resultante da coleta dos termos de ordem O(¢) da equagdo (4.69), dada por:

dW (p) 0X(p, ¢) 0X(p, p)
B{ b S(p,¢) + 96 Q-+ op

[A " M] X(p, ) + Fo (¢)

R(p)| =
(4.70)

dz
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Os termos X (p, @) e S(p, ¢) sdo expandidos em série de Taylor em p, cujos coeficientes de-

pendem das varidveis angulares ¢:

X(p, ¢) = )+ Z X ( 4.71a)

S(p. @) = So(¢) + Z S;( (4.71b)

Substituindo a equacdo (4.71) em (4.70) e coletando os termos da ordem de p, obtém-se a

seguinte equagao:

0Xo(®)
o¢

que é um sistema de equagdes diferenciais lineares cujas varidveis compdem o vetor X (¢)

B |W;Sy(¢) +

n] — AXy(0) + Fo (9) (472)

e dependem do tempo. Similar a metodologia apresentada para o caso autdnomo, para uma

escolha de parametrizagdo Sy (¢) arbitraria, é possivel determinar os valores de X(¢).

A metodologia proposta por Jain e Haller (2022) considera apenas os termos de ordem principal
Xo(¢) e So(¢p) na determinagdo de X(p, ¢) e S(p,®). De fato, como as forgas externas
analisadas no presente trabalho sdo conservativas e constantes em relacdo ao vetor z, pode-se
escolher uma parametrizacao que dependa apenas desses termos. Como as varidveis da equagao
(4.72) sdo essencialmente angulares, pode-se resolvé-la expandindo Xo(¢), So(¢) e Fe (¢p) em

série de Fourier:

Fo(¢) = > Foeexp(i(s - ¢)) (4.73a)
KEZK

Xo(¢) = > Xouexp(i(k - ) (4.73b)
KEZK

So () = > sowexp(i(k - @) (4.73c)
KEZK

onde Fy,, € C¥ sdo coeficientes conhecidos do carregamento externo; k € Z¥ sdo veto-
res de nimeros inteiros que representam os multiplos dos harmonicos das varidveis angulares
presentes no vetor ¢. Por exemplo, caso o vetor de carregamentos externos seja dado por
F. (¢) = Fo cos(wyt), o vetor das frequéncias angulares é dado por = [w¢], enquanto os ve-
tores k sdo dados por k; = [1] e Ky = [—1]. J4 os coeficientes F . do vetor de carregamentos

sao dados por F ., = Fo/2e Fy ., = Fo/2.
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Substituindo as equagdes (4.73) em (4.72) e agrupando os os coeficientes de Fourier de ordem

K, obtém-se um sistema algébrico de equagdes lineares que depende de s ,, € X

Lo,xX0,x = o k(S0 k) (4.74)

€m que
Sow =1(k-Q2)B—A (4.75a)
h() P FQ,R — BWlso,n (475b)

)

A parametriza¢do desejada € aquela em que os valores de sg,, sdo nulos, o que levaria ao
modelo reduzido mais simples possivel. Todavia, essa escolha ndo é possivel quando a matriz
<y« € singular (ou quase singular). Isso acontece na presenga de ressondncias externas, ou

seja, quando o carregamento externo € ressonante com os autovalores );, ou seja:
. E .
(k- Q)= A, je{l,...,N} (4.76)

Similar ao estilo de parametrizacao por FN, apresentado anteriormente para o caso autdbnomo,
€ possivel escolher os valores de s ,, de tal forma que a parte indeterminada do sistema (4.75a)

seja identicamente satisfeita. Isso € possivel adotando os seguintes valores para s :
_ By« K o ~\E
sox = €j((0/) For) VR €Z™, je{l,..., M} :i(k-Q) =)\ 4.77)

Uma alternativa a equagdo (4.77) é considerar que todos os modos do subespago mestre £ sao
ressonantes com o carregamento externo, resultando em uma expressdo para sy, andloga ao

estilo de parametrizagdo gréfico:
so = €;(uf)Fo,) VeeZr, je{l,...,M} (4.78)

Observa-se que a matriz & ,, € fungdo de €2, que por sua vez é varidvel na determinacdo das
curvas de ressonancia. Isso implica que os valores de x; ,, também mudam ao longo dessa cur-
vas. Além disso, normalmente sdo estudadas as regides cujo intervalo de interesse da frequéncia
de excitagcdo abrange mais de um ponto em que ocorre a ressonancia da equagdo (4.76), e onde
os fendmenos nao lineares t€ém maior relevancia. Neste trabalho optou-se por utilizar a parame-

trizagdo da equacgdo (4.78) ao longo de todo esse intervalo.

FE A. X C. PINHO Capitulo 4



152 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

4.2.3.1 Curvas de ressonancia para o sistema discreto com dois graus de liberdade

Para ilustrar a aplicacdo do modelo reduzido em sistemas nao autdbnomos, foram determinadas
as curvas de ressonancia do sistema discreto da Figura 4.4 considerando que as duas massas
estdo submetidas a um carregamento harmonico de mesma magnitude e dire¢do, ou seja, Fy ., =

0,0,1,1]Te s = [1, —1]T.

As curvas de ressonancia foram obtidas para ¢ = 0,2 (linhas continuas) e ¢ = 0,3 (linhas
tracejadas), e estdo apresentadas na Figura 4.8 para o modelo completo (linha preta) e para os
modelos reduzidos de ordem O(3) (verde), O(5) (azul) e O(7) (vermelho). Além disso, foi

considerado o amortecimento de 5 = 0,1.

Observa-se que para o valor de carregamento € = 0,2, as curvas dos modelos reduzidos sdo bem
préoximos a curva do modelo completo. Ja para o carregamento € = 0,3, todos eles divergem,
independente da ordem de aproximagdo. Isso acontece por que o método de determinagao das
SVE € um método de aproximacao local em torno do ponto fixo z = 0, e, para a determinagao
do whisker, também pressupde valores suficientemente pequenos de e. Tal limitagdo deve ser

considerada criteriosamente ao adotar tais modelos reduzidos na analise de estruturas.

Figura 4.8 — Relagdes frequéncia-amplitude para um sistema dindmico discreto com 2 graus de
liberdade

—— Modelo Reduzido O(3)
L. —— Modelo Reduzido O(5)

Modelo Reduzido O(7)
4

méx(z,(2))

I "

0

09 09 1 1,05 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35 14
wlw,
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CAPITULO 5

VIBRACOES LIVRES LINEARES EM CASCAS FINAS

A determinacdo das frequéncias naturais e dos modos de vibragao lineares é o primeiro passo
para a andlise dindmica de qualquer estrutura. A partir desses valores, € possivel identificar os
intervalos de frequéncia de excitacdo em que a estrutura estd mais susceptivel a ressonancia,
e, estando em ressondncia, antever a forma como as estruturas vibram. No estudo de cascas
abaditas, as teorias de Vlasov (Ghosh; Bandyopadhyay, 1990), Marguerre (Stavridis, 1998),
Novozhilov e Donnell (Amabili, 2005), a teoria de deformagao de alta ordem de Reddy (Fadaee;
Atashipour; Hosseini-Hashemi, 2013) e teorias de deformagdo de primeira ordem (Sofiyev;
Turan, 2021) foram adaptadas considerando essas hipéteses para o estudo das vibracdes livres

lineares e ndo lineares.

O objetivo deste capitulo € demostrar a validade dessas aproximagdes frente a formulagao tenso-
rial, que pode ser utilizada tanto para casca abatidas quanto ndo abatidas. Desta forma, a teoria
de Koiter foi empregada para descrever as relagdes cinematicas da casca e estudar as vibracoes
livres lineares de cascas descritas por um sistema nao ortogonal de coordenadas curvilineas.
Os campos de deslocamentos da superficie média foram aproximados em séries de Fourier e
séries de polindmios de Legendre. O método de Rayleigh—Ritz e o principio de Hamilton fo-
ram aplicados para determinar o sistema de equacdes de equilibrio dindmico. Cascas de base
retangular como conoides parabdlicos, paraboloides elipticos e paraboloides esféricos com di-
ferentes condicdes de contorno sdo analisadas. As frequéncias naturais e os modos de vibragao
determinados foram comparados com os resultados encontrados na literatura (Stavridis, 1998) e
os resultados obtidos pelo software Abaqus®. Os resultados apresentados neste capitulo foram
publicados no artigo On the free vibration problem of thin shallow and non-shallow shells using

tensor formulation (Pinho; Del Prado; Silva, 2021)

Nos problemas de vibragdes livres lineares, as amplitudes de vibragdo uy,, (t) podem ser descri-
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tas pela equagdo:

ug,; (t) = Uy, cos (wt) (5.1)

Substituindo as equacdes (2.58), que descrevem as deformacgdes lineares da casca, na energia
de deformacgdo U, dada pela equacdo (2.107), e considerando a energia cinética 7' da equacdo
(2.110), as equagdes de Euler-Lagrange (3.3) resultam no seguinte problema de autovetor/auto-
valor equivalente:

(K- w’M)U=0 (5.2)

onde K e M sdo, respectivamente, as matrizes de rigidez e de massa; w,, sdo os autovalores, e
U, = [Uy,] (parak =1,2,3;i=1,2,...,myej = 1,2,...,n) sdo os autovetores. Deter-
minar w,, e U, significa determinar as frequéncias naturais e os modos de vibracdo da casca,
onde n = 1,2,3,...,min; + maony + mgns. As integrais das equacgdes (2.107) e (2.110) e a

solucdo do problema de autovalor/autovetor (5.2) foram determinadas com auxilio do Matlab®.

5.1 Geometria e condi¢oes de contorno

Como apresentado no Capitulo 2, a superficie média § da casca é parametrizada pelo vetor
R, de acordo com a equacdo (2.1). Neste capitulo, serd estudado um caso especial em que
X (&, &%) = €L, Y (€4, €%) = €% e o dominio € retangular de dimensdes a e b, como mostra
a equacdo (5.3). Isso significa que a projecdo horizontal da casca também é retangular de
dimensodes a e b.
R =¢'e + ey + Z(€, &% )ey

0<¢&<a (5.3)

0<&<b
A Figura 5.1 ilustra as trés superficies estudas: em (a), o conoide parabdlico; em (b), o para-
boloide eliptico; e, em (c), o paraboloide hiperbdlico. A figura também mostra as equacdes de
Z (€', €?%) que definem matematicamente a superficie média S como fungdo das coordenadas
curvilineas, £! e €2, e de fi e fa, que sdo as elevagdes laterais das bordas da cascas medidas a

partir do plano horizontal 23 = 0.

Quatro condi¢des de contorno, apresentadas na Tabela 5.1, foram consideradas. No caso A, a

casca € simplesmente apoiada com bordas moéveis; no caso B, engastada com bordas moveis;
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Figura 5.1 — Geometrias da superficie média: (a) conoide parabdlico; (b) paraboloide eliptico; e (c)
paraboloide hiperbdlico.

Z(¢.¢) = ; 2 7 (€1, ¢2) = 2
1 2 1 1 2 2
(-(DD(-65) - {(€)-9)-((-9)
1
(a) conoide parabélico (b) paraboloide eliptico

(c) paraboloide hiperbdlico

no caso C, simplesmente apoiada com bordas imdveis; e, no caso D, engastada com bordas
imoveis. Nos casos de bordas moéveis, a mobilidade estd associada aos deslocamentos u,, na

direcdo dos vetores M“, que sdo perpendiculares as bordas laterais da casca.

Um conjunto apropriado de fungdes ¢y,; € escolhido para satisfazer as condig¢des de contorno

essenciais apresentadas na Tabela 5.1.

Para o caso A, de cascas simplesmente apoiadas com bordas imdveis, uma expansao em série
de Fourier foi adotada para todos os campos de deslocamentos, cujas fungdes ¢y, sdo dadas

pelas equagdes (5.4).
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Tabela 5.1 — Condicdes de contorno consideradas no presente trabalho.

Caso

Condig¢do de contorno

A Simplesmente apoiada com bordas méveis

“1|§2:0,b = “2|§1:0,a =0

usle1—gq = Usle—op =0

B Engastada com bordas mdveis

U1|£2:07b = U2|£1:07a =0
U3|§1:07a = u3|£2:0,b = 0

u3,1’§1:07a = U3,2’g2:0,b =0

C Simplesmente apoiada com bordas iméveis

U1|§1:07a = U1|£2:0?b =0
/U/Q‘gl:o’a = u2|£2:0,b = 0

usler_g o = usle_gp =0

D Engastada com bordas iméveis

Ul‘glzo,a = U1|g2:0,b =0
U2|§1:0’a = u2|§2=0,b =0
u3|§1:0,a = u3|£2:0,b =0

u3,1!§1:07a = U3,2’52=0,b =0

( (i—i— 17r§1) _ (,Wf
COS — |sm\ jJ—
b1ij = 2. 2
i )
sin (5K> sin (;K) para i =2, 4, 6. ..
L a b

(s'n iﬁgl CoS J+1 sz
1 —_— —_——
a 2 b

a

)para 1=1,3,5...

>para j=13,5...

P25 = ' <.ﬂ_£1) ' (]sz) o
sin | i—— |sin | =—— | para 7 =2, 4, 6...
L 20

¢3;; = sin (zﬁ—él) sin (jﬂ'—fz)
a b

No caso B, de cascas engastadas com bordas méveis, o campo de deslocamentos sdo expandidos

(5.4)

em séries dos polindmios de Legendre. A equacgdo (5.5) mostra a férmula recursiva que calcula

os polindmios de Legendre.
go (Ck) =1
% () =«

Liy1 (o) =

(2Z + 1) ozgi - Z'Sfi_l

1+ 1

(5.5

A equacio (5.5) deve ser adaptada as coordenadas curvilineas ¢! e €2 por meio das mudancas

de varidveis a; = 261 /a — 1 e ap = 262/b — 1.
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A equacdo (5.6) mostra as funcdes de forma para o caso B, de cascas engastadas de bordas
moveis.

Cblz'j = [ZLi_1 (o) [(1 — Ozg) Ly (Ozg):|

¢y = [(1 = 0f) Limy ()] [Zj—1 (e2)]

(5.6)
G355 = [(1— n)* (1 + )* iy ()] [(1 = 02)” (1 + 02)” Zj1 (a2)]
061:2—51—1, 062:2—52—1
a b

A principal diferenga entre os casos A e B dos casos C e D estd nas fungdes ¢y;; € ¢2;;, que

definem os deslocamentos de membrana da superficie S.

No caso C, de cascas simplesmente apoiadas de bodas imdveis, as funcdes de forma sdo dadas

¢1,; = sin (z%ﬁl) sin (j%g?)
P2, = sin (z%ﬁl) sin <]%§2) (5.7)
- (w_gl) | (w_e)

3ij = sin | i—— | sin{ j—

Por outro lado, para cascas engastadas com bordas iméveis, caso D, as fungdes de forma ¢y, ;

pela equacdo (5.7).

sdo dadas pelas equagdes (5.8).

P14 = [(1 - O‘%) Lia (O‘l)} [(1 - ag) Zj (O@)}
P25 = [(1 - 0‘%) Zia (O‘I)} [(1 - Oé) Zj (OQ)}

(5.8)
¢3ij = [(1 - 041)2 (1+ 041)2 L (041)] [(1 - C“2)2 (1+ 042)2 L (O‘Q)]
041:2_51_17 a2_2_€2_1
a b

Nesta capitulo, as frequéncias naturais e modos de vibrag¢do de cascas descritas por um sistema
nao ortogonal de coordenadas curvilineas sao obtidos. A condi¢do de ortogonalidade € satisfeita

quando a equagdo (5.9) € vélida para todos os pontos da superficie média da casca.
M, - My=Z2:Z,=0 (5.9

Exceto em condigdes especiais, a equacdo (5.9) ndo € vdlida para nenhuma das geometrias
ilustradas na Figura 5.1. Para o conoide parabdlico, a condi¢do de ortogonalidade é vélida
apenas quando f; = f,. Para ambos o paraboloide eliptico e o paraboloide hiperbdlico, a

condi¢do de ortogonalidade € satisfeita quando f; = O ou f> = 0. A condicdo de ortogonalidade
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¢ ilustrada no gréafico da Figura 5.2, que mostra a relacdo entre 0 miximo valor absoluto da
equacdo (5.9) em fungdo dos pardmetros f; e fo; na Figura 5.2(a), para o conoide parabdlico;
e, na Figura 5.2(b), tanto para o paraboloide eliptico quanto para o paraboloide hiperbdlico.
Em todos os trés casos, a superficie média resultante dessas condi¢des especiais (representadas
pelas linhas vermelhas do grafico) é a de um painel parabdlico. Este trabalho se concentra no

estudo do caso geral, quando a condi¢@o de ortogonalidade ndo € valida.

Figura 5.2 — Valores de méax|M; - M| para (a) o conoide parabdlico e (b) o paraboloide
eliptico/hiperbdlico. As linhas vermelhas representam o caso especial em que a casca é um painel
parabdlico.

mé,X|M1 : Mg‘ méX\Ml . M2|

2 fi=fo
(M *M, = 0)

0,75 0,75

fg/bo'5 0,25

(a) conoide parabdlico (b) paraboloide eliptico/hiperbdlico

0,75 ! 0,75

0,5 bo,502 05
025 T b fafb oz SE 0 P

0 o

Para gerar os resultados deste capitulo, foi adotada uma expansdo modal com m; = n; = 12,
e o nimero total de graus de liberdade em cada campo de deslocamentos é 144. Portanto, o
sistema discretizado possui 432 equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem de equilibrio

dinamico que é fung@o dos vetores U = [Uj,,] e U = [Ukj] :

5.2 Cascas abatidas

Inicialmente, trés cascas cujas geometrias estdo ilustradas na Figura 5.1 foram analisadas. Os
resultados das frequéncias naturais normalizadas (0 = wab/ h\/p/_E), apresentados nesta se-
¢do, foram comparados com os resultados obtidos pelo Abaqus e os apresentados por Stavridis
(1998), que usou o método de Marguerre para teorias de cascas abatidas. Os modos de vibragdo
também foram comparados com aqueles obtidos pelo Abaqus. Em todos os resultados deter-
minados pelo método dos elementos finitos, uma malha com 100 x 100 elementos do tipo S4

(Smith, 2009) foi empregada — que € refinada o suficiente para garantir a convergéncia numérica
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— para modelagem de toda a casca, sem imposicdo de simetrias ou restricdo de deslocamentos

que nio as condi¢des de contorno nas bordas.

Primeiramente, dois conoides parabdlicos com as condi¢des de contorno dos casos A e B da
Tabela 5.1 foram analisados. O coeficiente de Poisson é v = 0,15 e a geometria das cascas sao

definidas pelos parAmetros adimensionais a/b = 1, f,/b = 0,2, fo/b = 0 e ab/h? = 10000.

A Tabela 5.2 mostra as primeiras quatro frequéncias naturais normalizadas, w, comparadas com
aquelas obtidas via MEF por meio do Abaqus e por Stavridis (1998). O erro, mostrado entre
parénteses, representa a diferenca percentual relativa entre os resultados da coluna correspon-
dente e os resultados obtidos pelo Abaqus. Como pode ser observado, na Tabela 5.2, os valores
de frequéncia natural obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz sdo mais préximos dos resultados
do Abaqus que os resultados obtidos determinadas por Stavridis (1998). Nos dois casos, o erro
da andlise de Stavridis chega a —31,54% para o Caso A e —188,82% no Caso B, o que indica
que a teoria de Marguerre pode ndo ser apropriada para o problema de vibracao livre de conoide

parabolicos.

A Figura 5.3 mostra a representacao tridimensional do primeiro modo de vibragcdo para uma
casca com as condi¢des de contorno dos casos A e B calculados pelo Abaqus e pelo método de

Rayleigh-Ritz. Como pode ser observado, hd uma boa concordéncia entre os dois resultados.

As projecdes dos modos de vibragdo cujas frequéncias naturais estao apresentadas na Tabela 5.2
estdo ilustradas nas Figuras 5.4 e Figura 5.5 para uma casca abatida do tipo conoide parabdlico
simplesmente apoiada com bordas méveis (caso A) e para uma casca abatida do tipo conoide
parabdlico engastada com bordas moveis (caso B), respectivamente. Como pode ser observado,
os modos de vibracdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz e os modos obtidos pelo Abaqus

sd@0 muito proximos, o que valida a formulacdo matematica.

A seguir, cascas abatidas do tipo paraboloide eliptico e hiperbdlico serdao estudadas. Nos dois
casos, a superficie média é definida pelos parAmetros adimensionais a/b = 1, fi/a = 0,1,
f2/b = 0,1. A espessura € definida pela razdo ab/h? = 10000 e o coeficiente de Poisson é
v = 0,15. As tabelas 5.3 e 5.4 mostram os valores de frequéncias naturais normalizadas para as
duas cascas, paraboloide eliptico e hiperbdlico, com as condi¢des de contorno dos casos A e B.

Os resultados obtidos sdo comparados com os obtidos pelo Abaqus e por Stavridis (1998).
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Tabela 5.2 — Frequéncia natural normalizada (w = wab/h+/p/E) do conoide parabdlico. A superficie
média € definida pelos pardmetros adimensionais a/b = 1, f1/b = 0,2, fa/b = 0. A espessura da casca
¢ determinada pela razdo ab/h? = 10000 e o coeficiente de Poisson é v = 0,15.

Caso A Caso B

Stavridis (1998) Rayleigh-Ritz MEF Stavridis (1998) Rayleigh-Ritz

MEF (erro) (erro) (erro) (erro)

18,549 (1,01% 26,135 (0,03%
18,364 18,590 (1,23%) (Fig. 5.3(;) . 5.:()21)) 26,126 9,046 (-188,82%) (Fig. 5.3(b)(and 5(.);(a))

28,635 (1,23%) 38,781 (0,36%)
(Fig. 5.4(b)) (Fig. 5.5(b))
34,751 (0,53%) 38,957 (0,02%)
(Fig. 5.4(c)) (Fig. 5.5(c))
38,199 (0,45%) 45,582 (0,18%)
(Fig. 5.4(d)) (Fig. 5.5(d))

28,285 19,363 (-31,54%) 38,640 19,553 (-97,62%)

34,569 30,231 (-12,55%) 38,949 33,035 (-17,09%)

38,029 38,564 (1,41%) 45,497 33,617 (-35,33%)

Figura 5.3 — Comparac@o entre os modos de vibracdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz e MEF
para um conoide parabdlico (a): condi¢des de contorno do caso A; (b) condi¢des de contorno do caso B.

Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

MEF MEF
(a) Caso A (b) Caso B

Os modos de vibracdo correspondentes sdo ilustrados nas Figuras 5.6 (caso A) e 5.7 (caso B),
para o paraboloide eliptico, e nas Figuras 5.8 (caso A) e 5.9 (caso B), para o paraboloide hiper-

bélico.

Na maioria dos resultados nao ha diferenca aparente entre os modos de vibracio calculados
pelo método de Rayleigh-Ritz e dos obtidos pelo Abaqus. Como pode ser observado nas Figuras

5.7(b), 5.7(c), 5.8(c), 5.8(d), 5.9(c) e 5.9(d), alguns modos obtidos pelas solu¢des semianaliticas
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Figura 5.4 — Comparacio entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabdlico com as condi¢des de contorno do caso A.
(a/b=1, fi/b=0,2, f2/b =0, ab/h* = 10000, v = 0,15)

Rayleigh-Ritz MEF Rayleigh-Ritz
(a) Modo 1 (b) Modo 2
MEF Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

-

.. @@Ii

(c) Modo 3 (d) Modo 4

Figura 5.5 — Comparacdo entre os modos de vibracdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabdlico com as condigdes de contorno do caso B.
(a/b=1, fi/b=10,2, f/b =0, ab/h? = 10000, v = 0,15)

Rayleigh-Ritz MEF Rayleigh-Ritz

(a) Modo 1 (b) Modo 2

MEF Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz
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(c) Modo 3 (d) Modo 4
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Figura 5.6 — Comparacio entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico com as condi¢des de contorno do caso A.
(a/b=1, fi/a=0,1, fo/b= 0,1, ab/h* = 10000, v = 0,15)

Rayleigh-Ritz MEF Rayleigh-Ritz
(a) Modo 1 (b) Modo 2
MEF Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

O.
O

(c) Modo 3 (d) Modo 4

Figura 5.7 — Comparacdo entre os modos de vibrag¢do obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico com as condi¢des de contorno do caso B.
(a/b=1, fi/a= 0,1, fo/b= 0,1, ab/h? = 10000, v = 0,15)

MEF Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz
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Figura 5.8 — Comparacio entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico com as condi¢des de contorno do caso A.
(a/b=1, fi/a= 0,1, f/b= 0,1, ab/h? = 10000, v = 0,15)

Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

(a) Modo 1 (b) Modo 2

Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

L

(c) Modo 3

Figura 5.9 — Comparacio entre os modos de vibracdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico com as condi¢des de contorno do caso B.
(a/b=1, fi/a= 0,1, fo/b= 0,1, ab/h? = 10000, v = 0,15)

Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

(a) Modo 1 (b) Modo 2
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Tabela 5.3 — Frequéncias naturais normalizadas (w = wab/h+/p/FE) para um paraboloide eliptico. A
geometria da superficie média é definida pelo pardmetros adimensionais a/b = 1, f1/b = 0,1,
f2/b = 0,1. A espessura da casca é determinada da razio ab/h? = 10000 e o coeficiente de Poisson é
v =0,15.

Caso A Caso B
MEF Stavridis (1998)  Rayleigh-Ritz MEF Stavridis (1998)  Rayleigh-Ritz
(erro) (erro) (erro) (erro)
74,732 (2,03%) 76,293 (1,66%)
73,243 80,207 (9,5%) (Fig. 5.6(2)) 75,046 80,682 (7,50%) (Fig. 5.7(2))
75,621 (0,99%) 78,172 (0,72%)
74,873 81,287 (8,56%) (Fig. 5.6(b)) 77,606 82,786 (6,67%) (Fig. 5.7(b))
75,621 (0,34%) 78,173 (0,20%)
75,362 83,255 (10,47%) (Fig. 5.6(c)) 78,015 85,946 (10,16%) (Fig. 5.7(c)
75,694 85,032 (12,33%) 75,960 (0,35%) 79,492 88,689 (11,56%) 79,665 (0.21%)

(Fig. 5.6(d))

(Fig. 5.7(d))

Tabela 5.4 — Frequéncias naturais normalizadas (w = wab/h+/p/F) para o paraboloide hiperbélico. A
superficie média é definida pelos pardmetros adimensionais a/b = 1, f1/b = 0,1, fo/b=0,1. A
espessura da casca é definida pela razdo ab/h? = 10000 e o coeficiente de Poisson é v = 0,15.

Caso A Caso B
MEF Stavridis (1998)  Rayleigh-Ritz MEF Stavridis (1998) Rayleigh-Ritz
(erro) (erro) (erro) (erro)
6,240 (-5,01%) 10,507 (-3,79%)
6,570 5,763 (-12,28%) (Fig. 5.8(a)) 10,922 13,509 (23,68%) (Fig. 5.9(2))
21,301 (0,09%) 30,735 (-0,05%)
21,282 23,054 (8,32%) (Fig. 5.8(b)) 30,753 33,453 (8,77%) (Fig. 5.9(b))
44,846 (0,88%) 49,903 (0,78%)
44,454 48,479 (9,05%) (Fig. 5.8(c)) 49,516 52,576 (6,17%) (Fig. 5.9(¢))
44,524 50,116 (12,55%) 44,846 (0,72%) 50,256 58,552 (16,5%) 49,906 (-0,69%)

(Fig. 5.8(d))

(Fig. 5.9(d))

sao diferentes daqueles obtidos pelo MEF, apesar de possuirem a mesma frequéncia natural.
Esse fendmeno também € observado na andlise de placas quadradas devido a simetria da casca
no eixo diagonal do plano horizontal (Duvigneau et al., 2016). Os modos obtidos pelo Abaqus

sd@o uma combinagao linear de dois modos semianaliticos de mesma frequéncia.
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5.3 Cascas nao abatidas

O objetivo desta secdo € verificar se a formulacdo tensorial também produz bons resultados
quando aplicada em cascas ndo abatidas. Para isso, trés cascas cujas superficies médias s@ao
ilustradas na Figura 5.1 foram estudadas. A relacdo entre as dimensdes da projecao horizontal
da superficie média é a/b = 4/3, a espessura da casca € definida pela razdo ab/h? = 10000 e
o coeficiente de Poisson é v = (,3. Os resultados numéricos — frequéncia natura normalizada
e modos de vibragdao — foram comparadas com os resultados obtidos pelo Abaqus. Novamente,
uma malha com 100 x 100 elementos S4, que € refinada o suficiente para garantir convergéncia

numérica, foi utilizada.

A primeira casca analisada é um conoide parabdlico cujas elevagdes das bordas sdo dados pelas
razdes f1/b = 0,25 e fo/b = 0,5. A Tabela 5.5 mostra as frequéncias naturais para o conoide
parabdlico com as condi¢des de contorno dos casos C e D da Tabela 5.5. O erro, entre parénte-
ses, representa a diferenca percentual relativa entre os resultados da coluna correspondente e os

resultados obtidos pelo Abaqus.

As Figuras 5.10 e 5.11 — relacionadas aos casos C e D, respectivamente — mostram os modos
de vibracdo correspondentes as frequéncias naturais apresentadas na Tabela 5.5 para o conoide

parabdlico ndo abatido.

Tabela 5.5 — Frequéncias naturais normalizadas (w = wab/h+/p/E) para uma conoide parabdlico ndo
abatido. A geometria da superficie média é definida pelos parAmetros adimensionais a/b = 4/3,
f1/b =05, f2/b = 0,25. A espessura da casca é definida pela razio ab/h? = 10000 e o coeficiente de
Poisson é v = 0,3.

Caso C Caso D

Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

MEF MEF
(erro) (erro)
44,610 (0,41%) 47,902 (-0,25%)
44,423 (Fig. 5.10(a)) 48,025 (Fig. 5.11(a))
45,920 (0,78%) 53,192 (-0,60%)
45,563 (Fig. 5.10(b)) 33,514 (Fig. 5.11(b))
58,907 (0,26%) 65,601 (-0,22%)
58,751 (Fig. 5.10(c)) 65,751 (Fig. 5.11(¢c))
62.203 62,359 (0,25%) 69.328 68,747 (-0,83%)

(Fig. 5.10(d)) (Fig. 5.11(d))
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Figura 5.10 — Comparacio entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabélico ndo abatido com as condi¢des de contorno do
Caso C. (a/b=4/3, f1/b= 0,25, fo/b = 0,5, ab/h? = 10000, v = 0,3)

Rayleigh-Ritz Rayleigh-Ritz

(a) Modo 1

Rayleigh-Ritz

(c) Modo 3 (d) Modo 4

Figura 5.11 — Comparagao entre os modos de vibrag@o obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um conoide parabdlico ndo abatido com as condi¢des de contorno do
Caso D. (a/b = 4/3, fi/b= 0,25, fo/b = 0,5, ab/h* = 10000, v = 0,3)

MEF Rayleigh-Ritz MEF Rayleigh-Ritz

(a) Modo 1 (b) Modo 2

MEF Rayleigh-Ritz MEF Rayleigh-Ritz

(c) Modo 3 (d) Modo 4
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Como pode ser observado na Tabela 5.5 e nas Figuras 5.10 e 5.11, as frequéncias naturais e
modos de vibracdo sdo muito proximas daqueles obtidos pelo Abaqus. A Tabela 5.5 mostra que
os erros sdo menores que 1% em mdédulo. Da mesma forma, as Figuras 5.10 e 5.11 mostram
que nao ha diferenca significativa entre os modos de vibracdo, demonstrando a eficiéncia da

formulacao tensorial quando aplicada a cascas ndo abatidas.

De forma similar a andlise do conoide parabdlico ndo abatido, as frequéncias naturais € modos
de vibracao também foram obtidos para dois paraboloides ndo abatidos, um eliptico e outro
hiperbdrico. As Tabelas 5.6 e 5.7 mostram as frequéncias naturais normalizadas dessas cascas
cujas elevagdes das bordas sdo fi/a = 0,5 e fo/b = 0,25. Nos dois casos, considerou-se que
as cascas sdo simplesmente apoiadas com bordas imdveis e totalmente engastadas com bordas
imoveis, que sdo, respectivamente, os casos C e D da Tabela 5.1. Os modos de vibracdo sao
mostrados nas Figuras 5.12 (Caso C) e 5.13 (Caso D), para o paraboloide eliptico, e nas Figuras

5.14 (Caso C) e 5.15 (Caso D), para o paraboloide hiperbdlico.
Tabela 5.6 — Frequéncias naturais normalizadas (w = wab/h+/p/E) para um paraboloide eliptico ndo

abatido. A superficie média é definida pelos parametros adimensionais a/b = 4/3, fi/a = 0,5,
f2/b = 0,25. A espessura da casca é dada pela razio ab/h? = 10000 e o coeficiente de Poisson é

v =0,30.
Caso C CasoD
MEF Rayleigh-Ritz MEF Rayleigh-Ritz
(erro) (erro)
85,391 (0,71%) 90,014 (-0,34%)
84,781 (Fig. 5.12(a)) 90,328 (Fig. 5.13(a))
85,553 (0,59%) 90,164 (-0,44%)
85,046 (Fig. 5.12(b)) 90,564 (Fig. 5.13(b))
89,487 (0,03%) 93,043 (-0,59%)
89,452 (Fig. 5.12(c)) 93,598 (Fig. 5.13(c))
89.471 89,496 (0,02%) 93.880 93,322 (-0,59%)

(Fig. 5.12(d)) (Fig. 5.13(d))

Novamente, verificou-se que as frequéncias naturais obtidas pelo método de Rayleigh-Ritz sdao
muito proximas daquelas obtidas pelo Abaqus, como mostram as Tabelas 5.6 e 5.7, para os
paraboloides ndo abatidos eliptico e hiperbdlico, respectivamente. O erro percentual relativo em
ambos os casos é menor que 1% em mddulo. A diferenga aparente entre os modos de vibracéo
nas Figuras 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15 pode ser explicada pelas aproximag¢des das expansdes do

campo de deslocamentos e pela diferenca da visualizagdo gréfica entre o Matlab e o Abaqus.

FE A. X C. PINHO Capitulo 5



168 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 5.12 — Comparag@o entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico ndo abatido com as condi¢des de contorno do
Caso C. (a/b=4/3, fi/a = 0,5, fo/b = 0,25, ab/h? = 10000, v = 0,3)

MEF Rayleigh-Ritz

MEF Rayleigh-Ritz

(a) Modo 1

(b) Modo 2

Rayleigh-Ritz

(c) Modo 3

Rayleigh-Ritz

(d) Modo 4

Figura 5.13 — Comparagao entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide eliptico ndo abatido com as condi¢des de contorno do
Caso D. (a/b=4/3, fi/a = 0,5, fo/b = 0,25, ab/h? = 10000, v = 0,3)
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Figura 5.14 — Comparaciao entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico ndo abatido com as condi¢des de contorno
do Caso C. (a/b = 4/3, fi/a = 0,5, fo/b = 0,25, ab/h? = 10000, v = 0,3)

MEF Rayleigh-Ritz MEF Rayleigh-Ritz
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Figura 5.15 — Comparacdo entre os modos de vibragdo obtidos pelo método de Rayleigh-Ritz com os
modos obtidos pelo Abaqus para um paraboloide hiperbdlico ndo abatido com as condi¢des de contorno
do Caso D. (a/b = 4/3, fi/a = 0,5, f2/b = 0,25, ab/h? = 10000, v = 0,3)
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Tabela 5.7 — Frequéncias naturais normalizadas (w = wab/h+/p/E) para um paraboloide hiperbdlico
ndo abatido. A superficie média é definida pelos pardmetros adimensionais a/b = 4/3, f1/a = 0,5,
f2/b = 0,25. A espessura da casca é dada pela razdo ab/h? = 10000 e o coeficiente de Poisson é
v = 0,30.

Caso C

Caso D

MEF

Rayleigh-Ritz
(erro)

MEF

Rayleigh-Ritz
(erro)

65,877
66,146
66,171

66,844

66,331 (0,68%)
(Fig. 5.14(a))
66,653 (0,76%)
(Fig. 5.14(b))
67,119 (1,43%)
(Fig. 5.14(c))
67,910 (1,59%)
(Fig. 5.14(d))

69,099
69,453
73,497

74,359

68,909 (-0,27%)
(Fig. 5.15(a))
69,246 (-0,29%)
(Fig. 5.15(b))
73,233 (-0,35%)
(Fig. 5.15(c))
74,106 (-0,33%)
(Fig. 5.15(d))

Fica evidenciado que com a aplicagdo da teoria de Koiter, que considera a ndo ortogonalidade

entre as coordenadas curvilineas, € possivel obter resultados muitos préximos daqueles obtidos

via MEF, tanto para cascas abatidas quanto para cascas nao abatidas.
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CAPITULO 6

ANALISE NAO LINEAR ESTATICA DE CASCAS FINAS

No Capitulo 5, a teoria de Koiter foi aplicada para determinar os modos de vibragcdes e frequén-
cias naturais de casca finas abatidas e nao abatidas, mostrando boa concordincia com os re-
sultados obtidos via MEF. A andlise foi feita apenas em regime linear, e foi necessdrio um
grande nimero de graus de liberdade para representar corretamente as frequéncias naturais e
modos de vibragdo. Em regime ndo linear, a expansao usada anteriormente seria computaci-
onalmente invidvel por conta do alto grau de acoplamento entre os termos ndo lineares das

relacdes deformacdo-deslocamento e das equacdes de equilibrio.

Neste capitulo, a andlise ndo linear estdtica é aplicada a painéis esféricos e a conoides pa-
rabdlicos submetidos a cargas distribuidas e concentradas. Os resultados apresentados neste
capitulo foram publicados no artigo Nonlinear static analysis of thin shallow and non-shallow
shells using tensor formulation (Pinho; Del Prado; Silva, 2022). A novidade desse estudo é
a aplicacdo da formulagdo tensorial (teoria de Koiter) com um método semianalitico (método
de Rayleigh-Ritz) para a andlise ndo linear de cascas abatidas e ndo abatidas (painéis esféricos
e conoides parabdlicos) e que possuem geometrias diferentes das cascas que sdo comumente

estudadas na literatura (placas, cilindros, cones).

A grande desvantagem da formulagdo tensorial € que o nimero de termos na energia de de-
formacdo, especialmente em regime nao linear de grandes deslocamentos, € bem maior que o
nimero de termos de formulagdes ortogonais. Como o nimero de termos na energia de defor-
macao cresce exponencialmente com o nimero de graus de liberdade, essa abordagem pode ser
ineficiente em problemas de grande dimensao. Por isso, duas aproximacdes da teoria nio line-
ares de Koiter foram consideradas, uma para cascas abatidas (equacao 2.62) e outra para cascas
nao abatidas (equacdo 2.61). Os campos de deslocamentos foram expandidos de duas formas:

em série de Fourier, o que pode ser computacionalmente custoso; e usando a DOP em um mo-
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delo de ordem reduzida. O uso da DOP em combina¢do com a formulacao tensorial também ¢é
uma novidade. Os MOP da DOP s@o obtidos por meio de um experimento numérico via MEF.
Os resultados obtidos sdo comparados com a literatura e o com MEF, mostrando que o uso da
formulacdo tensorial pode ser essencial quando aplicada a casca descritas por um sistema de

coordenadas curvilineas ndo ortogonal.

As duas geometrias das cascas estudadas neste capitulo, o painel esférico e o conoide parabd-
lico, estdo ilustradas na Figura 6.1. Os resultados numéricos sdo comparados com os resultados
obtidos via MEF e os resultados encontrados na literatura. Todos os resultados obtidos via MEF
foram determinados utilizando o soffware comercial Abaqus com uma malha para discretizagao
de toda a casca composta por 50 x 50 elementos do tipo S4, que é um elemento quadrilateral
com integracdo completa, de propdsito genérico, com 4 nds e 3 translacdes e 3 rotacdes por nd
(Smith, 2009). Essa malha € refinada o suficiente para garantir convergéncia numérica. Nao
houve imposi¢do de simetrias ou restri¢cdo de deslocamentos que ndo as condi¢des de contorno

nas bordas.

Figura 6.1 — Geometria da superficie média: (a) painel esférico e (b) conoide parabdlico.

Considerou-se que a casca estd submetida a dois tipos de carga, uma concentrada e outra distri-

buida, cujo trabalho total é dado pela equagao:

a b Ny
W= [ [ peuvGagia = Y F - u(eh ) 6.1)
0 /o i=1

em que p € uma forga distribuida por unidade de area; F'; sdo as forcas concentradas aplicadas

nas coordenadas &/ e £2; e Ny € o niimero total de cargas concentradas aplicadas. Considerou-se
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apenas os efeitos conservativos, de forma que a orientacdo das cargas permanece constante a
medida que a casca se deforma e que a carga distribuida € perpendicular a superficie média na

configuracio de referéncia, ou seja p = pMs.

Os caminhos de equilibrio ndo linear sdo obtidos por meio do principio da energia potencial
estaciondria, dado pelas equacdes (3.2) e (4.5), utilizando um método da continuag@o do tipo
preditor-corretor Euler-Newtoniano (Allgower; Georg, 2012). As integrais da energia de defor-

macao (2.107) e do trabalho (6.1) foram calculadas com o auxilio do Matlab.

6.1 Painel esférico abatido submetido a uma carga concen-

trada

Considere um painel esférico abatido, simplesmente apoiado, de raio R = 1 m, cuja projecdo
horizontal possui as dimensdes a = b = 0,1 m, espessura h = 0,001 m, médulo de elasticidade
E = 206 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3 e submetido a uma carga concentrada vertical
F = —Fe3 atuando no centro da casca, como mostra a Figura 6.2. Essa casca foi primeiramente
estudada por Amabili (2005). A Figura 6.2(a) mostra a casca com os eixos z', 22 € 2° com a
mesma escala. Na Figura 6.2(b) o eixo x2 foi ampliado para representar melhor a curvatura da

casca.

Figura 6.2 — Painel esférico abatido com a carga concentrada atuando no centro da casca. Em (a), com
eixos com mesma escala, e em (b), com z3 ampliado.
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As condi¢des de contorno essenciais e naturais nas quatro bordas das cascas sao dadas por:

Uy =ug =Ny = M; =0paraé’ =0,a
(6.2)
U1:U3:N2:M2:0para§2:o,b

onde N, e M, sdo o esfor¢co normal e o momento fletor por unidade de comprimento na direcdo

de m®.

As fungdes de forma ¢y, (€1,£?) dos campos de deslocamentos u; da expansdo da equagio

(3.1), que satisfazem as condi¢des de contorno naturais (6.2), sdo adotadas como:

oy = { [ (128 [ (€Y, (i
e ey )

oy = (2 5E) g (5= 1nE)

a b
(6.3)

Nessas fun¢des de forma, devido a dupla simetria da casca ao longo do centro da casca, alguns
termos na série de Fourier podem ser desconsiderados. O campo de deslocamento w; € simétrico
ao longo de £2 = b/2, por isso os termos sin (j7£2/b) quando j € par foram removidos da série.
Esse campo também é antissimétrico ao longo de ¢! = a/2, por isso os termos sin (i7€? /a)
e cos (im€?/a) quando 7 é par e impar, respectivamente, também foram desconsiderados. O
campo de deslocamento u, possui 0 mesmo comportamento que 1, mas trocando o eixos ¢! e
£2. O campo u3 é simétrico ao longo de &' = a/2 € €2 = b/2, por isso os termos sin (i7€? /a) e

sin (iw&? /b) para i par também foram removidos.

Para descrever os campos de deslocamento, trés expansdes foram consideradas com 22, 27 e
48 graus de liberdade. Na primeira, adotou-se a mesma expansao de Amabili (2005) com 22
gdl (n; = ny = my = mo = 3, ng = my = 2). Depois, mais funcdes trigonométricas foram

adicionadas resultando em expansdes com 27 gdl (ny = my = 3) e 48 gdl (ny = my = 4).

A Figura 6.3 mostra as respostas ndo lineares das coordenadas generalizadas us,,, us,, = us,, €
us,, €m comparacao com os resultados obtidos por Amabili (2005). Como pode ser observado,
existe uma diferenca entre os graficos obtidos no presente trabalho e os da literatura. As curvas
das coordenadas generalizadas u3,, s3o bem similares, mas as curvas us,, € us,, sdo diferentes.

Os resultados do presente trabalho também ndo apresentam instabilidades do tipo snap-through
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como observado por Amabili (2005), que aplicou as teorias de cascas para coordenadas ortogo-
nais de Donnell e Novozhilov.

Figura 6.3 — Coordenadas generalizadas de um painel esférico abatido submetido a um carregamento
pontual no centro da casca determinadas por Amabili (2005) (preto) e obtidos pelo método de
Rayleigh-Ritz usando uma expansdo em série de Fourier com 22 gdl (verde), 27 gdl (azul) e 48 gdl
(vermelho). Em (a) a coordenada generalizada u3,, ; (b) a coordenada generalizada us,,; e (c) a
coordenada generalizada us,,,.
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Neste exemplo, as duas aproximagdes do tensor de deformacio, dadas pelas equacdes (2.61) e
(2.62), foram consideradas e resultaram em curvas idénticas. Portanto, para cascas abatidas, a
aproximacdo da equacgdo (2.62), que € mais simples, € suficiente para descrever propriamente o

comportamento nao linear da casca.

A Figura 6.4 mostra a resposta ndo linear do deslocamento vertical no centro da casca obtida
pelo método de Rayleigh-Ritz utilizando as expansdes em série de Fourier (3.1) comparada

com a curva obtida pelo Abaqus e a curva construida a partir dos resultados de Amabili (2005).
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Como pode ser observado, para valores de carga menores que F' = 200 N as curvas com 22,
27 e 48 gdl sdo bem proximas a curva obtida via MEF. Para valores de cargas maiores, apenas
a curva com 48 gdl permanece proxima a curva do MEF. As curvas obtidas também sdo bem
diferentes daquela construida a partir dos resultados de Amabili (2005), que apresenta um trecho
instavel com salto dindmico em torno da carga F' = 350 N. Esses resultados comprovam que a

aplicacdo de uma formulacdo tensorial € necessdria mesmo em casos em que a casca € abatida.

Figura 6.4 — Comparacdo entre das respostas nao lineares do deslocamento vertical no centro da casca.

| —
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=
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= .
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—— Série de Fourier (27 gdl)
—— Série de Fourier (48 gdl)
®  Construido de Amabili (2005)
-4 e
0 100 200 300 400 500 600 700

F(N)

6.2 Painel esférico nao abatido submetido a carga distribuida

A presente formulacao serd aplicada para cascas nao abatidas. Para isso, um painel esférico nao
abatido com as seguintes propriedades geométricas foi estudado: R = 0,1 m,a = b = 0,1 m,
h = 0,001 m. A casca é feita de material homogéneo e isotrépico com médulo de elasticidade
E = 206 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. Um carregamento uniformemente distribuido

dado pelo campo vetorial p = —pM3 € aplicado a casca, como mostra a Figura 6.5.

A casca é simplesmente apoiada e possui as seguintes condi¢cdes de contorno naturais nas quatro
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Figura 6.5 — Painel esférico ndo abatido submetido a carga distribuida.

0,06
0,04 Il

bordas:
U =uy = uz = Oparaé' =0,a
(6.4)
U] = Uy = U3 :Oparaf2 =0,b
As fungdes de forma usadas para descrever o campo de deslocamentos wuy, que satisfazem as

condicdes de contorno dadas pelas equacdes (6.4), sdo:

by = s (51 g (2= D)

a b
fa;; = sin (%) i (%) 6.5)
by = (2T g (=m0

Novamente, devido a simetria da cascas, algumas fun¢des trigonométricas podem ser removidas
na expansdo. O campo de deslocamento u; € antissimétrico ao longo do eixo &' = a/2 e
simétrico ao longo de £2 = b/2, de forma que os termos sin (i7¢! /a) para i impar e sin (im&€2 /D)
para i par foram removidos. O campo de deslocamento s é similar a u; trocando os eixos ¢! e
£2. O campo de deslocamentos uz € simétrico ao longo e &' = a/2 e €2 = b/2, entdo os termos

sin (i€l /a) e sin (iw&?2/b) para i par foram removidos.

Para avaliar a precisio da solu¢do numérica, quatro expansdes com 27 gdl (ny = my = 3), 48
gdl (n = my = 4),75 gdl (ny = my = 5) e 108 gdl (ny = my = 6) foram consideradas e os
resultados obtidos foram comparados com o MEF utilizando uma malha com 50 x 50 elementos

do tipo S4.

Os graficos das Figuras 6.6 mostram as respostas ndo lineares do deslocamento vertical u3 na
posicdo &' = a/4 e £ = b/4 para diferentes valores da carga p. As respostas mostradas

na Figura 6.6(a) foram obtidas considerando a aproximacao (2.62), que € valida para cascas
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abatidas. J4 os resultados mostrados na Figura 6.6(b) foram obtidos para a aproximagdo (2.61),

que € valida para cascas ndo abatidas.

Como pode ser observado na Figura 6.6(a), os resultados obtidos pelo MEF mostram que o des-
locamento u3 aumenta com o aumento da carga distribuida até o valor de p = 1,55 x 10’N/m?,
onde aparece um ponto de retorno com comportamento do tipo snap-back. A partir deste ponto,
a casca apresenta uma reducdo na amplitude do deslocamento, acompanhada da redugdo da
carga até o valor aproximado de p = 0,102 x 10’N/m?2. Deste ponto em diante, hd um au-
mento na amplitude do deslocamento associado com a redu¢do na amplitude do carregamento.
Quando a expansdo com 27 gdl € aplicada para modelagem da casca, o modelo é capaz de re-
produzir apenas resultados para pequenos valores de deslocamento. Com o aumento do nimero
de graus de liberdade, os resultados do modelo com 48 gdl sdo similares ao resultados obtidos
via MEF até o ponto de retorno (snap-back), quando a diferenca entre eles se torna significativa.
Para as expansoes com 75 e 108 gdl, a casca apresenta comportamento similar aos resultado do
MEF, embora nenhum dos modelos consegue reproduzir o comportamento para deslocamentos

de ordem de grandeza maiores que a espessura da casca.

Os resultados da Figura 6.6(b) apresentam comportamento semelhante ao observado anterior-
mente na Figura 6.6(a), mas, neste caso, os resultados com 75 e 108 gdl, mesmo para grandes
deslocamentos, sdo muito préximos dos resultados obtidos via MEF. Isso mostra que a apro-
ximacao da equacdo (2.61) € necessdria para obter bons resultados em cascas ndo abatidas em
regime de grandes deslocamentos. Finalmente, para uma melhor compreensio da considera-
¢ao das aproximacdes das deformacdes da casca, a Figura 6.6(c) mostra uma comparagao da
resposta nao linear obtidas pela aproximacgdo para cascas abatidas (curva de cor azul) e ndo
abatidas (curva de cor vermelha) do modelo de 108 gdl. Como pode ser observado, o modelo

para cascas nao abatidas mostra uma boa concordancia com os resultados do MEF.

Devido ao grande nimero de equacgdes e o alto esfor¢co computacional, visando obter um modelo
de ordem reduzida, o método de Karhunen-Loeve foi aplicado. Para isso, as Figuras 6.7, 6.8 e
6.9 mostram as projecdes dos MOP e VOP associados usados na decomposicao dos campos de
deslocamentos u, us € ug, respectivamente, obtidos a partir dos resultados do MEF. Os MOP e
VOP foram obtidos determinando os autovalores e autovetores da matriz Ry, da equacao (4.3).

Depois, as func¢des ¢y; foram determinadas a partir dos MOP usando as expansdes em série
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Figura 6.6 — Comparacio entre os caminhos nio lineares de um painel esférico ndo abatido submetido a
um carregamento distribuido. Em (a), utilizando a aproximacao (2.62) para cascas abatidas; Em (b),
utilizando a aproximagdo (2.61) para cascas ndo abatidas; e, em (c), a comparagdo entre as duas

aproximacoes.
0 0
-1 F -1 F
= =
=3 3
:, 2+ j 2t
3 Abaqus | = Abaqus |
F — 108 gdl = — 108 gdl
3k — 75gdl 4 3k / — 75gdl T
— 48 gdl — 48¢dl
— 27gdl / — 27gdl
4 A /A N S N TR ' -4 L P N R SR R
0 04 08 12 1,6 2 0 04 08 12 16 2
p (10" N/m?) p (107 N/m?)
(a) (b)

2+ Abaqus
Aproximagao para
—— cascas abatidas
(108 gdl)
Aproximagao para
—— cascas ndo abatidas |
(108 gdl)
I 1 1 1 1 1 1 1
0 0,4 0,8 1,2 1,6 2
p (10 N/m?)

©

us(ald, b4/

de Fourier com os mesmos termos das equagdes (6.5), satisfazendo as condi¢des de contorno e
simetrias. Finalmente, os campos de deslocamentos u; foram aproximados usando a equacao

(4.4), obtendo o modelo de ordem reduzida.

Os trés campos de deslocamentos foram obtidos considerando a decomposicao de Karhunen-
Loeve usando DOP com 15 gdl (n, = 5), 18 gdl (n, = 6) e 21 gdl (n, = 7). Para capturar toda
a resposta ndo linear, como um critério valido neste caso, a0 menos 99,99% da energia total do
sistema deve ser considerada para todos os campos de deslocamentos. Quando a expansao com
15 gdl é adotada, a energia total do sistema, dada pelos valores dos VOP, é de 99,9832% para
os campos de deslocamentos u; e ug, € 99,9945% para o deslocamento u3. Para a expansdo
com 18 gdl, a energia total é 99,9832% para os deslocamentos u; e uy e 99,99801% para o

deslocamento u3. Finalmente, para a expansdo com 21 gdl, a energia total para os campos de
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Figura 6.7 — MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u; obtidos aplicando o método de
Karhunen-Logeve a partir dos resultados do MEF.

VOP 91,68% 7,239% 0,8268% 0,2031% )
v ’ '% g)iﬁ %O 0
s )
Pk (a) ¥1, (b) ¥1, (c) w14
VOP 0,03430% 7,546 1073% 5,076 1073%

(f) Plg

Figura 6.8 — MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento ug obtidos aplicando o método de
Karhunen-Lo¢ve a partir dos resultados do MEF.

VOP 91,68% 7,239% 0,8268% 0,2031%

- @ o @

Pk, (a) p2, (b) p2,

VOP 0,03430% 7,546 1073% 5,076 1073%

Figura 6.9 — MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u3 obtidos aplicando o método de
Karhunen-Loeve a partir dos resultados do MEF.

VOP 91,28% 7,486% 1,087% 0,08587%

e 50

MOP 0
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deslocamentos u; € us é 99,9958% e para o campo de deslocamentos us3 é de 99,99855%.

A Figura 6.10 apresenta as respostas ndo lineares e a configuracdo deformada obtidas pela
decomposicdo de Karhunen-Loeve comparadas com os resultados obtidos pelo MEF. Como
pode ser observado, todas as curvas sdo proximas a curva obtida pelo Abaqus e apenas pequenas
diferencas sdo observadas proximas ao ponto de snap-back para o modelo com expansido com
15 gdl. Para o modelo com 18 gdl, a energia total do sistema é superior a 99,99% para todos os
campos de deslocamentos, provando a eficiéncia da decomposi¢do de Karhunen-Loeve para a

reducdo de ordem em cascas nao abatidas.

Figura 6.10 — Comparacgio do deslocamento no centro do painel esférico na direcio M? entre os
resultados determinados no presente trabalho utilizando a decomposi¢do de Karhunen-Log¢ve e o

Abaqus.
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6.3 Conoide parabdlico nao abatido submetido a uma carga

concentrada

O terceiro exemplo a ser apresentado € um conoide parabdlico ndo abatido com as seguintes
propriedades geométricas f; = 0,04 m, fo =0,a =b = 0,1 meh = 0,001 m e é feito com

um material eldstico linear com mddulo de elasticidade £ = 209 GPa e coeficiente de Poisson
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v = 0,3. O conoide é submetido a uma forca vertical dada pelo vetor F = —F'e3 no centro
(coordenadas ¢! = a/2 e €2 = b/2), como mostra a Figura 6.11. As condi¢des de contorno do

conoide sao:
U = uy = uz = O para &' = 0, a

(6.6)
U =upy = ug = Oparaé? =0,b

Para descrever o campo de deslocamentos, tanto a expansao por série de Fourier quanto a de-
composi¢do de Karhunen-Loeve foram usadas utilizando as aproximagdes das equacdes (2.61)

para o campo de deformacoes.

Figura 6.11 — Conoide parabdlico ndo abatido submetido a uma carga concentrada.

As funcdes de forma dadas por expansdes em série de Fourier sdo dadas pelas equagdes (6.7).
Neste exemplo, algumas funcdes trigonométricas foram removidas devido a simetria dos cam-
pos de deslocamentos. Os campos de deslocamentos u; € us sdo simétricos ao longo do eixo
&% = /2, entdo as fungdes sin (im&?/b) para i par foram removidos. Da mesma forma, os
campos de deslocamentos u, sd0 antissimétricos ao longo de £2 = b/2, por isso as fungdes

sin (iw€? /b) para i impar foram removidos.

¢1ij = sin (%) sin (—<2j _bl)W§2>
(P25 = sin (%) sin (2]'7;52) (6.7)
¢3;; = sin (#) sin <M>

Substituindo as equagdes (6.7) em (3.1), duas expansdes com 75 gdl e 108 gdl (ny = my = 6)

foram consideradas.
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Para obter um modelo de ordem reduzida, a decomposicdo de Karhunen-Loeve também foi
aplicada. Os MOP e os VOP obtidos a partir dos resultados do MEF estao ilustrados nas Figu-
ras 6.12, 6.13 e 6.14 e foram utilizados para descrever o campo de deslocamentos na expansao
da equagdo (4.4). A Figura 6.15 mostra a configuracdo deformada e a resposta ndo linear do
deslocamento vertical no centro da casca (¢! = a/2, £2 = b/2) para valores crescentes do do
carregamento. As respostas ndo lineares foram obtidas considerando a expansao em série de
Fourier, o método de Karhunen-Loeve e o MEF. Como pode ser observado, os caminhos nao li-
neares obtidos pela expansao em cor vermelha) ndo convergem ao caminho obtido pelo Abaqus
(curva em cor preta), mostrando que uma expansao com mais termos € necessaria para descre-
ver corretamente o comportamento ndo linear. Quando a decomposicao de Karhunen-Loeve é
aplicada, todos as respostas ndo lineares sdo similares a resposta obtida via MEF, divergindo
apenas para altos valores de carregamento. Como no exemplo anterior o painel esférico, o
critério para selecio dos MOP de 99.99% da energia total do sistema pode ser aplicado para
descrever o comportamento ndo linear. Essas curvas comprovam a eficiéncia da abordagem que
utiliza a DOP em combina¢do com a formulagdo tensorial para a andlise ndo linear de cascas

ndo abatidas.

Figura 6.12 — MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u; obtidos aplicando o método de
Karhunen-Loeve a partir dos resultados do MEF.

VOP 96,38% 3,403% 0,2160% 4,180 1073% 3,688 1074%

: — e <
@)
> NS
Pk (a) »1, (b) ¢1, (c) 14 (d) p14 (e) p15

MOP

e =

Figura 6.13 — MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u9 obtidos aplicando o método de
Karhunen-Lo¢ve a partir dos resultados do MEF.

VOP 99,79% 0,2026% 0,01056% 4,969 10~4% 4,512107°%
/ O
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MOP (@)
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o
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Figura 6.14 — MOP e respectivos VOP do campo de deslocamento u3 obtidos aplicando o método de
Karhunen-Lo¢ve a partir dos resultados do MEF.

VOP 99,15% 0,8206% 0,02322% 1,0151073% 4,589107°%

L=\
MOP L& X @
Pk (a) @34

(c) ¥33 (d) ¥34 (e) P35

Figura 6.15 — Comparagao do deslocamento do conoide parabdlico submetido a uma carga concentrada
no centro na dire¢@o es entre os resultados obtidos pelo presente trabalho utilizando as decomposicdes
por série de Fourier e Karhunen-Logve e os resultados obtidos pelo Abaqus. O deslocamento u,
representa o deslocamento vertical na direcio es.
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CAPITULO 7

VIBRACOES LIVRES NAO LINEARES DE CASCAS DE
DUPLA CURVATURA

Neste capitulo, as vibragdes livres nao lineares de cascas sdo estudadas por meio da determi-
nacdo das backbones. Para isso, € aplicada a teoria ndo linear de cascas de Koiter usando as
aproximacdes descritas no Capitulo 2: uma para cascas ndo abatidas (2.61) e outra para cas-
cas abatidas (2.62). As equagdes de equilibrio ndo lineares sdo derivadas de uma abordagem
energética aplicando o método de Rayleigh-Ritz, e adotando expansdes trigonométricas que sa-
tisfazem as condi¢des de contorno geométricas (essenciais), como apresentado na Secdo 3.1.
As relagdes frequéncia-amplitude e frequéncia-energia sdo obtidas aplicando uma combinagao
do método do tiro multiplo e continuacdo numérica, como apresentado na Se¢do 3.2.2. Primei-
ramente, foi estudado um painel esférico abatido; os resultados numéricos sdo comparados com
a literatura e o método de elementos finitos, mostrando boa concordancia. Em seguida, as back-
bones de trés cascas de geometrias nao abatidas — painel esférico, paraboloide hiperbdlico e
conoide parabdlico — sdo determinadas, mostrando novamente boa concordancia com o MEF.
Tanto respostas no tempo quanto a influéncia percentual de cada modo na resposta sdo apresen-
tadas para caracterizar as ressonancias internas. A estabilidade das backbones é determinada
usando a teoria de Floquet, identificando bifurcagdes do tipo ponto de sela, Neimark-Sacker
e duplicacdo de periodo. Os resultados apresentados neste capitulo estdo presentes no artigo

Nonlinear free vibration analysis of doubly-curved shells (Pinho et al., 2023).

7.1 Decomposicao modal

De acordo com Kerschen (2014), os MNNL podem ser internamente ressonantes sem neces-

sariamente terem frequéncias naturais lineares comensurdveis, devido ao acoplamento entre
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eles durante um movimento geral do sistema. Para analisar essas interacdes, € conveniente de-
compor a resposta no tempo da casca no espago vetorial dos modos de vibragado linear (King;
Vakakis, 1996). Para isso, a resposta no tempo de cada campo de deslocamento € reescrita em

coordenadas modais como
N
u (€6%,6) = p () 0 (61,67 (7.1)
m=1

onde /1,,(t) € a amplitude modal da autofungdo correspondente 7" (€', £?), que € determinada

por:

U (€€ ZZ 7 b, (61,€%) (72)

=1 j=1
Os valores de 2} sdo os elementos do autovetor z™ = [Z;TJ] determinado pelo problema de
autovalor/autovetor resultante da lineariza¢ao da equacgdo (3.4) considerando as cargas externas

nulas:
(K — w2 M)z™ =0
" (7.3)
™. Mz" =
onde w,, € a frequéncia natural correspondente ao modo de vibraciao z", que é normalizado

pela matriz de massa.

A resposta modal € determinada projetando o vetor de deslocamento U no espago vetorial

ortogonal dos modos de vibracdo linear, de acordo com:

w(t) = Z"MU(t) (7.4)

onde Z = [z'...z"] é uma matriz formada por todos os autovetores z™ e p é um vetor cujos
elementos sdo as respostas das coordenadas modais i, (t). Os modos de vibragdo e as autofun-

¢oes sdo ordenadas de acordo com suas frequéncias naturais lineares.

Para avaliar a influéncia percentual de cada modo em uma resposta periddica da casca, pode-se
determinar a média da projecdo de cada resposta modal no vetor de deslocamento ao longo da
curva de resposta no tempo, de acordo com:

" ()2 - U(7)

Influéncia modal =
o U(r)-U(7)

dr (7.5)

onde 7 = t/T é o tempo normalizado e T é o periodo da 6rbita peridica.
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7.2 Resultados numéricos

Nesta se¢do, sdo obtidas as relacdes frequéncia-amplitude e frequéncia-energia de cascas de
trés geometrias distintas da superficie média, representadas na Figura 7.1: (a) painel esférico;
(b) conoide parabdlico; e (c) paraboloide hiperbdlico. A figura também exibe as equacodes de
Z (€1, €?), que definem matematicamente a superficie média como uma fungio de coordenadas
curvilineas juntamente com as outras fungdes X (¢!, €2) = ¢l e Y (€1, €2) = €2, de acordo com
a equacdo (2.1). Em todos os casos, o dominio €2 é definido pelos intervalos 0 < ¢! < ae
0 < &2 < b. Para validar os resultados encontrados neste capitulo, também € apresentada uma
solucdo das relacdes frequéncia-energia utilizando o MEF. O objetivo € avaliar se a abordagem
semianalitica é capaz de capturar o comportamento inicial do modelo numérico. Essa solugao

foi obtida utilizando o software comercial Abaqus com uma malha 50 x 50 elementos S4, que

Figura 7.1 — Geometrias da superficie média: (a) painel esférico; (b) conoide parabdlico e (c)
paraboloide hiperbdlico.

reer- eyl (- (DD (-6

(a) (b)

F A. X. C. PINHO Capitulo 7



188 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

sdo elementos de casca quadrilaterais totalmente integrados de 4 nés, com 3 translacdes e 3
rotagdes por né (Smith, 2009). Essa malha € suficientemente refinada para garantir a conver-
géncia numérica. Toda a geometria da casca foi discretizada sem a imposi¢do de simetrias. As
backbones foram determinadas a partir de uma solucao nao linear no dominio do tempo com
um pequeno amortecimento e as condigdes iniciais correspondentes a um deslocamento com
a forma do primeiro modo de vibragdo linear e velocidade zero. A frequéncia de vibragdo €
determinada calculando o periodo entre dois pontos consecutivos de maxima energia cinética.
O Apéncide A.7 apresenta um algoritmo em Matlab para criacdo de um arquivo de entrada do
Abaqus para andlise ndo linear no dominio do tempo com as condi¢des iniciais na forma do

primeiro modo de vibracao.

7.2.1 Painel esférico abatido

O primeiro exemplo é uma casca esférica abatida simplesmente apoiada de bordas livres (ou
seja, os deslocamentos de membrana na direcdo ortogonal as bordas sdo permitidos enquanto os
deslocamentos transversais e os tangentes a bordas sao restritos), com raio R = 1 m, projegdes
horizontais de dimensdes a = b = 0,1 m, espessura h = 0,001 m, médulo de elasticidade
E = 206 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3 e densidade p = 7850 kg/m>. As condig¢des de

contorno geométricas (essenciais) e naturais nas quatro bordas sdo dadas por:
upy=us =N, =M =0em& =0,a (7.6a)
u =us =Ny =M, =0em &> =0,b (7.6b)
onde N, € a forca normal e M, é o momento fletor por unidade de comprimento na direcdo

de m®. As fungdes de forma ¢y, (§ 1.€2), que satisfazem as condi¢des de contorno (7.6), sdo

adotadas como:

<Z51ij - {1 - (_1)i sin (z’w§1> + s (_1)i+1 COS (i7r§1> } sin (W>
2 a 2 a b
¢2;; = sin ((21' —a1)7T€1> {1 + (2—1)J sin (jﬂl'fQ) n 1+ (;UJH cos <j7;§2>} 7.7)

¢35 = sin ((% _al)ﬂgl) sin ((2j _bl)ﬂg2>

Ao adotar as expansdes das equagdes (7.7), consideram-se apenas as vibragdes que sdo simétri-

cas ao longo dos eixos &' = a/2 e €2 = b/2. As fungdes de forma ¢1,; € ¢o,, apresentam termos

tanto de sin(iw&! /a) sin(jm&? /b) (para i par e j impar) quanto de cos(imé! /a) sin(jn€? /b) (para
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i e j impares). O termo cos(im¢! /a) sin(jm&? /b) garante que o deslocamento u; seja permitido
em ¢! = 0,a. Embora o termo sin(iw&!/a)sin(jmé?/b) ndo altere o deslocamento u; em
&' =0, a, sem a inclusdo desse termo, a condi¢do de contorno natural na forga normal em plano

N1, ndo € satisfeita na borda, e portanto, também € necessario na expansao (Amabili, 2023).

Essa casca foi estudada anteriormente por Kobayashi e Leissa (1995), que determinaram a
backbone utilizando um modelo com 9 gdl, e por Amabili (2005), que determinou as curvas
de ressonancia de vibragdo forcada para modelos com 9 e 22 gdl, considerando uma carga
vertical harmdnica concentrada aplicada no centro da casca. Expansdes semelhantes também
foram adotadas neste trabalho —com 9 gdl (m; = n; = mgs =nge =2emg =ng = 1)e 22
gdl (my = ny = my = ny = 3 e mg = ng = 2). Para garantir a convergéncia, um modelo
com 27 gdl (my = ni, = 3) também foi analisado. A frequéncia natural fundamental da casca
€ w; = 952,2 x 2m rad/s. A comparagdo entre os resultados da literatura e os resultados do

presente trabalho € apresentada nas Figuras 7.2(a-b).

Figura 7.2 — Amplitude médxima da vibragdo da coordenada generalizada us,, () em relacdo a
frequéncia normalizada w/w; da curva de comportamento do modo fundamental para um painel
esférico abatido — em (a) para o modelo com 9 gdl; e em (b) para o modelo com 22 gdl; ——, érbita
periddica estavel; — — —, solucdo instavel; NS, bifurca¢des de Neimark-Sacker; SN, bifurcacdes de ponto
de sela; PD, bifurcacdes de Duplicacdo de Periodo.
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= 1,6 ooo Amabili (2005) (9 dof) D= -
; o° __ Kobayashi e Leissa E ‘i—’ ]
ERPYLt (1995) (9 ) g _
- —— Presente trabalho (9 gdl) °o o
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L °o i B fsn 7]
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0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 0,7 0,75 0,8 0,85 09 0,95 1 1,05 1,1
/o, wlw,
(a) Modelo com 9 gdl (b) Modelo com 22 e 27 gdl

Conforme ilustrado pela Figura 7.2(a), a relagdo frequéncia-amplitude do modelo com 9 gdl
apresenta um comportamento inicial de amolecimento seguido por um comportamento de en-
durecimento a medida que a amplitude de vibracdo atinge o valor de aproximadamente 1,34,

o que corresponde a uma frequéncia normalizada de w/w; = 0,75. Essa resposta é similar a
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relacdo frequéncia-amplitude encontrada na literatura. O modelo com 22 gdl mostra uma curva
mais complexa, como ilustrado na Figura 7.2(b). J4 o modelo com 27 gdl apresenta um compor-
tamento muito semelhante ao modelo com 22 gdl, com a parte estdvel sendo quase idéntica entre
os dois modelos. Devido as ressonéncias internas entre multiplos modos de vibracao, multiplas
ramificacdes surgem do ramo principal da backbone. Esse comportamento nao linear também
é representado na Figura 7.3, que mostra as relagdes frequéncia-energia da casca. Observa-se
que as ressonancias internas também sdo caracterizadas por um aumento repentino na energia
total. Além disso, a resposta obtida pelo MEF € consistente com a solucio semianalitica para
o ramo principal da backbone. Os pontos com niveis de energia acima de 0,6 J representam
solucdes aperiddicas; a partir dai, a medida que a energia total diminui, a solucdo numérica
tende ao ramo principal da backbone semianalitica. Dado que a solu¢do via MEF € baseada
em uma andlise de vibracdo livre amortecida no dominio do tempo, e leva em conta apenas o
primeiro modo de vibragdo linear como condic¢do inicial, essa solu¢cao ndo consegue identificar
novos ramos de ressonancia interna. Estes se manifestam por meio de um aumento energético

que € impossivel em um contexto de vibracdo livre amortecida.

Figura 7.3 — Energia total versus frequéncia normalizada w/w, da relagdo frequéncia-amplitude do
modo fundamental de um painel esférico abatido; , Orbita periddica estavel do modelo com 9 gdl;
, orbita periddica estavel do modelo com 22 gdl; — — —, solugéo instavel do modelo com 22 gdl;
, Orbita periddica estdvel do modelo com 27 gdl; — — —, solu¢do instdvel do modelo com 27 gdl;
e—e—e, backbone obtida via Abaqus; NS, bifurcacdes de Neimark-Sacker; SN, bifurcacdes de ponto de

sela; PD, bifurca¢des de Duplicacdo de Periodo.
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Para compreender melhor o comportamento nao linear da casca, as respostas no tempo em coor-
denadas modais de quatro pontos da relacdo frequéncia-energia da Figura 7.3 sdo exibidas nos

gréificos das Figuras 7.4. A influéncia modal em cada um desses quatro pontos € determinada
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Figura 7.4 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos pontos a-d da

relacdo frequéncia-energia do painel esférico abatido. modo 1; —— modo 2; —— modo 3; ——
modo 4.
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usando a equacdo (7.5) e é apresentada na Tabela 7.1. Para caracterizar as ressonancias internas,
a tabela também apresenta a frequéncia dominante de cada resposta modal, que € sempre um
multiplo inteiro da frequéncia da 6rbita periddica w. Apenas as respostas dos modos mais in-
fluentes (1-4) foram destacadas nos gréficos da Figura 7.4, e suas correspondentes autofuncdes
Y (€L, €2) sdo apresentadas na Figura 7.5, que também mostra as frequéncias naturais lineares
desses modos. Apesar de serem ressonantes internamente, as frequéncias lineares dos modos

ressonantes ndo exibem uma razdo inteira, ou seja, wo /wy = 2,7, w3 /wy = 2,7, wy/wy = 4,7.

O ramo principal (pontos a e d) apresenta uma solucdo inicialmente estdvel representada prin-
cipalmente pelo primeiro modo de vibragdo (Figura 7.5(a)), conforme mostrado na resposta no
tempo da Figura 7.4(a). No entanto, a influéncia do modo 2 (Figura 7.5(b)) aumenta, conforme
mostrado na resposta no tempo da Figura 7.4(d) para o ponto (d). O segundo ramo (b) apresenta
uma ressonancia interna 5:1 devido a interacao entre os modos 1 e 4 (Figura 7.5(d)), conforme
retratado na resposta no tempo da Figura 7.4(b). Este ramo apresenta uma solugdo instdvel
delimitada por bifurcacdes do tipo N6-Sela. O ramo (c) contém multiplas mudangas de esta-
bilidade devido as bifurcacdes N6-Sela e € caracterizado principalmente por uma ressonancia
interna 3:1 entre os modos 1 e 3 (Figura 7.5(c)), conforme ilustrado pela resposta no tempo
da Figura 7.4(c). Ap6s uma bifurcacdo Neimark-Sacker proximo ao nivel de energiade 1 J e

frequéncia w = 0,75wy, a solucdo torna-se instavel.
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Tabela 7.1 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as rbitas

periddicas dos pontos a-d da backbone da casca esférica abatida para o modelo com 22 gdl da
Figura 7.3.
1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 2
T (Fig. 7.5(2) lw B.74%  (Fig. 750)) 1.25%
Modo 4 Modo 1
b (Fig. 7.5(d)) 1w 73,28% (Fig. 7.5()) Bw 25,84%
Modo 1 Modo 3
c (Fig. 7.5(a)) lw 63,50% (Fig. 7.5(¢)) 3w 35,62%
d Modo 1 lw 95649  Modo2 3w 4,33%

(Fig. 7.5(a)) (Fig. 7.5(b))

Figura 7.5 — Modos de vibragao do painel esférico abatido.

(€1, 6%) 3 (€', €7) s(€h,6%)

(a) Modo 1 (w1 = 952,2 x 27 rad/s)
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(b) Modo 2 (wy = 2.573,4 x 27 rad/s)
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(c) Modo 3 (w3 = 2.573,9 x 27 rad/s)
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(d) Modo 4 (wq = 4.468,4 x 27 rad/s)
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7.2.2 Painel esférico nao abatido

Agora, a presente formulag@o serd aplicada ao estudo de cascas ndo abatidas. Para isso, foi
estudado um painel esférico nao abatido com as seguintes propriedades geométricas e fisicas
(veja a Figura 7.1(a)): R = 0,1m,a =b = 0,1 m, h = 0,00l m, £ = 206 GPa, v = 0,3 e

p = 7850 kg/m3. A casca é simplesmente apoiada com bordas imdveis, ou seja,

=uy=us=M =0em& =0,a (7.8a)

u=uy=u3 =M, =0em & =0,b (7.8b)

As fungdes de forma ¢y, (& 1.€?), que satisfazem as condigdes de contorno (7.8), sdo definidas
pelas equacdes (7.9). Similar ao exemplo anterior, essas fun¢des foram escolhidas considerando

apenas os efeitos simétricos ao longo dos eixos £ = a/2 e €2 = b/2.

¢1,; = sin (%) sin ((2] —bl)ﬂfQ)
P25 = sin <—(2Z — 1)7T£1) sin <<233)7T§2) (7.9)

a

CESL A PN (CET L

(¢3;; = sin ( - 2
Para verificar a convergéncia da solucdo, foram construidos quatro modelos com 48 (m; =
ng = 4), 75 (my = nx = 5), 108 (my, = ni = 6) e 147 gdl (my = nx = 7). A frequéncia
natural fundamental é w; = 8.271,6 x 27 rad/s. As Figuras 7.6(a—b) mostram as backbones
desses quatro modelos. A convergéncia é observada nos segmentos estaveis das backbones e
no inicio dos segmentos instdveis em modelos com 108 e 147 gdl. Em ambos os modelos, a
solugdo se torna instdvel em torno de w = 0,985w;. Consequentemente, a casca exibe vibracdes
aperiddicas devido a uma bifurcacdo de Neimark-Sacker, que ndo podem ser avaliadas usando
o método do tiro. O mesmo comportamento também foi identificado na backbone determinada
via MEF. Perto do ponto de bifurcacdo, a solucdo determinada pelo Abaqus converge para a

backbone semianalitica. Para niveis de energia inferiores a 2 J, as duas solugdes apresentam

resultados muito parecidos.

No modelo com 108 gdl, quatro 6rbitas periddicas (a-d) retiradas da backbone da Figura 7.6(a)
foram analisadas para caracterizar as diferentes ramificacdes ao longo da curva. As respostas

no tempo em coordenadas modais dessas Orbitas sdo exibidas nas Figuras 7.7(a—d). Além disso,

FE A. X C. PINHO Capitulo 7



194 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

as influéncias modais percentuais nesses pontos foram determinadas usando a equacdo (7.5) e

os resultados sdo apresentados na Tabela7.2.

O ramo principal da backbone é predominantemente caracterizado pelo modo 1 (Figura 7.8(a)),
com uma influéncia crescente dos modos 3 (Figura 7.8(b)), como mostrado nos graficos das
respostas no tempo das Figuras 7.7(a) e 7.7(b). Destaca-se que os ramos de ressonancias inter-
nas que ativam modos que representam vibragdes de membrana sao instdveis. Por exemplo, no
ponto (c), hd uma ressonancia interna 9:1 entre os modos 1 e 40 (Figura 7.8(c)), e, no ponto

(d), hd uma ressonancia interna 13:1 entre os modos 1 e 44 (Figura 7.8(d)). Essas ressonancias

Figura 7.6 — Backbones para o painel esférico ndo abatido para os modelos com 48 gdl ( ), 75 gdl
( ), 108 gdl ( )e 147 gdl ( ). e—e—e_ backbone obtida via Abaqus. Em (a), é apresentada a
energia total em fun¢do da frequéncia normalizada, e em (b), a amplitude maxima da coordenada
generalizada u3,; em funcdo da frequéncia normalizada. As curvas tracejadas representam solucdes
instaveis, enquanto as curvas continuas representam solucdes estaveis. NS, bifurcagéo de
Neimark-Sacker.
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Figura 7.7 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos pontos a-d da

relacdo frequéncia-energia do painel esférico ndo abatido para o modelo com 108 gdl. modo 1;
modo 3; —— modo 40; modo 44.
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Figura 7.8 — Modos de vibrac@o do painel esférico ndo abatido.

1 0 1 1 0 1 0 5 10 15 20

i€ €2) 3(€" €%) P3¢, €%)

(a) Modo 1 (w; = 8.271,6 x 27 rad/s)
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(b) Modo 3 (w3 = 9.673,1 x 27 rad/s)

Ui (€7, €7) 2°(6,€%) 5°(€0,€%)

(c) Modo 40 (wyg = 71.957,1 x 27 rad/s)

P (64, €7) (€€ vs'(€h0,¢7)

(d) Modo 44 (w44 = 104.556,8 x 27 rad/s)

Tabela 7.2 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as 6rbitas
periddicas dos pontos a-d da backbone do painel esférico ndo abatido para o modelo com 108 gdl da
Figura 7.6(a).

1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 3
(Fig.78) @ 92P%  (mig 7806 ¥ 3,04%
Modo 1 Modo 3
b (Fig. 7.8y 894%  (Fig. 780b) ¥ >:45%
Modo 1 Modo 40
(g 78@) 7606% (mg 780 ™ 8,99%
Modo 1 Modo 44
d (Fig. 7.8(a) lw 75,72% (Fig. 7.8(d)) 13w 13,17%
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internas, representadas nas respostas no tempo das Figuras 7.7(c) e 7.7(d), embora determina-
das matematicamente, ndo representam vibracdes reais da estrutura e podem desaparecer com

a adicdo de novos modos ao modelo.

7.2.3 Paraboloide hiperbélico

O terceiro exemplo € um paraboloide hiperbdlico ndo abatido com as seguintes propriedades
geométricas e fisicas (veja a Figura 7.1(b)): f; = 0,02 m, f, = 0,02 m, a = b = 0,1 m,
h = 0,001 m, E = 206 GPa, v = 0,3 e p = 7850 kg/m3. As condi¢des de contorno sio as
mesmas do exemplo anterior: simplesmente apoiado com bordas iméveis (veja equagado (7.8)).
Como a casca é simétrica ao longo dos eixos £ = a/2 e £2 = b/2, as fungdes de forma da
equacao (7.9) também foram adotadas neste caso. Portanto, apenas as vibragdes simétricas ao
longo desses dois eixos foram consideradas. As Figuras 7.9(a) e 7.9(b) mostram as backbones
do paraboloide hiperbdlico para modelos com 48 gdl (my = nx = 4), 75 gdl (my = nx = 5H)
e 108 gdl (my = nr = 5). A Figura 7.9(a) exibe a energia total em funcdo da frequéncia
normalizada, enquanto a Figura 7.9(b) mostra a amplitude maxima da coordenada generali-
zada us,, em fun¢do da frequéncia normalizada. A frequéncia natural fundamental da casca é
wy = 6.421,1 x 27 rad/s. Entre as estruturas estudadas, o paraboloide hiperbolico € o tnico que
exibe ganho inicial de rigidez. Enquanto os modelos com 75 e 108 gdl convergem nos segmen-
tos estdveis da backbones, o0 modelo com 48 gdl ndo apresenta nenhuma ressonéncia interna.
No entanto, a medida que graus de liberdade adicionais sdo introduzidos no sistema, novas res-
sondncias internas surgem. A relacdo frequéncia-energia determinada via MEF exibe o mesmo
comportamento que a solucdo analitica para niveis de energia abaixo de 10 J e torna-se quase

idéntica para niveis de energia abaixo de 1 J.

Novamente, alguns pontos (a-c) ao longo da backbone do modelo com 75 gdl foram seleci-
onados para estudar as respostas no tempo em coordenadas modais, apresentadas nas Figu-
ras 7.10(a—c). Estes pontos estdo representados na Figura 7.9(a). Além disso, as influéncias
modais dos modos mais dominantes, determinadas pela equacao (7.5), sdo apresentadas na Ta-
bela 7.3 para cada um desses pontos. A tabela também apresenta a frequéncia dominante de

cada resposta modal.
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Figura 7.9 — Backbones do paraboloide hiperbdlico para os modelos com 48 gdl ( ), 75 gdl (
108 gdl (——). e—e—e, backbone obtida via Abaqus. Em (a), energia total versus frequéncia
normalizada e, em (b), amplitude méxima da coordenada generalizada u3,, versus frequéncia

normalizada. As curvas tracejadas representam solucdes instaveis, enquanto as curvas continuas
representam solucdes estaveis. NS, bifurcacdo de Neimark-Sacker; SN, bifurcacdo de ponto de sela
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Figura 7.10 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as drbitas periédicas dos pontos a-d
para o paraboloide hiperbdlico. modo 1; modo 12; —— modo 26.

— T — T 04 1T

0.16 : T T T T 7 0.2 LIS L A DU [T
0 = . 0 i 0

orel \/ ‘- o VWV oaf \_/ |

0,16 Lo NA ] -0,2 PR P E R I [ |

1 1 L 1 1 1 1
0 0,20,40,60,8 1 0 0,20,40,60,8 1

1,3/
1 (D)
el

04l
0 0,20,40,60,8 1
T T T

(a) (b) ()

Tabela 7.3 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as Orbitas
periddicas dos pontos a-c da backbone do paraboloide hiperbdlico para o modelo com 75 gdl da

Figura 7.9(a).
1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 12
(Fig. 7.11(@)) ¥ oLO1%  mie 71100y 4,05%
Modo 26 Modo 1
(Fig. 7.11(c)) HO3%  mie 711y 41,17%
Modo 1 lw 86520  Modol2 % 6,71%

(Fig. 7.11(a)) (Fig. 7.11(b))
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Figura 7.11 — Modos de vibrac¢do do paraboloide hiperbdlico.
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(b) Modo 12 (wy2 = 14.865,8 x 27 rad/s)

-6 4 2 0

(€ (81, €% 5°(¢4.€?)

(c) Modo 26 (wgg = 46.811,5 x 27 rad/s)

No ramo principal, as vibracdes livres sdo predominantemente caracterizadas pelo primeiro
modo (Figura 7.11(a)), com a presenca crescente do modo 12 (Figura 7.11(b)), exibindo uma
ressonancia interna do tipo 2:1. A razdo entre as frequéncias naturais lineares destes dois mo-
dos é wys/wy = 2.3, demonstrando mais uma vez que ressondncias internas podem ocorrer sem
que as frequéncias lineares sejam comensuraveis. No ponto (b), hd uma ressonancia interna 7:1
com a interagdo entre os modos 1 e 26. Semelhante ao exemplo anterior, os ramos de resso-
nancias internas que ativam modos que representam vibracdes de membrana (por exemplo, o
modo 26 retratado na Figura 7.11) sdo instdveis, portanto, ndo fisicamente realizdveis, e podem

desaparecer com a adi¢do de novos modos ao modelo.

7.2.4 Conoide parabdlico

Nesta secdo sdo apresentados os resultados do conoide parabdlico, que possui as seguintes

propriedades geométricas e fisicas (veja a Figura 7.1(c)): f; = 0,03 m, fo = 0,02m,a =0 =
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0,1m, h = 0,00l m, £ = 206 GPa, v = 0,3 € p = 7850 kg/m>. A casca é simplesmente
apoiada com bordas iméveis, de acordo com a equacdo (7.8). Ao contrdrio das outras cascas,
esta apresenta simetria apenas ao longo do eixo £ = b/2, portanto, as fun¢des de forma Prij

foram escolhidas considerando vibragdes simétricas ao longo deste eixo, de acordo com as

b= () (2521
*J a b

e o,
¢, = sin (ﬁ> sin (2”5 ) (7.10)
a b

L Y CEIE
a b

Para verificar a convergéncia, foram construidos quatro modelos com 48 gdl (m; = n; = 4),

75 gdl (my = ni = 5), 108 gdl (my = ni = 6) e 147 gdl (my = nx = 7). A frequéncia

equacoes (7.10).

natural fundamental da casca € w; = 3.623,9 x 27 rad/s. As backbones desses modelos sdo re-
presentadas nas Figuras 7.12(a—b). No inicio da curva, os quatro modelos apresentam 0 mesmo
comportamento de amolecimento, mas o modelo com 48 gdl comega a exibir um ramo com

comportamento de endurecimento para um valor de frequéncia em torno de w = 0,994 w;.

Em geral, o modelo com 75 gdl apresenta um comportamento semelhante aos modelos com
108 e 147 gdl, mas sem as ressondncias internas. Os modelos com 108 e 147 dof exibem
ressonancias internas com a ativacdo de modos que correspondem a vibragdes de membrana
em ramos instaveis da backbone. Tais ramos ndo representam vibragdes reais da estrutura. No
modelo com 147 dof, ap6s uma bifurcagdo de Neimark-Sacker, a solu¢do torna-se instdvel. A
backbone determinada via MEF exibe o mesmo comportamento que a backbone determinada
para modelo com 147 gdl, confirmando mais uma vez a eficiéncia da presente formulagdo na

andlise de vibracdes livres em regime de amplitudes moderadas.

A Tabela 7.4 mostra os resultados da influéncia modal (equacdo 7.5) dos pontos a-c da relagao
frequéncia-energia da Figura 7.12(a) para o modelo com 147 gdl do conoide parabdlico — os
modos com maior influéncia estdo representados na Figura7.14. A resposta € principalmente
influenciada pelo primeiro modo (Fig. 7.14(a)) com influéncia crescente dos modos 2 (Fig.

7.14(b)) e 4 (Fig. 7.14(c)), exibindo ressonancias internas do tipo 2:1.
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Figura 7.12 — Backbones do conoide parabdlico para os modelos com 48 gdl ( ), 75 gdl ( ), 108
gdl ( ) e 147 gdl (——). e—e—e, backbone obtida via Abaqus. Em (a), energia total versus
frequéncia normalizada, e, em (b), amplitude méxima da coordenada generalizada u3,, versus
frequéncia normalizada s@o apresentadas. As curvas tracejadas representam solugdes instaveis,

enquanto as curvas continuas representam solugdes estdveis. NS, bifurcacdo de Neimark-Sacker.
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Figura 7.13 — Respostas no tempo em coordenadas modais das 6rbitas periddicas dos pontos a-c da

backbone do conoide parabdlico. modo 1; modo 2; —— modo 4.
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Tabela 7.4 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as orbitas
periddicas dos pontos a-c da backbone do conoide parabdlico da Figura 7.12(a).

1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 2
(Fig. 7.14(a)) lw BATE  (Fig. 7.140)) 0.85%
Modo 1 Modo 2
(Fig. 7.14(a)) lw 96.53%  (pig. 7.140)) 1,52%
Modo 1 lw  9a41q ~ Modo4 % 2,38%

(Fig. 7.14(a)) (Fig. 7.14(c))
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Figura 7.14 — Modos de vibracdo do conoide parabdlico.
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CAPITULO 8

ANALISE DAS VIBRACOES FORCADAS EM CASCAS DE
DUPLA CURVATURA VIA SVE

A abordagem das Subvariedades Espectrais vem sendo utilizada em vérios trabalhos para o
calculo de backbones e curvas de ressonancia em sistemas discretos e continuos. Breunung e
Haller (2018) propuseram uma solug@o analitica em que as varidveis do modelo reduzido sdao

parametrizadas em coordenadas polares, ou seja:

exp (i0(t))
p = p(t) (8.1)
exp (—i6(t))
de forma que os pontos fixos do sistema de equagdes diferenciais resultante do modelo reduzido
correspondam a 6rbitas periddicas no espago das coordenadas fisicas do modelo completo. Os

autores mostram que € possivel determinar uma férmula analitica para solu¢do da backbone

desde que as frequéncia naturais lineares ndo sejam comensuraveis entre si.

A reducdo de modelo via SVE em sistemas com ressonancias internas foi abordada recente-
mente por Li, Jain e Haller (2022). A solugdo apresentada pelos autores também passa pela
determinacdo das curvas de ressonancia por meio da determinacdo de pontos fixos do sistema
reduzido resultante quando sdo utilizadas coordenadas polares. Para a consideracdo das resso-

nancias internas, os autores consideraram a seguinte parametrizagao:

Pai1| _ oil8) exp (i0;(t) + r;wt) 8.2)
Do exp (—i6;(t) + r;wt)
tal que r; sdo os elementos do vetor r € Q™ determinados pelas seguintes condicdes de resso-
nancia:
A —irw ~ 0, A\g +irw ~ 0 (8.3)
onde Ap = diag(Ag). Uma limitacdo apontada pelos autores é que a SVE ndo fornece uma

estimativa do limite superior das amplitudes de carregamento € para as quais os resultados da

redugdo sdo confidveis.
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Este capitulo apresenta uma andlise das vibragdes forcadas de cascas de dupla curvatura, com
énfase especial em cascas nao abatidas, usando a teoria tensorial ndo linear de cascas de Koi-
ter. Cinco geometrias distintas foram investigadas: o painel cilindrico, o painel esférico aba-
tido, o painel esférico ndo abatido, o paraboloide hiperbdlico e o conoide parabdlico. Foram
determinadas as curvas de ressonancia considerando que as cascas estdo sujeitas a uma carga
concentrada harmonica vertical F = € f cos(wt)es, atuando no ponto (£}, £7), tal que as forgas

generalizadas resultantes sdo dadas por:

0

(F-u(&p, &0 1)) (8.4)

As equacdes de equilibrio foram determinadas por meio do método do Rayleigh-Ritz, como
apresentado no Capitulo 3, utilizando a teoria ndo linear de cascas de Koiter por meio das
aproximacoes descritas no Capitulo 2: uma para cascas ndo-abatidas (2.61) e outra para cascas
abatidas (2.62). Além disso, foi considerado o amortecimento viscoso atuando na casca, de

modo que a fun¢do de dissipacdo de Rayleigh F' é dada por:
b VGdetde?

A equagdo (8.5) resulta em uma matriz de amortecimento na forma C = aM tal que o = ¢/p,

mas o caso geral do amortecimento proporcional C = aM + SK também foi considerado.

Em um primeiro momento, as 6rbitas periddicas do modelo completo foram determinadas pelo
Método do Balangco Harmonico Adaptativo, apresentado na Secdo 3.2.3, considerando n =
1, ou seja, que a frequéncia de excitagdo € igual a frequéncia da resposta (w = wy). Todos
os resultados numéricos apresentados nesta se¢do foram obtidos utilizando o MBHA com um
niimero maximo de harmoénicos H = 20 e um limiar ¢ = 10~7 para a selecdo do filtro. Além
disso, o método de forga bruta foi aplicado como uma abordagem complementar para validar

os resultados obtidos pelo método do balanco harmdnico.

Em seguida, as curvas de ressonancia foram determinadas novamente por meio de um modelo
reduzido via SVE. Ao contrario dos estudos mencionados anteriormente, neste trabalho nao foi
adotada nenhuma parametrizacido do vetor de coordenadas p do modelo reduzido. As curvas
de ressonancia apresentas neste capitulo ndo foram obtidas por meio de férmulas analiticas,
mas pela andlise das equacdes (4.18) e (4.64) na forma como foram apresentadas e utilizando

as técnicas de determinagdo de Orbitas periddicas apresentadas na Secdo 3.2, particularmente
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o MBHA. O motivo para essa abordagem € que algumas ressonancias internas identificadas
no Capitulo 7 surgem mesmo que as frequéncias naturais sejam incomensuraveis entre si. Em
alguns casos, dois modos podem ser internamente ressonante para diferentes razdes entre as
frequéncias das respostas (veja a Tabela. 7.1). Isso torna a aplicacdo da equagdo (8.2), cujos

valores de r s@o considerados a priori, ineficiente para capturar esse tipo de fendmeno.

Os resultados obtidos neste capitulo estdo contidos no artigo Nonlinear forced vibration analy-
sis of doubly curved shells using Spectral Submanifolds (titulo provisorio), em preparacio no
momento da elaboracdo desta tese, e revelam o comportamento dindmico complexo exibido
pelas cascas de dupla curvatura. Vérios tipos de bifurca¢des, como Ponto de Sela e Neimark-
Sacker, e bifurca¢des de Duplicagdo de Periodo foram observados. Além disso, o conoide
parabdlico demonstrou comportamento cadtico em condic¢des especificas. Estes resultados con-
tribuem para a compreensdo das vibragdes forcadas dessas cascas, e a metodologia proposta

pode ser expandida para o estudo de outras geometrias.

8.1 Validacao

Com o objetivo de validar a formulagdo empregada, a primeira casca estudada € uma painel
cilindrico abatido, ou seja, diferentemente das demais, ndo ¢ uma casca de dupla curvatura.
Essa casca foi estudada anteriormente por Li, Jain e Haller (2022), que determinaram a curva de
ressonancia utilizando um modelo de elementos finitos com 1320 gdl. A casca estd apresentada
na Figura 8.1 e possui as seguintes propriedades fisicas e geométricas: dimensdes da projecao
horizontal ¢« = 2 me b = 1 m, espessura h = 0,01 m, médulo de Young £ = 70 GPa,
coeficiente de Poisson v = 0,33, densidade p = 2700 kg/m® e coeficientes de amortecimento

o = 0,004&)1&)2/(&)1 + CUQ) € 5 = 0,004/(&)1 + (,UQ>.
As condi¢des de contorno nas bordas da casca sdo

U =uy =us =M, =0paraé’ =0,a (8.6a)

Vi=N =M =Vo=Ny=M,=0para&é>=0,b (8.6b)

tal que as fungdes de forma ¢y, (£ 1.€2), que satisfazem as condi¢des de contorno (8.6), sdo
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Figura 8.1 — Painel cilindrico abatido
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dadas pelas equagoes (8.7).

¢1;5 = sin <i7ra§1> { L+

—~

-y (m?) PR ((j - ms?)}

2 2b 2 2b
- EERY; 2 1)+l o 2
P25 = sin (Wa§1> {1+(2 D sin (‘];g > + Lt (21) i oS ((‘] 21[))7T£ )} (8.7)
1 1V 2 1)+l . 2
L RIS S S R ES)

As duas primeiras frequéncias naturais da casca sdo w; = 23,99 x 27 rad/s e wy = 47,93 x
27 rad /s, calculadas para um modelo com 147 gdl (my = ny = 7). Estes resultados sdo muito
proximos aos resultados determinados por Li, Jain e Haller (2022), w; = 23,75 x 27 rad/s e
wy = 47,55 x 27 rad /s. Observa-se que hd uma ressonincia interna do tipo 2:1 entre os dois pri-
meiros modos, que estdo ilustrados nas Figuras 8.2, divido a razdo inteira entre as frequéncias,

tal que wy = 2w;.

Considerou-se, neste caso, um carregamento aplicado no ponto cujas coordenadas curvilineas
30 £ = a/4 e €% = b/2, e que possui magnitude mdxima ¢f = 10 N. O fendmeno da resso-
nancia interna é claramente observado pela curva de ressonancia da Figura 8.3, que apresenta
uma comparagdo entre o resultado determinado por Li, Jain e Haller (2022) e aquele obtido
pela metodologia apresentada no presente trabalho. A curva de ressonincia inicia com uma
amplitude baixa (||ug(a/4,b/2,t)||-c < 0,06) até o primeiro ponto de bifurcagido do tipo SN
(w/wy = 0,98). A partir desse ponto, a casca apresenta uma solugfo instdvel, com compor-
tamento com perda de rigidez, de forma que a amplitude das vibracdes aumenta enquanto a
frequéncia de excitacdo diminui. Uma nova bifurcacio do tipo SN acontece no ponto de mé-
xima amplitude ||us(a/4,b/2,t)|« ~ 0,21 e frequéncia w/w; ~ 0,95, tornando a solugdo estd-

vel novamente. Entre o intervalo de frequéncia 0,99 < w/w; < 1,005 existe um trecho instdvel
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Figura 8.2 — Modos de vibrag¢do do painel esférico abatido.
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da curva de ressonancia, entre dois pontos de bifurcagdo do tipo NS, em que a casca apresenta
solugcdes aperiddicas. Em seguida, hd um segundo trecho da curva em que a casca apresenta
ganho de rigidez, tal que a solucd@o se torna instdvel novamente devido a uma bifurcacdo do
tipo SN (w/w; =~ 0,98) no segundo ponto de amplitude maxima |luz(a/4,b/2,t)|- ~ 0,18.
Uma dltima bifurca¢do do tipo SN ¢é observada para o valor de frequéncia w/w; =~ 0,98.
Deste ponto em diante, a estrutura apresenta vibracdes com amplitudes relativamente baixas
(lus(a/4,b/2,t)||o < 0,07). Observa-se que a curva de ressonincia € muito préxima daquela

determinada na literatura, validando a formulacao tensorial e 0o MBHA.

A Figura 8.4 ilustra os resultados da curva de ressonancia do painel cilindrico abatido utilizando
o modelo reduzido via SVE. Quando apenas o primeiro modo € considerado como modo mes-
tre, ou seja, quando o subespacgo espectral mestre € dado por £ = E}, o modelo reduzido ndo
consegue capturar a resposta do sistema. Quando o segundo modo € incluido, ou seja, conside-
rando o subespaco mestre £ = F; @ FEs, ja hd convergéncia para a ordem O(3), com a curva
de ressondncia muita proxima a do modelo completo. A solu¢do semianalitica ja representa
uma diminui¢do de dimensao significativa quando comparada a solucao obtida via MEF (1320
gdl) (Li; Jain; Haller, 2022). E ainda mais notdvel que com apenas 2 gdl é possivel obter um
modelo que representa com precisdo a resposta de um sistema continuo complexo. As Figu-

ras 8.5(a—d) mostram uma comparagdo entre as respostas no tempo dos quatro pontos (a-d) da
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Figura 8.3 — Amplitude do deslocamento u3(a/4,b/2,t) do painel cilindrico abatido em fung@o da
frequéncia de excitacdo, considerando uma carga de € f = 10 N. SN, bifurca¢des Ponto de sela; NS,
bifurcacdo Neimark-Sacker.
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B —— Shooting (100)
0,24 — (1320 gdl)

=
o

0,16

=
—
[\

||lu5(a/4,b/2)/h),,

0,08

0,04

—— Presente trabalho (147 gdl)

0
0,92 0,94 0,96 0,98

1 1,02 1,04 1,06
wlw,

curva de ressonancia do modelo completo (linha tracejada) e do modelo reduzido (linha conti-

nua). Novamente, os resultados sio praticamente idénticos. A influéncia modal dos dois modos

mais influentes das 6rbitas dos pontos a-d da curva de ressonancia foram determinadas e estao

apresentadas na Tabela 8.1, utilizando a mesma metodologia apresentada no capitulo anterior.

Analisando os dados da tabela, fica clara a influéncia dos dois primeiros modos na resposta em

um cendrio de ressonancia interna do tipo 2:1.

Tabela 8.1 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as 6rbitas
periddicas dos pontos a-d da curva de ressonancia do painel cilindrico abatido para o modelo com 147
gdl da Figura 8.3.

1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 2
2 (Fig 82(2) 07.02%  gig g2y ¥ 3,62%
Modo 1 Modo 2
b (Fig. 8.2(a)) 1w 76,86% (Fig. 8.2(b) 2w 23,66%
Modo 1 Modo 2
C (Fig. 8.2(a) 1w 72,31% (Fig. 8.2(b)) 2w 26,79%
d Modo 1 lw 93599  Modo2 % 5,24%

(Fig. 8.2(a))

(Fig. 8.2(b))
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Figura 8.4 — Resultados da curva de ressonancia do painel cilindrico abatido obtidas pelo modelo
completo com 147 gdl e pelos modelos de ordem reduzida via SVE.
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Figura 8.5 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periédicas dos pontos a-d da
curva de ressonancia do painel cilindrico abatido. modo 1; —— modo 2. As linhas continuas
representam as respostas do modelo reduzido considerando uma SVE com F = E; @ Es e O(5). As
linhas tracejadas representam a resposta do modelo completo com 147 gdl.

0,0008 T 0,006

[ 0.004 3 0,0008 1T
0,004 - > L [
< 0,0004 I 1= 0002f < 0,002 < 0,0004 I
& 0 & 0 & 0f & 0
~ 20,0004 = 0.002¢F 0,002} = 10,0004
L ] -0,004 . L
-0.0008 bt 111 -0006"""" ] _0’004_.|.|.| 20.0008 ettt 11
0 0,20,40,60,8 1 0 0,20,40,60,8 1 0 0,20,40,60,8 1 0 0,2040,60,8 1
T T T T

(a) (b) (c) (d

8.2 Casca de dupla curvatura

Nesta se¢do, serdao apresentados os resultados das andlises de vibragdo forcada de cascas de
dupla curvatura, abatidas e ndo abatidas. As cascas estudadas aqui sdo as mesmas analisadas
no capitulo anterior, e estdo representadas novamente na Figura 8.6: o painel esférico abatido
(a), o painel esférico nao abatido (b), o paraboloide hiperbdlico (c) e o conoide parabdlico (d).
As condi¢des de contorno e as expansdes do campo de deslocamentos também sdo as mesmas.

Todas as cascas estdo sujeitas a uma forga harmonica vertical F = €f cos(wyt)es, atuando
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no centro (£ = a/2,£% = b/2), tal que €f representa a amplitude méxima da carga e wy é
a frequéncia de excitacdo. Todas as cascas possuem as seguintes propriedades geométricas e
fisicas: dimensdes da projecdo horizontal @ = b = 0,1 m, espessura A~ = 0,001 m, médulo de
Young E' = 206 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3, densidade p = 7850 kg/m3 e coeficiente

de amortecimento o = 2¢w; com ( = 0,004 e 5 = 0.

Figura 8.6 — Geometria das cascas: (a) painel esférico abatido; (b) painel esférico ndo abatido; (c)
paraboloide hiperbélico e (d) conoide parabédlico. Z (&1, £2) representa a elevacio da superficie média.
Os eixos dos graficos estdo na mesma escala e medidos em metros.
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8.2.1 Painel esférico abatido

O primeiro exemplo considera um painel esférico abatido com um raio de R = 1 m, que foi
previamente estudado na literatura (Kobayashi; Leissa, 1995; Amabili, 2005). A casca, apresen-

tada na Figura 8.6(a), é simplesmente apoiada com bordas méveis, permitindo o deslocamento
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de membrana na direcdo ortogonal a borda, enquanto restringe o deslocamento de membrana
tangente a borda e o deslocamento transversal. As condicdes de contorno geométricas (essen-

ciais) e naturais nas quatro bordas sdo dadas por:

U2:U3:N1:M1 :0para§1 :0,(1 (883)
Uy =u3 = Ny = My =Oparaé® =0,b (8.8b)
onde N, é a forca normal e M, € o momento fletor por unidade de comprimento na dire¢cdo de

m®. As fungdes de forma ¢y, (§ 1.€2), que satisfazem as condigdes de contorno (8.8), foram

adotadas como:
oy = (T i () U o (1) i (B2 070
2 a 2 a b
$2;5 = sin <(2i - 1)7T51> {1 + (=1) sin (ng) + L+ (=)™ Cos (jw§2>} (8.9)

a 2 b 2 b
by s (B 05E) (2158

a b

A frequéncia natural fundamental da casca é w; = 952,2 x 27 rad/s. Esta casca foi previamente
examinada por Amabili (2005), que considerou uma carga harmoénica de magnitude médxima
de ef = 31,2 N, e analisou a casca pela teoria ortogonal de Donnel usando duas diferentes
expansdes do campo de deslocamento. A primeira expansao envolveu um modelo com 9 graus
de liberdade (m; = ny = my = ny = 2 e m3 = n3 = 1), enquanto a segunda expansao utilizou

um modelo com 22 graus de liberdade (m; = ny = my =ny =3 emg = ng = 2).

As Figuras 8.7(a—b) apresentam as curvas de ressonancia para essas duas expansoes. Especifi-
camente, a Figura 8.7(a) mostra a curva de ressonancia para o modelo com 9 graus de liberdade,
que coincide com os resultados determinados por Amabili (2005), indicando uma transi¢ao de
nao linearidade do tipo amolecimento para endurecimento para amplitudes de vibrac¢ao de apro-
ximadamente duas vezes a espessura da casca. Em contraste, a Figura 8.7(b) exibe a curva de
ressonancia para o modelo com 22 graus de liberdade, que é semelhante aos resultados da li-
teratura, embora haja algumas pequenas diferencas. Em geral, a Figura 8.7(b) apresenta uma
curva mais complexa, especialmente no intervalo de frequéncia 0,9 < w/w; < 0,95. Nessa
regido, as vibragdes periddicas sdo majoritariamente instaveis, com a presenca de bifurcacoes
do tipo ponto de sela e Neimark-Sacker. Além disso, a curva de resposta do modelo com 22
graus de liberdade revela uma pequena regido de instabilidade em torno de w = 0,77w;. Essa

regido estd localizada entre dois pontos de bifurcacdo de Duplicagdo de Periodo, que ndo foram
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relatados anteriormente na literatura existente. Essa instabilidade coincide com um ramo de
ressonancia interna da backbone determinada no capitulo anterior. Para valores de amplitude
max(us,, /h) > 1,5, a casca deixa de apresentar solugdes periddicas estdveis devido a uma

bifurcacdo do tipo NS.

As Figuras 8.8 exibem a curva de ressonancia para o painel esférico abatido utilizando a SVE.
Inicialmente, o modelo reduzido foi determinado considerando apenas o primeiro modo como
mestre, ou seja, £ = FE;. Mesmo adotando uma ordem elevada de O(15) para a parametri-
zacdo da variedade, grande parte do comportamento complexo da resposta niao é capturado,
especialmente nos trechos instdveis. Quando mais modos mestres sdo acrescentados, a resposta
converge para o modelo completo. O modelo ' = E; @ E, @ E, apresenta resultados melhores
que o modelo £ = FE; considerando a mesma ordem O(15). J4 a curva de ressonancia conside-
rando o subespaco mestre £ = £y @ Ey © E3 @ Ey e O(11) consegue capturar com precisio
toda a curva de ressonéncia — incluindo a posicao das bifurcacdes trecho complexo no intervalo
de frequéncia 0,9 < w/w; < 0,95 — para deslocamentos de amplitude até max(us,,)/h < 1.
Estes sdo os mesmo modos cujas ressonancias internas foram detectadas na andlise das vibra-
¢oes livres ndo lineares. Por limitacdo da memoria computacional, ndo foi possivel determinar

modelos de ordem maiores para 0 mesmo subespaco mestre.

Com o objetivo de avaliar se as ressondncias internas persistem em um cendrio de vibracdo
forcada amortecida, e se as respostas do modelo reduzido sdo préximas ao do modelo completo,
a resposta no tempo em coordenadas modais de quatro pontos (a-d) da curva de ressonancia sao
apresentadas nas Figuras 8.9(a—d). As linhas tracejadas representam as respostas do modelo
completo, enquanto as linhas continuas do modelo reduzido considerando ¥ = Fy & Ey @ F3 B
E,e O(11). Todos pontos apresentam respostas praticamente idénticas ao do modelo completo.

Em resumo, o modelo reduzido conseguiu identificar com precisdo as ressonancias internas.

As influéncias modais dos dois modos mais relevantes na resposta no tempo foram determina-
das pela equacdo (7.5) e estdo apresentadas na Tabela 8.2. Vérios ramos de ressonancia interna
foram detectadas na andlise de vibracao livre desta casca. No ponto b, existe uma importante
ressonancia interna do tipo 3:1 entre os modos 1 e 2. Os outros pontos (a, ¢ e d) também
apresentam ressonancias internas, todavia menos relevantes, sendo o deslocamento majoritari-

amente caracterizado pelo primeiro modo.
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Figura 8.7 — Amplitude mdxima da resposta para a coordenada generalizada u3,, em fun¢io da
frequéncia de excitaciio para um painel esférico abatido sob uma carga de e f = 31,2 N. Em (a), para o
modelo com 9 graus de liberdade, e em (b), para o modelo com 22 graus de liberdade. NS, bifurcacdes

de Neimark-Sacker; SN, bifurcacdes de Sela-N6; PD, bifurcagdes de Duplicagdo de Periodo.
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Figura 8.8 — Resultados das curvas de ressonancia do painel esférico abatido obtidas pelo modelo
completo com 22 gdl e pelos modelos de ordem reduzida via SVE.

2 | I | I | I | I | I | I | I | I | I |

—— Modelo completo
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Figura 8.9 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos pontos a-d da
curva de ressonancia do painel esférico abatido para e f = 31,2 N. modo 1; modo 2;
—— modo 4. As linhas continuas representam as respostas do modelo reduzido considerando uma
SVEcom E = E; ® Ey @ E3 @ E4 e O(11). As linhas tracejadas representam a resposta do modelo
completo com 22 gdl.

0,008 T T I T T T T T T T 0,016 T rrrrrrr
r 0,04 - - 0,04 - i . j
0.004 I ] [ /\ ] 0,008 /\ §
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0 0,20,40,60,8 1 0 0,20,40,60,8 1 0 0,20,40,60,8 1 0 0,20,40,60,8 1
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8.2.2 Painel esférico nao abatido

Nesta secdo, serd analisado um painel esférico ndo abatido de raio R = 0,1 m, sujeito a uma
carga harmonica concentrada de magnitude maxima ef = 200 N, conforme mostrado na Fi-
gura 8.6(b). A frequéncia natural fundamental € w; = 8.271,6 x 27 rad/s. A casca é simples-

mente apoiada com bordas iméveis, o que significa que as seguintes condi¢des de contorno se
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Tabela 8.2 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as orbitas
periddicas dos pontos a-d da curva de ressonancia da casca esférica abatida para o modelo com 22 gdl

da Figura 8.7(b).
1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 2
(Fig. 7.5(a)) lw 98,59% (Fig. 7.5(b)) lw 1.37%
Modo 1 Modo 2
b (Fig 750y W PP (g 7smy W 2%
Modo 1 Modo 2
©  (Fig. 7.5(a) lw 98,55% (Fig. 7.50b)) ¥ 1,04%
Modo 1 Modo 2
4 (Fig. 7.5(a) lw 99.30% " Eig. 7.5(b)) lw 0.64%
aplicam:
Uy = uy =us = My =0paraé' =0,a (8.10a)
uy =up =us =My =0parag’ =0,b (8.10b)

As fungdes de forma ¢y, (£ 1.£?), que satisfazem as condig¢des de contorno (8.10), sdo definidas
pelas equacdes (8.11). Similar ao exemplo anterior, essas fun¢des foram selecionadas para

considerar as vibragdes simétricas ao longo dos eixos &' = a/2 e £2 = b/2.

¢1i- = sin ((21)71-61) sin (—(2j — 1)7T€2>
J a b
ba,; = sin (M) sin <%) (8.11)

a

RN (CERL AW (RESL o

a

Para garantir a convergéncia, foram analisadas trés expansdes com 48 graus de liberdade (m =
ni = 4), 75 graus de liberdade (m; = n; = 5) e 108 graus de liberdade (m; = nx = 6). A
Figura 8.10(a) ilustra a amplitude méxima da Orbita periddica para o deslocamento w3 no centro
da casca em fun¢do da frequéncia de excitacdo. De maneira geral, todos os modelos exibem um
comportamento inicial de perda de rigidez, com as vibragdes se tornando instaveis para ampli-
tudes maiores que uma vez espessura da casca. A Figura 8.10(b) apresenta uma comparagao
entre os resultados obtidos usando o método de forca bruta e os resultados do MBHA para o mo-
delo com 108 graus de liberdade. Notavelmente, ambas as metodologias produzem resultados

1dénticos, demonstrando assim a eficicia do MBHA na representagdo das orbitas periodicas. O
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método da forga bruta foi executado por meio da integragdo numérica da equagao (3.41) utili-
zando a funcdo ode23s do Matlab. Observa-se a presenta de uma bifurcacdo do tipo ponto de
sela para o valor de frequéncia w/w; = 0,98. Com o aumento da frequéncia normalizada, hd
um mudancga brusca nas vibra¢des da casca, que passa a oscilar com amplitudes maiores. Esse
comportamento € tipico de estruturas que apresentam perda de rigidez. Para vibra¢des com
amplitude no centro da casca maior que 1h, a casca apresenta vibragdes periddicas instaveis

devido a uma bifurcagdo do tipo Neimark-Sacker.

Figura 8.10 — Amplitude mdxima do campo de deslocamento u3 no centro do painel esférico ndo
abatido em fung¢@o da frequéncia de excitacdo considerando uma carga de € f = 200 N. Em (a), os
resultados para modelos com 48, 75 e 108 graus de liberdade. Em (b), uma comparagao entre os
resultados obtidos usando o método do balan¢o harmonico e o método de forca bruta para o modelo
com 108 graus de liberdade. NS, bifurcacdes de Neimark-Sacker; SN, bifurcacdes de Sela-Né.
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(a) b)

As Figuras 8.11(a—b) apresentam os resultados das curvas de ressonéncia calculadas pelos mo-
delos de ordem reduzida. A SVE para £ = E; e O(12) é capaz de descrever o comportamento
estavel das curvas de ressonancia da casca com precisdo, incluindo a posicao das bifurcacoes.
Quando a amplitude de vibracdo do ponto central da casca atinge o valor aproximado de 1A e
w = 0,967w;, coincidindo com o ponto de inflexdo da backbone, a solucio se torna instivel
devido a uma bifurcacdo do tipo Neimark-Sacker, fendmeno que também € representado pelo
modelo de ordem reduzida. Apesar disso, a parte instavel da solu¢dao ndo apresenta as comple-
xidades presentes do modelo completo, e ha uma extensdo do trecho instavel que nio aparece
no modelo completo. Quando os modos ressonantes sdo acrescentados, o modelo reduzido se
torna mais preciso. A SVE de subespaco mestre £ = F @ F3® F43 consegue capturar parte do

comportamento do trecho instdvel, e, além disso, para a ordem O(9), a posi¢do da bifurcacdo
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do tipo Neimark-Sacker € capturada maior precisdo em relacdo aos outros modelos.

Para avaliar possiveis ressonancias internas, as respostas no tempo em coordenadas modais de
trés pontos (a-c) da curva de ressonéncia estdo apresentadas nas Figura 8.12(a—c). As linhas tra-
cejadas representam as respostas do modelo completo, enquanto as linhas continuas do modelo
reduzido considerando E = E & E5® Ey3 e O(9). Observa-se a influéncia dos modos 1 e 3 nos
trés pontos. Tal influéncia também pode ser avaliada pela equagdo (7.5), e os resultados estdo
apresentados na Tabela 8.3. E notdvel que um modelo com apenas 3 graus de liberdade é capaz
de descrever com precisao as ressonancias internas. O ponto b € o que apresenta vibracdes mais
complexas, com o acoplamento entre os modos 1, 3 e 13 em um cendrio de ressonancia interna

do tipo 2:1:1.

Tabela 8.3 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as Orbitas
periddicas dos pontos a-c da curva de ressonéncia da casca esférica ndo abatida para o modelo com 108
gdl da Figura 8.11.

1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 3
2 (Fig. 7.8(2) 93.23%  (Fig. 7.8(b) lw 2,27%
Modo 1 Modo 3
(Fig. 7.8) ¥ 83.72%  (Fig. 7.8(b)) lw 6.01%
Modo I lw 95259,  Modo3 1w 2.27%

(Fig. 7.8(a)) (Fig. 7.8(b))

8.2.3 Paraboloide hiperbélico

O terceiro exemplo apresenta um paraboloide hiperbdlico, conforme ilustrado na Figura 8.6(c).
Uma carga concentrada harmdnica de magnitude maxima ef = 200 N ¢é aplicada no centro
da casca. A casca € simplesmente apoiada com bordas iméveis, conforme descrito na equagdo
(8.10). As fungdes de forma utilizadas sdo dadas pela equagdo (8.11), as mesmas empregadas

no exemplo anterior.

Novamente, foram utilizadas trés expansdes com 48 graus de liberdade (m; = ny = 4), 75

graus de liberdade (m; = n; = 5) e 108 graus de liberdade (m; = ni = 6). A frequéncia
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Figura 8.11 — Resultados das curvas de ressonancia do painel esférico ndo abatido obtidas pelo modelo
completo com 108 gdl e pelos modelos de ordem reduzida via SVE para € f = 200 N. Em (a), amplitude
mdxima da coordenada generalizada u3,, em funcdo da frequéncia de excitacio, e, em (b), amplitude
maxima do campo de deslocamento u3 no centro da casca em fun¢do da frequéncia de excitagao.
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Figura 8.12 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos pontos a-c da
curva de ressonancia do painel esférico ndo abatido. modo 1; —— modo 3; —— modo 13. As
linhas continuas representam as respostas do modelo reduzido considerando uma SVE com
E = Ey ® E3 ® E13 e O(9). As linhas tracejadas representam a resposta do modelo completo com 108

gdl.
0,06 r T 0,3 0,08 T
0,04 0.2 . ]
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& 0 & on & 0
= 0,02 < .0, 3t/ ]
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0 0,20,40,60,8 1 0 0,20,40,608 1 0 0,20,40,60,8 1
T T T
(a) (b) (©

natural fundamental da casca € w; = 6.421,1 x 27 rad/s. As curvas de ressonancia para essas
trés expansdes sdo mostradas na Figura 8.13(a), representando o valor méximo do campo de
deslocamento u3 no centro da casca em funcdo da frequéncia de excitacdo. A Figura 8.13(b)
compara os resultados do método do balan¢o harmonico com o método de forga bruta, demons-
trando mais uma vez a eficiéncia do método do balan¢o harmonico na representacdo de Orbitas
periddicas. O comportamento da casca € semelhante a um oscilador de Duffing simples. O
valor maximo da amplitude diminui a medida que mais graus de liberdade sdo adicionados,
mantendo um comportamento de endurecimento. Todavia, observa-se convergéncia da solugdo

a partir de 75 gdl.

Figura 8.13 — Méaximo valor do deslocamento u3 no centro do paraboloide hiperbdlico ndo abatido para
uma carga de e f = 200 N. (a) Resultados para modelos com 48, 75 e 108 graus de liberdade. (b)
Comparacao entre os métodos do balango harménico e forca bruta para o modelo com 75 graus de
liberdade. SN: Bifurcagdes Sela-N6.

1,2 T | T | T | T | T 1,2 T I T I T I T I T

T — Balango harmoénico (75 gdl)
SN
+ Forga bruta (75 gdl)

max(u;(a/2,b/2)/h)
max(us(a/2,b/2)/h)

092 0,96 1 1,04 1,08 1,12 092 0,96 1 1,04 1,08 1,12
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Figura 8.14 — Resultados das curvas de ressonancia do paraboloide hiperbdlico obtidas pelo modelo
completo com 75 gdl e pelos modelos de ordem reduzida via SVE para e f = 200 N. Em (a), amplitude
mdxima da coordenada generalizada us,, em funcdo da frequéncia de excitacdo; Em (b), amplitude
maxima do campo de deslocamento u3 no centro da casca em fun¢do da frequéncia de excitagao.
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Figura 8.15 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos pontos a-c da
curva de ressonancia do paraboloide hiperbélico. modo 1; —— modo 4; —— modo 10;
—— modo 12. As linhas continuas representam as respostas do modelo reduzido considerando uma
SVE com E = E; e O(9). As linhas tracejadas representam a resposta do modelo completo com 75 gdl.

0,04_-|-|-|-|- 0,2----- 0,04_-|-||-|-_
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Tabela 8.4 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as orbitas
periddicas dos pontos a-c da curva de ressonancia do paraboloide hiperbdlico para o modelo com 75 gdl
da Figura 8.14.

1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1
(Fig. 7.11(a)) lw 96,85% Modo 4 1w 0,89%
Modo 1 Modo 12
(Fig. 7.11(a)) ¥ oLO6%  mie 71100y 4,32%
Modo 1 lw  96,65%  Modo 10 2% 171%

(Fig. 7.11(a))

As Figuras 8.14(a—b) exibem os resultados das curvas de ressonancia para um paraboloide hi-
perbolico utilizando um modelo de ordem reduzida via SVE. Quando considerado apenas o
primeiro modo como mestre, /' = Ej, observa-se que o modelo reduzido captura com precisao
a parte estdvel da resposta da coordenada generalizada us,,, que é a coordenada que mais in-
fluente na resposta do sistema. Analisando apenas essa coordenada, o modelo de ordem O(9)
e O(15) resultam em resultados muito préximos. Todavia, quando sdo analisados os desloca-
mentos no centro da casca, que sofre a influéncia de todas as coordenadas generalizadas, as
resposta do modelo completo e do modelo reduzido O(15) comegam a divergir para amplitudes
maiores que 0,9h no centro da casca. Neste sentido, o modelo de ordem O(9) é aquele que
melhor captura a resposta da casca. A adi¢cdo de novos modos metres ndo melhorou a qualidade
da resposta, pelo contrario, acrescentando os modo mais influentes (£ = Ey & E; & E10 P E12),
o modelo captura apenas a parte inicial da resposta. Neste caso, o aumento da complexidade do

modelo ndo resultou em uma resposta mais proxima ao do modelo completo. E provavel que
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a influéncia dos termos quadraticos do carregamento O(€?) sejam significativos neste caso, ndo

sendo possivel a convergéncia da solugao.

Novamente, alguns pontos da curva de ressonéncia (a-c) foram selecionados para avaliar as
respostas no tempo em coordenadas modais, apresentadas nas Figuras 8.15(a—c). Além disso, as
influéncias modais desses pontos foram determinadas e estdao apresentadas na Tabela 8.4. Assim
como na andlise de vibracdo livre, ha uma influéncia significativa do modo 12 na resposta da
casca a medida que os deslocamentos aumentam, em um cendrio de ressonancia interna do tipo
2:1. A precisdo dos resultados do modelo reduzido também pode ser observada pelas respostas
no tempo em coordenadas modais, cujos resultados da SVE E = E; e O(9) sdo muito préximos

aos do modelo completo.

8.2.4 Conoide parabdlico

A dltima casca estudada é um conoide parabdlico, conforme ilustrado na Figura 8.6(d). A
frequéncia natural fundamental da casca € w; = 3.629,8 x 27 rad/s. O conoide estd submetido a
uma carga harmdnica de magnitude maxima € f = 200 N e possui bordas simplesmente apoiadas
imoveis, cujas condi¢des de contorno sao dadas pelas equagdes (8.10). Ao contrdrio das outras
cascas, esta apresenta simetria apenas ao longo do eixo ¢ = b/2, de forma que as fungdes de

forma ¢y,;; foram escolhidas considerando vibragdes simétricas ao longo desse eixo.

¢1,; = sin (#) sin (M)
bo,: = sin (ﬂ> sin (2*”52) (8.12)
J a b

L I GRS
a b

Trés expansdes do campo de deslocamentos foram analisadas visando obter convergéncia, com

48 graus de liberdade (m; = ni = 4), 75 graus de liberdade (m; = n; = 5) e 108 graus
de liberdade (m; = ni = 6). As curvas de ressonancia desses modelos estdo apresentadas
na Figura 8.16(a). A regido estdvel da solucdo exibe similaridade em todas as expansdes. De
maneira geral, a curva de ressonancia demonstra um comportamento de perda de rigidez; no
entanto, ela se torna altamente complexa dentro da faixa instdvel que surge para deslocamentos

superiores a 0,8h no centro da casca. A Figura 8.16(b) compara a curva de ressonancia obtida
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tanto pelo MBHA quanto pelo método de for¢a bruta, comprovando mais uma vez a eficicia do

método do balan¢co harmdnico.

No modelo com 108 graus de liberdade, sdo observadas solugdes aperiddicas nas faixas de
frequéncia de 0,963 < w/w; < 0,965, 0,978 < w/w; < 0,982 ¢ 0,983 < w/w; < 0,988. Para
analisar essas regioes, foi determinado o mapeamento de Poincaré examinando uma colecao de
10.000 secdes por integracdo direta da equacdo de equilibrio a partir de condi¢Oes iniciais nulas.
Especificamente, foram analisados os valores de frequéncia de w/w; = 0,964 (Figura8.17(a)),
w/w; = 0,980 (Figura 8.17(b)) e w/w; = 0,985 (Figura 8.17(c)). O espectro de Lyapunov
também foi determinado para os trés atratores, como ilustrado na Figura 8.17(d), mostrando
um comportamento cadtico para w/w; = 0,964 e um comportamento quase periddico para
w/w; = 0,980 e w/w; = 0,985.

Figura 8.16 — Amplitude méxima do campo de deslocamento u3 no centro do conoide parabédlico em fungéo da
frequéncia de excitagdo, considerando uma carga de € f = 200 N. Em (a), os resultados para modelos com 48, 75

e 108 graus de liberdade. Em (b), uma comparagao entre os resultados obtidos usando o método do equilibrio

harmonico e o método de forga bruta para o modelo com 108 graus de liberdade. NS, Neimark-Sacker; SN, Ponto
de Sela; PD, duplicacdo de periodo.

T 1 ™ T T 1,2 — 1 T 1 T 1 T 1 T T 7
Balango harménico 7

—_ X — PD; J—
108 gdl = Ii (108 gdI) —

. Forga bruta m
(108 gdl)

max(uy(a/2,b/2)/h)
max(us(a/2,b/2)/h)

0 1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1 0
0,88 0,92 0,96 1 1,04 1,08 1,12 0,88 0,92 0,96 1 1,04 1,08 1,12
w/w, wlw,

(@) (b)

As Figuras 8.18(a—b) mostram o resultado das curvas de ressonancia determinadas por meio do
modelo de ordem reduzida via SVE. Quando apenas o primeiro modo utilizado no subespago
mestre, 0 modelo reduzido € capaz de reproduzir as vibracdes do conoide para valores de am-
plitude de vibracdo no centro da casca menores que 0,25h. Boa parte da curva de ressonancia,
em especial o trecho no intervalo de frequéncia entre 0,96 < w/w; < 1,02, ndo é capturada
pelo modelo reduzido. Ao adicionar o segundo modo no modelo, ou seja 2 = F; & E5, a curva

de ressonancia consegue capturar toda a parte instdvel. Os melhores resultados sdo obtidos para
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Figura 8.17 — Atratores aperiddicos do conoide parabélico do modelo com 108 graus de liberdade para os
valores de frequéncia de (a) w/w1 = 0,964, (b) w/w1 = 0,980 e (¢) w/wy = 0,985. Em (d), o espectro de
Lyapunov dos atratores mostrados em (a-c).

0,2 T | T | T | T I T | T | T I T I T I T T I T I T T T T T
| i -0,04 — —
0 T -0,08 — —
i i 012 i
-0,2 — — = R
= L i = 016 -
< -0,4 — — < 02 |
-0,24 — —
20,6 — L i
= - -0,28 - —
0.8 1= N 032 N -
1 l 1 l 1 l 1 l 1 I 1 l 1 I 1 I 1 I 1 1 I 1 I 1 | 1 | 1 | 1 | 1 I
0 010203040506 070809 1 0,4 044 0,48 0,52 0,56 0,6 0,64 0,68
Uy, (T))h uy,,(7))h
(a) (b)
-0,17 T T T T T T T T 0,04 T T T T T T
018 - z i 1
0,18 g 002 |
L i 5 i |
-0,19 — — s
L i 20
< 02F _ s L \\ ]
= L 4 8 - _
= g -0,02
—, -0,21 —] o L
K L 4 &
= § 0,04
-0,22 — —] =}
=t L
[ _ Q
0,23 — — 20061 o /w,=0964 (@)
r 7 & | e 0/,=0.980 (b)
— — < —
-0,24 I i s 0,08 —— /o, =0.985 (c)
-0,25 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 0.1 | L | L | L | L |
0,46 0,48 0,5 0,52 0,54 0,56 o 54 108 162 216
us5(tj)/h Numero do expoente de Lyapunov
(©) (d

Tabela 8.5 — Influéncia modal percentual dos dois modos mais influentes determinada para as orbitas
periddicas dos pontos a-c da curva de ressonéncia do conoide parabdlico para o modelo com 108 gdl da
Figura 8.18(a).

1° modo 2° modo
Ponto Frequéncia Influéncia Frequéncia Influéncia
Modo . Modo .
dominante modal dominante modal
Modo 1 Modo 2
(Fig. 7.14(a)) lw 95,63% (Fig. 7.14(b)) lw 1.85%
Modo 1 Modo 4
(Fig. 7.14(a)) lw 8958%  gig 7140y 3.71%
Modo 1 lw  9581%  Modo6 % 2.27%

(Fig. 7.14(a))
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Figura 8.18 — Resultados das curvas de ressonancia do conoide parabdlico obtidas pelo modelo
completo com 108 gdl e pelos modelos de ordem reduzida via SVE para € f = 200 N. Em (a), amplitude
mdxima da coordenada generalizada u3,, em funcdo da frequéncia de excitagéo, e, em (b), amplitude
maxima do campo de deslocamento u3 no centro da casca em fun¢do da frequéncia de excitagao.

1 ‘\\I K l T l T l T
0,9 __ ___ Modelo |
| completo |
0.8 i — SVEE=E, 009) |
0,7 — — SVEE=E, 0(12)
s B —— SVEE=E, 0(15)
< 06— SVE 0(4) —
N B ~  E=E,®F, ]
= > i SVE 0(5) ]
kg 04 E:EIEBEZ
0,3
0,2
0,1
ol L v 1o 1y
0,88 0,92 0,96 1 1,04 1,08 1,12
w/w,
(a)
1,2 T RS T | T | T | T
N A b _
A \ | Modelo
1~ l: Vo completo
i RS - SVE E=E, 0(12) |
< ke SVE E=E, 0(15)
= 0.8 = NN SVE 0(4) 7
3 L A E=E,®E, -
S o6 i\ SVEO(5)
S % \ E=E,®E,
= -
%
g 04— S
| a,
0,2 /
0 | | | | | | | | | | |
0,88 0,92 0,96 1 1,04 1,08 1,12

w/w,
(b)

F A. X. C. PINHO Capitulo 8



226 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

Figura 8.19 — Respostas no tempo em coordenadas modais para as orbitas periddicas dos pontos a-c da
curva de ressonancia do conoide parabdlico. modo 1; —— modo 2; —— modo 4. As linhas
continuas representam as respostas do modelo reduzido considerando uma SVE com E = Fy @ Es e
O(5). As linhas tracejadas representam a resposta do modelo completo com 108 gdl.
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aSVE F = E; ® FEy e O(5), que captura muito bem a parte estdvel da resposta da coorde-
nada us,,, embora o deslocamento no centro da casca, que sofre a influéncia de todas as demais

coordenadas, ndo seja tdo bem representado pelo modelo reduzido.

O acoplamento entre os diferentes modos de vibracdo foi avaliado por meio das respostas no
tempo em coordenadas modais de 3 pontos (a-c) da curva de ressonancia, apresentadas nas
Figuras 8.19(a—c). As influéncias modais dos dois modos mais influentes estdo apresentadas na
Tabela 8.5. O ponto b apresenta uma ressonancia interna 2:1 significativa entre os modos 1 e 4.
Nos demais pontos (a e ¢) a resposta é majoritariamente representada pelo primeiro modo, com

influéncias menores dos modos 2 e 6. As respostas dos modos 1, 2 e 4 sdo bem representadas

pelo modelo reduzido nesses trés pontos.
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CAPITULO 9

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

No presente trabalho foram analisadas cascas de dupla curvatura de diferentes niveis de abati-

mento por meio de solucdes semianaliticas e de ordem reduzida. Os resultados obtidos mostram

que:

A literatura que lida com a andlise de cascas via métodos semianaliticos se concentra em
geometrias especificas devido as restricdes das teorias ortogonais. A formulagao tensorial
€ uma ferramenta versdtil, capaz de lidar com cascas de diferentes geometrias e niveis de

abatimento;

A consideracio da ndo ortogonalidade dos vetores da base da superficie média é impor-
tante mesmo quando a base é quase ortogonal. Neste sentido, as frequéncias naturais e
modos de vibragdo lineares obtidos por meio da teoria de Koiter foram mais préximas

dos resultados obtidos via MEF do que aqueles obtidos pela teoria de Marguerre;

Observa-se que, mesmo em cascas abatidas em que os vetores da base sdo quase ortogo-
nais, as teorias ortogonais nao sdo capazes de reproduzir com precisdo o comportamento

mecanico das cascas quando comparadas as teorias tensoriais;

A hipétese de Donnell e as aproximacgdes tipicas para cascas abatidas se mostraram efi-
cazes em reduzir o nimero de termos dos campos de deformac¢do, diminuindo o grau de

acoplamento dos termos ndo lineares das equagdes de equilibrio;

A depender da geometria e das condi¢des de contorno da casca, s3o necessarios muitos
graus de liberdade para convergéncia do método de Rayleigh-Ritz. Nesses casos, métodos
de redugdo de ordem s@o necessdrios para tornar a andlise computacionalmente viavel,

principalmente em regime ndo linear de grandes deslocamentos;
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* A Decomposi¢do Ortogonal Prépria mostrou-se eficaz em reduzir a ordem do modelo da

casca em andlises estdticas ndo lineares. Apesar disso, para criar uma base ortogonal efi-
ciente, a DOP necessita de um conjunto confidvel de dados preliminares para montagem

da matriz de amostragem;

Os resultados das analises estaticas ndo lineares mostram que as cascas de dupla curvatura
ndo abatidas s@o muito rigidas, mas podem sofrer instabilidade em regime de deslocamen-
tos relativamente pequenos. Esse € o caso do painel esférico ndo abatido, que sofre uma
mudanca brusca de comportamento, perdendo rigidez rapidamente e sendo incapaz de

resistir a novos carregamentos;

A relagdes frequéncia-energia das cascas foram comparadas com resultados obtidos por
meio do método dos elementos finitos usando o Abaqus, demonstrando boa concordancia.
Esses resultados podem servir como referéncia para trabalhos futuros de pesquisadores

na drea de cascas de dupla curvatura nao abatidas;

Cascas com curvatura gaussiana positiva, como o painel esférico e o conoide parabdlico,
apresentaram comportamento inicial com perda de rigidez, enquanto cascas com curva-
tura gaussiana negativa, como o hiperboloide parabdlico, apresentaram comportamento

inicial com ganho de rigidez;

Para analisar ressonancias internas, respostas no tempo de Orbitas periddicas em coorde-
nadas modais foram usadas para determinar a influéncia do modo de cada modo nas re-
lagdes frequéncia-amplitude e frequéncia-energia, destacando que alguns modos podem
ser internamente ressonantes sem ter uma razao inteira entre suas frequéncias naturais

lineares;

As backbones determinadas neste trabalho apresentaram bifurcacdes de varios tipos, prin-
cipalmente nos ramos de ressondncia interna. Em todos os casos, a partir de deslocamen-
tos da ordem da espessura da casca, devido a uma bifurcacdo do tipo Neimark-Sacker,
a vibragdes passaram do regime de periddico para aperiddicas, sem retornar novamente

para o regime periddico;

Resultados inéditos da andlise de vibracdo forcada ndo linear de cascas de dupla curvatura
nao abatidas foram obtidos e podem servir como benchmark para pesquisadores da drea,

além de caracterizar importantes fendmenos nao lineares presentes nessas estruturas;
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* As curvas de ressondncias mostram que as vibragdes das cascas de dupla curvatura pos-
suem caracteristicas complexas. Para valores de deslocamentos da ordem da espessura
da casca, mais de uma solucdo estdvel coexistem, indicando que, nesses casos, a estru-
tura pode vibrar de maneiras distintas a depender das condi¢des iniciais. Além disso, o
conoide parabdlico apresenta comportamento quase periddico e cadtico para valores de
frequéncia especificos, mesmo para amplitudes de deslocamento da ordem de grandeza

da espessura da casca.

* As técnicas de reducdo de ordem utilizando o conceito de Subvariedades Espectrais sdo
relativamente novas e possuem um grande potencial para aplicacdo na andlise de sistemas
continuos. Esses técnicas se mostraram eficazes na determinagdo das curvas de resso-
nancia de cascas abatidas e ndo abatidas, especialmente nos trechos iniciais proximos aos
pontos fixos. Mais estudos sdo necessarios para entender os limites de carga e desloca-
mento dessa abordagem, especialmente no contexto da andlise de cascas nao abatidas de

dupla curvatura.

* Os critérios de escolha do subespaco mestre devem ser melhor estudados ja que os modos
inseridos tém grande influéncia na resposta do sistema. A qualidade da solucdo esta
diretamente ligada a inclusdo dos modos mais influente na anélise de vibragdo livre ndo
linear. Nesses casos, ndo € possivel estabelecer um critério para a inclusdo ou exclusio de
modos no subespaco F que dependa apenas dos valores das frequéncias naturais. Deve-

se, portanto, considerar o Modo Normal Nao Linear;

* A aplicacdo da técnica de Subvariedades Espectrais na andlise de estruturas requer uma
avaliagdo criteriosa. Embora essa técnica tenha demonstrado eficdcia, os limites de carga
e a sensibilidade a escolha de um subespaco mestre apropriado podem torné-la invidvel
em diversas anélises. Nesse contexto, a Decomposicao Ortogonal de Prépria tem sido ex-
tensivamente estudada na literatura, produzindo resultados tdo robustos quanto os dados

disponiveis para a constru¢do da matriz de amostragem.

Os métodos utilizados neste trabalho podem ser aplicados futuramente em muitas pesquisas na
area de vibragdes em cascas e sistemas continuos. Além disso, os métodos podem ser aprimora-
dos para andlises mais complexas. Portanto, sugere-se que os seguintes pontos sejam estudados

em trabalhos futuros:
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Emprego da formulagdo tensorial para andlise de cascas de diferentes geometrias;

Adaptar a formulacdo tensorial para permitir a variacdo de espessura quando a casca se

deforma;

Andlise de cascas submetidas a cargas seguidoras como pressdo externa, excitacoes de

base, interacdo com fluido ou apoiadas sobre base eldstica;
Incorporacdo de ndo linearidades do material e do amortecimento no modelo da casca;

Expansdo do método do balanco harmodnico e da técnica das Subvariedades Espectrais

para determinacio de solugdes quase periddicas;
Avaliacdo da influéncia da curvatura na andlise das cascas de dupla curvatura;
Determinacao das solucdes quase periddicas dos Modos Normais Nao Lineares;

Avaliacao das imperfei¢cdes geométricas na resposta nao linear de cascas de dupla curva-

tura;

Estudar critérios objetivos para inclusdo e exclusdo de modos no subespacgo espectral

mestre nos modelos de ordem reduzida via Subvariedades Espectrais;

Criagdo de um critério baseado na energia para avaliagdo das ressonancias internas e do

acoplamento entre os modos de vibragdo;

Criacdo de um critério objetivo para estabelecer o limite de carga para que a Subvariedade

Espectral produza bons resultados;

Estudar outras técnicas para solucdo da equacdo de invariincia e consequente determina-

¢do das variedades invariantes.
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GLOSSARIO

1. Backbone: curva que relaciona a amplitude maxima (para um ponto ou uma coordenada
generalizada especifica) ou energia de uma 6rbita periddica com sua frequéncia; também
chamada de relagdo de frequéncia-amplitude ou frequéncia-energia; representa um dos

Modos Normais Nao Lineares da estrutura. 58, 106

2. Autoespaco: espaco formado pelo conjunto de autovetores que possuem o0 mesmo autovalor.

129

3. Base natural: base formada pelos vetores tangentes as coordenadas curvilineas e o vetor

perpendicular aos vetores tangentes. 67

4. Base ortonormal canonica: base ortonormal geradora mais primitiva e intuitiva para a es-

trutura. 66

5. Base reciproca: base complementar ou dual a base natural. 67

6. Casca abatida: casca cuja altura ndo ultrapassa 1/5 da menor dimensao da casca em seu
plano (Vlasov, 1964 apud Ventsel; Krauthammer, 2001); casca em que os angulos entre
os vetores tangentes da superficie média e o plano horizontal ndo excedem o valor de
0,224 rad (Ventsel; Krauthammer, 2001); casca em que as parcelas das componentes dos
tensores de deformacdo que dependem da curvatura podem ser desprezadas (Vorovich,

1999). 52, 83

7. Casca de dupla curvatura: casca cuja superficie média na configuracio de referéncia € nao

desenvolvivel. 53

8. Casca fisicamente abatida: casca em que as teorias proprias para cascas abatidas € valida

mesmo que a curvatura ndo seja pequena. 52, 83

9. Casca geometricamente abatida: casca cuja curvatura é muito pequena. 53, 83
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10. Casca propriamente abatida: casca cuja geometria da superficie média é muito proxima

a de um plano. 53, 84

11. Componentes contravariantes: componentes que variam com a transformacao linear in-

versa da variagcdo dos vetores base natural. 68

12. Componentes covariantes: componentes que variam com a mesma transformacgao linear

da variacao dos vetores da base natural. 68

13. Componentes mistas: componentes expressas em relacdo a uma base mista de covetores

e vetores tangentes. 69

14. Coomologia: método para atribuir invariantes algébricos a um espacgo topoldgico que pos-

sui uma estrutura algébrica mais refinada do que a da homologia. 137

15. Coordenadas curvilineas: sistema de coordenadas para o espaco euclidiano no qual as

linhas de coordenadas podem ser curvas. 48, 66
16. Coordenadas generalizadas: coordenadas que definem a configuracido de um sistema. 99
17. Covetores: vetores que foram a base reciproca. 67

18. Curva de ressonancia: curva que avalia a resposta de um sistema dinamico quando sujeito

a uma excitacdo harmonica em relagdo a frequéncia da excitacdo. 52, 107

19. Curvatura gaussiana: produto das curvaturas principais em um ponto da superficie. 53,

74

20. Derivada covariante: forma de representar a derivada ao longo dos vetores tangentes da

superficie. 52, 79

21. Elongamento: caracteriza uma deformacido normal que pode ser tanto de alongamento

quando encurtamento. 53

22. Espaco nulo: espaco de uma matriz formado pelo conjunto de todos os vetores que, quando

s@o multiplicados pela matriz, produz o vetor zero. 138

23. Estilo de parametrizacao grafico: resultado da expressdo da variedade como um grafico
sobre 0 subespaco mestre; resulta na expressdo mais simples possivel de parametriza¢ao

polinomial da variedade invariante. 142

Glossdrio F A. X. C. PINHO



TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura 247

24. Estilo de parametrizacao por Forma Normal: estilo de parametrizacdo que resulta em
um modelo dindmico reduzido nao linear que é tdo simples quanto possivel, removendo
sistematicamente todos os termos nio essenciais da expansdo polinomial do modelo re-

duzido. 58, 138

25. Funcoes de forma cinematicamente admissiveis: funcdes de forma que atendem as con-

di¢des internas de compatibilidade e as condi¢des de contorno essenciais. 100

26. Geometria diferencial: disciplina matemadtica que estuda a geometria de formas suaves e

espagos suaves, também conhecidos como variedades diferencidveis. 66

27. Hipotese de Donnell: hipdtese que considerar que as componentes ndo lineares do tensor

de flexao podem ser desprezadas. 83

28. Modos Normais Lineares: padrio de movimento no qual todas as partes de um sistema

linear se movem de forma senoidal com a mesma frequéncia. 129

29. Modos Normais Nao Lineares: pode ser entendido como uma ampliacdo direta do con-
ceito de Modo Normal Linear expandido para o caso ndo linear caracterizado por vibra-
¢des unissonas compostas por Orbitas periddicas, cujas coordenadas atingem a posi¢ao
maxima no mesmo instante (Rosenberg, 1962); variedades invariantes de duas dimen-
soes no espaco fase (Shaw; Pierre, 1993); conjunto fechado composto pelas solugdes de

multipla frequéncia do sistema nao linear (Haller; Ponsioen, 2016). 58, 130

30. Ressonancia cruzada: quando os autovalores do operador coomolégico sdo préximos aos

autovalores do modos ndo incluidos no subespago mestre. 141

31. Ressonincia externa: fendmeno que ocorre quando a frequéncia de excitagdo é proxima a

frequéncia natural, fazendo com que o sistema vibre com amplitudes maiores. 151

32. Ressonincia interna: fendomeno de vibragdo ndo linear que ocorre quando a energia é
transferida entre varios modos; quando os autovalores do operador coomolégico sdo pré-

ximos aos autovalores do modos incluidos no subespago mestre. 60, 138, 141

33. Restricao de fase: equacgdo acrescentada ao sistema dinamico para diferenciar 6rbitas iguais

com defasagem de fase. 106
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34. Solucao analitica: solucdo de forma fechada, obtida diretamente das equagdes de equili-

brio, e que pode ser expressas analiticamente em termos de fungdes elementares. 50

35. Solucao numérica: solug¢do aproximada obtida por meio de um método numérico e que
ndo se apresenta enquanto uma expressao matematica analitica que possa ser substituida

diretamente nas equagdes de equilibrio. 50

36. Solucao semianalitica: solucido aproximada expressa matematicamente por um conjunto

de funcdes elementares conhecidas e obtida por meio de um método numérico. 50

37. Subespaco espectral: subespaco gerado pela combinagdo linear dos autoespacgos de inte-

resse. 130

38. Subespaco espectral mestre: subespaco espectral formado pelos modos mestres do mo-

delo de ordem reduzida. 130

39. Subvariedade Espectral: variedade mais suave de uma familia de variedades invariantes,

tangente ao subespaco espectral do sistema linear na origem. 59, 132

40. Superficie desenvolvivel: superficie em que a curvatura gaussiana é nulo e que, portanto,
pode ser gerada a partir de um plano através de deformacgdes de flexao, sem sofrer distor-

¢Oes angulares ou elongamentos. 53
41. Superficie eliptica: superficie com curvatura gaussiana positiva. 53
42. Superficie hiperbdlica: superficie com curvatura gaussiana negativa. 53
43. Superficie média: superficie equidistante as faces interna e externa da casca. 48, 66

44. Superficie nao desenvolvivel: superficie em que a curvatura gaussiana é diferente de zero.

53

45. Superficie nao ortogonal: superficie parametrizada por um sistema ndo ortogonal de co-
ordenadas curvilineas, em que os vetores tangente ndo sdo necessariamente ortogonais

entre si. 49

46. Superficie ortogonal: superficie parametrizada por um sistema ortogonal de coordenadas
curvilineas, que em os vetores tangente a essas coordenadas devem ser necessariamente

ortogonais entre si. 49
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47. Simbolos de Christoffel: coeficientes relacionadas as derivadas dos vetores tangentes e

covetores. 71

48. Tensor de curvatura: mede a variagdo do vetor normal em relagdo a uma variacdo das

coordenadas curvilineas. 49, 70
49. Tensor métrico: utilizado para medir distancia de curvas contidas na superficie. 49, 68

50. Teoria ortogonal: teoria prépria para andlise de cascas descritas por superficies ortogo-

nais. 49

51. Teoria tensorial: teoria para andlise de cascas cujas equacOes sdo descritas em notacao

tensorial. 49

52. Variedade do Subcentro de Lyapunov: variedade invariante bidimensional que é tangente

ao autoespaco gerado pelos autovetores correspondentes a essa frequéncia. 144

53. Variedade invariante: variedade topoldgica que € invariante sob a ac¢do do sistema dina-

mico. 58, 127

54. Vibracoes unissonas: oscilagdes que ocorrem de maneira coordenada e sincronizada em
um sistema de forma que suas diferentes partes vibrem com a mesma frequéncia e man-

tenham uma relagao de fase constante. 131
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APENDICE A

CODIGOS EM MATLAB

A.1 Determinacio dos funcionais de energia

Os funcionais de energia sdo determinados pela funcao TensorShell.

function TensorShell

clc

clearvars;
fclose('all');
close('all');

addpath('..\classes');

%% Parametros

%Geo=struct('a', 'b', 'H1', 'H2',
Y, 'm2', 'n2', 'm3', 'n3');

%Fis=struct('nu', 'E', 'h',
I, INLI);

Geo.a=0.1;
Geo.b=0.1;
a=Geo.a;
b=Geo.b;
%Geo.R=1;
Geo.H1=0.03;
Geo.H2=0.02;

% Geo.f1=0.02;
% Geo.f2=0.02;

Geo.ml=6;
Geo.nl=6;

Geo.m2=6;
Geo.n2=6;

Geo.m3=6;
Geo.n3=6;

Fis.nu=0.3;

Fis.h=0.001;
Fis.rho=7800;
Fis.E=1;
% 0pcoes:
Fis.teoria='koiter"';

'rho',

'ml', 'nl

'teoria

koiter / sanders / flavio

% opcoes: total / parcial_desloc_rot /

parcial_rot
Fis.NL='parcial_desloc_rot';
E1=206€9;

nome_arquivo="'
conoide_profundo_108dof_bordas_imoveis2
.mat"';

%Int=struct('xil_0', 'xil_1', 'xi2_0', '
xi2_1', 'erro_abs', ‘'erro_rel');

Int
Int
Int
Int
Int
Int

.X11_0=0;

.Xil_1=a;

.X12_0=0;

.X12_1=b;

.erro_abs=1e—8;

.erro_rel=le-5;
%Carga=struct('carga_concentrada', '
carga_posicao', 'carga_distribuida');

carga_concentrada=[0;0;—1];
carga_posicao=[a/2; b/2];
carga_distribuida=0;

Carga.carga_concentrada=carga_concentrada;
Carga.carga_posicao=carga_posicao;
Carga.carga_distribuida=carga_distribuida;

N_u=Geo.mlxGeo.nl;
N_v=Geo.m2xGeo.n2;
N_w=Geo.m3*xGeo.n3;

i_ini=clock;

f_nome=char (nome_arquivo);

%% Mapeamento
[Map,nvars]=mapeamento(N_u, N_v, N_w);

if(strcmp(Fis.NL, 'total'))
contNL=1;
else
contNL=0;
for i=l:size(Map,1)
contNL=contNL+1;
if (Map(i,1)==3)
break;
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end
end
end

%% Calculos iniciais

D=parallel.pool.DataQueue;
hh=waitbar(0, 'Processando...');
set(hh, 'Units', 'normalized');

set(hh, 'Position', [0.25 0.4 0.3 0.3]);
afterEach(D, @nUpdateWaitbar);

pollableQ = parallel.pool.PollableDataQueue

t_ini=clock;

fun_inercia=@(alphal,alpha2,i,j) inercia(
alphal,alpha2,i,j,Geo,Fis,Map);

fun_defl=@(alphal,alpha2, i, j)
densidade_de_energial(alphal, alpha2, i
, J, Geo, Fis, Map);

fun_def2=@(alphal,alpha2, i, j, k)
densidade_de_energia2(alphal, alpha2, i
, 3, k, Geo, Fis, Map);

fun_def3=@(alphal,alpha2, i, j, k, 1)
densidade_de_energia3(alphal, alpha2, i
, J,» k, 1, Geo, Fis, Map);

%% Energia Carga (0)

Vars@=[1:nvars]';

UG=zeros(nvars,1);

for i=1:1:nvars

ue(i)=uUe(i)+

energia_potencial_carga_concentrada
(carga_posicao(1,1), carga_posicao
(2,1), i, Geo, Fis, Map,
carga_concentrada);

end

parfor i=l:1:nvars
fun3=@(alphal,alpha2)
energia_potencial_pressao(
alphal, alpha2, i, Geo, Fis,
Map, carga_distribuida);
Uo(i)=U0(i)+integral2(fun3, Int.

xil_0, Int.xil_1, Int.xi2_0,
Int.xi2_1, 'AbsTol', Int.
erro_abs, 'RelTol', Int.
erro_rel);

end

%% Energia 1 (Linear—Quadratica)

cont=1;
tini=clock;
duracao_total=0;

Mult=0;
ntot=0;
for i=l:nvars
for j=i:nvars
ntot=ntot+1;
Varsl(ntot,1l)=i;
Varsl(ntot,2)=j;
if(i==j)
Mult(ntot,1)=1;
else
Mult(ntot,1)=2;
end
end

end

Ul=zeros(ntot,1);
parfor k=1l:ntot
fun2=@(alphal,alpha2)fun_defl(alphal,
alpha2, Varsl(k,1), Varsl(k,2));
Ul(k,1)=Mult(k,1l)*integral2(fun2, Int.
xil_0, Int.xil_1, Int.xi2_0, Int.

xi2_1, 'AbsTol', Int.erro_abs, '
RelTol', Int.erro_rel);
send(D, k) ;
pollableQ.send(sprintf('Energia 1\nI=%
\n', k));

end

%% Energia 2 (Nao—Linear—Cubica)

cont=1;
tini=clock;
duracao_total=0;

Mult=0;
ntot=0;
for i=1l:nvars
for j=contNL:nvars
for k=j:nvars
ntot=ntot+1;
Vars2(ntot,1)=i;
Vars2(ntot,2)=j;
Vars2(ntot, 3)=k;
if(j==k)
Mult(ntot,1)=1;
else
Mult(ntot,1)=2;
end
end
end
end

U2=zeros(ntot,1);
parfor k=1l:ntot
fun2=@(alphal,alpha2)fun_def2(alphal,
alpha2, Vars2(k,1), Vars2(k,2),
Vars2(k,3));
U2(k,1)=Mult(k,1l)*integral2(fun2, Int.
xil_0, Int.xil_1, Int.xi2_0, Int.
xi2_1, 'AbsTol', Int.erro_abs, '
RelTol', Int.erro_rel);
send(D,Kk);
pollableQ.send(sprintf('Energia 2\nI=%d
\n', k));
end

%% Energia 3 (Nao—Linear—4a Potencia)
cont=1;

tini=clock;

duracao_total=0;

Mult=0;

ntot=0;

for i=contNL:nvars

for j=i:nvars
for k=j:nvars
for 1l=k:nvars

ntot=ntot+1;
Vars3(ntot,1)=i;
Vars3(ntot,2)=j;
Vars3(ntot, 3)=k;
Vars3(ntot,4)=1;
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Mult(ntot,1l)=size(unique(
perms([i, j, k, 1]), '
rows'),1);

end
end
end
end

U3=zeros(ntot,1);
parfor k=1l:ntot
fun2=@(alphal,alpha2)fun_def3(alphal,
alpha2, Vars3(k,1), Vars3(k,2),
Vars3(k,3), Vars3(k,4));
U3(k,1)=Mult(k,1l)*integral2(fun2, Int.
xil_0, Int.xil_1, Int.xi2_0, Int.
xi2_1, 'AbsTol', Int.erro_abs, '
RelTol', Int.erro_rel);
send(D,k);
pollableQ.send(sprintf('Energia 3\nI=%
\n', k));
end

%% Energia Cinetica

cont=1;
tini=clock;
duracao_total=0;

Mult=0;
ntot=0;
for i=1l:nvars
for j=i:nvars
ntot=ntot+1;
VarsCinetica(ntot,1)=1i;
VarsCinetica(ntot,2)=j;
if(i==j)
Mult(ntot,1)=1;
else
Mult(ntot,1)=2;
end
end
end

Cinetica=zeros(ntot,1);
parfor k=1l:ntot
fun_inercia2=@(alphal,alpha2)
fun_inercia(alphal,alpha2,
VarsCinetica(k,1), VarsCinetica(k
12));
Cinetica(k,1)=Mult(k,1)*integral2(
fun_inercia2, Int.xil_0, Int.xil_1,

Int.xi2_0, Int.xi2_1, 'AbsTol',
Int.erro_abs, 'RelTol', Int.
erro_rel);

send(D,k);

pollableQ.send(sprintf('Energia
Cinetica\nI=%d\n', k));
end

%

o°

Ul=U1x*E1;
U2=U2x*E1;
U3=U3xE1;
Fis.E=E1;

%% Saida dos resultados
FuncZ=fileread('Z_.m');
FuncUl=fileread('ul_.m")
FuncU2=fileread('u2_.m")
FuncU3=fileread('u3_.m")

’
’

’

energia=energia_casca;
energia.Geo=Geo;
energia.Fis=Fis;
energia.Carga=Carga;
energia.Integral=Int;
energia.ul_string=FuncUl;
energia.u2_string=FuncU2;
energia.u3_string=FuncU3;
energia.Z_string=FuncZ;
energia.Map=Map;
energia.Vars0=Varso0;
energia.U0=U0;
energia.Varsl=Varsl;
energia.Ul=U1;
energia.Vars2=Vars2;
energia.U2=U2;
energia.Vars3=Vars3;
energia.U3=U3;
energia.VarsCinetica=VarsCinetica;
energia.Cinetica=Cinetica;
save(f_nome, 'energia');
duracao_total=etime(clock,t_ini);
horas=floor(duracao_total/3600);
minutos=floor((duracao_total-horas*3600)
/60);
segundos=floor( duracao_total-horas*3600—
minutos*60);

fprintf('Tempo total=%d horas, %d minutos %
d segundos\n', horas, minutos, segundos

);

close(hh);
delete(hh);

%% Progresso dos resultados
function nUpdateWaitbar(~)

cont=cont+1;

msg=string(pollableQ.poll())+
sprintf('n=%d / %d\n', cont,
ntot);

duracao_total=etime(clock,tini);

horas=floor(duracao_total/3600);

minutos=floor((duracao_total-horas
*3600)/60) ;

segundos=floor( duracao_total-horas
*3600—minutosx*60) ;

msg=msg+sprintf('Tempo parcial=%d
horas, %d minutos %d segundos\n
', horas, minutos, segundos);

duracao_restante=duracao_total/cont
*(ntot—cont);
horas=floor(duracao_restante/3600);
minutos=floor((duracao_restante—
horas=3600)/60) ;
segundos=floor( duracao_restante—
horas*3600—minutos*60) ;

msg=msg+sprintf('Tempo restante=%d
horas, %d minutos %d segundos\n
", horas, minutos, segundos);
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duracao_media=round(duracao_total/
cont,2);

msg=msg+sprintf('Tempo medio=%d
segundos\n', duracao_media);

Funcdes de forma

function R=ul_(alphal,alpha2, dl, d2, k,
Geo)
a=Geo.a;
b=Geo.b;
m3=Geo.m3;
n3=Geo.n3;
i=floor((k—1)/n3)+1;
j=mod((k—1),n3)+1;
if(i>m3)
error('Numero de modos maior que o
previsto');
end
if(d1l==0 && d2==0)
X = sin(i .*x pi .x alphal ./ a);
Y =sin((2 .x j — 1) .x pi .x alpha2 ./
b .

elseif(dl==1 && d2==0)

X=1 .xpi ./ a .x cos(i .x pi .*
alphal ./ a);

Y = sin((2 .x j — 1) .x pi .* alpha2 ./
b);

elseif(d1==0 & d2==1)

X = sin(i .*x pi .x alphal ./ a);

Y=1(2 .x3j—1) .xpi ./ b .x cos((2 .x
j — 1) .x pi .x alpha2 ./ b);

elseif(dl==1 && d2==1)
X =1 .xpi ./ a .x cos(i .*x pi .x*
alphal ./ a);

Y=(2 .x3j—1) .xpi ./ b .x cos((2 .x

j — 1) .*x pi .x alpha2 ./ b);

elseif(dl==2 && d2==0)
X=—1 .72 .xpi .~2 ./ a
i .x pi .x alphal ./ a);
Y = sin((2 .x j — 1) .*x pi .x alpha2 ./
b);
elseif(dl==0 && d2==2)

N2 % osing(

X = sin(i .*x pi .*x alphal ./ a);
Y=—((2 .xj—1) .~2) .xpi .~2 ./ b
SN2 ux sin((2 L% J — 1) Lk ploLx
alpha2 ./ b);
else

error('Derivada nao implementada');
end
R=X.*Y;
end

function R=u2_(alphal,alpha2, dl, d2, k,
Geo)
a=Geo.a;
b=Geo.b;
m3=Geo.m3;
n3=Geo.n3;
i=floor((k—1)/n3)+1;
j=mod((k—1),n3)+1;
if(i>m3)
error('Numero de modos maior que o
previsto');
end
if(d1l==0 && d2==0)
X = sin(i .x pi .* alphal ./ a);

waitbar(cont/ntot,hh,msg);
end

end

Y = sin(0.2el .x j .x pi .x alpha2 ./ b)

elseif(dl==1 && d2==0)
X=1.«pi ./ a .x cos(i .x pi .x*
alphal ./ a);
Y = sin(0.2el .x j .* pi .x alpha2 ./ b)

elseif(dl==0 && d2==1)
X = sin(i .* pi .*x alphal ./ a);
Y =0.2el .x j .x pi ./ b .x cos(0.2el
.k j .x pi .*x alpha2 ./ b);
elseif(dl==1 && d2==1)
X=1.xpi ./ a .x cos(i .x pi .x

alphal ./ a);
Y =0.2e1 .x j .x pi ./ b .x cos(0.2el
* j .% pl .x alpha2 ./ b);

elseif(dl==2 && d2==0)
X=—1 .72 .xpi .~2 ./ a

i .x pi .x alphal ./ a);

Y = sin(0.2el .x j .* pi .x alpha2 ./ b)

N2 x osin(

elseif(dl==0 && d2==2)
X = sin(i .* pi .*x alphal ./ a);
Y =-0.4el .x j .~ 2 .xpi ."2./b."
2 .*x sin(0.2el .x j .x pi .x alpha2
./ b);
else
error('Derivada nao implementada');
end
R=X.xY;
end

function R=u3_(alphal,alpha2, dl, d2, k,
Geo)
a=Geo.a;
b=Geo.b;
m3=Geo.m3;
n3=Geo.n3;
i=floor((k—1)/n3)+1;
j=mod((k—1),n3)+1;
if(i>m3)
error('Numero de modos maior que o
previsto');
end
if(d1l==0 && d2==0)
X = sin(i .* pi .x alphal ./ a);
Y = sin((2 .x j — 1) .x pi .x alpha2 ./
b);
elseif(dl==1 && d2==0)

X=1.«pili ./ a .x cos(i .x pi .x*
alphal ./ a);

Y = sin((2 .x j — 1) .*x pi .x alpha2 ./
b);

elseif(dl==0 && d2==1)
X = sin(i .* pi .*x alphal ./ a);
Y=1(2.xj—1) .xpi ./ b .x cos((2 .x
j — 1) .x pi .x alpha2 ./ b);
elseif(dl==1 && d2==1)
X=1 .xpi ./ a .x cos(i
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alphal ./ a);
Y=(2 .x3j—1) .xpi ./ b .x cos((2 .*
j— 1) .x pi .x alpha2 ./ b);
elseif(dl==2 && d2==0)
X=—1 .72 .xpi ."2 ./ a .2 . sin(
i .x pi .x alphal ./ a);
Y = sin((2 .x j — 1) .*x pi .* alpha2 ./

elseif(dl==0 & d2==2)

Geometria da casca

function R=Z_(xil, xi2, dl1, d2, Geo)
a=Geo.a;
b=Geo.b;
H1=Geo.H1;
H2=Geo.H2;
if(d1==0 && d2==0)
R = (Hl — (H1 — H2) .* xil ./ a) .* (1 —
(2 .x xi2 ./ b—1) .~ 2);
elseif(dl==1 && d2==0)
R=—(HL—H2) ./ a .x (1 — (2 .x xi2 ./
b— 1) .~ 2);
elseif(dl==0 && d2==1)
R=—4 .x (HL— (H1 — H2) .*x xil ./ a)
k(2 0% xi2 ./ b—1) ./ b;
elseif(dl==2 && d2==0)
R = 0;
elseif(dl==1 && d2==1)

Densidade da energia cinética

function K=inercia(alphal, alpha2, ii, jj,
Geo, Fis, Map)

Z1=7 (alphal, alpha2, 1, 0, Geo);
Z2=7 (alphal, alpha2, 0, 1, Geo);

D=sqrt(1+Z1.72+72.72);

N1.1=(Z2 .~ 2+1) ./ D .™ 2;

N1.2 = —-0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1;

N1.3 =0.1lel ./ D .~ 2 .x Z1;

N2_1 = —0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1;

N2_2 = (Z1 .~ 2+1) ./ D . 2;

N2_3 = 0.1lel ./ D .~ 2 .x Z2;

H_.11 = N1.1 .~ 2 + N1.2 .~ 2 + N1_.3 .~ 2;

H_.12 = N1_1 .x N2_1 + N1_2 .x N2_2 + N1_3
.x N2_3;

H_.21 = N1_1 .x N2_1 + N1_2 .x N2_2 + N1_3
.k N2_3;

H_.22 = N2_1 .~ 2 + N2_.2 .~ 2 + N2_3 .~ 2;

h=Fis.h;

%nu=Fis.nu;

%E=Fis.E;

rho=Fis.rho;

i=Map(ii,2);
if(Map(ii,1)==1)
ul=ul_(alphal,alpha2,0,0,i,Geo);

X = sin(i .x pi .x alphal ./ a);
Y=—(2 .x3j—1) .~2) .xpi .~2./0Db
SN2 ox osin((2 .k J — 1) .k opl oLk
alpha2 ./ b);
else

error('Derivada nao implementada');
end
R=X.xY;
end

R=4 .x (HL—H2) ./ a .x (2 .x xi2 ./
b—1) ./ b;
elseif(dl==0 && d2==2)
R=-8 .x (HL — (H1 — H2) .*x xil ./ a)
./ b .~ 2;
elseif(dl==3 && d2==0)
R =0;
elseif(dl==2 && d2==1)
R =0;
elseif(dl==1 && d2==2)
R=8 .x (HL—H2) ./ a ./ b .™2;
elseif(dl==0 && d2==3)
R =0;
else
error('Derivada nao implementada')
end

u2=0;
u3=0;
elseif(Map(ii,1)==2)
ul=0;
u2=u2_(alphal,alpha2,0,0,i,Geo);
u3=0;
else
ul=0;
u2=0;
u3=u3_(alphal,alpha2,0,0,i,Geo);
end

u_1A
u_2A
u_3A

ul;
uz2;
u3;

i=Map(jj,2);

if(Map(jj,1)==1)
ul=ul_(alphal,alpha2,0,0,1i,Geo);
u2=0;
u3=0;

elseif(Map(jj,1)==2)
ul=0;
u2=u2_(alphal,alpha2,0,0,i,Geo);
u3=0;

else
ul=0;
u2=0;
u3=u3_(alphal,alpha2,0,0,i,Geo);

end
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U2A .x u2B .x H_22 + u3A .x u3B);

u_1B = ul; K=rho .x h .« D.x (H_11 .x u_lA .x u_1B +

u_2B = uz2; H_12 .x u_lA .x u_2B + H_21 .*x u_2A .x

u_3B = u3; U_1B + H_22 .x u_2A .x u_2B + u_3A .x
u_3B) ./ 0.2el;

%K=rho.xh/2 .x D .*x (ulA .x ulB .x H_11 + end

Energia potencial da carga concentrada

function W= N2_3 = 0.1el ./ D .~ 2 .x Z2;
energia_potencial_carga_concentrada(xil N3_1 = —0.1el ./ D .x Z1;
, Xi2, 1ii, Geo, Fis, Map, Fconc) N3_.2 = —0.1el ./ D .x Z2;
N3_3 = 0.1el ./ D;
Z1=7_(xil, xi2, 1, 0, Geo);
Z2=7_(xil, xi2, 0, 1, Geo); %%
% Z12=7_(xil, xi2, 1, 1, Geo); i=Map(ii,2);
% Z11=7_(xil, xi2, 2, 0, Geo); if(Map(ii,1l)==1)
% 722=7_(xil, xi2, 0, 2, Geo); ul=ul_(xil,xi2,0,0,i,Geo0);
% Z112=7_(xil, xi2, 2, 1, Geo); u2=0;
% Z122=7_(xil, xi2, 1, 2, Geo); u3=0;
% Z111=7_(xil, xi2, 3, 0, Geo); elseif(Map(ii,1l)==2)
% 72222=7 (xil, xi2, 0, 3, Geo); ul=0;
% 221=712; u2=u2_(xil,xi2,0,0,i,Geo);
% 2211=7112; u3=0;
% 2121=7112; else
% 7221=7122; ul=0;
% 2212=7221; u2=0;
u3=u3_(xil,xi2,0,0,i,Geo);
D =sqrt((Z1 .~ 2+ 2722 .~ 2+ 1)); end
N1.1=(Z2 .~ 2+1) ./ D .~ 2; N1=[N1_1; N1_2; N1_31;
N1.2 = —0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1; N2=[N2_1; N2_2; N2_31;
N1.3 =0.1el ./ D .~ 2 .x Z1; N3=[N3_1; N3_2; N3_31;
N2_1 = —0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1; U=ulxN1+u2*N2+u3xN3;
N2_.2 = (Z1 .~ 2+ 1) ./ D ." 2; W=—dot (Fconc,U);

Deformagdes lineares

function [gammall, gammal2, gamma2l, Z21)) ./ 0.2el;

gamma22, rholl, rhol2, rho2l1, rho22]= D2 = ((Z1 .~ 2+ 22 .~ 2+ 1) .~ (—0.1el1 ./

deformacao_linear(xil, xi2, ii, Geo, 0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z21 + 2 .*x Z2 .x

Fis, Map) Z22)) ./ 0.2el;
Z1=7_(xil, xi2, 1, 0, Geo); D11 = —((Z1 .~ 2+ 722 .~ 2+ 1) .~ (—0.3el
Z2=7_(xil, xi2, 0, 1, Geo); ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z11 + 2 .x Z2
712=7_(xil, xi2, 1, 1, Geo); x Z21) .~ 2) ./ 0.4el + ((Z1 .~ 2 + 72
Z11=7_(xil, xi2, 2, 0, Geo); SN2+ 1) 0 (—0.1el ./ 0.2el) .x (2
722=7_(xil, xi2, 0, 2, Geo); ko Z1 0% Z111 + 2 % Z11 N2 + 2 .x Z2
Z112=7_(xil, xi2, 2, 1, Geo); k7211 + 2 % 721 .~ 2)) ./ 0.2el;
Z7122=7_(xil, xi2, 1, 2, Geo); D12 = —((Z1 .~ 2+ 722 .~ 2+ 1) .~ (—0.3el
Z111=7_(xil, xi2, 3, 0, Geo); ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z11 + 2 .x Z2
7222=7 (xil, xi2, 0, 3, Geo); ok Z21) ok (2 .k Z1 % Z21 + 2 % Z2 .k
221=712; Z22)) ./ 0.4el + ((Z1 .~ 2 + 2722 .~ 2 +
2211=7112; 1) .~ (—0.1el ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x
7121=7112; 7211 + 2 .x 721 .*x Z11 + 2 .*x Z2 .x
2221=7122; 7221 + 2 .x 722 .x Z21)) ./ 0.2el;
2212=7221; D21 = —((Z1 .~ 2+ 722 .~ 2+ 1) .~ (—0.3el

./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z11 + 2 .x Z2

D =sqrt((z1 .~ 2 + 2722 .~ 2+ 1)); Sk Z21) ok (2 0% Z1 ox Z21 + 2 .x 72 .x
D1 = ((Z21 .~ 2+ 2722 .~ 2+ 1) .» (—0.1lel ./ Z22)) ./ 0.4el + ((Z1 .~ 2 + 722 .~ 2 +
0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z11 + 2 .x Z2 .* 1) .~ (—0.1lel ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x
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7211 + 2 .x 721 .x Z11 + 2 .x Z2 .% 2 .x 72 .x 7Z1 .« D2) ./ D .~ 3;
7221 + 2 .x 722 .x Z21)) ./ 0.2el; N22_2 =2 .x (Z1 .x Z21 .x D— D2 .x Z1 .»
D22 = —((Z1 .~ 2+ 722 .22+ 1) .~ (—0.3el 2—-D2) ./ D .~ 3;
./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x 721 + 2 .*x Z2 N22_3 = (Z22 .x D—2 .x 72 .xD2) ./ D .»
Sk Z22) .~ 2) ./ 0.4el + ((Z1 .~ 2 + 22 3;
~2+1) .~ (—0.1el ./ 0.2el) .x (2
x Z1 .x 7221 + 2 .x Z2 .x 7222 + 2 .x M311.1=-2 ./D .23 .xZ1 .x D1 .~ 2+ 2
221 N2 + 2 .x 722 .~ 2)) ./ 0.2el; ./ D .2 .x7Z11 .« D1 +1 ./D .%2 .%x
Z1 .« D11 —1 ./ D .x Z111;
M1_1 = 1; M311.2 =-2 ./D .3 .xZ2 .xD1 .~ 2+ 2
M1_2 = 0; ./ D .2 .xZ721 .«xD1+1./D ."2 .%
M1_3 = Z1; Z2 .x D11 — 1 ./ D .x Z211;
M2_1 = 0; M311.3 =2 ./D .23 .xD1 .~2—1./D ."
M2_2 = 1; 2 .x D11;
M2_3 = Z2; M312_.1 =-2 ./ D .~ 3 .xZ1 .« D2 .x D1 +1
M3_1 = —0.1el ./ D .x Z1; ./ D .~2 .x711 .xD2+1./D .™2
M3_2 = —0.1el ./ D .x Z2; * 71 .«xD21 +1 ./ D .~ 2 .x Z21 .x D1
M3_3 = 0.1el ./ D; — 1 ./ D .x Z211;
M312.2 =-2 ./D .~ 3 .x Z2 .« D2 .x D1 +1
N1.1=(Z22 .~ 2+1) ./ D .~ 2; ./ D .~2 .x2721 .xD2+1./D .~2
N1-2 = —0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1; x Z2 .« D21 +1 ./ D .~ 2 .x Z22 .x D1
N1.3 =0.1el ./ D .™ 2 .x Z1; — 1 ./ D .x Z221;
N2_1 =-0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1; M312.3 =2 ./ D .~ 3 .xD2 .xD1—-1./D
N2_.2 = (Z1 .~ 2+ 1) ./ D .~ 2; N2 0% D21
N2_3 =0.1el ./ D .™ 2 .x Z2; M321.1 =-2 ./D .73 .x27Z1 . D2 .x D1 +1
N3_1 = —0.1el ./ D .x Z1; ./ D .2 .xZ711 .xD2+1./D .™2
N3_2 = —0.1el ./ D .x Z2; x Z1 .« D21 +1 ./ D .02 .x Z21 .x D1
N3_3 = 0.1el ./ D; — 1 ./ D .x Z211;
M321.2 =-2 ./D .23 .xZ2 .« D2 .xD1 +1
./ D .2 .xZ721 .«xD2+1./D .2
M11_1 = 0; % Z2 .« D21+ 1 ./ D .~ 2 .x Z22 .x D1
M11_2 = 0O; — 1 ./ D .x Z221;
M11_3 = Z11; M321.3 =2 ./D .23 .«D2 .xD1—-1./D
M12_1 = 0; N2 0% D21;
M12_2 = 0; M322.1=-2./D .23 .xZ1 .xD2 .~ 2+ 2
M12_3 = Z21; ./ D .2 .x721 .«xD2+1./D .%2 .%x
M21_1 = 0; Z1 .x D22 — 1 ./ D .x Z221;
M21_2 = 0; M322.2 =-2 ./D .23 .xZ7Z2 .xD2 .~ 2+ 2
M21_3 = Z21; ./ D . ~2 .x722 .D2+1./D ."2 .%
M22_1 = 0; Z2 .x D22 — 1 ./ D .x Z222;
M22_2 = 0; M322.3 =2 ./D .23 .xD2 .~2—1./D .
M22_3 = Z22; 2 .x D22;
M31.1 =0.1el ./ D .~ 2 .x Z1 .x D1 — 0.1el
/ D .x Z11; G_11 =ML_1 .~ 2+ M1.2 .~ 2+ ML.3 .~ 2;
M31.2 = 0.1el ./ D .~ 2 .xZ2 . D1 —0.1lel G_.12 =MI_1 .x M2_1 + M1_2 .x M2_2 + M1_3
/ D .x Z21; * M2_3;
M31.3 = —0.1el ./ D .~ 2 .x D1; G_21 = M1_1 .% M2_1 + M1_.2 .x M2_2 + M1_3
M32_.1 = 0.1el ./ D .~ 2 .x Z1 .x D2 — 0.1el * M2_3;
/ D .x 7Z21; G_22 = M2_1 .~ 2+ M2_.2 .~ 2 + M2_3 .™ 2;
M32_2 = 0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x D2 — 0.1el
/ D .x Z22; H_11 = N1_1 .~ 2 + N1.2 .~ 2 + N1_.3 .~ 2;
M32_3 = —0.1el ./ D .~ 2 .*x D2; H_12 = NI1_1 .% N2_1 + N1_2 .x N2_2 + N1_3
* N2_3;
N11.1 =2 .*x (Z2 .x Z21 .« D — D1 .x 722 .» H.21 = N1_1 .% N2_1 + N1_.2 .x N2_2 + N1_3
2—-D1) ./ D .~ 3; * N2_3;
N11_.2 = —(Z1 .x Z21 .x D + Z2 .x Z11 .x D — H_22 = N2_1 .~ 2 + N2_2 .~ 2 + N2_.3 ."~ 2;
2 .x Z2 .x Z1 .x Dl) ./ D .~ 3;
N11.3 = (Z11 . D— 2 .x Z1 . D1l) ./ D .» Gammal_11 = N1_1 .* M11_1 + N1_2 .x M11_2 +
3; N1_3 .x M11_3;
N12_1 =2 .x (Z2 .x 7222 .«x D — D2 .x 722 .» Gammal_12 = N1_1 . M12_1 + N1_2 .x M12_2 +
2—D2) ./ D .™ 3; N1_3 .x M12_3;
N12_2 = —(Z1 .x Z22 .x D + Z2 .x Z21 .x D — Gammal_21 = N1_1 .x M21_1 + N1_2 .x M21_2 +
2 .x 72 .x 71 .« D2) ./ D .~ 3; N1_3 .x M21_3;
N12_3 = (Z21 . D— 2 .x Z1 .x D2) ./ D .» Gammal_22 = M22_1 .x N1_1 + M22_2 .x N1_2 +
3; M22_3 .x N1_3;
N21_1 = —(Z1 .x Z21 .x D + Z2 .*x Z11 .x D — Gamma2_11 = N2_1 .*x M11_1 + N2_2 .x M11_2 +
2 .x 722 .x 71 .x Dl) ./ D .~ 3; N2_3 .x M11_3;
N21.2 =2 .*x (Z1 .x Z11 .« D — D1 .x 71 .» Gamma2_12 = N2_1 .x M12_1 + N2_2 .x M12_2 +
2—D1) ./ D .™ 3; N2_3 .x M12_3;
N21_.3 = (Z21 .x D—2 .x Z2 .xD1l) ./ D .» Gamma2_21 = N2_1 .* M21_1 + N2_2 .x M21_.2 +
3; N2_3 .x M21_3;
N22_1 = —(Z1 .x Z22 .* D + Z2 .x Z21 .x D — Gamma2_22 = N2_1 .x M22_1 + N2_2 .x M22_2 +
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258 TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

N2_3 .x M22_3;

Kappa_11 = —M3_1 .x M11.1 — M3_2 .*x M11l_2 —

M3_3 .x M11_3;

Kappa_12 = —M3_1 .*x M12.1 — M3_2 .x M12_2 —

M3_3 .x M12_3;

Kappa_21 = —M3_1 .x M21.1 — M3_2 .* M21_.2 —

M3_3 .x M21_3;

Kappa_22 = —M3_1 .x M22_1 — M3_2 .* M22_2 —

M3_3 .x M22_3;

KappaA_11 = H_11 .x Kappa_1ll + H_12 .x*
Kappa_21;
KappaA_12 = H_11 .
Kappa_22;
KappaA_21 = H_21 .
Kappa_21;
KappaA_22 = H_21 .
Kappa_22;

*

Kappa_12 + H_12 .*

*

Kappa_11l + H_22 .x*

*

Kappa_12 + H_22 .«*

dKappaAl 11 = M311 1 . N1.1 + M311 2 .x
N1.2 + M311.3 .x N1.3 + M31.1 .= N11.1
+ M31_2 . N11_2 + M31_3 .x N11_3;
dKappaAl_12 = M321_1 .*x N1_1 + M321_.2 .x*
N1.2 + M321.3 .* N1.3 + M32_1 .x N11.1
+ M32_2 .% N11_2 + M32_3 .*x N11_3;
dKappaAl 21 = M311_1 .*x N2_1 + M311.2 .=x
N2_2 + M311.3 .x N2_3 + M31_1 .= N21_1
+ M31_2 .x N21_2 + M31_3 .x N21_3;
dKappaAl_22 = M321_1 .x N2_1 + M321_2 .=x
N2_2 + M321.3 .*x N2_3 + M32_1 .x N21.1
+ M32_2 .*% N21_2 + M32_3 .x N21_3;
dKappaA2_11 = M312_1 .* N1.1 + M312_2 .x
N1.2 + M312_3 .x N1.3 + M31_1 .= N12_1
+ M31_2 .x N12_2 + M31_3 .x N12_3;
dKappaA2_12 = M322_1 .x N1_1 + M322_2 .x
N1.2 + M322_.3 .x N1.3 + M32_1 .x N12_1
+ M32_2 . N12_2 + M32_3 .x N12_3;
dKappaA2_21 = M312_1 .*x N2_1 + M312_2 .x*
N2_2 + M312_3 .*x N2_3 + M31_1 .x N22_1
+ M31_2 .x N22_2 + M31_3 .x N22_3;
dKappaA2_22 = M322_1 .*x N2_1 + M322.2 .x
N2_2 + M322_3 .x N2_3 + M32_1 .x N22_1
+ M32_2 .% N22_2 + M32_3 .x N22_3;

o°
o°

i=Map(ii,2);

if(Map(ii,1)==1)
ul=ul_(xil,xi2,0,0,i,Geo0);
ull=ul_(xil,xi2,1,0,1i,Geo0);
ul2=ul_(xil,xi2,0,1,1i,Geo0);

u2=0;
u21=0;
u22=0;

u3=0;
u3l=0;
u32=0;
u311=0;
u322=0;
u312=0;
u321=u312;
elseif(Map(ii,1)==2)
ul=0;
ull=0;
ul2=0;

u2=u2_(xil,xi2,0,0,i,Geo);
u2l=u2_(xil,xi2,1,0,1i,Geo);
u22=u2_(xil,xi2,0,1,1i,Geo);

u3=0;
u3l=0;
u32=0;
u3ll=0;
u322=0;
u3l2=0;
u321=u312;
else
ul=0;
ull=0;
ul2=0;

u2=0;
u21=0;
u22=0;

u3=u3_(xil,xi2,0,0,1i,Geo0);
u3l=u3_(xil,xi2,1,0,1i,Geo0);
u3ll=u3_(xil,xi2,2,0,1i,Geo0);
u32=u3_(xil,xi2,0,1,i,Geo0);
u322=u3_(xil,xi2,0,2,1i,Geo0);
u312=u3_(xil,xi2,1,1,1i,Geo0);
u321=u3l2;

end

Ul_1 = (—Gammal_11 .*x ul — Gamma2_11 .x u2
+ Kappa_1l .*x u3 + ull) .*x N1.1 + (—
Gammal_12 .*x ul — Gamma2_12 .x u2 +
Kappa_12 .x u3 + u2l) .*x N2_1 + (—
KappaA_11 .*x ul — KappaA_21 .x u2 + u3l
) .x N3_1;

Ul_2 = (—Gammal_11 .*x ul — Gamma2_11 .x u2
+ Kappa_11l .* u3 + ull) .x N1.2 + (—
Gammal_12 .*x ul — Gamma2_12 .x u2 +
Kappa_12 .x u3 + u2l) .*x N2_2 + (—
KappaA_11 .*x ul — KappaA_21 .x u2 + u3l
) .*x N3_2;

Ul_3 = (—Gammal_11l .*x ul — Gamma2_11 .x u?2
+ Kappa_1ll .*x u3 + ull) .* N1.3 + (—
Gammal_12 .*x ul — Gamma2_12 .x u2 +
Kappa_12 .* u3 + u2l) .x N2_3 + (—
KappaA_11l .x ul — KappaA_21 .x u2 + u3l
) .x N3_3;

U2_1 = (—Gammal_21 .*x ul — Gamma2_21 .x u?2
+ Kappa_21 .*x u3 + ul2) .*x N1_1 + (—
Gammal_22 .*x ul — Gamma2_22 .x u2 +
Kappa_22 .* u3 + u22) .x N2_1 + (—
KappaA_12 .* ul — KappaA_22 .* u2 + u32
) .*x N3_1;

U2_2 = (—Gammal_21 .*x ul — Gamma2_21 .x u2
+ Kappa_21 .*x u3 + ul2) .*x N1.2 + (—
Gammal_22 .*x ul — Gamma2_22 .x u2 +
Kappa_22 .x u3 + u22) .*x N2_.2 + (—
KappaA_12 .* ul — KappaA_22 .* u2 + u32
) .*x N3_2;

U2_3 = (—Gammal_21 .* ul — Gamma2_21 .x u2
+ Kappa_21 .*x u3 + ul2) .*x N1_3 + (—
Gammal_22 .*x ul — Gamma2_22 .x u2 +
Kappa_22 .x u3 + u22) .*x N2_3 + (—
KappaA_12 .* ul — KappaA_22 .* u2 + u32
) .x N3_3;

gammall = Ul_1 . M1_1 + Ul_2 .x M1_2 +
Ul_3 .x M1_3;
gammal2 = U2_1 .x M1_1 ./ 0.2el + U2_2 .x
M1.2 ./ 0.2el + U2.3 .x M1_.3 ./ 0.2el +
Ul 1 .x M2_1 ./ 0.2el + U1l .2 .x M2_2
./ 0.2el + Ul_3 .x M2_3 ./ 0.2el;
gamma2l = U2_1 .x M1.1 ./ 0.2el + U2_2 .x*
M1.2 ./ 0.2el + U2.3 .« M1.3 ./ 0.2el +
ULl .x M2_1 ./ 0.2el + U1.2 .x M2_2
./ 0.2el + Ul_3 .x M2_3 ./ 0.2el;
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TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura 259

gamma22 = U2_1 .x M2_1 + U2_2 .x M2_2 +
U2_3 .x M2_3;

if(strcmp(Fis.teoria, 'koiter'))
FATOR=0;

elseif(strcmp(Fis.teoria, 'sanders'))
FATOR=1/2;

elseif(strcmp(Fis.teoria, 'flavio'))
FATOR=1;

end

rholl = Gammal_11 .x (—KappaA_11l .x ul —
KappaA_21 .* u2 + u3l) + Gamma2_11 .=
(—KappaA_12 .x ul — KappaA_22 .*x u2 +
u32) + (—Gammal_11 .* ul — Gamma2_11 .x
u2 + Kappa_1ll .x u3 + ull) .x*
KappaA_11 + (—Gammal_21 .* ul —
Gamma2_21 .x u2 + Kappa_1l2 .x u3 + u2l)
.x KappaA_21 — u31l + dKappaAl_11 .x*
ul + KappaA_11 .x ull + dKappaAl 21 .x
u2 + KappaA_21 .*x u2l — FATOR .x (2 .x*
KappaA_11 .x gammall + 2 .*x KappaA_21
.k gammal2);
rhol2 = Gammal_12 .x (—KappaA_1l1l .x ul —
KappaA_21 .* u2 + u3l) + Gamma2_12 .«*
(—KappaA_12 .* ul — KappaA_22 .*x u2 +
u32) + (—Gammal_11 .* ul — Gamma2_11 .x
u2 + Kappa_1l1l .*x u3 + ull) .x*
KappaA_12 + (—Gammal_21 .* ul —
Gamma2_21 .* u2 + Kappa_1l2 .x u3 + u2l)
.x KappaA_22 — u312 + dKappaA2_11 .x*

Deformacdes ndo lineares

function [gammall, gammal2, gamma2l,
gamma22, rholl, rhol2, rho2l, rho22]=
deformacao_nao_linear(xil, xi2, ii, jj,
Geo, Fis, Map)

Z1=7_(xil, xi2, 1, 0, Geo);

Z2=7_(xil, xi2, 0, 1, Geo);

212=7_(xil, xi2, 1, 1, Geo);
Z11=7_(xil, xi2, 2, 0, Geo);
722=7_(xil, xi2, 0, 2, Geo);
221=712;

%Z112=7_(xil, xi2, 2, 1, Geo)

%2122=7_(xil1, xi2, 1, 2, Geo)

%Z7111=7_(xil, xi2, 3, 0, Geo);
%7222=7_(xil, xi2, 0, 3, Geo)

%2211=7112;

%7121=7112;

%7221=7122;

%2212=7221;

rt((z1 .~ 2+ 2722 .22+ 1));
(Z1 .~ 2+ 22 .22+ 1) .~ (—0.1el
k(2 0% Z1 0% Z11 + 2 .x Z2
) ./ 0.2el;
N2+ 722 02 +1) .7 (-0.1el
k(2 0% Z1 ok 721 + 2 .x Z2
./ 0.2el;

wn

* NIl ¥ N1l o

D
%

of
o o
N [l

o° o°

D11 = —((Z21 .~ 2+ 2722 .~ 2+ 1) .~ (—0.3
el ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z11 + 2 .x
72 .x 721) .~ 2) ./ 0.4el + ((Z21 .~ 2 +

Z2 .~ 2+ 1) .~ (—0.1el ./ 0.2el) .x
(2 . Z1 .x Z111 + 2 .x Z11 .~ 2 + 2 .x
72 .x 7211 + 2 .x Z21 .~ 2)) ./ 0.2el;

rho2

rho2

o°

D1

o°

D2

o°

D2

ul + KappaA_11 .x* ul2 + dKappaA2_21 .x*
u2 + KappaA_21 .x u22 — FATOR .x (
KappaA_12 .x gammall + KappaA_22 .=x
gammal2 + KappaA_1ll .*x gamma2l +
KappaA_21 .x gamma22);
1 = Gammal_21 .* (—KappaA_11 .* ul —
KappaA_21 .x u2 + u3l) + Gamma2_21 .x
(—KappaA_12 .x ul — KappaA_22 .*x u2 +
u32) + (—Gammal_12 .x ul — Gamma2_12 .x
u2 + Kappa_2l .x u3 + ul2) .x
KappaA_1ll + (—Gammal_22 .*x ul —
Gamma2_22 .x u2 + Kappa_22 .*x u3 + u22)
.+ KappaA_21 — u321 + dKappaAl_12 .x
ul + KappaA_12 .x* ull + dKappaAl_22 .x*
u2 + KappaA_22 .x u2l — FATOR .x (
KappaA_12 .x gammall + KappaA_22 .x
gammal2 + KappaA_11 .* gamma2l +
KappaA_21 .x gamma22);
2 = Gammal_22 .x (—KappaA_1ll .x ul —
KappaA_21 .x u2 + u3l) + Gamma2_22 .x
(—KappaA_12 .x ul — KappaA_22 .x u2 +
u32) + (—Gammal_12 .* ul — Gamma2_12 .x
u2 + Kappa_21 .x u3 + ul2) .x*
KappaA_12 + (—Gammal_22 .* ul —
Gamma2_22 .x u2 + Kappa_22 .*x u3 + u22)
.* KappaA_22 — u322 + dKappaA2_12 .*
ul + KappaA_12 .x ul2 + dKappaA2_22 .x*
u2 + KappaA_22 .*x u22 — FATOR .x*x (2 .x*
KappaA_12 .x gamma2l + 2 .*x KappaA_22
.*x gamma22);

2=—((z21 .~2+22 .~2+1) .~ (—0.3
el ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z11 + 2 .x
Z2 .x Z21) .x (2 .x Z1 .x Z21 + 2 .x Z2

.x Z22)) ./ 0.4el + ((Z1 .~ 2 ~
2+ 1) .~ (—0.1el ./ 0.2el) .x

ok Z211 + 2 % Z21 .x Z11 + 2 .x Z2 .k
7221 + 2 .x 722 .x 721)) ./ ©
1=—((Z21 .~ 2+ 2722 .22+ 1) 3
el ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .x Z11 + 2 .x
22 .x Z21) .x (2 .x Z1 .x 721 + 2 .x Z

x Z22)) ./ 0.4el + ((Z1 .» + 72 .0
2+ 1) .~ (—0.1el ./ 0.2el) .x (

x 7211 + 2 % Z21 .x Z11 + 2 .x Z2 .
7221 + 2 .x 722 .x Z21)) ./ 0.2el;

~

2=—((21 .~ 2+ 2722 .22+ 1) . —0.3

el ./ 0.2el) .x (2 .x Z1 .*x Z21 + 2 .x

Z2 .x 722) .~ 2) ./ 0.4el + ((Z1 .~ 2 +
Z2 .~ 2+ 1) .~ (—0.1el ./ 0.2el) .x

(2 .x Z1 .x Z221 + 2 .%x Z2 .x 7222 + 2
ok Z21 0N 2 + 2 .ox 7222 ™ 2)) ./ 0.2el;

1 =1;

2 =0;

_3 =71;

_1 =0;

2 =1;

_3 = 172;
= —0.1el ./ D .x Z1;
= —0.1el ./ D .x Z2;
= 0.1lel ./ D;
= (22 .~2+1) ./ D .~ 2;
=—0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1;
=0.1lel ./ D .~ 2 .x Z1;
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N2.1 =-0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .*x Z1; % M3123=2./D .73 .«D2 .xD1—1./D
N2_.2 =(21 .~2+1) ./ D . 2; N2 .x D21,
N2_3 = 0.1el ./ D .~ 2 .x Z2; % M321_.1 =-2./D .~ 3 .x Z1 .x D2 .x D1 +
N3_1 = —0.1el ./ D .*x Z1; 1./D.72 .xZ711 .«xD2+1./D .22
N3_.2 = —0.1el ./ D .x Z2; x Z1 .« D21 +1 ./ D .~ 2 .x Z21 .x
N3_3 = 0.1el ./ D; D1 —1 ./ D .x Z211;
% M321.2 =-2 ./ D .~ 3 .x Z2 .x D2 .x D1 +
1./D .72 .x27221 .«D2+1./D.~2
M11.1 = 0O; .k Z2 x D21+ 1 ./ D .~ 2 .x 222 .%
M1l 2 = 0; D1 —1 ./ D .x Z221;
M1l 3 = Z711; % M321.3=2 ./D .73 .xD2 .xD1—1./D
M12_1 = 0O; SN2 .x D21,
M12_2 = 0; % M322.1=-2./D .73 .xZ1 .x D2 .~ 2 +
M12_3 = Z21; 2 ./D.~2 .x27221 .«xD2+1./D .02
M21 1 = 0; ok Z1 .« D22 — 1 ./ D .x Z221;
M21_2 = 0; % M322.2=—2./D .3 .x Z2 .« D2 .~ 2+
M21_3 = Z721; 2 ./D.~2 .x27222 .«xD2+1./D .2
M22_1 = 0; ok Z2 . D22 — 1 ./ D .x Z222;
M22_2 = 0; % M322.3 =2 ./D .73 .xD2 .~ 2 1./D
M22_3 = 722; N2 0% D22;
% M31.1 =0.1el ./ D .~ 2 .xZ1 .xD1—0.1 %
el ./ D .x Z11; % G_11 =M1_1 .~ 2+ M1.2 .~ 2+ M1_.3 .~ 2;
% M31.2 =0.1el ./ D .~ 2 .x 722 .*D1—0.1 %G12=M11 .x M2.1 + M1 .2 .x M2.2 + M1_3
el ./ D .x Z21; x M2_3;
% M31.3 = —0.1el ./ D .~ 2 .x DI1; % G_21 = M1_1 . M2_1 + M1_.2 .x M2_2 + M1_3
% M32_1 =0.1el ./ D .~ 2 .x Z1 .* D2 0.1 x M2_3;
el ./ D .x Z21; % G_22 = M2_1 .~ 2 + M2_.2 .~ 2 + M2_3 .~ 2;
% M32.2 = 0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x D2 — 0.1
el ./ D .x Z22; H_11 = N1.1 .~ 2 + N1.2 .~ 2 + N1.3 .~ 2;
% M32.3 = —0.1lel ./ D .~ 2 .x D2; H_12 = N1_1 .* N2_1 + N1_2 .x N2_2 + N1_3
% % N2_3;
% N11_1 = 2 .*x (Z2 .x Z21 .« D — D1 .x Z2 H.21 = N1_1 .* N2_1 + N1.2 .x N2_2 + N1_3
.~2-—-D1) ./ D .~ 3; x N2_3;
% N11 2 = —(Z1 . Z21 .« D + Z2 . Z11 .« D H.22 = N2_1 .~ 2 + N2_.2 .~ 2 + N2_3 .~ 2;
— 2 .x 72 .x Z1 .« D1) ./ D ." 3;
% N11.3 = (Z11 .« D— 2 .x Z1 .x D1) ./ D Gammal 11 = N1.1 .* M11.1 + N1.2 .x M1l .2 +
N3, N1_3 .x M11_3;
% N12_1 = 2 .*% (Z2 .%x Z22 . D — D2 .x Z2 Gammal_12 = N1_1 .x M12_1 + N1_.2 .x M12_2 +
~2—-D2) ./ D ." 3 N1_3 .x M12_3;
% N12.2 = —(Z1 .% 722 .« D + Z2 . Z21 .+ D Gammal_21 = N1_1 .x M21_1 + N1.2 .x M21.2 +
— 2 .x Z2 .x Z1 .x D2) ./ D .~ 3; N1_3 .x M21_3;
% N12_.3 = (Z21 .« D— 2 .x Z1 .x D2) ./ D Gammal 22 = M22_1 .% N1.1 + M22.2 .x N1.2 +
N3, M22_3 .x N1_3;
% N21.1 = (Z1 . Z21 .« D + Z2 .x Z11 .+ D Gamma2_11 = N2_1 .x M11_1 + N2_2 .x M11_2 +
— 2 .%x Z2 .x 71 .xD1) ./ D .™ 3; N2_3 .x M11_3;
% N21.2 =2 .x (Z1 .x Z11 .x D D1 .x Z1 Gamma2_12 = N2_1 .*x M12_1 + N2_2 .*x M12.2 +
.~2-—-0D1) ./ D .~ 3 N2_3 .x M12_3;
% N21.3 = (Z21 .« D— 2 .x Z2 .x D1) ./ D Gamma2_21 = N2_1 .x M21_1 + N2_2 .x M21_2 +
N3, N2_3 .x M21_3;
% N22_1 = —(Z1 .% Z22 .« D + Z2 .x Z21 .+ D Gamma2_22 = N2_1 .x M22_1 + N2_2 .x M22_2 +
— 2 .x Z2 .x Z1 .« D2) ./ D .™ 3; N2_3 .x M22_3;
% N22_2 =2 .x (Z1 .x Z21 .x D — D2 .x Z1
~2—-D2) ./ D .~ 3 Kappa_11 = —M3_1 .x M11.1 — M3_2 .x M11.2 —
% N22_3 = (Z22 .« D— 2 .x Z2 .x D2) ./ D M3_3 .x M11_3;
~ 3, Kappa_12 = —M3_1 .* M12_.1 — M3_.2 .x M12_2 —
% M3_3 .x M12_3;
% M311.1 =—-2 ./D .73 .x Z1 . D1 .~ 2 + Kappa_21 = —M3_1 .x M21_1 — M3_2 .x M21_.2 —
2 ./D .72 .%7Z11 .xD1L+1./D .2 M3_3 .x M21_3;
.+ Z1 .x D11 1./ D .x Z111; Kappa_22 = —M3_1 .* M22_.1 — M3_2 .x M22_2 —
% M311.2 =-2 ./D .~ 3 .x Z2 .x D1 .~ 2 + M3_3 .x M22_3;
2./D .22 .x27221 .xD1+1./D .02
ok Z2 .x D11 — 1 ./ D .*x Z211; KappaA_11 = H_11 .x Kappa_1ll + H_12 .=x
% M311.3 =2 ./D .73 .xD1 .~2—-1./D Kappa_21;
2 0% D11, KappaA_12 = H_11 .* Kappa_12 + H_12 .x
% M312.1 =-2 ./ D .~ 3 .x Z1 .x D2 .* D1 + Kappa_22;
1./D .72 . 711 . D2+ 1 ./ D .~ 2 KappaA_21 = H_21 .*x Kappa_1ll + H_22 .x*
* Z1 .« D21 + 1 ./ D .~ 2 .*x Z21 .x Kappa_21;
D1 — 1 ./ D .x Z211; KappaA_22 = H_21 .x Kappa_12 + H_22 .x
% M312.2 = -2 ./ D .~ 3 .x Z2 .x D2 .*x D1 + Kappa_22;
1./D .72 .x721 .« D2+ 1./ N2
*x 72 .« D21 + 1 ./ D .2 .*x 722 .% % dKappaAl_11 = M311_1 .x N1_1 + M311.2 .=x
D1 —1 ./ D .x Z221; N1_2 + M311.3 .* N1_3 + M31_1 .* N11_.1
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+ M31_2 .x N11_2 + M31_3 .x N11_3;
dKappaAl 12 = M321 1 .x N1.1 + M321.2
N1_2 + M321_3 .x N1_3 + M32_1
+ M32_2 . N11_2 + M32_3 .x N11_3;
dKappaAl_21 = M311.1 .* N2_1 + M311 2
N2_2 + M311.3 .x N2_3 + M31_1
+ M31_2 .* N21_2 + M31_3 .x N21_3;
dKappaAl_22 = M321_1 .*x N2_1 + M321.2
N2_2 + M321_3 .x N2_3 + M32_1
+ M32_2 .% N21_2 + M32_3 .x N21_3;
dKappaA2_11 = M312_1 .* N1.1 + M312_2
N1.2 + M312_3 .*x N1.3 + M31_1
+ M31_2 .* N12_2 + M31_3 .*x N12_3;
dKappaA2_12 = M322_1 .*x N1.1 + M322_2
N1_2 + M322_3 .x N1_3 + M32_1
+ M32_2 .% N12_2 + M32_3 .x N12_3;
dKappaA2_21 = M312_1 .x N2_1 + M312.2
N2_2 + M312_3 .*x N2_3 + M31_1
+ M31.2 .* N22_2 + M31_3 .*x N22_3;
dKappaA2_22 = M322_1 .*x N2_1 + M322_2
N2_2 + M322_3 .x N2_3 + M32_1
+ M32_2 .% N22_2 + M32_3 .x N22_3;

ok N11-

ok N21-

ok N12_

ok N22_

gammall=zeros(size(xil));
gammal2=zeros(size(xil));
gamma2l=zeros(size(xil));
gamma22=zeros(size(xil));

rholl=zeros(size(xil));
rhol2=zeros(size(xil));
rho2l=zeros(size(xil));
rho22=zeros(size(xil));

o°
o°

i=Map(ii,2);

if(Map(ii,1)==1)
ul= ul_(xil,xi2,0,0,1i,Geo0);
ull=ul_(xil,xi2,1,0,1i,Geo0);
ul2=ul_(xil,xi2,0,1,1i,Geo0);

u2=0;
u21=0;
u22=0;

u3=0;
u3l=0;
u32=0;
%u311=0;
%u322=0;
%u312=0;
%u321=u312;
elseif(Map(ii,1)==2)
ul=0;
ull=0;
ul2=0;

u2= u2_(xil,xi2,0,0,1i,Geo);
u2l=u2_(xil,xi2,1,0,1i,Geo);
u22=u2_(xil,xi2,0,1,1i,Geo0);

u3=0;
u3l=0;
u32=0;
%u311=0;
%u322=0;
%u312=0;
%u321=u312;
else
ul=0;
ull=0;
ul2=0;

Lk

1

Lk

ok N21_

1

.k

1

Lk

1

.k

ok N12_

1

S

1

.k

.k N22_

1

u2=0;
u21=0;
u22=0;

u3= u3_(xil,xi2,0
u3l=u3_(xil,xi2,1
u32=u3_(xil,xi2,0
%u311=u3_(xil,xi2
%u322=u3_(xil,xi2
%u312=u3_(xil,xi2
%u321=u312;
end

FONR OO
R Q) O O
o
o
=

if(strcmp(Fis.NL, 'total'))

UA1_1 = (—Gammal_11 .x ul — Gamma2_11

.k U2 + Kappa_1l .* u3 + ull)
N1_1 + (—Gammal_12 .* ul —

.k

Gamma2_12 .* u2 + Kappa_12 .x u3 +

u2l)

KappaA_21 .* u2 + u3l) .x N3_1;

.+ N2_1 + (—KappaA_11 .* ul —

UA1_2 = (—Gammal_11 .x ul — Gamma2_11

.k u2 + Kappa_1l .x u3 + ull)

.k

N1_2 + (—Gammal_12 .x ul —
Gamma2_12 .x u2 + Kappa_1l2 .x u3 +
u2l) .* N2_2 + (—KappaA_11 .* ul —
KappaA_21 .x u2 + u3l) .* N3_2;
UA1 3 = (—Gammal_11 .* ul — Gamma2_11
.k u2 + Kappa_11l .* u3 + ull) .x
N1_3 + (—Gammal_12 .x ul —
Gamma2_12 .x u2 + Kappa_1l2 .x u3 +
u2l) .* N2_3 + (—KappaA_11 .* ul —
KappaA_21 .x u2 + u3l) .* N3_3;
UA2_1 = (—Gammal_21 .* ul — Gamma2_21
.k U2 + Kappa_21 .* u3 + ul2) .x
N1_1 + (—Gammal_22 .x ul —
Gamma2_22 .x u2 + Kappa_22 .* u3 +
u22) .* N2_1 + (—KappaA_12 .* ul —
KappaA_22 .x u2 + u32) .*x N3_1;
UA2_2 = (—Gammal_21 .* ul — Gamma2_21
kU2 + Kappa_21 .* u3 + ul2) .x
N1_2 + (—Gammal_22 .x ul —
Gamma2_22 .* u2 + Kappa_22 .x u3 +
u22) .* N2_2 + (—KappaA_12 .* ul —
KappaA_22 .x u2 + u32) .*x N3_2;
UA2_3 = (—Gammal_21 .* ul — Gamma2_21
.k U2 + Kappa_21l .x u3 + ul2) .x
N1_3 + (—Gammal_22 .x ul —
Gamma2_22 .* u2 + Kappa_22 .x u3 +
u22) .* N2_3 + (—KappaA_12 .* ul —
KappaA_22 .x u2 + u32) .*x N3_3;

elseif(strcmp(Fis.NL, 'parcial_rot'))

uA31=u3l;
uA32=u32;

elseif(strcmp(Fis.NL, 'parcial_desloc_rot'))

end

o°
o°

uA3=u3;
uA31=u3l;
uA32=u32;

i=Map(jj,2);
if(Map(jj,1)==1)

ul= ul_(xil,xi2,0,0,1i,Geo);
ull=ul_(xil,xi2,1,0,1i,Geo0);
ul2=ul_(xil,xi2,0,1,1i,Geo0);

F A. X. C. PINHO
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u32=0;

%u311=0;

%u322=0;

%u312=0;

%u321=u312;
elseif(Map(jj,1)==2)

ul=0;

ull=0;

ul2=0;

u2= u2_(xil,xi2,0,0,1i,Geo);
u2l=u2_(xil,xi2,1,0,1i,Geo);
u22=u2_(xil1,xi2,0,1,1i,Geo);

u3=0;
u3l=0;
u32=0;
%u311=0;
%u322=0;
%u312=0;
%u321=u312;
else
ul=0;
ull=0;
ul2=0;

u2=0;
u21=0;
u22=0;

u3= u3_(xil,xi2,0
u3l=u3_(xil,xi2,1
u32=u3_(xil,xi2,0
%u311=u3_(xil,xi2
%u322=u3_(xil,xi2
%u312=u3_(xil, xi2
%u321=u312;
end

if(strcmp(Fis.NL, 'total'))

UB1 1 = (—Gammal 11 .* ul — Gamma2_11
.k U2 + Kappa_11l .x u3 + ull) .x*
N1_1 + (—Gammal_12 .x ul —
Gamma2_12 .x u2 + Kappa_1l2 .x u3 +
u2l) .*x N2_1 + (—KappaA_11 .* ul —
KappaA_21 .x u2 + u3l) .*x N3_1;

UB1 2 = (—Gammal_11 .* ul — Gamma2_11
kU2 + Kappa_1l .*x u3 + ull) .x
N1_2 + (—Gammal_12 .x ul —
Gamma2_12 .*x u2 + Kappa_1l2 .x u3 +
u2l) .*x N2_2 + (—KappaA_11 .* ul —
KappaA_21 .x u2 + u3l) .*x N3_2;

UB1 3 = (—Gammal_11 .* ul — Gamma2_11
ok U2 + Kappa_1l .*x u3 + ull) .x
N1_3 + (—Gammal_12 .x ul —
Gamma2_12 .*x u2 + Kappa_1l2 .x u3 +
u2l) .* N2_3 + (—KappaA_11l .*x ul —
KappaA_21 .x u2 + u3l) .*x N3_3;

UB2_1 = (—Gammal_21 .* ul — Gamma2_21
ok U2 + Kappa_21 .*x u3 + ul2) .x
N1_1 + (—Gammal_22 .x ul —
Gamma2_22 .x u2 + Kappa_22 .x u3 +
u22) .*x N2_1 + (—KappaA_12 .*x ul —
KappaA_22 .x u2 + u32) .*x N3_1;

Densidade de energia

UB2_2 = (—Gammal_21 .* ul — Gamma2_21
ok U2 + Kappa_21 .x u3 + ul2) .x
N1_2 + (—Gammal_22 .x ul —
Gamma2_22 .* u2 + Kappa_22 .x u3 +
u22) .* N2_2 + (—KappaA_12 .* ul —
KappaA_22 .x u2 + u32) .*x N3_2;
UB2_3 = (—Gammal_21 .* ul — Gamma2_21
.k U2 + Kappa_21 .* u3 + ul2) .x
N1_3 + (—Gammal_22 .x ul —
Gamma2_22 .* u2 + Kappa_22 .*x u3 +
u22) .* N2_3 + (—KappaA_12 .* ul —
KappaA_22 .x u2 + u32) .* N3_3;
elseif(strcmp(Fis.NL, 'parcial_rot'))
uB31=u3l;
uB32=u32;
elseif(strcmp(Fis.NL, 'parcial_desloc_rot'))
uB3=u3;
uB31=u31l;
uB32=u32;
end

if(strcmp(Fis.NL, 'total'))

gammall = UA1_1 .x UB1l.1 ./ 0.2el +
UA1_2 .x UB1.2 ./ 0.2el + UAL_3 .x*
UB1_3 ./ 0.2el;

gammal2 = UA1_1 .x UB2_1 ./ 0.2el +
UA1 2 .x UB2_2 ./ 0.2el + UA1l_3 .x
UB2_3 ./ 0.2el;

gamma2l = UA2_1 .x UB1.1 ./ 0.2el +
UA2_2 .x UB1.2 ./ 0.2el + UA2_3 .x*
UB1_3 ./ 0.2el;

gamma22 = UA2_1 .x UB2_1 ./ 0.2el +

UA2_2 .x UB2_2 ./ 0.2el + UA2_3 .x
UB2_3 ./ 0.2el;
elseif(strcmp(Fis.NL, 'parcial_rot'))
gammall=uA31.x*uB31./2.0;
gammal2=uA31.x*uB32./2.0;
gamma21=uA32.*uB31./2.0;
gamma22=uA32.*uB32./2.0;
elseif(strcmp(Fis.NL, 'parcial_desloc_rot'))
gammall=uA31.xuB31./2.0 + uA3 .x uB3 .=x
(Kappa_11 .~ 2 .x H_11 + Kappa_11
.x Kappa_12 .x H_12 + Kappa_12 .x
Kappa_1l .x H_21 + Kappa_12 .~ 2 .*
H_22) ./ 0.2el;
gammal2=uA31.x*uB32./2.0 + uA3 .x uB3 .=x
(Kappa_11 .* Kappa_21 .x H_11 +
Kappa_-11 .* Kappa_-22 .* H_12 +
Kappa_12 .x Kappa_21 .* H_21 +
Kappa_12 .x Kappa_22 .x H_22) ./
0.2el;
gamma21=uA32.x*uB31./2.0 + uA3 .* uB3 .x*
(Kappa_21 .*x Kappa_11l .*x H_11 +
Kappa_-21 .* Kappa_-12 .* H_12 +
Kappa_22 .x Kappa_11 .* H_21 +
Kappa_22 .x Kappa_12 .x H_22) ./
0.2el;
gamma22=uA32.x*uB32./2.0 + uA3 .* uB3 .x*
(Kappa_21 .~ 2 .* H_11 + Kappa_21
.x Kappa_22 .* H_12 + Kappa_22 .=*
Kappa_21 .x H_21 + Kappa_22 .~ 2 .x*
H_22) ./ 0.2el;
end
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function U0=densidade_de_energial(xil, xi2,
ii, jj, Geo, Fis, Map)

[gammaAll, gammaAl2, gammaA2l, gammaA22,
rhoAll, rhoAl2, rhoA21, rhoA22]=
deformacao_linear(xil, xi2, ii, Geo,
Fis, Map);

[gammaBll, gammaBl2, gammaB21l, gammaB22,
rhoBl1l, rhoB12, rhoB21, rhoB22]=
deformacao_linear(xil, xi2, jj, Geo,
Fis, Map);

Z1=7_(xil, xi2, 1, 0, Geo);
Z2=7_(xil, xi2, 0, 1, Geo);

D =sqrt((zZ1 .~ 2 + 2722 .~ 2+ 1));

N1.1=(Z22 .~2+1) ./ D .~ 2;

N1.2 =-—0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1;

N1_.3 =0.1el ./ D .~ 2 .x Z1;

N2_1 = —0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x 7Z1;

N2_.2 = (Z1 .~ 2+ 1) ./ D .~ 2;

N2_.3 = 0.1el ./ D .~ 2 .x Z2;

N3_1 = -—-0.1el ./ D .x Z1;

N3_.2 = —0.1el ./ D .x Z2;

N3_3 = 0.1el ./ D;

H_11 = N1_1 .~ 2 + N1_.2 .~ 2 + N1_.3 .~ 2;

H_12 = N1_1 .x N2_1 + N1_.2 .x N2_2 + N1_.3
.k N2_3;

H_.21 = N1_1 .x N2_1 + N1.2 .x N2_2 + N1_3
.x N2_3;

H_.22 = N2_1 .~ 2 + N2_2 .~ 2 + N2_3 .~ 2;

h=Fis.h;

nu=Fis.nu;

E=Fis.E;

den = (h .~ 3 .xE ./ (-2 .xnu .~ 2 + 2)
o (2 .xnu . H.11 .22+ 2 .x (1 — nu
) .*% H_11 .~ 2) .x rhoAll .x rhoBll) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .x nu .~ 2 +
2) .x (2 .x nu .x H.11 .~ 2 + 2 .x (1 —

nu) .* H_11 .~ 2) .x gammaAll .x*
gammaBll) ./ 0.2el1 + (h .~ 3 .x E ./
(=2 .« nu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x H_11

x H.12 + 2 .% (1 — nu) .x H_11 .x
H_12) .*x rhoAl2 .x rhoBll) ./ 0.24e2 +
(h .xE ./ (—2 . nu .~ 2+ 2) .x (2 .x%

nu .x H.11 .x H_.12 + 2 .x (1 — nu) .x
H_11 .* H_12) .x gammaAl2 .x gammaBll)
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (=2 .x nu .n

2+ 2) .%x (2 .xnu .x H.11 .x H_21 + 2

% (1 —nu) .x H_11 .x H_12) .x rhoA2l

.x rhoBll) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (-2
knu N2+ 2) ux (2 ox nuoWx HZo11 L%
H.21 + 2 .%x (1 — nu) .x H_11 .x H_12)
.* gammaA2l .x gammaBll) ./ 0.2el + (h
N3 xE L/ (-2 0% nu N2+ 2) 0% (2
ok nuo.x H-11 .x H_.22 + 2 .x (1 — nu)
.x H_12 .~ 2) .*x rhoA22 .x rhoBll) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .x nu .~ 2 + 2)

% (2 .% nu .x H_11 .x H_22 + 2 .x (1
— nu) .x H_.12 .~ 2) .*x gammaA22 .x
gammaBll) ./ 0.2e1 + (h .~ 3 .x E ./
(—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 . nu .x H_11

x H.12 + 2 . (1 — nu) .*x H_11 .x
H_21) .*x rhoAll .x rhoB12) ./ 0.24e2 +
(h .xE ./ (—2 . nu .~ 2+ 2) .x (2 .x%

nu .x H.11 .x H_.12 + 2 .x (1 — nu) .x
H_11 .*x H_21) .x gammaAll .x gammaB1l2)
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (=2 .x nu .n

(2

2+ 2) .x (2 .xnu .x H.12 .~ 2 + (1 —
nu) .x (H_-11 .x H_22 + H_12 .x H_21))
.* rhoAl2 .x rhoB12) ./ 0.24e2 + (h .x
E ./ (-2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .%x nu .x
H_.12 .~ 2 + (1 — nu) .x (H_11 .*x H_22
+ H_12 .+ H_21)) .* gammaAl2 .x
gammaB12) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
(—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x H_12

.k H.21 + (1 — nu) .x (H_11 .x H_22 +
H_12 .x H_21)) .* rhoA21 .*x rhoB12) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .x nu .~ 2 + 2)

.k (2 .x nu .x H_.12 .x H_21 + (1 — nu)

ok (Ho11 .% H_22 + H_12 .*x H_21)) .=
gammaA2l .*x gammaBl2) ./ 0.2el + (h .7
3 .xE ./ (-2 .xnu .~2+2) .x ..

Nu ¥ Ho12 % HL22 + 2 % (1 — nu) .»

H_12 .x H_22) .* rhoA22 .x rhoB12) ./
0.24e2 + (h . E ./ (-2 .x nu .~ 2 + 2)
x (2 .x nu . H_12 .x H_22 + 2 .x (1
— nu) .x H.12 .x H_22) .x gammaA22 .x
gammaB12) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
(—2 .« nu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x H_11
x H.21 + 2 .% (1 — nu) .x H_11 .x
H_21) .x rhoAll .x rhoB21l) ./ 0.24e2 +
(h .xE ./ (—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .%
nu .x H.11 .x H.21 + 2 .x (1 — nu) .x
H_11 .x H_21) .x gammaAll .x gammaB21)
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (-2 .*x nu .”
2+ 2) .% (2 . nu .x H_.12 .x H_21 +
(1 —nu) .*x (H_11 .x H_.22 + H_12 .x
H_21)) .* rhoAl2 .x rhoB21l) ./ 0.24e2 +
(h .xE ./ (=2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2
.k nu oLk H-12 % H_21 + (1 — nu) .x (
H_11 .x H_22 + H_12 .*x H_21)) .=
gammaAl2 .x gammaB21l) ./ 0.2el + (h .*
3 .xE ./ (=2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .%
nu .x H.21 .~ 2 + (1 — nu) .x (H_11 .x
H_22 + H_12 .x H_21)) .*x rhoA21 .x
rhoB21) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .x*
nu .~ 2+ 2) .x (2 .« nu .x H.21 .~ 2 +
(1 —nu) .*x (H_11 .x H_22 + H_12 .x
H_21)) .*x gammaA2l .* gammaB2l) ./ 0.2
el+ (h .~3 .xE ./ (—2 .xnu .~ 2+
2) .x (2 . nu .x H.21 .x H.22 + 2 .x
(1 — nu) .x H_12 .* H_22) .* rhoA22 .x
rhoB21) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .%
nu .~ 2+ 2) .x (2 . nu .x H.21 .x
H.22 + 2 .x (1 — nu) .x H_12 .x H_22
.*x gammaA22 .x gammaB21l) ./ 0.2el +
N3 0xE W/ (=2 oxnu N2+ 2) %
% nu .k H_11 .x H_22 + 2 .x (1 — nu)
.x H_21 .~ 2) .*x rhoAll .x rhoB22) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (=2 .x nu .~ 2 + 2)
o (2 .x nu .k H_11 .x H_22 + 2 .x (1
— nu) .x H.21 .~ 2) .*x gammaAll .x
gammaB22) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
(—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 . nu .x H_12
x H.22 + 2 . (1 — nu) .x H_21 .x
H_22) .x rhoAl2 .x rhoB22) ./ 0.24e2 +
(h .x E ./ (—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .x%
nu .x H_12 .x H_.22 + 2 .x (1 — nu) .x
H_21 .x H_22) .x gammaAl2 .x gammaB22)
./ 0.2e1 + (h .3 .xE ./ (-2 . nu ."
2+ 2) .x (2 . nu .x H.21 .x H.22 + 2
.* (1 — nu) .x H_21 .x H_22) .x rhoA2l
.x rhoB22) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (-2
Lk nu LN 2+ 2) .%x (2 0% nu oLk Ho21 L%
H.22 + 2 .x (1 — nu) .x H_21 .x H_22)
.*x gammaA2l .x gammaB22) ./ 0.2el + (h
A3 xE W/ (=2 .oxnu .2+ 2) 0% (2
.k nu .k H.22 .22 4+ 2 0% (1 — nu) .x
H_22 .~ 2) .x rhoA22 .x rhoB22) ./ 0.24

)
(h
(2
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e2 + (h

(2 .x nu
ok H_22
./ 0.2el;

UOG=den.x*D;
end

function UO=densidade_de_energia2(xil,

ii, jj, kk, Geo,

A

x E ./ (-2
% H_22

L% nu
SN2+ 2
2) .* gammaA22

Fis,

N2+ 2) Lk
.x (1 — nu)
.*x gammaB22)

xi2,
Map)

[gammaAll, gammaAl2, gammaA2l, gammaA22,

rhoAll, rhoAl2, rhoA21, rhoA22]=
deformacao_linear(xil, xi2, ii, Geo,
Fis, Map);

[gammaBll, gammaBl2, gammaB21l, gammaB22,

rhoB11,

rhoB12,

rhoB21,

rhoB22]1=

deformacao_nao_linear(xil, xi2, jj, KKk,
Geo, Fis, Map);

Z1=7_(xil,
Z22=7_(xil,

D = sqrt((Z1

N1_1
N1_2
N1_3
N2_1
N2_2
N2_3
N3_1
N3_2
N3_3

(22

(Z1

N1_1

N1_1

| LI O | I I T}

H_22
h=Fis.h;
nu=Fis.nu;
E=Fis.E;

den = (h
k(2

nu)

gammaB1l1)
Lk nu
x H_12 + 2

(—2
H_12)

H_11

2+ 2)

L nu

N1_1 .
X

N2_3;

N2_3;
N2_1 .

N3
.k nu
) .x H_11
0.24e2 + (h
2) .x (2
.+ H_11

xi2,
xi2, 0,

1, 0, Geo);

N2+ 72

SN2+ 1)
—0.1el ./ D
0.1el ./ D
—0.1el ./ D
SN2+ 1)
0.1el ./ D
—0.1el ./ D
—0.1el ./ D
0.1lel ./ D;

A~

Lk

Lk nu

.*x rhoAl2
(h .x E ./ (-2
nu .*x H_11
% H_12)
./ 0.2el + (h
.k
x (1 — nu)
.* rhoB11)
SN2+ 2)

H.21 + 2 .

.k gammaA2l
x E ./ (=2
Sk H
x H_12 .~

0.24e2 + (h
L% Nnu

x H_12
./ 0.2el + (h

3
. onu

k(2
— nu)

gammaB1l1)

N 2)

N2
N2
22

2

2 + N1_.2

N2_1 + N1.2

2 + N2_2

*x E ./ (2
SN2+ 2
.x rhoAll
x E L/ (
x H_11
.k gammaAll .«
./ 0.2el + (h
N2+ 2)

.+ Ho11

2 2)

N3
(2 .x nu

1
2

2 2)

./ D
x 72

ok Z1;
x 72

./ D

k7223
k71

x Z2;

.~ 2 + NL_3
N2_1 + N1.2

SN2+ N223

k(2
.x (1 — nu)
.* rhoB11)
L% Nu
x H_12 + 2
.* gammaAl2
x E ./ (-2
o+ H_11
.+ H_11
./ 0.24e2 + (h
k(2
(1 — nu)
.* gammaB1ll)
L% Nu
1 .x H.22 + 2
) .* rhoA22
x E ./ (
o H_11

—2 .*x nu

1, Geo);

SN2+ 1));

N2
k721

k71
N2

D2
.« N2_2 + N1_3

.k N2_2 + N1_3

N2

.k nu N2+ 2)
. (1 — nu
.x rhoB11) ./
SN2+
k(1 —

—2 .x nu
SN2+ 2
N3 .x E L/

Lk nuoLx H_11
E N & I B
./ 0.24e2 +
SN2+ 2) 0x (2 0%
% (1 — nu) .x
.* gammaB11)
X Nnu o
k H_21 + 2
% H_12) .x rhoA2l
*x E ./ (—2
.k nu oLk H_11 L%
.+ H_11 .x H_12)
./ 0.2el + (h
SN2+ 2) 0x (2
. (1 — nu)
.*x rhoB11l) ./
SN2+ 2)
x H.22 + 2 % (1

AN

.k gammaA22 . x

3 .+« E L/

X nu

(—
H
(

2 nu N2+ 2) .x (2 0% nu oLx H_11
H,12 + 2 .%x (1 — nu) .x H_.11 .x
1) .x rhoAll .x rhoB12) ./ 0.24e2 +
x E ./ (=2 .xnu .2+ 2) % (2 .x%
u .x H.11 .x H_12 + 2 .*x (1 — nu) .x
H_11 .x H_21) gammaAll .=x gammaBlZ)
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (—2 .* nu .
2+ 2) .x (2 . nu .x H_12 .A 2 + (1—
nu) .x (H_-11 .x H_22 + H_12 .x H_21))
.x rhoAl2 .x rhoB12) ./ 0.24e2 + (h .x
E ./ (-2 . nu .~ 2+ 2) .%x (2 .%x nu .x*
H.12 .~ 2 + (1 — nu) .x (H_11 .x H_22
+ H_12 .x H_21)) .* gammaAl2 .=
gammaB12) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
(—2 .« nu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x H_12
% H.21 + (1 — nu) .x (H_11 .x H_22 +
H_.12 .x H_21)) .* rhoA21 .x rhoB12) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .x nu .~ 2 + 2)
% (2 .+ nu .k H.12 .x H.21 + (1 — nu)
% (H-11 .%x H_22 + H_12 .x H_21)) .*
gammaA2l .x gammaBl2) ./ 0.2el + (h
3 .xE ./ (=2 .xnu .2+ 2) (2
nu .x H.12 .x H.22 + 2 .x (1 — nu)
)
~ 2+

2
Lk
2

h
n

>% T

A~

H_12 .x H_22) .*x rhoA22 .x rhoBlZ
0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .*x nu .
I
x H_12 % H_.22 + 2 .x (1 — nu) .x
H 12 .x H_22) .x gammaA22 .x gammaB12)
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (—2 .x nu
N2+ 2) ox (2 oxnu oox HZ11 .x H_21 +
2 .% (1 — nu) .x H_11 .*x H_21) .x
rhoAll .x rhoB21) ./ 0.24e2 + (h .x E
./ (=2 .xnu .2+ 2) % (2 .%x nu .x*
H_11 .x H_.21 + 2 .* (1 — nu) .x H_11 .x
H_21) .x gammaAll .* gammaB21) ./ 0.2
el+ (h .~3 .xE ./ (—2 .xnu .~ 2 +
2) % (2 .xnu .x H.12 .x H_.21 + (1 —
nu) .x (H_11 .x H_22 + H_12 .x H_21))
.x rhoAl2 .x rhoB21) ./ 0.24e2 + (h .x
E ./ (=2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x*
H_12 .x H_.21 + (1 — nu) .x (H_11 .=x
H.22 + H_12 .x H_21)) .* gammaAl2 .x
gammaB21l) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
(—2 .« nu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x H.21
SN2+ (11— nu) ox (HZ11 .x H_22 +
H_12 .x H_21)) .* rhoA21 .x* rhoB2l) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x nu .~ 2 + 2)
.k (2 .x nu .x H.21 .22 + (1 — nu) .x
(H-11 .* H_22 + H_12 .x H_21)) .x
gammaA21l .x gammaB21l) ./ 0.2el + (h .7
3 .xE ./ (=2 .xnu .~2+2) .x (2 .%
nu .x H.21 .x H_.22 + 2 .x (1 — nu) .x
H_12 .x H,22) .x rhoA22 .x rhoB21l) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .x nu .~ 2 + 2)
k(2 .%x nu .k H.21 . H_22 + 2 .x (1
— nu) .x H_12 . _22) .* gammaA22 .x
gammaB21) ./ 0. + (h .~ 3 .xE ./
(—2 .« nu .~ 2 ) .x (2 . nu .x H_11
.k H.22 + 2 .x (1 — nu) .x H.21 .”~ 2)
.* rhoAll .x rhoB22) ./ 0.24e2 + (h .x
E ./ (—2 .xnu .~ 2+ 2) .%x (2 .%x nu .x*
H_.11 .x H.22 + 2 .x (1 — nu) .*x H_21
N 2) gammaAll .x gammaB22) ./ 0.2el
+ (h .3 .xE ./ (-2 .xnu .~ 2 + 2)
x (2 .x nu .k H.12 0% H.22 + 2 . (1 —
nu) .*x H_21 .x H_22) .*x rhoAl2 .x
rhoB22) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x
nu .~ 2+ 2) .x (2 .% nu .x* H,12 i
H.22 + 2 .% (1 — nu) .x H.21 .x H_22
+
.k

+ 2)

* H
2el
+ 2

> %

.% gammaAl2 .x gammaB22) ./ 0.2el
N3 . E W/ (=2 oxnu N2+ 2)

% nu . H_21 .x H_22 + 2 .x (1 — nu
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.k H_21 .x H_22) .* rhoA2l1 .x rhoB22) N3 .xE L/ (2 .xnu N2+ 2) 0% (2
./ 0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .x nu .~ 2 + % nu .k H_11 .%x H_22 + 2 .x (1 — nu)
2) .x (2 .x nu .x H.21 .x H_.22 + 2 .x % H_12 .~ 2) .x rhoA22 .x rhoBll) ./
(1 — nu) .x H_21 .*% H_22) .*x gammaA2l 0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x nu .~ 2 + 2)
.* gammaB22) ./ 0.2el1 + (h .~ 3 .x E ./ k(2 .% nu oLk HO11 0% HZ22 + 2 % (1
(—2 .« nu .~ 2+ 2) .x (2 .%x nu .x* — nu) .x H_12 .~ 2) .*x gammaA22 .x*
H.22 .22+ 2 .%x (1 — nu) .x H.22 .~ 2) gammaB1l) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
.* rhoA22 .x rhoB22) ./ 0.24e2 + (h .x (—2 .« nu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x H_11
E ./ (—2 .xnu .~2+2) .x (2 .x nu ok H-12 + 2 .x (1 — nu) .x H_11 .x
Kk H.22 .22+ 2 0% (1 — nu) .x H.22 .7 H_21) .x rhoAll .x rhoB12) ./ 0.24e2 +
2) .*x gammaA22 .x gammaB22) ./ 0.2el; (h .x E ./ (—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .%
U0=2.xden.xD; nu .x H_11 .x H_12 + 2 .x (1 — nu) .x
end H_11 .x H_21) .x gammaAll .* gammaB12)
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (-2 .*x nu .”
function U0=densidade_de_energia3(xil, xi2, 2+ 2) .x (2 .xnu .x H.12 .~ 2 + (1 —
ii, jj, kk, 11, Geo, Fis, Map) nu) .x (H_-11 .x H_22 + H_12 .x H_21))
.x rhoAl2 .x rhoB12) ./ 0.24e2 + (h .x
[gammaAll, gammaAl2, gammaA2l, gammaA22, E ./ (=2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x*
rhoAll, rhoAl2, rhoA21, rhoA22]= H_.12 .~ 2 + (1 — nu) .x (H_11 .*x H_22
deformacao_nao_linear(xil, xi2, ii, jj, + H_12 .x H_21)) .* gammaAl2 .x*
Geo, Fis, Map); gammaB12) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
[gammaBll, gammaBl12, gammaB21l, gammaB22, (—2 .« nu .~ 2+ 2) .x ...
rhoBl11l, rhoB12, rhoB21, rhoB22]= (2 .x nu .x H.12 .x H_.21 + (1 — nu) .x (
deformacao_nao_linear(xil, xi2, kk, 11, H_11 .x H_22 + H_12 .x H_21)) .x*x rhoA21l
Geo, Fis, Map); .x rhoB12) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (-2
knu LN 24+ 2) .x (2 .k nu oLk Ho12 L%
Z1=7_(xil, xi2, 1, 0, Geo); H.21 + (1 — nu) .x (H_11 .x H_22 + H_12
Z2=7_(xil, xi2, 0, 1, Geo); ok H_21)) .* gammaA2l .x gammaBl2) ./
0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (—2 .x nu .~ 2
D =sqrt((Z1 .~ 2+ 22 .~ 2+ 1)); + 2) % (2 .* nu .*x H.12 .x H_22 + 2 .x
(1 — nu) .* H_12 .*x H_22) .* rhoA22 .x
N1_-1=(Z2 .~ 2+1) ./ D .» 2; rhoB12) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x*
N1_.2 = —0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1; nu .~ 2+ 2) .x (2 .xnu .x H.12 .x
N1.3 =0.1el ./ D .™ 2 .x Z1; H.22 + 2 .x (1 — nu) .x H_.12 .x H_22)
N2_1 = —0.1el ./ D .~ 2 .x Z2 .x Z1; .* gammaA22 .*x gammaBl2) ./ 0.2el + (h
N2_.2 =(Z21 .~ 2+1) ./ D .~ 2; N3 .xE L/ (=2 .xnu N2+ 2) 0% (2
N2_3 = 0.1el ./ D .~ 2 .x Z2; Lk nu oLk H-11 .x H_21 + 2 .x (1 — nu)
N3_1 = —0.1el ./ D .x Z1; % H_11 .x H_21) .x rhoAll .x rhoB21)
N3_.2 = —0.1el ./ D .x Z2; ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (-2 .*x nu .~ 2 +
N3_3 = 0.1lel ./ D; 2) .%x (2 .* nu .*x H.11 .x H_21 + 2 .x
(1 — nu) .* H_11 .x H_21) .* gammaAll
H_11 = N1_1 .~ 2 + N1_.2 .~ 2 + N1_.3 .~ 2; .* gammaB21) ./ 0.2el + (h .~ 3 .x E ./
H_.12 = N1_1 .x N2_1 + N1_2 .x N2_2 + N1_3 (—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x
.k N2_3; H_.12 .x H_.21 + (1 — nu) .x (H_11 .=x
H_.21 = N1_1 .x N2_1 + N1_.2 .x N2_2 + N1_3 H_22 + H_12 .x H_21)) .* rhoAl2 .x
.x N2_3; rhoB21) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x*
H.22 = N2_1 .~ 2 + N2_2 .~ 2 + N2_3 .~ 2; nu .~ 2+ 2) .x (2 . nu .x H.12 .x
H.21 + (1 — nu) .x (H_11 .x H_22 + H_12
h=Fis.h; ok H_21)) .* gammaAl2 .x gammaB21l) ./
nu=Fis.nu; 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (—2 .x nu .~ 2
E=Fis.E; +2) % (2 . nu .x H.21 .~ 2+ (1 — nu
) .*x (H_11 .x H_22 + H_12 .x H_21)) .x
den = (h .3 .xE ./ (-2 .* nu .~ 2 + 2) rhoA21 .x rhoB2l) ./ 0.24e2 + (h .x E
. (2 .xnu .x H.11 .22+ 2 .%x (1 — nu /(=2 .k nu .2+ 2) % (2 .xnu L%
) .*% H_11 .~ 2) .x rhoAll .x rhoBll) ./ H.21 .~ 2+ (1 — nu) .x (H_11 .x H_22 +
0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x nu .~ 2 + H_12 .x H_21)) .*x gammaA2l .x gammaB21
2) .%x (2 .xnu .x H.11 .~ 2 + 2 .x (1 — ) ./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (=2 .x nu
nu) .*x H_11 .~ 2) .x gammaAll .x* SN2+ 2) .x (2 0k nuoox H.21 .+ H_22 +
gammaBll) ./ 0.2el1 + (h .~ 3 .x E ./ 2 .% (1 —nu) .x H_12 .* H_22) .x
(—2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 . nu .x H_11 rhoA22 .x rhoB21) ./ 0.24e2 + (h .x E
% H.12 + 2 .%x (1 — nu) .x H_11 .x /(=2 .k nu .2+ 2) % (2 .xnu L%
H_12) .x rhoAl2 .x rhoBll) ./ 0.24e2 + H_21 .x H.22 + 2 .* (1 — nu) .*x H_12 .x
(h .xE ./ (=2 .xnu .~ 2+ 2) .x (2 .% H_22) .x gammaA22 .x gammaB21l) ./ 0.2
nu .x H_-11 .« H_12 + 2 .x (1 — nu) .x el+(h .23 .xE ./ (-2 .xnu .~ 2+
H_11 .* H_12) .x gammaAl2 .x gammaBll) 2) .x (2 .x nu .x H.11 .* H.22 + 2 .x*
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (-2 .x nu .” (1 — nu) .x H.21 .~ 2) .x rhoAll .x
2+ 2) .x (2 . nu .*x H.11 .x H.21 + 2 rhoB22) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x*
.x (1 — nu) .x H_11 .x H_12) .x rhoA2l nu .~ 2+ 2) .x (2 . nu .x H.11 .x
.x rhoBl1l) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (-2 H.22 + 2 .x (1 — nu) .x H.21 .~ 2) .x
knu N2+ 2) ux (2 .x nuoWx HZo11 L% gammaAll .x gammaB22) ./ 0.2el + (h .”»
H.21 + 2 . (1 — nu) .x H_11 .x H_12) 3 .xE ./ (-2 .xnu .2+ 2) .x (2 .%
.* gammaA2l .x gammaBll) ./ 0.2el + (h nu .*x H.12 .x H.22 + 2 .* (1 — nu) .=*
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H_.21 .x H_22) .x rhoAl2 .x rhoB22) ./
0.24e2 + (h .x E ./ (=2 .x nu .~ 2 + 2)
k(2 .% nu . H_12 .x H_22 + 2 .x (1

— nu) .x H_21 .* H_22) .*x gammaAl2 .x*
gammaB22) ./ 0.2el1 + (h .~ 3 .x E ./
(=2 .« nu .~ 2+ 2) .x (2 .x nu .x H.21
x H.22 + 2 .% (1 — nu) .x H_21 .x
H_22) .x rhoA21 .x rhoB22) ./ 0.24e2 +
(h .xE ./ (—2 . nu .~ 2+ 2) .x (2 .x%
nu .x H.21 .x H_.22 + 2 .x (1 — nu) .x

Func¢do de Mapeamento.

function [Map,nvars]=mapeamento(N_u, N_v,
N_w)

nvars=N_u+N_v+N_w;
Map=zeros(nvars,2);

cont=1;

for j=1:N_u
Map(cont,:)=[1,j1;
cont=cont+1;

end

Classe que armazena os funcionais de energia.

classdef energia_casca
properties
ul_string
u2_string
u3_string
Z string

Geo

Fis
Integral
Carga

Map

%Matriz de massa
VarsCinetica
Cinetica

%Energia potencial da carga
Varso0
uo

%Energia potencial elastica
Varsl

omegal
end
methods
function E=energia_total(obj, u, v)
div=(obj.Fis.Exobj.Fis.h"2);

H 21 .x H_22) .x gammaA2l .x gammaB22)
./ 0.2e1 + (h .~ 3 .xE ./ (—2 .* nu .
2+ 2) .%x (2 .xnu .x H.22 .~ 2 + 2 .
(1 — nu) .x H.22 .~ 2) .x rhoA22 .x
rhoB22) ./ 0.24e2 + (h .x E ./ (—2 .x
nu .~ 2+2) .x (2 .xnu .x H.22 .~ 2 +
2 .x (1 —nu) .x H.22 .~ 2) .x
gammaA22 .*x gammaB22) ./ 0.2el;
UO=den.=D;

end

for j=1:N_v
Map(cont,:)=[2,j1;
cont=cont+1;

end

for j=1:N_w
Map(cont,:)=[3,j1;
cont=cont+1;

end

h=0bj.Fis.h;

u=uxh;
v=vx(h);

EC=v'x*energia_casca.
tensor_vetor(obj.Cinetica,
obj.VarsCinetica, v);

Kl=energia_casca.tensor_vetor(
obj.Ul, obj.Varsl, u);
K2=energia_casca.tensor_vetor(
obj.U2, obj.Vars2, u);
K3=energia_casca.tensor_vetor(
obj.U3, obj.Vars3, u);

EP=u'*(K1+K2+K3);
E=EP+EC;

end

function [M, C, K, fnl, f_0, omegal

, outdof, n_gdl]=build_model(
energia, alpha, beta, forca)

%% GDL de saida
[~, outdof]=ismember([3 11,
energia.Map, 'rows');

n_gdl=size(energia.Map,1);
%% Energia cinetica

subs=energia.VarsCinetica;
vals=energia.Cinetica;

energia_cinetica=sptensor(subs,
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vals, n_gdlxones(1,2));

%% Energia potencial
% Carregamento
subs=energia.Varso0;
vals=energia.Uo;
energia_potencial@=sptensor(
subs, vals, n_gdlxones(1,1)
);
% Rigidez linear
subs=energia.Varsl;
vals=energia.Ul;
energia_potenciall=sptensor(
subs, vals, n_gdlxones(1,2)
);
% Rigidez quadratica
subs=energia.Vars2;
vals=energia.U2;
energia_potencial2=sptensor(
subs, vals, n_gdlxones(1,3)
);

% Rigidez cubica
subs=energia.Vars3;
vals=energia.U3;
energia_potencial3=sptensor(
subs, vals, n_gdlxones(1,4)

);

%% Determinacao dos
coeficientes do sistema
dinamico

M=derivada_energia(
energia_cinetica);
K=derivada_energia(
energia_potenciall);
% Converter em sparse matrix
M=sparse(M.subs(:,1), M.subs
(:,2), M.vals, n_gdl, n_gdl
);
K=sparse(K.subs(:,1), K.subs
(:,2), K.vals, n_gdl, n_gdl
);

% Autoproblema
[Auto_vetores,Auto_valores]=
eigs(K,M, n_gdl);
[~,ind] = sort(diag(
Auto_valores));
Auto_valores = Auto_valores(ind
,ind);
Auto_vetores=Auto_vetores(:,ind
);
omegal=sqrt(Auto_valores(1l,1));
energia.omegal=omegal;

% Normalizacao
div=(energia.Fis.Exenergia.Fis.

end

end

end

h~2);
h=energia.Fis.h;

K=K.xh./div;

M=M. xh.x(omegal)~2./div;
K=full(K);

M=full(M);

fnl{l}=derivada_energia(
energia_potencial?2);
fnl{2}=derivada_energia(
energia_potencial3);

fnl{1}=fn1{1}.xh"2./div;
fnl{2}=fn1{2}.xh"3./div;

% Amortecimento

C=alphaxM+betaxK;

f_0=double(derivada_energia(
energia_potencial®@))./div*
forca;

methods (Static)

end

function F=tensor_vetor(KK, Coord,

end

X, Y, Z)
ordem=size(Coord,2);
if(nargin==3)
indice=ones(ordem—1);
elseif(nargin==ordem+1)
if(ordem==3)
X=[X YI;
indice=[1l:ordem—1];
elseif(ordem==4)
X=[XY Z];
indice=[1:ordem—1];
end
else
error('Ordem do tensor
incompativel com o
numero de argumentos da
funcao');
end
F=zeros(size(X,1),1);
nparcelas=size(KK,1);
for i=l:nparcelas
linha=Coord(i,1);
p=KK(i, 1);
for j=2:ordem
p=p*X(Coord(i,j),indice
(3-1));
end

F(linha,1l)=F(linha,1l)+p;
end

A.2 Determinacao das equacoes de equilibrio

Classe que deduz e armazena o sistema de equilibrio dinamico.
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classdef dinamica_casca
properties

end

energia

alpha
beta
forca0

C

M

Minv

K

fnl
fnl_matriz
f_0

RF

j_fnl
j_fnl_matriz

outdof
n_gdl

n_vars
n_pars

omegal

auto_valores
auto_vetores

methods

function [y, J]=FuncEJacob(din, t,
X, pars)
Omega=pars(1l,1);
amort=pars(2,1);
T=2xpi/0Omega;

n=size(x,2);

ul=x(1l:din.n_gdl,:);

v=x(din.n_gdl+1:2*xdin.n_gd1l,:);

u2=reshape(permute(permute(ul,
[321]) .xul, [1 3 2]),
size(ul,1l)x*size(ul, 1), size
(u1,2), 1);

u3=reshape(permute(permute(u2,
[321]) .xul, [1 3 2]),
size(u2,1)*size(ul,1l), size
(ul,2), 1);

FK=din.Kxul+din.fnl_matriz{1}x*
u2+din.fnl_matriz{2}*u3;
y=zeros(din.n_vars,n);
y(l:din.n_gdl, :)=Tx*v;
y(din.n_gdl+1:2*din.n_gdl, :)=Tx*
din.Minvx(—amortxdin.Cxv—FK

)

J_amortecimento=repmat(—T*din.
Minvxamortxdin.C, 1, 1, n);

Jnl=din.j_fnl_matriz{1}*ul+din.
j_fnl_matriz{2}*u2;

Jnl=reshape(JInl, din.n_gdl, din
.n_gdl, n);

J_rigidez=repmat(din.K, 1, 1, n
)+Inl;

J_rigidez=pagemtimes(—Tx*din.
Minv, J_rigidez);

J=zeros(din.n_vars+din.n_pars,
din.n_vars+din.n_pars, n);

J(1l:din.n_gdl, din.n_gdl+1:2x*
din.n_gdl, :)=repmat(Txeye(
din.n_gdl, din.n_gdl), 1,
1, n);

J(din.n_gd1+1:2*din.n_gdl, 1:
din.n_gdl, :)=J_rigidez;

J(din.n_gd1+1:2*din.n_gdl, din.
n_gdl+1:2*xdin.n_gdl, :)=
J_amortecimento;

%parametros
%Derivada omega
J_omega=zeros(din.n_vars,1,n);
J_omega(l:din.n_gdl,1,:)=v;
J_omega(din.n_gdl+1:2*xdin.n_gdl
,1,:)=pagemtimes(din.Minv
, (—amortxdin.Cxv—FK));
J_omega=J_omegax*(—2*pi/Omega”2)

’

%Derivada amortecimento

J_amortecimento=zeros(din.
n_vars,1,n);

J_amortecimento(din.n_gdl+1:2x*
din.n_gd1l,1, :)=pagemtimes(T
*din.Minv, (—din.Cxv));

J_pars=cat(2, J_omega,
J_amortecimento);
J(1:din.n_vars, din.n_vars+1:
din.n_vars+din.n_pars, :)=
J_pars;
end
function y=Func(din, t, x, pars)
Omega=pars(1,1);
amort=pars(2,1);
T=2xpi/Omega;

n=size(x,2);

ul=x(1l:din.n_gd1l,:);

v=x(din.n_gdl+1:2xdin.n_gdl, :);

u2=reshape(permute(permute(ul,
[321]) .xul, [132]),
size(ul,1)*size(ul,1), size
(ul,2), 1);

u3=reshape(permute(permute(u2,
[321]) . ul, [1 3 2]),
size(u2,1)*size(ul,1l), size
(ul,2), 1);

FK=din.Kxul+din.fnl_matriz{1}=*
u2+din.fnl_matriz{2}=*u3;

y=zeros(din.n_vars,n);

y(l:din.n_gdl, :)=Tx*v;

y(din.n_gdl+1:2xdin.n_gdl, : )=Tx*
din.Minvx(—amortxdin.Cxv—FK
)i

end

function J=Jacob_x(din, t, x, pars)
Omega=pars(1,1);
amort=pars(2,1);
T=2xpi/0Omega;

n=size(x,2);
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end

ul=x(1l:din.n_gdl,:);
%v=x(din.n_gdl+1:2xdin.n_gdl,:)

u2=réshape(permute(permute(ul,

[321]) .xul, [132]),
size(ul,1l)*size(ul, 1), size
(ul,2), 1);
%u3=reshape(permute(permute(u2,
[321]) .xul, [1 3 2]),
size(u2,1)*size(ul,1l), size
(ul,2), 1);

J_amortecimento=repmat(—T*din.
Minvxamortxdin.C, 1, 1, n);

Jnl=din.j_fnl_matriz{1}*ul+din.
j_fnl_matriz{2}*u2;

Jnl=reshape(Jnl, din.n_gdl, din
.n_gdl, n);

J_rigidez=repmat(din.K, 1, 1, n
)+Inl;

J_rigidez=pagemtimes(—T*din.
Minv, J_rigidez);

J=zeros(din.n_vars, din.n_vars,

nj);

J(1:din.n_gdl, din.n_gdl+1:2x
din.n_gdl, :)=repmat(Txeye(
din.n_gdl, din.n_gdl), 1,
1, n);

J(din.n_gdl+1:2%din.n_gdl, 1:
din.n_gdl, :)=J_rigidez;

J(din.n_gdl+1:2*din.n_gdl, din.
n_gdl+1:2*xdin.n_gdl, :)=
J_amortecimento;

function J=Jacob_pars(din, t, x,

pars)
Omega=pars(1l,1);
amort=pars(2,1);
T=2xpi/0Omega;

n=size(x,2);

%Derivada Omega
ul=x(1l:din.n_gdl,:);
v=x(din.n_gdl+1:2*din.n_gdl,:);
u2=reshape(permute(permute(ul,

[3 2 1]) . ul, [1 3 2]),
size(ul,1l)*size(ul, 1), size
(u1,2), 1);

u3=reshape(permute(permute(u2,
[321]) .x ul, [1 3 2]),
size(u2,1)*size(ul,1l), size
(ul,2), 1);

FK=din.Kxul+din.fnl_matriz{1}x*
u2+din.fnl_matriz{2}*u3;
J_omega=zeros(din.n_vars,1l,n);
J_omega(l:din.n_gdl,1,:)=v;
J_omega(din.n_gdl+1:2*xdin.n_gdl
,1,:)=pagemtimes(din.Minv
, (—amortxdin.Cxv—FK));
J_omega=]_omegax(—2+pi/0mega”2)

end

end

end

%Derivada amortecimento

J_amortecimento=zeros(din.
n_vars,1l,n);

J_amortecimento(din.n_gdl+1:2x*
din.n_gdl,1,:)=pagemtimes (T
*din.Minv, (—din.Cxv));

J=cat(2, J_omega,
J_amortecimento);

function din=gerar_modelo(din)

end

[din.M, din.C, din.K, din.fnl,
din.f_0, din.omegal, din.
outdof, din.n_gdl]=
build_model(din.energia,
din.alpha, din.beta, din.
forca0);

din.Minv=inv(din.M);

[din.auto_vetores,din.
auto_valores]=eigs(din.K,
din.M, din.n_gdl);

[~,ind] = sort(diag(din.

auto_valores));

.auto_valores = din.

auto_valores(ind,ind);

.auto_vetores=din.

auto_vetores(:,ind);

II=din.auto_vetores'*din.Mx«din.
auto_vetores;

din

din

for i=1l:din.n_gdl

din.auto_vetores(:,i)=din.
auto_vetores(:,1i)*sqrt(
II(i,1));

end

din.n_vars=din.n_gdlx*2;

din.n_pars=2;

for i=l:numel(din.fnl)

din.j_fnl{i}=derivada_forca
(din.fnl{i});

m_i=reshape(din.fnl{i}, [
din.n_gdl din.n_gd1l~(i
+1)1);

din.fnl_matriz{i}=sparse(
m_i.subs(:,1), m_i.subs
(:,2), m_i.vals, din.
n_gdl, din.n_gdl”(i+1))

m_i=reshape(din.j_fnl{i}, [
din.n_gd1l”2 din.n_gdl"i
1);
din.j_fnl_matriz{i}=sparse(
m_i.subs(:,1), m_i.subs
(:,2), m_i.vals, din.
n_gdl”2, din.n_gdl"i);
end

FE A. X C. PINHO

Apéndice



270

TO001E24: Andlise dindmica ndo linear de cascas de dupla curvatura

A.3 Método de continuacao

% Essa funcao performa a analise de
vibracao livre de cascas

% por meio dos metodos do tiro e da
continuacao

function Cont()

% Limpeza de todas as variaveis
clc;

clear all;

clearvars —global;
fclose('all');

close('all');

restoredefaultpath

addpath('Resultados\');
addpath('Problema\');

function Arco(par, prob, cam, f_nome)

u=cam.u0;

h=par.ho;

w=par.wo;

testelU=0;

if isempty(cam.t0)
%Preditor
[~,Ju]=prob.ResiduoEJacobiana(u);
tU=VetorTangente(Ju);

else
tU=cam.t0;

end

% Algoritmo de continuacao
for n=1:par.nmax

v=u+h*xwxtU;

lineLength=0;

for i=1l:par.imax
sCorretor
[H,Jv]=prob.ResiduoEJacobiana(v);
dv=pinv(full(Jv))*(H);
v=v—dv;

errol=norm(H, 2);

erro2=norm(dv, 2)/norm(v,2);

fprintf(repmat('\b',1,lineLength))

lineLength = fprintf(' i=%i errol
/tol=%f erro2/tol=%f\n',1i,
errol/par.tolR, erro2/par.tolU)

if(errol<par.tolR || erro2<par.tolU
)
fprintf(repmat('\b',1,
linelLength))
break;
end
end
tV=VetorTangente(Jv);

alpha=acos(dot(tU,tV));

addpath('..\classes\"');
addpath('C:\Matlab');
addpath('C:\Matlab\tensor_toolbox\"');

addpath('Inicializacao\');

=

Inicializacao dos parametros iniciais do
metodo

[par, prob, cam]=InicializacaoMassaMola();

o° o

%
Nome do arquivo de saida
_name='cam_massa_mola.mat"';

—h o° of

Arco(par, prob, cam, f_name);

if(i+l>par.imax) || (abs(alphax180/pi)>
par.alpha_maxl && ~(abs(alphax180/
pi)>par.alpha_max2))
h=h/2;
fprintf('Reducao do passo, i=%i
alpha=%e\n', i, alphax180/pi);
if(h<par.hmin)
fprintf('\n\n ERRO, passo muito
pequeno \n\n');
save(fullfile('Resultados’',
f_nome), 'prob', ‘cam',
par');
return;

end
continue;
end

[testeV, tipo_bpl=prob.Teste(v,Jv);

if(testeUxtesteV<0)
save(fullfile('Resultados',sprintf(
'%s_bk', f_nome)), 'prob', 'cam
", 'par');

fprintf('\nBifurcacao\n\n');
end

if(dot(tU,tV)<0 && n~=1)
fprintf('\nBrach Point\n\n');
w=—W;

end

u=v;
tu=tVv;

Ju=Jv;

testeU=testeV;
prob=prob.Atualizar_RF(u);

h=min (h*min([max([sqrt(par.i_controle/i
);0.51);1.3]1), par.hmax);

i=%1 u_l=%e u_end=%e
errol=%e erro2=%e alpha=%e
h=%e teste=%e \n', n,i, u(l,1),
u(end—1,1), errol, erro2, alpha

fprintf('n=%1i
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*180/pi, h, testeV);

% Saida de dados
prob.Saida(u);
estabilidade=testeV;
cam=cam.Adicionar_ponto(u, tV,

estabilidade);
save(fullfile('Resultados',f_nome), '
prob', 'cam', 'par');

if(prob.VerificarLimites(u))
break;
end
end
save(fullfile('Resultados',f_nome), 'prob',
‘cam', 'par');

end

A.4 Determinacio do residuo e da jacobiana pelo método do

tiro simples

function [R,J]=ResiduoEJacobiana(u)

global din_casca_total

% 0 amortecimento ¢ eh transformado em uma
condicao inicial para o calculo

da matriz jacobinada sendo X=[x; beta]
sendo X'=F(X)=[Func(x);0]

0 valor de Y=[X; DfDX] representa o
problema estendido para o calculo da

matriz jacobiana. 0 calculo da matriz
jacobiana eh similar ao calculo da

s matriz de monodromia da teoria de Floquet
. A matriz C tambem aparece na

teoria de Floquet e seu valor inicial eh
a matriz identidade.

0 valor inicial de Y eh YO0=[X;
]

o°

o°

o°

N

o°

Identidade

o°

%Periodo
T=din_casca_total.N_periodo;

nvars_PVI=size(u,1l)—1;
x=u(l:nvars_PVI—1,1);
X=u(l:nvars_PVI,1);
w=u(end, 1);

CO=eye(nvars_PVI, nvars_PVI);
YOo=[X; reshape(CO,[1,1)];

fun=@(tt, xx) PBFun_DFDY(tt, xx, w,
nvars_PVI);

options = odeset('RelTol',le—7);
[~,Y]=0de89(fun, [0 TIl, YO, options);
Y_final=Y(end,:)"';
x_final=Y_final(1l:nvars_PVI—1,1);
beta_final=Y_final(nvars_PVI,1);

J=reshape(Y_final(nvars_PVI+l:end, 1),
nvars_PVI, nvars_PVI)—CO;

%Jacobiana da frequencia

J(1:nvars_PVI—1, end+1)=Jacob_T(
din_casca_total, T, x_final,
~2);

1/w)*(—1/w

%Jacobiana da restricao de fase
uO=din_casca_total.u0;

x0=u0(1: (nvars_PVI-1),1);
beta®=uO@(nvars_PVI,1);

wO=u0 (nvars_PVI+1,1);
din_casca_total.beta=beta0;
F_aux=Func(din_casca_total, 0, x0, 1/w0);
J(nvars_PVI, 1l:nvars_PVI—1)=—F_aux;

%Calculo do residuo de lambuja
if nargout > 1
R=x_final—x;
R(end+1, 1)=dot(x0—x,
end
end

F_aux);

function dFdY=PBFun_DFDY(t, Y, w, nvars_PVI

)

global din_casca_total

x=Y(1l:(nvars_PVI-1),1);
beta=Y(nvars_PVI,1);
din_casca_total.beta=beta;

C=reshape(Y(nvars_PVI+l:end,1),nvars_PVI,
nvars_PVI);

1/w);
1/w);

J1=Jacob_x(din_casca_total, t, x,
J2=Jacob_beta(din_casca_total, t, x,
J=[J1, J121;

J(end+1, :)=0;

M=J%C;
F=Func(din_casca_total, t, x, 1/w);
F(end+1)=0;

dFdY=[F; reshape(M, [1, 1)];

end
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A.5 Determinacio do residuo e da jacobiana pelo método do

tiro maltiplo

function [R,J] = ...

ResiduoEJacobiana3(x, pars, prob)
din=prob.dados;

MSM=prob.MSM;

%Periodo
T=prob.N_periodo;

n_vars=din.n_vars;
n_pars=din.n_pars;
n_tot=n_vars+n_pars;

n_vars_cont=size(x,1);
n_tot_cont=n_vars_cont+n_pars;

X0=x(1l:n_vars*MSM,1);

x0=reshape(x, n_vars, MSM);

Co=repmat (reshape(eye(n_vars+n_pars, n_vars
+n_pars), [], 1), 1, MSM);

YO0=cat(1l, x0, CO);

fun=@(tt, xx) Fun_DFDY(tt, xx, pars, MSM,
din);

if(isempty(prob.ODE_TOL))
options = odeset('RelTol',le—5);
else
options = odeset('RelTol',prob.0DE_TOL)

’

end

[~,Y]=0de45(fun, [0 T/MSM], YO, options);

Y=reshape(Y(end, :)', [1, MSM);

y=Y(l:n_vars, :);

J_i=reshape(Y(n_vars+l:end, :),
n_tot, MSM);

n_tot,

%Para restricao de fase
X_RF=prob.X_RF;
pars_RF=prob.pars_RF;
J=sparse(n_vars_cont+l, n_tot_cont);

for i=1:MSM
x_final=y(:,1);

Ji=J_i(:,:,1);

J_x=Ji(l:n_vars, l:n_vars);

J_pars=Ji(l:n_vars, n_vars+l:n_tot);

X_RF_i=X_RF((i—1)*n_vars+l:n_varsx*i,1);

F_RF((i—1)*n_vars+l:n_varsxi,1)=Func(
din, 0, x_RF_i, pars_RF);

J_RF=—F_RF((i—1)*n_vars+l:n_varsxi,1)';

J((i—1)*n_vars+l:n_varsx*i, (i—1)*xn_vars
+1l:n_vars*i)=—eye(n_vars,n_vars);
if i~=MSM
J(ixn_vars+l:n_varsx*(i+l), (i—1)x*
n_vars+l:n_varsx*i)=J_x;
J(ixn_vars+l:n_varsx(i+l),
n_vars_cont+l:n_tot_cont)=

J_pars;
else
J(1l:n_vars, (i—1)xn_vars+l:n_varsxi)
=J_X;
J(1:n_vars, n_vars_cont+1:
n_tot_cont)=]_pars;
end
J(end, (i—1)*n_vars+l:n_varsx*i)=J_RF;
if (i~=MSM)
X_final(ixn_vars+l:n_varsx(i+l),1)=
x_final;
else
X_final(l:n_vars,1l)=x_final;
end
end
%Calculo do residuo de lambuja
if nargout > 1
R=X_final-—Xo0;
R(end+1, 1)=dot(X_RF—XO0, F_RF);
end
end

function dFdY=Fun_DFDY(t, Y, pars, MSM, din
)

n_tot=din.n_vars+din.n_pars;
Y=reshape(Y, [], MSM);
x=Y(l:din.n_vars,:);

C=reshape(Y(din.n_vars+l:end,:),n_tot,n_tot
1)

[F,J]=FuncEJacob(din, t, x, pars);

M=reshape(pagemtimes(J, C), n_totxn_tot,
(1, 1);
dFdY=reshape([F;M], [1,1);

end
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A.6 Determinacio do residuo e da jacobiana pelo método do

balanco harmoénico

classdef dinamica_casca_bh_AFT
properties
energia

alpha

beta
forca0

fnl
fnl_matriz
f_0

RF

j_fnl
j—fnl_matriz

outdof
n

n_vars
n_pars
omegal

auto_valores
auto_vetores

H
N
tempo

E
Einv

Nablal
Nabla2

Harmonicos

tolAdapt
end

methods

function y=Func(din, t, x, pars)

Omega=pars(1,1);
amort=pars(2,1);
T=2*pi/Omega;

u=x(1l:din.n,1);
v=x(din.n+1:2*din.n,1);
u2=kron(u,u);
u3=kron(u2,u);

FK=din.Kxu+din.fnl_matriz{1}x*u2
+din.fnl_matriz{2}*u3;
y=zeros(2xdin.n,1);
y(l:din.n,1)=Txv;
y(din.n+1:2*din.n,1)=T*xdin.Minv
*(—amortxdin.Cxv—FK);
end

function [R, J]=ResiduoEJacobSemRF (
din, Q, harm, pars)
[R, J_Q]=ResiduoEJacob_Q(din, Q
, harm, pars);

J_pars=Jacob_pars(din, Q, harm,
pars);

J=[J_Q, J_pars];
end
function R_Q=ResiduoSemRF(din, Q,
harm, pars)
R_Q=Residuo_Q(din, Q, harm,
pars);
end

function [R, J]=ResiduoEJacobComRF (
din, Q, harm, pars)
[R_Q, J_Q]=ResiduoEJacob_Q(din,
Q, harm, pars);

J_pars=Jacob_pars(din, Q, harm,
pars);

J_RF_Q=Jacob_RF_Q(din, Q, harm,
pars);

J_RF_pars=Jacob_RF_pars(din, Q,
harm, pars);

R_RF=Residuo_RF(din, Q, harm,
pars);

R=[R_Q;R_RF];
J=[J_Q, J_pars;
J_RF_Q, J_RF_pars];
end
function R=ResiduoComRF(din, Q,
harm, pars)
R_Q=Residuo_Q(din, Q, harm,
pars);
R_RF=Residuo_RF(din, Q, harm,
pars);

R=[R_Q;R_RF];
end

function R=Residuo_Q(din, Q, harm,
pars)
Omega=pars(1l,1);
amort=pars(2,1);
forca=pars(3,1);

FM=0mega”~2*(din.MM(harm, harm)*Q

)i
FC=amort+Omegax*(din.CC(harm,
harm)=Q) ;
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FK=(din.KK(harm,harm)xQ);

x1=din.Q_to_x(Q, harm);

x2=reshape(permute(permute(x1,
[321]) .x x1, [13 2]),
size(x1,1)*size(x1,1), size
(x1,2), 1);

x3=reshape(permute(permute(x2,
[321]) .x x1, [13 2]),
size(x2,1)*size(x1,1), size
(x1,2), 1);

Fnl=din.fnl_matriz{1}*x2+din.
fnl_matriz{2}*x3;

Fnl_Q=din.Einv(harm, :)*reshape(
Fnl, din.nxdin.N, 1, 1);

R=FM+FC+FK+Fn1_Q—forcaxdin.FF(
harm,1);

end

function [R, J]=ResiduoEJacob_Q(din
, Q, harm, pars)
Omega=pars(1l,1);
amort=pars(2,1);
forca=pars(3,1);

FM=0mega”~2*(din.MM(harm,harm)*Q

FC=am6rt*0mega*(din.CC(harm,
harm)=Q) ;
FK=(din.KK(harm,harm)x*Q);

x1=din.Q_to_x(Q, harm);

x2=reshape(permute(permute(x1,
[321]) . x1, [13 2]),
size(x1,1)*size(x1,1), size
(x1,2), 1);

x3=reshape(permute(permute(x2,
[321]) . x1, [13 2]),
size(x2,1)x*size(x1,1), size
(x1,2), 1);

Fnl=din.fnl_matriz{1}*x2+din.
fnl_matriz{2}*x3;

Fnl_Q=din.Einv(harm, :)*xreshape(
Fnl, din.nxdin.N, 1, 1);

R=FM+FC+FK+Fn1_Q—forcaxdin.FF(
harm,1);

JM=0mega”~2*din.MM(harm,harm);
JC=amort+x0mega*din.CC(harm,harm

) ’
JK=din.KK(harm,harm);

Jnl=din.j_fnl_matriz{1}*x1+din.
j_fnl_matriz{2}*x2;
Jnl=reshape(Jnl, din.n, din.n,
din.N);
Kcell = cellfun(@sparse,
num2cell(JInl,[1,2]), 'uni'
00 ),
Jnl=blkdiag(Kcell{:});
Jnl=din.Einv(harm, :)*xInl*din.E
(:,harm);

J=IM+JC+JK+In1l;
end

function J=Jacob_pars(din, Q, harm,
pars)
Omega=pars(1,1);

amortecimento=pars(2,1);
forca=pars(3,1);

%Derivada Omega

FM=2+0mega*din.MM(harm,harm)*Q;

FC=amortecimentoxdin.CC(harm,
harm)=Q;

JOmega=FM+FC;

%Derivada amortecimento
JAmort=0mega*din.CC(harm,harm)*
Q;

%Derivada forca
JForca=—din.FF(harm,1);

J=cat(2, JOmega, JAmort, JForca
)i
end

function R=Residuo_RF(din, Q, harm,
pars)
Omega=pars(1l,1);
R=0megaxdin.RF(1,harm)x*Q;

end

function J=Jacob_RF_Q(din, Q, harm,
pars)
Omega=pars(1,1);
J=0Omegaxdin.RF(1,harm);

end

function J=Jacob_RF_pars(din, Q,
harm, pars)
J=[din.RF(1,harm)xQ, 0, 01];

end

function x=Q_to_x(din, Q, harm)
x=din.E(:,harm)*Q;
x=reshape(x, din.n, din.N);
end

function v=Q_to_v(din, Q, harm)
v=din.E(:,harm)*2*pixdin.Nabla2
(harm,harm)*Q;
v=reshape(v, din.n, din.N);
end

function Q=x_to_Q(din, x, harm)
x_vec=reshape(x, din.nxdin.N,
1);
Q=din.Einv(harm, :)*x_vec;
end

function E=MatrizE(din)
El=zeros(din.N, (2xdin.H+1));
E1(:,1)=ones(din.N, 1);
for i=1l:din.H
for j=1:din.N
E1(j, 2*i)=cos(2*xpix (]
—1)*i/din.N);
EL1(j, 2*i+l)=sin(2*pix(
j—1)*i/din.N);
end
end
E=kron(E1l, speye(din.n, din.n))

end

function Einv=MatrizEInv(din)
Einvl=zeros((2xdin.H+1), din.N)

Einvi(l,:)=1/2*ones(din.N, 1);
for i=1l:din.H
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for j=1:din.N
Einv1(2*i, j) =cos(2*
pi*ix(j—1)/din.N);
Einv1(2*i+1l, j)=sin(2*
pi*ix(j—1)/din.N);
end
end
Einv=kron(2/din.NxEinvl, speye(
din.n, din.n));
end

function Nablal=MatrizNablal(din)
NablakK{1}=0;
for k=1:din.H
NablaK{k+1}=[0 k; —k 0];
end
Nablal=sparse(blkdiag(NablaK
{:3));

end

function Mon=MonodromiaAproximadal(
din, Q, harm, pars)

Omega=pars(1l,1);
amortecimento=pars(2,1);

T=2xpi/Omega;

x1=din.Q_to_x(Q, harm);
x1=[x1 x1(:,1)]1;
x2=zeros(din.n”2, din.N+1);
for i=1l:din.N+1
x2(:,1i)=kron(x1(:,1i),x1(:,1i
));

end

JC=amortecimentoxdin.C;
JK=din.K;
JR2=din.j_fnl_matriz{1}=*x1;
JR3=din.j_fnl_matriz{2}*x2;

Mon=eye(2*din.n,2xdin.n);

Jtl=zeros(din.nx2,din.nx2);
Jt1(1l:din.n, din.n+1:2xdin.n)=T
xeye(din.n, din.n);
Jt1(din.n+1:2%din.n, din.n+1:2x%
din.n)=-Txdin.Minv=JC;
J_rigidez=JK+reshape(JR2(:,1)+
JR3(:,1), din.n, din.n);
Jtl(din.n+1:2%din.n, 1l:din.n)=—
Txdin.MinvxJ_rigidez;

Jt2=3t1;

for i=1:din.N

J_rigidez=JK+reshape(JR2(:,
i+1)+JR3(:,i+1l), din.n,
din.n);

Jt2(din.n+1:2%din.n, 1l:din.
n)=Tx*din.Minvx*
J_rigidez;

Jt2(din.n+1:2%din.n, din.n
+1:2xdin.n)=-Txdin.Minv
*JC;

dt=din.tempo(i+1l)—din.tempo
(1);
Mon=Monxexpm( (Jt1+Jt2)/2xdt
)i
Jt1=3t2;
end

end

function Mon=MonodromiaAproximada2 (

end

din, Q, harm, pars)

Omega=pars(1l,1);
amortecimento=pars(2,1);

T=2xpi/Omega;

x1=din.Q_to_x(Q, harm);

x1=[x1 x1(:,1)]1;

x2=reshape(permute(permute(x1,
[321]) .x x1, [1 3 2]),
size(x1l,1)xsize(x1,1), size
(x1,2), 1);

JC=amortecimentox*xdin.C;
JK=din.K;
JR2=din.j_fnl_matriz{1}*x1;
JR3=din.j_fnl_matriz{2}*x2;

JR=reshape (JR2+JR3, din.n, din.
n, din.N+1);

Mon=eye(2+din.n,2*xdin.n);

Jtl=zeros(din.n*2,din.nx2);
Jt1(1l:din.n, din.n+1:2%din.n)=T
xeye(din.n, din.n);
Jtl(din.n+1:2*din.n, din.n+1:2x%
din.n)=Txdin.Minv=JC;
J_rigidez=JK+JR(:,:,1);
Jtl(din.n+1:2%din.n, 1l:din.n)=—
Txdin.MinvxJ_rigidez;

Jt2=Jt1;

Jt3=311;
dt=1/din.N;

for i=1:2:din.N-1

J_rigidez=JK+JR(:,:,i+1);

Jt2(din.n+1:2*xdin.n, 1l:din.
n)=Txdin.Minvx*
J_rigidez;

Jt2(din.n+1:2*xdin.n, din.n
+1:2%din.n)=T*xdin.Minv
*JC;

J_rigidez=JK+JR(:,:,i+2);

Jt3(din.n+1:2%din.n, 1:din.
n)=Txdin.Minvx*
J_rigidez;

Jt3(din.n+1:2%din.n, din.n
+1:2xdin.n)=-Tx*xdin.Minv
*JC;

Mon=Monxexpm( (Jt1+4*Jt2+Jt3
)/3xdt);
Jt1=313;
end

function [harm_final]=AdaptarGlobal

(din, Q1, T1, harml, pars)

Omega=pars(1l,1);
amort=pars(2,1);
forca=pars(3,1);
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end

harm_tot=[1:din.n_vars];

x1=din.Q_to_x(Ql, harml);

x2=reshape(permute(permute(x1,
[321]) .x x1, [1 3 2]),
size(x1,1)x*size(x1,1), size
(x1,2), 1);

x3=reshape(permute(permute(x2,
[321]) .x x1, [13 2]),
size(x2,1)*size(x1,1), size
(x1,2), 1);

Fnl=din.fnl_matriz{1}*x2+din.
fnl_matriz{2}*x3;

Fnl=din.Einvxreshape(Fnl, din.n
*din.N, 1, 1);

%Filtro forcas internas nao
lineares

harm2=FiltroGlobal(Fn1,
harm_tot, din.n, din.H, din
.tolAdapt);

MMM=0mega”~2*din.MM(harm2,harm2)
+amort*0Omegaxdin.CC(harm2,
harm2)+din.KK(harm2,harm2);

Q=MMM\ (forcaxdin.FF(harm2,1)—
Fnl(harm2,1));

Qtot2=zeros(din.n_vars,1);

Qtot2(harm2,1)=Q;

%Filtro pseudo—resposta

harm3=FiltroGlobal(Qtot2,
harm_tot, din.n, din.H, din
.tolAdapt);

Ttot=zeros(din.n_vars,1);
Ttot(harml, 1)=T1;

%Filtro vetor tangente

harm4=FiltroGlobal(Ttot,
harm_tot, din.n, din.H, din
.tolAdapt);

harm_final=sort(unique([harm3,
harm4l));

function din=gerar_modelo(din)

[din.M, din.C, din.K, din.fnl,
din.f_0, din.omegal, din.
outdof, din.n]=build_model(
din.energia, din.alpha, din
.beta, din.forca0);

din.Minv=inv(din.M);

[din.auto_vetores,din.
auto_valores]=eigs(din.K,

o°

din.M, din.n);
[~,ind] = sort(diag(din.
auto_valores));
din.auto_valores = din.
auto_valores(ind,ind);
din.auto_vetores=din.
auto_vetores(:,ind);

din.n_vars=din.nx*(2*xdin.H+1);
din.n_pars=3;

for i=1l:numel(din.fnl)
din.j_fnl{i}=derivada_forca
(din.fnl{i});

m_i=reshape(din.fnl{i}, [
din.n din.n™(i+1)1);
din.fnl_matriz{i}=sparse(
m_i.subs(:,1), m_i.subs
(:,2), m_i.vals, din.n,
din.n”™(i+1));

m_i=reshape(din.j_fnl{i}, [
din.n”2 din.n"i]l);
din.j_fnl_matriz{i}=sparse(
m_i.subs(:,1), m_i.subs
(:,2), m_i.vals, din.n
~2, din.n"i);
end

din.tempo=linspace(0, 1, din.N
+1);

din.E=din.MatrizE();

din.Einv=din.MatrizEInv();

din.Nablal=din.MatrizNablal();

din.Nabla2=kron(din.Nablal,
speye(din.n, din.n));

din.MM=kron(din.Nablal”~2, din.M
);
din.CC=kron(din.Nablal~1l, din.C

)I
din.KK=kron(din.Nablal”~0, din.K
)i

Maux=din.Exdin.Nabla2;
din.RF=Maux(din.outdof,:);

din.FF=zeros(din.n, 2xdin.H+1);
din.FF(:,2)=din.f_0;
din.FF=reshape(din.FF, []1,1);

din.FF=din.Einvxreshape(din.

f_0xcos(2xpixdin.tempo(l:din.N)), din.n

1, 1);

A.7 Geracao do arquivo de entrada para o Abaqus

Determinacio da frequéncia natural
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function frequencia_natural

freq=3629.8;
omega=freq*2*pi;

>SS M>TQ
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1l
~
[ee)
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xi=0.0i;
alpha=2x*xixomega;
beta=2x*xi/omega;

fw = fopen("conoide_freq.inp", "w");
fprintf(fw, "xHEADING\n");
fprintf(fw, "xPart, name=PART—1\n");
fprintf(fw, "xNODE\n");
cont=0;
for i=0:nx
for j=0:nx

cont=cont+1l;

X=1ixa/nx;

y=j*b/ny;

z=Z_(x, ¥);

fprintf(fw, "%i, %f, %f, %f\n",

cont, x, vy, 2);
end
end

fprintf(fw, "s+————————Definicao do tipo
de elemento\n*ELEMENT, TYPE=S4\n %d,%d
,%d,%d,%d \n", 1, 1, 2, nx+3, nx+2);
fprintf(fw, "t ————————Definicao da
Malha\n*ELGEN, ELSET=TODOS\n %d,%d,%d, %d

,%d,%d,%d \n", 1, nx, 1,1, ny, nx+1l, nx
+1);

fprintf(fw, "xshell section, elset=TODOS,
material=mat_1\n");

fprintf(fw, "%f\n",h);

fprintf(fw, "xEnd Part\n");

fprintf(fw, "xAssembly, name=Assembly\n");

fprintf(fw, "xInstance, name=PART—1-1, part
=PART—1\n") ;

fprintf(fw, "sx Definicao dos conjuntos
de nos para C.C.\n");

fprintf(fw, "xNSET, NSET=EDGY1\n");
n5=0;
for i =0:nx
fprintf(fw, "%d,", i+l);
n5=n5+1;
if n5==16
fprintf(fw, "\n");
n5=0;
end
end
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDGY2\n");
n4=0;

for i=(ny*x(nx+1)+1): ((nx+1)*(ny+1))

fprintf(fw, "%d,", i);

n4=n4+1;
if n4==16
fprintf(fw, "\n");
n4=0;
end
end
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDGY\n ");
fprintf(fw, "EDGY1l,EDGY2 ");
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDGX1\n ");
contl=1;
n6=0;
for i=0:nx
fprintf(fw, "%d,",contl);
n6=n6+1;
for j=0:ny
contl=contl+1;
end
if n6==16
fprintf(fw, "\n");
n6=0;
end
end
fprintf (fw, "\nxNSET,NSET=EDGX2\n ");
contl=0;
n=0;
for i=0:nx
for j=0:ny
contl=contl+l;
end
fprintf(fw, "%d,",contl);
n=n+1;
if n==16
fprintf(fw, "\n");
n=0;
end
end
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDGX\n ");
fprintf(fw, "EDGX1,EDGX2 ");
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDG\n ");
fprintf(fw, "EDGX,EDGY ");
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=NTODOS, GENERATE\
n ||);
fprintf(fw, "%d, %d, %d\n", 1, (nx+1)*(ny
+1), 1);

for i=1:((nx+1)*(ny+1))
fprintf(fw, "xNSET, NSET=N%d\n", 1i);
fprintf(fw, " %d\n", 1i);

end

fprintf(fw, "xEnd Instance\n");
fprintf(fw, "xEnd Assembly\n");

fprintf(fw, "to«——————Definicao de

material");
fprintf(fw, "\nxmaterial,name=mat_1");
fprintf(fw, "\nxdensity");
fprintf(fw, "\n%f", rho);
fprintf(fw, "\nxelastic");
fprintf(fw, "\n%f,%f\n", E, nu);
fprintf(fw, "xdamping, alpha=%e, beta=%e\n

", alpha, beta);

fprintf(fw, "s*—————————Condicoes de
contorno\n");

fprintf(fw, "xboundary\n");

fprintf(fw, "PART—1-1.EDG, 1, 3\n");

fprintf(fw, "xStep, name=Step—1, nlgeom=NO,
perturbation\n");

fprintf(fw, "xFrequency, eigensolver=
Lanczos, sim=NO, acoustic coupling=on,
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normalization=displacement\n");

fprintf(fw, "%i, %f, %f, , , \n", 3, freq
0.8, freqxl0);
fprintf(fw, "xRestart, write, frequency=0\n

")

Andlise ndo linear de vibragdo livre.

function analise_nao_linear

freq=3629.8;
omega=freq*2+*pi;

xi=0.01;
alpha=2xxixomega;
beta=2*xi/omega;

fw = fopen("conoide NL.inp", "w");

fprintf(fw, "+HEADING\n");
fprintf(fw, "xPart, name=PART—1\n");
fprintf(fw, "xNODE\n");
cont=0;
for i=0:nx
for j=0:nx

cont=cont+1;

X=i*a/nx;

y=jx*b/ny;

z=Z_(Xx, Yy);

fprintf(fw, "%i, %f, %f, %f\n",
cont, x, vy, z);
end
end

fprintf(fw, "s*—————————Definicao do tipo
de elemento\n*ELEMENT, TYPE=S4\n %d,%d
,%d,%d,%d \n", 1, 1, 2, nx+3, nx+2);

fprintf(fw, "s———————Definicao da
Malha\n*ELGEN, ELSET=TODOS\n %d,%d,%d,%d
,%d,%d,%d \n", 1, nx, 1,1, ny, nx+l, nx
+1);

fprintf(fw, "xshell section, elset=TODOS,
material=mat_1\n");

fprintf(fw, "%f\n",h);

fprintf(fw, "+End Part\n");

fprintf(fw, "xAssembly, name=Assembly\n");

fprintf(fw, "xInstance, name=PART—1-1, part
=PART—1\n");

fprintf(fw, "t—Defincao dos conjuntos
de nos para C.C.\n");

fprintf(fw, "xNSET, NSET=EDGY1l\n");
n5=0;

fprintf(fw, "xOutput, field, variable=
PRESELECT\n");
fprintf(fw, "xEnd Step\n");

for i =0:nx

fprintf(fw, "%d,", i+l);
n5=n5+1;
if n5==16
fprintf(fw, "\n");
n5=0;
end
end
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDGY2\n");

n4=0;
for i=(ny*x(nx+1)+1): ((nx+1)*(ny+1))
fprintf(fw, "%d,", 1i);

n4=n4+1;
if n4==16
fprintf(fw, "\n");
n4=0;
end
end
fprintf (fw, "\nxNSET,NSET=EDGY\n ");
fprintf(fw, "EDGY1l,EDGY2 ");
fprintf (fw, "\nxNSET,NSET=EDGX1\n ");
contl=1;
n6=0;
for i=0:nx
fprintf(fw, "%d,",contl);
n6=n6+1;
for j=0:ny
contl=contl+1;
end
if n6==16
fprintf(fw, "\n");
n6=0;
end
end
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDGX2\n ");
contl=0;
n=0;
for i=0:nx
for j=0:ny
contl=contl+l;
end
fprintf(fw, "%d,",contl);
n=n+1;
if n==16
fprintf(fw, "\n");
n=0;
end
end
fprintf(fw, "\n*xNSET,NSET=EDGX\n ");
fprintf(fw, "EDGX1,EDGX2 ");
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=EDG\n ");
fprintf(fw, "EDGX,EDGY ");
fprintf(fw, "\nxNSET,NSET=NTODOS, GENERATE\
n ||);
fprintf(fw, "%d, %d, %d\n", 1, (nx+1)*(ny
+1), 1);

for i=1:((nx+1)*(ny+1))
fprintf(fw, "xNSET, NSET=N%d\n", 1i);
fprintf(fw, " %d\n", 1i);
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end

fprintf(fw, "xEnd Instance\n");

fprintf(fw, "xEnd Assembly\n");

fprintf(fw, "s~————7Definicao de
material");

fprintf(fw, "\nxmaterial,name=mat_1");

fprintf(fw, "\nxdensity");

fprintf(fw, "\n%f", rho);

fprintf(fw, "\nxelastic");

fprintf(fw, "\n%f,%f\n", E, nu);

fprintf(fw, "xdamping, alpha=%e, beta=%e\n

, alpha, beta);

fprintf(fw, "*Step, name=Step—1, nlgeom=YES
, inc=10\n");

fprintf(fw, "xDynamic\n");

fprintf(fw, "2e—06,2e—6,1e—07,2e—06\n");

fprintf(fw, "xBoundary\n");

fprintf(fw, "xboundary\n");

fprintf(fw, "PART—1-1.EDG, 1, 3\n");

condicoes_iniciais(fw);

fprintf(fw, "xRestart, write, frequency=1\n

Condicdes iniciais.

function condicoes_iniciais(fw)

id=fopen('Modol.txt"','r");
for j=1:6
for i=1:441
lixo=fscanf(id, '%f',1);
Modo(i,j)=fscanf(id, 'sf',1);
end
end

fclose(id);

fator=1e—4/max(abs(min(Modo(:,3))),abs(max(
Modo(:,3))));

");

fprintf(fw, "«Output, field, frequency=1\n
")

fprintf(fw, "xNODE OUTPUT\n");

fprintf(fw, "U, RF\n");

fprintf(fw, "xOutput, history, frequency=1\
nll);

fprintf(fw, "+ENERGY OUTPUT\n");

fprintf(fw, "ALLKE, ALLIE, ETOTAL\n");

fprintf(fw, "«END STEP\n");

fprintf(fw, "xStep, name=Step—2, nlgeom=YES
, inc=10000\n");

fprintf(fw, "xDynamic\n");

fprintf(fw, "2e—06,1.,1le—07,2e—06\n");

fprintf(fw, "xBoundary, OP=NEW\n");

fprintf(fw, "PART—1-1.EDG, 1, 3\n");

fprintf(fw, "xRestart, write, frequency=1\n
")

fprintf(fw, "sOutput, field, frequency=1\n
");

fprintf(fw, "«NODE OUTPUT\n");

fprintf(fw, "U, RF\n");

fprintf(fw, "xOutput, history, frequency=1\
nll);

fprintf(fw, "xENERGY OUTPUT\n");

fprintf(fw, "ALLKE, ALLIE, ETOTAL\n");

fprintf(fw, "xEND STEP\n");

Modo=Modoxfator;

id2=fw;
for i=1:441
for j=1:6
if Modo(i,j)~=0
fprintf(id2, 'PART1-1.N%i, %i,
%i, %e\n', i, j, j, Modo(i
»3));
end
end
end
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