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Resumo

Moreira, Lucas. Hipersuperficies Conformemente Planas em R*. Goidnia,
2009. 64p. Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

Este trabalho foi baseado nos artigos [16] e [17] de Oscar J. Garay que consistem em
estudar as hipersuperficies conformemente planas em R?, cujo vetor curvatura média,
H, é autovetor do operador Laplaciano, isto é, AH = AH, com A € R. Mostramos que
estas hipersuperficies sdo isoparamétricas e, consequentemente, sio minimas, ou uma
hiperesfera S3(r), ou um cilindro cartesiano com uma 1-esfera R x S'(r), ou um cilindro

cartesiano com uma 2-esfera R x S2(r).

Palavras—chave

Hipersuperficies Conformemente Planas em R*.



Abstract

Moreira, Lucas. Conformally Flat Hipersurfaces of the R*. Goiania, 2009.
64p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

The present work has been based by the [16] and [17] articles, from Oscar J. Garay. In
that articles he studied the conformally flat hypersurfaces in the R* space, wich have the
mean curvature vector H like an eigenvector of their Laplacian Operator, i.e., AH = AH,
A € R . We showed that these hypersurfaces are isoparametrics and, consequently, they are
either a minimal hypersurface, or an around 3-sphere S3(r) , or a cylinder over a 2-sphere

S?(r) x R, or a cylinder over a circle S(r) x R?.

Keywords
Conformally Flat Hypersurfaces in R*.
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CAPITULO 1

Introducao

Um problema bastante estudado em Geometria € a classificacdo de hipersu-
perficies conformemente planas no espago euclidiano. No desenvolvimento desta teoria, a
dimensao da hipersuperficie desempenha um papel muito importante conforme descrever-
€mos a seguir:

Considerando n a dimensao da hipersuperficie, temos que se n = 2 o problema
estd resolvido, pois, toda superficie pode ser parametrizada por parametros isotérmicos,
mostrando assim que, toda superficie imersa em R é conformemente plana.

Quando n > 4, temos um resultado muito importante, conhecido como Teorema
de Cartan-Schouten, (ver [7], [27]), que € o seguinte: Seja M" uma hipersuperficie imersa
em R"t! n >4, entio M" é conformemente plana com a métrica induzida se, e somente
se, pelo menos n — 1 das curvaturas principais coincidem em cada ponto. Usando este
resultado Kulkarni, Nishikawa e Maeda, deram em [22] e [25], uma classificacdo local
para hipersuperficies conformente planas em R"*!, n > 4.

Em [1], Blair mostrou que o catendide generalizado e os hiperplanos sdo as
unicas hipersuperficies minimas e conformemente planas em R"t n>4. Em[2], Carmo,
Dajczer e Mercuri, apresentaram uma classificacio topologica para hipersuperficies con-
formemente planas, compactas e imersas em R com n > 4. Em [16], Ferrandez, Garay
e Lucas, deram uma classificacdo das hipersuperficies conformemente planas completas
em R"*!, n > 4, usando a condigdo que o vetor curvatura média é um autovetor do op-
erador Laplaciano de M". Observamos ainda que todos os trabalhos desenvolvidos sobre
hipersuperficies conformemente planas imersas em R"! com n > 4, sdo baseados no
classico Teorema de Cartan-Schouten.

Quando a hipersuperficie possui dimensdo n = 3 a analise € mais delicada pois,
neste caso, nao vale o resultado de Cartan-Schouten. Em [23], Lancaster construiu ex-
emplos de hipersuperficies conformemente planas em R* com trés curvaturas principais
distintas. Em [20], Hertrich-Jeromin construiram mais exemplos de hipersuperficies con-
formemente planas em R* com trés curvaturas principais distintas e em [19] considerou o
mesmo problema com duas curvaturas principais distintas. O caso n = 3 € muito diferente

do caso n > 4, pois, para variedades Riemannianas de dimensdo n > 4, temos que uma
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condi¢c@o necessdria e suficiente para que estas variedades sejam conformente planas é
que o tensor de Weyl seja nulo e isto € equivalente a estudar uma equagdo diferencial nao-
linear de segunda ordem. Quando n = 3, o tensor de Weyl € nulo para qualquer variedade
e, neste caso, um critério usado para uma hipersuperficie ser conformemente plana € que
a derivada covariante do tensor de Schouten comuta, € esta condicao € equivalente a es-
tudar equacgoOes diferenciais nao-lineares de terceira ordem, aumentando assim, o grau de
dificuldade do problema. Cartan mostrou em [6] que as hipersuperficies conformemente
planas em R* com trés curvaturas principais distintas podem ser parametrizadas por lin-
has de curvatura onde a primeira e a segunda formas fundamentais sdo respectivamente,

dadas por:
g = "MW (dx')? 4 ) (dx?)? + (dx’)?} (1-1)

W {Ax)e O (dx")? + (e (da?)? v (x) (d)), (1-2)

onde P(x) = P(x',x*,x%), f(x) = f(x",x*,x%) e h(x) = h(x',x*,x*). Além disso, A(x),
u(x) e v(x) sdo, respectivamente, as curvaturas principais das curvas x!, x e x°.

Em [29], Suyama construiu também novos exemplos de hipersuperficies con-
formemente planas com trés curvaturas principais distintas em R*, considerando casos
particulares da métrica dada acima.

Utilizando a caracterizacdo apresentada em (1-1) e (1-2) por Cartan, Hertrich-
Jeromin mostraram que toda hipersuperficie conformemente plana em R* com trés
curvaturas principais distintas admite uma parametrizagdo por linhas de curvatura, onde a

primeira e a segunda formas fundamentais sdo dadas por:

g = PO {cos?@(x)(dx")? +sin @(x)(dx>)? + (dx*)?}, (1-3)
s = PUI{A(x) cos® o(x) (dx')* + p(x) sin® @(x) (dx)> + v(x)(dx’)*},  (1-4)

ou

g = PW{cosh?@(x)(dx")? + sinh® @(x)(dx?)? + (dx*)?}, (1-5)
s = 2POIN(x) cosh? o(x)(dx')? + u(x) sinh? @(x) (dx?)? +v(x)(dx)?}, (1-6)

onde P(x) = P(x',x%,x%) e @(x) = o(x!,x%,x*). Além disso, A(x), u(x) e v(x) sio,
respectivamente, as curvaturas principais das curvas x!, x* e x°.

Em [30], Suyama construiu uma familia de novas hipersuperficies conforme-
mente planas com trés curvaturas principais distintas, utilizando as expressoes apresen-
tadas por Hertrich-Jeromin. Considerando os resultados obtidos em [29] e [30], Suyama
apresentou uma classificacdo para hipersuperficies conformemente planas em R*, com

trés curvaturas principais distintas, no caso particular em que a fung¢do P(x) dada em (1-
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3) e (1-5) depende apenas de X,

Mostraremos, nesta dissertagdo, que sob a hipdtese de que o vetor curvatura
média € um autovetor do operador Laplaciano, é possivel generalizar o cldssico Teo-
rema de Cartan-Schouten para o caso n = 3 e, nesse caso particular, classificar as hiper-
superficies conformemente planas completas em R*. Nosso trabalho estd dividido da
seguinte forma:

No capitulo 1, enunciamos vérios resultados importantes da Geometria Rieman-
niana e do método do referencial mével, que foram fundamentais para a compreensao do
trabalho.

No capitulo 2, demonstraremos varios resultados sobre hipersuperficies con-
formemente planas em R*, com a hipétese adicional de que o vetor curvatura média é
um autovetor do operador Laplaciano. Utilizando esses resultados, mostraremos que estas
hipersuperficies ou sdo minimas ou possuem uma curvatura principal com multiplicidade
pelo menos dois em cada ponto.

Finalmente, no capitulo 3, mostraremos que as hipersuperficies conformemente
planas satisfazendo a condi¢do AH = AH, A € R, podem ser classificadas da seguinte
maneira: hipersuperficie minima em R*, hiperesfera S°(r), cilindro cartesiano com uma

2-esfera R! x S?(r), cilindro cartesiano com uma 1-esfera R? x S'(r).



CAPITULO 2

Preliminares

Apresentaremos, neste capitulo, algumas defini¢des e propriedades basicas de
Geometria Riemanniana que utilizaremos sem maiores detalhes no decorrer do nosso
trabalho. As demonstragdes e explicacOes mais precisas podem ser verificadas em [3],
[4], [5] e [31].

2.1 Variedades Riemannianas
Para esta secdo, estamos admitindo o conceito de variedade diferenciavel.

Definicao 2.1 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidavel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (,), no espago
tangente T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U C R" — M

é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,x2,...,x,) = q € x(U) e

a%(q) =dx(0,...,1,....,0), entdo (a%(q), %(q»q = gij(x1,...,X,) € uma fungdo diferen—

cidvel em U.

As fungdes g;; = g i sao chamadas expressoes da métrica Riemanniana no sistema de co-
ordenadas x : U C R" — M. Uma variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana
chama-se variedade Riemanniana.

Denotaremos X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e

B(M) o conjunto das funcdes diferencidveis de classe C* em M.
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Proposicao 2.2 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade
diferencidvel M. Entdo existe um tinico campo vetorial Z tal que, para todo f € B(M),
Zf=(XY-YX)f.

Este campo é chamado de colchete e é denotado por [X,Y] = XY —YX.
De agora em diante adotaremos g(X,Y) = (X,Y), X,Y € X(M).

Defini¢ao 2.3 Duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade diferencidvel M sdo con-
formes se existe uma funcdo diferencidvel f : M — R, positiva, tal que ¥ p € M e

u,v € T,M tem-se

<u7v>l’ = f(p)<<u7v>>17'

Defini¢ao 2.4 Uma variedade Riemanniana (M",g) é conformemente plana se para todo
ponto pertencente a variedade existe uma vizinhangca que é conforme a um conjunto

aberto do espago Euclidiano, ou seja, a métrica g é conforme a métrica Euclidiana.

2.2 Conexoes Afim e Riemanniana

Definicao 2.5 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢do
ViX(M)xX(M) — X(M)

que satisfaz as seguintes propriedades:
L. VixyovZ = fVxZ+gVyZ,
2. Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,
3. Vx(fY)=fVxY+X(f)Y,

onde XY, ZcX(M) e f,g € B(M).

Proposicao 2.6 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva
diferencidvel c : I — M um outro campo vetorial Z—‘t/ ao longo de c, denominado derivada
covariante de V ao longo de c, tal que:

a) 2(v+w)=25Y 4 DV

b) 2(fv) =4y 4 OV,

onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma fungdo diferencidvel em I.

¢) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X, isto é, V(t) =Y (c(t)),

entdo Z—‘; =V.Y.
dt
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Escolhendo um sistema de coordenadas (xp, ...,x,) em torno de p e escrevendo

X = inXi, Y= Zyij,
i J
0
onde X; = —, teremos

8x,-

VXy = inijX,-Xj + Zx,—X,-(y,-)Xj.
ij ij

Se fizermos Vy, X; = ZF X, concluimos que F sao fungdes diferencidveis e que

VY = Z(Zx,y,F +X(y )) Xz

Assim, VxY (p) depende de x;(p),yr(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo X.

Definicao 2.7 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo

vetorial ao longo de uma curva ¢ : I — M é dito paralelo se Y- = 0, para todo t € I.

As fungdes Fﬁ-‘j definidas em U sao denominados de coeficientes da conexdao V em U ou

os simbolos de Christoffel da conexdo. Os simbolos de Christoffel sdo dados por

m 1 d 0 0 A\ km
FU—E;{a_xigjk‘nggla_a_xkgu}g . (2-1

Esta € a expressdo cldssica dos simbolos de Christoffel da conexdo Riemanniana em

termos dos g;;.

Definicao 2.8 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidvel c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P' ao

longo de c, tivermos (P,P') = cte.

Proposicao 2.9 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compativel
com a métrica se, e somente se, para todo parV e W de campos de vetores ao longo da

curva diferencidavel c : [ — M tem-se

d DV DW
— — I 2-2
= (2w (v 2. e
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Corolario 2.10 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se, e somente se,
XY, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,Z € X(M). (2-3)

Definicao 2.11 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY —VyX = [X,Y], para todo XY € X(M). (2-4)

Em um sistema de coordenadas (U, x) se V é simétrica temos, para i, j = 1,...,n,

d

VXin — VXiXi = [Xi,Xj] =0, X;= a—XZ

(2-5)

Sendo assim, I" f-‘j =T*

"i» 0 que justifica o nome simétrica.

Teorema 2.12 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma inica
conexdo afim V em M satisfazendo as condi¢coes:
a) V é simétrica,

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Esta conexdo € chamada de conexdo de Levi-Civita ou conexdo Riemanniana.

2.3 Curvaturas

Defini¢ao 2.13 A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M,g) é uma corres—
pondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacdo R(X,Y) : X(M) — X(M)
dada por

R(X,Y)Z = VyVxZ—VxVyZ+Vix yZ,

onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Proposicao 2.14 A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz:
a) R é bilinear em X(M) x X(M);
b) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é linear.

A partir de agora denotaremos (R(X,Y)Z,T) por R(X,Y,Z,T).
Em um sistema de coordenadas (U, x), em torno de p € M, temos

R(X;, X)X = Y R X, (2-6)
l
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sendo X; = a eR! ijx 08 coeficientes do operador curvatura R em (U,x). Em termos dos

simbolos de Chrlstoffel os coeficientes Rl ijk 880 dados por

8 d
!
R = Zr ;rj.kris +— ax % —TI' (2-7)
Também denotaremos

Proposicao 2.15 Seja 6 C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e

sejam {x,y} uma base de ©. Entdo

(x?yJ'x?y)

(2-9)

ndo depende da escolha dos vetores x,y € G.

K(x,y) = K(o) é chamada de curvatura seccional de 6 em p.
Seja x = z;, um vetor unitirio em 7,M. Tomemos uma base ortonormal

{z1,22,...,2n—1} do hiperplano de T,M, ortogonal a x, e consideremos as seguintes médias:

1
n_

Ric,(x) = 1Z(R(x,z,~)x,z,->, i=1,2,..,n—1.

i
= lZRic (zj) = ——= Y (R(zi:2))zi,2)), j=1,...,m
nj pP\~J] I’l(l’l—l) ij 1% ] 1% ]/ 9 )

Em um sistema de coordenadas locais

K(p) =

1
o Z Ric(X;, X)) g™ (2-10)
z k=1
As expressdes acima sdo combinagdes importantes da curvatura seccional, ndo dependem

da base escolhida e sdao chamadas, respectivamente, de curvatura de Ricci na dire¢do x e

curvatura escalar.

2.4 Tensores em Variedades Riemannianas

Definicdo 2.16 Um tensor de ordem r em uma variedade Riemanniana (M,g) é uma
aplicacdo multilinear
T:X(M)x..xX(M)— B(M)-

(.

~
rfatores
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Exemplo 2.17 O tensor curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — B(M) definido
por
R(X,Y,Z,W) = (R(X.Y)Z,W), X,Y,Z,W € X(M),

é um tensor de ordem 4.

Exemplo 2.18 O tensor métrico g : X(M) x X(M) — B(M) definido por
g(X,)Y)=(X,Y), X,Y € X(M),

é um tensor de ordem 2.

Exemplo 2.19 O tensor de Ricci definido por
Ric(X,Y) = trago da aplicagcdo {T(Z) = R(X,Y)Z},

é um tensor de ordem 2.

Em um sistema de coordenadas locais, temos que:

Ric(X;, X;) = Y Rl (2-11)
7

onde R{jk sdo dados por (2-7).

Exemplo 2.20 O Tensor de Weyl definido por

W(X,Y,Z,T) = R(X,Y,Z,T)—5(Ric(X,Z)<Y,T>
+ Ric(Y,T)(X,Z) — Ric(X,T){Y,Z) — Ric(Y,Z)(X,T))
+ (X, 2)(Y,T) - (X,T)(¥,2)),

(n—1)(n—2)

¢ um tensor de ordem 4.

Muitas vezes o campo X € X (M) é identificado com o tensor X : X(M) — B(M)
dado por X(Y) = (X,Y), VY € X(M).

Definicao 2.21 Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é um

tensor de ordem (r+ 1) dado por
VT(Y,...Y,,2) = Z(T(Y1,....Y,)) = T(Vz¥1,...Y,) — .. — T(Y1,..V2Y,)-  (2-12)

Para cada Z € X(M), a derivada covariante VzT de T em relagcdo a Z é um tensor de
ordem r dado por
VT (Y,...Y,)=VT(Y,...Y,,Z). (2-13)
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Exemplo 2.22 O Tensor de Schouten é um tensor de ordem 2 definido por

S(X,Y) = ni2 (Ric(X,Y) - z(nK_ 5 <x,y>)

onde n é a dimensdo da variedade.

2.5 Imersoes Isométricas

Sejam (M",g) e (M"+k,§) variedades Riemannianas e considere a aplicag@o
fM"— M"™. Dizemos que f € uma imersao se f € diferenciavel e dfy, : TyM — Ty p)A_l
¢ injetiva para todo p € M. Se M tem uma métrica Riemanniana , f induz uma métrica
Riemanniana em M por (u,v), = (dfp(u),dfp(v)) s(p)> ;v € TyM. A métrica de M €
chamada a métrica induzida por f, e f € uma imersdo isométrica.

Seja f: M" — M = * uma imersio. Identificaremos U com f(U) e cada vetor
veT,Mcomdfy(v) € TypyM,qeU.

Para cada p € M, o produto interno em 7,M decompde T,M na soma direta
Vi 1
T\M =T,M & (T,M)~,

onde (7T,M )+ é o complemento ortogonal de T,M em T,M. A conexio Riemanniana de M
serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M, e X e Y sdo extensoes

locais em M, definimos

VxY = (Vg¥)T-

Sejam X,Y € X(M). Se X e Y sdo, respectivamente, extensdes de X e Y em M,
entao
B(X,Y) =VgY — VxY

¢ um campo local em M normal a M, que nio depende das extensdes X e Y.
Indicaremos por X o espaco dos campos diferencidveis de vetores normais a

M. Com isso, a aplica¢do B pode ser considerada como um tensor
B:X(M) x X(M) x X+ (M) — B(M)

definido por

Proposi¢ao 2.23 Se X,Y € X(U), a aplicagdo B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por

B(X,Y) = V5¥ — VyY,
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¢é bilinear simétrica.

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejap e M e N € (T,M )t
A aplicagio Hy : TpM x T,M — R dada por

Hy(X,Y) = (B(X,Y),N), X,Y € T,M,

¢, pela Proposicao 1.24, uma forma bilinear e simétrica.

Defini¢ao 2.24 A forma quadrdtrica Ily definida em T,M por
IIy(X) = Hy(X,X),

é chamada de segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal N.

Note que a aplicagdo bilinear Hy fica associada uma aplicagado linear auto-adjunta

dada por
<SN(X)7Y> :HN(Xay) = <B(X7Y>7N>'

Temos, através de alguns calculos, que

~ . - . - . L, —n+1
Observacao 2.25 Quando a codimensdo de uma imersdo é 1, isto é, f: M" — M

f(M) C M, dizemos que M é uma hipersuperficie de M.

Teorema 2.26 (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entdo
K(x7y> _K(XLY) = <B(X,X>,B(y,y)> - |B(X,y)|2 (2'14)

Observacao 2.27 No caso de hipersuperficie f: M" — M"H, a formula de Gauss (2-14)
admite uma expressdo mais simples. Sejam p € M e N € (T,M)*. Seja {e1,...e,} uma

base ortonormal de T,M para a qual Sy = S é diagonal, isto é,
S(e,-) = 7\,,'6’,',

onde i = 1,....n e N..., N, sd@o as curvaturas principais. Entdo H(e;,e;) = A; e

H(ej,ej) =0, para i # j. Portanto a equagdo (2-14) se escreve

K(ei,ej)—f(ei,ej) :7\,';\]'- (2—15)
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A conexio normal V= da imersdo é dada por
VEN = (VxN)V.

De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir da V- uma nogo
de curvatura no fibrado normal, que é chamada curvatura normal R da imersdo, definida
por

R*(X,Y)N = VyVyN = Vy VgN = Vig N- (2-16)

Teorema 2.28 Sejam X,Y,Z,T € X(M) en,{ € X-(M), temos:
a) Equacdo de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T)— (B(Y,T),B(X,Z))+ (B(X,T),B(Y,Z));
b) Equacao de Ricci

RX,YM, Q) — (RH(X, YN, ) = ([Sn, SgX.Y),

onde [Sy,S¢] indica o operador Sy o Sy — S¢ o Sy.

Observacio 2.29 Dizemos que o fibrado normal de uma imersdo é plano se R+ = 0.
Admita que o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante. Entdo a equagdo de
Ricci se escreve

(RM(X.Y.0) = (S SX.Y)-

Teorema 2.30 (Equacdo de Codazzi). Verifica-se a seguinte equagdo:
<R<X7Y)Z>n> = (vYB)(szJ]) - (vXBXYaZan)'

Observacio 2.31 Se o espaco ambiente M possui curvatura seccional constante, a

equagdo de Codazzi reduz-se a:
(VxB)(Y,Z,n) = (VyB)(X,Z,n):
Além disso, se a codimensdo da imersdo é 1, ou seja, V)%T] =0, temos

vXB(Y;ZaT]) = X<ST]<Y)ﬂZ> - <STI(VXY)>Z> - <ST](Y)>VXZ>
= (Vx($q(Y)),Z) — ($n(VxY),Z)

Portanto, nesse caso, a equagdo de Codazzi se escreve

Vx(Sn(¥)) ~ Vy (S(X)) = Sy([X.Y]). @-17)
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2.6 O Método do Referencial Movel

2.6.1 Equacoes de Estrutura do R"

A importancia da no¢do de variedade Riemanniana € que nela podemos definir
as nocdes métricas usuais (angulo, comprimento, areas, etc.) da geometria euclidiana.
Em verdade, a geometria euclidiana é o estudo das no¢des métricas na mais simples das
variedades Riemannianas, a saber, o R” munido da estrutura diferenciavel usual e do
seguinte produto interno: Se u = (uy,us,...,u,) € v= (vi,va,...,v,) sdo vetores do R”,
define-se

(u,v), =wvi+...+upvn,

para todo p € R”". Note que estamos identificando os espagos tangentes do R"” com o
espaco vetorial R".

Mesmo sendo a variedade Riemanniana mais simples, o R” €, num certo sentido,
a variedade Riemanniana universal. Isto ficard mais claro a medida que formos desenvol-
vendo o método do referencial mével que pretendemos utilizar neste trabalho.

Iniciamos, portanto, estabelecendo as chamadas equagdes de estrutura do R”.
Para tanto, iremos admitir os conceitos basicos de formas diferenciais num espaco vetorial
(defini¢do, produto exterior, diferencial exterior, etc.).

Seja U C R" um aberto do R" e sejam {ej,ep,...,e,} n campos de vetores
diferencidveis em U de tal modo que, para todo p € U, se tenha <e,~,e j>p = §; j» onde
dij=0sei#jedjj=1sei=j,i,j=1,...,n. Um tal conjunto de campo de vetores
€ chamado um referencial ortonormal movel em U. De agora por diante omitiremos os
adjetivos ortonormal e movel.

A vpartir do referencial {e;}, podemos definir formas diferenciais lineares
{o1,m,,...,0,} pela condigido w;(e;) = §;;, em outras palavras, em cada ponto p € U, a
base {(;),} é abase dual de {(e;),}. O conjunto das formas diferenciais {®;} ¢ chamado
o coreferencial associado ao referencial {e;}.

Cada campo e¢; pode ser pensado como uma aplicagao diferencidvel
ei:UCR'"—>R"

A diferencial (de;), : R" — R", em p € U, é uma aplicagdo linear. Portanto, para todo

v € R", podemos escrever
— J
(dei)p(v) = Z(mi Jp(v)e;.
J
E imediato verificar que as expressdes (0){ )p(v), acima definidas, dependem
linearmente de v. Portanto (®/), é uma forma linear em R". Como ¢; é um campo

diferenciavel, ®/ é uma forma diferencial linear. Com estes significados em mente,
l
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€SCrevemos
de; =) wle; (2-18)
j

como definicao das formas 0){ , que sdo chamadas de formas de conexdo do R" no
referencial {e;}.

Derivando a expressdo (e;,e;) = &;;, obtemos
0= <d€l’,€j> + <e,~,dej> = (1){—1—0)3-7

isto €, as formas de conexao (o{ = —w‘j sao antisimétricas nos indices i, j.
O ponto fundamental no método do referencial movel € que as forma ®;, 0){

satisfazem as chamadas equacdes de estrutura de Elie Cartan.

Teorema 2.32 (Equagées de estrutura do R"). Seja {e;} um referencial ortonormal mével
em um aberto U C R". Seja {®;} o coreferencial associado a {e;}, e ] as formas de

conexdo de U no referencial {e;}. Entdo:

do; =Y o Ao, (2-19)
k

do! =Y of A o. (2-20)
k

Prova.Sejaa; = (1,0,...,0),a, =(0,1,0,...,0),...,a,=(0,0,...,1) abase candnica do
R" e seja x; : U — R a fun¢@o que faz corresponder a cada ponto p = (x1,x2,...,x,) € U,
a sua i-ésima coordenada. Entdo dx; ¢ uma forma diferencial em U, e como dx;(a;) = §;;,
concluimos que {dx;} é o coreferencial associado ao referencial {a;}.

O referencial dado se exprime em termos dos a; por

ei:Zszaj’ (2‘21)
J

Jox - o . j [
onde os B/ sdo funcdes diferencidveis em U e, para cada p € U, a matriz {Bl ( p)} ¢ uma

matriz ortogonal. Como w;(e;) = §;;, temos
w; =Y Bldx;. (2-22)
J

Diferenciando (2-21), obteremos

de; =Y dBfa; =Y dBlY Ble;.
k k J
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Como de; = )_ /e, concluimos que
J

o/ =Y dptpk, (2-23)
k

ou seja,

Y of/ps =Y apiBBl =B s=1,....n. (2-24)
Jjk

J

Finalmente, diferenciando a expressao (2-22) e utilizando (2-24), obtemos
doy =Y dB/ Ndx; =Y ofp] Adx; = Y e Ao,
J Jk k

que € a primeira equacdo de estrutura (2-19).

Diferenciando (2-23) e usando (2-24), obteremos

do] =—Y dBf Ndp = —Z{ (waﬁf‘) A (ijﬁ’s‘) } ==Y o rnei=Y of roy,
k k 1 s K k
que € a segunda equacao de estrutura (2-20). 0

A idéia bédsica do método do referencial mével pode ser descrita da seguinte
maneira.

Seja x : M" — R""4 uma imersdo de uma variedade diferencidvel de dimensio n
em um espaco euclidiano R"*¢ (dizer que x é uma imersdo é dizer que x ¢ diferencidvel
e que a diferencial dx, : T,M — R"*4 & injetora para todo ponto p € M). E uma
consequéncia do Teorema da Func¢do Inversa que, para todo p € M, existe uma vizinhanga
U C M de p tal que a restricdo de x a U ¢ injetora. Seja V C R""4 uma vizinhanca de
x(p) em R"™ de tal modo que x(U) C V. Admitamos V suficientemente pequeno para
que exista um referencial movel {eq,...,e,,€,11,...,€s14} €m V com a propriedade de
que, quando restritos a x(U), os vetores {eq,...,e,} sejam tangentes a x(U) e os vetores
{en+1 ey en+q} sejam normais a x(U ). Um tal referencial € dito um referencial adaptado
ax.

A existéncia de um tal referencial adaptado pode ser provada da seguinte
maneira. Se V € suficientemente pequeno, existe um difeomorfismo g : V — V tal que
gox(U) é um aberto de uma subvariedade linear de dimensdo n em R""9. A existéncia de
um tal referencial {f1,..., fu, fut1,- -, furq} adaptado a gox(U) em g(V) é imediata. A
imagem inversa {g~'(f1),...,8 ' (fu+q)} de um tal referencial pode ndo ser ortonormal.
Usaremos entdo o processo de ortonormaliza¢do de Gram-Schmidt em cada ponto de V.

Observando que os valores obtidos por um tal processo variam diferencialmente com os



2.6 O Método do Referencial Movel 25

valores dados, obteremos em V um referencial ortonormal adaptado a x(U).
Em V estdo definidas as formas ®; do coreferencial de {e¢;} e as formas de

conexao 0){ que satizfazem a equagdes de estrutura (2-19) e (2-20). A aplicagdo
x:UCM'—V CR"™

induz formas diferenciais X(;), X(®/) em U. Como X comuta com a derivagdo exterior
e com o produto exterior, tais formas em U satizfazem as equagdes de estrutura (2-19)
e (2-20). Acontece que toda a geometria métrica local da imersdo x estd contida nessas

equacdes de estrutura, o que reflete o carater universal do R”.

2.6.2 O Lema de Cartan e a Unicidade das Formas de Conexao

Iniciaremos com um fato puramente algébrico. Recordemos que se ®, ®> sdo
formas lineares num espaco vetorial V de dimensao n, entdo o produto exterior m; A My,

de ®; com ®,, é uma forma bilinear alternada ®w; A®, : V xV — R dada por

((.01 /\(Dz)(Vl,Vz) = (Vl)(Dz(Vz) — (Vz)(l)z(vl), vi,v2 € V.

Além disto, se {0, ...,®,} é¢ uma base do espago das formas lineares V*, entdo w; A ®;,
i< j,i,j=1,...,n, formam uma base para o espaco A?V*, das formas bilineares

alternadas de V x V.
Lema 2.33 (Cartan). Seja V- um espaco vetorial de dimensdo n. Sejam
o,...,0,:V =R,

r < n, formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam formas

lineares

91,...,9r1V—>R

satizfazendo a seguinte condicdo:
-
Z w; \N9; =0.
i=1

Entdo

_ J
ei_ZaimJ-,
J

emquei,jzl,...,rea{:a’j.
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Prova. Completemos as formas {®y,...,®,} em uma base {®y,...,®;, ®q41,...,0,} de
V* e escrevamos
0; = Za{wj+2bfcol, l=r+1,...,n.
j !
Basta agora observar que a condi¢ao Zu)i A 0; = 0 implica em
i
‘ !
0= Z(Di/\ei = Z(D,‘ /\Za{(ﬂj -l-ZO)i /\Zbimb
i i j i I
portanto, restringindo os indices, temos
Z(azj —ai-)co,- AN®;+ Z bgﬂ)i/\ﬁ)l =0.
i<j i<l
Como os W Ay, k <s, k,s=1,...,n, sdo linearmente independentes, conclui-se que
J_ iapl
a; = a’j eb; =0.
0J

Lema 2.34 Sejam M" uma variedade Riemanniana, p € M", e U C M" uma vizinhanca

de p. Sejam {e1,...,e,} campos diferencidveis de vetores em U com <ei,ej>p = 8;j (um

referencial movel em U). Sejam {®1,...,®,} formas diferenciais em U definidas pela

condigdo wj(e;) = O;j (o coreferencial de e;). Suponha que exista em U um conjunto de

. .. j . o
1-formas diferenciais w; satisfazendo as condigoes:
J_ i
_ J
do; =Y ax Aoy
k

Entdo um tal conjunto é tinico.

Prova. Suponhamos que exista um outro conjunto de formas (I){ com

d(!)j = Z()\)k/\(b]{.
k

Entao
Y oA (@ — ) =0.
k
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Utilizando o Lema (2.33), temos

_pl
ook_ZBkl o, Bl =Bl
Note que
—(nk ZBklw,— (n —(n ZB
Como os ®; sao linearmente independentes, temos que Bi ;= —B’J‘-i. Utilizando as simetrias

obtidas, COHC]UimOS que
Bk _ BJ _ B B Bk _ Bk =0
Ji ki — ik = jk k] ij Ji )

ou seja,

2.6.3 Subvariedade de um Espaco Euclidiano

Seja x : M" — R""4 uma imersdo de uma variedade de dimensdo n em R""9.
Seja p € M e U uma vizinhanga de p em M na qual x|y seja injetiva. Seja V uma
vizinhanga de x(p) em R""4 de tal modo que x(U) C V e que em V esteja definido um
referencial adaptado {el N TIN  BU ,en+q}. Pensaremos em x como uma inclusio de
U em V C R""4 ¢ usaremos a mesma nota¢do para uma entidade em V ou uma restri¢ao
a U. De agora em diante, esta convencao serd usada sem maiores comentarios.

Usaremos os seguintes tipos de indices:
1<ABC,...<n+gq,

1<i,j,k,... <n,
n<o,B.Y,...<n+gq.

Dado um referencial {e4 } em U, definimos o coreferencial {®4 } e as formas de
conexdo {8} em V por
dx =Y ey, (2-25)

dey =Y oliep. (2-26)
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As formas w4 e u)f satisfazem as equagdes de estrutura

doy =Y o Ao, (2-27)

dof =Y 0§ Nog. (2-28)

As restrigdes das formas my, (oﬁ a U €V satisfazem ainda as equagdes (2-27) e (2-28),
com a relacdo adicional Wy, = 0, para todo o = n,...,n + g. Esta tltima relacdo provém
do fato de que os vetores ey sao normais a U e, portanto, para todo ¢ € U e todo
V= Zv,-e,- € T,M, tem-se

0o, (V) = O, (Zviei) =0

No que se segue, s6 usaremos formas restritas a U. Como ®y, = 0, temos que
0=dwg=) 0pAOF=) OAOY+Y ogAof =) oA

Pelo Lema de Cartan,
of =Y hto;, hi=hs.
J

A forma quadratica
1% = ZO),‘O)? = Zh%ﬁ)iﬁ)]‘
i iJ

€ chamada a segunda forma quadrdtica de x na direcao de eg,.

Para cada p € M, o espaco gerado pelos vetores do R"*Y que sdo normais a
dx,(T,(M)) é chamado de espago normal da imersdo x em p e indicado por N,(M).
Um campo diferencidvel de vetores normais é uma aplicacdo diferenciavel v : M — R4
com V(p) € N,(M), p € M. Dado um campo diferencidvel unitdrio de vetores normais
v:U CM — R" 9 em uma vizinhan¢a U suficientemente pequena de p, podemos
escolher um referencial adaptado {e4 } em U de tal modo que ¢, = v. A segunda forma
quadrética II"*! é chamada de segunda forma quadritica de x na direcdo v e indicado por
1.

O significado geométrico de I1¥ é obtida generalizando uma situagdo semelhante

que encontramos no caso de superficies em R3. Para isto, diferenciamos a expressao
0= (dx,v) = (dx,ey+1),

obtendo
<d2x,v> = —(dx,dep+1) .
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Como

—(dx,dey11) = — <Zwie,~, wal+lej + ZOJS+1€B>
i j B
=) 00,
i
=Y woft!
i
concluimos que
(d*x,v) =1I". (2-29)
Portanto, se o : (—€,€) — U é uma curva em M parametrizada pelo comprimento

de arco s, com a(0) = p, o/ (0) = v, teremos

I’ = <d2x(v, v),V)

(%))

O ultimo membro das igualdades acima € a componente do vetor curvatura de o segundo
o vetor unitdrio v. Decorre dai que /1V é independente da escolha do referencial.

Como toda forma quadratica em um espago vetorial estd associada uma
transformacao linear auto-adjunta temos, para todo p € M e todo vetor unitdrio normal

Vv € N,(M), que existe uma transformagéo linear auto-adjunta
AY:Tp(M) — Ty(M),
tal que
' = — <AV(V)7V> )

para todo v € T),(M). Por (2-29), vemos que
(AY(v),v) = (dv(v),dx(v)),

e que a matriz de AY em um referencial adaptado com e, = v é dado por {—h?j“} .

Vamos agora reescrever as equacoes de estrutura (2-27) e (2-28), tendo o cuidado
de separar as partes tangenciais (indices i, J,. . .) das normais (indices o, f3, . ..). Obteremos
as equacoes:

do; =Y o; Ao, (2-30)
j

do! =Y of nol + Y of Ao, (2-31)
k o
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do¢ =Y o/ no? + Y ol Aet, (2-32)
j B

dob = Z(oa/\(o +ZmaAm$ (2-33)
Como no caso de superficies, as formas 0){ possuem a seguinte interpretacao

geométrica. Sejam X, ¥ € T,(M) e o : (—€,€) — M uma curva diferencidvel, com
0(0) = pe o/(0) =Y. Definimos

dX
(VyX), = proj. sobre T,(M) de <E> ,
0

onde ¢ € o pardmetro da curva o. Em outras palavras (VyX), é a parte da derivada usual
que é vista de 7),(M). Vamos mostrar que VyX s6 depende da métrica induzida em M por
X.

Para isto, escolhamos um referencial adaptado {e4 } em uma vizinhanga U C M

e escrevamos X — Zx,-ei, onde os x; sdo funcgdes diferencidveis em U. Como
i

dX de, ledel
Z e,+zx,zco< )ej+Zx,Zw( )

temos que
dx; (0
(VyX), = -4 /= xl}e-
vX)p ;{dt Zi:co (8t> /
:Z{dx(Y)—l—ZO)lj(Y)xi}ej',
J

0 que mostra que VyX s6 depende dos u){ e, portanto, da métrica induzida.
(VyX), é chamada a derivada covariante do campo X segundo o vetor ¥ no

ponto p. Se X = e;, obteremos
(Vreiej) = ] (Y).
Se Y = ¢j na relagdo acima, obtemos

(Voeise) = ol (). (2-34)
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Assim, podemos escrever
Veej=Y of(e)ex. (2-35)
k

2.6.4 Gradiente e Laplaciano em Variedades Riemannianas

Nesta secdo, vamos reescrever a defini¢do de derivada covariante de um tensor
de ordem r, vista na Secdo 2.4, em termos de formas diferenciais. Além disso, vamos
determinar as expressoes do gradiente e do laplaciano de uma funcao diferencidvel
f M — R em termos de um referencial ortonormal {e;}, das formas ®; e 0){ associadas.

Seja M" uma variedade Riemanniana. Um fensor de ordem r en M é uma

correspondéncia F que a cada ponto p € M associa uma forma r-linear

Fp:T,(M) x...xTy(M).
rf;tgres

Um tensor F é dito diferencidvel em p € M se, escolhido um referencial {e;},i=1,...,n,

em uma vizinhanga U de p, as funcdes F;, ;, .. ;. dadas por

Fy(eiy,eiy, ... vei,) = Fiyiy,...i, (@),

i1,00,...,0p,j=1,....n, g€ U

sao diferencidveis em p. F € diferencidvel em M se é diferencidvel em todo p € M. As

fungdes Fj, ;,, i, sdo chamadas de componentes do tensor F no referencial {e;}.

Definicao 2.35 A diferencial covariante VF é um tensor de ordem r+ 1 definido da

seguinte maneira. As componentes
E],ig,...,ir;j = VF(ei] y€iny e JeirJej)7

i17i27"'7ir7j: 1,...,71,

de VF no referencial {e;} sdao dadas por
@i =dF . Y P2
ZE17127“~71I’;]0).] _dElJZ?'“:lr+ZF.1127137~-71V;]0\)]. +ZE17.1137“~717';]O‘)J' +"'+
J J J

.. . .. i,~
+ ZE1,127-~-71r—1J;J(Dj )
J

onde F;, ;, . ; indica as componentes de F no referencial {e;}.

Seja f : M — R uma func¢ao diferencidvel em uma variedade Riemanniana M. O
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gradiente de f € o campo vetorial grad f em M definido por

(gradf,X), =dfp(X),

para todo p € M e todo X € T,M. Em outras palavras, gradf € o dual na métrica
Riemanniana da forma d f.
Considerando um referencial {e;} em um aberto U C M, podemos escrever, em
U,
df = Zfiwi-
l

A funcio f; é chamada a derivada de f na direcio de ¢;. E imediato que,em U,
gradf = Z fiei.
i
A diferencial covariante de d f € dada por
v(df) = Zfi;j(”i(’)jv
ij

onde, pela Definicao 2.35,
) fiijw; = dfi+ ) f0)
J J

A forma bilinear V(d f) é chamada de hessiana de f na métrica de M. O trago dessa forma

bilinear, isto €, a funcdo em M dada por
Af = Zfi;ia
i

€ chamado de laplaciano de f. Note que no caso M = R”", temos (o{ = 0. Assim, as
definicdes de hessiana e laplaciano coincidem com os conceitos conhecidos do R". As

funcdes em M para as quais Af = 0 s@o chamadas harmonicas.



CAPITULO 3

Hipersuperficies Conformemente Planas em R*
Satisfazendo AH = \H

No que se segue, M serd uma variedade Riemanniana conexa de dimensao 3, que
iremos denotar por M>. Vamos considerar % : M> — R* uma imersio isométrica de M?>
em R*. Denotaremos por G, A, H, V e D, respectivamente, a segunda forma fundamental,
a aplicacdo de Weingarten, o vetor curvatura média, a conexdo Riemanniana de M> e a
conexdo normal da imersdo. Iremos supor que & é um vetor unitario global a M> e que o

¢ a fungdo curvatura média com respeito a &, ou seja, H = o&.

3.1 Resultados Basicos

Antes de demonstrarmos o resultado principal, apresentaremos alguns resultados

preliminares. O primeiro € um caso particular da Formula da Chen [15], Lema 4.1, p. 271.

Lema 3.1 (Férmula de Chen). Seja & : M> — R* uma hipersuperficie orientdvel em R*.
Entdo 3
AH = {Ao.+ al|o]*}E +2A(Va) + EVocz, (3-1)

sendo A o Laplaciano de M> na métrica induzida e Vo2 o gradiente de o?.

Prova. Para a prova veja [15] e [16]. ]

Podemos escrever as equagdes de estrutura de M, correspondendo ao sistema
3

do; =Y o Aoy, (3-2)
k=1

. 4 .
do! =Y of Aw], (3-3)
k=1
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4
=) o roj, (3-4)
j=1

onde 1 <1, j, k<3.

Sejam R e r, respectivamente, o tensor de Ricci e a curvatura escalar de M3,
Tomemos um referencial {e}, ez, e3,e4} adaptado a X com e4 = &. Denotaremos por {(olj }
i,j=1,...,4, as formas de conexdo associadas a esse referencial. Nestas condi¢des, vale

o seguinte resultado:

Lema 3.2 Seja  : M> — R* uma hipersuperficie orientdvel em R*. Se {e1, e, e3} diago-

naliza a aplicagdo de Weingarten, entdo o tensor de Ricci é dado por
R(Y,Z) =3a(A(Y),Z) — (A*(Y),Z). (3-5)

Prova. Como a hipersuperficie esta imersa em R* segue, pela Equacio de Gauss, (Teo-

rema 2.28), que
(R(X,Y)Z,T) = (c(Y,T),0(X,Z2))— (c(X,T),06(Y,Z)),

onde X, Y, Z e T sdo campos vetoriais tangentes a M3. Fazendo Y = e¢; = T e somando

em i na relacdo acima, tem-se que

Mw

o(ei,e),0(X,Z))— ) (o(X,ei),0(ei,2)).

Mw
Mw

(R(X,e)Z,e;) =
1 i=

T
.
~.
I

—_

Fazendo X =Y na equagdo acima, obtemos

R(Y,ei)Z,e;) c(ej,ei),0(Y,Z)) —

(6(Y,e;),0(ei,2)) .

HMw
Mw
Mw

_.
~.
I
—_

=

Note, pela definicdo de tensor de Ricci, que

R(Y,ei)Z,e;) .

IIMw

Assim, para obtermos (3-5), resta-nos mostrar as seguintes igualdades

o(ei ei),6(Y.Z)) = 30 (A(Y),Z), (3-6)

Mm

N
I
—_

(6(Y,e),0(e;,2)) = (A*(Y),Z). (3-7)

-

1
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Como o(X,Y) é perpendicular a M?, entdo o(X,Y) serd um miiltiplo de &,
digamos, 6(X,Y) = He(X,Y)E, sendo He(X,Y) uma fungdo real diferencidvel. Deste
modo,

He(X,Y) = (o(X,Y),5) = (A(X),Y).

Em particular, se X = e; e Y = e, teremos
Hg(ei,e) = (Alei),e)),

onde 1 <i,j < 3. Como, por hipdtese, o referencial {e;,er,e3} diagonaliza a aplicagio
de Weingarten, ou seja, A(e;) = uie;, i = 1,2,3, temos

Hg(ei,ej) = ,ui8,~j.
Escrevendo os campos Y e Z em termos do referencial {e,e,e3}, ou seja,
3 3
Y=Y viei, Z= Y zje;,
i=1 j=1

obtemos

-

~
—

3 3
(o(ej,e),0(Y,Z2)) = Z <H§ ei,ei)& Z G(ej,ek)yjzk>

i=1 j,k:l

3
= Y mimyizde
w,k 1

= Z il 2,
ij=1

3
=300 ) iz
i=1

onde, na ultima igualdade, utilizamos o fato de que

_ Mt
—
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Por outro lado,

3
300 (A(Y = <Z‘ ,y,e,,gz] >

3

= Z lyle ij
3

= OCZHiyl'Zi~
i=1

Assim, verifica-se a equagao (3-6).

Agora, vamos mostrar que também vale (3-7). Temos que

Por outro lado,

3
<G<Yvei)7c(eivz>> = Z <H§(Y € )E; H§(817 )&>

o

N
[
N
)

I
-
=
~.
<
~.
(7]
=
=
~
=
=
2N
N

|
NS
=
=T
=
&

Logo, verifica-se a equagdo (3-7) e, com isso, o Lema 3.2.
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Observacgao 3.3 Note, fazendo Z =Y = e em (3-5) e somando em j, que

J

3 3 3
1R(ej,ej) =30 Zl (Alej).ej) — Z] (A%(ej)e;)
= Jj= J=

= 3030 — (U} + 45 +113)
=902 —|AJ*.

Como, por defini¢do, a curvatura escalar r é dada por

3
r= Z R(ej,e;),
j=1
temos, utilizando a equagdo anterior, que
r =902 — |A]?. (3-8)

De agora em diante, o referencial adaptado {e},es,e3,e4} serd tal que os vetores
tangentes diagonalizam a aplicacao de Weingarten.
Como na Observacao 2.31, podemos reescrever a Equacdo de Codazzi (2-17),
obtendo
VxA(Y)—VyA(X) =A([X,Y]), (3-9)

onde, pelo fato da conexdo ser Riemanniana, [X,Y] = VxY — VyX. Dai,
VxA(Y)—VyA(X) =A(VxY)—A(VyX).
Fazendo X = e; e Y = ¢}, na equacdo acima, obtemos
VeA(ej) —Ve,Aler) = A(Veej) —A(Veei),
onde 1 <i,j <3.Como A(e;) = uje;, i = 1,2,3, temos
ei(uj)ej+uiVee;—ej(ui)ei—uVe,ei =A(Vee;) —A(Veei).
Considerando a expressao de V,e;, dada por (2-35), na equag@o acima, obtemos

3 3 3
eilpg)ej 1y Y Oh(en)er —ejlm)er—pu Y ok (ej)e = Y. (h(en) —0f(e))) ex.
k=1 k=1 k=1

N (3-10)
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Considerando i # k # j na relacdo acima, temos
k k k k
o (e;) — i (e) = e (e;) — e (),
ou, equivalentemente,

(1j — ) 5 (e) = (i — ) 0 (e). (3-11)

Fazendo k = j em (3-10) e lembrando que cof =0,parai=1,...,4, obtemos

—pi] (e;) +ei(pj) = —p;jo! (e)).
Consequentemente, podemos escrever
ei(u) = (ui — ;) (e;). (3-12)

Podemos reescrever o tensor de Schouten, apresentado no Exemplo 2.22, como

L= —R+£g, (3-13)

sendo g o tensor métrico em M>. Se M> é conformemente plana, um resultado devido a
Weyl [10], p. 26, estabelece que

Z[L(Y,W)| —L(VzY,W)—L(Y,V;W) =Y [L(Z,W)] — L(VyZ,W) —L(Z,VyW), (3-14)

onde W, Y e Z sido campos vetoriais tangentes a M>.

O seguinte resultado segue diretamente do Lema 3.1.

Lema 3.4 Suponhamos que % : M> — R* é uma hipersuperficie orientdvel satisfazendo a
condi¢do AH = AH, A € R. Entdo:

(a) A(Vo?) = —%oc(Vocz), no subconjunto aberto U = {p € M : Va?(p) # 0}.
(b) Ao = (K— | 0|2) o.

Prova. Considerando AH = AH no Lema 3.1, obtemos

3
0 = {Aa+ oo]? — OA}E + 24(Var) + EVOCZ,

onde utilizamos o fato de H = a€. Como o vetor & é normal a hipersuperficie M? e tanto

A como Vo2 sdo aplicacdes em M 3, aigualdade acima nos diz que

A+ ofo|* — o = 0, (3-15)



3.1 Resultados Basicos 39

3
24(Var) + 5Voc2 =0. (3-16)
Considerando (3-15), podemos escrever
Alor) = (x— | (5|2> o,
ou seja, o resultado proposto no item (b). Por (3-16), obtemos
35,2
2A(Vo) = —EVOC :
Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por o, obtemos
3 2
20A(Va) = —EocVoc .
Como 20V = Va? e A é uma tranformagio linear, temos
2 3 2
A(Va~) = —EocVoc .

Assim, Va2 é um autovetor de A correspondente ao autovalor —30/2, ou seja, o resultado
proposto no item (a).
OJ

Nos préximos resultados consideraremos o aberto U e a imersio  : M> — R*

como no Lema 3.4.

Lema 3.5 Seja V um conjunto aberto de M> onde A possui trés curvaturas principais

distintas, a saber uy,uy,u3. Se' V= 0, entdo, em 'V,
o
; (ej) = 0;
para ik, j € {1,2,3} distintos.

Prova. Substituindo a Equagdo de Gauss (3-5) em (3-13), obtemos a seguinte expressao

para o tensor de Schouten

L(Y,Z) = = (Y,Z) — 3a.(AY, Z) + (A%Y,Z). (3-17)

4
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Derivando o tensor L, dado por (3-17), aplicado em (Z,W) na direcao de Y e fazendo as

simplificagdes necessdrias, obtemos

Y [L(Z,W)] — L(VyZ,W) — L(Z,VyW) = @ (Z,W) —3Y (o) (A(Z), W)

+{(VyA*(2),W) — (A*(VyZ),W),

pois, a derivada do tensor métrico € nula e a conexdo é Riemanniana. Analogamente,

derivando o tensor L aplicado em (Y, W) na diregdo de Z, obtemos

ZIL(Y,W)] — L(VZY,W) — L(Y,V,W) = @ (Y, W) —3Z(a) (A(Y),W)

+(VZA*(Y),W) — (A*(VzY),W).

Substituindo as duas dltimas igualdades em (3-14), podemos obter
Y(r)Z—Z(r)Y = 12{Y (0)AZ — Z()AY } +4 {VA*(Y) — A*(VzY) — VyA*(2) + A*(VyZ) } .
(3-18)

Fazendo Y = ¢; e Z = e}, na expressio acima, temos

ei(rej —ej(r)e; =12 {ei(@)A(e;) —ej(0)A(e;) } +4 {V,A*(e;) —A*(Ve,ei) }
—4{V,A*(ej) — A2(Ve,e,)}

onde 1 <1, j < 3. Considerando a expressdo da V,,e;, dada por (2-35), e o fato da base

{e1,e2,e3} diagonalizar A, teremos
3
ei(riej—ej(r)e;= 12{6, Jujei—ej( ,u,e,}+4 e ,ul Z,uk(o

3
_4{ e :u] Z‘le(l) }

ou, equivalentemente,
ei(rjej—ej(r)e; = 12{6, ,u]e]—e, ,uiei}-|-4{ej ,ul-z e-—e-(,u?) ej}
3
+4{(,ul — Zco ej)ex+ (u Z }

Para i # k # j, temos

(5 - 12) o) = (7 1) ofe,). 319
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Fazendo k = j, obtemos

. 1
(1] —17) ] (e)) = Bei(o); — ei(r) —eiur)- (3-20)

Sabemos, por (3-11), que

N (i — i) ko,
@jlen) = (uj—uk)m’( 2

para j # k. Substituindo a dltima expressao em (3-19), temos

(1 —ui)%wf(ej) = (1 — 1) of (e)),

ou, equivalentemente,
(1 + 1) 00 (e5) = (1 + 1) 00 (e).

Logo, pela equagdo acima, podemos escrever
(1 — ) () = 0.
Como estamos supondo V # 0, temos que u; # u;, para i # j. Dessa forma,

of(ej) =0, (3-21)

i
para ik, j € {1,2,3} distintos. O

Nos préximos resultados, consideraremos V como no Lema 3.5.

Lema 3.6 Se VU # 0, entdo existe uma fungcdo ndao-nula 8, definida num subconjunto

aberto contido em'V NU, tal que:

(@) i = —30, up = 30+ 8, u3 = 20—,
(b) ex(@x) = e3(a) =0,

(c)er(u) = — (5+ L) wi(er),

(d) e1(u3) = (8 — L) @f(e3).

Prova. Como V NU # 0, podemos considerar um subconjunto aberto Vo, C VN U.
Nesse aberto, tomemos um referencial adaptado {e;,e2,e3,e4}, com e; paralelo a Vo2
e eq = &. Tal escolha é possivel pelo item (a) do Lema 3.4. Como o0 = (u; +up +u3)/3 e
U1 # up # us, existe uma fung@o o definida em V; (ou em algum conjunto aberto contido

em V»), tal que
——Eoc —2a+8 —goc—é‘)
Ml = 2 7/’[2_4 7/-13_4 y

ou seja, o resultado do item (a) é valido.
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Utilizando a expressdo de u; dada pelo item (a) e, em seguida, (3-12), teremos

er(o) = e (—%m)

= —%62(#1)
2 1
= —§(H2 — ) (er).

Note, por (3-11), que
(2 — 1)y (er) = 0.

Como up # uy, temos que 0)5 (e1) =0 e, consequentemente, e (o) = 0. De modo anélogo,

e3(o) =e3 (—%m)

:—ges(#l)
2 1
:—§(H3—H1)®3(€1)-

Utilizando (3-11), obtemos
(13 — 1) 3 (er) = 0.

Logo, e3(a) = 0. Com isso, demonstramos o item (b).

Utilizando a equag@o (3-12) e o item (a), temos

e1(w) = (u1 — )0t (er)

Da mesma forma, temos

e1(us) = (w1 —p3) @3 (e3)

3 9
= (-5(1— Zoc+8) o; (e3)

_ <5— 14—50c) 0 (e3).

Assim, valem os itens (c) e (d).



3.1 Resultados Basicos 43

Observacao 3.7 Seja V, como na prova do Lema 3.6. Utilizando o item (b) deste Lema e
o fato de u; = —30./2, temos

ex(m) = e3(ur) =0.

Logo, por (3-12), obtemos
0=ex(u) = (2 — 1) w5 (e1),

0= e3(ur) = (u3 — ) @3 (e1).

Considerando, nas equagoes acima, o fato de Vo C 'V, teremos
oi(e]) =0=wl(ey). (3-22)
Agora, como as formas ®1,®;,®3 sdo l.i., podemos escrever
(D% =a101 + a0 +azws,

0)? = b1 +br) + b33,
onde a; = 0)%(6,-) eb; = 0)? (ei), i =1,2,3. Sabemos, pelo Lema 3.5, que se V # 0 entdo
03;‘ (ej) =0, i # k # j. Considerando isso e (3-22) nas equagdes acima, temos

o = 00y, ©F = MO, (3-23)

sendo ¢ = 7(ez) e M = 3 (e3).

Diferenciando as equagoes em (3-23), obtemos,

do? = do N\ + 0dw,, (3-24)

do} = dn A w3 +ndo;. (3-25)

Note, pelos itens (a) e (c) do Lema 3.6, que

¢ = of(e2)
__eamw)
8+ Lo
_ Je(@)te)
5+ La

9
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segue, analogamente, que

Assim, podemos escrever

9¢; (OC) +4e (5)
45+ 1500
ey () —der (8)
48— 15a

0=

Observacao 3.8 Como na Secdo 1.6.3, podemos escrever

o] = h1101 + h120, + hi303,
OF = hp1 01 + hop0) + ho3 3,
0F = h3101 + h320, + h3303,

(3-26)

(3-27)

onde {hjj}, 1 <i,j <3, é amatrizde A com respeito ao referencial {e},e;,e3}. Como

tal base diagonaliza a aplica¢do de Weingarten, temos que as fungoes diferencidveis h;;

satisfazem:
/’l,‘j = U, sei:j,
/’lij:O, sei%j,

1 <i,j <3. Comisso, podemos reescrever o sistema (3-27), obtendo

o} = u oy,
®F = oy,
4

Note, pela equagdo de estrutura (3-4), que

dot = 0 A oj + 0} A of.

(3-28)

Considerando as expressoes de 0)% e 0)?, dadas por (3-23), na relagdo acima, obtemos

do] = 0wy A ®F +1n03 A o
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Combinando (3-28) e a igualdade anterior, concluimos que
dot =0, (3-29)

pois, O, N®; =0,i=1,...,4.

Por outro lado, pela primeira equacdo do siatema (3-28), temos
dot = du; Ao +udo; .

Disso e de (3-29), teremos
duyi Aoy = —u1doy. (3-30)

Observe, pela equacdo de estrutura (3-2), que
dm| = 03%/\032+0)?/\0)3.

Substituindo as expressoes de 0)% e (o?, dadas por (3-23), na igualdade anterior, con-
cluimos que dw, = 0. Portanto, localmente, existe uma funcdo u tal que ®; = du. Disso
e de (3-30), podemos escrever

duy Ndu = 0.

Como, pelo item (a) do Lema 3.6, uy = —30./2, temos
doNdu=0.

Assim, utilizando o Lema de Cartan 2.33 e a ultima igualdade, vemos que o. é uma funcdo

de u.

No préximo resultado, consideraremos V>, como na prova do Lema 3.6 e o como

na Observacdo 3.8, ou seja, existe uma fungao diferencidvel u tal que @; = du e oo = a(u).

Lema 3.9 Seja o a curvatura média de M>. Entdo, em Vs, podemos escrever
o=cd,

onde c € RY.

Prova. Sabemos, por (3-12), que

ei(u;)

Jlo) —
('Oi( ]) (Iul_'u])a



3.1 Resultados Basicos 46

parai=# j, 1 <i,j < 3. Substituindo essa expressdao em (3-20), obtemos

_(:“j +,u,')e,-(,u]') = Sei((x),uj — %ei(l’) — ei(‘ui).

Como ¢; (,u%) =2uje;(u;), segue que

(wj —mi)eiuy) = 3ei(a)uj — ei(r). (3-3D)

Fazendo i =2 e j = 1 na equagdo acima, tem-se

ez (o) — }162(?) = (1 —m)ex(ur).

Como, pelo item (b) do Lema 3.6, e;(a) = 0, teremos

320 = o — e

Note, pelo itens (a) e (b) do Lema 3.6, que

ez(,u]) = —%6’2(0(.) =0.

Consequentemente, obtemos que e;(r) = 0. Fazendo i = 2 e j = 3 na equagdo (3-31),

obtemos

(13 —2)ea(u3) = 0.

Como, em V3, u3 # 1y, segue que
e2(u3) = 0.

Sabemos, pelo item (a) do Lema 3.6, que

9

ex(u3) = 162(06) —e2(9).

Sendo, pelo item (b) do Lema 3.6, e>(ot) = 0, concluimos que

e2(8) =0.

Agora, fazendo i = 3 e j = 1 na equacgdo (3-31), obtemos

Ses ot — ges(r) = (u —ps)es(on). (3-32)
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Sabemos, pelos itens (a) e (b) do Lema 3.6, que

ex(@) =0 = e ().

Portanto, pela equagao (3-32), temos que
e3(r)=0.

Fazendo i = 3 e j = 2 na equacao (3-31), obtemos

ez (o) — %%(r) = (2 —p3)e3 (1)

Como estamos supondo up # 3, temos que
e3(u2) = 0.

Sabemos, pelo item (a) do Lema 3.6, que

ex(an) = 5e(@) + e5(3).

Dai, pelo item (b) do Lema 3.6, concluimos que
e3(8) =0.

Como, em Vs, up # us3 teremos, pelo item (a) do Lema 3.6, que 6 # 0 em V5. Disso e do
fato de que e2(8) = 0 = e3(9), concluimos que & também é uma fungdo de u, ou seja,
O =10(u).

A partir de agora, escreveremos o € &' para e1 (o) e e1(8), respectivamente.

Fazendoi=1e j =2 em (3-31), obtemos

(12— e (k) = 3er (o — yea(r)

Considerando o item (a) do Lema 3.6 e a relacdo acima, podemos obter

15 9 N a9 I
(Z(x+8> (ZOC +8> =3a (ZOH—5> —161 (I") (3-33)

Note, por (3-8), que
r=2(up + s+ pus3) .
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Consequentemente,

e1(r) =2[er (1) (u2 +p3) + 1 (u2) (ur +p3) + €1 (u3) (u1 + p2)] -

Combinando as expressoes de up, to, u3, dadas pelo item (a) do Lema 3.6, com a equagdo

acima, podemos escrever
27
el(r)=2 (—goc’oc—ZS’S) .

Substituindo essa expressao em (3-33), podemos concluir que

S’ =508
Dai, temos que
o &
— =5
o )

Integrando a expressdo acima com respeito a u, podemos escrever

oa=cd, ceRY. (3-34)

Observacao 3.10 Combinando a expressdo de o, dada por (3-34), e o item (a) do Lema

3.6, podemos escrever
3 9 9
Ui = —§c55, w = ZCSS +8, uz = Zc55 -3 (3-35)

Sendo o = ¢&, segue que
er(a) = 5c8%%.

Logo, utilizando (3-26), temos

45¢8%8 + 48
¢ = - 484+ 15¢85 (3-36)
45848 — 48

48 —15¢8°
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Considerando o sistema acima e (3-23), obtemos

o (45¢8+4)¥
T TG 1seshs G37
3 (45¢8% —4)&

0 = —F—03.
! (4—15¢695 -
Utilizando as expressoes de ¢ e 1 dadas por (3-26) e o fato de o.= ¢&°, temos

(2025¢28% 4 360¢5* 4 16)(8')?
(434 15¢85)2 ’

0% = (3-38)

» (2025¢288 —360c8* + 16)(8')? )
= (45— 15¢55)2 ' (3-39)

Agora, diferenciando cada um das equacoes em (3-26), podemos obter

(6755¢288 —240¢8* + 16)(8')? — (45¢8* +4) (48 +15¢8°)8"
(484 15¢85)*

do = i, (3-40)

- (240¢8* + 675¢288 +16)(8')? + (45¢8* —4) (48 — 15¢8°)d" 341
n= (45— 15¢85) on G4

onde, nas igualdades acima, consideramos o fato de ®; = du.

Sabemos, por (3-12), que ej(u;) = 0. Com isso, pelo item (a) do Lema 3.6,

concluimos que ej (o) = 0. Assim,
0=ej(0) = 5c¢d% (3).
Como ¢ > 0 e & # 0 vemos que e1(0) = 0. Logo, podemos escrever
ei(a) =0=¢;(8), i=1,2,3.
Pelas relagées acima e pelo item (a) do Lema 3.6, temos que
ei(uj) =0,1i,j=1,2,3.

Considerando a iltima igualdade e (3-31) temos que e;(r) = 0. Utilizando esse fato em
(3-20) e (3-19), obtemos

(155 — 115) 3 (e3) = 0, (3-42)

0.

(15 — 13) 3 (e2)
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Logo, pelas relagdes acima, ou u3 = p3 ou 3(ez) = 03(e3) = 0. Se 13 = 113 entdo ou
w3 = o ou u3 = —up. O primeiro caso é, claramente, impossivel pois Vo C V. Se u3 é
igual a —uy entdo, utilizando (3-35), temos que & = 0. Com isso, por (3-34), vemos que
o é igual a zero em Va. Se u # i3, por (3-42), temos @3 (e2) = @3 (e3) = 0. Sabemos, por

(3-21), que 0)%(61) = 0. Portanto, segue que a forma
o5 =0. (3-43)
Por outro lado, pela equacdo de estrutura (3-3),
dw3 = o) A} + 03 A ;.

Consequentemente, por (3-37), podemos escrever

(45¢8* +4)8' (45¢8* —4)¥
~ @ 1565%5 (4 15c5%)5 2\ @3~ Hats @2 03 =0,

ou, equivalentemente,
16(2025¢28% — 16)(8')? = 8*(489¢%8% — 18225¢5!° — 256). (3-44)

Lema 3.11 Se a funcdo curvatura média o é constante em 'V C M3, entdo o é identica-

mente nula.

Prova. Suponhamos que o é uma constante nao-nula em algum conjunto aberto V; C V.
Podemos mostrar que isso nao € possivel. De fato, se isso acontecesse, o item (b) do Lema
3.4 e a equagao (3-8) mostram, respectivamenre, que ]($|2 e r também seriam constantes.

Consequentemente, terifamos
ei(a) =ei(r)=0,i=1,2,3. (3-45)
Combinando (3-20) e (3-45), temos
ei(1}) = (uf — 1) (¢)). (3-46)
Substituindo (3-46) em (3-12), obtemos

s D)
el(:uj)_(:ul ‘uj)(,uiz_,uﬁ),
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parai# jei,j€ {1,2,3}. A equagdo acima é equivalente a
ei(uj) (ui + 1) = ei(ur5).
Como ¢; (,u%) = 2uje;(u;), obtemos

ei(uj)(ui —uj) = 0.

Logo, temos que ¢;(u;) = 0. Dat,

(¢ 1
0=ei(a)=7 (; ei(ﬂj)) = eilk)-

Consequentemente, e;(y;) = 0 para i € {1,2,3}. Desse modo, concluimos que y; ¢é
constante para i =1,2,3.

Agora, mostraremos que a forma 0){ = (0 em V] ou, equivalentemente, que essa
forma se anula em cada um dos vetores da base. De fato, sabemos, por (3-21), que
colj(ek) = 0 para i # j # k. Por outro lado, (3-46) nos mostra que w{(ej) =0, para i # j.

Resta-nos mostrar que colj (ej) = 0, para i # j. Para tanto, recordemos que
(einej) =0,
para i # j. Disso e do fato da conex@o ser Riemanniana, obtemos
<Veiei,ej> =— <ei,Veiej>.

Considerando a igualdade acima e a expressdo de u)lj (e;), dada por (2-34), podemos

escrever
(Dl!(el) = <Veieivej> - <€,‘,Vei€j> - _w;<ej) =0.

Assim, concluimos que as 1-formas @’ sio nulas em Vj, ou seja, V; é um plano. Disso e
l

da Equacdo de Gauss (2-15) obtemos

piptj =0,

para i # j. Portanto, temos que em V| hd pelo menos duas curvaturas principais nulas,
contradizendo o fatode V; C V.

Deduzimos do raciocinio acima que o nao pode ser uma constante ndo-nula em
qualquer subconjunto aberto V; C V. Como V| € arbitrario, vemos que o nio pode ser

uma constante nao-nula em V.
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3.2 Resultado Principal

Nosso resultado principal € o seguinte teorema:

Teorema 3.12 Seja % : M> — R* uma hipersuperficie orientdvel e conformemente plana
em R*. Se M3 satisfaz a condicao AH = AH, A € R, entdo M 3 ¢ minima ou possui uma

curvatura principal com multiplicidade pelo menos dois em cada ponto.

Em outras palavras, isso significa que, sob a condi¢do AH = AH, o classico Teorema
de Cartan-Shouten permanece vilido para hipersuperficies conformemente planas em R*
que ndo sejam minimas.
Prova. Seja V um conjunto aberto de M3 onde A possui trés curvaturas principais distintas,
digamos up, to, u3. Vamos provar que V € vazio ou minimo.

Suponha que V nao é vazio. Seja U como no Lema 3.4. Se VNU = 0, entao
Va? = 0 em V, mostrando que o, é uma constante em V e, pelo Lema 3.11, « =0 em V.
Se VNU # 0, podemos tomar um subconjunto aberto Vo, C VN U. Como no Lema 3.6,
existe uma funcdo & definida em V, (ou em algum subconjunto aberto contido em V5) tal

que

3 9 9
=—=0, tp = -0+, uy3 = —-o.—9J. 3-47
H1 R H2 4 +0, u3 4 ( )
Utilizando a Observacao 3.7, vemos que as formas de conexao 0)% e (D? sdo dadas
por
Of = g, O] = Mo, (3-48)
sendo,

B 9¢; (OC) +4e (8)

¢ = 45+ 1500 (3-49)
961 (OL) — 461 (8)
N 15— 150

Pela Observacgdo 3.8, vemos que existe uma func¢do diferencidvel u tal que 0 =due o é
uma fung¢do de u, ou seja,

o= ou).

Como vimos na prova do Lema 3.9, 6 também é uma fung¢ao de u. Assim, denotamos por

&' e o, respectivamente, ¢ (8) e e (at). Além disso, o Lema 3.9 nos diz que

o=cd, (3-50)
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onde ¢ € RY.
Procedendo como na Observacdo 3.10, podemos reescrever (3-47) e (3-48),

obtendo

wo— 2, (3-51)
H2 = _C85+87

M3 = _085_87

além disso,

) (458t +4)
“l T T ar st 552
o — (45c54—4)5'w
LT 4-15¢8%)8

onde,

(45¢8% +4)8
(44 15¢84)8°
 (45¢8*—4)¥
M= G T5eh5

o= (3-53)

Agora, pela equacdo de estrutura (3-2), podemos escrever
doy = ®) A o] + 03 A @3+ ®3F Ay,

doz = o) Ao + 03 Ao+ oF Aoy

Sabemos, pela Observagao 3.10, que 0)% = 0. Além disso, restrito a variedade M?, a forma
04 = 0. Assim,
doy; = o) Ay,

do; = o} Aoy.

Utilizando (3-48) e as equacOes acima, obtemos
dm; = ¢ A o,

doz =nw3 A\ 0.

Com isso, podemos reescrever as equacoes (3-24) e (3-25), obtendo

do? = do A w4 0?0 Ay, (3-54)
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do} = dn A @3 +ndow;. (3-55)

Por outro lado, utilizando a equagdo de estrutura (3-3) e o fato da forma 0)% =0, temos
dot = o} Ao} + o Ao] = of Aoj.

do} = 07 Ao} + 0] Aoj = o] Aoj.

Sabemos, pela Observacdo 3.8, que co‘l1 = U 01, co‘zl =0y e 0)3‘ = u3®3. Assim,

dot = —ujumo; Ay,

d())? = —u U3 A\ 3.
Combinando as igualdades acima com (3-54) e (3-55), obtemos
—ppno A @y = do N @+ ¢Pop Aoy, (3-56)

além disso,
—H 301 A3 =dn A3 +n2m1 A 3. (3-57)

Substituindo as equagdes (3-38) e (3-40) em (3-56), podemos obter

3.5 ( 9554 5) (2700¢288 + 120¢8* +32) (§)2 — (45¢8* +4) (48 + 15¢8%)5"
2 \4 (45 + 15¢85)2 '

Analogamente, substituindo (3-39) e (3-41) em (3-57), temos

3.5 (2055 _ 5) (2700¢% — 12068* 4 32)(8')2 4 (45¢5* — 4) (45 — 15¢8°)8"
2 \4 (48— 15¢8%)° '

Combinando as duas tltimas equagdes, obtemos
3
(1134000¢%8% 4 11520)(8')% = gs“ <14976Oc288 — 1701000c*81 —2048> . (3-58)
Finalmente, isolando &* em (3-58), (3-44) e igualando as equacdes, obtemos

(8')2(4,576662 x 10'9c°8%* — 1,92894 x 10°¢*8'6 +317294720c°8% 4 4521844) = 0.
(3-59)

Consequentemente, teremos & = 0 ou

(4,576662 x 10'0c°8%* —1,92894 x 107c*5'0 + 317294720288 +-4521844) = 0. (3-60)
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Suponha que & = 0 em V5. Entdo, temos que & € uma constante em V5. Caso contrdrio,

diferenciando (3-60) com respeito a u, podemos obter
8¢2878' (3 x 4,576662 x 10'0¢43'6 — 2 x 1,92894 x 10°¢*8® 4 317294720) = 0.

Suponha que 8’ = 0 em V5. Diferenciando essa igualdade, seguidas vezes, com respeito
a u e utilizando o fato de & # 0, vemos que & = 0 em V,. Mas, isso ndo pode acontecer,
pois, Vo C V. Assim,

8c2878 40

e, entao
(3 % 4,576662 x 10194310 —2 % 1,92894 x 10°¢28% + 317294720) = 0.
Diferenciando a expressao acima com respeito a u, temos
1662878 (3 x 4,576662 x 101°¢28% —1,92894 x 10”) = 0.

Como
16¢2878 + 0,

teremos que & é uma constante. Portanto, em todo caso, a equagdo (3-59) nos diz que
0 é constante em V. Assim, por (3-50), temos que o também é constante em V;. Pelo
Lema 3.11, temos que o = 0 em V5. Sendo V; arbitrario, temos oo = 0 em V NU. Mas,
claramente, o« = 0 em V N (M? —U). Consequentemente o é zero em V. Logo, concluimos
que V = 0 ou é minimo.

Suponha que V = 0, entdo M> tem no maximo duas curvaturas principais

distintas. Por outro lado, se V é minimo entdo o conjunto
W={peM :a(p)=0}
conterd V. Considere a subvariedade aberta
Wy =M —W.

Entdo, existird no maximo duas curvaturas principais em W, pois, pela discussio acima,
se W) possuisse trés curvaturas distintas entdo o = 0. Utilizando o método do Teorema
3.1 de [16], vemos que esta variedade € isoparamétrica. Portanto, Wi tem curvatura média
constante o. Por continuidade, o0 = 0 em M3, isto é, M é minima.

OJ



CAPiTULO 4

Classificacao de Algumas Hipersuperficies

Conformemente Planas em R*

Mostramos, no capitulo anterior, que se ¥ : M> — R* é uma hipersuperficie con-
formemente plana satisfazendo a condi¢do AH = AH, entdo ela é minima ou possui uma
curvatura principal com multiplicidade pelo menos dois em cada ponto. Nosso objetivo,
nesse capitulo, é provar que essa hipersuperficie € isoparamétrica e consequentemente,
utilizando um resultado bem-conhecido de Segre [28], obter um teorema de classificacao.

Antes, porém, enunciaremos um resultado preliminar, a saber:
Lema 4.1 Seja M" é uma hipersuperficie em R" !, cujo vetor Vo satizfaz a condicdo
2 n 2
A(Vor) = —EocVoc .
Entdo, tem-se que
AH = APH + |6|*H, (4-1)

onde A é o Laplaciano de M" agindo nas (n+ 1) fungées coordenadas e AP é o Laplaciano

na direcdo normal.

Prova. Para prova, ver [15], p. 271. L]

Teorema 4.2 Seja % : M> — R* uma hipersuperficie completa, orientdvel e conforme-
mente plana em R*. Entdo ela satisfaz AH = AH, A € R, se, e somente se, M 3 6 uma das

seguintes subvariedades:
1. uma hipersuperficie minima em R*,
2. uma hiperesfera S°(r),
3. um cilindro cartesiano com uma 2-esfera R' x §?(r),

4. um cilindro cartesiano com uma 1-esfera R* x S'(r).
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Este resultado estende o Teorema 3.2 de [16] para o caso de hipersuperficies em
R*.
Prova. Suponhamos que M?> ndo é minima. Sabemos, pelo Teorema 3.12, que a aplicacdo
de Weingarten de M> tem no maximo duas curvaturas principais distintas com multipli-
cidades 1 e 2, respectivamente. Nosso préximo passo é mostrar que M> possui curvatura
média constante. Se & nao é constante entao, como no Lema 3.4, U nao € vazio e o vetor
Va2 é um autovetor de A correspondente ao autovalor —30/2. Tomemos um referencial
ortonormal adaptado {e;,e2,e3,e4} num subconjunto aberto de U tal que {e,-}?:1 diago-
naliza A, e4 = § e e é paralelo a Vo2 (esta ultima escolha deve-se ao Lema 3.4). Deste

modo, um dos autovalores ¢ —3a/2. Entdo, temos dois casos possiveis:

1. —30/2 tém multiplicidade 1 e, portanto, o outro autovalor é 9a./4, com multiplici-
dade 2.

2. —3a/2 tém multiplicidade 2 e o outro autovalor é 60, com multiplicidade 1.

Como qualquer escolha da multiplicidade de —30./2 nos levaria 2 mesma con-
clusao, iremos, sem perda de generalidade, considerar o primeiro caso.
Agora, utilizando a hipétese AH = AH e os Lemas 4.1 e 3.4, teremos, respecti-
vamente,
APH = (A —o|})H. (4-2)

3
A(Va?) = —EocVOLZ. (4-3)

Sejam {®;,w;, 3,04} € {w{}iyjzly,“’é;, respectivamente, a base dual e as formas de

conexao associadas ao referencial considerado. Entdo, teremos

3 9

do=ej(Q)oy, (4-5)

onde, na itima igualdade, utilizamos o fato de e ser paralelo ao vetor Vo, Diferenciando

a primeira equacao de (4-4), temos
4 3
do| = ~3 (dono)+adoy).
Como, por (4-5), do. = e (o) ®;, obtemos

3
do} = —50do, (4-6)
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pois, ®; A ®; = 0. Por outro lado, pela equagado de estrutura (3-4) e a segunda equacgao de
(4-4), tem-se
dot = o A 03 + o) Ao

9
= Zoc((o% A@ + 03 A w3).
Utilizando a expressdao d®;, dada por (3-2), e a relagdo acima, obtemos

9
do] = Jodor, (4-7)

pois,
OF Ay + 03 A®3 = 0y A® 4 03 A0

Combinando as equagdes (4-6) e (4-7), vemos que
do; = 0. (4-8)

Portanto, localmente, existe uma funcdo u tal que ®; = du. Disso e de (4-5) obtemos
que du Ndo = 0. Logo, oo é uma fungdo de u, ou seja, o0 = a(u). Assim, temos que
do.= o/du = o (u)®; e entdo, por (4-5),

Diferenciando a segunda equacao de (4-4), obtemos

9 9
do} = Z(x’col NO;j+ 7 0d;. (4-9)

Por outro lado, considerando a equagdo de estrutura (3-4) e, em seguida, as igualdades em
(4-4), teremos
4 1, 4 2 a A 3 a4
do; = 0; A O]+ 0 A 0; +0; A 03

~ ool ro —|—206(0)2/\0) + 07 A 03)
D 1 4 J 2 J 3)-

Mas, pela equacdo de estrutura (3-2), temos que
do; = o; A®;+0F A0y + 0 Aoz

Assim,

15 9
doj = ——-0w; A ) + 70d0);. (4-10)
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Combinando as equagdes (4-9) e (4-10), teremos

30/
1 _ .
W; = §_ocm” j=2,3,

ou, equivalentemente,

Sam) =3d'0;, j=2,3.

Note, diferenciando 0(0)} e considerando (4-5), que
1N _ 1 1 1 1
d(oaw;) =doNo; +ado; = oo A®; +ado;.

Agora, substituindo (4-11) na tltima igualdade obtida, temos

"2
d(ow}) = (Sa) 01 A ©; + ado;.

Através de célculos semelhantes, podemos obter

/ /

27 3o 3o
dof = - o?o; Awj+ — (d(oj+—0)1 /\wj) :

J 8 500 500

Diferenciando o ®;, tem-se
ddw;) =d"o Ao;+o/do;.

Utilizando as equacdes (4-12) e (4-13), obtemos

5 o)? 5
d(do;) = §d(ow)}-) _{ oc) o] Aoaj+§ocda)}.

Dessa tltima relagao e de (4-15), temos

(o)?
o

5
o /\mj+§ocd(oj- =00 AO;+o/do;.

Substituindo (4-14) na equacao acima, podemos obter

32 45
4ot — ?(oc’)2 + 706‘ =0.

Fazendo y = (o)? na equacdo acima, tem-se

SO 3245

=—y——
ya/ Sy 2 Y

(4-11)

(4-12)

(4-13)

(4-14)

(4-15)

(4-16)

(4-17)



60

ou, equivalentemente,

V=——y——o'a’. (4-18)

Observamos que a solucdo geral de uma equagao diferencial ordindria de primeira odem,

do tipo y' = f(u)y+ g(u), é dada por
e {k+ / g(u>e—ff<u>dud4 keR

Assim, a solugao geral da e.d.o. (4-18) é dada por

16 o 45 16 o
y= el s Gdu {co — Zocloée* S%d”du] , co € R. (4-19)
Note que,
/
o S adn = B nfdu — o 6 F o) R

1

45 o 45 225
/Z(x/(x3ef156txd”du = Zcfl /OLSOLIdu = ECIIOL% +cp, cp €ER.
Com isso, podemos reescrever (4-19), obtendo

225
y= cos — Fa“ +cp, c,c0 €R. (4-20)

Agora, utilizando a defini¢iio de Aa., o fato de e; ser paralelo a Vo e a equacio
(4-11), obtemos
5040 = —5a0 4 6(a’)>. (4-21)

Sabemos que APH = (A&, Utilizando esse fato e a relacdo (4-2), temos
oA = (A —|o]*)a?. (4-22)
Agora, como |6]* = (3 + 15 + p3, podemos escrever
6> = (—%oc)z +2 (_;a)z = %ocz.
Com isso, e das equacdes (4-22) e (4-21), obtemos
502 (K— %o@) = —50a0/ +6(c)?,

ou, equivalentemente,

oo = —(o)? — (k— —ocz) o (4-23)
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Substituindo (4-23) em (4-16), podemos obter

72
Z(a)? = i o2, (4-24)
Utilizando a expressio de y = (o)?, dada por (4-20), na equagio acima e
procedendo como na prova do Teorema 3.12, podemos concluir que o € localmente
constante em U. Mas isso contradiz a defini¢do do aberto U. Logo, o € constante em

M. Disso e de (4-2), teremos
0= (Aw)g = (A —[o]*)o&.

Assim, o0 = 0 e M3 é minima ou |c5|2 = A. Se M? nio é minima, teremos nessa variedade
no maximo dois autovalores distintos e tanto 0. como ]6\2 constantes. Com isso, teremos
que tais autovalores também serdo constantes, ou seja, M> é isoparamétrica.

Se M? ¢ isoparamétrica podemos utilizar um bem-conhecido resultado de Segre

[28] para concluir que M? é uma das tltimas trés variedades do Teorema 4.2. 0
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