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RESUMO

Em 1943, Ashkin e Teller (AT) propuseram um modelo para descrever o compor-
tamento de um sistema composto por quatro componentes que interagem entre si. Todavia
o problema nao foi resolvido analiticamente para todos parametros do sistema devido a
complexidade de modelo. Somente trinta anos apds a publicacao do trabalho Fan (1972)
propds uma mudanca na forma de analisar o sistema. Ele fez uma analogia com o modelo
de Ising e escreveu as interagdes entre as componentes em termos de spins, o que levou
a uma facil correspondéncia com os modelos de Ising e Potts ¢ = 4 e, de certa forma,
tornou mais clara a compressao do modelo e possibilitou a aplicagao de varias técnicas
para se obter o comportamento do sistema com a temperatura. Em 2001 Wang e Landau
elaboraram um algoritmo de Monte Carlo que estima diretamente a densidade de estados
e pode ser aplicado no estudo de transicoes de fase e propriedades termodinamicas. Esse
algoritmo é baseado em um passeio aleatério no espaco das energias em que constroi-se
uma estimativa da densidade de estados juntamente com um histograma de energia: toda
vez que o critério de nivelamente é satisfeito, obtém-se um nivel mais refinado da densi-
dade de estados. Este trabalho tem como objetivo o estudo do modelo de Ashkin-Teller
usando o algoritmo de Wang-Landau, para o qual, determinamos o comportamento da
magnetizagao e calor especifico bem como os expoentes criticos v, 5 e v e a temperatura
critica, através da teoria de tamanho finito para diferentes conjuntos de parametros do

modelo.

Palavras - chave: Ashkin-Teller, Simulagoes Entropicas, Wang-Landau, Transi¢oes de

Fases.



ABSTRACT

In 1943, Ashkin and Teller (AT) proposed a model to describe the behavior of a
system composed by four components that interact with each other. However the problem
has not been solved analytically for all parameters due to the complexity of the model.
Only thirty years later Fan (1972) proposed a change in order to analyze the system.
He made an analogy with the Ising model and described the interactions between the
components in terms of spins, leading to a simple matching with the Ising and Potts
q = 4 models and, enabling therefore a clearer comprehension of the model and allowing
the implementation of various techniques to investigate the behavior of the system with
the temperature. In 2001 Wang and Landau developed a Monte Carlo algorithm that
estimates directly the density of states and can be applied in the study of phase transitions
and the thermodynamic properties. This algorithm is based on a random walk in the space
of energies that leads to an estimate for the density of states. During the simulations an
energy histogram monitors the evolution of the density of states: whenever the flatness
criterion is satisfied, we obtain a finer level of the density of states. In this work we perform
a study of the Ashkin-Teller model using the Wang-Landau algorithm, determining the
behavior of the magnetization and the specific heat and estimating the critical exponents
v, B and v and the critical temperature through the finite-size theory for different values

of the model parameters.

Key - words: Ashkin-Teller, Entropic simulation, Wang-Landau, Phase Transition.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O modelo de Ashkin e Teller (AT) proposto em 1943 [1] tinha como ideia original
estudar um sistema de quatro componentes. Fan [2] demonstrou que uma representagao
valida para o modelo é a de duas redes de Ising superpostas, o que torna facil a visualizacao
da correspondéncia com dois modelos que possuem solugao exata, os modelos de Ising e
Potts ¢ = 4 [3], bidimensionais. A partir dai uma série de estudos foram realizados para
determinar o diagrama de fase do sistema [4, 5, 6, 7, 8] que é rico em detalhes. Simulagoes
computacionais também foram realizadas para o modelo [9, 10, 11] para diferentes casos. E
aplicagoes em diferentes tipos de materiais ja foram desenvolvidas passando por diagrama
de fase para superficies de Se depositado sobre Ni(001) [12, 13], diagrama de fase e
propriedades criticas do ordenamento em Y BayCuzO, [14], transigdes de fase anémala
fluido gel nos lipidios iénico bicamada ou formagao de lamelas cobrados [15] e teoria de
supercondutores [16, 17, 18|.

Simulagoes de Monte Carlo (MC) tém se mostrado um poderoso método para
estudar transigdes de fase e fendmenos criticos de sistemas complexos [19], desempenhando
um papel intermediario entre modelos tedricos e experimentos. Tudo comegou em 1953
com o histérico trabalho de Metropolis et al [20], onde foi utilizado um computador para
calcular a equacao de estado através do método de MC. Com o crescimento da eficiéncia
dos computadores o algoritmo de Metropolis se tornou a base para o estudo de muitos
sistemas e hoje é tido como procedimento padrao para simulagoes em fisica estatistica. A
partir de uma base comum, varios outros algoritmos foram desenvolvidos para atender as
necessidades da comunidade cientifica.

Nas ultimas duas décadas é crescente o numero de trabalhos relacionados a
simulacao de MC usando o algoritmo conhecido como Wang-Landau (WL) [21]. A grande
vantagem que tem atraido a aten¢do da comunidade cientifica é a capacidade de simular
a densidade de estados diretamente, tornando facil o calculo da pedra fundamental
da fisica estatistica S(E) = kpln§(E). A sua eficiéncia em estimar as propriedades

termodinamicas ficou bem estabelecida para sistema magnéticos e polimeros. Atualmente,
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algumas mudancas foram propostas para melhorar a precisao do WL [22, 23] aumentando
a confianca nos resultados obtidos. As alteragoes do algoritmo original ja foram usadas
em diferentes modelos [24, 25, 26, 27] obtendo uma boa estimativa de expoentes criticos,
cujo os valores sao mais precisos quando comparados com resultados anteriores. Para o
modelo de Potts ¢ = 4 [26] os resultados para os expoentes criticos diferem dos valores
conjecturados, entretanto estao de acordo com valores obtidos de diferentes métodos. No
trabalho de [27] realiza-se WL para o modelo de Baxter-Wu spin 1/2, cujo a classe de
universalidade é a mesma do modelo de Potts ¢ = 4, e obtém valores estimados dos
expoentes criticos que estao em concordancia com a conjectura e com valores obtidos de
diferentes métodos. Neste trabalho usaremos uma extensao do WL tradicional proposta
por Caparica [23].

Levando em consideracao o exposto temos uma excelente motivagao para de-
terminar, de modo mais preciso, a classe de universalidade do modelo de Ashkin-Teller
usando os novos algoritmos disponiveis. Esse trabalho tem como finalidade estudar o mo-
delo de AT utilizando as simulagoes de Wang-Landau com as alteragdes sugeridas pelas
referéncias [22, 23]. Calculando os valores estimados para os expoentes criticos v, 3, 7
e a temperatura critica T, para trés casos: na correspondéncia com os modelos de Ising
e Potts ¢ = 4 e para uma configuracao intermediaria. Compararemos os valores obtidos
com os encontrados nas referéncias e faremos uma analise dos resultados obtidos.

Inicialmente sera feita uma breve abordagem dos conceitos tedricos utilizados,
se¢do 2, logo em seguida veremos os detalhes da simulacdo de WL convencional e
comentaremos as alteragoes que serao realizadas. A secado 4 descreve o sistema estudado.
E por fim, na se¢do 5, apresentamos os resultados das simulagoes com as analises

correspondentes.

& Instituto de Fisica — UFG
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CAPITULO

REVISAO DA LITERATURA

Nesta secao relembraremos alguns pontos importantes que serdo necessarios no
desenvolvimento deste trabalho. Comegaremos pela equagdo mestra, passaremos para um

sistema em equilibrio e para finalizar discutiremos os principios da simula¢ao de MC.

2.1 Mecanica Estatistica

Quando nos propomos a estudar as propriedades da matéria condensada uma
dificuldade crucial associada a um sistema fisico é que ele possui muitas partes consti-
tuintes, tipicamente atomos e moléculas. Muitas vezes todas essas particulas sao iguais e
obedecem a equacoes de movimento. Entretanto o grande ntimero de graus de liberdade
torna inviavel o calculo dessas equacoes. Por isso utilizamos a estatistica para obter as
propriedades macroscépicas do sistema através de uma média sobre as configuragoes mi-
croscopicas. Todo esse estudo foi realizado por Gibbs, Maxwell e Boltzmann, formando a
base da fisica estatistica.

Considere um sistema que esteja em um dado estado p (configuragao). Definimos
R(p — v)dt como a taxa de probabilidade de transi¢do de p para v depois de um tempo
dt. Ela é tudo que sabemos sobre a dinamica do nosso sistema e em geral ¢ considerada
independente do tempo. Também definiremos um conjunto de probabilidades w,(t) que
representam a probabilidade do sistema estar no estado p no instante . A mecanica
estatistica se firma sobre essas probabilidades e nela estd todo o conhecimento sobre o
sistema. De posse dessas defini¢coes podemos escrever a equacao da evolucao de w,(t) em

termos da taxa de transicao R(u — v):

dw,(t)
dt

=D [w (R = p) = wu()R(p — v)]. (2.1)

v
Esse conjunto de equagoes é conhecido como equagao mestra. O primeiro termo
do lado direito representa a taxa de transicao do sistema para o estado u, ao passo que

o segundo representa a taxa de transicdo do sistema para o estado v. As probabilidades
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w,(t) devem obedecer a regra da soma
d_walt) =1, (2.2)
o

em todos os instantes de tempo. A resolucdo da equacao 2.1 com o vinculo 2.2 determina
a evolucao temporal das probabilidades w), ().
O valor esperado de uma grandeza termodinamica A num dado instante de tempo

é dado por:

(A) = Z Apwp(t) (2.3)

onde A, ¢ o valor dessa grandeza para um determinado estado p.

2.2 Equilibrio

Considere a equagao mestra 2.1 novamente. Se os dois termos do lado direito
dessa equacao forem iguais entdo w,(t) se tornam constantes no tempo. Esse seria um
estado de equilibrio. A equagao mestra se torna entao um equagcao de primeira ordem com
valores reais e com os valores de w,, entre zero e um (proibindo uma solucao exponencial).
Neste trabalho trataremos o sistema termodinamico usando a técnica de Monte Carlo em
simulagoes de equilibrio. Falaremos mais adiante sobre as taxas de transi¢do R(u — v).

Um importante ponto que devemos conhecer a priori sao as probabilidades de
equilibrio w,, que chamaremos de probabilidade de ocupacao de equilibrio e a denotaremos
por

pu = lim w, (1) (2.4)

t—o00
Foi Gibbs (1902) que mostrou que para um sistema em equilibrio térmico com
reservatorio a temperatura 1" as probabilidade de ocupacao sao
Py = le’ﬁE‘L. (2.5)
ez
Aqui E,, é a energia da configuragao p, = 1/kgT onde kp é a constante de Boltzmann,

cujo valor é 1.38 x 10723 JK 1. Requerendo que o vinculo 2.2 seja satisfeito encontramos

que Z deve ter o seguinte valor
Z =Y e b (2.6)
o

Z ¢é conhecida como funcao de particdo e é muito mais do que somente uma constante
de normalizagdo. O conhecimento dessa funcdo da temperatura pode nos dizer muito
sobre o comportamento macroscopico do sistema. A distribuicao de probabilidades 2.5 é

conhecida como distribuicao de Boltzmann.

& Instituto de Fisica — UFG
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Para um sistema no equilibrio o valor esperado de uma grandeza termodinamica
Aé )
(A) =2 Aupu = 2 2 Aye™ (2.7)
" 7

onde a soma é realizada sobre todas as configuracoes. Em algumas situagoes é conveniente
agruparmos as configuragoes com mesma energia e realizar a soma sobre os niveis
energéticos do sistema. Para isso precisamos conhecer a densidade de estados, ou nimero
de microestados do sistema, que denotaremos por g(F). Com isso em maos podemos

realizar a média da seguinte forma

_ 2E AEQ(E)Q_BE

A) = 2.8
A Y g(E)ePE (28)

Boltzmann demostrou que a entropia é dada por
S =kplng(F) (2.9)

lembrando que nessa representacao todas as configuragoes sao equiprovaveis, para energia
fixa. Essa definicdo possibilita a conexao entre o ensemble microcanénico e a termodi-
namica. No entanto, essa conexao deve ser feita no limite termodinamico, ou seja para
E, V., N — o0, com densidades fixas, F/N = const e V/N = const, é apenas nesse
limite que podemos eliminar os efeitos das condigoes de contorno. Na pratica esse limite
é determinado através da teoria de escala de tamanho finito, que permite obter expoentes

criticos a partir de uma escala universal.

2.3 Finite-size scaling

Devido ao grande ntimero de graus de liberdade contidos num sistema macrosco-
pico a simulagao do tamanho real do sistema é praticamente impossivel para a capacidade
de processamento dos atuais computadores. Entretanto podemos estudar uma pequena
parte desse sistema e extrapolar o resultado para um sistema macroscopico. Tal estudo é
chamado de finite-size scaling [28]. De acordo com essa teoria, a parte singular da energia

livre reduzida pode ser descrita fenomenologicamente por um forma de escala universal
ft, H;L) = L~ (atL'" bHLA/") (2.10)

onde t = (T,—T)/T, é a temperatura reduzida que nos mostra quao distante ou préximos
estamos da temperatura critica, H é o campo de ordenamento externo, a e b sao fatores
métricos, d é a dimensao espacial do sistema, A e v sdo expoentes criticos estaticos e L é
a dimesao linear do sistema. Partindo da definicao da energia livre pode-se obter varias

quantidades termodinamicas, tais como a expressao da magnetizacao para campo zero, a

& Instituto de Fisica — UFG
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susceptibilidade magnética e o calor especifico, respectivamente,

m ~ L~ M(tLYY), (2.11)
X~ DX (LYY, (2.12)
¢~ Coo + LOVC(tLMY), (2.13)

onde M, X e C sao fungoes universais de escala desconhecidas que na criticalidade (¢ = 0)
sao constantes e «, § e v sdo também expoentes criticos estaticos que devem satisfazer as

relacoes de hiper-escala.

A=p6=0+7y (2.14)
2—a=dv=20+n. (2.15)

Podemos perceber que todas as relagdes expostas nao permitem calcular os ex-
poentes criticos separadamente. Por isso definimos um conjunto de quantidades termodi-

namicas provenientes do logaritmo da derivada da magnetizagao [29],

Vi = 4[m®] — 3[m*], (2.16)

Vo = 2[m? — [m?], (2.17)

Vi = 3[m?] — 2[m?], (2.18)

Vi = (4]m] — [m%])/3, (2.19)

Vs = (3[m] — [m?))/2, (2.20)

Vs = 2[m] — [m?], (2.21)

onde .

[m"] = In ofm") (2.22)

oT
Esses cumulantes permitem determinar o expoente critico ¥ mesmo desconhe-

cendo ainda a temperatura critica, pois partindo da equacao 2.11 é facil mostrar que
Vi(L) ~ (1/v)In L + V;(tLV") (2.23)

para ¢ = 1,2,...,6. Na temperatura critica T, (¢ = 0), temperatura na qual as fungoes
assumem o valor maximo, os V; sao constantes independentes do tamanho do sistema e
através do ajuste linear do grafico de V;(L) x L, encontramos o expoente 1/v que é o
coeficiente angular da reta. Uma vez determinado o expoente v a temperatura critica 7,

pode ser estimada através dos picos do calor especifico e da susceptibilidade, pois nessa

& Instituto de Fisica — UFG
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posicao as equagoes 2.12 e 2.13 variam assintoticamente como
T.(L) = T, + agL ™", (2.24)

onde a, ¢ uma constante, permitindo entao a determinacao de 7.

2.4 Flutuacoes

As flutuagoes de uma grandeza termodinamica sao propriedades fisicamente in-
teressantes, pois podem ser relacionadas com propriedades termodinamicas do sistema
utilizadas para determinar o comportamento dos expoentes criticos. A flutuagao quadra-
tica de uma média é dada por 0% = (A42%) — (A)?, ela nos diz quio afastado da média estd

nossa amostragem. Calculando para a energia obtemos:

), SpEg(E)e P (ZE 159(1’5)6“”5>2 (2.25)

 Ypy(E)erE Y g(E)e PP

Esta expressao é exatamente o negativo da derivada da energia média com respeito a 3.
Além disso, da termodindmica sabemos que a capacidade térmica é dada por C'= 9U /0T

e usando a regra da cadeia chegamos em

(E?) — (E)?

¢= kpT?

(2.26)

Vemos assim que a flutuagdo da energia estd relacionada diretamente com a
capacidade térmica do sistema estudado. Outro ponto importante da flutuacao da energia
é que é através dela que demostramos a equivaléncia entre a energia interna e a energia
média calculada pela fisica estatistica, para N,V — oo de modo que a densidade N/V se

mantém constante.

2.5 Simulacao de Monte Carlo

A principal fungdo da simulacdo de Monte Carlo é obter o valor esperado de
uma grandeza termodindmica (A) relacionado com a quantidade observada A, tal como
energia interna de um gas ou magnetizacao para um modelo magnético. Como definido
anteriormente, a forma ideal de calcular a média de uma grandeza é através da Eq.
2.7 percorrendo todos os estados possiveis do sistema. Entretanto isso sé é tratavel para
sistemas extremamente pequenos. Em sistemas enormes a quantidade de estados visitados
pela simulagao é somente uma fragdo muito pequena do total, que introduz imprecisao no
resultado do calculo. A técnica de Monte Carlo se assenta na escolha de um subconjunto de

estados aleatérios de alguma distribuigao de probabilidade p, que especificamos. Suponha
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que escolhemos M estados do total, uma melhor estimativa da quantidade A serd dada

por
St Py AP

M 1, ,—BE.;
Zj:l pﬂj € Hi

Ajpr é chamado de estimativa de A. A medida que M é incrementado a média se torna

Ay =

(2.27)

cada vez mais proxima do valor real, e quando M — oo temos Ay = (A). A grande
questao ¢ como escolher a distribuicao de probabilidade que melhor representa seu sistema.
No algoritmo de Metropolis é utilizada a distribuicao de Boltzmann, tornando assim a

estimativa numa simples média aritmética dos valores visitados

— sz\il AM

Ap i

(2.28)

Uma outra op¢ao é realizar a simulagao entrépica, utilizado pela primeira vez por
Lee [30], que significa escolher nossa distribui¢do como sendo proporcional ao inverso da

densidade de estados microcanoénica

(2.29)

onde g(E) é o nimero de estados com energia E. Entao a probabilidade de escolher uma
configuragdo que tenha energia F é

9(E) p(E) = (2.30)

?a
onde K é uma constante de proporcionalidade. Em outras palavras, a probabilidade de
se escolher uma configuragdo com energia E é constante para todas as energias. Dessa
forma a equagdo para estimar uma quantidade termodinamica ¢ da forma da Eq. 2.8.
Conseguindo estimar a densidade de estados a média passa a nao depender da quantidade

M de estados visitados e sim da eficiéncia do algoritmo utilizado para realizar a estimativa
de g(E).

2.6 Condicoes periddicas de contorno

Nas simulac¢oes de Monte Carlo usamos condigoes periddicas de contorno para
evitar efeitos de borda. Em simulacoes de sistemas de spin de Ising os spins das bordas
interagem com os vizinhos mais proximos e com os da extremidade oposta ao sentido da
interacao, esse procedimento ¢ analogo ao de replicar o sistema em todos os lados da caixa
de simulagao, como mostrado na Fig. 2.1. Nela temos a caixa de simulacao no centro e
as réplicas no entorno, assim podemos perceber com facilidade que o spin da posigao 1

realizard interagdo com os spins 2, 3, 4 e 5. Os demais spins das bordas seguem o mesmo
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CAPITULO

SIMULACAO ENTROPICA

A funcdo da simulagao entrépica é estimar a densidade de estados do sistema
estudado. Esse tipo de simulacao tem chamado a atencao pela eficiéncia em abordar
comportamentos criticos. Por ser uma simulacao razoavelmente nova, pesquisadores em
geral tém aplicado a sistemas que possuem solug¢ao bem conhecida para testar sua validade,
obtendo resultados empolgantes. De certa forma os procedimentos realizados por esse
algoritmo foram propostos de forma empirica.

O algoritmo ¢é baseado na criagdo e monitoramento de um histograma de energia.
Toda vez que o histograma fica suficientemente nivelado temos uma estimativa da
densidade de estados, onde a equacgao 2.30 torna-se, aproximadamente, valida. Assim
assumimos que o critério de nivelamento garante que a probabilidade de obter uma
configuragdo com uma energia qualquer é constante.

Em nossa simulagao estamos interessados em determinar o nimero de configura-
¢oes em uma dada energia, sabemos que esse nimero é extremamente grande para sistemas
com muitas particulas, por essa razao é sensato simularmos o logaritmo da densidade de

estados, definindo a quantidade S(E) como
S(E) =Ing(F) (3.1)

S(E) é conhecida como entropia microcandnica e g(F) a densidade de estados que
inicialmente nao ¢ conhecida, e atribuimos a ela o valor unitario para todos os niveis
de energia, que é o mesmo de S(E) = 0. Para iniciar a simulagdo partimos de uma
configuragao qualquer, por conveniéncia escolhemos a configuracao de mais baixa energia,
e a partir dela fazemos pequenas alteracoes na configuragao, modificando apenas um spin,

essa nova configuracao ¢é aceita com probabilidade dada por

eSE-5E) - se g(E,) < g(E,)

1, caso contrario

Plp—v) =
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O passeio aleatorio acontece sobre todos os niveis de energia desde E,,;, até Fqz.
Todas as vezes que uma nova configuragdo é aceita o histograma é alterado H(FE,) —
H(E,)+1e S(E,) — S(E,) + F; é atualizado, onde F; = Inf; e fo = e = 2.71828....
Esse procedimento é repetido por varios passos de Monte Carlo e entdo realiza-se a
verificagdo de nivelamento exigindo que H(E) > r(H) para todas as energias, onde (H)
¢ a média sobre todas as energias. Se essa condicdo é satisfeita entdo fi.; = /f; e o
histograma ¢é zerado H(E) = 0. O valor do parametro r é escolhido visando obter uma
boa estimativa da densidade de estados em um tempo computacional viavel, geralmente
escolhe-se r = 0.8. O artigo de Wang-Landau [21] sugere finalizar a simula¢do quando
f ~ 141078, porém recentemente Caparica [23] propds algumas alteragoes nesse algoritmo

que levam a melhorias significativas. A saber as alteracoes sao

e Atualizar a densidade de estado e o histograma somente depois de cada passo de
Monte Carlo. ( Um passo de Monte Carlo corresponde a dar a cada componente do

sistema a possibilidade de se alterar.)
e Acumular as médias microcandnicas da magnetizacao somente apds fr.

e E por dltimo, finalizar a simulacao em fy;,, definido pela média canonica durante

a simulagao.

Para realizar esta ultima alteracao investigamos o comportamento do maximo do
calor especifico, dado pela equagao 2.26 onde as médias da energia sdo realizadas com
0 g(E) corrente. A partir do f; quando o histograma é considerado nivelado calculamos
a temperatura do méximo do calor especifico T.(0). Durante a simulagdo do préximo f

calculamos o valor do pardmetro
e =[T.(t) — T.(0)], (3.2)

todas as vezes que verificamos a condigdo de nivelamento, onde T.(t) é a temperatura
do méximo do calor especifico obtida pela densidade estados corrente. Se o valor de ¢
permanecer menor que 10~* durante todas as verificacoes feitas para um mesmo f entdo
na passagem para o proximo nivel do fator modificador salvamos a densidade de estados
e as médias microcandnicas e finalizamos a simulagdo. Caso contrario, na passagem para
o novo nivel, atualizamos T,(0) como a temperatura do méximo do calor especifico obtido
com a ultima densidade de estado, prosseguindo com a simulagao. Esse procedimento é
um critério de finalizagdo da simulacao, tendo como base a invariancia dos resultados
para o calor especifico, que nos remete a estabilizacdo da densidade de estados, pois esses
resultados dependem exclusivamente de g(F). Para o modelo de Askhin-Teller, tamanho
L = 56, obtemos a evolucao de quatro simulacoes distintas conforme mostrado na figura
3.1. Nela podemos observar que cada simulacdo convergiu para uma temperatura de

equilibrio em torno da temperatura caracteristica do tamanho simulado.
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Figura 3.1: Evolucio da temperatura do maximo do calor especifico durante a simulagio de
WL, L = 56.

Todas as mudancas sao de facil implementacao, além de concordar com a teoria
da simulacao de MC. A primeira das alteracoes leva a escolha de configuragdes menos
correlacionadas, tornando a amostragem no espaco de energia mais eficaz. E a terceira
leva em conta a caracteristica estocastica da simulacao, prevendo que cada simulacao

poderd ter um ff;nq diferente.
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CAPITULO

MODELO DE ASHKIN-TELLER

Em 1943 Ashkin e Teller (AT) [1] propuseram um modelo que representava a
interacao entre quatro diferentes tipos de atomos. Todavia o problema a ser estudado
estava longe de ser resolvido analiticamente. Vinte e nove anos depois Fan [2] propos que
o modelo poderia ser comparado ao modelo de 8-Vértices [3]. Entretanto a comparagao
nao podia ser feita diretamente, sé no caso em que a transformacao de dualidade fosse
unica, Nao o bastante, informagcoes relevantes foram apresentadas nesse trabalho, tais
como ele escreve a hamiltoniana do sistema em termos de dois spins de Ising por sitios da
rede, o que possibilitou facil a comparagdo com dois modelos bem conhecidos: Ising [3] e
Potts ¢ — 4 [19].

A partir dai, uma série de estudos foi realizada para determinar o diagrama de fase
do sistema [4, 5, 6, 7, 8] que é rico em detalhes. Simulagoes computacionais também foram
realizadas para o modelo [9, 10, 11] para diferentes casos. Aplicagoes em diferentes tipos
de materiais ja foram desenvolvidas passando por diagrama de fase para superficies de Se
depositado sobre Ni(001) [12, 13], diagrama de fase e propriedades criticas do ordenamento
em Y BayCugO, [14], transigoes de fase anémala fluido gel nos lipidios iénicos bicamada
ou formacao de lamelas cobrados [15] e fases de cupratos [16, 17, 18].

Esse modelo tinha como ideia original estudar um sistema de quatro componentes
usando grupo de renormalizacao. Cada sitio da rede £ é ocupada por um dos quatro tipos
de atomos: A, B, C, D. Dois atomos vizinhos interagem com energia: ¢, para AA, BB,
CC, DD; €; para AB, CD; ¢y para AC, BD e ¢35 para AD,CB.

O modelo pode ser expresso em termos de spins de Ising, com cada sitio associado
com dois spins: 7; e 0, Sendo (7;,0;) = (+, +) se hd um atomo A no sitio ¢; (7;,0;) = (+, —)
se um atomo B; (7;,0;) = (—,4) se um atomo C; e (7,0;) = (—,—) se D. Na Fig. 4.1
estd mostrado uma parte de uma rede bidimensional onde cada sitio do sistema é o par
ordenado (7;,0;). Os retangulos em vermelho representam as iteragdes entre quatro spins.

A interagao de energia para cada par (i,7) é

E(Z,j) :—JTiTj—J,O'iO'j—J4TZ‘O'iTjO'j—J0, (41)
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Figura 4.1: Representagdo do Modelo de Ashkin-Teller em duas redes bidimensionais.

onde

—Jo = (eo+ €1+ e+ €3)/4, (4.2a)
—J = (eo+e —e—e3)/4, (4.2b)
—J' = (ep—€e1+6e —e3)/4, (4.2¢)
—Jy = (eg—€ — € +e€3)/4 (4.2d)

Usando as equagoes 4.2 podemos escrever os pesos estatisticos w; = exp(—¢;/kgT) com

1 =20,---,3 como:

wo = exp(Ko+ K+ K'+ Ky), (4.3a)
w = exp(Kg+ K — K' — Ky), (4.3Db)
wy = exp(Kg— K+ K' — Ky), (4.3¢)
w3 = exp(Kg— K — K'+ Ky). (4.3d)

onde K; = J;/kgT. Nao faremos a resolugao analitica do modelo, pois nao é esse o objetivo
desse trabalho, apenas mencionaremos os resultados encontrados. Levando em conta todas

as interagoes possiveis, a Hamiltoniana do sistema é dada por

H=—Jy— Z Jritj+ J o0 + JymioiTio;, (4.4)

<ij>
onde 7; e 0; sao os graus de liberdade dos spins de Ising que estao sobre sitios da rede.
A soma < i,j > é realizada sobre os vizinhos mais préximos. Jy é uma constante aditiva,
J constante de interagdo entre spins 7;, J' constante de interacdo entre spins o; e J,
constante de interagdo entre quatro spins. Ao escolhermos um determinado conjunto de
J's estamos definindo nosso sistema, por exemplo, fazendo Jy = J, =0e J = J =1

temos duas redes de Ising desacopladas, cada rede possui a mesma temperatura critica
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dada por
kpT.  kpT. 1

J T I(1+v2)

Ao escolhermos Jo =0e J = J = J; = 1 teremos uma analogia com o modelo de Potts

(4.5)

q =4 [2], com temperatura critica
wo/w1 = 3, (4.6)

levando em consideracao as equagoes Eqgs. 4.3 e 4.3 e os correspondentes valores dos
J’s encontramos T, = 3.640956.... Enfim cada conjunto diferente tera propriedades
termodinamicas diferentes, nas Fig. 4.2 e 4.3 mostramos o comportamento do calor
especifico para L =8, J;, =0, J=1¢ J =0.25, 0.50, 0.75, lepara J =1, J =05¢e
Jy =10, 0.25, 0.50, 1, respectivamente.

Na Fig. 4.2 podemos perceber dois picos e que quanto maior a diferenga entre J
e J' maior e a distancia entre os picos, como previsto pela equacgao 4.5. J& na Fig. 4.3
vemos que J4 provoca alteragdo no formado da curva, fazendo com que os dois picos se

tornem um s6 com um pequeno incremento de Jj.
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Oz 0 160 0
=1,0=0.75 —— =1, J'=1
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O 1 1 L 1 1 1 t 4 ] O H 1 L 1 1 1 1 i } ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 "0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Temperatura

Figura 4.2: Comportamento do calor especifico para Jy =0, J =1e¢ J' = 0.25, 0.50, 0.75, 1,
com L = 8.
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Figura 4.3: Comportamento do calor especifico para J =1, J' =0.5e Jy = 0, 0.25, 0.50, 1,

com L = 8.
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CAPITULO

RESULTADOS

Em nossas simula¢oes consideramos casos em que J =J' =1e J; =0,0.5ou 1,
para facilitar a escrita definimos J, = J = J'. Para determinar os expoentes criticos para
o modelo de Ashkin-Teller definimos um conjunto de tamanhos de redes com suas respec-
tivas rodadas para os tamanhos: L = 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 64, 72, e 80 tomando
N = 24, 24, 20, 20, 20, 16, 16, 16, 12 e 12 rodadas independentes, respectivamente.
Esse conjunto de dados representa um resultado particular dos expoentes. Para obter o
resultado definitivo tomamos a média de dez conjuntos. Antes de apresentar os resultados

dos expoentes criticos mostraremos o comportamento de S(E), m(T), x(T') e C,(T).
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Figura 5.1: S(E) para o caso Jo = 1, J;4 = 0. Os tamanhos da rede estdo em ordem crescente.
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Figura 5.2: S(F) para o caso Jo = 1, J; = 1. Os tamanhos da rede estdo em ordem crescente.
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Figura 5.3: Magnetizagao para L = 64 e caso (Jo = 1, J4 = 1). A linha vertical mostra a

temperatura critica exata, T, = 3.6409569.
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Na Fig. 5.1 esta representada a entropia microcandnica do sistema para o caso
(J =1, Jy = 0) e na Fig. 52 o caso (J» = 1, J; = 1). As curvas apresentam o
comportamento tipico do logaritmo da densidade de estado para modelos que utilizam
spins de Ising. Os tamanhos de redes estdao em ordem crescente.

Na Fig. 5.3 mostramos a magnetizacao versus temperatura para L = 64, caso
(Jo =1, Jy = 1). A linha vertical mostra a temperatura critica exata. Vemos que para
temperaturas inferiores a T, todos os spins estdo ordenados para cima ou para baixo, de
modo que a magnetizacao por spin é proxima a unidade. Acima da temperatura critica
o sistema varia rapidamente para uma configuracao totalmente desordenada, ou seja,
magnetizagdo igual a zero. As curvas de magnetizagao para os demais tamanhos de rede
sao semelhantes ao representado nessa figura, a tnica diferenca é que quanto menor o
tamanho mais inclinada se torna a descida da magnetizacao.

A susceptibilidade como func¢do da temperatura para uma rodada do tamanho
L =64 caso (J, =1, J; = 1) é mostrada na Fig. 5.4. Nela podemos perceber claramente
que o sistema sofre uma drastica variagdo em torno da temperatura critica (linha vertical),
como também mostrado na Fig. 5.3. Os valores do maximo da susceptibilidade e a

temperatura associada a ela foram usados para determinar os expoentes criticos.

100 T T T T

J2=1, J4=1

60 -

x
ol L=64 -
20 -
0 =
| | | | | | |
3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4

T

Figura 5.4: Susceptibilidade para L = 64 caso Jo = 1, Jy = 1. A linha vertical mostra a
temperatura critica exata, T, = 3.6409569.

Na Fig. 5.5 podemos ver o calor especifico para L = 64 caso (Jo = 1, J, = 1).

Observamos que quando a temperatura se aproxima de T (linha vertical) o calor especifico
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apresenta um pico que estd relacionado a uma variacdo brusca da energia interna do
sistema. Todos os resultados obtidos para S(E), m(T), x(T) e C,(T) estao de acordo com
o comportamento tipico de uma transicao de segunda ordem, semelhante a do modelo de

Ising.

12 T T T T

J2=1, J4=1

10 | -

. 8T L=64 1
@)
4 + -
2 -
0 i
1 1 1 1 1 1 1
3 3.2 34 3.6 3.8 4 4.2 44

T

Figura 5.5: Calor especifico para L = 64 caso (Jo = 1, J4 = 1). A linha vertical mostra a
temperatura critica exata, T, = 3.6409569.

5.1 Caso (Jy=1, J;=0)

Primeiramente analisaremos os resultados para o caso (J; = 1, J; = 0) no qual
nao calculamos o valor da expoente critico v pois este tém valor unitario e nao interfere
na obtencao dos outros expoentes.

Na Fig. 5.6 mostramos o resultado do ajuste linear para a temperatura critica
correspondente ao primeiro conjunto de dados. Como pode ser visto na equacdo 2.24 o
valor para temperatura critica é o coeficiente linear da reta que melhor ajusta aos dados.
O resultado para cada conjunto é a média dos valores obtidos para susceptibilidade e
calor especifico. O valor final encontrado foi 7. = 2.26930(38), sendo os nimeros entre
parénteses o desvio padrao da média, que deve ser somada sobre as duas ultimas casas
decimais. No grafico estao suprimidos os pontos para que seja possivel uma melhor

visualizacao das barras de erros.
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Figura 5.6: Resultado para temperatura critica 7, para um conjunto de rodadas independentes,
caso (Jy =1, Jy = 0). O resultado para T, é a média dos valores obtidos para susceptibilidade
e calor especifico.

Na Fig. 5.7 mostramos o ajuste linear log-log da equagao 2.11 para um conjunto.
O coeficiente angular da reta é o expoente —(3. Os pontos estdao com tamanho reduzido
para visualizacao das barras de erros. Obtemos o mesmo comportamento para os dez
conjuntos e como média final o valor 8 = 0.1243(13).

O expoente v foi obtido através do coeficiente angular da reta que melhor se
ajustou aos dados, conforme Eq. 2.12. O valor desse expoente pode ser estimado de
duas formas distintas, uma delas é encontrar o maximo da funcao x diretamente e a
outra ¢ calcular o valor da func¢ao na melhor estimativa da temperatura critica obtida da
simulacao. Na Fig 5.8 a linha continua representa o ajuste linear para a primeira forma
de calcular e a pontilhada a segunda forma. Para ambos os casos vemos que os dados
simulados estdo em concordancia com os resultados exatos. O valor do expoente para
cada conjunto é a média sobre os dois valores. Para todos os conjuntos obtivemos graficos
semelhantes a este. O resultado final para o expoente é v = 1.7496(69).

Para uma visualizacdo mais clara dos resultados obtidos colocamos na tabela
5.1 os valores encontrados para os expoentes criticos de cada conjunto, o ultimo valor
é a média dos valores sem levar em consideracao a barra de erro de cada amostra, o
erro representado é o desvio padrao da média. A consideracao da barra de erro em cada

amostra leva a barras de erro irrealististicamente pequenas. Naturalmente o caso J; = 0
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Figura 5.7: Resultado para expoente beta 5 para um conjunto, caso (Jo =1, Jy = 0).
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Figura 5.8: Resultado para expoente v para um conjunto, caso (Jo =1, Jy = 0).
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Tabela 5.1: Resultados de dez simulacdes completas de tamanhos finitos para os expoentes
criticos caso (Jo =1, Jgy = 0)

Jo=1,J,=0
1. 5 gl
2.26917(13) 0.1246(10) 1.7520(40)
2.26949(28) 0.1236(17) 1.7434(76)
2.26862(30) 0.1258(24) 1.758(12)
2.26971(22) 0.1233(15) 1.7423(70)
2.26909(27) 0.1258(16) 1.748(11)
2.26935(25) 0.1255(16) 1.756(10)
2.26899(17) 0.1241(10) 1.7544(52)
2.26921(18) 0.1246(11) 1.7531(46)
2.27000(22) 0.1216(13) 1.7366(60)
2.26937(13) 0.12462(67) 1.7530(37)
2.26930(38) 0.1243(13) 1.7496(69)

corresponde ao modelo de Ising 2D, para o qual T, = 2.269185..., § = 0.125 e v = 1.75.
Observando os resultados da Tabela 5.1 vemos que se tivéssemos considerado apenas um
conjunto de dados, poderiamos chegar a resultados bastante ruins, como notadamente
o nono conjunto. Adotando porém a média sobre os dez conjuntos garantimos que o0s

resultados sao realmente precisos.

5.2 Caso (Jo=1, Jy=1)

Para o caso (Jy = 1, J; = 1) primeiramente calculamos o expoente critico 1/v
como sendo a média aritmética dos seis valores provenientes dos coeficientes angulares
das retas de ajuste dados pela Eq. 2.23, para cada um dos dez conjuntos de rodadas
independentes, o valor final é a média simples dos dez valores obtidos.

Na Fig. 5.9 mostramos os ajustes lineares para as seis funcoes Vs para um
dado conjunto. Podemos observar que os dados escalam muito bem ao ajuste linear
e as barras de erros sao menores que os pontos impossibilitando a visualizagao. O
coeficiente angular da reta de ajuste fornece a quantidade |, assim v = 1/() com o erro
dado por Av = A(%) / (%)2 para cada conjunto independente, dessa forma encontramos
v =0.7117(16) como sendo nossa melhor estimativa.

Tendo em maos o resultado definitivo para v podemos calcular a temperatura

critica. No grafico da Fig. 5.10 exibimos o comportamento da temperatura do maximo do
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1/v=1.4104

1 | |
34 3.6 3.8 4 4.2 44
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Figura 5.9: Resultado para expoente v para um conjunto, caso (Jo =1, Jy = 1).

calor especifico e susceptibilidade com o tamanho L™'/¥. Assim como no caso (J = 1,
Jy = 0) o resultado para T, é a média dos valores obtidos para susceptibilidade e calor
especifico. Os pontos estdo em tamanho reduzido para proporcionar a visualizagao das
barras de erro. O resultado final para a temperatura critica é T, = 3.64118(13).

Um dos ajustes lineares para o expoente /3 estd mostrado na Fig. 5.11. Para todos
B

os dez conjuntos obtivemos graficos semelhantes. Calculamos 3 = v~ com o erro do dado
por AfS = gAl/ + uA%, obtendo o valor final § = 0.0952(16).

Para calcular o expoente 7 utilizamos o mesmo procedimento que no caso (Jo = 1,
Jy = 0). Entretanto o valor obtido é 7/v, entdo o valor para o expoente é calculado
de forma analoga ao de beta, e calculando a média dos dez conjuntos de rodadas
independentes encontramos v = 1.3026(58). O ajuste linear para o expoente 7 estd
mostrado na Fig. 5.12

Na tabela 5.2 mostramos os dez resultados para os expoentes criticos, onde
podemos observar que os resultados para cada conjunto estdo préximos uns dos outros e
que a média final contempla a maioria dos valores dentro da barra de erro, fornecendo

assim um resultado mais confidvel.
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Figura 5.10: Dependéncia da temperatura do maximo do calor especifico e susceptibilidade
com tamanho da rede para um conjunto, caso (Jo = 1, Jy = 1). O resultado para T, é a média
dos valores obtidos para susceptibilidade (linha pontilhada) e calor especifico (linha continua).

Tabela 5.2: Resultados de dez simulacbes completas de tamanhos finitos para os expoentes
criticos caso (Ja =1, Jy = 1).

Jo=1,J,=1
v 1. p gl

0.7089(42) 3.64118(27) 0.0945(30) 1.303(16)
0.7110(42) 3.64130(24) 0.0935(40) 1.298(17)
0.7135(39) 3.64125(22) 0.0947(38) 1.299(20)
0.7126(41) 3.64117(22) 0.0951(28) 1.304(12)
0.7123(42) 3.64098(20) 0.0984(36) 1.311(17)
0.7131(37) 3.64101(23) 0.0970(28) 1.311(16)
0.7116(45) 3.64139(20) 0.0929(31) 1.293(12)
0.7110(41) 3.64115(25) 0.0959(21) 1.307(14)
0.7135(39) 3.64113(22) 0.0961(34) 1.304(19)
0.7094(43) 3.64128(26) 0.0946(29) 1.301(16)
0.7117(16) 3.64118(13) 0.0952(16) 1.3026(58)
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Figura 5.11: Dependéncia da magnetizacdo com o tamanho da rede para um conjunto, caso
(Jo=1,Jy=1).
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Figura 5.12: Dependéncia da susceptibilidade com o tamanho da rede, caso (Jo =1, Jy = 1).
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5.3 Caso (J; =1, Jy=0.5)

Os bons resultados dos casos anteriores nos permite concluir que a simulacao
esta coerente com o modelo proposto. Dessa forma podemos aplica-la a casos em que
nao conhecemos os resultados exatos e estimar os expoentes criticos com boa precisao.
Aplicamos os procedimentos descritos anteriormente para o caso (Jo = 1, Jy = 0.5) e
obtivemos gréaficos dos ajustes muito semelhantes aos mostrados para os dois casos que
possuem solucao exata e por essa razao omitiremos tais figuras.

Na tabela 5.3 mostramos os resultados das dez rodadas independentes para Jo = 1
e Jy = 0.5, e na tabela 5.4 apresentamos as estimativas da temperatura critica e os
expoentes v, B e v para os diferentes valores de .J;. Esses resultados sugerem que os
expoentes criticos v, § e v decresce e a temperatura critica cresce com o incremento de
Jy.

Na tabela 5.5 fazemos uma comparacao dos resultados obtidos com os valores
tedricos e reportados na literatura. Para o caso (Jo = 1, J; = 0) os nossos resultados estao
bem proximos dos valores exatos e as barras de erro sao semelhantes as do reportado no
artigo Ref. [23]. J& para o caso (Jy =1, Jy = 1) os valores encontrados para os expoentes
v, B e v estdo na mesma ordem de grandeza dos valores tedricos com erro relativo de
6.8%, 14% e 12% respectivamente. Obtivemos uma boa estimativa para a temperatura

critica, a qual difere do valor tedrico em 0.006%.

Tabela 5.3: Resultados de dez simulacdes completas de tamanhos finitos para os expoentes
criticos caso (Ja =1, Jy = 0.5).

Jo=1, Jy =0.5
v 1. p 2
0.7945(43) 3.00207(13) 0.09922(87) 1.4198(79)
0.7911(50) 3.00213(14) 0.0990(11) 1.419(10)
0.7967(43) 3.001885(74) 0.10123(82) 1.4272(73)
0.7916(46) 3.00177(11) 0.1016(18) 1.430(10)
0.7942(41) 3.002011(56) 0.0989(16) 1.420(11)
0.7963(41) 3.001992(33) 0.10051(97) 1.4207(78)
0.7911(49) 3.00193(20) 0.1002(13) 1.4287(79)
0.7941(53) 3.002080(74) 0.0993(12) 1.4195(98)
0.7936(40) 3.00195(22) 0.0995(13) 1.4263(75)
0.7929(59) 3.00207(16) 0.0997(13) 1.4222(99)
0.7936(20) 3.00199(11) 0.09991(93) 1.4233(41)
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Tabela 5.4: Estimativas da temperatura critica e os expoentes v, 5 e v para os diferentes

valores de Jy.

Ji 0 0.5 1.0

v 1 0.7936(20) 0.7120(16)
T,  2.26930(38) 3.0020(13) 3.64117(13)
B 0.1243(13) 0.09991(93) 0.0952(16)
5 1.7496(69) 1.4233(41) 1.3026(58)

Tabela 5.5: Comparacao dos expoentes criticos com os valores exatos e reportados na literatura.

Método 1. s v v
Jy=0
Exato 2.2691853 0.125 1.75 -
23] 2.26916(10)  0.12514(44)  1.7605(10) .
Neste Trabalho  2.26930(38)  0.1243(13)  1.7496(69) ;
Jy =0.5
Neste Trabalho 3.00199(11) 0.0997(13) 1.4233(41)  0.7936(20)
Jy=1
Conjectura 3.6409569 0.08333 1.16666 0.66666
4] 3.933 0.091 1.330 0.756
126] i 0.0877(37)  1.3161(69)  0.7076(10)
Neste Trabalho  3.64118(13)  0.0952(16)  1.3026(58)  0.7117(16)
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CAPITULO

CONCLUSOES

Neste trabalho utilizamos simulagoes entrépicas para determinar os expoentes
criticos para o modelo de Ashkin-Teller. As simulagoes foram feitas com base no algoritmo
de Wang-Landau, no qual foram realizadas algumas modificacoes, a saber: Atualizar a
densidade de estados e o histograma a cada N passos de Monte Carlo; acumular as médias
microcandnicas da magnetizacao somente apos f7; e, por ultimo, finalizar a simulacao em
um dado ffine definido pela média candnica durante a simulagao. Tais modificagoes foram
facilmente implementadas e levaram a resultados precisos.

Os expoentes criticos v, 8, v e a temperatura critica T, foram estimados para
dois casos especiais do modelo. Para o caso (J» = 1, J; = 0) (modelo de Ising)
obtivemos uma boa correspondéncia entre os valores simulados e os exatos, obtendo
f = 0.1243(13), v = 1.7496(69) e T, = 2.26930(38) com um erro relativo de 0.007%,
0.0002% e 0.00005% respectivamente. Para o caso (Jo = 1, J; = 1) (modelo de Potts
g = 4) os resultados ficaram um pouco acima dos valores conjecturados, como nas Ref.
[4] e Ref. [26]: § = 0.0952(16), v = 1.3026(58), v = 0.7117(16) e T, = 3.64118(13) com
um erro relativo de 14%, 12%, 6.8% e 0.005% respectivamente. Tais resultados estao em
concordancia com os valores tedricos, dando credibilidade aos valores obtidos para o caso
(Jo =1, Jy =0.5): f=0.0997(13), v = 1.4233(41), v = 0.7936(20) e T, = 3.00199(11).
Para obter estes valores realizamos a média sobre dez conjuntos independentes.

No caso andlogo ao modelo de Ising os resultados sao excelentes, todos concor-
dando com os valores exatos dentro de +10. Ja para Jy = 1, que corresponde ao modelo
de Potts ¢ = 4, nossa estimativa para a temperatura critica esta praticamente no limite de
+10, j4 os expoentes criticos diferem significativamente dos valores conjecturados, porém

concordam com outras estimativas obtidas na literatura.
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