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Resumo

Rodrigues Cavalcante, Thiago. Existéncia de uma Solu¢do nao Trivial para
uma Classe de Problemas Elipticos Super Quadratico . Goidnia - GO, 2013.
98p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-
dade Federal Goias.

Nesta dissertacdo analisamos questdes de existéncia de uma solucdo fraca para
uma classe de problemas de Dirichlet elipticos superlineares. Aqui ndo consideramos a
condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, a qual restringe algumas funcdes nao lineares.
Obtemos os principais resultados desta dissertacdo via Métodos variacionais, tais como
o Teorema do Passo da Montanha e um Teorema de Linking. Além disso, utilizamos a

Teoria Espectral e as condi¢oes de Palais-Smale (P.S.) e Cerami (Cle).

Palavras—chave
Problema de Dirichlet, Superlinear, Métodos Variacionais, Teorema de Linking,
Condigdes (P.S.) e (Ce).



Abstract

Rodrigues Cavalcante, Thiago. Existence of Solution Problems Elliptical
Superlineares-subcritical. Goiania - GO, 2013. 98p. MSc. Dissertation. Ins-
tituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal Goias.

In this dissertation we analyze questions of existence of a weak solution for a class
of superlineares elliptic Dirichlet problems. Here we do not consider the Ambrosseti
Rabinovitz condition , which restricts some nonlinearities. We obtain main results of
this dissertation via Variational Methods, such as Mountain Pass Theorem and Linking

Theorem. Furthermore, we use Palais-Smale condition (P.S.) or Cerami condition (Ce).

Keywords
Dirichlet problem, superlinear, Variational Methods, Linking Theorem, Conditi-
ons (P.S.) or (Ce)
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Notacoes

Notacoes Gerais
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Espacos de Funcoes
Q)

Co(Q)=uecO(Q): sup
z,yeQ

|u(z) —u(y)|

|z —y|*

conjunto aberto e limitado de RV
fronteira de Q
medida do conjunto Q

gradiente da funcdo u: Q — R

Laplaciano de u

onde o multi-indice « é dado por a =

(a1,00,...,ay), |a| = ZO‘Z

convergéncia fraca

imersao continua

imersdao compacta

condicao de Palais - Smile
condic¢ao de Palais - Smile Estrela
condi¢do de Cerammi

condicao Cerammi Estrela

espaco das funcdes continuas e k-

diferenciaveis

< oo, comx;«éye0<04<1}

Ch(Q) = {u € C*(Q) : DIu € C**(Q),para todo |j| < K}
LP(Q) ={u:Q — R:uémensurdvel e [g |ulP <oo, 1 <p < oo}

L=(Q) ={u:Q— R:uémensurdvel e |u(x)| < C q.t.p. em Q para

alguma constante C' > 0}

WhP(Q) = {u: QCRN 5 R:ue LP(Q) e Du e LP(Q), Y0 < |o| < k}

Wéc,p( )= C,oo—()H'Hk,p
H)(Q) = W, *(Q)
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- 1lp

norma no espago LP ()

norma no espago H}(Q)



Introducao

Neste trabalho abordaremos resultados que garantem a existéncia de uma solugao
fraca ndo trivial para uma classe de problemas Elipticos de Dirichlet Superlineares
Subcritico. Aplicaremos alguns métodos variacionais tais como o Teorema do Passo da
Montanha, Teorema de Linking e alguns resultados da Teoria Espectral.

O problema Eliptico de Dirichlet em questdo nesta dissertacao € o seguinte:

P) —Au+a(z)u = g(xu), z€Q
u = 0, sobre 0Q

onde a € LP(Q) parap > N/2, g€ C(QxR) e Q c RY, N >3, é um dominio limi-
tado, cuja fronteira 0Q € uma variedade suave.
Encontrar solu¢des do problema (P) € equivalente a encontrar pontos criticos do

funcional [ associado a (P) definido no espago F = Hé (Q) por

1 2 1 2 1

I(u) = —/ |Vu| dm—l——/ a(x) |u| d:v—/ G(z,u)dzx,V uwe E = Hy(Q),

2/ 2Ja Q

onde a fun¢do G : Q x R — R € dada por
u
G(x,u) :/ g(x,s)ds; x € Q,ueR.
0

A dificuldade encontrada nesse trabalho foi o fato de omitirmos a condi¢do

superquadratica no infinito de Ambrosetti-Rabinowitz, a qual é dada por:

(AR)  Existem p >2e L > 0 tais que :
0 < puG(z,u) <glx,u)u, V|u|>L, z€Q.

Fazendo algumas manipulacdes e usando propriedades da fun¢do logaritmica

mostramos que (AR) implica na seguinte desigualdade

G(r,u)>alult —b, YueR, z€Q,
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para algumas constantes a, b > 0. Donde concluimos que uma func¢do G satisfazer a

condicdo (AR) implica que esta func¢do satisfaga a seguinte desigualdade

G(z,u)

im >a > 0.
fu—+oo | |F

Em um célebre artigo do ano de 1995 [19], Shujie Li e Michel Willem garantiram
a existéncia de uma solug@o ndo trivial para o problema (P) usando a condigdo (PS)*.
Alguns lemas de deformagdo onde a ndo linearidade do funcional f satisfizesse a condig@o
de (AR) foram utilizados para demonstrar que as sequéncias Palais-Smale eram limitadas.
Além deste trabalho existem outros na literatura que também utilizam da hipétese de (AR)
como pode ser visto em [10], [15], [19] e [23]. Entretanto a condicdo de (AR) ndo é

satisfeita para algumas ndo linearidades, como € o caso das seguintes fungdes:

F(z,u) = u’In(14u?),

G(z,u) = |ul? (m (%—m |2+1>)3,

1
H(wu) = Sluli+]uln(i+]ul?).

O objetivo deste trabalho é garantir a existéncia de uma solucdo fraca nao
trivial para o problema (P) sem utilizar da condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz. Para
este fim, baseados nos artigos [14], [28] e [18], estudamos o que foi feito por Li e
Willem em [19] e além da existéncia de solu¢Oes para o caso em que a ndo linearidade
satisfaz (AR), garantimos a existéncia de uma solu¢do nao trivial para (P), omitindo a
condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz, adotando novas condi¢des superquadratica as quais
sdo satisfeitas pelas func¢des citadas F,Ge H. Assim estudamos as ndo linearidades que
garantem a existéncia de uma solugdo fraca nao trivial para o caso de problemas elipticos
do tipo superquadraticos que ndo satisfazem a condi¢cdo (AR).

Nosso trabalho foi motivado pelos artigos de Qin Jiang e Chun-Lei Tang [14], o
qual utiliza o Teorema de Linking Local (ver preliminares 1.17) para garantir a existéncia
de uma solug¢@o ndo trivial para o problema (P), utilizando a condi¢do (PS)*. Nos
baseamos também no artigo de Xiuming Mo , Ping Jing ,Yan Zhao e Anmin Mao [28], o
qual também faz uso do Lema de Linking 1.17, agora utilizando a condi¢do (Ce)*. Além
destes dois artigos, nosso estudo sobre a teoria espectral para o problema de autovalores
referente ao problema (P) foi baseado no artigo de Gongbao Li e Chunhua Wang [18].

No decorrer deste trabalho garantimos que o funcional em questdo possui a
estrutura geométrica de linking local na origem ver 1.11. Adicionalmente nos pontos
criticos deste funcional é garantido uma certa compacidade no espago de dimensdo infinita

H(l)(Q), compacidade essa garantida pelas condi¢des de Palais-Smale ou Cerami.
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Nas preliminares dessa dissertac@o, analisamos autovalores dos operadores elip-

ticos do problema:

(PA) —Au+ta(x)u = Au, em Q,
u = 0, sobre 0Q,

onde Q c RN ,IN > 3 é um dominio aberto, suave e limitado e a € L(Q) com p > %

O principal resultado da preliminar da dissertag@o € o seguinte lema (c.f. [26]).

Lema 0.1 Seja Q C RN (N > 3) um dominio limitado e a € LP(Q) com p > % . Entdo a

sequéncia de todos os autovalores {\; };F:I do problema satisfaz
—o < A < <A<

e lim )\j = 0o,
Jyeo

Aqui garantimos que —oo < A\; < A\» < A3 < ... € a sequéncia de todos os auto-
valores do problema de autovalores (PA), cada \; € repetido de acordo com sua mul-
tiplicidade. Além disso, tomamos o conjunto {ej,es,...,ey,...} das respectivas auto-
fungdes correspondentes aos autovalores em HJ(Q) normalizadas em L?(Q), ou seja,

/Q eje; = 0;5. Aqui d;, € o Delta de Kronecker dado por:

5o — 51']' = 1, sei:j, (0_1)
Y = 0, sei#j.

Donde concluimos que
/ VeiV€j —|—a(x)eiejdx = )\i/ eiejdx = /\Z‘(Sij, Vi,jg.
Q Q

Além disso mostramos, usando o Teorema Espectral, (cf. Brezis [4]), que o
conjunto {ey,ey,...} é ortonormal total.

Enunciamos os teoremas do Passo da Montanha e o Teorema de Linking de-
monstrando alguns resultados de suma importancia no decorrer da dissertagao.

No segundo capitulo vamos garantir a existéncia de uma solu¢@o ndo trivial
para (P) sem a condi¢do (AR) e sob novas condi¢des superquadratica no infinito. Neste

capitulo analisamos as seguintes fungdes

G(z,u) =|u | (ln (@— Ju | +1))3

F(z,u) =u?In(1+u?),
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onde x € Q, u € R. Verificamos que estas funcdes nio satisfazem (AR). Porém F' e G

satisfazem as hipéteses do principal resultado do capitulo, a saber:

(G1)
lim %,zu) = oo uniformemente em Q;
ful o [ u]
(G2)
Gz, u) =0 uniformemente em Q;
ul=0 | u|?

(G3) Existem constantes 1 < \ < % e a; > 0 tais que :

| g(z,u) |< ar(|w]+1), Y(z,u) € QxR;
(G4) Existem constantes > ]\%—JL A, ap >0e L > 0 tais que:
ug(z,u) —2G(z,u) >ay |ul?, V|u|> L, ze€Q.

Além disso, se 0 é um autovalor do problema —A 4 a (com condi¢do de contorno de

Dirichlet), entdo consideraremos a seguinte hipotese:
(G5) Existe 6 > 0 tal que:

(1) G(z,u) >0 V|u|<d z€Q
ou

(17) G(z,u) <0 V]u|<d zeQ.

Se 0 ¢ o(A+a), ou seja, 0 ndo é um autovalor do problema de autovalores associado
ao problema (P), garantimos que o funcional I possui a Geometria do Linking Local,
utilizando o Lema 2.2, (cf. Secdo 2.1.)

O principal resultado deste capitulo € o seguinte teorema:

Teorema 0.2 Suponhamos que G satisfaz (G-1),(G-2),(G-3),(G-4) . Se 0 é um autovalor
do problema —A+ a consideramos a hipotese (G-5). Entdo o problema (P) possui uma

solugdo fraca u ndo trivial.

Para demonstrar esse teorema definimos o funcional / no espaco E = H(} (Q) por:

[(u):%/g\vmzdx—ké/ga(x) |u |? dx—/QG(x,u)da:, we F=H}(Q).

Para garantir a existéncia de uma solu¢do ndo trivial para (P) utilizamos o Teorema de
Linking Local (cf. Lema 1.17, via artigo de Li and Willem [19]).
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Provamos que o funcional [ satisfaz as hipoteses (fy) — (f4) do Teorema de Linking Local
sob a condi¢do (P.S.)* e garantimos assim a existéncia de uma solugdo fraca nao trivial
para o problema (P) .

No Capitulo 03 consideramos um caso mais geral, omitimos as hipéteses superli-
neares (G-3) e (G-4) impostas por Qin Jiang e Chun-Lei Tang [14]. Neste ponto supomos
novas condi¢des superquadraticas no infinito, as quais ndo nos garante que toda sequéncia
(PS) ou (PS)* é limitada. Porém com tais condi¢des superquadrdticas, somos capazes
de mostrar, que toda sequéncia (Ce) ou (Ce)* é limitada. Sendo assim garantimos uma
solugdo ndo trivial para (P) agora utilizando da condi¢io (Ce)* a qual é mais fraca que a

condi¢do (PS)*. Por exemplo considere as seguintes fun¢des

1
G(zr,u) = 5|u|%+|u|21n(1+|u|2)x€§2,u€]R.
T(z,u) = 0w’ 2u4+(0—1)|u|"3 usin®(u)+ |u [’ Osin(2u)z € Q, u e R,

onde 2 < ¢ < 3. Verificamos que as fungdes G e I satisfazem as hipéteses (G1) e (G2).
Definimos a seguinte funcao

(i) Gu)> a3lul® |u|>R;
(”) ’g(aj,u) 7 (0'2)

< a4G(z,u), |u|> R,

IS

1
onde a3, aq >O,a>%+1,6>q+lcoquzi.

Se 0 é um autovalor do operador —A+a (_com condi¢do de contorno de Dirich-
let), consideramos a hipétese (G5).

Nosso principal resultado desse capitulo € o seguinte teorema:

Teorema 0.3 Suponhamos que G satisfaz (G-1),(G-2),(G-3). Se 0 € o(—A+ a) suponha-
mos a hipotese (G-5). Entdo o problema (P) possui pelo menos uma solucdo fraca ndo

trivial.

Para demonstrar tal teorema definimos o funcional,

1 1
I(u) :§/Q|Vu|2dx—|—§/9a(x) |u ? dx—/QG(x,u)dx, ue E=H(Q).
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Mostramos que o funcional [ satisfaz as condi¢des do Lema de Linking Local 1.17, sob
a condi¢do (C'e)* o qual é demonstrado em [20]. Garantimos assim a existéncia de uma
solucdo fraca ndo trivial para (P) . Esse capitulo nos remete a um caso mais geral do que
o estudado no Capitulo 02 , pois a hipétese (C'e)* é mais fraca do que a hipétese (P.S)* .

No apéndice sdo citados resultados cldssicos de andlise funcional como as imer-
sOes compactas e continuas nos espacos de Sobolev e algumas desigualdades variacio-
nais. Alguns resultados de Teoria Espectral que sdo usados no decorrer da dissertacdo e
resultados cldssicos de EDP. Adicionalmente apresentamos alguns resultados de medida

e integracdo com o objetivo de tornar este texto auto contido.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo serd apresentado a teoria espectral de operadores compactos para

o problema linear associado ao seguinte problema de autovalor:

{—Au+a(m)u = Au emQ, (PA)

u = 0  sobre 0Q,

onde Q c RY ,IN > 3, é um dominio aberto, suave e limitado.
Aqui a € LP(Q) com p > N/2. Vamos garantir a existéncia de uma sequéncia de
autovalores

—o < A\ <M< \<..,

onde cada autovalor \; € repetido de acordo com sua multiplicidade. Além disso, temos

que lim \; = co. Consideramos {ej,es,...,en,...} as respectivas autofungdes associadas
j—reo

aos autovalores em H}(Q) e ortogonais em L?(Q). Garantimos que o primeiro autovalor

do problema (PA) tem a seguinte representacao

Al :inf{/ \Vul? + a(z)uldr; ue HY(Q) e / lu|*dx = 1} > —oo,
Q Q

Estudaremos detalhadamente as desigualdades variacionais relacionadas ao problema
(PA).

Considerando H um espago de Hilbert, definimos as derivadas de Gateaux e de
Fréchet. Garantimos a regularidade do funcional I associado ao problema (P) definido

no espago ¥ = H}(Q) como

1 1
I(u) = —/ ]Vu]zdx+—/ a(z) | u|? dm—/ G(x,u)dz,¥ ue FE = H}(Q),
2Ja 2Jo Q
u
onde a fungdo G : Q x R — R é dada por G(z,u) = / g(z,s)ds.
Na secdo seguinte enunciamos alguns métodos variacionais de suma importancia

na demonstra¢c@o dos principais teoremas da dissertacao, tais como o Teorema do Passo
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da Montanha e o Teorema de Linking. Adicionalmente daremos algumas defini¢des
necessdrias para o entendimento do texto.

Finalmente demonstramos um resultado de suma importancia no trabalho, que
nos permite concluir a demonstracdo dos Teoremas centrais desta dissertacdo. Este
resultado nos garante que toda sequéncia (P.S.) ou (Ce) limitada para o funcional /

. A . 1
possui subsequéncia convergente em H;(L2).

1.1 O Espectro do Operador (—A+a)

Consideremos os seguintes Lemas, (cf. secdo 2.4 [26]).

Lema 1.1 Sejam N >3, a € LP(Q). Entdo o funcional

X:H)(Q) — R

u X(u)z/ﬁa(m)uzdm

é fracamente continuo, ou seja, para toda sequéncia (uy) C H(l)(Q) tal que u, — u entdo

X(up) — X(u).

Lema 1.2 Seja Q um dominio limitado em RV N >3,a€LP(Q)comp> % Entdo o

primeiro autovalor do problema (P) )\ satisfaz

Al :inf{/ \Vu|? + a(z)u’de; ue H{(Q) e / lu*dx = 1} > —oo,
Q Q

Com base nestes Lemas, vamos demonstrar o principal resultado relativo a Teoria Espec-

tral para o problema (PA).

Lema 1.3 Seja Q C RY | N > 3 um dominio limitado, a € LP(Q) com p > N/2. Entdo a

sequéncia de todos os autovalores {\; };F:I do problema (PA) satisfaz

—o <A < M < A3< L.

lim \j = oo,
jreo

Prova:
Pelo Lema 1.2 temos que A\ > —oo. Consequentemente existe um Ao > 0, suficientemente

grande, tal que

/Q\Vu|2+a(93)u2dx+/g)\o|u|2d:v >0; Yu € HY(Q) ,u#0.
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Sendo assim, vamos definir o seguinte produto interno equivalente em Hé (Q)

(u,v)y, = /QVUVU—Fa(x)uvdx—i—/g)\ouvdx >0; Yu,v € HY(Q), u,v#0.

Note que em (PA) multiplicando a primeira igualdade por v e integrando em ambos os

lados ficamos com
/ VuVu + a(z)uvdr = )\/ uvdz.

Agora, adicionando em ambos os lados o termo / Aouv dz concluimos que

/QVUVU—Fa(x)uvdx—k/Q)\ouvdx = )\/ uvdx—i—/ Aouvdz,
ou seja,
(u,v)y, = ()\—f—)\o)/guvd:v, u,v € HY(Q). (1-1)
Agora, fixado u € L?(Q), considere a seguinte aplicagio:

Fu H)(Q) — R
o %’u(gp):/Quapdx.

Utilizando o Teorema de Representacao de Riesz temos que existe um tnico w € H(l) tal

que
/ wvdr = (W, )y, Yo € H(Q).
Q

Consequentemente, pela equagdo (1-1), segue a seguinte identidade
(U, )2y = (A X0) (W, V) g, u, v € H)(Q).
Fazendo algumas manipulagdes na identidade acima temos que
(u— (A No)w,v), =0, Vv € Hy.

Donde segue que u — (A + A\g)w = 0, ou de forma equivalente, (A + \g)w = u.
Consequentemente temos que w = wy, ou seja, w pode ser entendido com sendo uma

aplicacdo dado por

K:L*(Q) — H{(Q)

u — w=Ku,
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onde w € o representante para a fun¢do §,, definida anteriormente e
5ulp) = [ upde = (w.¢)ag, Vi € Hy.

Portanto temos que (A + Ao) Ku = u, ou equivalentemente, para (A + \o) # 0,

Tomando y = obtemos que

A+ Ao

K(u) = pu,u€H\(Q)
1 1-2

Neste momento vamos verificar que & é uma aplicac@o linear e continua. Inicialmente
tomemos u; € uy em HJ () e a € R. Para verificar a linearidade de K devemos verificar

0s seguintes itens:
(1) K (u1 +u2) = K(ur) + K (u2),
(1)) K (aup) = aK (uy).

Pela definicdo da aplicacdo K, temos que existem wj e wy € H(l)(Q) tais que

w1 = K(u1) e wp = K (up). Logo temos as seguintes igualdades

Jouivdz = (wi,v)y,, (1-3)
Jowvdr = (w2,v)y,, v € Hy(Q).

Assim sendo
/Q(ul Fu)ude = (w1 +wa,0) g, Yo € HY(Q).
Donde podemos concluir que
(Wuy uzs VY 2 = (W1 +w2,0) 5y, YU € Hy(Q).

Logo segue que K (uj+uy) = K(u1)+ K (up). Similarmente mostramos o item (ii) e

concluimos a linearidade da aplicacdo K.
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Para mostrar que K € continua considere as seguintes estimativas

KW, = [ uk(da
< ol @)l
< CllullliE @), ue @),

Donde segue que || K (u)|| < C||ul|2; Yu € L*(Q), ou seja, K é uma aplicagdo continua.
Aqui utilizamos a imersdo continua Hj(Q) < L?(Q) , (cf. Apéndice A.3).

Agora consideremos o operador inclusdo i: H}(Q) — L*(Q). Utilizando as
imersdes compactas de Sobolev, (cf. Apéndice A.4), sabemos que este operador inclusdao

€ compacto. Deste modo, consideremos o operador composi¢ao

T=(Koi): H(Q) — H}(Q)

u = Tu=w,

onde

(Kod)u,v)y, = /szdac u,v € H)(Q).

Desde que K seja continua e ¢ compacto concluimos entdo que a composicdo 71" é
compacta.

Agora vamos mostrar que esse operador € autoadjunto, isto €,
(K oi)u,v)y, = (u, (K 0i)v)y, Yu,ve Hy(Q).
Note que, utilizando a defini¢do da aplicacdo K, temos que

(Ku,v)y, :/

uvdx :/ vudr = (Kv,u)y, ,Yu, v € Hy(Q).
Q Q

Donde concluimos que esse operador (K o) € autoadjunto.

Observacao 1.4 Neste momento vamos verificar que o niicleo do nosso operador é

trivial. Neste caso devemos verificar que 0 ndo é um autovalor do operador

T=FKoi:H)(Q) — H)Q)

u — Tu=w.

Note que
(T'u,v), :/qudx, Vo € H)(Q).
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Suponhamos que Tu = 0, ou seja, u € ker (T). Entdo temos que

0=(0,v)), = / uvdr Vv € H)(Q).
Q
Em particular, essa igualdade vale para v = u, donde segue / uw? =0, ou seja,
Q

u=0 q.t.p em Q.Provando que ker (T) = {0}. Logo temos que o niicleo do operador T

é trivial. Consequentemente 0 ndo pode ser um autovalor do operador T

Agora, aplicando o Teorema Espectral para Operadores Auto-Adjuntos Compac-
tos (cf ApéndiceA.16) temos uma sequéncia de autovalores f; tal que lim z; = 0. Donde

temos que

+oo
Hy(Q) = Pey).

J=1

Além disso, (ej)j:‘”l formam uma sequéncia ortonormal em (H}(Q), {.,.), , isto

€, (€i,€5)\g=5,; onde 9;; € o Delta de Kronecker definido por:

| _
0ij = 7 SCZ, J ’ (1-4)
0, seit#7.
. - 1 :
Em particular temos, pela defini¢do de (.,.),, que ||e;|[r = ———== Vi€ N.

VAo

Analisando (PA), com u = ¢; ficamos com

—Ae;+a(z)e; = Ne; em Q
e, = 0 sobre 0Q.

Donde segue que
/VeiVej—i—a(x)eiejdac = )\i/eiejdx
Q Q
1 .

, 1=17.
N2VES VR
— 0, i)
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Temos ainda que dado uH(l)(Q) € possivel escrever u da seguinte maneira

u=Y (uei)xei,

1=0

onde (u, e;) 5, sdo os coeficientes de Fourier.

1.1.1 Desigualdades Variacionais

Sejam @1, ¥2,...,¢—1, onde p; = ﬁ, as (j — 1) primeiras autofun¢des em
€jill2
H{(Q) associadas ao problema de autovalores (PA).
Considerando
Aj = inf {/ \Vu|? + a(z)u? dz, u € HY(Q); / upy =0, / wpr =0, ,..., / up;—1 :O},
lull2=1 (/@ Q Q Q

temos a seguinte estimativa

Jo|Vul? +a(z)u? dv

u#0.
Consequentemente

)\j/QUZ < /QIVUIZJra(x)uzdx, Vu € (1,02, ,..., pj—1)" (1-5)

Essa € a primeira desigualdade variacional.
Agora vamos deduzir uma segunda desigualdade variacional. Considere

u € (p1,92,..., ¢j—1). Logo segue que u pode ser escrito como a seguinte soma
j—1
U= Z CiPj.
i=1
Portanto segue que o produto interno definido anteriormente em (1.1) pode ser visto como
(u,uyy, = / \Vu|? + a(z)u? dm—l—)\o/ u?
Q Q
il -t \?
= /Q 4 Z cioil> 4+ a(z) Z cipi | dx
i=1 i=1

-1 2
+ )\o/ ZCiSOi dx.
Q\i=1

Note que o termo direito da desigualdade anterior pode ser reescrito retirando o termo
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Zg:_l] ¢; do integrando, ja que este por sua vez independe de = de modo que ficamos com
j—1
wup, = Y& [ Vel taa)ed de
i=1
j—1
+ X Z czz/ ©? d
=1 JQ
j—1
- Zczz (/Q]chi\z—l—a( dx+)\0/302dx)
i=1

Donde segue que
1

j_
()2 = Y. @i, i) 20 (1-6)
i=1
Por outro lado, temos que
(v = [ IVeillVeil +a(@)gipida
+ )\0/ go% dz.

= )\/goZ d:L’—l—)\o/gozd:U

Consequentemente, temos que (@;, i)z, = (Ai +Ao) / ©? dz. Porém note que como
Q

/ gpf dr =1, segue que
Q
(i, i) 3g = Ai + Ao

Observe neste momento que pela equagao (1-6),
j—1
(u,u)y, = Z 7 (Ni+ o)
< Z ci(Aj—1+ o).

Note que o termo (Aj_1 + Ag) independe de 7, portanto podemos retird-lo do somatdrio,

ficando com
j—1

(wu)y, < (Njo1+X) Y
i=1

Agora, usando o fato de que / go% dxr =1, podemos reescrever essa desigualdade da
Q
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seguinte forma

j—1
< Oyr40) Y& [ oo

Donde concluimos que (u,u)y, < (Aj—1+ o) / u?* dz. Consequentemente segue que
Q

/ IVl + a(z)u? dx—i—/\o/ u? < (N —|—/\o)/ u? dx
Q Q Q
Portanto, temos a segunda desigualdade variacional, dada por

/Q|Vu|2+a(x)u2 dx < /\j_l/Qu2 dr Yu € (p1,902, ,..., pj—1)- (1-7)

1.2 Regularidade do Funcional
Seja H um espaco de Hilbert. Consideremos as seguintes definigdes

Definicao 1.5 (Derivada segundo Gateaux) Considere um funcional [ : H =
Hé(Q) — R. Entdo I é diferencidvel no sentido de Gdteaux se o seguinte limite

existir:

(I'(u),v) = lim Iutv) = I{w)

, Yv €eH. (1-8)
t—0 t

Definicao 1.6 (Derivada segundo Fréchet) Seja um funcional I : H — R. Dizemos
que I é diferencidvel no sentido de Fréchet se o seguinte limite é verificado:
I —I(u)— (I
fim LAV I =IW).0) oy ey (1-9)

[[o][ -0 ]|

Observacao 1.7 Observemos que se o funcional I possui derivada de Fréchet continua
sobre H entdo temos que f € C'(H,R).

Vamos garantir essa regularidade para o funcional associado ao problema (P) dado por

I:H}(Q) — R (1-10)
u +—  I(u)= l/ |Vu|2—|—a(x)u2dx—/ G(z,u)dx (1-11)
- 2 o o ) )
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u
onde G(z,u) = / g(x,s)ds. Neste intuito vamos calcular a derivada de / em u € H

aplicada em algum vetor arbitrdrio v € H , ou seja, vamos calcular o seguinte limite:

/ o T(uttv) — I (u)
(I'(uw),v) = %gr(l) ; :

Note que a diferenca I (u+tv) — I(u) é equivalente a seguinte expressao

[%/Q’V(u—i—tvﬂz—|Vu|2tda:—|—a(x)(U—l—tv)2_a(x)uzdg:—/QG(q:,u—i—tv)+G(a:,u)dq;],

Neste caso segue que

Iu+tv) —I(u)
t

t
= /Vqu+a(x)uvd:c+—/ Vol +a(z)v*dx
Q 2Ja
n /G(x,u)—(t}(x,u—f—tv)dx.
Q

Logo temos as seguintes igualdades

/ o T(uttv) —I(u)
(I'(u),v) = lim ;

dz.

(I'(u),v) = /Vqu+a(x)uvd:c+lim G(z,u) — Gz, uttv)
Q t—=0JQ t
G(z,u) — G(z,u+tv)

t
uma func¢do em L'(Q). Garantindo assim as hipéteses necessarias para a utilizacdo do

Por outro lado, vamos verificar que a fungao ¢ dominada por

Teorema da Convergéncia Dominada, (cf. Apéndice B.5). Para isso, vamos definir a

seguinte funcao:

£:00,1] — R
E(s) = G(z,u+stv).

Entdo temos que, por construgio da fungio G, &'(s) = g(xz,u+ stv)tv . Além disso pela
continuidade da funcdo GG podemos aplicar o teorema do valor médio na funcgio &, ou seja,

temos que existe um nimero ¢ € [0, 1] tal que

Portanto seguem as seguintes estimativas:

G(z,u+stv) —G(x,u) = g(x,u+ctv)tv, ce (0,1).
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G(z,u) — G(x,u+tv)
t

= g(z,u+ctv)v, ce€ (0,1).
Logo, como a fun¢do g tem um crescimento subcritico dado por
[ g(z,5)|<C|s[*+C, ¥(z,5) € QxR,

onde 1 < A <2* —1. Segue que a seguinte estimativa

G(z,u) — G(z,u+tv)
t

< [C+Clu+ctv]|v]. (1-12)
Agora, consideremos a seguinte funcao

¢:[0,4] — R
ot) = t", r>1.

Analisando as derivadas da funcio ¢ temos que ¢ (t) = r(r — 1)t""2 >0, ¢ > 0. Donde

podemos concluir que a fungdo ¢(t) é convexa. Consequentemente temos que
p(at+b(1—1)) <tp(a)+ (1 —1)p(b); a,beR, Vt € [0,1].

Como . |
¢pla+b)=0¢ (E(Za) + 5(2b)> .

segue da convexidade da fun¢ao ¢ que

Sla+b) < ¢@ay+%¢@m.

1

2
Donde concluimos que
r 1 T 1 r r—1 r T

ja+bl" < S [2a]" + (26" <277 (Ja|" +[b["); Va,bER;r > 1.

Portanto, voltando na inequagdo (1-12), ficamos com as seguintes desigualdades

G(z,u) —G(xz,u+tv)
t

IN

C+C<WP+ka)M
< CH+Cluo|+ClM! e LY(Q),

onde u,v € H)(Q) — LP(Q), 1 <p < 2%,
G(z,u) — G(x,u+tv)

Concluindo que a fungdo é dominada por uma fungdo em L'(Q).

t
Podemos entdo aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apendice
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B.5). Assim temos o seguinte resultado

lim G(a:,u)—G(x,u—l—tv)dx _ hmG(a:,u+tv)—G(a:,u)
t—0JQ t Qt—0 t

= —/Qg(:v,u)vdx.

dx

Neste momento, voltando na definicdo 1.5, temos que

(I’(u),v}:/QVuVUjLa(x)uvda:—/Qg(x,u)vd:v.

Agora, queremos garantir a regularidade do funcional / em questdo, ou seja,
mostrar que o funcional é de classe C' 1 Para isso, vamos decompor [ definido anterior-

mente (1-10), em dois funcionais definidos por
1 2 2
Qu) = —/ |Vu|”+ a(x)u”dz,
2Ja

J(u) z/QG(:L’,u)dx, u e HY(Q).

Verificando que os funcionais @ e J sio de classe C'! mostramos que o funcional f é de
classe C1(H}(Q),R).
Seja u € H)(Q). Entdo para cada v € H}(Q), temos que

1 tv) —
(Q'(u),v) = = lim Quttv) Q(u)’ ve H=H)(Q).
2 t—=0 t
1
Note que como Q(u) = 3 / |Vu|? 4 a(x)u?dz é uma fungio quadratica, entdo temos que
Q

Qu+tv) — Q(u)
t

1/1
- (E / 2VuVu + 2|Vol? + 2ta(z)uv +t2a(x>v2>-
Q
Donde segue que

1
(Q'(u),v) = 3 }1_{1(1) ; 2VuVo 4 tVo? + 2a(z)uv + ta(x)v? dx

= / VuVu +a(z)uvde, Yo e HY(Q)
Q
= <'U/7/U> .

Portanto (u,v) é a candidata a derivada de (). Para garantir a existéncia da derivada de

Fréchet de () tome u € H)(Q). Entio para cada v € H}(Q), vamos calcular o seguinte

Qu+v) —Qu) — (Q'(u),v)

||v]|—0 ]|

limite
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Note que,

Qlut+v)—Q(u) = %/Q|VU|2+2Vqu+2a(x)uv+a(x)v2dx.

1
= / VuVo+a(z)uv+ = / Vol +a(z)v? d.
Q 2J)a
Logo, como (Q'(u),v) = / VuVu+a(z)uvdz, segue que
Q

i Quto) —Q) — (@' (w),v) 3 o IVuP? +a(z)v?
[[o]| -0 [[v]] o]l =0 [[v]|

= 0.

Portanto provamos que () é diferencidvel em H(l)(Q) com

(Q'(u),v) Z/QVqu—i—a(m)uvd:p.

Para verificarmos a continuidade de @’ consideremos uma sequéncia (u,) C
H}(Q) com u,, — u em H}(Q). Devemos provar que Q'(u,) — Q'(u) em H~!, ou

equivalentemente,
1Q' (un) — Q' (w)||g-+ — 0 quando n — oo.

Dados ¢ > 0, v € H}(Q) tal que ||v|| < 1 temos que para n suficientemente grande, usando
a desigualdade de Holder (cf. Apéndice B.2) e as imersdes de Sobolev (cf. Apéndice A.3),

as seguintes estimativas
(@ () ~ Q' (W) v] < Cllun — | [o]] <. C>0.
Donde segue que

1Q (un) = Q" (W)l -1+ = sup [(Q'(un) —Q'(u)) v <e,

llvf[<1

ou seja,
Q' (un) — Q' (u)|| j-1 — 0 quando n — .

Consequentemente (' é continua. Portanto Q € C!'(H}(Q),R).

Agora, vamos analisar o funcional

J(u) = /QG(x,u)dx, ue HYH Q).



1.2 Regularidade do Funcional 32

Temos que a Derivada de Gateux de J, pela defini¢do da funcdo G € dada por

(J'(u),v) :/Qg(x,u)vdx.

Vamos garantir a existéncia da derivada de Frechet do funcional ./, ou seja, vamos mostrar

a seguinte igualdade:

lim J(u+v)—J(u)— (J' (u),v)

=0, ucH)(Q).
0[]0 ]| 0

Para tanto considere a seguinte funcio h(w) = J(u+w) — J(u) — (J'(v),w), w € HH(Q).

Equivalente temos que
hw) = J(u+w) — J(u) —/ g(z,u)wdx.
Q
Sendo assim, utilizando a defini¢ao do funcional .J temos que
h(w) = /(G(x,u+w) —G(x,u))da:—/ g(z,u)wdz, we HY(Q).
Q Q
Observe que
Id
/ EG(x,u%—tw)dt = G(z,u+w)—G(x,u), weH)Q).
0
Entdo segue a seguinte igualdade
1 d ]
h(w) = / / —G(z,u+tw)dt| dz —/ g(x,uw)wdz, w e Hy(Q).
o lJo dt Q
Utilizando a Regra da Cadeia temos que
1
h(w) :/ [/ g(w,u—ktw)wdt} dx —/ g(z,u)wdz, w e H)(Q).
Q1J0 Q
Consequentemente temos que a fungdo h € dada por

h(w):/g{/olg(x,u—ktw)wdt} dx—/gulg(x,u)wdt] dr.

Donde segue que

h(w) = /Q {/Ol(g(x,u—i—tw) —g(w,u))wdt} dz.
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Neste momento somos capazes de provar, utilizando o Teorema de Fubini (cf. Apén-

diceB.1 ), a seguinte igualdade

h(w) = /01 {/Q(g(amﬁ—tw) —g(x,u))wdx} dt.

Consequentemente temos a estimativa

mwﬁhséﬂxﬁﬂ%u+mmw—ﬁLUMwu4dt (1-13)

Agora vamos aplicar a desigualdade de Holder no lado esquerdo da desigualdade acima.
Note que, como foi citado anteriormente, a fun¢c@o g tem um crescimento subcritico dado
por:

l9(z,u)| < ar(fu* +1),

2
nt X a1 > 0. Pela imersdo continua de Sobolev (cf. A.3) observamos que

coml <A<

H)(Q) — LP(Q), paratodo 1<p <2

2N
Adicionalmente temos que r = ) 2 > 1. Logo segue que
2 2
g

<rA< — =
=T n+2n—2

Neste momento somos capazes de verificar que utilizando as imersdes continuas de

Sobolev (cf. ApéndiceA.3) segue que
H)(Q) = L™ (Q) — L"(Q).
Analisando o crescimento subcritico de g, ficamos com :

g(z,w)[" < af(jul*+1)"
< alu +b, r€Q; ueR,

onde a,b > 0.
Como g € L"(Q) e %—k% = 1 pela desigualdade de Holder, (cf. ApéndiceB.2) segue
que

/Ql(g(w,wrtw)—g(fv,U))Ilw|d9€S (g(z, utw) — g(z,u))l/|wl]s,
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para s = 2*. Agora, analisando a desigualdade (1-13) temos a seguinte estimativa

1
()| < [ e+ tw) - glasu)) ol
Note que
w—0em H)(Q) = w—0em LYQ) paratodo ¢ € [1,27].

Portanto temos que
u+tw—u em LI(Q), ¢ € [1,27].

Agora tomando ¢ > \ segue que % > 1. Além disso, analisando como foi anteriormente

com a fun¢do GG, temos que

>
IA

Clg(z,u+tw)|¥ +C|g(z,u)|*
A A
C (luttwlt) +c (jut) +c

9(z, u+tw) — g(z,u)|

A

Donde seguem as seguintes desigualdades

>
IN

Clu|?+ Cltw|*+C
< Clu|+CltYw|?*+C

\g(x,u—i—tw) —g(x,u)l

< Clu?+Clw|T+C.
Tomando uma sequéncia (w,,) C H)(Q), tal que w,, — 0 em H}(Q). Entdo temos que:

w, — Oem LP(Q);
w, — 0q.t.pem Q;
w, < (com(eLP(Q), 1<p<2”.

Logo, temos que

lg(z, uttw,) — g(z,u)|X < CClu|?+ Clwy|?+C
Clul?+C¢? € LY(Q).

A

Donde segue a seguinte convergéncia

g(,u+tw) = g(.,u) em L%(Q).
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2n q
Por outro lado, temos que r = —— < =
“ quer n+2 A

temos que L% (Q) C L"(Q). Com isso somos capazes de verificar que

. Além disso, tomando ¢ suficientemente grande

g, uttw) = g(.,u) em L"(Q).

Consequentemente temos que

h(w 1
O < [ ot t0) — gl ).
[w|[ — Jo
Portanto " |
0 < tim PO iy (g2, u+tw) — g(z,w))||-dt
w—0 HwH w—0./0

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, (cf. Apéndice B.5), segue que

. |h(w)] b
0<lim ——— < [ lim ||(g9(z,u+tw)—g(x,u))||dt =0.
w—0 Hw|| 0 w—0
h
Logo temos que }Lir% % =0, isto é, J é Frechet diferenciavel com derivada
=0 ||w

(J'(u),v) = /Qg(az,u)vdx, w,v € H)(Q).

Neste momento, vamos verificar a continuidade de J’ concluindo que J € C'! (H& (Q),R).
Para tanto considere uma sequéncia (u,,) C H)(Q) com u,, — u em H}(Q). Devemos

provar que J'(u,,) — J'(u) em H~', ou equivalentemente,
| (un) — J'(w)|| j-1 — 0, quando n — oo.

Analisando o que foi feito anteriormente, temos que verificar que J' é continua, isso é o

mesmo que mostrar a seguinte convergencia
g(z,(u+v)) — g(z,u) em L"(Q), quando v — 0 em H}(Q).
Isto por sua vez € equivalente a

g(z,u+vy) — g(z,u), com v, — 0, v, € H)(Q).
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Com efeito, considere (v,,) C H}(Q) com v, —» 0. Segue das imersdes continuas de
Sobolev (cf. Apéndice A.1) que

Up — U em H}(Q),
Uy — U em LP(Q); V1 <p <2,

(1-14)
vp(x) > u(r) qt.p.emQ,

|un ()| < p(x) paraalguma p(x) € LP(Q).
Como a fun¢do g é continua entio temos que
g(x,u+vy) — g(x,u) q.t.p. em Q.
Portanto temos que
i

lg(z,u+vy) — g(z,u)]" — 0 q.t.p. em Q.

Por outro lado como
l9(z,u+vn) — g(z,u)]" < (lg(z,u+vn) |+ |g(z,u)])",
concluimos por (1-14) que
|9(z,utva) — gz, u)[" <2 (p(2))" € LN(Q).

Agora, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Apéndice B.5), temos
que
lim / lg(z,u+v,) —g(x,u)|" de — 0,

Q

n—oo

ou seja, temos a seguinte convergéncia
glz,u+v) — g(z,u) em L"(Q) com v — 0 em H)(Q).
Agora, por defini¢do temos que

| (u+vy) = J'(W)]|g-1 = sup |(J'(u+vy,)—J (u),0)].

|lvl|<1

Note que

| (J'(u+vp) = J (u),0)]| =

/ (g(w7u+vn) _g(l',U))’UdiL‘ .
Q
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Donde obtemos

|<J/<u—|—vn)—J/(u)7v>|g/Q|(g(x,u+vn)—g(x,u))||v|dx.

Pela desigualdade de Holder segue que
(I (wtvn) = J'(u),v) | < [|(g(@,utvn) = g(z,u))l]]v]]s,
onde s = 2*. Portanto, para ||v|| < 1, temos
(It o) = J' () 0) | < O (g, -+ vm) — g, )|
Consequentemente temos a seguinte estimativa
| (J'(utvy) — T (u),v)| <O (g(z,u+vy) — g(x,u))|l, — 0 quando n —> oo.
O que nos garante a seguinte convergéncia
J (u+vy) — J'(u) em HO_I.

Mostrando assim que J € C1(H}(Q),R).
Portanto temos que f’ serd continuo para qualquer u € H}(Q). Donde segue que f €
C! (H& (Q),R) garantindo assim a regularidade do funcional f.

Este fato € de suma importancia no decorrer da dissertacdo, pois sem esta regula-
ridade o funcional em questao ndo satisfaz as hipéteses necessdrias para a demonstracao

dos principais resultados deste trabalho.

1.3 Meétodos Variacionais

Nesta secdo abordaremos alguns resultados importantes utilizados nos principais
teoremas desta dissertacdo. A utilizacdo de Métodos Variacionais em Equacdes Diferen-
cias tem como objetivo explorar técnicas para resolugcdo de problemas oriundos de E.D.P’s
ndo lineares, as quais buscam uma formulacao variacional que nos remete a resolu¢do do
problema original. Tal formulagdo estard intimamente ligada a procura de pontos criticos
de um funcional [ apropriado, tais pontos criticos serdo as solu¢des fracas procuradas da
E.D.P em questao.
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1.3.1 Teorema do Passo da Montanha

Antes de enunciarmos o Teorema do Passo da Montanha vamos citar algumas
definicoes

Sejam X um espago de Banach ,(u,) uma sequéncia em X e / um funcional
definido I : X — R de classe C'.

Definicdo 1.8 Dizemos que {u,} é uma sequéncia de Palais-Smale, ou simplesmente
(P.S.), em X se {I(uy)} é limitado e I'(u,) — 0, quando n — 0. Se I(u,) — ¢,
entdo a (P.S.)-sequéncia é denotada por (PS).-sequéncia. Um funcional I satisfaz
a condig¢do de Palais-Smile ou simplesmente (P.S.),respectivamente (P.S.)., em X, se
para toda (PS)-sequéncia, respectivamente (PS).-sequéncia, possui uma subsequéncia

convergente na norma de X.

Definicao 1.9 Um funcional I satisfaz a condi¢cdo de Cerami no nivel c,c > 0, ou

simplesmente (Ce). em X se qualquer sequéncia (uy,) tal que

L(un) *== ¢ e (14 [[un )1 (un)lx- == 0.

possui subsequéncia convergente.

O Teorema do Passo da Montanha é um dos resultados mais importantes utilizados na
intencdo de encontrar um valor critico para um funcional f € C''(X;RR) sobre certas
hipdteses em f.
Para isso vamos supor que o funcional f satisfaca as seguintes hipéteses:
(PM-1) f € C'(X,R), f(0)=0e 3r, p> 0 tais que

fu)>p,Vue S, ={ueX:|ul|=r}.

(PM-2) Je € X com |le|| > rtal que f(e) <O.
Se um funcional f satisfaz as condicdes (PM-1) e (PM-2) entdo dizemos que f
possui a geometria do Passo da Montanha. Além disso, denote por I' o conjunto de todos

os caminhos que ligam u =0 e u = e, isto &,
I'={yeC([0,1],X) : v(0) =0e~(1) =e}. (1-15)

Claramente I" # @, pois (t) = te é tal que y € T.
Como v € C([0,1],X) e S, divide o espago em duas componentes conexas, uma

sendo limitada e a outra ilimitada. Entdo podemos considerar:

c=inf max{J(y(t)) :t €[0,1]} > p> 0. (1-16)
vyell
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onde p é obtido da condi¢ao (PM-1).

Teorema 1.10 (Passo da Montanha) Suponha que I € C'(X;R) satisfaz as condigdes
(PM-1), (PM-2) e (PS)., onde c é dado por (1-16). Entdo ¢ é um valor critico ndo nulo

para I, ou seja, existe z € X, ndo nulo, tal que 1(z) =ce I'(z) = 0.

Prova: Veja [3], Capitulo 8, Secdo 8.1.
O

Existem vdrias aplica¢des do Teorema 1.10, dentre as quais, a seguinte tem como

objetivo obter uma solugdo cldssica ndo trivial de um problema de Dirichlet da forma:

{—Au = flzu), z€Q (1-17)

u = 0, x € 0Q,

Encontrar uma solucao fraca u € H, 5 (Q) para esse problema é o mesmo que encontrar u
que satisfaca
/ VuVh— f(z,u)hdz =0, Vh € HL(Q). (1-18)
Q

Equivalentemente € o mesmo que encontramos um ponto critico do funcional dado por

go(u):/Q%WuF—F(:L‘,u)dx, ue H(Q), (1-19)

t
onde F(x,t)= / f(z,s)ds, t € R; x € Q. Introduzindo algumas condi¢oes de fron-

teira, hipdteses adequadas para a fung¢do f, condi¢des de crescimento e superquadrati-
cidade conseguimos mostrar que o funcional ¢ satisfaz as hipdteses do Teorema 1.10
mostrando assim que existe uma solucao nao trivial com energia positiva para o problema
em questao (1-17).

Vamos introduzir agora uma generalizacdo da geometria do Teorema do Passo
da Montanha o qual serd de suma importancia na demonstragdo dos principais resultados

desta dissertacao.

1.3.2 Teorema de Linking

Seja X um espaco de Banach tal que X = X! ©X2. Antes de enunciarmos o

Teorema de Linking consideremos as seguintes defini¢des:

Definiciio 1.11 Dizemos que um funcional I € C'(X,R) possui um linking local na

origem se , para algum r > 0, temos que

(i) I(u) >0 Yu € X' com||u]| <7,
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(i) I(u) <0 Yu € X?com |ju|| <.

Observacao 1.12 Vamos verificar que se I possui um linking local na origem entdo 0 é
um ponto critico de 1.

Note que, para h € X, segue que

I(0+th)—1(0) . I(th

(I'(0),h) = lim = lim ——= >0
t—0+ t t—ot 1
Além disso, para h € X 1 temos novamente que
I(0+th)—1(0 I(th
(I'(0),h) = lim (0+1th) = I( )= lim uSO
t—0— t t—0+ ¢

Donde segue que (I'(0),h) =0 ,Vh e X',

Similarmente , tomando h € X?, mostramos a mesma igualdade . Donde segue que
(I'(0),h) =0 Yhe X = X'® X2

Portanto , 0 é um ponto critico de 1.

Considere duas sequéncias de subespacos de X, dadas por
Xpcxlc...cx

XjcXfc...cx?

tais que
X =UpenXi, j=1,2.

Tomando o = (a1, ) € N x N, denotemos por X, o seguinte espago
Xo=X} ®X2,.

Com essas notacdes, segue algumas defini¢cdes

Definicao 1.13 (Sequéncia Admissivel)
Uma sequéncia (o) C N x N é dita admissivel se uma das duas componentes de o, tende

pra infinito quando n — oo.

Definicdo 1.14 (Condicdo (PS)*)
Um funcional I € C'(X,R) satisfaz a condicdo (P.S.)* se toda sequéncia (u,,), onde a

sequéncia («,) € admissivel, tal que

(ta,) € Xa,, supl(uq, ) < oo, I'(ua,) — 0,
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contém uma subsequéncia que converge .

Definicdo 1.15 (Condicdo (Ce)*)
Um funcional f € C'(X,R) satisfaz a condicdo (Ce)* se toda sequéncia (uy,, ), onde a

sequéncia (o) € admissivel, tal que
(uan) S Xa'rﬂ Supl(uan) < 9, (1 + HuanH)]I(uan) — 07

contém uma subsequéncia que converge.

Observacio 1.16 Note que a condicdo (P.S.)* é uma condi¢do mais fraca do que a
condicdo de Palais Smale original. Além disso, temos que a condicdo (P.S.) implica
na condigdo (P.S.)*, ou seja, todo funcional que satisfaz a condig¢do (P.S.) satisfaz a
condi¢do (P.S.)*. Adicionalmente, temos que se f satisfaz (Ce.) entdo f satisfaz a
condigdo (Ce.)*, ver [19].

Neste momento vamos enunciar um lema que é de suma importancia no decorrer
da dissertac@o, o qual € utilizado na demonstracdo dos dois principais resultados deste

trabalho. Este resultado também é conhecido com Teorema do Linking Local.
Lema 1.17 Suponha que I € C'(X,R) satisfaz:

(f1) X # {0} e I possui um linking local na origem, ou seja, para algum r > 0
(i) I(u) >0, Yue X' com|[u|| <,

(i) I(u) <0, Yu€ X?com||u|]| <r.
(f2) I satisfaz a condigdo (P.S.)*;
(f3) I leva conjuntos limitados em conjuntos limitados;

(f4) Vm e N

lim I(u)=—oo comue X} &X>.
|| o0

Entdo f possui pelo menos um ponto critico ndo trivial.
Observacao 1.18 Sob a condigdo (fy) segue que 0 € X € ponto critico do funcional I.

A demonstra¢do desse lema é encontrada detalhadamente em [19]. E importante citar
neste momento que este lema supde que o funcional [ satisfaz a condigdo (P.S.)*. O re-
sultado também € vdlido supondo a condicao (Ce)*. Este caso é estudado detalhadamente
no Capitulo 3 desta dissertacdo e demonstrado em [20].

Consideremos agora, ,mais um lema de suma importancia para os nossos pro-
positos que garante que se uma sequéncia (P.S.) é limitada, entdo esta sequéncia admite

subsequéncia que converge forte para um ponto critico do funcional I.
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Lema 1.19 Toda sequéncia (P.S.) limitada para o funcional I possui subsequéncia

convergente em H)(Q).

Prova:
Considere uma sequéncia (P.S.) limitada (u,,) € H}(Q). Sendo H}(Q) um espaco de

Banach reflexivo, considerando de uma subsequéncia de (u,,) se necessdrio, temos que

u, — wem H)(Q),
u, — uwem LP(Q); V1<p<2F,
up(x) — wu(x) qt.p.em Q,
lun(x)| < (x) para alguma ¢ € LP(Q).

Vamos mostrar que u,, — u em H}(Q). Note que, como (u,,) é uma sequéncia

(P.S.) temos que I’ (u,) — 0 em H}(Q). Donde segue que

(I (un), )| < 1T (un)lllloll, Voo € Ho(€).
De forma equivalente temos que
I 1
el 1y ¢ ulq). (1-20)
lell  —n

Utilizando a dltima estimativa e um resultado obtido na se¢ao anterior, quando calculamos

a derivada de Gateaux do funcional [ (1.5), temos que

1
<—Jlgll. ¥ ¢ € HYQ).

‘/ Vu,Vo dx +/ a(x)upp dr — / g(x,up)p dx
Q Q Q
Fazendo ¢ = u,, — u obtemos por um lado que

1
< —[|un —ul].
n

/QVunV(un—u)d:v—/Qa(:v)(un)(un—u)dx—/ﬂg(x,un)(un—u)dx

Por outro lado temos que:

dz

/QVunV(un —u)dr| < /QVunV(un —u) — a(z)up(up —u) — g(x,up) (uy, —u)

+ /Qa(:c)un(un—u) dx

— | [ g =)

dz.
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Note que por 1.3.2, segue que

/ Vu,V(u, —u) dr
Q

< %Hun—u\|+‘/ﬂa(m)un(un—u) dx

+ ‘/Qg(x,un)(un—u) dzx|.

Agora fazendo n — 40 em ambos os lados da desigualdade acima e usando o usando o

Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos as seguintes convergéncias:

/Qa($)un(un—u) der| — O,

1
EHUH_UH — 0,

‘/ f(x,up)(up —u) de| — O.
Q
Consequentemente segue que

— 0, quando n — +oo.

/ Vu,V(u, —u) dr
Q

Em particular, temos que | |u, ||> — ||u||*,utilizando a convergéncia / Vi, Vi — ||u] |*.
Q
Donde segue que

2 2
[fun||” — [Ju]

Como u,, — u fracamente em H}(Q) segue que
[[n —ul* = [[un[* =2 (un,u) +|[ul > — 0

Consequentemente u,, — u fortemente em H(l)(Q).
Assim (u;,) possui uma subsequéncia convergente em HJ () desde que mostremos que
toda sequéncia (PS). para f seja limitada. Isto conclui a demonstra¢do do Lema 1.19 que
serd de grande valia no decorrer desta dissertacao.

0J



CAPITULO 2

Existéncia de uma solucao nao trivial para uma
classe de problemas elipticos superquadraticos
sob a hipétese (P.S.)*

2.1 Analise do Problema

Neste capitulo vamos garantir a existéncia de uma solu¢do ndo trivial para
uma classe de problemas de Dirichlet sem que necessariamente valha a condi¢do de
Ambrosetti-Rabinowitz a qual € muito conhecida na literatura. A condicao de Ambrosetti-
Rabinowitz restringe o estudo dos problemas elipticos superlineares, excluindo algumas
fun¢des ndo lineares.

A classe de problemas de Dirichlet em questdo € a seguinte

P) —Au+a(z)u = g(xu), z€Q
u = 0, sobre 0Q

N —
onde a € LP(Q) parap > 59 € C(Q xR), onde @ c R, N > 3, é um dominio limi-
tado, cuja fronteira 0Q € uma superficie suave . .
Suponha que G : Q x R — R dada por G(z,u)= / g(x,u)ds satisfaz:
0

lim G(x’g)

ul =+t ||

= +oo, uniformemente em Q.

Em 1995 em um célebre artigo Li and Willem [19] mostraram que existe uma solucdo
ndo trivial para o problema (P) utilizando a condi¢do superquadritica no infinito de

Ambrosetti-Rabinowitz, a qual é dada por:

(AR) Existem p > 2 e L > 0 tais que :

0 < uG(z,u) < g(z,u)u, ¥|u|>L, x€Q.
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Fazendo algumas manipula¢des em (2.1) e utilizando propriedades da funcao logaritmica,

temos que a hipétese (AR) implica em :
G(z,u) >a|ult —b, YueR, Vo € Q, paraalguns a e b> 0.

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por | u |* temos que

G

(x,u)za_ JueER, 2 €Q.

| w |# | w |#
Logo, como u > 2 segue que

lim Glz,u) >a>0.
ful=teo | w [#
Em particular, temos que
im &Y g

ful—to | w [#

Portanto se uma fun¢do G satisfaz (AR) temos que

im 2%
fuf oo | [H

> 0. (2-1)

Neste caso toda funcdo GG que satisfaz a desigualdade

lim G

<0 2-2
ful e | w [F @2

ndo satisfaz (AR). O que € o caso de algumas funcdes nao lineares como por exemplo as

seguintes fungdes
()Y
G(z,u) = |u| (ln(T—M —|—1>) ;reQ uelR.
F(z,u) = v’In(1+u?);z€Quek.

Verificaremos que (2-2) € satisfeita para as fungdes F' e G descritas anteriormente.

Inicialmente veja que

G(z,u) 1 3 |U|4 2
Tl —|u|u_21n T—|u| +1),ueR, z€Q.

Sem perda de generalidade, podemos supor u > 0. Sendo assim temos as seguintes
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identidades:

. G(z,u) ,
Iim —— = lim 5
u—+oo UM u—>+oo YyH—

4
In® (%—uz—i—l),ueR,er.

Aplicando a regra de L’Hospital no lado direito da igualdade anterior ficamos com as

seguintes estimativas

4 31n2<“—4—u2+1> w5
ln3<u——u2+1) = lim > ( 3 ¢ >

3 umtoo (= 2)uk3 w241

lim 3
U—>—oo YH ™

Equivalentemente temos a seguinte identidade

lim ——In" | —-—u"+1) = lim — I (2-3)
U—y—oo M 3 U—+o0 (,u — 2)uﬂ UT —u2 +1
Note que
dut 22
lim -2 =4. (2-4)
U—> oo u? u2 + 1
Portanto, temos que
; <C)|lul>K
w2
3

para algumas constantes C', K > 0.

Neste caso, segue a seguinte estimativa

lnz(“—4—u2+1>
lim Glz,u) < lim ’

u—foo it u—+teo  (p—2)uk—2

Procedendo da mesma forma que foi feito em (2-3) temos que

Cln (u—“ 4t 1)
im & W lim )

zeQ; uelk
u—+eo M T u—te (p—2)2ur2

Aplicando novamente L’Hospital no lado direto da desigualdade, repetindo o processo de
(2-3) e como ;. — 2 > 0 chegamos a conclusdo de que:
G(x,u) ) C 1

u—stoo M T u—too (Iu — 2)3 uk—2

Portanto G satisfaz a desigualdade (2-2). Isto implica que fun¢do G ndo satisfaz a
condicao (AR).
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Similarmente seguem as mesmas desigualdades para o caso em que u < 0.

Analisando a fun¢do F' dada por
F(z,u) =u’In(14+u?); 2 € Q,u€R,

temos que

F(x,u) 1 2
Ta |u|lkzln(1—|—1L ), z€Q, ueR.

Utilizando o mesmo processo que foi feito em (2-3), como p —2 > 0, segue que

F(x,u) , C 1
m < 1m — =
ful e | [# Jul—+eo (1 —2) utt

Portanto F' nao satisfaz (AR). Consequentemente para tais funcdes ndo € garantida a
existéncia de uma solugdo nao trivial para o problema (P), baseando-se no artigo de Li e
Willem de 1995 [19].

Neste capitulo vamos garantir a existéncia de uma soluc@o nao trivial para o
problema (P) sob uma nova condicado superquadratica no infinito, a qual absorve casos
como das funcdes citadas anteriormente.

Consideremos as seguintes hipdteses sob a funcdo G : Q x R — R dada por

G(z,u) = /Oug(x,s)ds,u € E=H)(Q).

(G1)
G
(x,g ) = oo uniformemente em Q;
ful—>+ee | u |
(G2)
1 M =0 uniformemente em Q;
ul—=0 | u|?

n-+2 .
> , a1 > 0 tais que :

(G3) Existem constantes 1 < \ <

|g(xau)\§a1(!u\)‘ +1), VY(z,u) € QxR;

2n

(G4) Existem constantes [ > +2 A, ap >0e L > 0 tais que:
n

ug(z,u) —2G(x,u) > ay | u|?, V| u|> L, z€Q.

Além disso, se 0 € um autovalor do problema de autovalores associado ao problema (P),

ou seja, 0 € o(—A+ a), consideraremos a seguinte hipétese:
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(G5) Existe 6 > 0 tal que:
(i) G(z,u) >0 YV]u|<d z€Q

ou
(17) G(z,u) <0 V]u|<d x € Q.

O principal resultado desse capitulo € o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Suponha que G satisfaz (G-1),(G-2),(G-3),(G-4) .Se 0 € 0(—A+a) assuma

adicionalmente (G-5). Entdo o problema (P) possui uma solugdo fraca ndo trivial.

Antes de demonstrar o teorema, consideremos um resultado de suma importancia. Para

tanto vamos definir os seguintes subespacos:

X = (i1, Pri2, s Phint1), n €N
X2 = X%’ VneN,

onde
—o <AL << <A =0< A < A2 <L

Observe que X}I € o espaco gerado pelas n autofungdes ox. 1, Pri2,- .., Okrni1, CUjOS

autovalores sdo positivos.

Lema 2.2 Suponhamos que a funcdo G satisfaz as hipoteses (G-1),(G-2),(G-3) e (G-4).
Se 0 ¢ o(—A+ a) o funcional I satisfaz a Geometria do Linking Local, ou seja, para

algum r > 0, temos que
(i) I(u) >0 Yue€ X', com|[ul]| <,
(i) I(u) <0 Yu € X2, com ||u|| <.

Prova
Por hipétese, 0 ¢ o(—A+ a), entdo temos que existe um j € N tal que A\; <0 < Ajqq.

Sabemos que o funcional [ associado ao problema (P) é dado por
1
I(u) = 5/ \Vul*dz +a(z) | u |? dm—/ G(x,u)dz,u € H{(Q), z € Q.
Q Q
Segue da hipétese (G-2) que dado ¢ > 0, existe um 6 = d(¢) > 0, tal que

|G(z,t)| < elt|?; V|t| <6, uniformemente em Q. (2-5)
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Além disso, temos que existe M > 0, tal que

\G(x;t)] <., (2-6)
s<jtl<m It

onde Cs > 0 para2 < s < 2*.

Donde segue que
|Gz, 8)| < Cslt]”s 0 < t] < M. 2-7)

Resta avaliarmos o crescimento da func¢@o G fora do intervalo compacto [—M, M|. Para

isso note que pela hipétese (G-3) temos que existe uma constante C' > 0 tal que
Gla,t)] < O+

Equivalentemente temos que

G, D) _ OO+

LA+ = |t
Donde segue que
|G (z,1)| ,
Logo temos que
|G, t)] < Oyt V)t > M. (2-8)

Utilizando as equacdes (2-5), (2-7) e (2-8), concluimos que

Gz, t)| < elt]?+Cult]* + Cor[tM; vVt eR.
< et + Ot + Oyt e R

Portanto temos que a fun¢do G tem o seguinte crescimento
G (x,t)] < et +Curalths vt eR,
onde s = A+ 1 > 2. Analisando o funcional / ficamos com a seguinte estimativa
1
Flu) > -/ IVl +a(z) | u | de —/ eluf? + CluP da.
2Jo Q
Donde segue que

1
1w = 5 [ 1VuP+a(@) |u P do—cllul - Cllull}].

Y

1
E/QIVUIera(x) | wl? da—elful 3 — C|lul M.
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Concluimos que

1
I(u) = EIIUII2 —elful[3 = Clul M Vu € Hy(Q). (2-9)

Observaciio 2.3 Note que como 0 ndo é um autovalor do problema (PA) entdo u° = 0,
).

ul?=Q(u") +Q(u”

ou seja, tomando u € H} (Q), temos que u=u"+u~. Portanto, |

Além disso, segue que para algum j € N temos que
)\j—l <0< )\j.

Neste momento vamos utilizar as desigualdades variacionais referentes ao problema (P)

deduzidas nas preliminares desta dissertagdo, (1-5) e (1-7), dadas por

1
>\j/ u? S/ \Vul?> +a(x)u? dr Yu € (p1,¢2, ,..., pj—1) (ortogonal em L*(Q)).
Q Q

/Q|Vu|2+a(x)u2 dngj_l/Quz dr Yu € (p1,902, ..., pj—1)-

Temos por (2-9) que
1 A
F(w) = S lul[* =&l jull; = Cllul ** ¥u € Hy(Q).
Em particular essa desigualdade vale para v, ou seja, temos que
1
F@®) = St | P —ellu* ()3 = Cllut] M.

Observe que ||u"|3 = [o(u")?dz. Donde pela desigualdade variacional (1-5) segue que

+ >l +112 _ Hu+]|2_0 +A+1
Flu?) 2 5l = em == = Cllu ™
j
Portanto temos as seguintes estimativas
1 2¢e
sy = 3 (1) P - et
J
1 2 A+l
> Il =Gl

1
= I IPa-Cllut*h) >0,

para todo u € ET |[u™|| < ry. Aqui r; > 0 foi tomado suficientemente pequeno.
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Por outro lado, analisando o funcional f em u~ temos que

f) = =5 llu7lP = [ G )da

Note que
G(z,t) > —|G(x,t)| > —elt|* = C|t|*, Vt € R.

Analisando a desigualdade (2-9) ficamos com
_ 1, _ _ _
flu™) < =5l 17 +ellu[[5+Cllu M.

Como temos que ||u~||3 = [o(u™)?dz, segue pela desigualdade variacional (1-7) que

)
f) < =it 1P+ Bl o,
-1
Portanto temos as seguintes estimativas
1 2e
flh) < L= ) [l [P+ Cllut A

2 Aj-1
LTI A1

< =l IF O

1 _
= —lwfPa=clut*=h <o,

para todo u € E~ [[u™|| < ry. Aqui r, > 0 foi tomado suficientemente pequeno.
Consequentemente, para = min{r,72}, quando 0 ndo é um autovalor do problema de
autovalores associado ao problema (P), o funcional f possui um Linking Local na origem.

0J
Antes de partirmos para a demonstragao do Teorema 2.1 € plausivel notar que as hipéteses
(G-1) e (G-2) sao mais gerais do que a condicao (AR). Existem fun¢des que satisfazem
as hipéteses do Teorema e ndo satisfazem (AR), por exemplo, temos as funcdes F' e G
citadas anteriormente. Neste momento vamos verificar que tanto a fun¢do F' quanto a
funcdo G satisfazem as hipéteses do Teorema 2.1.

Note que
F(z,u) =u?In(1+u?)
satisfaz
F
lim (= g) = lim In(1+u?) = oo uniformemente em Q;
oo [w]? ulpeo
F(z,u)

lim 5> = lim In(1 +4?) = 0 uniformemente em Q.
lul-0 | u | |u|—0
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De onde concluimos que F’ satisfaz (G-1) e (G-2).

Para verificar que a funcdo £’ satisfaz (G-3) devemos exibir a fun¢do f a qual é

dada por:
oF
f(z,u) = #, reQ, uek,
ou seja,
2
f(z,u) =2uln(14u?) +u2(1+—uuz), reQ ueR.

Equivalentemente temos que:

F(a,u) = 2u (ln(l +u?) + T fuz)).

Observe que

u2

lim =
u—4o0 1 + 12

(2-10)
Além disso, temos que o seguinte limite € satisfeito
In(1 +u?
fim MUY
u—too 1412

Entdo podemos concluir que
In(1+u?) <C(1+u?), r€Q, uek.
Donde seguem as seguintes desigualdades

| flz,u) | < 2uC(1+u?)+2uM,
| flzu)| < ai(w®+1), 2€Q, ueR,

para alguma constante a; > 0. Sendo assim, tomando A = 2, mostramos que F' satisfaz (G-
3).

Neste momento vamos verificar que F' satisfaz (G-4) . Note que
u2
wf(z,u) —2F (z,u) = 2u? (W) ,r€Q, uek.

Neste caso, utilizando (2-10) temos que dado £ > 0 existe um M > 0 tal que

w2
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Donde segue que

uf(z,u)—2F(x,u)

v

2u*(1—¢)
= 2u%—2¢

> ayu?,

para alguma constante ap > 0 e | u |> M. Adicionalmente, tomando 5 = 2 devemos

verificar que =2 > ]2\]11/;’ paral < A < N +2 . Note que temos as seguintes implicacdes
2N 2(N+2) (N+2)
2> —— S A< —— 8 A< .
p= N+2 2N N
Mas por hipétese temos que 1 < A\ < %% e como N > 3 segue que (NH) > %

Consequentemente temos que

/\<N—|—2<N+2
N -2 N’

donde concluimos que F’ satisfaz (G-4).

Para verificarmos (G-5) basta verificar que F' satisfaz a geometria de Linking na
origem quando 0 € um autovalor do problema —A + a. Ja vimos no Lema 2.2 que se 0 ndo
for um autovalor de —A + a a geometria do linking € satisfeita. Note que a fungdo F' dada
por

F(z,u) =u’In(1+u?),

numa vizinhanga da origem é sempre positiva, ou seja, existe um o > 0, tal que
F(z,u) >0, V]u|<d z€Q.

Portanto temos que F' satisfaz (G-5) .
Agora resta mostrarmos que G satisfaz as hipéteses do Teorema 2.1. Analisando

como foi feito anteriormente com a fungao F' temos que

G 4
| ‘h % :‘ |lim In3 (% —u?+ 1) = oo uniformemente em Q;
U|—r—+oo u U|—r—oo
G 4
llilmo |(x,|g) = |li‘moln3 (% 2 + 1) = (0 uniformemente em Q.
u|— u ul—

De onde concluimos que G satisfaz (G-1) e (G-2).
Para verificarmos que G satisfaz (G-3) devemos exibir a fungio g a qual é dada

por:
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oG
g(z,u) = #, reQ uel.
Equivalentemente temos que
ut ut dut 2u?
glz,u) =2uln’® ( = —u?4+1) +3uln® [ — —u?+1) >——.
3 3 ut _ uz+1
3

Ja mostramos anteriormente que a fungao

dut 52
3 2u

u? 2
¢ limitada para |u| > M,u # 0. Além disso, somos capazes de verificar que

In* ¢
limn—:O; Ve>0.
P

Donde segue a seguinte estimativa

¥t <C.+Ct]F VteR.

Consequentemente temos que

lg(zu) | < C+Cfuf
< Clu|+C|ulf™, z2eQ ueR.
Neste caso concluimos que
lim g(“”—’“)l <C., Ve >0.
Ju oo | | w [

Em particular temos que
[ g(z.u) [Sar([ul* +1), ¥(z,u) € QxR,

com \ = ¢+ 1. Concluindo assim que G satisfaz a hipétese (G-3).
Para mostrarmos que G satisfaz (G-4), analogamente como foi feito com a

funcdo F', devemos calcular a seguinte expressao

ud 4 0,2
ug(z,u) —2G(z,u) =2uIn* [ — —u’+1) 22— 2€Q, uck.
3 ut 2
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Note que por (2-4), temos a seguinte estimativa

4
Ty

i i
w241
3

onde K > 0. Por outro lado, usando o fato de que

_In%u
lim — =0,
u—oo Y,

segue que
1 2
e <epara |u|> K,
ou ainda,
—clul<inPu<e|ul,z€Q, |ul > K >0.
Portanto

Inu>C|u|-C; VueR.

Analogamente podemos concluir que

4 4
In? (%_uz_ﬂ) 20(%—u2+1> —C; YueR.

Donde ficamos com
ug(z,u) —2G(z,u) > Cu? —=C, r € Q, u e R.

Consequentemente verificamos que G satisfaz (G-4).
Para verificarmos (G-5), basta verificarmos a geometria de Linking na Origem
para a fun¢do GG, quando 0 é um autovalor do problema —A + a.

Note que a a funcdo

lu

4 3
G(x,u) = |ul? (ln(T‘—|u|2+1)> reQueR
proximo da origem € sempre positiva, ou seja, existe um ¢ > 0 tal que

G(z,u) >0 Y]ul|<d z e Q.

Portanto a fungdo G satisfaz (G-5) e consequentemente temos que demonstrando o
Teorema 2.1 garantimos a existéncia de uma solugdo ndo trivial para o problema (P)
considerando fun¢des que ndo satisfazem a condi¢cdo de (AR).

Prova



2.2 Demontragdo do Teorema 2.1 56

2.2 Demontracao do Teorema 2.1

Considere o funcional I definido no espago E = H}(Q) por

/|Vu|2dx+2/ )| u?de— /Gmudx ue E=H{(Q),zeQ.

Observacdo 2.4 Sejauc E = H}(Q). Sabemos que existem tinicosu™ € E~, ut € ET e u° € E°
tais que u = ut +u” +u°. Mais especificamente, E* é o autoespaco gerado pelas
autofungoes do problema de autovalores (PA) associado a autovalores positivos. Simi-
larmente temos que E~ é o autoespaco gerado pelas autofuncoes onde os autovalores

respectivos sdo negativos e E° é o autoespago gerado pelo autovalor A = 0.

Assim sendo, podemos definir o funcional como
I(u) = 2(Q(u") = Q(u7)) —/ G(z,u)de, v” €E™, u" € ET, (2-11)
Q

onde £~ e E* sdio os respectivos espacos gerados pelos autovetores associados a suas
autofungdes com autovalores negativos e positivos do problema —A + a, respectivamente.

Aqui o funcional @) é dado por

Qu) = %/Q \Vu|? + a(z)u*dz, u e HY(Q)

o qual foi devidamente estudado nas preliminares desta dissertacdo, (cf.(1-10)). Observe
que encontrar uma solucdo fraca u para o problema (P) equivale encontrar os pontos
criticos ndo nulos do funcional / em £ = Hé (Q). Além disso, verificamos na preliminar

desta dissertacao que a derivada de / é dada por:
= / Vqud.iE+/ a(x)uvdx —/ g(z,u)vde, u,ve HY(Q),
Q Q Q
ou equivalentemente,
(f'(u),v) = (ut —u",v) —/ g(z,u)vde,Yu,v € H}(Q).
Q

Seguem de (G-3) e (G-4) as seguintes desigualdades:

N+2 2N
1) 2 < —+4+1=——=27 j 1 <2%.
) 2< A+ <N—2+ N 3 ,ouseja, A\ +1 <
2N
2) —=A-A< A
) N12 <p-
Entao, segue que
2NA—NA—=2\
B_A> )

N+2
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ou seja,
AN —-2)
_ — A
iz 7
Portanto verificamos que
1 N+2

B-x S AN—2)

Neste caso para cada 3 > 0 segue que

8 N 42
-~ xv=2)

Entretanto temos as seguintes desigualdades:

N+2 N+2
1< +1.

<A<y I<3v=y

Neste caso segue que
2NN N+2 N+2

N12AN-2) “"aN—2)

mostrando que
I6] 2N

B_x“"N-2_

Por outro lado, usando que 2 < 2%, segue que

2%,

1+ X <2%, i<2*.
B—A
Usando as imersdes continuas de Sobolev temos que existe uma constante C' > 0
tal que :

[lullLr < Cllull,
[lull 2 < Cllull,
[lull prea < Clull,

< C|lul|, Vu € H}(Q).

lull s
LB=A

Neste momento, usaremos um lema também conhecido como Teorema de Lin-
king Local, do artigo de Li e Willem [19] para garantir a existéncia de uma solu¢@o nao
trivial para o problema (P) . Este Teorema estd nas preliminares da dissertacdo, ver Lema
1.17. Inicialmente, note que tomando X = H(l)(Q) = X' @ X? | onde esses subespacos
de H(l)(Q) sdo dados por uma combinagio em soma direta dos espagos Et, E—, E°, de-
finidos anteriormente. Esta combinacao depende diretamente do fato de O ser ou ndo um
autovalor do problema —A + a. Se 0 é um autovalor de (—A+ a) entdo essa combinagio

serd definida a partir da hipétese (G5) do Teorema 2.1. Para o caso em que 0 ndo é um
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autovalor do operador —A + a consideramos o Lema 2.2 o qual nos garante que o fun-
cional [ possui a geometria do Linking Local. Entdo vamos verificar que o funcional
satisfaz as condic¢des (f;) — (fg) do Lema 1.17, sob as hipéteses do Teorema 2.1, o qual
vai garantir a existéncia de uma solugdo fraca nao trivial para o problema (P).
Primeiramente, vamos verificar que o funcional /, possui um Linking Local na
origem, ou seja, vamos verificar que ele satisfaz a hipétese (fy) do Lema de Linking Local

1.17, isto € , para algum r > 0 verificaremos que
(i) I(u) >0, ue X'com |Jul| <,

(i) I(u) <0, ue€ X*com |[u|| <7

Note que a fung@o GG possui o seguinte crescimento
| G(z,u) [Sar(Ju M+ ul),¥(z,u) € QxR,
onde usamos (G-3). Agora, por (G-2) temos que dado € > 0, 36; > 0 tal que :
| G(zu) |<e|ul? Y|u|<d.
Assim temos a seguinte desigualdade
| G(z,u) |[< ev®+ [ u MM, (z,u) € QxR

Aqui M > 0 é uma constante que depende de Q, a; e de d.

Neste caso, temos a seguinte estimativa

/G(x,u)dx ga/ u2d$+M/ lu P de, ue X (2-12)
Q Q Q

Por outro lado, temos que

lulla < Cllull;
lullien < Cllull, we X

Portanto segue de (2-12) e das desigualdades anteriores que

\ [ G| <Pl + MO ] v e X
Q
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Vamos considerar o caso em que 0 é um autovalor do operador (—A + a), caso contrario

o resultado segue pelo Lema 2.2. Suponhamos verdadeiro o item
(i) G(z,u) <0, [ul<d, v€Q

obtido da hipétese (G-5) .
Sejam X = E, X' = ET @ EY, X2 = E~ onde E° = ker(—A+a).

Observacao 2.5 Neste momento é importante salientar que caso escolhéssemos o item
() Gla,u) >0, |u|< 6, s Q

da hipétese (G-5), a diferenca seria a escolha desses subespacos X' e X2, os quais

seriam X' = E~ ® E°, X2 = E*. Neste caso, a geometria segue de forma semelhante.

Consideremos os seguintes subespacos:

X7IL = <¢k+]a¢k}+2a"'7¢k+n+l>v n e N’
X? = X’ VneN,

n

onde
—o <AL S < <A =0< A < A2 <L

Observe que XTIL ¢ o espaco gerado pelas n autofungdes @xi1,Pri2,- .., Pktrnt1, CUjOS

autovalores sdo positivos. Assim conseguimos provar neste que

Et=JX} neN.
n

Note que tomando v € £~ temos que ' = 0. Analisando o funcional I para u € E~
ficamos com |
I(u) = —-||u||2—/ G(w,u)dz; u € B
2 Q

Contudo, usando as estimativas anteriores, segue que

< 5C’2||u||2+MC>‘+1||u||’\+l.

/QG(x,u)dm

Donde temos que

- [ Glo.u)de < cCulPP+ MO Jul M, we B
Q
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Portanto segue a seguinte desigualdade

1
I(w) < = [[ul?+£C[ul P+ MCYH[ul M w € B

1
Tomando € = e temos que

1 1
I(u) < =l + g lJull®+ MCHu| (2-13)

1
< —Z]]u\\2+MC’)‘+1\|u|\)‘+l; ueE.
Note que A+ 1 > 2. Assim fazendo K = MC*! ficamos com:

1
I(u) < =7 |ful[®+ K] ul 7

IN

(= 1/4+ K||u|>1); uwe E.

Majorando o termo (—1/4+ K||u|[*~!) digamos por —1/8, ficamos com as seguinte

estimativa

1
_ I \* T _
HUH)\ 1<—:>H'LLH<(8—K) cu € B

Consequentemente temos que

flu) <0, ue B~ =X,

1
RIAPES
8K
da hipétese (f1) do Lema de Linking Local.

com ||u|| < rp onde ro = . Concluindo que o funcional f, satisfaz a parte 7)

Neste momento note que como E° = ker(—A+a) temos que E° C C(Q,R).

Pela equivaléncia de normas para o espaco de dimensdo finita £° existe uma constante

C1 > 0tal que:
Wl < Chllo]],
] < Cillollp, v € E.

Consideremos u = v’ +ut € X' = E* @ E tal que |[ul| <71, onde ry = 2%“1'

Vamos dividir 2 em dois subespacos:

Q= {ZL‘ GQ,|U+(I')| < g}, Qz:Q\Q]
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Como v’ € E°, da equivaléncia de normas segue que para alguma constante C' > 0 temos
0 0
[l < C1l[u?]] & [u®]] < Cul[u] 1.

Logo temos que

| u(2) |< [Ju]oo < O[], uo € E°. (2-14)
Porém, usando que
ul| = [Ju® 4+ ut || < [+ ][t (2-15)
vEemos que
[0 < [Jul].

Assim podemos concluir que

) )
()] < [|u ()] < Ch[[u®]] < Cil[ul| < Crry = Cis - = 5, ull <71
207 2
Donde concluimos que
)
[l (z)| < 5 com [ul| < 7. (2-16)
Por outro lado, como u € X! temos que
u(zx) = uo(:v) +ut(z), e |u(x) <] uo(:v) |+ ut(z)]| »eQ. (2-17)

. o o o
Em particular, tomando € Q) =|u™ (z) |< 5 ou seja, utilizando as estimativas (2-16)

e (2-17), ficamos com

Entdo podemos concluir que
|u(x) |<0, x € Q.

Como supomos o item ii) da hipétese (G-5) temos que

/ G(z,u)dz <0.
Q)

. J
Por outro lado, considerando = € Q,, temos que 5 < lut ().

Donde segue que

(@) o (2) > 5+ )]
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Consequentemente temos que

3
2lut(z)] > >+ lu™(z)].
0 + 0 0
Logo, como |u(x)| < |[u”(x)] + |u™(z)| e |u(z)] < 5 segue que

u(e)| < 5+ u* ()] < 20 (@)

Concluindo que
lu(z)] <2lut(2)|,, Vo € Q.

Note que como
| G(z,u) |< eu?+ | u MM, V(z,u) € QxR.

Utilizando que |u(z)| < 2|u™(z)|, temos que
| G(z,u) |< 4e(ut)> + 2 M [ut M Ve € @y u e X' =E @ BT, |ju|| <.

Donde seguem as seguintes estimativas

IN

/ G(z,u)dz 45/ (u+)2dx+2)‘+1M/ |ut M da
Q) Q) Q)
< de(|fut] )+ 2 M (] )

< 4eC|ut| P+ 22 MM |u T o,

A

onde u € X |Jul| < ry.

1

Tecz ficamos com

Neste caso segue que tomando € =
1
/ G(IL’,U)dI < —Hu+||2+2/\+1MC/\+1||U+||)‘+1.
o) 4
Deste modo temos que

I(w) = 1||u+\|2—/ Glzuwydr— [ Glau)da.
2 Q Q,

1
> -||u+||2—/ Gla,u)dz, ue X
2 Q

Analogamente, temos que

1
[ Glawde <t P+ MOt M, we B

Q
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Portanto segue a seguinte desigualdade
I(u) > %||u+||2_i||u+||2_2>\+1MC>\+1||U+||A+1’ we Bt
Assim segue que
I(u) > %Huwz MOyt M e B
Analisando da mesma forma que foi feito em (2-13), concluimos que
f(u) >0, uwe X! com ||u|| <7 para0 < r < min{rg,r }.

Aqui tomamos 79,7 > 0 suficientemente pequenos.
Mostrando assim que o funcional f, satisfaz a parte i) da hipétese (f1) do Lema de
Linking Local.
Concluimos entdo que o funcional / possui um linking local na origem mesmo quando 0
€ um autovalor do problema (PA).

Agora vamos verificar que o funcional [ satisfaz a condi¢do(P.S.)*, ou seja,
vamos mostrar a parte (f») do Lema do Linking Local 1.17.
Seja (uq, ) uma sequéncia tal que (ay,) € uma sequéncia admissivel e (uq,, ) € X4, onde
sup/(uq,) < eo e além disso temos que Ij, (uq,) — 0. Vamos verificar que (uq,,) €
limitada em X
Para tanto, considerando uma subsequéncia se necessario, suponhamos por absurdo que
||tq,, || — o0 quando n — co .

Note que pela hipétese (G-4) temos que:
ug(z,u) —2G(z,u) > a |u |® —az V(z,u) € QxR,
para alguns ay, a3 > 0. Neste caso, temos a seguinte estimativa
21(u) — (I'(u),u) = /ng(a:,u) —2G(z,u)dz. (2-18)
> /Q(ag | u |5 —a3)dz. (2-19)
Logo temos que segue a seguinte desigualdade

20(u) — (I'(u),u) > az/g (u | —as]Q|da.
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Analisando para u = u,,, ficamos com :

2 (t0,) = (1"t t0,) = a2 | [, |~ da.
Agora, temos por hipétese que

C =supl(ug,) < eo,

n

ou seja, I (ugq,, )é limitada. Além disso temos também que

I, (uq,) — 0.

Qn

Portanto segue por um lado que dado € > 0

(I (uan ) ta,) | < 1T (o )l ua, |-

S €HuanH

Donde
‘2]('“0471) - <I/<U'an)7uan>| < C+¢l[uay, ||

para alguma constante C' > 0.

Consequentemente, temos que
| Vo, 1P e < K el

onde K > 0 é uma constante. Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por
|| wa, ||, segue que

| Ua, |B
o, || — Jo | o, I

elfua, ||+

Fazendo n — oo e usando o fato de que ||uq,, || — o0 quando n — oo, ficamos com

B
/ | o | dz — 0.
Q

| wa, ||

Agora reescreva u,,, da seguinte maneira
Ua, = Ul +uy +ul € ETOE” @B

Aqui ET € o espago gerado pelas autofungdes positivas, £~ é o espago gerado pelas

autofuncdes negativas e 2 = ker(—A 4 a), como foi definido anteriormente. Analisando



2.2 Demontragdo do Teorema 2.1 65

a derivada do funcional f aplicado a u,,, temos as seguintes desigualdades:

(e )oid,) = o 1P = [ ud gl u,s)de
> gy I = 1, 1 o) | de

Note que por (G-2) temos que

/\gmu . |dx§/ga1(\ua¢|)‘—i—1)dx

Donde ficamos com

(I'(ua ) id,) = g 1P =ar [ Jug: Pl [[do—ar [ [, 1o 220
Neste momento observe que :

Portanto, usando a Desigualdade de Holder (ver apéndice B.2) no lado esquerdo da

=1.

| >

desigualdade anterior ficamos com as seguintes estimativas.

1 1

[ e, Pt e < [ e, )7L (s D7,

ondeq—ﬁ )\,p—f
Assim temos que

Por (2-20) obtemos a seguinte desigualdade :

>
i
>

(I'(wa,),ud,) 21| ud, 1P —ar || vy, 113]] ug, Il s _—ar |l ug, [h-
Agora, usando as Imersdes de Sobolev temos que existe uma constante C' > 0 tal que
(I'(wa,),ud,) = [ug, P =a1C [ ua, I3l ud, I —arC || ug, I

||? ficamos com

Dividindo ambos os lados da desigualdade anterior por || u,,,

(M) g, g, [P ~aiCllua, [I3llud, | arC ] ud, |

lua, [P 7 Tua, [P | v, [12 | v, [12

(2-21)
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Observe que como

| (I (e, ), uge, ) [<IN T () 1| 1] gy |-
Donde ficamos com

(I (o) i) |1 () [l |

|ty [P 7 | v, [2
)Nl o
||u04n||
Agora, analisando novamente em 2-21, temos que
uf 2 aiC | ua, |3 ud a1C || uf
i (1P O llen I3, | aClGE, N o 55
e \ || ta, || || ta, || | ta, |l

Vamos calcular separadamente os limites em cada termo da expressao anterior.

Note que como u,,, = u;“n +ug,, + ugn € ET®E~ @ E°, temos a seguinte estimativa

alclluanl\?g!!uctnl\<a10HuanHéHuanH_mCHuanHé
| v, [2 - | v, [2 | a, ||
Além disso, como temos que
A
B

e, 13 (f | ua, 1°)
| ta, || | a,, ||

Sabemos que vale a seguinte convergéncia

|uan|

| a, ||

dx — 0, n — oo,

A
Entdo, como A < f = — < 1, segue que

B

A
(f|uan |’8)5 </|uan |ﬁ
[ ta, ||~

Assim temos que

@l

(/] va, 1)

— 0.
Huan H

Donde concluimos o seguinte limite

a1C | ua, |3l ug, ||

0.

nres | v, |2
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Analogamente, segue que

alC||u;’n

|| < alC alC
|t 12

~ e, [ [, |l

0<

— 0.

Analisando o limite (2-22) e substituindo os limites anteriores concluimos que

Ll |

e || ug,, ||

= 0. (2-23)

Procedendo de forma semelhante ao que foi feito anteriormente, agora para u, -, mostra-
n

mos que

m Pl (2-24)

e || ug, ||

Agora verificaremos que

Ll |

e || Uy, ||

=0

Note que por (G-4) temos que existe 0 > 0 tal que:

Ug([E,U) —ZG(ZL',U) > ap | u |/67

2N N+2
Ni3 |u|2L,ondel<)\<N—1L2,a2>0;L>O.

2nA
Como 3 > L2>ltemosque\u|ﬁ>\u|.
n

com (3 >

Donde podemos concluir que
ug(e,u)—2G(@,u) > ar [u P> alul, |ul>L,

para algum L > 0.

Consequentemente segue que
ug(z,u) —2G(x,u) >a|u|—b, V(x,u) € QxR,
onde a, b sdo constantes. Portanto, usando a estimativa (2-18) temos que

2 (ta,) = (1 (0, t0,) = [t (0, 100,) 26 w00, )
Q

> a/|uan]dx—b|£2|.
Q
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Usando que | uq,, |=| ugn +ug, +ug | e utilizando a desigualdade triangular

ficamos com

> a/]ugn]dx—a/]uan]—a/]u;“n]dx—b|Q\.
Q Q Q

€ E°, temos pela equivaléncia de normas que existe uma constante C > 0 tal

2 (ua, ) = (I (e, )t} > a/ (W0 g +ub [de—b| Q| de
Q

0

Como u,,

que
g, 1< Cullud, Ii=Ci [ |4, | da.

Donde segue que

0
0 || U, 1|

de > —2—.
/Q'ua”' r= Cy

Consequentemente obtemos a seguinte estimativa
a 0
21 (uq,,) — (I'(ta,) vy, ) > o e, [ =Call ud, |1+ 1 ug, [)—blQ].
Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por || u,,, || ficamos com

2(ta,) (T ()t o |10, 11, (i, 11+, D, |

| o, || | e, || Ci [l ua, || | | | ta, [I

Agora, fazendo n — oo temos que o lado esquerdo da desigualdade acima tende a 0. Por

outro lado,
| ug, |l
|| e, ||
e —
|| ua, Il
|| e, ||
. : . | ug, ||
também tendem para 0, (veja (2-23) e (2-24)). Deste modo concluimos que m
UQn

também tende para O.
Sendo assim temos que
Mt 1] Mgy 11+ g, 114 1Tugg ||

1= < n — 0.

1K | e, ||

a qual é uma contradicao.
Entdo (uq,, ) € limitada em X. Assim tomando uma subsequéncia se necessdrio, temos

que uq,, — uem X.
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Denotando u,,, por u, e tomando um fun¢do teste ¢ ficamos com a seguinte
identidade

(I'(uy), /Vuanpd:z:+/ umpd:c—/ gz, up)edz, @EH(I)(Q).
Q

Analogamente temos que

/VuV@d:H—/ x)updr — /g(:c,u)gpdx, © € H)(Q).

Tomando ¢ = u,, —u, temos que:

(I'(up),u /Vun[V —u)]dzx + /Qa( Y (up )d:z:—/gg(x,un)(un—u)dx.

Similarmente segue que

(I'(u) /Vu dx—i—/ dx—/gg(x,u)(un—u)dx.

Note que

(I'(up), wp —u) — (I'(u), up —u) = (I'(up) — I'(w), up — u).

Neste caso temos que

(') = 1w =) = [ Va [V = )] = Val¥(w, ~ )} da
| ala)un (1 = 0) =l —w)]da
- [ ot ua=)gw ) — w)ds
_ /Q [V (tn — )] (Vaty, — Vo) dao

+ /Q(l(l’)(un—u)z_[g(:p,un)—g(gjyu)](un_u)dm

Assim temos que

[t = |P= (T (un) = I' (u) up — ) + /Q[—a(un —u)® + (g(@,un) — g(,u)) (un —u)]de.
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Agora, usando alguns resultados de andlise funcional encontrados no apéndice desta

dissertacdo, tais como a proposicao A.6, temos que

Up — U
u, — uwem LP(Q) ;1 <p<2%;
up(x) — wu(x)q.tpem Q;

|un | < h paraalgumah € LP.

Portanto segue que (uq, ) — v em X. Adicionalmente temos que I'(u) =0e I(u) > 0.
Assim o funcional [ satisfaz a condigdo (P.S.)*, ou seja, mostramos que o funcional /
satisfaz a condicéo (f3) do Lema do Linking Local na origem 1.17.

Vamos garantir que o funcional I leva conjuntos limitados em conjuntos li-
mitados, ou seja, verificar a parte (f3) Seja B C H(% (Q) limitado, ou seja, considere-
mos que Br C B(0,R) onde R > 0. Devemos mostrar que I(B) é limitado. Temos que
Br={uc H}(Q); || u||< R}. Temos que I : H)(Q) — R é dado por

= 2/|Vu|2dx+2/ )| u|? da — /Gxudx u € HY(Q).

Entdo temos as seguintes estimativas

I(u) < /|Vu|2dx—|—2/ |u|2dx+/ [C+c|u [ de.

< /|Vu|2dx—|— / YulPde+C| Q|+ || u ||§i}

2

Note que como A+ 1 <2 = _n2 Temos, utilizando a desigualdade de Holder, (cf.
n —

Apéndice B.2 ) e as imersdes de Sobolev, (cf. Apéndice A.3) que segue a seguinte

desigualdade
1
I(u) < 5RZ +C| Q| +CRM! < oo,
onde R > 0 é dado pelo conjunto Br. Consequentemente, o funcional [ leva conjuntos

limitados em conjuntos limitados, mostrando assim a parte (f3) do Lema do Linking Local

Verificaremos a parte (f4) do Lema do Linking Local, ou seja, vamos provar que

o funcional [ satisfaz:

lim I(u)= —oo, Ym €N com u € X, @ X2

[lull =
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Observe que £° e X! sdo espagos com dimensdes finitas. Neste caso, temos que pela

equivaléncia de normas, existe uma constante C' > 0 tal que
[ul|<Cllull: ve X, @ X3,
onde os espagos X! e X? sdo definidos como sendo

Xrln: <€0,€1,...,6m>m€N

X2 =X*’=FE ¥YmeN.

Aqui temos que X}n € o espacgo gerado pelas m autofungdes i1, Pk+2,-- - Pk+m+1, tal
que A\x < 0 < A\g1, ou seja, autofungdes cujos autovalores associados sao positivos.

Usando (G-1), ou seja, usando que

lim G(z,u)

7 =0 uniformemente em €,
julte [ 0]

podemos concluir que

G(z,u)
| ul?

>C,, para |u|> L,

para algum L > 0.

Neste caso segue que
G(z,u) > C|u|? —d, ¥(z,u) € QxR.
Analisando o funcional [ ficamos com
I(u) = %||u+||2— %||u_||2 —/QG(x,u)dxu e X! ax2

Entdo seguem as seguintes desigualdades

1w = Sl IP=3lhe 1P - [ Gl e,
1
< —||u+||2——||u—||2—/<02|u|2 ~d)ds
2 2 Q
| |
< SRSl P -2l +d| @)
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Agora utilizando a desigualdade triangular ficamos com

1 1, _
Iw) < SlwtP =Sl [P =C3([u" [F+ Tu™ B+ o’ [3) +d]
1 -
< St =Sl [P =Gt B+ 116 [B)+d ] Q]
1 (-
< St Sl IP = lut [E-C* W’ |3 +d [ Q]

Usando as imersdes de Sobolev sabemos que
[ull<Cllull2, ue X =Hy(Q),

para alguma constante C' > 0.

Entao, segue que

1 L, _
Iw) < Sl =Sl |P= Tt P = [l [ +d] 2]
1 1
< St =Sl [P= 1 [ +d |2
Usando o fato que u™,u~,u sdo ortogonais em L?(Q) temos que

1
I(u) < —5 Nul?+d|Q], ue X} & X2

Consequentemente

lim [(u)= —co.
[[uuf[—oo

Assim mostramos que o funcional [ satisfaz as hipéteses do Lema 1.17 garantindo
assim a existéncia de uma solucdo fraca ndo trivial para o problema (P). Isto finaliza

a demonstracdo do Teorema 2.1
0J



CAPITULO 3

Existéncia de uma solucao nao trivial para uma
classe de problemas elipticos superquadraticos
sob a hipotese (Ce)*

3.1 Analise do Problema

No capitulo anterior garantimos a existéncia de uma solucdo fraca ndo trivial
para o problema (P) utilizando a condi¢do (P.S.)*. Neste capitulo vamos garantir a
existéncia de uma solug@o fraca ndo trivial para (P), utilizando a condic¢@o (Ce)*. Mais

especificamente estudaremos o seguinte problema de Dirichlet:

{—Au—l—a(x)u = g(z,u), re€Q, ®)

u = 0, sobre 0Q,

N _
onde a € LP(Q) parap > 5 geC(QxR) e QcRY N >3, ¢ um dominio li-
mitado cuja fronteira 0Q € uma variedade suave. Consideramos a seguinte fungdo
G : Q xR — R dada por

u
G(z,u) = / g(x,u)ds, comu € R, x € Q.
0

No Capitulo 2 encontramos uma solu¢do fraca nio trivial u para o problema (P),
sem a condicdo (AR) a qual foi substituida por um nova condi¢do superquadratica, esta
condicao inclui fungdes que nao satisfazem a condi¢cdo (AR). Como exemplo temos as
funcdes F' e GG citadas no capitulo anterior. Tais condi¢des superquadraticas sdo mais
fracas que as hipdteses usuais, (cf. o Teorema 2.1). Neste capitulo vamos garantir a
existéncia de uma solug@o para o problema (P) em um caso mais geral, sem a condi¢do
superlineares (AR) e sem as hipdteses (G-3) e (G-4) do Teorema 2.1 do capitulo
anterior. Sob tais condi¢des os problemas superlineares se tornam mais delicados.

Nao sabemos ao certo sob as novas hipéteses se uma sequéncia (P.S.) ou (P.S.)*

¢ limitada. Porém vamos garantir que toda sequéncia (Ce¢) ou (Ce)* é limitada. Assim
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usando resultados cldssicos provaremos que tal sequéncia converge para um ponto critico
ndo trivial do funcional f o qual é uma solugdo fraca do problema (P).

A garantia de existéncia de uma solucao nao trivial para o problema (P) sob uma
nova condic¢do superquadritica estd intimamente ligada ao fato de que o funcional energia
satisfaca a condicdo (Ce)*.

Consideremos as seguintes hipoteses: :

(G1)
G
lim (L;“L) = +oo uniformemente em Q;
jul—teo | u |
(G2)
G(z,u) =0 uniformemente em Q.
ful=0 [ u|?

Neste momento vamos definir a seguinte fung¢ao

G(z,u) = gg(:v,u) —G(z,u).

Vamos supor que a fungiio G satisfaca

o _ (3-1)
@ |22 < w2k
U
1
ondea3,a4>O,a>%+l,6>q+lcomq:a—+l.
0’_

Se 0 é um autovalor do problema de autovalores —A + a (com condi¢do de contorno de

Dirichlet) consideremos a seguinte hipotese:

(G5) Existe 6 > 0 tal que:

(i) G(z,u)>0, V|u|<d, z€Q ou
(i1)  G(z,u) <0, Y]ul|<d, z€Q.

Se 0 € o(A+ a) consideraremos o Lema 2.2 o qual nos garante o resultado.

Nosso principal resultado desse capitulo € o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Suponhamos que G satisfaz (G-1) ,(G-2) , (G3). Se 0 € o(—A+ a) supo-
nhamos a hipotese (G-5). Entdo o problema (P) possui pelo menos uma solucdo fraca

ndo trivial.
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Note que essa nova hipétese (G3) é mais geral do que as hipéteses omitidas (G-3) e (G-4)
consideradas no capitulo anterior.

Neste capitulo vamos considerar a seguinte funcao
1
G(z,u)zi|u\8/3—|—|u\2ln(l—l—|u\2), ueR, ze€Q.

Verificaremos que a funcido G descrita acima satisfaz as condicdes (G-1),(G-2),(G-5) e
(G3). Além disso, temos que esta fungdo ndo satisfaz as condi¢des (G-3) e (G-4) descritas
no capitulo 2.

Inicialmente veja que

2/3
fim C@w) o Tl

5o = +1In(14 | u [*) = oo uniformemente em Q.
ul—toe [ u >yt 2

Adicionalmente, temos que

aQ 2/3
(Ijg) = lim |u_| +In(1+4 | u |2) = 0 uniformemente em Q.
lul—»0 | u | -0 2

Portanto G satisfaz as condi¢oes (G-1) e (G-2) .
Para mostrar que G satisfaz (G-3) precisamos calcular a funcio G,

G(z,u) = %g(w,u) —G(z,u), x€Q, uek.

Neste caso precisamos explicitar a funcdo quem ¢ a funcao g, a qual € dada por

g(x,u)zw, reQ, ueR.

Sem perda de generalidade podemos supor u > 0. Entdo segue que

OG(z,u) 8

2
g(xau):T 6u5/3+2uln(1—|—u2)+u2 Y

1+u?

Consequentemente, temos que a fun¢do g € dada por

4 2
g(z,u) = gu5/3 +2u <ln(1 +u?) + 1j_u2) , teQ uelk
Donde segue que G é dada por:
8/3 4
— u u
G(l’,U)_T m, LIZ’EQ, u € R.
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Neste momento, vamos verificar que a funcgéo G satisfaz as condigdes 7) e i7) da hipitese

(G3) descritas em (3.1).
Note que

G(x,u) —l—l— ut B
u8/3 o 6 1+u2 u8/3 ’

G(z,u) 1 n u
W83 6 BB Lul43

O que equivale a seguinte expressao

De onde segue que

G(z,u) 1 1

W36 + w23 4 y=2/3’

ou ainda, temos que
G(z,u) 1 u?/3

u8/3 _8+u4/3+1’

Como uma consequéncia temos que

G(z,u) 1
limsu ->0
u—>+£ u8/3 6
Assim segue que
— 1
Glou) <’ 2€Q, |u[> R

para alguma poténcia > 8/3. Isto demonstra a parte ¢) da hipétese (G-3).
Neste momento temos que, pela definicdo da funcdo g segue que

g(z,u) u?
1 +u?

u

4
:§u2/3+2(ln(1+u2)+ ), r€eQ, uelR.

Vamos definir a seguinte funcao

(o2

, e, uelR.

() = ‘g(SZU)

Equivalentemente temos que a fun¢do & € dada por

g

,r€eQ, uelkR.

E(z,u) = iu2/3+2 In(1+u?)+ u?
’ 3 14 u?

2
sdo limitadas no intervalo definido por |u| < R,

~ 2 u
Note que as fungdes In(1+u~) e R
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onde R > 0 ¢ fixo. Consequentemente temos o seguinte limite
im SGED =K>0.
Jul—+oo | u [27/3
Neste caso segue a seguinte desigualdade
ag 4 ag
’g(””’“) > (—u§> (K—¢), 2€Q, |u|>R.
U 3
Analogamente devemos ser capazes de provar o seguinte limite
. G(z,u)
lim ————==1/6>0.
ju|—>oo | u [8/3 /
Usando que a fungdo G é dada por
8/3 4
— u u
G -
(w) ==+
segue que
— u8/3
G(z,u) > — v para |u|< Ry.
Queremos mostrar que
'g(x,u) <a4G(x,u), para |u|> R. (3-2)

Tomando | u |> max{R, R} temos que :

Adicionalmente temos que

G(x,u) > UT para |u|> R.

Agora, note que
2w ud3
Ku’3 ST’ para |u |> R.

Assim verificamos (3-2) para
20

=<
3 =

W | oo

Y

ou seja, para o < 4.

Mas como o > g—i—l ed> g—i—l,bastatomarmosa <4 e R=max{R, R}



3.2 Demontracdo do Teorema 3.1 78

Verificando que a fungdo G satisfaz a parte i7)da hipétese (G-3). Portanto temos que a
fungdo G satisfaz a hipétese (G-3).

Para verificar (G-5) basta notarmos que 0 é um ponto de maximo ou minimo
local da fun¢do G. Adicionalmente G(x,0) =0, G'(2,0) =0e G"(2,0) > 00ou G"(z,0) <

0. Entdo, analisado a fung¢do GG notamos que existe um o > 0 tal que
G(a,u) >0, ¥|u|<d

ou seja, GG satisfaz a hipétese (G-5). Concluimos que a fun¢do G satisfaz as hipéteses

(G-1),(G-2),(G-5) e (G3).

Prova

3.2 Demontracao do Teorema 3.1
Seja I : E = H}(Q) — R definido por

I(u) :%(Q(zﬁ)—@(u))—/QG(:c,u)da:,

comu- € B, u" € ET, onde £~ e E sdo os respectivos espacos gerados pelos
autovetores associados a seus autovalores negativos e positivos do seguinte problema de

autovalor

{—Au—i—a(m)u = Au, em Q, (PA)

u = 0, sobre 0Q,

onde @ C RV, N > 3 é um dominio aberto, suave e limitado, a € LP(Q) com p > N/2.
O funcional () é o mesmo estudado detalhadamente nas preliminares da dissertagdo.

Na prova desse teorema vamos usar o Teorema Local de Linking sob a condi¢do (Ce)*,
citadono Lema 1.17, (cf Secao 1.3.2) das preliminares desta dissertagcdo. Com este intuito,

verificaremos que o funcional [/ satisfaz as hipéteses,

(f1) I possui um Linking Local na origem;
(f,) I satisfaz a condigdo (Ce)*; (cf. Defini¢do 1.15);
(f3) I leva conjuntos limitados em conjuntos limitados;

(f4) Ym €N
lim I(u)=—oo comu € X} & X2

|u|—eo
Consideremos o caso em que 0 € um autovalor do problema —A + a sob o item
i1), ou seja,
(17) G(z,u) <0, |u|<6, xeQ.
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E importante salientar que caso escolhéssemos o item i) da hipétese (G-5), a diferenga
seria a escolha dos subespacos X! e X2 (cf. Observacio 2.5). Note que, usando (G-3)
temos que

| g(z,u) |7< ag |u|” G(z,u), u€R, z € Q.

Equivalentemente temos que

9w < as|ul” (Sg(a.u) - Glau)).

Utilizando a hipétese (G-1) segue que existe M > 0 tal que

G(z,u)

Tul > M, sempre que |u|> R = R'(M).
u

Donde temos a seguinte estimativa
o o u 2
| g(x,u) < uaq (Eg(x,u)—M | u | >
Suponhamos, sem perca de generalidade que u > 0. Tome
|u |> Ry = max{R, R'},

onde 1? > 0 é dado pela hip6tese (G-3). Fazendo algumas manipula¢des na desigualdade

acima temos que
| g(z,u) [7< C lu | g(a,u) |,

para alguma constante C' > 0.

Equivalentemente temos que
| g(z,u) |77 I<|u |t C, com |u|> Ry =mix{R,R'}.
Consequentemente temos a seguinte estimativa
| g(z,u) |<|u |71 C com |u|> Ry, z€Q.
Neste caso, segue que existe uma constante Cy > 0 tal que
lg(z,u) |<KClul?4+Cy, Yue R, zeQ.
Donde concluimos que existem constantes (' e C5 tais que:

lg(z,u) [KC1+Cr|ul?, z€QiueR.
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Adicionalmente podemos provar que

Glaw] < [ o) |ds 63
< Crlul+Co|u ™™ 2€Q; ueR. (3-4)

Portanto temos que
| G(,u) < Cy u|+Cy|u]™.

Por outro lado, pela hipétese (G-2) segue que existe € > 0 tal que
Glr,u)<e|ul? |u<dzeQ
Logo temos que existe C; > 0 tal que
| G(z,u) |[<e|u+Ce |u|?™, zeQueR.

Agora, seja X = E, X! = ET ® E°, X? = £~ onde E° = ker(—A +a). Aqui consi-
deramos ET o autoespaco gerado pelas autofun¢des do problema de autovalores (PA)
associado a autovalores positivos, £/~ € o autoespaco gerado pelas autofungdes onde os

autovalores respectivos sio negativos e £ é o autoespaco gerado pelo autovalor A = 0.

Observacao 3.2 Note que, caso considerdssemos o item
(i) G(z,u) 20, |u|<d, veQ.

da hipétese (G-5), a escolha desses subespagos X' e X? seria alterada da seguinte
forma, X' seria dado por X' = E~ @ E° e X? por X?> = ET. A prova da geometria

neste caso ¢é similar ao que fazemos considerando o item (ii) da hipotese (G-5) .
Consideremos ¢, as autofungdes do problema de autovalor

—Au+a(z)u = Au, em Q,
u = 0, sobre 0Q.

Vamos definir os seguintes espagos:

1
Xn = < @jt1,P5425 - Pjntl > ,TLEN.
Xy = (X)) neN,
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onde \;_; <0 < A;. Tomando u € X2, como X2 = E~, segue que u™ = 0.

Analisando o funcional / temos que
1 2 2
() = —=||ul| —/ G(w,u)dz, ue X2
2 Q
Por outro lado, temos que
| G(z,u) |<e|u*+Ce|u | ue R
Podemos provar que
1
1)< =5 lulP+e [ JuP+Ce [ Julm ve X2
2 Q Q

Como temos que ¢+ 1 < 2* segue pelas imersdes continuas de Sobolev que existe uma

constante C' > 0 tal que
1
I(u) < = lul? +C[lul? + Cllul[**, u € X*.
Assim, podemos concluir que

1
I(u) < ||u||2 <—§+EC+C||U||Q_1) , U E X2

. ) 1
Majorando o termo entre parénteses, digamos por ~1 e tomando K = (' ficamos com a

(14T
[lul| < “ac :

. =4k 71
Sendo assim basta tomar 7| = a0 que obtemos

seguinte estimativa

I(u) <0, |jul| <71, uwe X

Demonstrando assim o item ) da hipétese (f;) do Lema de Linking Local 1.17.

Neste momento, vamos verificar o item i7) da hipétese (fy).
Temos que X' = E* @ E°. Vamos decompor X' em V @ W, onde V = ker(—A+a) e
W = (X2 + V). Considere u € X!, tal que u = v 4w, com v € V, w € W. Usando que

V' possui dimensao finita, temos que existe C' > 0 tal que

[0lleo < ClJ0]], veV.
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A
Suponhamos que || u ||< =—. Vamos dividir Q em dois subespacos definidos por

2C

J
Q= {x € Q;w(z)| < 5}, Q) =Q\Q.
Tomando x € Q) temos que |w(z)| < g o que implica na seguinte desigualdade

o
[u(@)] < |v(@)[+ 5 (3-5)

Por outro lado, como para v € V' temos que

[[v]eo < Cllv][ e J|v]] < Clul[ -
Entdo seguem as seguintes estimativas

[ v(2) [< o]l < Cl0l], v eV

Porém, como temos que |[lu||=|lv+w|| entdo ||v|| <||u||. Consequentemente
A
< —.
ol <
Donde concluimos que

A
Cllv|| < 5 barav € V.

Portanto, usando (3-5) segue que

)
+§:6,$€Ql,

N >

| u(z) |<
ou seja | u(x) |< §. Como supomos (G-5) ii) temos que

G(x,u)dx <0.
Q

Adicionalmente, tomando x € Q,, segue que

| w(z) |[> g = g—k |w(z)|<2|w(x)].

Assim vemos novamente por (3-5) que
4}
| u(@) |< 5+ [wlz) [£2 | w(z) |-

Portanto temos que
|u(z) |<2]w(x)|, € Q.
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Note que
| G(z,u) |[< eu?+ | u | O, Y (z,u) € QxR

Em particular, para x € Q, ficamos com seguinte estimativa
| G(z,u) |[< 4ew? + 2970 Jw |77 2 €@y, ue X' = E@ BT,

onde ||u|| < %.

Donde temos as seguintes estimativas

Gw,u)de < 45/ wzdx+2q+105/ lw | da,
Q Q Q

+1
< delfwl[Z, +27 Celfwl| T o

Pelas imersdes de Sobolev, temos que existe uma constante C' > 0 , tal que

G(x,u)dr < eC?|w||? + 29 C.0T ||w]| |7
Q

Analisando o funcional [ ficamos com as seguintes desigualdades

v

I(w) %Hsz—/QIG(x,u)dx— Gl u)dz.

Q

v

Sl = 4<CPfulf? - 201 L0t .
Portanto segue que

1) 2 3| 4<C? ]2 = 2741 €O ] o+,
Equivalentemente concluimos que

I(u) > HwHZ (% —4502—2q+lC€C’q+leHq_1) :

Majorando o termo da direita da desigualdade e analisando como foi feito anteriormente
concluimos que
I(u) >0, ue X', |jul| <r.

Assim tomando r = min {7“1,7“2, %}, concluimos a demonstra¢do da hipdtese (fy) do
Lema 1.17.
Neste momento vamos verificar que o funcional [ satisfaz a hipétese (fp) do

Lema de Linking Local 1.17, ou seja, vamos verificar que [ satisfaz a condi¢éo (Ce)*.
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Vamos proceder de forma andloga ao que foi feito no capitulo anterior. Considere uma

sequéncia (uq,, ), com () uma sequéncia admissivel, (u,, ) € X,,, tal que

C =sup|l(uq,)| <oo
n

(1 + [z, D1 ()l — 0.

Note que existe C' > 0 tal que:

‘I(uan) - ) () ‘ <c.

Por outro lado, temos que o lado esquerdo da desigualdade acima € igual a

/ G(x,Uq, )dz.
Q

Logo segue que

/ G(7,uq, )dr < O,
Q

para alguma constante C' > 0.

Agora consideremos o seguinte subconjunto de Q
Qpr={xr € Q; |u(zr)|> R paraalgum R > 0}.
Utilizando a hipétese (G3) do Teorema 3.1 e a desigualdade anterior temos que

/ a3 | ta, |° dx-i—/ G(z,uq, )dz < C.
Qr Q|QR

—= 1
Além disso, segue da hipétese (G3) que o > % +1,8>qg+1,onde g = ot T
o’_
Portanto, usando que
1 > o5 oo
T (3-6)
c—1 > = > 0,
podemos provar que
_o+1 - N+4
T 17 TN

Consequentemente temos que

4
B=q+1 > 2+—>2.
n
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Logo temos que
/ a3 | Ua, |* dz+ G(7,uq, ) dr < C.
Qpr

Qpr

Neste caso temos a seguinte desigualdade
2
/ | Uq,, |~ dz < Chg,
Qp

para alguma constante C'r > 0. Assim segue que

2 2 2
o, = [ Ve, Pt [ e, P

lop

< Cg, (3-7)
Agora suponhamos por absurdo que
[t || — 00, 1 — oo, (3-8)

Denotando u,,, = uy, e tomando v, = HU—nH, n € N, ou seja, temos que ||vy|| = 1.
Un

Além disso, temos que
lun|s < Cs, s € [1,27].

Usando (3-7), temos que segue as seguintes estimativas

1
2 2
= — dx.
||Un||2 ||unH2/QR|uom| X
C
< — — 0, n —> +oo.
N ||UnH2 ’
quando n — H-oco.
Agora, por (3-8),
/ oy > dz — 0. (3-9)
Q

Note que, utilizando a Desigualdade de Interpolag@o, ver B.7, para s € [1,2*], onde

1 6 1-6
+

1<t<s<20u2<s5<t<oo,

concluimos que

0s
2

(1-6)s
t
/ U |® dx < (/ |Un|tda:> (/ ]vn\zdm)
Q Q Q
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(1-6)s

t
Usando a convergéncia (3-9) e o fato de que ( / |vn|t> ¢ limitada, temos que
Q

[lvnlls — 0,

para cada s € [2,27].
Por outro lado, desde que a dim ker(—A + a) < oo, temos que:

(1), (=) = s+l = [ gtarn) (=)

Neste momento, observe que ||uy,|| = Q(u;) +Q(ul) — Q(u,, ), onde o funcio-

nal ) é definido por
1
Qu) = —/ \Vul? + a(z)u?dx
2Ja

estudado detalhadamente na Sec¢do 1.2 do Capitulo 1.

Este fato implica que
(I (), (=) = [Junl* — ||ug||2—/gg(w7un)(u7f—ug)dfv'

Manipulando o termo ||u;,||?> de maneira conveniente, ficamos com a seguinte identidade:

(I (un), (g =) _ _ Jog(@,un) (uf —uy)de [Juy||®
[lun|? [lun|? [lun| [

Utilizando as imersdes continuas e compactas de Sobolev, temos que existe uma constante
C > 0 tal que

(") (0 =) | OB | Jogeun) (uf —u)de
Teal a2 lal

Donde concluimos que

Portanto segue que

| gt un) (uf — )
lnl

— 0, n —>oo.

Agora analisando apenas a integral acima temos que

Jo.g(@:un) (uy —uy)de| _ Jo | g(w, un) || (ug —uy) | dz
[[unl? B [[unl?
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Note que a integracdo anterior pode ser reescrita como

Jag(@,un)(uf —u)dz| _ fo lg(z,un) || vn > dz
[lun| 2 - |un

Agora, utilizando a desigualdade de Holder no lado esquerdo da desigualdade acima,

ficamos com a seguinte estimativa

_ o 1 1/o'
ng<x7un)(u7J{_un)d$ <C / g(:f;,un) dr /o / |U ‘20’ dr /
[|unl[? = \Val o " ’
onde 20’ < 2*.
Pelo item i7) da hipétese 3.1, ou seja,
G4E(I,Un) Z 'g(xaun) ,
Un

segue que

Jo9(x,un)(y, —uy)dx
[[unl?

<C ( /Q é(x,un)da;) < /Q on |2 dm)l/al.

| Up |2‘7/ dx — 0.

Adicionalmente temos que

Além disso

/a(x,un)da: <,
Q

para algum C' > 0.
Portanto, temos que
ng(LIZ,un)(u;L" —u, )dx

— 0.
||un?

Neste caso concluimos que 1 =0 a qual € uma contradi¢do. Logo u,, € limitada em
H}(Q). Tomando uma subsequéncia se necessdrio, temos que u,, — u em X. Agora,
analisando como foi feito no capitulo anterior (cf, Proposi¢cdo A.6 listada no apéndice
A), concluimos que u,, — u em X. Portanto o funcional [ satisfaz a condi¢do (Ce)*,
demonstrando assim a hipétese parte (f5) do Lema do Linking Local na origem 1.17.

Para mostrar a hipétese (f3) do Lema do Linking Local 1.17, observe que por
um lado temos

| g(z,u) |KC+Clul?,ue R, zeQ.
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u
Por outro lado, como / g(x,s)ds = G(x,u) , segue que
o

1
|G(z,u)| = /0 g(x,us)uds

,ue R, xeQ.

Donde seguem as seguintes estimativas

1
Gl | < [ lgwus)[|ulds

IN

1
/(c+cyﬂﬂ\wd&
[0
< CH+Clul™ ueR 2€Q.

Analisando o funcional 7, ficamos com
1 2
1) 1< 5|ulP+ [ |Gl | da.
Q

Portanto podemos concluir que

1
1] < SlllP+ [ C+Clult da.
Q
1
< 4wﬁ+qm+o/|wﬁum
2 Q
Equivalentemente, temos as seguintes estimativas

1
[1(w)| < SllulP+Cllul[ +C.
2

R
< 74_03‘1“ +C, ue H(Q); |Jul| < R.

Como (g+ 1) < 2%, concluimos que I leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.
Assim mostramos o item (f3) do Lema de Linking Local 1.17.
Finalmente vamos garantir que o funcional [ satisfaz a hipétese (f4) do Lema de

Linking Local 1.17, ou seja, devemos provar que

lim I(u)= —oo, com u € X} @ X* mecN.

|u =
Note que por (G-1), temos que existem M, R > 0 tais que

G(z,u) > Mul’, |u|>R, z€Q.

Sejau € X)), @ X2, onde estes espacos X, e X? foram definidos anteriormente durante a

demonstracdo da hipétese (fy) do Lema de Linking Local.
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Neste caso somos capazes de provar as seguintes estimativas

1 I, _
1w = FllatP=3ll |~ [ Glauda.

1 1
< §||u+||2—§||u_||2—M/Q|u|2dx+C'M, we X ox?

Donde podemos concluir que

1 1
1) < Sl IP= Sl 1P =1 ([t Pdot [ u0Pda)
2 2 Q Q
1 o L0 2 0[12
< Sl = Sl 1F = Ml = M3+ C.
Aqui, utilizamos que £~ e E* sdo ortogonais em L?(Q).
Agora, pelas imersdes de Sobolev temos que existe C' > 0 tal que

1 1,
Iw) < S|P =5l | = MC||u* [ = MC|lul] 2.

1 MC 1
< |yt 2 MY 112 072 ]
< M ip (1= 25) - S 1P - il +0

Donde concluimos que

lim I(u)=—o, ue X! ®X?
|uf—ee
Isto demonstra a parte (f4) do Lema de Linking 1.17. Entdo garantimos a existéncia
de uma soluc¢do ndo trivial para o problema (P). Mais especificamente, o problema (P)
possui uma solugdo fraca u € H)(Q) tal que I(u) > 0e I'(u) = 0.
O



APENDICE A

Resultados de Analise Funcional

A.1 Imersoes de Sobolev

A.1.1 Espacos de Sobolev

Sejam Q um dominio limitado, 1 > p < e e k£ > 0 um inteiro. Definimos o
espaco de Sobolev W*P(Q) como sendo o conjunto de todas as funcdes u € LP(Q) tais
que D% € LP(Q) V0 < |a| <k, onde a é um multi-indice e D“u denota a derivada
no sentido fraco. Como D“u € LP(Q), estamos assumindo que todas as derivadas fracas
de ordem menor ou igual a £ existem. Uma outra observacao importante é que valem as
seguintes inclusoes

C5(Q) cWhr(Q) C LP(Q).

Podemos representar o Espaco de Sobolev pelo seguinte conjunto:

Whp(Q) = {u L QCRY S R:ue LP(Q) e D% e LP(Q), Y0 < || < k}

Observe que se u € WHP(Q) entio u € LP(Q) , de modo que toda fungio de
WHhP(Q) estdem L} (Q).
Consideremos também o seguinte conjunto

W(;C:P(Q) — CSO(Q) ”'”k,:ﬂ )

Em outras palavras, u € W(f P(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia {u, } em C{’(Q)
tal que u, — u em W(lf’p(Q).
Na dissertacdo trabalhamos com os espacos de Sobolev tomando k=1ep=2,
ou seja, com 0s espagos
W2(Q) e Wy (Q)

os quais sdo espacos de Hilbert. E denotaremos WO1 2(Q) por H} (Q).
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A.1.2 TImersoes Continuas e Compactas

Sejam U e V' espacos vetoriais normado e consideremos as seguintes defini¢des:

Definicio A.1 (Imersdo Continua (U — V))
Dizemos que a inclusdo U C 'V é uma imersdo continua se a aplicagdo inclusdo I :U —V

é continua, ou seja, U estd imerso continuamente em V' se existe uma constante C' tal que
Jully <Cllullv YueU.

t.
Definicao A.2 (Imersdo Compacta (U & V))
Se a aplicagdo inclusdo além de continua ela for compacta, dizemos que a imersdo U —

V' é compacta,ou seja, sequéncias limitadas em U possuem subsequéncias convergentes
emV.

Agora vamos enunciar os Teoremas das Imersdes Continuas e Compactas de Sobolev

Teorema A.3 (Imersoes de Wg Py Sejam Q um dominio limitado em RN com o bordo

suave, k € N e 1 < p < co. Entdo valem as seguintes imersoes
1. se kp < N, entdo Wg’p(ﬂ) — L9(Q), para todo 1 < q < NNT’;CP;
2. se kp= N, entdo Wéc’p(Q) — L1(Q),para todo 1 < q < eo;

N _

3. se kp> N, entdo Wg’p(ﬂ) — ]_I’Q(Q), onde

N N N .
o= [5]“‘1—;, S€E¢Z,
qualquer niimero entre (0,1), se % e Z.

el

|2

| denota o maior inteiro menor do que %.

~ 1 . L
Teorema A.4 (Imersdes compactas de 1V, Py Seja Q um dominio limitado em RY com
o bordo suave, entdo as seguintes imersoes sao compactas

t.
1. se 1 <p< N, entdo Wol’p(Q) & LY(Q), para todo 1 < q < NN—_’;);

t.
2. se p= N, entdo Wol’p(Q) & Li(Q),para todo 1 < q < oo;

t. —
3. se p> N, entdo Wol’p(Q) & C%(Q), para todo 0 < o < 1 — %.

Proposicao A.5 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que 1 < p < oo e Q um dominio

aberto e limitado de RN . Entdo existe uma constante C' (dependendo de Q e p) tal que

el o) < ClIVul o), Vu € Wy™(Q).
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Em particular, a expressdo ||Vul|1p(q) € a norma a qual é equivalente a norma ||u||y1.p.

S [ Ou D
Em H)\(Q) a expressdo Z/ i
=172

é um produto escalar que induz a norma ||Vul| 2

a qual é equivalente a norma ||u/| g1.

A desigualdade de Poincaré implica que as normas
N 2\ 1/2 1/2
2 2
Ul = u|”+ / e fuf] = / Vu )
Ity = (P4 X 5] ) e bl = ( 1o

sdo equivalentes em H}(Q).
Agora segue um resultado de convergéncia fraca de suma importancia no decor-

ou
8xi

rer da dissertacdo, o qual garante que toda sequéncia limitada em um espaco de Banach

reflexivo admite sequéncia convergindo fraco.

Proposi¢ao A.6 Considere (,,) uma sequéncia em X = H}(Q). Entdo temos as seguin-

tes implicagoes
i xp—uem HY(Q) & (f,z,) — (f,2) Vf € X*.
1w Se x, —u entdo x, — u.
i Se xp — u em HY(Q) entdo (||xy,||) € limitada e ||z, || < liminf||z,,||.
iv Se xp, —u emH\(Q) e fn —> f entdo (fn,xn) — (f, ).

A demonstragdo dessa proposi¢cao € encontrada no Livro do Haim Brezis, [4].

A.2 Resultados de Teoria Espectral

Seja X = (X,]|.||) um espaco normado sobre R. Consideremos as seguintes

definicdes:

Definicao A.7 (Espaco de Banach)

Se X é completo segundo a norma |||

, ou seja, dada uma sequéncia de Cauchy

(zn) € X, dz € X tal que ||z, — z|| — 0, dizemos que X é um espago de Banach.

Definicao A.8 (Operador Limitado)
Sejam X e'Y dois espagos de Banach, entdo T : X — Y ¢é dito limitado se

T = sup {[T| <oos[z]] <1},

zeX

Observacao A.9 Uma aplicacdo linear T é limitada se, e somente se, é continua.
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Definicio A.10 (Espaco dos Operadores Lineares £(X,Y"))

O espago dos operadores lineares é dado por
L£(X,Y)={T: X — Y ;T Linear e Continuo}.
Observacao A.11 Se X =Y entdo £(X,Y) = £(X).

Definicao A.12 (Auto-Valor(Valor Préprio))

A € R € um autovalor de T' se X & o(T) ,ou seja, o operador T'— \I ndo é injetivo.Se
A € um autovalor de T, entdo denotamos X o subsespaco de todos os x € X tais que
Tx = A\x.

Definicao A.13 (Espectro)
A € R pertence ao espectro de T, ou seja, A € o(T'), se o operador T — \I é invertivel

(bijetivo com inversa continua.)

Observacdo A.14 Se o espaco X tiver dimensdo finita,entdo o(T) coincide com o

conjunto de todos os autovalores de T’

Definicdo A.15 Operador Auto Adjunto Seja H um espaco de Hilbert e T € £(H). Um
operador T’ € limitado é dito AutoAdjunto se T'="T", ou seja,

(Tu,v) = (u,Tv) Vu,v € H.

Este teorema que segue ¢ um resultado fundamental. Ele afirma que cada operador
compacto auto-adjunto pode ser diagonalizdvel de uma forma apropriada. E conhecido

Teorema Espectral.

Teorema A.16 (Teorema Espectral)
Seja H um espaco de Hilbert separdvel e I' um operador compacto auto-adjunto.Entdo

existe uma base de Hilbert formado por autovetores de T'.

A demostragdo desse teorema pode ser encontrada em Brezis [4].
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Resultados de Medida e Integracao

Teorema B.1 (Teorema de Fubini) Sejam A C RM ¢ BCRF, com M+P =N e
I = A x B CRY. Denotemos um ponto (x,y) € I de tal forma que x € Aey € B.

Consideremos uma funcdo f: Ax B — R integrdvel em [ = A X B, entdo temos que

/fogfd$:A [/Bf(”f’y)dy} dl":/B {/Af(ﬂs,y)dx] dy.

Teorema B.2 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g€ LY(Q), com1 <p < oo

I 1
e—+—=1 Entao fgc L'(Q) e
p q

1551 = 14l

Observacao B.3 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam f, f>,..., fi funcdes
tais que f; € LPi(Q), 1 <i <k, onde % = pil +pi2 —I—-~-+pik < 1. Entdo o produto
f=Nifar.. frestdem LP(Q) e vale

1 llp < A1 ftllp 12 llps - - 1Lkl (B-1)

Teorema B.4 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Considere (uy,) um

sequéncia de fungdes em LP(Q) que satisfaz

1. up(x) = u(z)q.t.p. em Q.

2. Existe uma fun¢do h € LP tal que para todo n, |u,(z)| < h(z) g.t.p. em Q.

Entdo u € LP e ||u, —ul|z» — 0.

Teorema B.5 (Reciproca do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue)
Sejam (uy,) um sequéncia em LY (Q) e u € LY (Q), tal que ||u, —ul/zr — 0. Entdo

existem uma subsequéncia (up,,) de (uy,) e uma fungdo h € LT (Q) tal que

(un,)(x) — u(z)q.tpemQ,
|(un, ) ()] < h(x) g.t.pemQ.
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Lema B.6 (Lema de Fatou) Considere (f,) um sequéncia de funcdes mensurdveis ndo

negativas em £, entdo

n—oo n—oo

/ liminf f,, <liminf / fn-
Q Q

Teorema B.7 (Teorema da Interpolacdo para normas Lp) Considere r,set € R tais

1 6 (0-1)
que 1 <s<r<t<ewe—=—-—4+-—=
ros t

Suponhamos que u € L*(Q) N LY (Q) . Entdo u € L"(Q) e além disso:
0 —0
lallzr < |2l 1727

As demonstracdes desses resultados, podemos ser encontrados no Livro do

Brezis, ver [4].
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