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RESUMO GERAL 
 
 

A teoria do caos fornece uma abordagem alternativa à dinâmica estocástica 

quando se trata da modelagem de sistemas de comportamento irregular e imprevisível, 

já que consiste fundamentalmente no estudo de comportamento imprevisível gerado por 

equações determinísticas. O plâncton constitui um grupo de organismos modelo para 

investigações teóricas e experimentais em dinâmica caótica, por fatores como pequeno 

tamanho, alta taxa reprodutiva e curto ciclo de vida, além de afetar questões de interesse 

público. O presente trabalho consiste na investigação dos aspectos dinâmicos de um 

modelo Nutrientes-Fitoplâncton-Zooplâncton construído a partir da adição de um nível 

trófico a um sistema de equações Nutrientes-Fitoplâncton, proposto por Huppert et al. 

(2005), que apresenta comportamento caótico, tendo por parâmetro controle a 

intensidade de sazonalidade. Investigamos o efeito do zooplâncton sobre a estabilidade 

do sistema, bem como a possibilidade de controle do caos através de pulsos específicos 

na intensidade da sazonalidade. Nossos resultados indicam que tanto sazonalidade 

marcante quanto fraca sazonalidade tendem a favorecer flutuações cíclicas de 

populações fitoplanctônicas, sendo a amplitude dos ciclos maior para sistemas 

planctônicos que sofrem a ação de forte sazonalidade. Entre estes dois extremos, fraca e 

forte sazonalidade, existe comportamento caótico. A mortalidade do zooplâncton 

desempenha papel fundamental na dinâmica do modelo, sendo que, para intensidades de 

sazonalidade que favorecem caos, comportamento caótico pode ser suprimido para 

valores específicos de mortalidade do zooplâncton. Isto sugere que ignorar efeitos de 

controle top-down na construção de modelos teóricos que visam entender ou elucidar 

mecanismos que influem sobre dinâmica fitoplanctônica (da qual blooms algais são 

apenas uma conseqüência), pode implicar em simplificações demasiadas e perda 

considerável de compreensão conceitual. Pulsos periódicos na sazonalidade podem 

controlar caos para regiões de sazonalidade moderada, e promover caos para regiões de 

fraca e forte sazonalidade. Tais pulsos são indicativos teóricos de como possíveis 

mudanças climáticas, atuando sobre uma variável sazonal, poderiam afetar a dinâmica 

de sistemas planctônicos. 
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ABSTRACT 
 
 
 

The Chaos Theory is an alternative tool to stochastic dynamic modeling when 

target biological systems show irregular and no predictive behavior. The plankton is a 

model group of organisms to theoretical and experimental investigations in chaotic 

dynamics due to its intrinsic biological characteristics as small size, high reproductive 

rate and short life cycle, with the additional advantage of its public interest related to 

practical problems. In this work we investigated the dynamical aspects of a Nutrient- 

Phytoplankton-Zooplankton seasonal forced model, created by means of the addition of 

the Zooplankton level on a Nutrient-Phytoplankton seasonal forced model that show 

chaotic behavior, proposed by Huppert et al. (2005). An important outcome of the 

Huppert’s model is that the intensity of the seasonal forcing is the control parameter of 

the system. We investigated the zooplankton effect on the stability of the model, and the 

chaos control by means of pulses in the intensity of the seasonal forcing. Our results 

show that strong and weak seasonal forcing implicates in cyclical fluctuations of 

phytoplankton populations, and those cycles had higher amplitude in strong seasonal 

forcing. Between those two extremes, there is chaos. The zooplankton mortality is a 

fundamental component of the behavior of the model. In fact, despite of seasonal 

forcing values that can promote chaotic behavior, the model can show cyclic behavior to 

some values of mortality rates. This suggests that absence of top-down control in the 

models built to understand phytoplanktonic dynamics (blooms are only a consequence 

of this), result in an over-simplification and lack of conceptual comprehension of the 

system. Our results show that periodic pulses can be able to control the chaos on 

moderate seasonal forcing, and to promote chaos to weak and strong seasonal effects. 

The pulses are theoretical indicatives of how climatic changes influences a seasonal 

variable can to affect the dynamics aspects of planktonic systems. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1 Teoria do Caos 
 
 

A Teoria do Caos é um ramo avançado da matemática moderna, que se ocupa do 

estudo de sistemas não lineares determinísticos que apresentam comportamento 

aparentemente aleatório. Os primeiros lampejos intelectuais que culminaram no 

desenvolvimento da teoria do caos remontam ao século XIX. Físicos e matemáticos 

como Henri Poincaré, James Clarck Maxweel e Aleksandr Lyapunov figuram entre os 

pioneiros nos estudos de sistemas dinâmicos caóticos (Willians 1997). Com o 

desenvolvimento de programas computacionais a partir da década de 60 os estudos de 

dinâmica caótica tiveram grande avanço. Já em 1963 um artigo intitulado 

“Deterministic nonperiodic flow” de Edward Lorenz, então meteorologista do Instituto 

Massachussets de tecnologia, provocou uma onda de crescente interesse e 

desenvolvimento no estudo de dinâmica caótica que se estende até os dias atuais (El- 

Gohary & Sarhan 2006). É de Lorentz o vulgo “Efeito Borboleta” que representa uma 

propriedade matemática, denominada sensibilidade às condições iniciais, que define 

sistemas caóticos. 

Nos dias atuais são inúmeros os artigos científicos que se dedicam a questões 

relacionadas à dinâmica caótica. Os conceitos e princípios subjacentes ao caos se 

aplicam a áreas de estudo como turbulência dos fluidos, mecânica quântica, economia, 

neurologia, cardiologia e ecologia (Andrievskii & Fradkov 2003). Em ecologia a teoria 

do caos permite abordar questões referentes à dinâmica de populações e comunidades 

de uma nova perspectiva, na qual características como imprevisibilidade e 

complexidade se devem a não linearidades inerentes aos componentes do próprio 

sistema, e não a processos estocásticos atuando sobre o mesmo (Clodong & Blasius 

2004; Suarez 1999) Desde o clássico artigo do biólogo Robert May em 1976, 

explorando a dinâmica do mapa logístico, são milhares os trabalhos em ecologia 

voltados para o paradigma da dinâmica caótica (Boudjema & Chau 1996; Rinaldi et al. 

2001; Zhou et al. 1997). 

Caos é um fenômeno cuja evolução temporal se processa de maneira 

aparentemente aleatória, porém, regida por uma lei determinística (Bascompte et al. 

1995; Hastings et al. 1993; Kinsner 2006; Ellner & Turchin 2005). De uma perspectiva 

 

 
Regras de citação : Ecology Letters 
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mais formal um mapa f em um espaço métrico X é dito ser caótico em um conjunto 

invariante Y, ou exibir caos em Y, desde que: 

i) f seja topologicamente transitivo em Y; 

ii) f apresente sensibilidade as condições iniciais (Robinson 1998). 

 
Espaço métrico é um conjunto onde se podem definir distâncias entre pontos, 

também chamadas métricas. Um conjunto é dito invariante se órbitas que iniciam nele 

permanecem nele. O que seriam órbitas? Para uma função f contínua e que admite 

inversa a órbita de um ponto a é o conjunto O (a)={f k(a): -∞ < k< +∞}, onde f k 

representa a k-ésima iteração da função f. Iteração (do latim iteratione, repetir) nada 

mais é que a aplicação recursiva de uma regra (neste caso a função f, chamada também 

de mapa), consistindo basicamente na utilização de resultados anteriores como dados de 

entrada para obtenção de novos resultados. Um exemplo simples de iteração é 

conseguido quando digitamos um número em uma calculadora de bolso e pressionamos 

repetidamente o botão raiz quadrada (o mapa é a expressão raiz quadrada, e o ponto a é 

o valor digitado antes de pressionamos o botão pela primeira vez), cada vez que o botão 

raiz quadrada é pressionado têm-se uma iteração. 

Um mapa f em um espaço métrico X é dito topologicamente transitivo se, dados 

dois conjuntos abertos quaisquer, U e V em X, existe k 

representa a k-ésima iteração do mapa. 

tal que f k(U)  V , onde f k 

Por fim, seja d(x,y) a distância entre dois pontos x e y, um mapa f em um espaço 

métrico X possui sensibilidade as condições iniciais se existe um numero >0 tal que, 

para todo x 
n(y))> 

e todo >0 existe y com d(x,y)< e existe um n tal que d(f n(x), f 

Às características citadas acima, alguns autores acrescentam ainda uma terceira 

condição: 

iii) f possui pontos periódicos densos em Y. 

 
Assim as três características citadas, transitividade, sensibilidade às condições 

iniciais e pontos periódicos densos, são suficientes para que um sistema seja 

denominado de caótico. A primeira dessas características refere-se à unicidade de um 

sistema caótico, isto é, um mapa topologicamente transitivo não pode ser decomposto 

em partes menores independentes não triviais. A segunda característica representa o 

N 

X X 
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aspecto imprevisibilidade, pois a evolução de estados iniciais arbitrariamente próximos 

culmina em resultados que divergem exponencialmente com o tempo. Por fim, a terceira 

característica confere a um sistema caótico certa regularidade. 

Tanto mapas, que são fundamentalmente sistemas discretos, quanto grupos de 

equações diferenciais que definem fluxos (trajetórias do sistema cuja dinâmica é 

especificada pelas equações diferenciais) podem apresentar comportamento caótico. 

Mesmo mapas unidimensionais podem ter dinâmica caótica, já para equações 

diferenciais, somente sistemas de equações com no mínimo três dimensões podem 

demonstrar comportamento caótico (Kinsner 2006). 

A teoria do caos pode ser pensada como uma abordagem teórica complementar 

ou alternativa a teoria das probabilidades, no tocante à modelagem e entendimento de 

sistemas cujas séries temporais sugiram comportamento aparentemente aleatório 

(Casdagli 1991; Gamarra & Solé 2000). Intuitivamente somos levados a pensar que 

processos naturais complexos devam ser modelados por equações matemáticas 

complicadas, e que equações algebricamente simples devam se comportar de maneira 

relativamente simples, e, portanto, não seriam acuradas para se modelar fenômenos 

naturais complexos. O paradigma do caos nos ensina que mesmo sistemas representados 

por expressões algébricas simples podem apresentar comportamento complexo 

(Schaffer 1985; May 1976) 

Outra definição de caos é obtida quando se atribui sensibilidade às condições 

iniciais como condição suficiente para caracterizar um sistema como caótico (Hastings 

et al. 1993). Em tal contexto alguns sistemas estocásticos também podem ser 

denominados de caóticos, os defensores de tal definição argumentam que isto alarga o 

horizonte de possibilidades teóricas e supera alguns entraves oriundos do antigo debate 

conceitual e filosófico de modelos determinísticos versus estocásticos (Dennis et al. 

2003; Ellner & Turchin 2005; Hastings et al. 1993; Casdagli 1991). 

1.2 Imprevisibilidade de sistemas caóticos 
 
 

Sistemas caóticos são por definição sistemas dissipativos, isto é, sistema nos 

quais ocorre perda de energia e aumento da entropia local com o passar do tempo. A 

assertiva de aumento de entropia com o tempo implica em produção de informação, 

assim o horizonte de previsibilidade se estreita à medida que o tempo passa, devido ao 

aumento da ignorância do observador (Kinsner 2006).  A imprevisibilidade devida à 
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falta de informação a despeito das condições iniciais é completamente distinta daquela 

peculiar a sistemas estocásticos. Nestes últimos, falta de poder preditivo é uma 

propriedade oriunda da natureza probabilística do sistema, assim sistemas estocásticos 

são imprevisíveis tanto a curto quanto a longo prazo, enquanto sistemas caóticos são 

previsíveis a curto prazo. 

A teoria do caos e a mecânica quântica nos ensinam que nosso poder de 

previsibilidade está bem aquém do que sonhavam os mecanicistas laplacianos. A 

mecânica quântica nos mostrou que a nível microscópio tudo o que se pode fazer é 

associar-se probabilidades às possíveis trajetórias das partículas elementares. Tal 

aspecto probabilístico da teoria desagradava profundamente ao físico Albert Einstein, 

que acreditava ser a mecânica quântica uma explicação provisória, que seria suplantada 

por uma outra teoria na qual “Deus não jogaria dados” (Hawking 2001; Pais 1982). 

Talvez Einstein imaginasse uma teoria na qual as equações fossem isentas de elementos 

probabilísticos e que, de alguma maneira, as equações da teoria quântica figurassem 

como casos particulares dessa teoria mais geral. 

Esse sentimento de Einstein talvez possa ser interpretado como uma esperança 

de que a natureza esteja imersa em uma realidade determinística e, portanto, previsível. 

Determinística e, portanto, previsível, eis a questão. Com o advento da teoria do caos 

até mesmo esta última esperança encontram-se abalada (Wapenaar & Snieder 2007), 

pois ela nos mostrou que mesmo sistemas regidos por equações determinísticas são 

imprevisíveis. 

1.5 Sistemas caóticos são controláveis 
 
 

Um aspecto interessante dos sistemas caóticos é que, apesar de imprevisíveis, 

eles são controláveis. A idéia básica é que sistemas caóticos podem ser perturbados de 

modo específico a se obter um estado estável do sistema (Jiang et al. 2006; Zhang et al. 

2007). Há um numero infinito de órbitas periódicas instáveis entrelaçadas no espaço de 

fases que representa um sistema caótico, devido à propriedade de sensibilidade às 

condições iniciais pequenas perturbações podem manter o sistema em uma dessas 

órbitas periódicas, fazendo então com que o sistema comporte-se como se fosse 

periódico, controlando-se assim o caos do sistema (Ott et al. 1989). 

Os métodos de estabilização se dividem basicamente em dois grandes grupos: 

métodos de perturbações internas ou paramétricos (afeta-se parâmetros do sistema) e 
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métodos de perturbações externas (afeta-se o sistema como um todo) (Sole et al. 1999; 

Matías & Güemez 1994; Gomes et al. 2008). Como exemplo de método de perturbação 

interna pode-se citar o método OGY (que recebe este nome em auto-homenagem a seus 

descobridores, Ott, Grebogi e York) (Ott et al. 1989), esse método requer um 

conhecimento prévio da trajetória do sistema a ser estabilizado, o que implica na 

necessidade de obtenção de séries temporais muito longas, às vezes difíceis de se obter 

na prática. 

Um protocolo mais plausível envolve a perturbação periódica de algum 

parâmetro controle do sistema, como por exemplo, a taxa de crescimento populacional. 

Tomemos novamente o modelo logístico como exemplo: Xn+1=rXn(1-Xn). Para r>3.56 

têm-se comportamento caótico, já para valores de r<3.56 tem-se ciclos. Uma maneira 

bastante intuitiva de se controlar caos nesse caso é por meio de aplicações de pequenas 

perturbações periódicas sobre o parâmetro controle r, de modo que ele assuma valores 

menores que 3.56. 

Assim, 
 

Xn+1=fr(Xn) 

 

Xn+p=f ( Xn-(p-1)), (1.8) 
 
 

onde f representa a função quadrática de parâmetro controle r que define o mapa 

logístico, p representa o período de perturbação e =rk, sendo k a intensidade da 

perturbação. Devido à propriedade de sensibilidade às condições iniciais pequenas 

perturbações já são suficientes para promover a estabilidade do sistema; os valores de 

periodicidade p e intensidade k dos pulsos determinarão se o estado final alcançado será 

estável ou caótico (Figura 1.1). 

Como exemplo de método de perturbação externa pode-se citar o método GM 

(outra auto-homenagem, desta vez a Güemez e Matías) (Matías & Güemez 1994). No 

método GM procede-se por meio de perturbações periódicas do sistema que são 

proporcionais ao presente estado do sistema. Tomemos novamente a equação logística 

como exemplo. Aplicando-se o método GM teremos: 

 
Xn+1=fr(Xn) 
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Xn+p=fr( Xn-(p-1) )(1+ (1.9) 
 
 

onde p é período de perturbação e  representa a intensidade da perturbação. Repare 

que o parâmetro controle r é mantido constante e a perturbação ocorre no sistema como 

um todo. Ecologicamente pode-se pensar  como imigração e  como emigração 

sazonal dependente de densidade, para o caso de indivíduos de distribuição agrupada ou 

territorial respectivamente (Sole et al. 1999). 
 

Figura 1.1 Comportamento cíclico obtido a partir da aplicação do método de 

perturbação periódica sobre o mapa logístico Xn+1=rXn(1-Xn), após 80 iterações sob 

regime caótico; rc=3.57, perturbação k=0.117 e período p=2. 

 
Com o advento da Teoria do Controle do Caos, flutuações caóticas passaram a 

ser consideradas como desejáveis se o intuito final é obter estabilidade (Andrievskii & 

Fradkov 2003). De fato, Desharnais et al. (2001) conseguiram efetuar controle do caos 

em populações do besouro de farinha Tribolium castaneum sob condições específicas de 

laboratório, causando pequenas perturbações no número de adultos. Esta idéia de 

controle de caos em populações biológicas pode ser expandida para fins práticos, um 

exemplo a ser pensado seria com pragas de lavoura. Se essas se comportarem de 

maneira caótica, há a possibilidade teórica de controlar tais populações com 

perturbações pequenas e específicas, em parâmetros populacionais, talvez uma 

abordagem assim seja até mesmo economicamente mais vantajosa que os atuais 

métodos por meio de inseticidas (Suarez 1999). 

) 
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1.6 Um Organismo platônico + duas letras = dinâmica caótica 
 
 

Que grupos de organismos poderiam ser pensados como bons modelos para 

estudos em dinâmica caótica? Pensar-se em dinâmica caótica para populações de 

elefantes pode até ser plausível numa escala de tempo bastante longa, mas, tal escala de 

tempo é muito superior à vida de qualquer pesquisador (o leitor crítico pode argumentar 

que há bons pesquisadores que vivem mais de 80 anos e elefantes que não vivem mais 

que 18, ainda assim as coisas são bastante complicadas, isto porque series temporais 

curtas tornam mais difíceis a aplicação de métodos que distingam caos de ruído em 

séries temporais (Hastings et al. 1993; Scheffer et al. 2003). 

O grupo de organismos platônicos para se estudar dinâmica caótica seria um 

grupo com ciclo de vida muito curto, alta taxa reprodutiva intrínseca, com populações 

que oscilassem de tal modo que ocorressem picos de abundância que chamassem a 

atenção de todos (de vendedores de sorvete até autoridades políticas), que tivesse ampla 

distribuição mundial (assim dados de campo de ambientes distintos poderiam ser 

comparados) e para o qual a diversidade de espécies num mesmo habitat fosse alta o 

bastante para se procurar de maneira mais clara por mecanismos bióticos como 

competição interespecífica influindo sobre sua dinâmica. Bem, tal grupo platônico 

existe, acrescentemos duas letras ao nome platônico, um n de numeroso e um c de 

caótico após o a de abundante, temos então o termo planctônico. De fato, o tempo típico 

de uma geração de algas planctônicas é milhares de vezes mais curto que o de plantas 

terrestres ou elefantes, um verão em dinâmica planctônica é comparável a muitos 

séculos de sucessão terrestre (Rothhaupt 2000; Scheffer et al. 2003). 

Esses organismos platônicos, ou melhor, planctônicos, a muito chamam 

atenção dos ecólogos pela sua alta diversidade em lagos e oceanos apesar de utilizarem 

basicamente os mesmos recursos essenciais: luz e nutrientes. Hutchinson (1961) 

denominou de paradoxo do plâncton essa aparente contradição entre o principio de 

exclusão competitiva e a enorme diversidade planctônica observada na natureza. 

Estudos recentes demonstram que dinâmica caótica parece ser a solução para o 

paradoxo do plâncton O principio de exclusão competitiva só faz sentido se o sistema 

tende a um estado assintótico de equilíbrio no qual uma espécie exclui a outra. A idéia 

básica para a solução do paradoxo é que flutuações aparentemente erráticas devido a 

aspectos não lineares da própria comunidade impedem o sistema de alcançar este estado 
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de equilíbrio, mantendo assim a alta diversidade dos sistemas planctônicos (Scheffer et 

al. 2003; Huisman & Wessing 1999). 

O aspecto dos organismos planctônicos que chama a atenção de vendedores de 

sorvete a autoridades políticas, é o fenômeno de floração ou blooms algais; há centenas 

de casos mundiais de intoxicação e mesmo morte que se devem à ingestão de hepato e 

neurotoxinas liberadas por organismos fitoplanctônicos durante o processo de 

floração(Figueiredo et al. 2004; Codd 2000; Lagos et al. 1999). Esses problemas de 

ordem prática e teórica relacionados à dinâmica planctônica e a blooms algais levaram 

muitos pesquisadores a buscar, através da modelagem matemática e calibração de 

modelos, uma compreensão conceitual mais clara da dinâmica inerente a tais fenômenos 

(Hense & Bechman 2006; Mcgillicuddy et al. 1995). Huppert et al.(2005) 

demonstraram que, teoricamente, é possível que blooms algais sejam fenômenos que 

apresentam dinâmica de flutuações periódicas mas, com intensidade caótica. 

De fato são muitos os modelos matemáticos planctônicos que denotam 

comportamento caótico, apesar disto, e apesar do fato de o plâncton ser um grupo de 

organismos promissor para estudos experimentais de dinâmica caótica, até o momento o 

único trabalho existente com o intuito de se investigar caos experimentalmente em 

comunidades planctônicas é um estudo recente desenvolvido por Bennica et al. (2008). 

Nesse trabalho foram analisadas séries temporais obtidas de um ecossistema planctônico 

coletado no mar báltico e cultivado em laboratório sob condições ambientais constantes 

durante seis anos. O referido ecossistema planctônico consiste num mesocosmos 

composto por uma complexa cadeia alimentar, incluindo bactérias, várias espécies de 

fitoplâncton, espécies herbívoras e predadoras de zooplâncton e também organismos 

detritívoros. Os resultados encontrados mostram inequivocamente que existe dinâmica 

caótica para vários componentes da comunidade planctônica estudada, mesmo sob 

condições ambientais constantes ocorrem marcantes flutuações para os diversos grupos 

estudados. 

1.7 Sazonalidade e caos 

Diretamente relacionado ao fenômeno de surgimento de caos em sistemas 

ecológicos está o aspecto sazonalidade. Mudanças sazonais têm um papel fundamental 

na dinâmica de ecossistemas, comunidades e populações biológicas. A magnitude das 

variações sazonais é fator determinante na estruturação dessas dinâmicas. Trabalhos 

recentes apontam sazonalidade como o fator responsável por surgimento de dinâmica 
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caótica em modelos tróficos (Gakkhar & Naji 2003; Mandal et al. 2006). Se 

sazonalidade parece ser fator condicionante da dinâmica de sistemas tróficos, é razoável 

supor que a intensidade de sazonalidade seja algo fundamental para o comportamento 

de tais sistemas. De fato, Huppert et al. (2005) demonstraram que intensidade de 

sazonalidade é o parâmetro controle para ocorrência de dinâmica caótica em um modelo 

genérico para blooms algais. Upadhyay e Iyengar (2005) demonstraram que em modelos 

di e tri-tróficos a incorporação do aspecto sazonalidade altera de maneira considerável a 

complexidade de comportamento apresentado pelo sistema, incluindo-se o surgimento 

de comportamento caótico. 

Portanto, uma possibilidade teórica interessante é a de que, em modelos tróficos 

nos quais intensidade de sazonalidade seja o parâmetro determinante de dinâmica 

caótica, perturbações adequadas em tal parâmetro possam promover estabilidade. De 

fato, há alguns autores que especulam sobre a possibilidade de que pulsos de 

perturbação na sazonalidade funcionem como mecanismos naturais de estabilização 

(Sole et al. 1999). Fenômenos como geadas, entradas de massa de ar quente, ou mesmo 

alterações climáticas sistemáticas como el niño e la niña poderiam ser pensados como 

pulsos na sazonalidade. 

2. OBJETIVOS E HIPÓTESES 
 
 

Embora seja difícil quantificar com precisão as condições reais sob as quais um 

sistema trófico pode apresentar comportamento caótico, uma noção qualitativa de tais 

condições é algo perfeitamente viável. O objetivo desse trabalho é apresentar um 

modelo planctônico tri-trófico, a partir da introdução de um nível trófico a um sistema 

sazonal Nutrientes-Fitoplâncton proposto por Huppert et al. (2005) em busca de 

respostas às seguintes questões: 

i) Qual o efeito do componente zooplâncton sobre a estabilidade do modelo? 

ii)  Qual a intensidade e freqüência de pulsos na intensidade da sazonalidade 

que podem promover estabilidade ao sistema? 

 
As hipóteses a serem testadas com base nas perguntas anteriores são: 

i) O efeito de controle top-down pode promover estabilidade no modelo para 

valores de intensidade de sazonalidade para os quais o modelo seria caótico 

na ausência de zooplâncton; 
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ii) Pulsos de período e duração específicos na intensidade da sazonalidade 

podem controlar caos no modelo, é possível que alguns destes pulsos 

representem expressões em pequena escala temporal de fenômenos de 

alteração climática que afetem o regime de uma variável sazonal. 

 
 

3. METODOLOGIA 
 

Os dois tópicos seguintes elucidam a obtenção de dois conjuntos de resultados 

chaves para entendimento do trabalho, são eles os Diagramas de Bifurcação e os 

Expoentes de Lyapunov, por fim, o último tópico trata resumidamente dos aspectos 

computacionais envolvidos na obtenção dos resultados do presente trabalho. 

3.1 Diagramas de Bifurcação 

 
Bifurcação é o nome que se dá à perda de estabilidade estrutural de um sistema, 

o que implica numa mudança drástica no seu comportamento (Ferrara & Prado 1994). 

De maneira geral, há sempre um parâmetro que rege a dinâmica do sistema em estudo 

(às vezes existem vários parâmetros regendo a dinâmica de um sistema, em tais casos, é 

boa prática concentrar-se em um parâmetro por vez), tal parâmetro é denominado 

parâmetro controle. Há valores do parâmetro controle para os quais o sistema é estável e 

valores para os quais o sistema é caótico, bem como, valores nos quais ocorre a 

transição de comportamento, denominados pontos de bifurcação. 

Para se ter uma idéia global da dinâmica de um sistema faz-se uso de um gráfico 

que contenha no eixo x os valores do parâmetro controle e no eixo y os estados que o 

sistema adquire após um tempo longo de desenvolvimento (estados assintóticos). Tal 

gráfico denomina-se Diagrama de Bifurcação, e é um objeto de dimensão fracionária ou 

fractal (Figura 1.2). Para mapas ou fluxos multidimensionais é boa prática utilizar 

apenas os máximos locais versus o parâmetro controle na construção do diagrama de 

bifurcação. 

3.2 Quantificando o caos 
 
 

Provido de um conceito cientificamente preciso o caos pode ser mensurado. A 

principal métrica utilizada para tal fim denomina-se expoente de Lyapunov, e consiste 

basicamente numa medida da divergência exponencial de duas condições iniciais 
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x 

arbitrariamente próximas. Os expoentes de Lyapunov podem assim ser pensados como 

uma quantificação do efeito borboleta. Expoentes de Lyapunov positivos indicam 

comportamento caótico, expoentes negativos ou nulos representam estabilidade (ciclos 

limite ou foco estável). 

 
 
 
 
 
 
 
 
X 

 
 
 
 
 
 
 
 

r 
Figura 1.2. Exemplo clássico de um Diagrama de bifurcação. Estados assintóticos 

contra o parâmetro controle r, após 1000 iterações do mapa logístico, regido pela 

equação Xn+1=rXn(1-Xn). 

 
Formalizemos então a definição de Expoentes de Lyapunov. Seja um sistema 

dinâmico representado por um mapa f(x). Admitamos x1 e x2 como dois valores 

arbitrariamente próximos da variável x. Consideremos = x2 - x1 a distância inicial 

entre estes dois valores. Assim f(x1+ x) = f(x2), e a distância inicial entre os dois 

estados do sistema (em x1 e x2) é dada por f(x1+ x) - f(x1). Chamemos esta distância 

inicial de Assim, 

f(x1+ x) - f(x1) (1.1) 

Após uma iteração do mapa f(x), pode-se expressar a nova distância das órbitas 
 

de x1 e x2 por 

órbitas será dada por 

portanto após n iterações do mapa f(x), a distância entre as duas 
 
 

n=  en (1.2) 

isolando-se e substituindo (1.1) em (1.2) têm-se que 

=  e , 
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1 

n 
ln 

 

f n (x x) f n (x ) 
ln  1 1  (1.3) 

n f (x1 x) f (x1) 

onde f n representa a n-ésima iteração do mapa f(x) (Figura 1.1). Façamos então a 

distância inicial tender a zero, buscamos com isso que as duas condições iniciais difiram 

por uma distância infinitesimal. Façamos também o número de iterações tender ao 

infinito. Assim, 
1 f n (x x) f n (x ) 

lim  ln  1 1  (1.4). 
n x  0 n f (x1 x) f (x1 ) 

O valor de conforme dado em (1.4) representa o expoente de Lyapunov associado ao 

mapa f(x), e significa a taxa de divergência exponencial das duas condições iniciais f(x1) 

e f(x2) (Figura 1.1). Pela regra da cadeia, a expressão (1.4) pode ainda ser representada 

por 

1 (1.5) 
 

onde 
di ( f (x)) representa a derivada da i-ésima iteração do mapa f(x). 

dx 

Uma visão geométrica do conceito de expoentes de Lyapunov é baseada na taxa 

de expansão dos eixos de uma hiper-esfera especificada sobre uma base ortonormal 

(base vetorial ortogonal e com vetores de comprimento unitário), que desenvolve-se 

segundo as especificações de um fluxo. Cada eixo representa uma dimensão do sistema, 

e o fluxo deforma o comprimento dos eixos alterando assim o volume da hiper-esfera 

com o passar do tempo (Figura 3.2). Seja ci(0) o comprimento do i-ésimo eixo de uma 

hiper-esfera num tempo inicial t=0, o expoente de Lyapunov associado com a 

deformação causada por um fluxo é dado por 

1 ln ci (t) 
 

ci (0) (1.7). 

Ás vezes, não interessa saber qual o expoente de Lyapunov de cada uma das 

dimensões do sistema, mas, isto sim, se o mesmo apresenta expoente positivo para ao 

menos uma delas. Vale lembrar que Expoente de Lyapunov positivo para ao menos uma 

dimensão já é condição suficiente para que um sistema seja classificado como caótico. 

Em uma dimensão de expoente positivo ocorre expansão e dimensões que possuem 

expoente negativo são dimensões nas quais ocorre contração ou dobras, em decorrência 

lim 

n 
 
i 1 

di ( f (x)) 
dx 

lim n 
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n 

disto dinâmica caótica pode ser vista como o resultado de expansão em ao menos uma 

dimensão e contração e dobras em outras (Hirsch et al. 2004; Stewart 1991). 

A maneira usual de encontrar se há alguma dimensão com expoente positivo, e 

qual a taxa de expansão nesta direção, é seguindo-se uma condição próxima de uma 

trajetória de referência Tr, esta condição definirá uma trajetória que iremos chamar de 

T1. Essa trajetória T1 deverá ser seguida por um intervalo fixo de tempo tf, não 

demasiadamente longo, apenas o bastante para que o sistema ultrapasse o estado 

transiente (estado transiente é o estado que o sistema adquire nos instantes iniciais de 

desenvolvimento, e não reflete o verdadeiro comportamento do sistema que será distinto 

passado suficiente tempo). Computa-se o expoente de Lyapunov associado a essa 

trajetória T1. Esse primeiro expoente nos indica o quanto a trajetória T1 divergiu de Tr 

durante o tempo tf. Em seguida se estabelece uma nova condição inicial próxima a Tr, 

essa nova condição inicial definirá uma trajetória T2 seguida novamente por um tempo 

tf, assim, computa-se novamente o expoente de Lyapunov, agora para T2 durante um 

tempo tf e repete-se a operação para i próximas de Tr que configurarão i trajetórias 

(Figura 3.3). Assim, teremos um expoente de Lyapunov para cada trajetória i; o 

expoente de Lyapunov do sistema será uma média dos expoentes calculados para cada 

uma das i trajetórias. Assim, 

(1.6) 

 
Para sistemas com mais de uma dimensão, a expressão descrita em (1.6) nos 

permite saber se há alguma dimensão para o qual o sistema se expande (λ>0). 

 
1 iterações n 

Figura 3.1. Divergência exponencial após n iterações de duas órbitas inicialmente 

próximas de um sistema especificado por um mapa f(x). f n(x) representa a n-ésima 

iteração do mapa e n representa a distancia após n iterações. 

f n (x2) 

f 1 (x2) 
f(x) 

f 1(x1) 

f n (x1) 

 
 

 
 

 
lim i 
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expansão 
 
 
 
 
 

 

contração 
Figura 3.2. Deformação no tempo (t) do comprimento dos eixos (c1 e c2) de uma hiper- 

esfera por um fluxo. 

 
 
 
 
 
 

 
f(t) 

 
 
 

 

tf 2 tf 
t 

...i tf 

 
Figura 3.3. Estimativas do expoente de Lyapunov seguindo-se Ti trajetórias, oriundas 

de i condições iniciais estabelecidas a cada tf unidades de tempo ao redor de uma 

trajetória de referência Tr (azul). O expoente de Lyapunov será uma média dos 

expoentes 

trajetória Ti. 

calculados para a divergência entre a trajetória de referência Tr e cada 

3.3 Linguagens de programação e rotinas computacionais 
 
 

Estabelecemos a proposta de um modelo regido por um sistema de equações 

diferenciais não lineares, com o intuito de capturar os aspectos ecológicos mais 

i 

c1(0) c1(t) 

c2(0) Trajetória do 
fluxo c2(t) 

2 

1 

T1 T2 
Ti 

Tr 
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NP qN I 

relevantes de sistemas Nutrientes-Fitoplâncton-Zooplâncton. O modelo foi estudado 

através de métodos matemáticos específicos do estudo dos sistemas dinâmicos, tais 

como o método de integração numérica de Runge e Kutta para aproximar soluções de 

sistemas de equações diferenciais não lineares sem solução analítica, métodos de 

estimativas de expoentes de Lyapunov e o método de controle do caos por perturbações 

internas. 

Através do uso das linguagens de programação C e MAPLE, foram geradas 

diversas rotinas computacionais para cada foco de investigação, e por fim, foram 

estabelecidas extensivas series de simulações para estudo do comportamento dinâmico 

do sistema frente a variações nas variáveis e parâmetros considerados. 

 
 
 

4. RESULTADOS 
 

4.1 Construindo o modelo 
 
 

Huppert et al. (2005), apresentaram a seguinte proposta de modelo Nutrientes- 

Fitoplâncton, para dinâmica de blooms algais: 

 
dN 
dt (4.1) 
dP 
dt 

onde N representa a quantidade de nutrientes no corpo d´água, P representa 

fitoplâncton, I = entrada de nutrientes, q = precipitação de nutrientes, β é uma step 

function que representa  sazonalidade,  , para a estação favorável e 

, na estação desfavorável, e δ é a intensidade do efeito. Todos os 

parâmetros referidos têm caráter adimensional. Embora simples, o modelo oferece uma 

coerência lógica e ecológica que pode ser pensada em termos de lagos ou mesmo 

ecossistemas marinhos. Para certos valores específicos dos parâmetros, o modelo 

apresenta comportamento caótico, bem como uma modalidade de comportamento 

denominada UPCA (Uniforme Phase Chaotic Amplitude), caracterizado por flutuações 

de período constante, porém de amplitude caótica (Huppert et al. 2005). 

NP P 
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A função β, tem papel fundamental no comportamento dinâmico apresentado 

pelo modelo, pois o parâmetro δ, intensidade de sazonalidade, surge como parâmetro 

controle, e a rota para o caos se dá por meio de bifurcações que se intensificam com 

aumento do valor do parâmetro (Huppert et al. 2005). Retirando-se a função β a 

dinâmica do modelo restringe-se a uma dinâmica de equilíbrio (Figura 4.1). 

O modelo acima descrito apresenta uma extensa gama de comportamentos. No 

entanto, é uma simplificação bastante acentuada da dinâmica de interação organismos- 

recursos em sistemas aquáticos. Baseando-se no modelo acima descrito, nós 

desenvolvemos um modelo estruturalmente semelhante, porém, com acréscimo de mais 

uma dimensão, para capturar o efeito da dinâmica de Nutrientes-Fitoplâncton- 

Zooplâncton, sob ação da sazonalidade. 

Considere o seguinte sistema de equações diferenciais: 
 

dN a 
dt 

b (t)NP eN 

dP c 
dt 
dZ f 
dt 

(t)NP 
 

(t)PZ 

dPZ 

mZ 

(4.2) 

onde a e e representam taxas de entrada e saída de nutrientes, b,c,d, e f são parâmetros 

que representam taxas de consumo e eficiência, e m representa mortalidade do 

zooplâncton. A sazonalidade surge no modelo por meio da função, 

sen(  t) (4.3), 

onde 0≤δ≤1 representa a intensidade do efeito e ω determina o tamanho do período. 

Para um efeito de sazonalidade anual ω tem modulo igual a 2π. 

Tomando o modelo (4) em variáveis adimensionais têm-se que: 
 

N´ N , 
e 

ac 

P  ́ P , Z´ 
e 

Z 
e  

(4.4) 
I , q 

e 2 
, t´ 

b 
et, 

m 

Assim pode-se reescrever um novo sistema de equações diferenciais composto 

pelas variáveis adimensionais mostradas em (4.4). Deste modo, 
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dN 
dt 

(t)NP qN 

dP (t)NP PZ 
dt 
dZ (t)PZ Z 
dt 

(4.5) 

 
Apenas para facilitar a escrita usamos a mesma notação de (4.2), mas de agora 

em diante sempre que falarmos em ω, estaremos nos referindo a ω´, e o mesmo para os 

demais parâmetros. Portanto, o modelo descrito em (4.5) depende somente de quatro 

parâmetros, I, q, δ e ω. 

4.2 Domínio do Modelo 
 
 

O presente modelo visa o entendimento de sistemas Nutrientes-Fitoplâncton- 

Zooplâncton em lagos, no entanto, a lógica ecológica do modelo permite especular 

sobre generalidades pertinentes a modelos tri-tróficos gerais afetados por sazonalidade. 

4.3 Intensidade de Sazonalidade e Caos 
 

 
A dinâmica do modelo (4.5) é afetada de modo marcante pela função (t) 

descrita em (4.3). O parâmetro δ desta função controla a altura da curva senoidal, e, 

portanto, a intensidade da sazonalidade no modelo. Assim na ausência da função  (t), o 

modelo descrito em (4.5) apresenta comportamento simples, tendendo para pontos de 

equilíbrio estáveis para diversos valores dos parâmetros (Figura 4.2). Acrescentado-se 

ao modelo a função  (t), verifica-se uma gama de comportamentos distintos de um 

foco estável (Figura 4.3). 

Para ser ter uma idéia da dinâmica geral do sistema faz-se uso do diagrama de 

bifurcação dos máximos locais contra o parâmetro controle δ. Como se trata de um 

sistema tri-dimensional pode-se construir um diagrama de bifurcação para cada 

componente do modelo. As figuras de 4.4 a 4.6 ilustram tais diagramas de bifurcação. 

Os diagramas de bifurcação representados nas figuras 4.4 a 4.6 mostram que 

existem ciclos bem definidos para baixos valores de intensidade de sazonalidade δ, 

assim, para baixa sazonalidade o sistema comporta-se de maneira estável. À medida que 

se aumenta a intensidade da sazonalidade têm-se ciclos de período cada vez mais longo 

I 
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até se chegar a comportamento caótico. No entanto, para valores de δ muito elevados, o 

sistema volta novamente a ser estável, porém, com ciclos mais longos (Figura 4.7). Há, 

portanto, uma ampla região onde existe caos entre os extremos de baixa sazonalidade e 

alta sazonalidade. 

 
a) b) 

 

d) 

c) 
 

 
 

Figura 4.1. Soluções para o modelo descrito em (4.1). a) e c) Solução caótica com a 

função de sazonalidade 

foco estável sem a função 

ω=0.19, q=0;0012, I=0.02. 

. 

intensidade do efeito é δ=0.42. b) e d) Solução do tipo 

Para a) e b) vermelho=nutrientes; azul=fitoplâncton. 

Uma noção intuitiva de blooms algais pode ser obtida se pensarmos blooms 

como sendo picos de abundância em series temporais fitoplanctônicas. Seguindo tal 

abordagem intuitiva a Figura 4.4 nos mostra blooms algais das mais variadas extensões. 

t 

t 
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Estes blooms tendem a ser menores para baixa sazonalidade (pequenos valores de delta), 

de tamanho mais expressivo para forte efeito sazonal (altos valores de delta), e de 

tamanhos variados para valores intermediários de delta. 

 

 
a) b) 

 

 
 

Figura 4.2. Solução do tipo foco estável para o modelo descrito em (4.5) sem a função 

a) Espaço de fases, Z=zooplâncton, F=fitoplâncton e N=nutrientes. b) Séries 

temporais, curvas em azul=fitoplâncton, vermelho=zooplâncton e verde=nutrientes; 

ω=0.19, q=0.0012; I=0.02. 

 
 

4.4 Perturbando a perturbação e controlando caos 
 
 

O efeito sazonal é um componente do modelo descrito por (4.5). O caro leitor 

não se aborreça com a última frase que a esta altura parece demasiadamente trivial, o 

motivo de enfatizarmos tal ponto é que tradicionalmente trabalhos em modelagem 

trófica consideram sazonalidade como uma perturbação atuando sobre o sistema. Como 

visamos controle de caos, o parâmetro controle será perturbado com o objetivo de 

promover estabilidade no sistema. Deste modo, em nosso modelo, perturbação não é a 

sazonalidade em si, mas pulsos em sua intensidade. Seguindo a abordagem mais 
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tradicional poderíamos arriscar um trocadilho e falar que estamos perturbando a 

perturbação. 

Para a aplicação das perturbações periódicas no parâmetro controle nós 

determinamos um valor específico de δ denominado δc, que define uma vizinhança de 

valores δe< δc para os quais o sistema é estável e uma segunda vizinhança de valores 

δi δc para os quais o sistema é caótico. Para tal fim escolhemos δc =0.40. 

 
a) b) 

 

c) 

d) 
 

 
 

Figura 4.3. a) e c), solução em ciclos estáveis com δ=0.24 para o modelo descrito em 

(4.5), d) e e) solução caótica com δ=0.574., N=nutrientes, F=fitoplâncton, 

Z=zooplâncton; a) e b) verde=nutrientes, azul=fitoplâncton, vermelho=zooplâncton; 

ω=0.19; q:=0.0012; I=0.02. 
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a) 
 

 
b) 

 

 
Figura 4.4. Diagrama de Bifurcação para o sistema (4.5). Máximos locais para 

fitoplâncton (Fmax) contra intensidade de sazonalidade δ. a) delta de zero a 1. b) detalhe 

com delta de 0.2 a 0.7; ω=0.19; q:=0.0012; I=0.02. 
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Figura 4.5. Diagrama de Bifurcação para o sistema (4.5). Máximos locais para 

zooplâncton (Zmax) contra intensidade de sazonalidade δ; ω=0.19; q:=0.0012; I=0.02. 
 
 

 
Figura 4.6. Diagrama de Bifurcação para o sistema (4.5). Máximos locais para 

nutrientes (Nmax) contra intensidade de sazonalidade δ; ω=0.19; q:=0.0012; I=0.02. 
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t 

 

 
Figura 4.7. Ciclos periódicos para Fitoplâncton sob efeito de forte efeito sazonal (séries 

em vermelho) =0.629, e fraco efeito sazonal (séries em azul) =0.12, para o modelo 

descrito em (4.5); ω=0.19; q:=0.0012; I=0.02. 

 
Assim a cada período p, δc sofre uma perturbação μ, 0 ≤μ ≤1, de modo que: 

sen( t) 
 

 sen( (t p)) (4.6). 
 
 

As perturbações periódicas implicam em alterações na forma e na altura 

da curva senoidal da função que rege o modelo (Figura 4.8). Para μ=0 têm-se 

ausência de sazonalidade, e para μ=1 o sistema não é afetado por qualquer perturbação. 

Os resultados obtidos mostram que, para períodos curtos, mesmo baixas perturbações 

(elevados valores de μ) podem controlar comportamento caótico do modelo. Para pulsos 

em longos períodos somente grandes perturbações (baixos valores de μ) podem 

controlar caos no sistema (Figura 4.9). Controle do caos através de pequenas 

perturbações no parâmetro controle só é possível graças à propriedade de sensibilidade 

as condições iniciais, em sistemas que não possuem tal propriedade são necessárias 

fortes perturbações para que o sistema mude de comportamento. O principal efeito da 

sensibilidade às condições iniciais se reflete na divergência das séries temporais de 

populações  com tamanhos  iniciais  muito  próximos,  tal taxa  de  divergência  é 

 



33  

quantificada através do expoente de Lyapunov conforme descrito em (1.6) (Figura 

4.10). 

 
a) 

 
 

 
 

b) 
 

 
Figura 4.8. Alterações na curva senoidal conforme descrito em (6) sob ação de 

perturbações periódicas. a) =0.40, p=2. b) =0.90, p=2. 
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Figura 4.9. Estados assintóticos alcançados pelo sistema descrito em (4.5) após 

aplicação de perturbações periódicas de variados períodos e intensidade, μ=intensidade 

da perturbação, p=período. δc=0.40; ω=0.19; q=0.0012; I=0.02. 

 
Se pulsos na sazonalidade podem controlar caos para fraca sazonalidade, podem 

também promove-lo para fortes sazonalidades? Para investigar tal questão nós 

aplicamos pulsos para um valor distinto de δ. Nós escolhemos um valor δs que define 

uma vizinhança de valores δc< δs, para os quais o sistema é caótico e uma segunda 

vizinhança de valores δc  δs para os quais o sistema é estável. Para esta finalidade o 

valor escolhido foi δc=0.629, que representa forte efeito sazonal. 

Os estados assintóticos obtidos para perturbações em δc=0.629, nos revelam um 

padrão de resultados mais complexo que o obtido quando se perturba o sistema para 

baixas intensidades sazonais (δc=0.40). Embora, existam combinações específicas de 

período e intensidade de perturbação para os quais o sistema é estável, a maioria das 

combinações resulta em dinâmica caótica (Figura 4.11). 
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Figura 4.10. Sensibilidade às condições iniciais para a dimensão fitoplanctônica do 

modelo descrito em (4.5). a) Séries temporais, em azul, P(0)=0.01, em vermelho 

P(0)=0.02; δ=0.572; b) Expoentes de Lyapunov λ conforme descrito em (1.6), para 

fitoplâncton em distintos valores de intensidades de sazonalidade δ; ω=0.19; q=0.0012; 

I=0.02. 
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Figura 4.11. Estados assintóticos alcançados pelo sistema descrito em (4.5) após 

aplicação de perturbações periódicas de variados períodos e intensidade, μ=intensidade 

da perturbação; p=período; δc=0.629; ω=0.19; q=0.0012; I=0.02. 

 
Visualizando-se as séries temporais e trajetórias no espaço de fases obtidas na 

presença e na ausência de perturbações é possível se ter uma idéia mais clara de como 

elas afetam a estabilidade do sistema (Figura 4.12). O sistema controlado se comporta 

como se seguisse um ciclo periódico estável, no entanto, uma vez cessada a perturbação, 

a dinâmica volta a ser caótica. Já para valores elevados de sazonalidade, os pulsos 

podem gerar comportamento caótico (Figura 4.13), em tais casos, a trajetória obtida é 

mais complexa que trajetórias caóticas sem perturbação, como aquela demonstrada na 

Figura 4.3. 
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a) b) 
 

 
c) d) 

 
 

 

 
 

Figura 4.12. Controle do caos demonstrado através das trajetórias e séries temporais 

apresentadas pelo modelo descrito em (4.5) na presença e ausência de perturbação. a) e 

c) perturbação =0.1, p=2. b) e d) ausência de perturbação. δ=0.40; ω=0.19; q=0.0012; 

I=0.02. 
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a) b) 
 

c) d) 
 
 
 

 

 
Figura 4.13. Perturbações periódicas promovendo caos para sazonalidade elevada, 

δ=0.629 no modelo descrito em (4.5). a) e c) perturbação =0.3, p=2. b) e d) Ausência 

de perturbação. 

 
 

4.5 Mortalidade do zooplâncton e estabilidade do modelo 
 
 

A taxa de mortalidade m do zooplâncton influi diretamente no valor do 

parâmetro ω já que para efeito de forcing anual este é dado por: 

ω=2π/m (4.7) 
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assim, para uma taxa de mortalidade m=0 a expressão (4.7) não é definida, no entanto, 

para demais valores de m têm-se que ω varia de maneira inversamente proporcional a m, 

portanto, um aumento em ω de dez vezes, implica numa redução em m de dez vezes e 

assim sucessivamente. Podemos então investigar o efeito da mortalidade do zooplâncton 

sobre a dinâmica do modelo através de um diagrama de bifurcação tendo ω como 

parâmetro controle e mantendo os demais parâmetros em valores que implicariam em 

caos (Figura 4.14). 

Os resultados obtidos mostram que alta mortalidade de zooplâncton implica em 

oscilações periódicas de máximos elevados para populações fitoplanctônicas, já para 

baixas mortalidades (elevados valores de ω), têm-se ciclos com máximos bastante 

reduzidos em comparação com os máximos em alta mortalidade. Já para mortalidades 

intermediárias entre estes dois extremos, têm-se comportamento caótico (Figura 4.14). 
 

 
Figura 4.14. Diagrama de Bifurcação para o sistema (4.5). Máximos locais para 

fitoplâncton (Fmax) contra o parâmetro ω, dado por ω=2π/m, onde m representa 

mortalidade do zooplâncton; q:=0.0012; I=0.02; δ=0.572. 
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5. DISCUSSÃO 
 
 
 

5.1 Sistemas tri-tróficos, controle top-down e comportamento complexo 
 

 
O modelo para blooms algais proposto por Huppert et al. (2005) permite 

considerações interessantes a despeito do fenômeno e sua dinâmica, tais como, a 

ocorrência de um tipo de comportamento denominado UPCA (Uniforme Phase 

evolution of Chaotic Amplitude) que implica em blooms algais periódicos, mas de 

tamanhos caóticos. No entanto, modelos Nutrientes-Fitoplâncton podem ser pensados 

como um caso específico derivado da lógica teórica geral pertinente a modelos tri- 

tróficos NFZ (Nutrientes-Fitoplâncton-Zooplâncton). 

O primeiro questionamento que direcionou nossa abordagem investigativa foi: 

a adição do zooplâncton ao sistema de equações proposto por Huppert et al. (2005) 

poderia estabilizar o sistema para um valor de intensidade de sazonalidade no qual caos 

ocorreria sem a presença da pressão de herbivoria? A adição de mais uma dimensão não 

destrói o comportamento caótico do sistema, no entanto, a taxa de mortalidade do 

zooplâncton passa agora a ser incorporada na dinâmica do sistema e a influir 

diretamente sobre ela (Figura 4.14). Assim, baixas taxas de mortalidade do zooplâncton, 

que implicam em elevados valores para ω, conforme (4.7), fazem com que o 

fitoplâncton tenha máximos de abundância três vezes menor que em situações de baixas 

mortalidades, e se comporte de maneira periódica e não mais caótica. 

Embora percamos uma solução analítica explicita com a adição de mais uma 

dimensão, ganhamos em compreensão conceitual e de mecanismos influindo sobre a 

dinâmica de populações fitoplanctônicas. Que mecanismos tróficos naturais 

promoveriam altas e baixas mortalidades para zooplâncton? Pensando-se em 

mecanismos bióticos pode-se especular sobre ação de peixes planctívoros ou 

disponibilidade de esconderijo por macrófitas como processos que implicariam em 

aumento ou diminuição na taxa de mortalidade m (Stephen et al. 1998). Algumas 

espécies de fitoplâncton chegam a produzir toxinas especificas que reduzem a pressão 

de herbivoria do zooplâncton sobre si mesmas (Chattopadhyay & Sarkar 2003). 
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Aumento na salinidade do corpo d´água também é um fator que contribui de maneira 

negativa para crescimento de populações zooplânctonicas (Edwards & Brindley 1999). 

Não pretendemos aqui adotar uma postura absoluta defendendo que modelos 

com efeito de controle top-down são melhores que modelos bottom-up, porém, 

desprezar o zooplâncton como um componente para a modelagem da dinâmica de 

populações fitoplanctônicas pode significar uma simplificação demasiada, se o intuito 

final é generalidade, e acarretar em perda de compreensão conceitual (embora permita a 

construção de soluções analíticas), bem como de mecanismos que influenciem a 

dinâmica dessas populações, dinâmica essa de caráter mais geral e da qual blooms algais 

emergem como conseqüência. 

Apesar do fato de modelos de controle bottom-up se adequarem bem a algumas 

séries de dados é razoável que sejamos cautelosos ao tentar fazer amplas generalizações 

sem levar em conta o efeito do zooplâncton sobre o sistema. 

 
 

5.2 Sazonalidade e Perturbação em sistemas tróficos 
 
 

Variações sazonais implicam em mudanças no nível de nutrientes e volume de 

um corpo d’água, o que provavelmente afeta também a força das interações tróficas em 

uma comunidade planctônica. Considerando o fato de que organismos planctônicos 

possuem alta relação superfície/volume e gerações muito curtas, é razoável esperar que 

populações planctônicas devam ser muito sensíveis a variações ambientais (Scheffer et 

al. 2003). A drástica mudança de comportamento que o modelo sofre com exclusão do 

efeito sazonal (Figura 4.1) sugere que modelos planctônicos que não incorporem efeitos 

de variação sazonal na constituição de suas equações talvez demonstrem 

comportamentos muito simples em comparação com o de sistemas reais, já que estes 

sofrem inequivocamente a ação da sazonalidade. Obviamente, as funções matemáticas 

utilizadas para modelar resposta funcional têm um papel crucial aqui (Hastings & 

Powell 1991; McCann & Yodzis 1994), já que, modelos planctônicos tri-tróficos com 

respostas não lineares demonstram comportamento caótico sem necessariamente 

incorporarem ação de efeito sazonal (Franks 2002). 

Se pensarmos na intensidade de sazonalidade como uma quantidade que varia 

continuamente, então caos não é esperado nos dois extremos (baixa sazonalidade e alta 
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sazonalidade), no entanto, surge em uma larga região intermediária entre eles. Um 

aspecto bastante interessante é que nos dois extremos temos comportamento cíclico, 

mas estes ciclos possuem máximos de abundância fitoplanctônica consideravelmente 

maiores em regiões de alta sazonalidade, em comparação com os ciclos de regiões com 

fraco efeito sazonal. Assim, uma predição direcional que nosso trabalho gera é a de que 

blooms algais tenham amplitude maiores em regiões com forte efeito sazonal. 

 
 

5.3 Mudanças climáticas que perturbam periodicamente a perturbação 
 
 

Em nosso modelo, sazonalidade não é considerada uma perturbação em si, mas, 

isto sim, vista como um componente do sistema. As perturbações que podem controlar 

caos para valores de baixa sazonalidade e gerar caos para valores de alta sazonalidade 

implicariam em alterações no ritmo sazonal regular. De um ponto de vista puramente 

matemático, têm-se um parâmetro controle que é perturbado através dos métodos de 

estabilização pertinentes ao estudo de sistemas caóticos e obtêm-se com a aplicação 

destes métodos comportamento estável (Andrievskii & Fradkov 2003). Mas, o que 

exatamente seriam pulsos na sazonalidade pensando-se em termos reais? A função (t) 

se comporta de maneira análoga a uma variável como precipitação ou temperatura 

média anual (que se comportam de maneira periódica no tempo) e afeta todas as 

dimensões tróficas do sistema descrito em (4.5). Pensando-se em (t) como precipitação 

média anual, os pulsos na sazonalidade representariam assim mudanças climáticas que 

se traduziriam em alteração das curvas anuais de precipitação. Como classicamente 

considera-se sazonalidade como uma forma de perturbação influindo sobre a dinâmica 

do sistema, mudanças climáticas seriam então perturbações na perturbação. 

Que mecanismos implicariam em mudanças climáticas atuando sobre a 

sazonalidade de modo similar às perturbações sistemáticas de nossas simulações? Este é 

um questionamento que permanece em aberto, no entanto, com base em nossos 

resultados, podemos afirmar que para que mudanças pequenas possam ser capazes de 

gerar e controlar caos em sistemas tróficos, elas devem se expressar por meio de 

alterações nas curvas anuais de uma variável sazonal, como por exemplo, precipitação 

anual, fazendo com que alguns pontos destas curvas sejam desviados periodicamente da 

curva anual regular (Figura 4.8). Somente um fenômeno climático que se expressasse 

desta forma poderia se manifestar com efeito semelhante ao descrito por pulsos 
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c 

c 

periódicos sobre a curva sazonal em nosso modelo. As curvas na Figura 4.8 mostram 

que tal deslocamento de alguns pontos da curva não se traduz em uma nova curva 

senoidal, mas isto sim gera outra curva, de padrão distinto da curva senoidal, composta 

por pontos mistos entre uma nova curva que surgiria caso se deslocassem todos os 

pontos e a curva regular (sem a perturbação). 

Olhando-se para a forma um tanto quanto bizarra da curva obtida através das 

perturbações periódicas da função (t), talvez seja mais plausível se pensar nas 

alterações climáticas desviando as curvas anuais de precipitação através de mudanças 

em toda a curva, achatando-a de vez, ou esticando-a de vez. Mas estas seriam 

perturbações drásticas, e em tal caso toda a dinâmica se reduziria ao que foi exposto nos 

diagramas de bifurcação, pois as mudanças climáticas seriam mudanças permanentes na 

intensidade da sazonalidade, ou em termos do modelo, alterações permanentes nos 

valores de Deste modo o sistema adquiriria, após passado o estado transiente, o 

comportamento previsto pelos diagramas de bifurcação para o novo valor de (Figuras 

4.4 a 4.6). 

Neste contexto, mudanças climáticas em locais de forte sazonalidade, por 

exemplo =0.629, que reduzissem a altura da curva senoidal de (t) para um novo 

parâmetro, digamos para algo como 0.6, já seria suficiente para promover caos nos 

sistemas planctônicos e disparar blooms algais nestas localidades. Da mesma maneira, 

para locais de baixa sazonalidade, por exemplo, =0.40, uma mudança climática que 

promovesse uma redução na altura da curva de tal modo que o novo valor de delta 

pudesse ser ajustado para tornaria mais regular a dinâmica de sistemas 

planctônicos nesta localidade, suprimindo (não controlando) o caos. É possível que 

fenômenos climáticos como el-niño possam se expressar desta maneira, alterando assim 

a estabilidade de sistemas planctônicos e afetando assim o regime de ocorrência de 

blooms algais. 

Modelar-se um cenário em que mudanças climáticas implicam em alterações nos 

valores de de maneira brusca e não através de minuciosas perturbações, nos conduz a 

um contexto matematicamente mais simples onde as regras do jogo são mudadas depois 

que o jogo já se iniciou, ou seja, é como se o desenvolvimento das equações fosse 

iniciado a partir de um novo ponto com novas condições iniciais e um novo valor do 

parâmetro controle (este novo valor seria causado pelas alterações climáticas). Isto não 

significa controle do caos, significa apenas que o sistema sofreu uma mudança brusca 
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a 

no parâmetro controle, a idéia de controle do caos é inerentemente ligada a mudanças 

sutis no parâmetro controle. 

Claramente todas essas especulações teóricas dependem fundamentalmente da 

escolha dos valores de sofrerem alterações (sejam elas bruscas ou sutis), isto implica 

que especular-se sobre controle ou supressão de caos por mudanças climáticas depende 

fundamentalmente da localidade geográfica em questão, pois isto determina o valor de 

 
 

6. CONCLUSÃO 

 
Modelos planctônicos que incluam o aspecto sazonal influindo sobre a dinâmica 

de suas variáveis podem apresentar comportamento mais complexo que suas versões 

simplificadas, sem ação de sazonalidade. Diferentes intensidades de sazonalidade 

implicam na prática em diferentes regiões geográficas, os resultados apontam para a 

predição testável de que ciclos estáveis terão maior amplitude em regiões de maior 

sazonalidade, e que caos não é esperado em regiões com sazonalidade fraca ou muito 

intensa. 

Quando se inclui o aspecto sazonal em modelos planctônicos, mesmo um 

sistema di-trófico (Nutrientes-Fitoplâncton) pode apresentar comportamento complexo, 

de ciclos de longo período a dinâmica caótica. A adição de mais uma dimensão a um 

sistema assim representado, trás à tona a importância do controle top-down sobre a 

dinâmica do sistema. Mesmo para valores de intensidade de sazonalidade para os quais 

o modelo tri-trófico apresenta dinâmica caótica, a pressão de herbivoria pode suprimi-la, 

dando lugar a ciclos estáveis conforme se varia a taxa de mortalidade do zooplâncton. 

Isto ressalta a importância da inclusão do zooplâncton em modelos que visem 

entendimento da dinâmica de blooms algais. Do ponto de vista puramente pragmático, 

modelos di-tróficos podem se ajustar bem a dados reais de séries temporais, porém, 

talvez perca-se muito em generalização e na compreensão de mecanismos quando se 

ignora o efeito do zooplâncton. 

Sazonalidade fraca e forte implicam em comportamento cíclico, para 

sazonalidades fortes os ciclos são maiores, portanto, a amplitude de blooms algais deve 

ser maior em locais com forte sazonalidade que em locais de fraca sazonalidade, entre 

estes dois extremos, têm-se comportamento caótico. 

. 
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O controle e a promoção de caos através de pequenas perturbações na 

intensidade da sazonalidade parecem refletir a maneira como mudanças climáticas 

deveriam afetar a dinâmica de sistemas planctônicos de modo a alterar qualitativamente 

seu comportamento. As perturbações se refletiriam em alterações nas curvas anuais de 

variáveis sazonais, tais como precipitação anual ou temperatura média. 
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