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Resumo

Gomes, Alacyr José. Geometria Extrinseca de Campos de Vetores
em R3. Goiania, 2016. 128p. Tese de Doutorado. Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho consideramos inicialmente campos de vetores regulares n : R? — R3
e sua distribui¢oes ortogonais de planos A,. Apresentamos uma caracterizacao da

curvatura normal associada a 1 e do sistema de equagoes diferenciais implicitas,
2(Dn(dr),dr,n) + { rot(n),n) - (dr,dr) =0, (dr,n) =0,

que definem duas folheacoes unidimensionais singulares e ortogonais, denominadas
de folheagoes principais e cujas folhas sao as linhas principais da distribuicao A,,.
A seguir descrevemos as configuragoes das folheagbes principais, numa vizinhancga
dos pontos singulares genéricos que constituem uma curva regular em R*, denomi-
nados de pontos parcialmente umbilicos Darbouxianos e semi-Darbouxianos. Depois
estudamos a estabilidade das linhas principais fechadas e apresentamos também um
resultado de genericidade do tipo Kupka-Smale. Na parte final, estudamos a es-
trutura dos pontos singulares das folheagoes principais na vizinhanca de um ponto

singular hiperbolico do campo de vetores 7.

Palavras—chave
Campos de vetores, Distribuicao de planos, Equagoes diferenciais implici-

tas, Pontos parcialmente umbilicos, Linhas principais.



Abstract

Gomes, Alacyr José. Extrinsic Geometry of Vector Fields in R3.
Goiania, 2016. 128p. PhD. Thesis. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.

In this work we first consider regular vector fields n : R* — R? and its orthogonal
distribution of planes. We present a characterization of the normal curvature

associated to n and the system of implicit differential equations

2(Dn(dr),dr,n) + ( rot(n),n) - (dr,dr) =0, (dr,n) =0,

which define two one-dimensional singular and orthogonal foliations, which we call by
principal foliations and whose leaves are the principal lines of the distribution A,,.
Next we describe the configurations of the principal foliations in a neighborhood
of the generic singular points that constitutes a regular curve in R?, which are
denoted by Darbouxian umbilic partially points and semi-Darbouxian. We proceed
by studying the stability of the closed principal lines and we also present a Kupka-
Smale genericity result. To conclude, we study the structure of the singularities of
the principal foliations in a neighborhood of a singular hyperbolic point of the vector
field 7.

Keywords
Vector fields, Plane distribution, Implicit differential equations, Partially

umbilic points, Principal lines.
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INTRODUCAO

Na geometria diferencial classica ¢ comum o estudo de campos de vetores
normais a uma superficie em um espago Euclidiano tridimensional, e muitos invari-
antes métricos da superficie podem ser analisados com o auxilio de campos de vetores
normais, por isso o nome geometria de campos de vetores ou de maneira equivalente,
geometria da distribui¢ao de planos ortogonais ao campo de vetores. Este caso é de-
nominado holonémico. Uma distribuicao de planos pode ser estudada num contexto
mais amplo, ou seja, quando nao for completamente integravel segundo Frobenius,
conhecido na mecanica como caso nao holonémico. A fundamentacao teoérica dos
campos de vetores deste trabalho esté baseada no livro de Aminov [1], que em seu
texto cita que os fundamentos da geometria dos campos de vetores foram propostos
por A. Voss no final do século XIX e seguidos nos trabalhos de Carathéodory, Lili-
ental e Darboux. Em seu trabalho A. Voss definiu as nog¢oes de linhas de curvaturas
e linhas assintoticas associadas a campos de vetores e considerou algumas classes
especiais de campos vetoriais e sistemas mecanicos com restri¢goes nao holonémicos.

Em 1982 Gutierrez e Sotomayor no artigo [18], fizeram uma analise qualita-
tiva das configuragoes das linhas de curvaturas principais no caso holonémico. Estes
autores consideraram uma imersao o : M? — R3, onde M? é uma variedade de
dimensao 2 compacta e orientada. Mais tarde em 1989, Garcia, R. A. em sua tese
de doutorado, fez uma analise qualitativa das configuracoes das linhas principais,
na vizinhanga dos pontos singulares denominados pontos parcialmente umbilicos,
considerando uma imersao a : M? — R* de uma variedade compacta M? de
dimensao 3 em R*. Posteriormente em 2012 Lopes, D., em sua tese de doutorado
estudou as bifurcagdes dos pontos parcialmente umbilicos. Veja [7], [8], [12] e [13].

Neste trabalho motivado pelas linhas de curvaturas de uma distribuicao de
planos no caso holonémico, iremos analisar e apresentar resultados qualitativos de
equacoes diferenciais implicitas que definem curvas associadas a uma distribuicao de
planos em R?, nos casos holonémicos e nao holonémicos. Por tradicao também de-
nominaremos essas curvas de linhas principais (linhas de curvaturas). As folheacoes
integrais associadas denominaremos de folheacoes principais F; e F». Iremos anali-

sar essas curvas na vizinhanga dos pontos parcialmente umbilicos, singularidades das
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equacoes diferenciais implicitas e das o6rbitas fechadas e também na vizinhanca de
pontos singulares hiperboélicos do campo de vetores ortogonal ao campo de planos.

No capitulo 1 vamos considerar um campo de vetores regular  : R® — R?
de classe C", r > 2 e uma distribuigao de planos A, associada. Em seguida definimos
a curvatura normal do campo de vetores unitarios n ou curvatura da distribuicao de

planos A,, numa carta r = (s,v,w) de R?, por

(Dn(dr), dr)

foy(dr) = = (dr,dr)

(0.1)

sendo a distribui¢ao de planos completamente integravel ou nao.
Em seguida determinamos um sistema de equacoes diferenciais implicitas
que caracterizam os campos de dire¢coes méaximas e minimas, segundo um problema

de multiplicadores de Lagrange, dado por

Ly -ds® + Ly - dsdv + Ls - dsdw + Ly - dv® + Ls - dvdw + Lg - dw® =0 (0.2)
m-ds—+mne-dv+mn3-dw=0 (0.3)

com L; = Li(s,v,w),i=1,2,3,4,56 e n; = n;(s,v,w), i = 1,2,3, dados por
dnz O dnz . Om Ony O
Li—=n (28 _ YR s omy (92 9
! m(@v ow T 85+8w T 6’s+8v ’

0 0 0 0
Ly = —2771%3 + 2772%3 — 213 (ﬂ - ﬂ) ;

9 9 do  Ds
Ina Ong  Om\ , On
L3_2”Ias+22(a Ds w0

equivalentemente supondo 7, # 0, podemos determinar ds na equagao (0.3) e

substituindo em (0.2) temos,

L(s,v,w)dw?® + M (s,v,w)dwdv + N(s,v,w)dv* = 0, (0.4)
(s, v, w)ds + no(s, v, w)dv + n3(s, v, w)dw = 0. (0.5)

Analogamente para 7y # 0 e 13 # 0.

No capitulo 2 iremos determinar o comportamento local das folheagoes F; e
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F>, nas vizinhangas das singularidades da equacao diferencial implicita (0.4), cujas
solugoes regulares sao denominadas de folheacoes principais e cujas singularidades,
definidas por L(s,v,w) = M(s,v,w) = N(s,v,w) = 0 sdo denominadas de pontos
parcialmente umbilicos. Serao demonstrados resultados que caracterizam os 3 tipos
genéricos de pontos parcialmente umbilicos. Mantendo a tradi¢ao, denominaremos
de Darbouxianos Dy, Dy e D3, ver figuras 2.1 e 2.2, e o comportamento das folheagoes
principais nas vizinhancas destes pontos. Também apresentaremos resultados sobre
pontos que denominaremos de semi-Darbouxianos, pontos estes denotados por Dis
e Dog ( ver figuras 2.3 e 2.4). Estes resultados sao anéalogos aos obtidos por Garcia,
R. A. em sua tese de doutorado e Garcia, R. [§8], e aos resultados do trabalho de

Lopes, D., Sotomayor, J. e Garcia, R. A. em [13].

No capitulo 3 vamos analisar as folhas compactas ou linhas principais com-
pactas que denominaremos de ciclos principais das folheacoes regulares, determi-
nadas pelas equagdes implicitas (0.4) e (0.5), e também as orbitas periddicas do
proprio campo 7). Para isto iremos usar um referencial ortonormal definido ao longo
da linha principal e estendé-lo a um sistema de coordenadas adequado numa vizi-
nhanca tubular da linha principal fechada. Determinamos a equacao variacional que
a derivada da transformagao de Poincaré (transformacao de primeiro retorno) deve

satisfazer. Temos que 7'(0) = U(l), onde U é a solugao da equagao diferencial

U= MU (0.6)
U0) =1,
Cco1m
MH(S) M12(S)
M(s) = : (0.7)
—k3<8) B2(S)
(§
d
—kg(s) El(s) + kl(S) + Fl(s) BQ(S) - 2A1(8) + Blo(s) + fFl(S)
vy (B0 70 +RO ) + B0+ )

2(k2(5) - F1(5)>

k1(5)Ba(s) — Aa(s)Fi(s) + (232(8) _ Al(s)) Fos) + Bu(s) + %Fg(s)
2 (kg(s) — F1 (8))

M12(S) = kg(s) —+

Em seguida usaremos estas equagoes para obter através de uma perturbagao do
campo 7, um campo 7., € — C" proximo de 7, no qual a curva y é um ciclo principal

hiperbélico da folheacao principal F;. Para isso faremos uso de resultados da teoria
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de controle que apresentamos no apéndice C, e podem ser encontrados em Coron,
J. -M. [4], pag. 3 - 16 e Rifford e Ruggiero [17].

No capitulo 4 vamos demonstrar resultados relativos a conjuntos invariantes
obtidos nos capitulos 2 e 3, conjuntos estes denominados de superficies separatrizes
parcialmente umbilicas e superficies assintoticas aos ciclos principais hiperbélicos.
Aqui também faremos uso de resultados da teoria de controle encontrados em Coron,
J. -M. [4], pag. 11 e Chang, A. [3]. Em seguida vamos demonstrar resultados de
genericidade do tipo Kupka-Smale na topologia de Whitney em X1 (R?) (conjunto
dos campos regulares de classe C"), que apresentaremos no apéndice D e se

encontram em Peixoto [15].

No capitulo 5 vamos considerar um campo de vetores 1 que tenha uma
singularidade hiperbdlica isolada, podemos observar que as equagoes diferenciais

implicitas que caracterizam as linhas principais da distribuicao de planos 4, ainda

m
sao validas. Vamos exibir as configuragoes principais de dois exemplos de campos
de vetores 7, uma cuja distribuicao de planos A, ¢é completamente integravel e
outro cuja distribuicao de planos nao é completamente integravel. No primeiro
caso veremos que o conjunto parcialmente umbilico é constituido de duas retas
que concorrem na origem e suas configuragoes principais sao como no sistema
triplamente ortogonal de superficies de Dupin (ver figuras 5.1 e 5.2). No segundo
caso mostraremos que o conjunto parcialmente umbilico é uma reta dupla que passa
pela origem (ver figuras 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7).

Mostraremos também, para uma classe de campos de vetores lineares 7
que contempla todos os tipos hiperbdlicos que, genericamente, o conjunto dos
pontos parcialmente umbilicos da distribuigao de planos A, ¢ a uniao de duas retas
concorrentes, ver Proposicao 5.6 e Exemplo 5.7.

Em seguida mostraremos que para um campo de vetores 1 de classe
C", r > 2, com singularidade hiperbélica na origem, cujo conjunto parcialmente
umbilico da distribuicao de planos associado a sua linearizacao seja a uniao de
duas retas concorrentes na origem, o conjunto parcialmente umbilico da distribuigao
A, & a uniao de duas curvas regulares v, e 72, com v(0) = 7»(0) = (0,0,0) e

1(0) A3(0) # (0,0,0).



CAPITULO 1

CARACTERIZACAO DAS LINHAS DE
CURVATURAS DE UM CAMPO

1.1 Curvatura normal de um campo

Nesta secao iremos apresentar os conceitos e resultados preliminares que
serao usados no decorrer deste trabalho.

Dado um campo de vetores n = (1m:1(s,v,w), n2(s, v, w), n3(s,v,w)) regular
em R3, de classe C", r > 2, associado a este campo temos uma distribuicao de planos
ortogonal a 77 que denotaremos por A,. Essa distribuicao de planos é completamente
integravel se, e somente se, ( rotn,n) = 0, onde (-, -) denota o produto interno usual
em R?, ver Teorema de Frobenius [20] pag. 192.

Considere um plano A, da distribuicao A, passando por um ponto Fj e
um vetor dr = (ds,dv,dw) contido neste plano tal que PyP = dr, seja n(P) o
representante do campo 7 no ponto P e tome sua projecao ortogonal 7(P) no plano
definido pelo vetor n(Fy) e a direcdo dr que determina um éangulo ¢ com 7(F),
conforme figura 1.1. Definimos a curvatura normal do campo 7 unitario na dire¢ao

dr, ou curvatura normal da distribuicao A, na direcao dr, por
ky(dr) = lim — 2. (1.1)

Quando P — F, temos que seny e ¢ sao de mesma ordem infinitesimal,

como Tj(P) e a projegao de n(P) no plano definido por n(F) e o vetor direcional dr
n(P), dr) _ (n(P),dr) (n(P), dr)

aE @ Y T )

podemos escrever

numa vizinhanca de F,

temos que

n(P) = n(F) + Dn(dr) + O(dr), (1.2)

onde Dn denota a diferencial do campo 7, obtendo assim
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e —senp —@(PLd) 1

k,(d = 1 — = = .

)= BT = A T~ AR )] ]
_ iy —\() + Dildr) + O(dr),dr) _ (Dn(dr), dr)
- PRk [7(P)] - |dr|? - (drdr)

pois |7(P)| — |n(Py)| = 1, quando P — P,. Para mais detalhes ver Aminov [1],
pag 8.

Figura 1.1: Definicao da curvatura do campo 1.

Observamos que a expressao obtida para a curvatura normal do campo n

ou da distribuigao de planos A,

Dn(dr), dr)

() =~ 2L, (13)

depende apenas da diregao dr e nao de sua norma. O caso holonémico, ou seja,
quando a distribuicao de planos A, ¢ completamente integrével, a curvatura normal
do campo na direcao dr coincide com o conceito de curvatura normal associado a
superficie. Variando a direcao dr no circulo unitario ' que é um conjunto compacto
do plano, temos uma dire¢ao maxima e minima para a curvatura normal do campo,
que determinaremos a seguir.

Dado o campo unitario regular n = (n1,m2,73), com n; = n;(r), r =
(s,v,w) € R3 i = 1,2,3, funcoes de classe C*, k > 2, denote por Dn(dr) =
(dny (1), dna(r), dns(r)), dr = (ds,dv,dw) e dn;(dr) = (Vn;,dr). Considere o pro-

blema de multiplicador de Lagrange:

Vk,(dr)=X-VG(dr), G(dr)= (n,dr). (1.4)
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Diferenciando (1.3) em relagao a variavel dr temos

((Dn(v),dr) + (Dn(dr),v)) - {dr,dr) — 2{dr,v)(Dn(dr), dr)

Dk, (dr)(v) = — e
= ﬁ (2(Dn(dr).dr) - dr — (D + Dif)(dr) - (drdr),v).
logo
Vk, (dr) = <dnldr>2 (2Dn(dr).dr) - dr — (Dy+ Do )(dr) - (dr, dr)).

como VG(dr) =1, temos a equagao de autovetores

<d7“ dT>2 (2<Dn(d7”), dT) ~dr — (Dn + Dnt)(dr) . <d7“, dT‘>) =\ 7. (1.5)

Como |n| =1 e usando o fato que (n,dr) = 0, fazendo o produto interno entre (1.5)

e 1 determinamos

_ [/ (Dn+ Dn)(dr)
A= < (dr,dr) ’n> ’ (1.6)

voltando na equagao (1.5) e substituindo o valor de A temos
2(Dn(dr),dr) - dr — (Dn + Dn")(dr) - (dr,dr) + ((Dn + Dn')(dr),n) - n - (dr,dr) = 0.(1.7)

Fazendo o produto interno de (1.7) com o vetor dr A n, onde A denota o produto
vetorial usual de R3, obtemos uma outra forma equivalente para a equacao de

autovetores usando a notagao de produto triplo misto usual

((Dn + Dn*)(dr),dr,n) = 0. (1.8)

Usando o fato que (Dn' — Dn)(dr) = dr A rot(n), onde rot(n) denota o rotacional

do campo 1 e Dn' a transposta de Dn, podemos escrever (1.8) como

(2Dn(dr) + Dn'(dr) — Dn(dr),dr,n) = 0
2(Dn(dr),dr,n) + (dr A rot(n),dr,n) = 0
2(Dn(dr),dr,n) + ({dr,dr) - rot(n) — (dr, rot(n)) - dr,n) = 0,

assim o sistema
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2(Dn(dr),dr,n) + ( rot(n),n) - (dr,dr) =0 (1.9)
(dr,n) =0
ou equivalentemente
((Dn + Dn")(dr),dr,n) =0 (1.10)
{(dr,n) =0

caracterizam as diregoes méaximas e minimas do operador k, restrito ao plano de-
finido pela equagao (dr,n) = 0. Observe que no sistema (1.9) aparece o produto
interno do campo com o seu rotacional, condi¢ao essa que caracteriza a integrabili-
dade total do campo.

O lema que segue nos diz que a hipétese do campo 7 ser unitario nao é

essencial para estudar o sistema de equagoes (1.9).

Lema 1.1. O sistema de equagdes (1.9) nao se altera quando multiplicamos o campo

n por uma fung¢ao escalar nao nula f(r).

Demonstragao. Multiplicando o campo 7 pela fungao escalar f(r), temos

)

como (dr,n) =0 e f(r) # 0, segue o resultado. O

(Dn(dr). dr) _

Podemos ainda interpretar a equagao (1.5), lembrando que drdr)
r,dr

D Dnt
—k,, e denotando (u)(dr) = S(dr) como uma equagao de autovetores do
tipo

S(dr) —(S(dr),n) -n = —k, - dr. (1.11)

A proposicao a seguir descreve algumas propriedades do operador que define

o lado esquerdo da equagao de autovetores (1.11).

Proposigao 1.2. Seja P : R? — R3, definido por P(v) = S(v) — (S(v),n)-n, com
neR3 S:R>— R® um operador linear simétrico e 1 = {v € R®: (v,n) = 0},

entdo as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:



1.1 Curvatura normal de um campo 20

1) O nacleo do operador P denotado por ker(P) genericamente contém uma reta

transversal ao plano .

2) O plano m é invariante pelo operador P, isto é P(r) C m e P restrito a w é

um operador simétrico.

3) Os trés autovalores de P sao reais, sendo zero um autovalor simples com

autovetor no ker(P).

Demonstracao. Como o operador S é simétrico a matriz que o representa, é

a b c
b d e
c e f

Sendo v = (vy, v9, v3), resolvendo a equagao P(v) = 0 temos

m b c a m c

m d e b ny e

ns e f c ny f
nw=—""—"—'U3, UV2=—"—""—"""1U3

a b mn a b m

b d 72 b d T2

c e 13 c e 13

como a propriedade do denominador nao se anular é aberta segue a veracidade de
1). Para obter 2) basta usar a hipdtese que v,w € 7 e verificar que (P(v),n) = 0
e que (P(v),w) = (S(v),w) = (v,S(w)) = (v, P(w)). Calculando o polinémio
caracteristico de P, temos

m(\) = A(A* + A\ + B),
A= —a(n; +n3) = f(ni +n3) — d(n} +n3) + 2(b - mnz + ¢ mns + € - 12m3),
B =ni(fd—e*) +ny(fa—c*) +n5(ad — b°)
+ 2mma(ec — bf) + 2mns(eb — cd) + 2mne(cb — ae),

0 que mostra que zero ¢ um autovalor de P. Para mostrar que os outros autovalores

sao reais basta observar que o operador P restrito ao plano 7 é simétrico. O

A Proposic¢ao (1.2) acima mostra que o problema de multiplicador de La-
grange definido na equagao (1.4) tem 3 solugdes criticas ko(p) = 0, k1 = ki(p) e
ky = ko(p) reais cujos valores opostos denominaremos de wvalores principais ou

curvaturas principais, associados a eles temos 3 direcoes que denominaremos de
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direcoes principais, as curvas tangentes a essas diregoes serao denominadas li-
nhas de direcoes principais ou simplesmente de linhas principais. Os pontos
para os quais as trés diregoes principais coincidirem serao denominados de pontos
umbilicos e seu conjunto seré denotado por U(n), os pontos onde apenas duas dire-
¢oes principais coincidem serao denominados de pontos parcialmente umbilicos.
O conjunto dos pontos parcialmente umbilicos onde as curvaturas estao restritas
ao plano A, (p) sera definido por P(n) = {p € R?| ki(p) = ka(p)}. Associado aos
campos de diregoes principais k1 (p) e ko(p) as linhas de diregdes principais definem
duas folheagoes ortogonais em R* — P(n), que serao respectivamente, denotadas por
Fi(n) e Fa(n) e denominadas de folheagoes principais do campo 1 ou equivalen-
temente da distribuicao A,. A folheagao definida pelas linhas integrais do campo 7
denotada por F, também ¢ ortogonal as folheacoes principais.

A Proposicao 1.2 também nos diz que outra maneira de caracterizar as

linhas principais é através do sistema

P(dr) = X-dr (1.12)
(n,dr)y = 0.

Os sistemas de equagoes (1.9), (1.10) e (1.12) caracterizam de maneiras
equivalentes as linhas principais do campo 1 ou da distribuicao A,. Com isso
fixaremos a seguinte notagao

X1 (R?) ={Conjunto dos campos regulares de classe C" em R? }.

A equacdo de autovetor obtida em (1.10) juntamente com a condigao

(n,dr) = 0, equivale ao sistema de equagoes diferenciais implicitas do tipo

Ly -ds* + Ly - dsdv + Ly - dsdw + Ly - dv? + Ly - dvdw + Lg - dw®> =0 (1.13a)
m-ds+mne-dv+mn3-dw=0, (1.13b)

co1m
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(O Omp\ Ons  Om ony  Om
L= nl(av+8w> n2<8s ow + s 8s+av ’

<8n2 8773) ~om, om om

Onz | Ony dnz . Om dny  Om
Le = B R (2B T Zr_Zn
6= (81} " o P\ s Tow) T\ o5 " aw )
ou equivalentemente, sem perda de generalidade, supondo 7; # 0, podemos deter-

minar ds em (1.13b), e obtermos o sistema

L(s,v,w)dw? + M(s,v, w)dwdv + N(s,v,w)dv* =0, (1.14a)
(s, v, w)ds + (s, v, w)dv + n3(s, v, w)dw = 0. (1.14Db)

com

ons 0 on, 0
L(s,v,w) = m(ni +n3) (% + a—?j) —ns(nt +n3) (% + %)

om | On ons  On
M<S7U7w) = _27]2(77% + 77;) (8_1)1 + 0_82) + 2773(77% + 7]3) (8_83 + a_lj

6771 8772 a773
+ 2m(n3 — n%)g + 2m1(; + n?))% —2m(nf + 773)%,

on on on on
Nis.vsu) = =t ) (524 5 ot — o) (G2 + 2

+ 217} +13) <8—7£ + %) + 2nans (% - %) |

O conjunto singular onde L(s, v, w) = M(s,v,w) =N(s,v,w) =0 é o conjuntos dos
pontos parcialmente umbilicos P(n).
Observacao 1.3. Para determinar o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos,

definido por L = M = N = 0, basta resolver duas equacoes, que a solugao anula a

terceira, pois L, M e N, satisfazem a relacao funcional

—(mi +m3) - L+mans- M — (nf +n3) - N =0.
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1.2 Segunda forma fundamental de uma distribui-

cao de planos

Dada uma distribui¢io de planos A, em R? associada ao campo 7, em
Krouglov [11] tem uma defini¢do da segunda forma fundamental de uma distribuicao

de planos, que foi dada anteriormente por Reinhart [16], como se segue.

Definicao 1.4. A sequnda forma fundamental de uma distribuicao de planos A, €

uma forma bilinear em A, definida como
1
]I(X,Y):§<VXY+VYX77’]>. (1.15)

onde X eY estao em A,, n um campo normal unitdario a A, e V € uma conexao

de Levi-Civita do produto interno canénico em R3.

Neste texto denotaremos a conexao de Levi-Civita do produto interno
canénico em R3 por DY (X) = VxY, que significa a derivada de Y na diregao
X. Como X e Y estdao em A, temos que (X,n) = 0 e (Y,n) = 0 diferenciando a

primeira na dire¢ao de Y e a segunda na direcao de X temos

(DX(Y),n) = =(Dn(Y), X), (1.16)

substituindo (1.16) em (1.15) segue que
TI(X,Y) =~ ((Dn(Y), X) + (Dn(X), Y)). (117

Em particular calculando (1.17) com X =Y = dr e dividindo por (dr, dr) temos

II(dr,dr)  (Dn(dr),dr)
(dr,dr) T {dr,dr)

= ky(dr). (1.18)



CAPITULO 2
CLASSIFICAGCAO DOS PONTOS PARCIALMENTE
UMBILICOS

2.1 Caracterizacao dos pontos parcialmente umbi-

licos

Para estudar o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos P(n) iremos
usar uma ferramenta de desingularizacao conhecida por método de Lie Cartan ou
levantamento de Lie Cartan

Considere o campo 1 = (11,72,73), de classe C", r > 3, escrito na carta
(s,v,w), e consideremos que os desenvolvimentos em Taylor das suas fungoes

componentes em torno da origem sejam dadas por

2 2 2
M = ap + a1$ + a2V + azw + a118" + A125V + A135W + A220" + A23VW + a33W
3 2 2 2 2 3
+ a1118° + 11287V + a1138°W + @1925V7 + A123SVW + A1335W" + A9922V

+ G223’U2’LU + CL233?)'LU2 + a333w3 + 0(4),

Ny = by + b5 + bav + b3w + b115% + biasv + bigsw + bogv® + bogvw + bgzw?
+ b11183 -+ b112821} + b11332w + b1228’U2 + b1238UU} + b133sw2 + b222’03 (2].)

+ b223v2w + b233vw2 + b333w3 + 0(4),

2 2 2
N3 = Co + €15 + CoU + C3W + €118° + €125V + C135W + €220 + CozVW + C33W
3 2 2 2 2 3
+ C111S -+ C112S8 v + C113S W + C129SV + C123S0VW -+ C133SW -+ C2922U

+ 02237)211) + C233Uw2 + 633311]3 + O<4)

Se 0 campo 7 nao se anula numa vizinhanga da origem (0,0, 0), sem perda

de generalidade, suponhamos que 7(0,0,0) = (1,0,0), ou seja, considere ag = 1,



2.1 Caracterizacao dos pontos parcialmente umbilicos 25

by = co = 0. Substituindo o campo 7 acima nas equagoes (1.14a) e (1.14b) obtemos

L(s,v,w) = cg + bs + [al(bB +ca) = bi(asz +c1) — er(ag + b1) + biz + 012]5
+ [ - bg(ag + Cl) + (lng - b102 + b23 + 2622 (% (22)

+ [0/362 — bgcl — Cg(CLQ + bl) + Co3 + 2b33]w + (9(2)7

M(S,’U, 'lU) = 2(b2 — C3) + 2 [C1<a3 + Cl) — bl(ag + bl) =+ al(bg — Cg) + b12 — C13|S
+ 2 [CQ(CLg + Cl) — b1b2 — Q92C3 + 2622 - 023i| (% (23)

+ 2 [agbg — bg(a,g + bl) + C1C3 — 2033 + b23:| w + 0(2),

N(S, U,U)) = —(CQ + bg) — [al(bg —+ CQ) — bl(CLg -+ Cl) — Cl<a2 —+ bl) -+ b13 -+ 012] S
— |: — bg(ag + Cl) + a2b3 - blcg + b23 + 2022]1} (24)

— |:a302 — bgcl — 03(a2 + bl> + Ca3 + 2b33] w + 0(2)

Supondo que (0,0,0) esteja no conjunto singular L(s,v,w) = M(s,v,w) =
N(s,v,w) = 0, obtemos as condi¢oes c3 = by e ¢ = —bs. Fazendo uma rotacao
no plano Ay podemos supor que o coeficiente do termo linear em v de L(s,v,w) e
N(s,v,w) sejam nulos. Veja Proposi¢ao A.1 no apéndice A. Entdo, sem perda de

generalidade, podemos considerar as funcoes L, M e N na forma reduzida como

segue,
L.(s,v,w)=—q-s—b-w+ O(2),
M, (s,v,w)=Q-s+(b—a)-v+c-w+ O(2), (2.5)
N, (s,v,w) =¢q-s+b-w+ O(2),

onde

b= (a3 + c1)bs + ba(as + by) — co3 — 2b33,
b—a=-2 [(ag + ¢1)bs + ba(ag + by) — 2bye + 023} :

c=—2 |:<CL2 + b1)bs — (a3 + ¢1)by + 2¢33 — bgg] ,

q = (az + c1)by + (ag + by)cy — bz — ci9,

Q= 2[(a3 + cy)er — (ag + by)by + bia — 013} :
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A notacao acima se justifica para manter a notagao usual da classificagao de
pontos umbilicos de superficies de dimensao 2 como em [18] e pontos parcialmente

umbilicos em hipersuperficies em dimensao 3, em |[7] e [8].

Definigao 2.1. O ponto p(0,0,0) € R?® parcialmente umbilico é dito Darbouziano
do tipo D;, se com a notagdo reduzida de (2.5), satisfaz as condi¢oes T e D; que

Sequem:

T) b(b— a) # 0.

2
C a
Dl) (%) —g+2<0, ou

2
Ds) 1<%<(£> 12, a—2b40, ou

Dg) %<1

Teorema 2.2. Sejam 1 : R? — R?, de classe C*, k > 4, e p um ponto parcialmente
umbilico. Entao existe uma vizinhanga V), de p, onde C, = P(n) UV, € uma curva

suave de pontos D; (Darbouzxianos), tais que:

i) Sep € do tipo Dy, existe uma tnica superficie separatriz invariante W1 (C,) C
Vp, com OW;(C,) = C,, de classe C*73, fibrada sobre C, cujas fibras sdao
folhas de Fi(n). Além disso existe uma vizinhanga Ve, de Gy, tal que o conjunto

Ve, \ Wi(Cy) € um setor hiperbolico de Fi(n) (ver figuras 2.1(a) e 2.2(a)).

it) Sep € do tipo Do, existem duas superficies separatrizes invariantes W1(C,) e
Wy (C,)C V,,, com OW1(C,) =0Ws(C,)) = C,, de classe C*~3, fibrada sobre C,
cugas fibras sao folhas de Fi(n). Além disso existe uma vizinhanga V¢, de C,
tal que o conjunto Vg, \ Wi(Cy)U Wa(Cy) contém um setor hiperbélico e um
setor parabolico da folheagao F;(n) (ver figuras 2.1(b) e 2.2(b)).

iti) Se p € do tipo Ds, existem trés superficies separatrizes invariantes Wy (Cy),
Wo(Cy) e W5(C,)C V,, com OW4(C,)) =0Ws(C,)) =0Ws(C,) = C,, de classe
C*=3, fibrada sobre C, cujas fibras sao folhas de F;(n). Além disso existe
uma vizinhanga Ve, de Cy tal que o conjunto Ve, \ W1 (C,)UWy(Cy)U Ws(Cy)
contém 3 setores hiperbolicos da folheagao Fi(n) (ver figuras 2.1(c) e 2.2(c)).

As superficies separatrizes invariantes Wy, Wy e W3, obtidas no Teorema
2.2 sao denominadas superficies separatrizes invariantes parcialmente um-

bilicas.

Observacao 2.3. Os pontos parcialmente umbilicos sao determinados pelo sistema
L.(s,v,w) = M.(s,v,w) = N,(s,v,w) = 0. Como a parte linear de N,(s,v,w) =
—L,(s,v,w), na vizinhanga de (0,0,0), o conjunto de pontos parcialmente umbilicos

sao determinados por L,.(s,v,w) = M,(s,v,w) = 0.
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(a) Dy

Figura 2.1: Configuragdo dos pontos parcialmente umbilicos
Darbouzianos da Folheag¢do Fi(n).

_____

Figura 2.2: Configuragdo dos pontos parcialmente umbilicos
Darbouzianos da Folheag¢iao Fa(n).

Lema 2.4. O conjunto dos pontos parcialmente umbilicos P(n) na vizinhanga de
um ponto parcialmente umbilico Darbouziano p do tipo D;, i = 1,2,3 € uma curva

reqular constituida de pontos do mesmo tipo.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, considere p = (0,0,0) e L,., M, na forma
reduzida (2.5). Como

O(L,, M,)

Do) (0:0:0) =bb—a) £0, (2.6)

pelo Teorema da fungao implicita existe uma vizinhanca V), tal que v = v(s) e
w = w(s) ou seja se ¢ € V,NP(n), podemos parametrizar ¢ = (s,v(s),w(s)) que
define localmente uma curva regular. Como as condigoes de classificagao dos pontos

parcialmente umbilicos Darbouxianos D;, i = 1,2, 3, sao abertas segue o resultado.
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O

Definigao 2.5. O ponto p(0,0,0) € R?® parcialmente umbilico é dito semi-

Darbouziano do tipo D1z, se com a notagao reduzida de (2.5), satisfaz as condigoes

que sequem.
D12) bC(b—(l)#O, a—2b=0 6)(12#0,
onde (bbs +boc) b 1
3 + 02C 2
X12 = —qu -+ ﬂ(]@ - w[—Qbel + b(4a1b§ — 4&1[)% — 2a2a3b3 +

2a2by — 2a3b1bs + 2azbycy — 4b3 + 4bob3 + 4asbsz — 4assby — 2a3bez — dazsby — 2bycoz —
2012bo 4 2013b3 — 20913 — 2by3cy — 2b3c19 +4bass +4cans) + c(—8aybabs — 2a3bs + asaszby +
asbacy — a§b3 — 3agbiby — 2azbscy + 2b2b3 — 3bibacy + 8b3bs — b3c? + 2ab93 + 8agsbs —
4agzby — 2a3bsz — 3azcas +2b1by3 +4b1obs — 4bycra — 2bgzcy — 3c1Coz +4bogs +12¢992)]q —
4ch (8a1byb3+2a3bs —asazby —asbocy —|—a§b3 +3asbyby+2azbzcy —203b3+3b1bycy —8b3bs+
b3t —2a2b93—8agoby+-4as3b+2a3b33+3a3Ca3— 201 bog—4b12b3+4bac1a+2b33¢1 +3¢1 Coz—
4bgaz — 12€992)Q — i(2a1(l2b3 —2ayazby +6a,b1b3 —6a1bacy — 4b1babs +4bscy — 2a19b3 +
201302 —2a2b134-4a2¢1 4202301 +-2a3b124-4b1 c10—4b11 b3 +4b1ocy +4bycy —2b123—4c122).
Teorema 2.6. Seja p um ponto parcialmente umbilico semi-Darbouziano do tipo
Dy. Entao existe uma vizinhanga V), de p, tal que V, N'P(n) = C, € uma curva de
classe C*=3 transversal ao plano A, (p) em p, com C,, = Cy U {p} UCy, com um dos

arcos de curva sendo do tipo D1 e o outro arco do tipo Dy, cuja intersecao € o ponto
p, tais que (ver figuras 2.3(a)) e 2.3(b)):

i) Existe wuma superficie separatriz  parcialmente umbilica de  Fa(n),
Wi(Ch) U Fi(p) U Wa(Cy), com:
a) Wi(Ch) € uma superficie separatriz do tipo Dy .
b) Wy(Cs) € uma superficie separatriz do tipo Ds.
c) Fy € uma folha de F»(n), assintdtica a p.
it) Erxiste uma superficie separatriz parcialmente umbilica W5(Cs) U Fy de Fa(n),
com:
a) W3(Cy) € uma superficie separatriz do tipo Ds.
b) Fy € uma folha de Fy(n), assintdtica a p.

iii) FEziste uma fatia de setor tridimensional S cuja fronteira 0S € estratificada em

estratos de dimensao dois, um e zero, com:

a) Wo(Co) UW3(Cy) UWy(p) sao estratos de dimensao dois. Além disso Wy(p)

¢ uma superficie invariante constituidas de folhas de Fy(n), assintéticas a

p-
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b) F1UCyUFy sao estratos de dimensao um.

c) p € um estrato de dimensao zero.

iv) O mesmo € verdade para folheagdo Fi(n) que € ortogonal a folheagao Fa(n).

(a) Fi(n)

Figura 2.3: Configuragao dos pontos parcialmente umbilicos
semi-Darbouxianos D1s.

Definigao 2.7. O ponto p(0,0,0) € R? parcialmente umbilico é dito semi-

Darbouziano do tipo Ds3, se com a notagao reduzida de (2.5), satisfaz as condigoes

que sequem:
D23> (b—CL)?éO, bQ—Cq%O €X23:A'b+B'C%O,
onde

A=— 2b%b2 — 4(@3 + Cl)blbg — 2b1€23 — 4b§ =+ 4@1()3 -+ 4b2b§ — 4(@23 + 612>b3
—|—(26L% + 2&% + 4&301 -+ 20% - 8@22 - 4b12)b2 - 4@1()% (27)

—26L2023 — 2&3()23 — 2b2301 + 12()222 — 46223.

B = b%bg — 2(&3 -+ Cl)blbg —+ blbgg -+ 4b§bg — 4@162[)3 — 2(&23 -+ 612)b2
+(—CL§ — CL% — 2&3C1 — C% -+ 4&22 —+ 2b12)b3 (28)

+agbaz — agcaz — ci1Ca3 + 20923 + 6ca09.
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Teorema 2.8. Seja p um ponto parcialmente umbilico semi-Darbouziano do tipo
Dys. Entao existe uma vizinhanga V), de p, tal que V, NP(n) = C, € uma curva de
classe C*=3 tangente ao plano A,(p) em p, com C,, = Cy U {p} U Cy, com um dos
arcos de curva sendo do tipo Dy e o outro arco do tipo D3, cuja intersecao € o ponto

p, tais que:

i) Ezistem trés superficies requlares W1(C,), Wo(C,) e W3(C,) em V,, ambas
contendo a curva parcialmente umbilica Cy,, a qual determina duas componentes
conezas em cada superficie, onde uma componente conexa de W;(Cy) \ C,,
i = 1,2,3 € invariante por Fi(n) e a outra por Fa(n), ver figuras 2.4(a) e
2.4(b).

it) Eziste uma superficie Wy(p) gerada por folhas de Fy(n) assintdticas a p, ver

figura 2.4(b).

iii) FExiste um setor parabdlico tridimensional Sy na folheagao Fi(n), tal que a

fronteira 0S) € a unido de estratos de dimensao dois, um e zero (ver figura
2.4(a)):

a) Wy(C,)UWs(C,,) sao estratos de dimensao dois.

b) F1UF,UC, UC, sao estratos de dimensao um.

¢) {p} € o estrato de dimensao zero.

iv) Existe um setor parabdlico tridimensional S na folhea¢ao Fa(n), tal que a

fronteira 0Ss € a unido de estratos de dimensao dois, um e zero (ver figura
2.4(b)):

a) Wy(C,))UWs(C,))UWy(C,) sao estratos de dimensao dots.

b) FyU F3UC) sao estratos de dimensdo um.

¢) {p} € o estrato de dimensdo zero.
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Figura 2.4: Configuragdo dos pontos parcialmente umbilicos
semi-Darbouxianos Dog.

2.2 Levantamento de Lie-Cartan

Considerando a equacao reduzida
L. (s,v,w)dw? + M,(s,v, w)dwdv + N,(s,v, w)dv* = 0 (2.9)

d
dividindo por dv? e fazendo P = d_w obtemos a equacao
v

L(s,v,w, P) = L,(s,v,w)P* 4+ M,(s,v,w)P + N,(s,v,w) = 0, (2.10)
que define localmente uma hipersuperficie no espago projetivo P(R?), deno-

minada hipersuperficie de Lie-Cartan. Derivando implicitamente a equagao

L(s,v,w, P) =0 em relagao a t, temos

ds dv dw dP
55-%—1—&,-%4—&1;'%-1-513'%—@ (2.11)
onde L, = oc L, = 85, L, = 8_£ e Lp = 8—£ Considerando a condicao de

s’ S

v w
restrigao ao plano A, = 0 dada por (1.14b) e diferenciando implicitamente em

ds 1 dv dw
- . - hady 2.12
0t m (772 7 +3 dt) (2.12)

relacao a t temos
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d d )
Fazendo v = d_: =1L w= d—ltu = P, obtemos o campo tangente & hipersuperficie de
Lie-Cartan na carta (s,v,w, P = ‘2_15)
¢ . 1
§= —-(p+mns-P)-Lp
T
X vk (2.13)
P w = ,Cp - P ’
. 1
P= - (n—-(772+773-P)-£8+£U+£w-P)
\ 1

Analogamente na carta (s, v, w, P = %), temos
) Uy W dw/?

p

) 1 —
§= —-(m-P+ns)-Lp
mo
X v=Lp- P 2.14
\ 1

As projegoes das curvas integrais de Xp e X3, respectivamente por
p(s,v,w, P) = (s,v,w) e Ix(s,v,w, P) = (s,v,w), sdo as linhas principais das
folheagbes Fi(n) e Fa(n). As singularidades de Xp e X5, s@o respectivamente, da-
das por (0,0,0, P;) e (0,0,0, P;), que sdo as respectivas solucdes de

L(s,v,w,P) =0
1 2.15
1

L(s,v,w,P) =0

nl-(nQ.F+n3)'£3+£v.J_3+£w =0’
1

cujas projegoes sao os pontos parcialmente umbilicos de (2.9).

(2.16)

Para demonstrar os resultados a seguir iremos exibir os célculos relativos

ao campo de Lie-Cartan na carta (s,v,w, P = ‘fl—f), na outra carta é inteiramente

4 _ dw
anélogo. Na carta (s,v,w, P = 9¥), temos
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Xy = {(618 + bov + byw + O(2)) + (c15 — b3v + bow + O(2)) - P} X,

Xpi={ X2 = le +(b—a)v+cw+ 0(2)} + [— 2(gs + bw) + (’)(2)]1)—!— 0(2)

X3 =P X,
| Xy = Az(s,v,w) - PP+ Ay(s,v,w) - P? + Ay (s,v,w) - P+ Ay(s,v,w)
(2.17)
com

Ag = b—|— (clq — 2a1b162 — 2a1b301 + 2b1b% + 2b2b301 — 2(11533 — a1Co3 + a12b2

A

+ a13bz + azci3 + azzcy — azcia + 2aszby + 2biciz + 201102 + 2b13¢1 + 2b3c11
— 2b133 — c123> s+ ( — b3q — 2a1b5 + 2a1b3 + asasbs — azby + azbybs

— azbacy + 203 — 2bab; — 2a9bsz + 2a99ba + azbag + 2az3bs + bicag + biaby

— b13bs + baciz + bazer + bzcia — 2basz — 20223) Chas (bzq — 4aybabs + 4b3bs
+ 2asc33 + 2a93by — 2a3bsz — 2a3ca3 + 4aszbs + 2b1c33 + 20130 + 2b3cy3

+ 2[)3301 — 6b333 — 20233)’(1] + 0(2),

= —Cc+ <b1q — ClQ + alagbg — a1a3b2 — a1b1b3 + aleCl + 2b1b2b3 - 2b301
— 2a1bg3 + 4aic33 + 1203 — ai3by + agbiz + 2ac1 + 3agsby — asbia — 4aszcr

+ 401013 + 2b1c12 + 2b1103 + 2b12c1 — 202c11 — 4cici3 — 3bias — 2¢122 + 40133) S

+ (5261 + b3Q — 4a1babs + ngS — agazby — agbycy + asbiby — b%bs + b1bacy
+ 4b§bg — CLQng + 4(12633 + 2@23b2 — 2@3()22 + 40,33[)3 + blbzg + 2b13b2 + 2b2261
+ 2bsciz — 2c1c93 — 6bags — GCaa + 40233) v+ (bgq — byQ + 2a,b3 — 2a,b3

+ agagbg — a%bz + agblbg — CL3b201 — ng + 2b2b§ + 2a2b33 + 2&2252 + 4&23b3
— 3asbaz + 4azcsz — Gagszby + 4b1bsz + bicag + bi2ba + 3b13b3 — 3baciz + bascy

+ bgClg — 461C33 — 6b233 — 20223 + 120333) w + O(2>,
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Ay

=qa—2b + < — C1q — le - 2a1b1b2 — 2a1b301 + Zblbg + 2b2b301 - 4a1b22
+ 2a1b33 + 3aica3 + 1202 + ai3bs + asciz 4 4agxby — 3agsci — asciz — 2assby

+ 4b1b1g — 2byc13 + 201162 — 2b13c1 + 2bszciy — 4eicia — 4biag + 233 + 30123) B

+ (bgq — bQQ — 2a1b§ -+ 2a1b§ + a2a363 + 2@2[)301 — a3262 + agblbg — 3a3b201

+ 2b1[)3€1 —+ ng — 2bgb§ — QbQC% — 4a2b22 + 2a2b33 + 40,2623 + 6&22b2 + 40,231)3
+ CL3b23 — 2@33[)2 + 4b1b22 — b1623 + 3b12b2 + b13b3 — b2013 + b2361 + 3b3012

— 12b222 + 2b233 + 60223) v+ < — bgq — ng — 4(11()2[)3 + 4b%b3 + 2@2033
+ 4&22b3 — 2&23()2 — 4a3b22 + 2&3[)33 + 2(13623 + 2b1b23 — 2()1633 + 2()1253

— 2bac1a — 2b33c) — 2¢1c03 — 4bgag 4 6Gbssz + 60233) w+ O(2),

= ( — bi1q — a1asbs + arjasby — 3a1b1bs + 3a1bacy + 2b1bobs — 2b301 + a12b3

— a13by + agbiz — 2agec1 — agzby — azbia — 2b1c19 + 201103 — 201201 — 2b9¢13

+ b123 + 26122) 5+ ( — byq — 4arbybs — a3bs + asasby + asbacy — asbiby + b3bs
— bibacy + 4b§b3 + agbog + 4agebs — 2a3by — 2a3ba + b1baz + 2b12b3 — 2byc12

— 2bgacy + 2baaz + 60222)11 + ( — b3q + 2a,b3 — 2a1b35 — asasbs + a3by — azbibs
+ asbycy — 253 + 252b§ + 2a9bs3 — 2a99by — azbaz — 2asz3by — bicaz — biaby

+ bigbs — baciz — bazer — bscia + 2bags + 20223) w+ O(2).

2.3 Demonstracao do Teorema 2.2.

Vamos agora fazer o estudo do campo de Lie-Cartan Xp para provar o

Teorema 2.2.

Lema 2.9. Se a curva de pontos parcialmente umbilicos Darbouzianos denotada por

C,, obtida no Lema 2.4 € do tipo:

i)
i)

Dy, entao o campo Xp tem uma linha de singularidades ;.

Dy ou D3, entao Xp tem trés linhas de singularidades v;, 1 = 1,2, 3.
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Demonstracao. As singularidades do campo de Lie-Cartan sao caracterizadas pelo

sistema

L.(s,v,w) =0
M, (s,v,w) =0 (2.18)
As(s,v,w)P? + Ay(s,v,w)P?* + Ay (s,v,w)P + Ag(s,v,w) = 0.

Pelo Lema 2.4 como b(b — a) # 0 podemos na vizinhanca de p = (0,0,0) escrever
v = v(s) e w = w(s), substituindo em L,(s,v,w) = 0 e M,(s,v,w) = 0,

determinamos

cq — bQ

) = =

sH02),  w(s) = —%-s+(’)(2). (2.19)
Substituindo na terceira equagao de (2.18) temos
C(s, P) = (b+ O(1))P? + (—c+ O(1))P*(a — 2b+ O(1))P + (0 + O(1)) = 0,

cujo discriminante em relagao a variavel projetiva P é

disc(C(s, P), P) = ¢ — 4b(a — 2b) + O(1) = <(2—Cb)2 - ‘—; + 2) AR+ O(1).

2
Se C,, ¢ do tipo Dy, temos (%) — % +2 < 0, entao existe uma unica solugao P(s)
de C(s, P) = 0 que determina uma curva de singularidades de Xp, intersectando

o eixo projetivo P em P;(0) = 0. No caso em que (), é do tipo D, ou Ds, temos
2
<2_cb> - % +2 > 0, entdo existem trés solugoes Pi(s), i = 1,2,3 de C(s, P) =0, que

intersectam respectivamente o eixo projetivo P em

c c\2 «a c c\?2 «a
Fi(0) =0, P2<0>—2—b—\/(2—b) 32 P3<0>—2—b+\/<2—b) 32

que determinam trés linhas de singularidades de X p, intersectando o eixo projetivo
P em P,(0),i=1,2,3. O

Lema 2.10. Seja Xp o campo de Lie-Cartan tangente a hipersuperficie

L(s,v,w, P) =0, se a condi¢do:

i) Dy se verifica, entdo a curva de singularidades 1 € normalmente hiperbolica

do tipo sela.

i1) Ds se verifica, entdo as curvas de singularidades ~y;, i = 1,2, 3 sdo normalmente

hiperbolicas, uma do tipo atratora (repulsora), entre duas do tipo sela.
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iii) D3 se verifica, entao as curvas de singularidades v;, i = 1,2,3 sao normalmente

hiperbolicas do tipo sela.

Demonstracao. Considere o campo Xp e sua jacobiana avaliada nas curvas de

singularidades obtidas no Lema 2.9, que é dada por

0+ O(s) 0+ O(s), 0+ O(s), 0+ O(s),
Q —2¢P; + O(s) b—a+O(s) c—2bP,+0(s), 0+0(s)
DXp(i(8)) = | (Q—2qP)P.+O(s) (b—a)P,+O(s) (c—2bP)P, +O(s) 0+0(s)
3%
* * * TP4
(2.20)

X
onde 8—4(%(5)) = 30P? — 2cP;+ a —2b+ O(s), cujo polindmio caracteristico numa
vizinhanga de (0, 0,0, P;(0)) é

p(A) = —\? ()\ —3bP? +2cP; —a+ Qb) {)\ —(b—a)—(c—2bP)P;| +O(s). (2.21)

2
i) Se a condicao D, (% > <%) + 2> ¢ satisfeita temos pelo Lema 2.9 uma tnica

curva invariante 7;(s) que passa em P;(s) = 0, os autovalores de DXp(v1(s)),

Sao

A1(s) = Xa(s) =0+ O(s),

0X
M) =5

Ai(s) =b—a+ O(s).

(m1) =a—2b+ O(s), (2.22)

a—2b
b

2
a c )
como — — 2 > <—) > 0, segue que > 0, assim:

b 2b

e Caso b > 0, temos a — 2b > 0, com isso a — b > b > 0, portanto para s
pequeno Az(s) - Ay(s) < 0.

e Casob< 0Otemosa—b<b<0,comissoa—b<b<0,e para s pequeno,
novamente Az(s) - Ay(s) < 0.

Portanto, em ambos os casos 7;(s) é normalmente hiperbolica do tipo sela.

Nos casos Dy e D3 0 Lema 2.9 diz que existem trés curvas invariantes v;(s), i =

?
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1,2,3, que passam em (0,0,0, P;(0)). Os autovalores de DXp(71(s)), sao

A1(8) = Aa(s) =0+ O(s),

0X
M) =5

M(s)=b—a+ O(s),

(M) =a—2b+ O(s), (2.23)

e de DXp(vi(s)), i=2,3sa0

A1(s) = Aa(s) =0+ O(s),

0X
M) = 5p

Ai(s) = =b((P;(0))* + 1) + O(s).

(1) = b(P;(0))* +2b — a + O(s), (2.24)

2

i1) No caso em que a condi¢ao Dy (1 < a4 < < +2, a—2b# O) é satisfeita,

b 2b
iremos analisar apenas quando b > 0 e a — 2b < 0, os demais casos se verificam

de maneira andloga.

Como b > 0, segue que b —a < 0 , sendo a — 2b < 0, segue que:

A —2b
)\zgz; = O; — + O(s) > 0, assim para s pequeno temos
que 71(s) é normalmente hiperbolica do tipo no.
A3(s) a—>b _
e Em P,(0) e P5(0), temos =—1+ + O(s) < 0, assim
2(0) ¢ F5{0), temos 3 3 o(Pop+1) O

para s temos que 7;(s), i = 2,3, é normalmente hiperbélica do tipo sela.

e Em P;(0), temos

—2b
Como neste caso P(0) - P3(0) = - < 0, concluimos que a curva 7;(s) esta
e

b

entre as curvas 72(s) e v3(s), para s pequeno.

i1i) Caso em que Ds (% < 1) se verifica.

A —2b
e Em P,;(0), temos )\igz; = CZ_ - + O(s).
A3(s) a—>b
e Em P(0) e P3(0), temos =—-1+ + O(s).
— Se b > 0, segue que a — b < 0 e a—2b < 0, assim para s pequeno
A3(s)
i <0
— Se b <0, segue que a—b > 0 e a—2b> 0, para s pequeno novamente
temos izgz; < 0.

Nos trés casos v;(s), ¢ = 1,2,3 é normalmente hiperbolica do tipo sela.
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Analisemos agora a restricao do campo de Lie-Cartan X, restrito a hiper-
superficie de Lie-Cartan L(s,v,w, P) = 0 escrita na carta reduzida. Diferenciando

(2.10) em relag@o a variavel w e avaliando em (0, 0,0, P;(0)). temos

o oL, . oL, ON,
b, 1=1
= —b(P(0)) + c(P,(0)) + b = ’ .
(P0))* + e(P0) {a_@ s

oL
Como b(a — b) # 0, temos a—(0,0,0,B(O)) # 0, entao pelo Teorema da

w
fungao implicita podemos escrever w = w(s, v, P) numa vizinhanga de (0, 0, 0, P;(0)).
Assim a restricao do campo de Lie-Cartan X p & hipersuperficie de Lie-Cartan é dado

por

$= Xi(s,v,w(s,v, P),P),
Xp = 0= XQ(S,”U,U}(S,U,P),P), (225)
P= Xy(s,v,w(s,v, P), P),

cuja parte linear em (0,0,0, P;(0)) tem um autovalor nulo e os outros dois nao
nulos satisfazendo as mesmas condi¢oes de A3 e Ay obtidos em (2.23) e (2.24),
cujos autovalores correspondentes em (0,0,0, P;(0)) sdo tangentes as curvas de

singularidades v;(s) i = 1,2, 3, seguindo assim a demonstracao do lema. 0

Iremos agora dar a demonstracao do Teorema 2.2. Ao longo da demonstracao
vamos considerar o caso em que b > 0, sendo o outro semelhante.

Suponha que C, seja do tipo D;. Pelos Lemas 2.9 e 2.10, existe uma
Unica curva de singularidades 7; do campo de Lie-Cartan Xp que é normalmente
hiperbélica do tipo sela. O Teorema de Variedades Invariantes B.3 que se encontra
no apéndice B, garante que existem uma vizinhanca V,, de 7(s) e uma variedade
invariante bidimensional estavel W3 e uma instavel W5 de classes C™3, onde
Y = W,fl N W}Y‘l

Pelas equagoes dos autovalores (2.22), temos que (0,0,0, 1) é um autovetor
associado ao autovalor a—;(”yl) que é positivo para s suficientemente pequeno, pois
estamos considerando b > 0, portanto o eixo projetivo P ¢ invariante por Xp. Segue
entao pela unicidade do Teorema de Variedades Invariantes B.3, que W3 € o espago
produto de 7, pelo eixo projetivo, portanto II(WZ,) =C;,.

Considere Vg, = II(V,,) e W(C,) = II(W3) ), entao:

e Como II é injetiva, existe uma tunica superficie separatriz W (C,) de classe
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C"3, que ¢é fibrada sobre C,, e cujas fibras sao folhas de Fi(n).

e Existe uma vizinhanca tubular V¢, de C,, tal que o conjunto Ve, \W(Cy) ¢é

um setor hiperbdlico de Fi(n), como na figura 2.5.

(a) Projetivo (b) Identificado (¢c) Dy

Figura 2.5: Configuracao dos pontos parcialmente umbilicos
Darbouzianos do tipo Dy da Folheagdo Fi(n).

Suponha que C), seja do tipo D,;. Os Lemas 2.9 e 2.10 garantem que
existem trés curvas de singularidades v; 1 = 1,2,3 do campo de Lie-Cartan Xp,
~v1 ¢ normalmente hiperbolica do tipo atratora e esta entre v, e 73 as quais sao
normalmente hiperboélicas do tipo sela.

Novamente temos que (0,0, 0, 1) é autovetor associado ao autovalor % (%),
para ¢ = 1,2,3 ou seja, o eixo projetivo P ¢é invariante por Xp. Como estamos

considerando b > 0 temos que:

0X4 ) ) .
e Para ~v; o autovalor a—P(%) é negativo para s suficientemente pequeno.
: Xo, o\ .
e Para;,i = 1,2 o autovalor 9P (i) € positivo para s suficientemente pequeno.

Portanto pelo Teorema de Variedades Invariantes B.3 temos que:
e Para i = 2,3 existem vizinhanca V,, de v;(s) e variedades invariantes bidimen-
sionais W3 estaveis e W instaveis de classe O3, onde v; = W3 NnWwe.

e Ja para v, temos Wi = ¢.

Como II(W3) = (W) = Cy, considerando W1 (C,) = IL(W,) e Wo(Cy)) = TL(W?,):

Vi

o Wi(C,) e Wy(C,) sdo variedades invariantes de classe C"2, que sao fibradas

sobre C), e cujas fibras sao as folhas de F(n).
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"\

A

'~

A
g
1
H
* '~

(a) Projetivo (b) Identificado

Figura 2.6: Configuragdo dos pontos parcialmente umbilicos
Darbouzianos do tipo Dy da Folheagao Fi(n).

e [xiste uma vizinhanga tubular Vg, de ), tal que o conjunto Vg, \(W; U W, U
C,,) é constituido de um setor hiperbolico e de um setor paraboélico de Fi(n),

como na figura 2.6.

Caso C), seja do tipo D3. Os Lemas 2.9 e 2.10 garantem que existem trés curvas

de singularidades v; 1 = 1,2,3 do campo de Lie-Cartan Xp, todas normalmente

hiperbdlicas do tipo sela.

Novamente temos que (0,0, 0, 1)
para ¢ = 1,2, 3 ou seja o eixo projetivo P é invariante por Xp, se b > 0 temos que:

é autovetor associado ao autovalor (‘9_P4 (),

0Xy, : :
e Para v, o autovalor ——(1) é negativo para s suficientemente pequeno.

e Para~y;, i = 1,2 o0 autovalor (9_P4 (7:) é positivo para s suficientemente pequeno.

Portanto pelo Teorema de Variedades Invariantes B.3, temos que existem
vizinhanga V., de ~;(s) e variedades invariantes bidimensionais W2 estaveis e W

instaveis de classe C"~3, onde v; = W2 NW3, parai=1,2,3.
Como II(W3)) = (W) = C,, considerando W1(C,) = (W), W(C,) =

II(W3,) e W3(C,) = TH(W5,), segue que:
e Wi(C,), i =1,2,3 sao variedades invariantes de classe C"~3, que sdo fibradas

sobre C), e cujas fibras sao a folhas de Fi(n).

e [xiste uma vizinhanga tubular Vg, de ), tal que o conjunto Vg, \(W; U W, U
W3 U ;) é constituido de trés setores hiperbolicos de Fi(n), como na figura

2.7.
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(a) Projetivo (b) Identificado

Figura 2.7: Configuragao dos pontos parcialmente umbilicos
Darbouzianos do tipo D3 da Folheagao Fi(n).

2.4 Demonstracao do Teorema 2.6.

Para uma melhor compreensao e nao cansar o leitor, dividiremos a demons-

tracao em trés lemas e depois concluiremos.

Lema 2.11. Sep € P(n) € um ponto parcialmente umbilico do tipo D2, entao existe
uma vizinhanga V(p) C P(n) de p, tal que o campo de Lie-Cartan Xp tangente a

hipersuperficie de Lie-Cartan possui duas curvas de singularidades 31 e [s.

Demonstracao. Usando a condicao a = 2b satisfeitas pelos pontos do tipo D15 em

(2.18), como no Lema 2.4 temos que o jacobiano

ALy, M,)

Sowy (0.0 = b —a) =~ £0. (2.26)

Portanto o Teorema da func¢ao implicita garante que numa vizinhanca de s = 0
podemos escrever
g —bQ q

v(s) = S +0(2), w(s)= %S + O(2). (2.27)

Avaliando X4 do campo Xp obtido em (2.18), no ponto (s,v(s),w(s), P), com a

condigao a = 2b, e lembrando que X}, abaixo é dado na defini¢ao 2.5, temos

Xy(s,v(s),w(s), P) = C(s,p) = Az(s) P> + Ay(s)P? + A1 (s)P + Ag(s)  (2.28)

X
=bP? — cP? + 2—222 54+ O(s?), (2.29)

. , ~ & . . .
cujas raizes para s =0sao P=0e P = % Diferenciando verificamos que

80 820 80 Xlg 820 C2

Cc
a_P(()?O):OJ ﬁ(070):_207 %(070):W7§0 (§] ﬁ(o,g)zz%o,
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donde podemos concluir que existe uma tnica curva 3; transversal ao eixo projetivo
P mno ponto (s, P) = (0, {) e uma tnica curva [, tangente ao eixo projetivo P em
(s, P) = (0,0), concluindo a demonstragao. O
Lema 2.12. Sep € P(n) € um ponto parcialmente umbilico do tipo D1y, entao curva
B1 transversal ao eizo projetivo P no ponto (s, P) = (0,7), obtida no Lema 2.11 é
normalmente hiperbolica do tipo sela.

Demonstragao. Calculando os autovalores de DX p(f51(s)), obtemos
2

A1(s) =04 O(s), A2(s) =0+ 0(s), A3(s) = % +0O(s), e \(s) = —# + O(s),

assim o produto dos autovalores nao nulos é A3(s) - \y(s) = — (b2+02) + O(s), que
para s suficientemente pequeno é negativo. Portanto, pelo Teorema B.3 do apéndice,
concluimos que 3; é um conjunto normalmente hiperbélico do tipo sela na vizinhanca
de 51(0), portanto existe uma variedade invariante atratora que denotaremos por
W ) =Bi(s).

Wi, (s) € Uma variedade invariante repulsora ng(s), tais que ng(s)
O

Lema 2.13. Se p € P(n) € um ponto parcialmente umbilico do tipo D1o, entdo existe

uma variedade central contendo a curva s obtida no Lema 2.11.

Demonstracao. Calculando a derivada da variedade de Lie-Cartan dada em (2.10)
em relagao a variavel w, sujeita a condi¢ao a = 2b que caracteriza os pontos Dis,

temos que

%
ow

portanto o Teorema da funcao implicita garante que numa vizinhanca da origem,

(0,0,0,0) = b # 0,

podemos determinar w = w(s,v, P). Fazendo os célculos determinamos

w(s,v, P) = —% -5+ (7;:3qu+ B —q+ T) s+ (%q+ %) - SV (2.30)

_(bQ_—Cq

72 > -sP — % v+ oP + 0(3), (2.31)

onde

my = 2a1bobs — 2b3bs — 33 — agzby + azbsz + azcas — 2az3by — bicss

— bi3by — bsc13 — bagey + 3bsss + cass,
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mo = —2a1b1b2 — 2@1()301 + 2b1b§ + 2b2b301 - 2(11()33 — a1Co3 + CL12b2 + G13b3 + asC13
+ agzcy — azciz + 2a33by + 2b1¢13 + 201109 + 2b13c1 + 2b3c11 — 20133 — 123,

ms = 2a1b1¢1 — 2b1bacy + a1bis + arci2 — ar2c1 — aigby — agerr — asbn

— 3biciy — 3byicr + biig + ciig,

my = 2(11()3 — 2(11()3 — a2a3b3 + CL%bQ - agblbg + a3b201 — 2bg + 2b2b§ + 2@2()33 - 2@22[)2

— asbasz — 2as33by — bycag — b1aba + b13bs — bacyis — bagcy — bscia + 2bags + 2ca03,

myg = alagbg — alagbg + 3a1b153 — 3(11[)201 — 2b1b2b3 + 2b§cl — &12b3 + a13bg - a2b13

+ 2a92¢1 + ag3by 4 azbia 4 2byci1g — 201103 + 20121 + 2bac11 — biaz — 2¢192,

me = 8a1b263 + 2@3[)3 - agagbg — CLQbQCl + a§b3 + 3(13b1b2 + 2@3[)361 - Qb%bg
+ 3b1b2€1 - 8bgb3 + bgC% - 2&2623 - 8&22()3 + 4@23()2 + 2a3b33 + 3@3623
— 2b1bgg — 4b19bs + 4bacia + 2bszcy + 3cica3 — 4baoz — 12¢909.

Rescrevendo o campo Xp dado em (2.17) numa vizinhan¢a da origem na carta

(s,v, P), com a condigdo a = 2b, com w = w(s, v, P), como em (2.30), temos

‘ X, — (b1b+ bgqb)z(bQ —cq) §2 1 {(blb + byq) — @M} U + bbyv?
+ 0(3) + |:(bC?b—;CQ) (b(bg@ - Clb + Cbl) + q(be — 2b36)) 82
2
+ (Clb — (ng + blc + bQQ) + C(bQQ i 263(]) - b2C q)vs
Xp = b b?
— bev? + 0(3)] - P+ 0(P?)
X, = MS —bv+0(2)+ {@s +cv+ (9(2)} - P+ 0O(P?)
([ Xi=01)+0(1) - P+ (—c+0(1)) - P+ (b+O(1)) - P>+ O(P*).
(2.32)
Avaliando a jacobiana DXp(f2(P)), com s =0 e v = 0 segue que
0 0 0
DXp(y(P)=| * —b+cP+0O(P?) 0 , (2.33)

* * —2cP + 3bP? + O(P?)
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e os seus autovalores sao

Sem perda de generalidade, suponhamos que b > 0, portanto para P suficientemente
pequeno temos Ay(P) < 0, donde pelo Teorema de variedades invariantes B.3 do
apéndice existe uma variedade invariante atratora, de classe C" 2 tal que 3»(P) seja
atratora. Denotaremos essa variedade por W?*(82(P)).

Se v = 0, existe vizinhanca de 55(0) e uma variedade central v = v(s, P)
bidimensional que denotaremos por W¢(f3;), de classe C"3, tal que a curva de
singularidades (5 esteja contida. Através do Teorema da fungao implicita, e calculos
diretos determinamos a variedade central numa vizinhanga de (0,0) por

(bQ — cq)

v(s, P) = st 0(2). (2.34)

Vamos a seguir determinar o retrato de fase do campo Xp, restrito a
variedade central We(/,).

Reescrevendo o campo Xp dado em (2.35) com v = v(s, P),

X =8§= f(s,v(s, P), P)
Xp={4 Xo=0=-b-v(s,P)+g(s,v,P) , (2.35)
X, =P =125+ h(s,v(s, P), P)

como Y12 # 0, reescalando o tempo fazendo 7 = x5 - t e restringindo o campo Xp

a variedade central W¢(f) temos

X X, =5 = B(s, P)
PlwWe = )
BT X = P = s+ Als, P)

onde

B@ﬂz%wmw@mfh

1
A(s, P) = — - h(s,v(s, P), P).
X12
Como os jatos J; A(0,0) = J1B(0,0) = 0, sendo s = s(P) solugao de s+ A(s, P) = 0,
numa vizinhanga de (0,0), B(s(P),P)=0e
0A OB 1
GP)=| ==+ —=—])(s(P),P) = — - P+ O(P? 0
()= (G5 + 5 )6(PLP) =L PO, i 0.
pelo Teorema 3.5 de singularidades nilpotentes dado em [5], pag. 116. Concluimos

que o retrato de fase do campo Xp restrito a variedade central W¢(f;) ¢ como na
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figura 2.8. Portanto pelos Lemas 2.12 e 2.13 concluimos que o retrato de fase do

+
Ba(s)

Figura 2.8: Campo Xp restrito a variedade central W€([32).

campo X p na vizinhanga das curvas de singularidades (3; e 5 juntamente com suas

variedades invariantes e central é como na figura 2.9(a). O

W=(f1)

We(B2)

(a)

Figura 2.9: Campo Xp na vizinhanca de 1 e P e sua
Projecao.

Demonstracao do Teorema 2.6. Seja p € C, um ponto do tipo D2, 0
Lema 2.11 garante que o campo de Lie-Cartan Xp tem duas curvas de singularidades
b1 e B2, o Lema 2.12, garante que [3; é normalmente hiperboélica do tipo sela, com
variedade invariante bidimensional estavel W§ e variedade invariante bidimensional
instavel Wg , com Wi NWg = B, cujo retrato de fase ¢ como mostra a figura
2.9(a). O Lema 2.13 diz que f; tem uma variedade central bidimensional W§, e uma
variedade invariante estavel bidimensional W3 . Temos também que as projegoes
destas variedades sao tais que II(Wg,) =II(W§,) = ¢, admitindo que II(W3, ) = W,
e [I(W3,) = W3, observe que as projecoes das orbitas assintoticas & P sao projetadas

por IT em folhas unidimensionais assintoticas a P formando uma superficie invariante
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bidimensional W,. Os pontos de C;, = C U p U C5 que se encontram em C; sao do
tipo Dy e os que estao em Cs sdo do tipo Do, como mostra a figura 2.9(b), concluindo

assim a demonstracao teorema. [

2.5 Demonstracao do Teorema 2.8.

Lema 2.14. Seja C, o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos, se p € C,, € do
tipo Dosz, definido em 2.7, entao o campo de Lie-Cartan Xp tangente a superficie
de Lie-Cartan L(s,v,w, P) = 0 tem trés linhas de singularidades que denotaremos

por v, © = 1,2, 3.

Demonstragao. Impondo a condigao a = b em (2.18), condigao esta satisfeita pelos

pontos Dy caracterizados na definicao 2.7, obtemos que

oL, M)
(s, w)

Segue do Teorema da funcao implicita que para s pequeno, podemos escrever

(0,0,0) = bQ — cq # 0. (2.36)

s=s(v)ew=w)em L.(s(v),v,w(v)=M,(s(v),v,w(v) =0 e determinar

—1

:bQ—cq
1

T 0Q — cq

s(v) (A-b+B-c)-v2+ (0)(v?), (2.37)

w(v)

(A-q+B-Q) -v*+(0)(v?), (2.38)

com A e B dados respectivamente por (2.7) e (2.8) na defini¢ao 2.7.
Avaliando X do campo de Lie-Cartan Xp obtido em (2.17), com a condi¢ao

a="bem (s(v),v,w(v), P), temos
X4(5(v),v,w(v), P) = A3(v)P? + Ay(v)P* + A1 (v) P + Ag(v) = 0,
desenvolvendo em Taylor os coeficientes obtemos
b+ OW)P> + (—c+ OW))P* + (=b+OW))P+ (0+ (0)(v)) =0,  (2.39)
cujo discriminante em fungao da variavel v na vizinhanca de v =0 ¢é

D(v) = —2—17b2(02 L 1) + O(v),

que para v suficientemente pequeno é negativo e portanto a equacao (2.39) tem trés
solugoes reais distintas,

c— 2+ 4b? c+ Ve +4h?

Pi(v) =04+ 0(v), P(v) = 5 +O(v) e P3(v) = 5 + O(v).
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Estas trés solugoes determinam trés curvas de singularidades v;, ¢ = 1,2, 3 para o
campo Xp, tais que II(v;) = C,,. Estas curvas singulares podem ser parametrizadas
por v;(v) = (s(v),v,w(v), P,(v)), i = 1,2,3, onde s(v) e w(v) sdo dada, respectiva-
mente, em (2.37) e (2.38). O

Observagao 2.15. Calculando a derivada parcial da funcao que define a superficie
de Lie-Cartan L(s,v,w, P) em relagdo a variavel s no ponto (0,0,0, P;(0)), para
1= 2,3, temos

oL (bQ — cq)(c+ (—1)'V/c? + 4b?)

&(0707073(0)) = 2b2 7é 07

donde concluimos que a superficie de Lie-Cartan é regular na vizinhanga de P;(0),
1=2,3.

Lema 2.16. Com as mesmas hipdteses do Lema 2.14, as curvas ;, para i = 2,3
sao normalmente hiperbolicas do tipo sela para o campo Xp na vizinhanga de ~;,

cujo retrato de fase € como na figura 2.10.

(b) Fa(n)

Figura 2.10: Campo Xp na vizinhanga de v;, i = 2, 3.

Demonstragao. Avaliando o campo de Lie-Cartan Xp dado em (2.17), com a

condi¢ao a = b, linearizando e avaliando em +;, ¢ = 2,3 na vizinhanga de v = 0,

temos
0 0 0 0
_ Q —2¢P;(0) 0 ¢ — 2bP;(0) 0
DXp(yi(v)) = Pi(0)(Q —2¢Pi(0)) 0 P;(0)(c— 2bP;(0)) 0 + O(v),
* * * —b — 2cP;(0) + 3b(P;(0))?

(2.40)

que tem dois autovalores nulos A\ (v) = A2(v) = 0 e dois autovalores nao nulos
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As(v)
/\4(’0)

cP;(0) — 2b(P;(0))* + O(v) = —b((P;(0))* + 1) + O(v),
3b(P;(0))? — 2¢P;(0) — b+ O(v) = b((F;(0))* + 1) + O(v).

Para v suficientemente pequeno temos A3(v) - \y(v) < 0, portanto pelo Teorema B.3
do apéndice, concluimos que ~;, ¢« = 2,3 sao normalmente hiperboélicas do tipo sela
para X,,. O

Lema 2.17. Com as mesmas hipdteses do Lema 2.1/, existe uma variedade central
WC

71’
(repulsora Wvulj tal que W3 N W2 = 1 e o retrato de fase de Xp na vizinhanga de

Y1 € como nas figuras 2.12(a) e 2.12(b).

contendo a curva de singularidades 1 e uma variedade invariante atratora W23

Demonstracao. Calculando a derivada parcial da funcao que define a superficie de
Lie-Cartan definida pela equacdo L(s,v,w,P) = 0 dada em (2.10) em relagao a

variavel w, usando a condigao a = b e avaliando em (0,0, 0,0), temos

oL
5.(0.0,0,0) = —b 0.

Portanto pelo Teorema da fungao implicita podemos determinar w = w(s, v, P) atra-
vés da equagao L(s,v, w(s,v, P), P) = 0, numa vizinhanca de (0,0, 0,0). Fazendo os

calculos obtemos

bO —
w(s,v, P) = —% 54 Ay - 82+ A sv+ QbQ q.ospy Agy - 0?4+ 0O(3), (2.41)
onde
1
All = ﬁ [ — Qb%bg + 2&1bgbg — (CL23 + blg)bg — (2&33 + 613>b3 — 2C33 + agbgg
1
+ a3Co3 — b1033 — b3301 + 3b333 + 0233} N b_2 [2@1[)1(72 + 2@1[)301 — 2b1b§

— 2bobscy + 2a1bs3 4 ajcog — a12be — a13bs — asciz — agser + ascia — 2agsby
1
— 2b1613 — 2b11b2 — 2[)1301 — 2b3€11 + 2b133 + 0123} - q —+ E [2@1()101 — 2b1b261

+ arbiz + a1c12 — arpcr — ai3by — agerr — agbyy — 3brenn — 3biicy + bz + 0112},



2.5 Demonstracao do Teorema 2.8. 49

1
A12 = _ﬁ [2a1bg — 2a1b§ - a2a3b3 -+ a§b2 — (Igblbg -+ a317201 — 2b§ -+ Qbeg + 2&21)33

— 2a92by — azbag — 2a33b2 — bicaz — biabay + bigbs — baciz — bazcy — bycya
1
+ 2b233 + 26223] q — g [alang - a1a3b2 + 3a1blbg — 3(116201 — 2blbgb3 + ngcl

— a12b3 + ai3by — asbiz + 2a22c1 + agsby + agbiz + 2bicra — 201103 + 2b12¢y
+ 2byc11 — biag — 20122}7

1
A22 = _2_b |:4a1b263 + &gbg + a§b3 + 2@3[)1()2 -+ 2&3[)361 — b%bg + lebgcl — 4bgb3

+ b3C§ — agbaz — 4agbs + 2a23by + aszcaz — bibaz — 201203 + 20212 4 c1C23
— 2bg3 — 60222]-

O campo Xp dado em (2.17), com w = w(s, v, P), obtido em (2.41) na vizinhanca

da origem da carta (s,v, P), pode ser escrito como

( bsq — bb b
X, =§= <%-s—f-v+0(2))-xg

bO —
X2:1):¥-

| X4=P=B,-s+B,-v—b-P+0(2)

Xp = (2.42)

s+ O(2) ’

com

by, 1
B,=—2 .=
b 4Ty

+ 2a2b33 — 2a2209 — agbaz — 2az3by — bby — bicaz — biaba + bi3bs — baciz — bazcy

(2@16% — 2@16% — agagbg + a§b2 — agblbg + agbgcl — 2b§ + 2b2b§

— b3C12 + 2[?233 + 2C223) g — alagbg + a1a3b2 — 3a1b1b3 + 3CL1b2C1 -+ 2b1b2b3

— 2bgcl + a12bg — algbg + a2b13 — 2@22C1 — a23b1 — a3b12 — 2b1C12 + 2b11b3

— 2b1ac1 — 2bycyy + biag + 2c129,

Bv = bg g — 4&1[)263 — &gbg — a%bg — 2&3[)1()2 — 2@3()301 + b%bg — lebgcl + 4bgbg
- bSC% + agbaz + 4agebs — 2a23by — ascaz + bibaz + 201203 — 2b2c12 — crc23

+ 2bgg3 + 6c292.
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Calculando DXp(s, v, P) e avaliando em v;(v), temos

7b2(bdgfcq) v 0

0
DXpn) = [ = o 0 | +on), (2.43)
* —b

*

cujos autovalores na vizinhanca de v = 0 sao
b
M(0) =0+ 0®), M(v) = —f(b@ —cq) v+ 0W?) e A(v) = —b+O(v).

Pelo Teorema de variedades invariantes B.3 do apéndice, para b > 0 temos que para
v suficientemente pequeno A3(v) < 0, e portanto existe uma variedade bidimensional
invariante estavel de classe C"~3 que denotaremos por W3, e ¢ mostrada na figura.

No caso em que v = 0, o teorema garante que existe uma variedade
central bidimensional de classe C"3 que numa vizinhanga de 7;(0) contém a curva
de singularidades ~;. Através do Teorema da funcao implicita e fazendo calculos,
podemos determinar uma parametrizagao da variedade central W numa vizinhanga

da origem, dada por

P(s,v) = Ajp- s+ An - v+ O(2), (2.44)

com

1
Alg = E ((bQC — bgb)q2 + bngq + [b2b1 + b(—2a1b§ + 2@1():23 + a2a3b3 — a§b2 + (l3blb3

— azbacy + ng — 2525;2; — 2a9b33 + 2a2202 + azbag + 2a33bs + bicas + biaby — bizbs
+ bocis + bagcy + bsciy — 2bozz — 2¢993) + c(—4arbybs — adbs — azbs — 2azbiby

— 2agbsc; + bibg — 2b1bycy + 4b3bs — bscd + asbos + 4agebs — 2a03by — ascas

+ bibag + 2b1obs — 2bacia — C1Co3 4 2b223 + 6c222) | q + b(4arbabs + a3bs + a3bs

+ 2a3b1by + 2a3b3cy — b%b:} + 2b1bacy — 4b§bg + b3C% — Qobaz — 4agabs + 2a93b,

+ ascs — bibas — 2b12bs + 20512 + €123 — 2bang — 6C222)Q — b7 (a1abs — araszbs
+ 3a1b1bs — 3abye; — 2b1bybs + 2b§cl — a12b3 + ay3by — axbi3 + 2a99c1 + ag3b;

+ asbig + 2b1c12 — 2b1103 + 2b19c1 + 20211 — biog — 20122)),

B 1
b
+ b3c} — agbys — daggbs + 2a93by + azcaz — bibaz — 2b12bs + 2baciy + 1623

— 2bg3 — 60222)}-

[bzq — (4&162[)3 -+ agbg + agbg + 2a3b1b2 + 2@35301 — b%bg + 2blbgcl — 4bgb3
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Afim de analisar o retrato de fase do campo X p, restrito a variedade central
WC

71?
obtemos

rescrevendo o campo Xp dado em (2.42) com P = P(s,v) dado em (2.44),

X;=$=F(s,v,P(s,0v))

b0 —
Ap= Xm0 %'“LG(S,U,P(S,U))- (2.45)
Xy =P = —bP(s,v) + H(s,v, P(s,v))
bQ — bQ) —
Como @ 2 cq # 0, reescalando o tempo fazendo 7 = % -te

restringindo o campo Xp a variedade central W5 temos o campo

Xl X, =5 =U(s,v)
P\We = )
M Xy =0 =s5+V(s,0)

onde

b

:bQ—cq
b

:bQ—cq

Como os jatos J1U(0,0) = J;V(0,0) = 0, sendo s = s(v) solugao de s+ V(s,v) = 0,
numa vizinhanca de (0,0), U(s(v),v) =0 e

U(S,U) -F(S,U,P(S,U)),

V(s,v)

- H(s,v, P(s,v)).

ov  oU
o) = (Go+ 50 ) 601 0) = 122 v 00, a0,
onde o3 é dado na definicao 2.7. Segue do Teorema 3.5 de singularidades nilpotentes
dado em [5], pag. 116, que o retrato de fase do campo Xp restrito a variedade central

W, € como na figura 2.11. Portanto concluimos que o retrato de fase do campo Xp

71

Figura 2.11: Campo Xp restrito a variedade central W5, .

na vizinhanga da curva singular 7, é como nas figuras 2.12(a) e 2.12(b). O
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Figura 2.12: Campo Xp na vizinhanca de 7.

Demonstracao do Teorema 2.8. Seja p € C, um ponto do tipo Das, 0
Lema 2.14 garante que o campo de Lie-Cartan Xp tem trés curvas de singularidades
vi(v) i =1,2,3, 0 Lema 2.16, garante que 72(v) e v3(v) sdo normalmente hiperbolicas
do tipo sela, com variedades bidimensionais invariantes estaveis Wi, i = 2,3 e
variedades bidimensionais invariantes instaveis W3, ¢ = 2,3, com W5 N W2 =v;,
i = 2,3, cujos retratos de fase sdo como nas figuras 2.10(a) e 2.10(b). Pelo Lema
2.17, a curva singular v;(v) de Xp, tem uma variedade bidimensional invariante
estavel W e uma variedade central bidimensional W7 , tais que W35 NWZ = ,
como mostra as figuras 2.14(a) e 2.14(b). Podemos observar também que a projegao
IT ¢ tal que IL(W3 ) =IL(W3)) =C,, i = 2,3. Admitindo que II(W3 ) = W;, i =2,3 e
II(W5,) = Wy e observando que as drbitas assintoticas & F;(0) sdo projetadas por I1
em folhas unidimensionais assintoticas a singularidade p = Ds3, cuja uniao constitui
uma superficie invariante bidimensional que denotaremos por Wj. Os pontos de
C, =C1U p U CyU que se encontram em C) sao do tipo Dy e os que se encontram
em C5 sao do tipo D3, veja as figuras 2.13(b) e 2.14(b). O
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(b) F1 Projegéo de Xp.

Figura 2.13: Projegdo do campo Xp na vizinhanca de 7.
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(b) F2 Projecao de X%.

Figura 2.14: Projecao do campo X5 na vizinhanga de 1.




CAPITULO 3

LINHAS PRINCIPAIS COMPACTAS

Neste capitulo iremos analisar a transformacao de primeiro retorno de uma
orbitas fechadas do campo de vetores 1 e de uma linha principal compacta ~,
determinada pelo sistema (1.10). As linhas principais compactas das folheagoes F;(n)
e Fa(n) da distribuicdo de planos A, serao denominadas de ciclos principais.
Suporemos que a curva v : R — R? esteja parametrizada pelo comprimento de

arco s tenha comprimento L.

3.1 Aplicacao de primeiro retorno de é6rbita peri6-
dica

Primeiramente iremos determinar a aplicacao de primeiro retorno de uma
orbita fechada de um campo de vetores, que na literatura e denominada como
aplicacao de Poincaré.

Consideremos um triedro ortonormal de campos {X, N, B} regulares po-
sitivamente orientado em R? as suas respectivas curvas integrais v, vy € g, que
suponhamos estarem parametrizadas pelos seus comprimentos de arcos, definem um
sistema triplamente ortogonal de curvas. O triedro {X, N, B} define para cada curva
integral um triedro de Darboux que satisfazem os seguintes sistemas de equagoes

diferenciais,

DX(X)
DN(X)
DB(X)

X/ - ]{ZlN —+ kQB,
N' = —ky X + k3B, (3.1)
B' = —ky X — k3N,
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DN(N)=k'B + kY X,
DB(N) = kN + kY X, (3.2)
DX(N) = —kYN — ki’ B,

DB(B) = kPX + kYN,
DX(B) = —kPB +EkPN, (3.3)
DN(B) = —k#B — k¥ X,

Aqui admitiremos também que o colchete de Lie entre dois campos X e Y
denotado por [X,Y] seja dado por [X,Y] = DX(Y) — DY (X), onde DX (Y) é a
derivada do campo X na dire¢ao do campo Y.

A defini¢ao da vizinhanga tubular da curva ~, usada na demonstragao do
Teorema 3.1 abaixo, foi motivada pelo exercicio 1 da pagina 307 que se encontra em

Sotomayor [19].

Teorema 3.1. Sejam X um campo de vetores de classe C" em R3 com r > 2, v
uma orbita fechada de X de comprimento L e suponha que exista uma vizinhanca
Vs(v) de v tal que |X| = 1 e considere um triedro ortonormal {X, N, B} nesta
vizinhanga. Seja 7 a transformacao de Poincaré definida em Vs(y) N'E, onde ¥ é
uma se¢ao transversal a . Entao a derivada da transformagao de Poincaré é dada

por ' (0) = U(L), onde U € solugao da equagao diferencial

U = AU, (3.4)
U(0) = I, A(s) = A(s + L),

com

(X, N, N) ([X,B],N)

((X,N],B) ([X,B],B)

onde os colchetes de Lie estao calculados na curva 7.

Demonstracao. Considere a parametrizacao « de uma vizinhanca tubular de ~

definida na carta (s,v,w) por
a(s,v,w) =v(s)+v-N(s)+w- B(s) (3.5)

e a representacao em série de Taylor do campo X o a por
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X(a(s,v,w)) = X(v(s)) +v-DX(N(s))+w-DX(B(s))+ - . (3.6)

Calculando as derivada parciais de a e usando as equacoes de Darboux

DX(X)=X"=kN + kB, (3.7)
DN(X)=N'=—kX + k3B, (3.8)
DB(X) =B = —kyX — k3N, (3.9)

temos

as=1—kv—kw+--)X(s)+ (—ksw+---)N(s)+ (ks +---)B(s), (3.10)
o, = N(s), (3.11)
ay = B(s). (3.12)

A parametrizacao « define uma conjugacao entre um campo Y e o campo
X, tomando a equacao de conjugacdo Da(Y) = X o « e escrevendo a matriz Da
relativa as bases {ds,dv,dw} e {X, N, B}, respectivamente do dominio de « e da

sua imagem na vizinhanca tubular de ~, temos

1—k1v—k2w+--- 0 0 Yi
Da(Y) = —hgw + - 10 Y, |. (3.13)
k3U+"' 0 1 Y3

Escrevendo X o « na base {X, N, B}, temos

X(a(s,v,w)) =14+ v(DX(N),X)+w(DX(B),X)+--+)- X
+ (v(DX(N),N) +w(DX(B),N)+---)-N (3.14)
+ (v(DX(N),B) + w(DX(B),B) +---) - B.

Igualando as equagoes (3.13) e (3.14) obtemos as coordenadas do campo Y dadas

por
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Yi=1+(k+(DX(N), X)) v+ (ks +(DX(B), X)) w+---,
Yo = (DX (N),N) v+ (ks + (DX (B),N)) -w+---, (3.15)
Yy = (=ks + (DX(N),B))-v+ (DX(B),B) -w+ -~ .

(3.16)
) ds dv dw
Considerando Y; = o Y, = yn eY;= o podemos escrever
d
d_;’ — (DX(N),N) - v+ (ks + (DX(B),N)) -w+--- (3.17)
d
d—f = (=ks + (DX(N),B)) - v+ (DX(B),B) -w+--- . (3.18)

Derivando as equagoes (3.17) e (3.18) em relagao as condigdes iniciais vy e wy e

calculando em vy = 0 e wy = 0, obtemos o sistema de equagoes diferenciais

e (DX(NLN) kst (DX(BLN) \ (5
% 0 0 - 0 0

(3.19)
Usando as derivadas de Lie [X,N] = DX(N) — DN(X) e [X,B] = DX(B) —
DB(X), podemos escrever

(DX(N),N) ks +(DX(B),N) ([X,N],N) ([X,B],N)
A(s) = =
ks + (DX(N),B)  (DX(B), B) (X,N],B) (X, B],B)

g

Observagao 3.2. E essencial apenas que o triedro {X, N, B} seja ortonormal ao

longo de 7.

Observagao 3.3. As entradas da matriz A(s) obtida no Teorema 3.1 podem ser

interpretadas pelas curvaturas relativas as curvas v, yy e yg que estao definidas
pelos sistemas (3.1), (3.2) e (3.3), por

<[XvN]7N> <[X’B]’N> _kév k3+k3B
A(s) = =
<[X?N]’B> <[X>B]>B> _(k3+kév> _kf
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O resultado obtido no Teorema (3.4) generaliza para dimensdao n > 3 o

resultado obtido no Teorema (3.1), com mesmas interpretagdes geométricas.

Teorema 3.4. Sejam X, um campo de vetores de classe C? em R", v uma drbita
fechada de Xy de comprimento L, que supomos parametrizada pelo comprimento
do arco em rela¢ao a varidvel x, e suponha que exista uma vizinhan¢a Vs(y) de
v tal que | X1| = 1 e considere um referencial ortonormal { Xy, Xa,--- , X} nesta
vizinhanga. Seja m a transformagio de Poincaré definida em Vs(y) N3, onde 3 €
uma se¢do transversal a vy. Entdo a derivada da transformagao de Poincaré € dada

por ' (0) = U(L), onde U € solugao da equagao diferencial

U =AU
U(0) =1I,,A(x;) = A(z1 + L)

<[X1>X2]7X2> <[X1’X3]>X2> <[X17Xn]’X2>
A(S) = <[X17X2]7X3> <[X17X3]7X3> <[X1>Xn]7X3> )
([X1, Xo], Xo)  ([X1, Xa], Xn) -0 ([X1, Xa], X)

onde os colchetes de Lie estao calculados na curva 7.

Demonstragao. Considere o sistema de coordenadas x = (x1,%2, -+ ,%,) em R" e

x1 0 pardmetro comprimento de arco de 7y tal que 7/(z1) = X;(z1). Seja

a(z) = (1) + Zfﬂ - Xi(xy), (3.20)
O‘(xh 0,--- 70) = 7(561)7

uma parametrizagao da vizinhanca tubular de v escrita em relacao ao referencial
ortonormal {Xj, X,---,X,,} calculado ao longo da curva =, cujas equagoes de

Darboux sao dadas por

DX;(X1) = X{(x1) = D kij(w1) - X;(1), (3.21)
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Diferenciando a equagao (3.21) em relagao as variaveis z; com ¢ = 1,2, --- ,n, como

v (z1) = X1(x1) temos

gy = Xi(21) + Y ;- X{(21) (3.22)
ay, = Xi(x1), 1=2,3,---,n, (3.23)

usando as equagoes de Darboux (3.21) podemos escrever (3.22) como

1+Zk1 xz Xl xl ZkQ xz X2 1'1 Zkzn mz n )

=2

Assim considerando a matriz Da em relagao as bases x; e X; respectiva-

mente do dominio de o e da sua imagem na vizinhanca tubular de ~, obtemos

(3.24)

Consideremos agora a representacao em Taylor do campo X; o a na vizi-

nhanca tubular de v dada por

X1 (ax)) = X1 (y(21)) + Z z, - DX1(X;) + O(2). (3.25)
Como Xi(a(z1,0,...,0)) = X1(y(z1)) = Xi(z1) = v/(21), escrevendo X; o v =
Xi (@) na base { X1, Xy, -+ X, }, temos

Xy (a(z)) = (1 £ ADX(X). X0 i+ 0(2)) X
+( n (DX, (X;), Xs) -x,-+(9(2)) X,

1=2

3

+ < (DX1(X3), X1) - @ + (9(2)) - X (3.26)

1=2
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Usando o fato que a é uma parametrizacao e portanto define uma conjugacao entre
um campo Y de R" e o campo X; pela equagdo de conjugagao Da(Y) = X(«),

analogamente a demonstracao do Teorema 3.1, obtemos o sistema de equagoes

diferenciais
des i((DX (X)), X1) — k ) +0(2)
V= i)s — Ri2 | - T ’
dz, 2 1 1 2
dl‘g -
L - ((DXl(XZ-),XQ - ki3> cz+ O(2),
d.Tl i—o
4 i((DX (X)), X1) — k ) +0O©2)
-V = i)s — Fin | * Zi :
dny 2= 1 1
Diferenciando em relagao as condigoes iniciais 29,23, ..., 20 e avaliando em
) =2x9=...4+2% =0, temos o sistema
d 8ZE2 - 8%
(22 2 DX (X)), X —k)—
d 8%3 u 8%2
() DXy(X,), X —k) ,
d (Ox _ ox;
(S ) = D0 ((DXU(X0), X0) ~ kin) - 55,
dxy (c%?) : << 1(Xi), X 029
=2 J
. . d
com j = 2,3,...,n. Interpretando matricialmente temos d_U = A(zy) - U, com
451
Ox; . .
U = (8IQ>’ i,j=1,2,....,ne Alx1) = (DX:1(X;), X1) — k;;), como v é fechada
J
de comprimento L temos que U(0) = I, e A(zy + L) = A(zy). Lembrando que

k‘j' = _kij7 k?“ = 0, 7 = 1,2,"' , N, [XZ,X]] = DXZ(XJ) — DXJ(XJ, usando
as equacoes de Darboux (3.21) concluimos que (DX;(X;),X;) = ki; e portanto

podemos escrever a matriz A(z1) = (([X1,X;], X;) ), com i,5 =2,3,...,n. O
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3.2 Aplicacao de primeiro retorno de um ciclo prin-
cipal

O resultado a seguir versa sobre a derivada da transformacao de Poincaré de
uma linha principal 7 da folheagao F;(n) da distribui¢do de planos A,. Suponhamos
para fixar a notagao que 7 seja linha de fluxo de um campo X; contido nesta
distribuicao de planos.

Considere um campo 7 € X5L(R?), r > 2 e seja v uma linha principal
da folheagao Fi(n) da distribuicao de planos A, e X; um campo na distribuigao
A, tal que X;(s) = X1(y(s)) = 7/(s), e Xa(s) o vetor unitario normal a curva -y
tal que {Xi(s), Xa(s)} seja uma base positivamente orientada do plano contido na
distribuicdo A, que passa por 7(s). Defina um triedro ortonormal positivamente
orientado em (s) dado por {X(s), Xa(s), N(s)}, onde N(s) = X;(s) A Xa(s), com
N(s) = N(v(s)) = n(s), cujas equagdes de Darboux sao

DX (X1) = k1 Xo + kaN,
DX5(X,) = —k1 X1 + k3N, (3.27)
DN(X;) = —ko Xy — k3Xs.

Seja a vizinhanga Vs(y) da linha de fluxo v como acima e uma parametri-

zagdo « na carta (s,v,w) dada por
a(s,v,w) =v(s) +v-Xa(s) +w- N(s), (3.28)

cuja matriz jacobiana Da(s, v, w) relativa as bases {ds, dv, dw} e { X7, X5, N} é dada

por

1—Fki(s)v—ka(s)w 0 0
Da(s,v,w) = —k3(s)w 10
ks(s)v 01

Denotando a(s,v,w) = p, considere os campos de vetores X; e Xy cujas

parametrizagoes na vizinhanga Vs(7) sejam
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Xi1(p) = Xi(s)

+ (Al(s)v + As(s)v + %Alo(s)v2 + A1 (s)vw + %Agl(s)w2 + O(3))X2(5)

+ (Bl(s)v + Ba(s)w + %Blo(s)v2 + Bii(s)vw + %Bm(s)wQ + (9(3)) N(s), (3.29)

Xa(p) = (Ci(s)o + Cals)w + 3 Crols)e? + Cur(s)ow + 5Co (s)u? + o<3))X1<s>
+ (1 + Ei(s)v+ Ea(s)w + %Ew(s)v2 + Ev1(s)vw + %Em(s)w2 + O(3)>X2(s)

+ <F1(s)v + Fy(s)w + %Flo(s)UQ + P (s)ow + %Fgl(s)wQ + 0(3)) N{(s). (3.30)
O campo de vetores N(p) cuja parametrizagao na vizinhanga Vs(y) ¢ dada por
N(a(s,v,w)) = N(p) = X1(p) A Xa(p). (3.31)

Calculando as derivadas de N nas direcoes s, v e w, respectivamente,

aiz\/( ) = ( — ka(s) + (Fa(s)ka(s) = Bn(s)ka(s) - di(Bl(s))v
+ (Fa(s)ka(s) = Ba(s)ka(s) - di (Ba(s) )w + O(2 )
; (— Fa(s) — (Bu()ksls) + Ba(s)ha(s) + P s))v
. <E2(s)k‘3(s) 4 k() Ba(s) + CZ w +0(2 ) - Xo(s

+

(( — F1(s)ks(s) — Bi(s)ka(s) + d%El(SDU
(

+

~ B ka(s) — Ba(sVha(s) + - Bufs) ) + 0(2)) N(s),
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%N(p) _( ~ Bi(s) + <2A1(3)F1(s) —9B,(s)Ey(s) — Blo(s))v

+ (Aa()Fi(s) + Ai(5)Fa(s) = Bo(s)Er(s) = Ea(s)B(s)
- Buls)w+ 0)) Xl
+ ( — Fi(s) + (2B1(5)C1(s) = Fio(s) ) + (Bi(s)Cals) + Ba(s)Ca(s)
- Ful9)u+0(2)) - Xalo)
- (E1<s> + (= 241(5)C1(5) + Buols) v + (= Ail5)C(s) = Ax(5)Ci(5)
+ En(s)>w + 0(2)) CN(s),

aawN(p) :( — Bsy(s) + (AZ(S)Fl(S) + A1(s)Fz(s) — Ba(s)Ex(s) — Ez(s)Bi(s)

- Bn(s))v v (QFQ(S)AZ(S) — 2B5(s)Ba(s) — BOl(s))w n @(2)) X (s)
n ( ~ Fy(s) + (BI(S)CQ(S) + By(5)Ch(s) — FH(S))U

+ (2B2(S)CQ(S) - Fm(s))w + O(2>> : XQ(S)

+

+ (E2 Co(s) — As(5)C1(5) —|—E11(s)>v
(

— 2A5(s )+ Eoi(s ))w + (’)(2)) - N(s).

Como estamos denotando p = a(s,v,w), temos que dp = Da(s,v,w) - (ds, dv, dw).
Calculando o produto misto e a equagao do plano (1.10) que caracterizam as linhas
principais, dado por ((DN + DN*')(dp), dp, N(p)) =0e (N(p),dp) =0, obtendo o
sistema de equagoes

Ly -ds*+ Ly - dsdv + Ls - dsdw + Ly - dv? + Ly - dvdw + Lg - dw® = 0,

com L; = L;(p), 1 =1,2,3,4,5,6 e N; = N;(p), i = 1,2,3, dados por
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Ni(p) = (ks(s) = Bi(s))v — Ba(s)w + O(2),
NQ(]?) = —Fl(S)U — FQ(S)IU + 0(2),
N;3(p) =1+ Ei(s)v+ Ex(s)w + O(2).

Li(p) = Ba(s) + ks(s) + ( — Bi(s)k1(s) + 3B1(s) E1(s) — 2k1(s)ks(s) + Fa(s)ks(s)
+ Ey(s)ks(s) — 241(5) Fi() + Fi(s)Ba(s) + Buo(s) + d%ﬂ@))v
(= 2B1(s)ka(s) + 2By () En(5) + ka(5)Ba(5) + 2k (5) B (5) — 23 () s(s)
— Au(s)Fa(s) — Ax(s) Fi(s) + Fa(s) Ba(s) + Ba(s)En(s) + Bu(s)
+ diipg(s))w +0@),
Lo(p) = —2ka(s) + 2F1(s) + ( 4By (5)C1(s) — Bu(s)Ba(s) + 2k1(s)ka(s)
— 4By (s)ka(s) — Ba(s)ks(s) + Fi(s) Fa(s) + Fi(s) Er(s) + 2Fyo(s)
22 B(5) o+ (= 2Ba5)Ca(5) — 2Bi(5)Cals) + 2B (s)ks(s)
1 2ka(s)? — 4Bs(s)ka(s) — 2F1(s)ka(s) + 2Fs(s)ki () + 2ks(s)” + 2Fi (5) Ea(s)
+ B(s)? — Ffs) Ba(s) — Bals)’ +2Fu(s) — 2 Bus) Juw + O(2),
La(p) = —Ei(s) + Fa(s) + <2A1(S)Cl(s) — By(s)C1(s) — Bi(5)Ca(s) + B(s)?
+ Bi(s)ks(s) — 2F1(s)ka(s) — Fa(s)ki(s) + Er(s)ki(s) — 2F1(s) Ea(s)
+ Fa(s)Er(s) = Bu(s)” = Buols) + Fua(s) v+ (Aa(s)Ci(s) + Ai()Cas)
— 2B, (s)Ca(s) + Bi(s)Ba(s) — 3Fs(s)ka(s) + Ex(s)ka(s) + 2Ba(s)ks(s)
— Fy(s)Ea(s) — E1(s)Ea(s) — Eui(s) + Fm(s))w +0(2),

Lilp) = =Bi(s) = ks(s) + (= Fals)Bi(s) = 2B1()Ba(s) = Bi(s)ki (s)
— 2B, (8)ks(s) + 24, (s) Fi(s) — Buo(s) — %Fl(s))u + ( — Fy(s)Ba(s)
+ A1 (s)Fo(s) — 2B1(s)Ea(s) — ki(s)Ba(s) — 2ks(s)Ea(s) + Aa(s)Fi(s)

~ Bu(s) — %FQ(S))@U +0(),
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Ls(p) = =B(s) + (A1(5)Fa(s) + Bi(s)Ea(s) + Fi(s) Ba(s) — Bi(s)ks(s)
— 2B2(S)E1(S) — 2F1(8>k'3(8) + AQ(S)F1<S) — Bll(S) + %E1(8)>U
+ ( — FQ(S)Bl(S) — 2F2(S>k3(8> + QAQ(S)FQ(S) — BQ(S)EQ(S) + 2F1(S)BQ(S)

~ Bo(s)kals) — Bus) + - Fo(s) )+ O2),

Lo(p) = (F3(3)Bi(5) = Bu(s)Ex(s) = Fi(s)Bas) ) — Ba(s) Ex(s)w + O(2).

Na carta (s,v,w) considere duas se¢oes transversais, 3; = {s = 0} e
Yo = {s = L}. Seja « e uma vizinhanga tubular V(7), sendo  uma linha principal

da distribuicao, definida implicitamente pelo sistema de equacoes

(DN () + DN'(p)(dp),dp. N(p) ) = 0. (3.33)
(N (p),dp) = 0. (3.34)

Defina a transformacao de Poincaré = : ¥; — 3y, por m(vg, wg) =
v(L, vy, wo),w(L,vo,w0)>, com v(0, vg, wy) = vy € w(0, vy, wy) = wp. Para calcular
a derivada da transformagao de Poincaré, vamos considerar o sistema (3.32) reescrito

como

dv dw dv\? dv dw dw\ >
Li -4l — 4 Lae—— + L | — Le —— 4+ Le- | —= ) =
P A A (ds> e gegs T (ds) 0
dv dw

Ny Np- o+ Ny = 0. (3.35)

Derivando as equagoes (3.35) em relagdo as condigoes iniciais vy e wy e

avaliando em (s,0,0), temos

Q
S
S
I
=

% @ + % a_w + L i @ + L i a_w =0
ov Ovyg Ow Ov >ds \ dvy Sas\ovy )
ON, Ov ON; Ow d [ Ov d (Oow)
0w ow ow N%(E) +N3£<a—%) =0
oL, Ov oL, Ow d ( Ov d [ Ow
. : Lo (22 ) 4.2 (28 ) =
dv  dwg T 0 dwy e <0w0) Tl (awo) 0
ON;, Ov ON; Ow d ov d (a_w)

. . N. —_— N.
ov 8w0+8w 8w0+ st( wo)jL S ds
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que matricialmente é escrito como

v ov —% —% v v
LaLa \ o [ S e dv ow Bu s
- _ . (3.36)
s
dw ow ON ON ow ow
Ny N oo Dug —o ——= | \ b b
ov ow
Por simplicidade denotaremos a equagao (3.36) por
d
A(s) - d—U(s) = B(s) - U(s). (3.37)
s

Proposicao 3.5. Seja v uma linha principal parametrizada pelo comprimento de
arco s da folheagao Fi(n) de uma distribuicao de planos A, e suponha que exista
uma vizinhanga Vs(7y) de ~y tal que o triedro ortonormal { X1, Xo, N} definido em 7,
e os campos X1(p) e Xo(p) dados respectivamente, por (3.29) e (3.30) na vizinhanga
Vs(7y). Entao:

’1,) Bl(8> = —kg € F1(5> — ]{2(5) 7é 0.
ii) A transformagao de Poincaré w: %) — 3y, onde ¥y = {s =0} e ¥y ={s =L}

sao segoes transversais a v, na vizinhanga Vs(7y) € tal que 7' (0) = U(L), onde U é

a solucao da equagao diferencial

U= MU, (3.38)
U0) =1,
com
MH(S) Mlg(S)
M(s) = , (3.39)
—k’g(s) BQ(S)
€
d
—ks(s)| E1(s) + k1(s) | + Fi(s)| B2(s) —2A1(s) | + Bio(s) + —Fi(s)
gy (PO 1) et )+ 5ol R0)

2(1a(s) - Fi(5))

k’l(S)BQ(S) — AQ(S)Fl(S) + <2B2($) — Al(S))FQ(S) + Bll(S) + %FQ(S)
M12(8) = k3(8) +

2 <k2(5) - Fl(s)>

Demonstracao. Como ~ é curva integral de um campo de vetores, definido implici-
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tamente pelo sistema de equacoes

((DN(p) + DN'(p))(dp), dp, N(p)) =0, (3.40)
(N(p),dp) =0, (3.41)

temos que dp = (ds,0,0) e dp = (0, dv, 0) satisfazem a equagao

(DN () + DN' () (dp), (dp). N(p)) =0,

pela primeira equagao de (3.32), temos L;(s,0,0) = L4(s,0,0) = 0, como v nao
tem pontos parcialmente umbilicos temos Ls(s,0,0) # 0, portanto temos que
Bi(s) = —ks(s) e Fi(s) — ka(s) # 0 o que demonstra ).

Para provar o item i), considere o sistema de equagoes diferenciais obtido
em (3.36), com a notacdo simplificada de (3.37). Calculando o determinante da
matriz A(s), pelo item ¢) temos det(A(s)) = 2(F1(s) — k2(3)> # 0, segue entao
que a matriz A(s) ¢ inversivel. Com as condigbes iniciais v(0,vg,wy) = wvo €

w(0, vy, wy) = wp temos U(0) = I, portanto concluimos que

LU(s) = (A(s)) " Bls) - U5
U)=1.
O que conclui o resultado pois (A(s)) ' B(s) = M(s). O

Observacgao 3.6. No caso em que a distribuicao A, seja completamente integravel

temos que k3(s) = 0. De fato, ao longo da linha de fluxo ~(s), temos
rotN = I‘Ot(Xl VAN XQ) = diVXQ : Xl — diVXl : X2 + [Xl,XQ],
portanto

0= { 1otN, N) = ([X1, Xa], N) = (DX,(Xs) — DX5(X))], N)
= (DX,(Xs), N) — (DXo(X))], N) = Bi(s) — ks = —2k3(s).

Voltando na segunda equagao do sistema (3.32) que define a distribuigao de
planos A, na vizinhanca tubular do ciclo principal v, equacao essa que é dada pela
forma diferencial w = (N(p), dp) = 0, a condicdo de integrabilidade de Frobenius é

dada por w A dw = 0. Escrevendo w no sistema de coordenadas (s, v, w), temos

w(s,v,w) = Ni(s,v,w) - ds + Na(s,v,w) - dv + N3(s,v,w) - dw (3.42)
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com

Ni(s,v,w) = —vBj(s) — wBs(s) + (Fl(s)Al(s) — E1(s)By(s) — %Blo(s)>v2

+ (Aa(s)Fa(s) — Bals)Bals) — - B (s))w? + (Fo(s) Aa(s)

+ Fi(s)As(s) — Bui(s) — Es(s)Bi(s) El(s)Bg(s)>wv +0O(3),

No(s,v,w) = ~vFi(s) ~ wFa(s) + ( - %Fm@) F B (3)) 0+ (— %FMS)

+ BZ(S>C2(S))w2 + ( — Fu(s) + Bi(s)Cals) + Bg(3)01(3)>wv +O3),

Ny(s,v,w) = 1+ vEy(s) + wEs(s) + <%E10(s) - Al(s)C’l(s)>02 + <%E01(s)

- Ag(s)cg(s))uﬂ + <E11(s) — Ay(s)Ca(s) — A2(8)01(3)>wv +O®3).

Diferenciando a forma diferencial w (3.43), temos

N, N, ONs DN,
dw = —st A dv — a—wds A dw + <W — a—w)dv A dw. (3.43)

Calculando temos
wAdw= f(s,v,w)-ds AdvAdw=0,

onde

ON; 6N2> NQ-(aNl 8]\73) N3-<6N2 ON,
ow 0s

f(s,v,w)ZNl.(W—a_w %‘W)' (3.44)

Usando a condigao de integrabilidade temos que f(s,v,w) = 0, assim f(s,0,0) =
—2k3(s) = 0, diferenciando f em relagao as variaveis v e w e avaliando em v = 0 e

w =0, com k3(s) =0, temos

Fuls,0,0) = Fi(5) (Ba(s) = 244(9)) + Buols) = S5,

fw(8,0,0) = —Fy(s)A1(s) — Fi(s)As(s)) + Bii(s) — d%Fg(s).
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Resolvendo as equagoes f,(s,0,0) =0 e f,(s,0,0) = 0, respectivamente em Bjo(s)
e Byi(s) e substituindo no sistema (3.38), e usando a condigao k3(s) = 0 temos

d % 8871});0 B B d%Fl (s) —Ba(s) (2F2(5)+E1 (8)+k1 (s)) *d%Fl (s) 887)1;0 5‘3})}0
ds \ ow  ow = Fi(s)—k2(s) Fi(s)—k2(s) w  Hw
Ovg  Owo B2 (8) Ovg  Owg

que pode ser resolvido usando as condigoes iniciais %(07 0,0) =1, 88700(()’ 0,0) =0,
%(07070) =0e %(0,0,0) =1, obtendo

ow
8_1;0(8) =0,

In (%(L)) _ /OL Ba(s)ds,

In (%(L)) = /OL ﬂds, (3.45)

;;)(L) = exp ( /0 ’ Bg(s)d:;)

. </OL exp </0 BQ(t)dt> ~Bo(L) (2Fa(s) + Ba(s) + ki (s) ) — %Fl(S)ds + C>.

Fi(s) — ka(s)

) v
E importante observar que a equagdo (3.45) que determina 8_<L) ¢ da mesma
v
forma da equacao que determina a derivada da transformacgao de Poincaré de um

ciclo principal ¢ : [0, L] — M? que se encontra no trabalho de Sotomayor e Gutierrez
[18].

3.3 Hiperbolicidade

Nesta se¢ao serao apresentados resultados sobre a hiperbolicidade de campos
de vetores e também para linhas principais fechadas de uma distribuicao de planos
em dimensao 3, serd dado também uma generalizacao para dimensao m, no caso
de campos. Diremos que linha principal fechada v de comprimento L é um ciclo
principal hiperbdlico, se a derivada da transformacao de Poincaré 7'(0) = U(L),
obtida na proposicdo (3.5) ndo tiver autovalores na esfera unitéaria S'.

O lema a seguir seré usado nas demostracoes que seguem.
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Lema 3.7. Seja U(s) uma solu¢ao da equagao diferencial Z' = A(s)Z em R", com
a condi¢ao inicial U(0) = I,. Entio V(s) = e U(s) € uma solug¢io do sistema

7" = (A(s) +¢el,)Z, com V(0) = I,,.
Demonstragao. Derivando a fungdo V(s) = e**U(s) em relagdo a s e usando a
hipotese de U(s) ser solugao de Z' = A(s)Z temos

V'(s) = ee®*U(s) + e*U'(s) = (e, + A(s))e*U(s) = (A(s) + eI,)V (s),

e V(0) = eU(0) = I,,. O

Teorema 3.8. Seja v uma orbita fechada do campo X de classe C*® em R3. Dado
e > 0 existe um campo X. de classe C* em R? tal que || X. — X||, < e e~y € uma
orbita fechada hiperbolica de X..

Demonstragao. Considere o campo X, = X +¢-¢(v,w) - (vN 4+ wB), sendo ¢ uma
fungao de classe C* e suporte compacto com ¢(v,w) = 1 para todo (v, w) tal que
|(v,w)|| < e. E claro que || X, — X ||, < £. Vamos mostrar que 7 é uma 6rbita fechada

hiperbdlica de X.. Compondo o campo X, com a parametrizagao « de (3.5), temos

X (a(s,v,w)) = X(a(s,v,w)) + - p(v,w) - (VN +wB), (3.46)
que escrito no referencial {X, N, B} ¢
X.(a(s,v,w)) =14+ (DX(N),X) - v+ (DX(B),X) w+---)- X

(edp(v,w) + (DX (N),N)) v+ (DX(B),N)-w+---]- N (3.47)

+
+ [((DX(N),B)) - v+ (ep(v,w) + (DX(B),B))-w+---]- B.

Analogamente & demonstragao do Teorema 3.1, usando um campo conjugado a X,

obtemos
Z_z — (co(v,w) + (DX(N), N)) - v+ (ks + (DX(B), NY) - w4+, (3.48)
‘Cll_f (ks + (DX(N), B)) - v+ (26(v,w) + (DX(B), BY) w4+ (3.49)

Derivando as equagbes (3.48) e (3.49) em relacao as condigoes iniciais vy e wy e
calculando em vy = 0 e wy = 0, como ¢(0,0) = 1 obtemos o sistema de equagbes

diferenciais
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d b Dus e+ (DX(N),N) ks+ (DX(B),N) 2 o
E ow ow - ow ow 7
v Do —ks+ (DX(N),B) e+ (DX(B),B) du du

(3.50)

que pode ser escrito como V'(s) = (A(s) +eI)V (s), que pelo Lema (3.7) tem como
solugao V(s) = e**U(s), com U(s) solu¢do do problema de Cauchy (3.4), com isso
se v nao ¢ uma orbita hiperbdlica para X, ou seja, mesmo se alguns autovalores de

U(L) estdo na esfera unitaria S', v serd uma orbita fechada hiperbodlica de X.. O

Teorema 3.9. Seja v uma orbita fechada do campo X de classe C*° em R™. Dado
e > 0 existe um campo X, de classe C* em R" tal que || X. — X||, < e ey € uma
orbita fechada hiperbolica de X..

Demonstracao. A demonstracao segue os mesmos passos da demonstracao do Teo-

rema (3.8), com a notagao obtida no Teorema (3.4).

Lema 3.10. Com as mesmas hipdteses da Proposi¢ao (3.5), considere a perturbagao

ne do campo 1 na vizinhanga Vs(vy) dada por

1e(p) = Ne(p) = X1(p) A Xa(p) (3.51)

com

Xie(p) =X1(p) +2(91(5) - w + Ba(s) - 0* + 6(s) - vw | N(s), (3.52)

com ¢;(s) € (C*>,(0,L)) para todo i = 1,2,3. Entdo as condicoes Bi(s) = —ks e
Fi(s) — ko(s) # 0 sao invariantes sob essa perturbagao, e vy € uma linha principal
fechada de comprimento L. A derivada da transformacgao de Poincaré w. definida
em Vs(v) N3, onde ¥ é uma se¢do transversal a vy € dada por w.(0) =V (L), eV €

solugao do problema de Cauchy

V(s) =M.(s)V(s)
V(0) =1, M.(s)= M.(s+ L) (3.53)
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com

P1(s)Fi(s) + 2¢2(s) (2F2(5) + k1(5)>¢1(3) + ¢3(s)

M.(s) = M(s)+e- | 2(F20s) = F(s)) 2(ka(s) = Fi(s))

0 ¢1(S)
(3.54)
M(s) como em (4.5) da Proposi¢cao (3.5).

Demonstragao. Considere os campos X1.(p) (3.52) e Xa(p) (3.30) e calcule o campo

N.(p) =X1-(p) A Xa(p)

_N(p) + ( — 615w — dals)e? + (61(5) Ea(s) — (o) v
— ¢1(5)E2(s)w2 + (’)(3)) - Xq(s)

#0600+ 01(5)Ca(s)u +O3)) - Xalo)

Calculando as derivadas de N.(p) nas diregoes s, v e w, respectivamente,

temos

I Ne(p) =N () 2 (= Ly (s + 0(2)) - X (s)

% I3
e (Eu()ki(s)0n(s)w + O(2)) - Xals) — 2 - (a(s)n(s)w + O(2) ) - N(s),
I N) =2 N () - (2¢2<s>v 4 (61(5)Es) + 6as) Y + 0(2)) Xu(s)
+e- <¢1(S)Cl(s)w + (9(2)) - Xo(s),
SN0 = o) = =+ (50 + (B + ()0
26, (s) Bals)w + 0(2)) X,(s)

te. ((bl(s)Cl(s)v + 261 (5)Cals) + o<2)) - Xo(5).

Calculando o produto misto e a equagao do plano que caracterizam

as linhas principais, obtidos em (1.10), dados, respectivamente, por ((DN6 +
DNY)(dp), dp, Ns(p)) =0e (N:(p),dp) = 0, obtendo o sistema de equagoes
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Le - ds®* + Ley - dsdv + Les - dsdw + Ley - dv? + Les - dvdw + Leg - dw? = 0,
Nel -ds -+ N€2 ~dv + N€3 ~dw = O, (355)

com L. = Le(p),i=1,2,3,4,5,6 ¢ N;; = N(p), i = 1,2, 3, dados por

Nay(p) = (ks(s) = Bi(s))o = (Ba(s) + 6 (s) Jw + O(2),
Neo(p) = —Fi(s)v — Fa(s)w + O(2),
Nes(p) =1+ Ei(s)v + Ex(s)w + O(2),

La(p) = Lu(p) +¢ - <<¢1(3)F1(s) + 265(s) ) + <¢1 (ka(s) + Fa(s) + E(9))

+@@0w+0@0,

Lalp) = La(p) + 2+ (= on(6) (Bu(9) + o))+ (2020602 — 20n(5) )

- 261(5)Cu(s) ~ 25e61(9))w + 0(2) ),
L.s(p) = Ls(p) — € - ¢1(9) (Cl(s)v — (ng(s) — Bi(s) — 202(5)>w + 0(2)),
La(p) = La(p) + 2+ (= 200(6)0 = (BOF(5) + G1(9ls) = ) + O(2) ),

Lalp) = Lalp) =+ (6209 + (2B + ()0

+0u(5)(Bas) = 2(6) + ha(s) )+ O2) ).

Les(p) = Lo(p) — =+ 61(5) (Fi(s)v + Ea(s)w + O(2))
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Substituindo na equagao variacional (3.36), obtemos

o ale . aLal

ov ov ov ov
Lea Les N [ 5w Buo v ow Buo Do
- — , (3.56)
s
ow ow GNE aNE ow ow
Ney Nes Soc  Dug _ L ! oo Dug
ov ow
que denotaremos por
d
A(s) - d—U(S) = B.(s) - U(s). (3.57)
s

Avaliando em (s,0,0), temos L. (s) = La(s), Lea(s) = La(s), o que garante a
invariancia das condigbes Bj(s) = —k3 e Fi(s) — kao(s) # 0.

Temos também em (s,0,0) que Le3(s) = L3(s), Nea(s) = Na(s) e Nes(s) =
Nj3(s), e portanto o determinante det(A.(s)) = 2<F1(s) — k’g(S)) # 0, segue entao
que a matriz A.(s) é inversivel. Com as condigoes iniciais v(0,vg, wy) = vy €

w(0, vy, wy) = wp temos U(0) = I, portanto concluimos que

U(s) = (Als)) ™ Bels) - Us)
U©) = 1.
O que conclui o resultado pois (A.(s)) ' B.(s) = M.(s). O

Teorema 3.11. Seja v uma linha principal fechada de comprimento L da folheagao
Fi(n) da distribui¢ao de planos A,. Dado £ > 0, existe um campo n. em X5(R?), tal

que ||n. —nl|, < e, com v sendo uma linha principal fechada hiperbdlica de Fi(n.).

Demonstracao. Considere o problema de controle
V(s)=A(s)V(s) + > uils)E(s)V(s), k=1, (3.58)

com controles

Coi(s)Fi(s) + 2¢2(3)’
2<F1(s) _ kg(S))
01(5) (2F2(5) + () + ()
Q(Fl(s) — k?g(S))

ui(s) =«

)
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e € R e ¢;(s)€ R de suporte compacto,

sin=(10). w-(91) mo-(20)

Defina a sequéncia {Bg(s)}, 1=1,2,3ej=1,2por

como

B2(s) = A(s)Ev(s) — Ey(s)A(s) = ( _kz(s) ; ) .

Tomando 5 € [0, L] tal que k3(5) # 0, temos que {E}(3), F2(3), E»(5), Bi(5)} ¢ uma

base do espago Ms(R)(matrizes de ordem 2 com coeficientes reais), portanto

Span{B/(3) | i € {1,...3},j = 1,2} = T, My(R), (3.59)

assim pelo Teorema C.2 do apéndice C, o sistema de controle (3.58) é controlavel
em [0, L], ou seja V' é solugao do problema de Cauchy (4.3) como no Lema (3.10).
Portanto se algum autovalor de U(L) estiver na esfera unitaria S', sendo U solucio

do problema de Cauchy

U(s) = M(s)U(s), (3.60)
U(0) = Iy, M(s) = M(s+ L)

com M(s) dada por (4.5), podemos obter um campo 7., C" proximo a 7, cuja
derivada da transformagado de Poincaré seja como no Lema (3.10), tal que os

autovalores de V.(s) ndo estejam em S*. O



CAPITULO 4
TRANSVERSALIDADE DAS VARIEDADES
INVARIANTES

Neste capitulo vamos analisar a transversalidades entre linhas parcialmente
umbilicas e separatrizes parcialmente umbilicas, que foram definidas no capitulo 2 e
as superficies assintoticas que definiremos a seguir.

Se 7; é um ciclo principal hiperbolico da folheagdo Fi(n), i = 1,2 da
distribuigao de planos A,, onde 7 ¢ um campo em Xi(R?), r > 2, o Teorema 3.11 da
se¢ao 3.3, garante a existéncia de duas superficies invariantes locais numa vizinhanca
de ~;, denotadas por 1, W7 (i) € 10eWH(7:), @ = 1,2. Os saturados destas superficies
pela folheacao F;(n), serdo aqui denominadas de superficies assintdticas ao ciclo
principal -;, as superficies invariantes imersas em R? de classe C"~2 obtidas pelas

saturagoes de 1, W7 (i) € 10cWH(7:) por Fi(n), serao denotadas por

W3 (i) = sat (W7 (7)),

Wi (i) = sat (1o Wi (7))

4.1 Transformacao de Poincaré entre duas secgoes

transversais a uma linha principal

Nesta segao descreveremos as equagodes variacionais que determinam a
transformacao de Poincaré entre duas secoes transversais a uma linha principal de
uma folheacao F;(n),i = 1,2 da distribuicao de planos A, do campo de vetores

regular 7.

Lema 4.1. Seja v uma linha principal parametrizada pelo comprimento de arco
s da folheagiao Fi(n) de wma distribuicao de planos A,. Suponha que exista uma
vizinhanga Vs(y) de~y, e considere um triedro ortonormal { X1, Xo, N} definido em ~y,
e os campos X1(p) e Xa(p) dados respectivamente, por (3.29) e (3.30) na vizinhanga
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Vs(y). Considere a perturbagao do campo n dada por

n-(p) = Ne(p) = Xa1c(p) A Xa(p), (4.1)

com

X1.(p) =X1(p) + £6(s)v - N(s), (4.2)

e ¢ € (C™,(0,L)). Entao a derivada em rela¢iao ao pardmetro de perturbacao € da
transformagao de Poincaré m. : X1 — Yo, onde X1 = {s =0} e X9 = {s = L} sao

segoes transversais a vy, na vizinhanga Vs(y) € dada por —n.(0) = V(L), com V(s)

Oe
solucao do problema de Cauchy
Vi(s) =M(s)V(s) + Mc(s),
V(0) =0 (4.3)
com .
M(s) = 6(s) - | 2(k(9) =) | (4.4)
0

M(s) como em (4.5) da Proposi¢io (3.5). dada por

Mii(s) Mia(s)
M(s) = , (4.5)
—ks(s)  Ba(s)

a9 (E1(6) 4 1a(6) ) + Fa(s) (Bl = 20(9)) + Buole) + (o)
2(1a(s) - Fi(5))

kl(S)BQ(S) — AQ(S)Fl(S) + <2B2(8) — A1(8)>FQ(S) + Bll(s) + %FQ(S)

Mn(s) =

)

M12(S) = kg(s) +

2 <k2(s) - Fl(s))

Demonstra¢ao. Considere os campos Xi.(p) definido em (4.2), Xi(p) e Xa(p)

definidos, respectivamente, em (3.29) e (3.30) e defina o campo
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Ne(p) =X1c(p) A Xa(p)
= N(p) —ep(s)v (1 + Ei(s)v+ Ex(s)w + %Elo(s)v2 + B (s)vw

+ %Em(s)wQ) - X1(8)

+ep(s)v (C’l(s)v + Cy(s)w + %Cm(S)UQ + C1(s)vw
+ %Cm(s)uﬂ) . XQ(S).

Diferenciando temos,

0 0

SEN() =5 Np) - (= 650+ 0)) - X1 (5)

e <k1(3)¢(3)v + 0(2)) Xo(s) — e <k2(3)¢(s)v v 0(2)) CN(s),

%Ns(m —%N(p) e 4(s) (1 + Ey(s)o + Es(s)w + o<2)) Xy(s)
te - p(s) (2(]1(3)11 + Co(s)w + 0(2)) - Xo(s),
SN0 = o) = =-000) - (Exlo)o+ O(2)) - i)

+e-o(s) (02(5)v + o<2)) X (s).

Calculando o produto misto e a equacao do plano que caracteriza

as linhas principais, obtidos em (1.10), dados, respectivamente, por ((DN€ +
DN{)(dp), dp, Nz—:(p)) =0e (N:(p),dp) = 0, obtemos

Le - ds®* + Ley - dsdv + Les - dsdw + Ley - dv? 4 Les - dvdw + Leg - dw? = 0,
N&*l -ds+N€2-dv—|—N€3-dw :0, (46)
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ou equivalentemente

dv dw dv 2 dv dw dw\ 2
La . La C La i La <_> eb " 7 5 € <_> = VU
1_‘—2ds+ 3d5+ 7 \ds 5dsds+ 6 ds 0
dv dw
N, Neo+—+ N — =0, (4.7
1 Nez dsjL 3 ds (4.7)

com L. = L.(p),i=1,2,3,4,5,6 e N;; = N(p), i = 1,2, 3, dados por

Nar(p) = (26(5) + kis(s) = Bi(s))v = By(s)w + O(2),
Nao(p) = —Fi(s)v — Fy(s)w + O(2),
Ne(p) =14 Ei(s)v + Ex(s)w + O(2),

Lei(p) = Li(p) + - é(s) - (1 + < — ki(s) + 3E1(3)>U + 2(E2(3) - k2(5)>w + 0(2)) ;

Los(p) = Lo(p) + ¢ - K — (s) (BQ(S) n 401(s)> . Qd%gb(s))v

+20(6) (k) - Ca(o))w +02) )|

%@=m®+emw(@www&@+@@—@@%

+ Bsy(s)w + (9(2)) ,
Loy(p) = Ly(p) — e - ¢(s) (1 + (kl(s) + Fy(s) + 2E1(s))v + 2E5(s)w + (9(2)> ,
Lalp) = Lalp) + 2+ 605) - (Eals) = bals) 4 Fis))o = Fa(s)u +0(2)).

Les(p) = Lo(p) — = - 6(s) - ((Fg(s) - E1(3)>v + 0(2)) .

Diferenciando o sistema de equagoes (4.7) em relagdo ao parametro de perturbacao
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¢ e avaliando em (s,0,0,0), temos

OLa Ov, Ol Ow Ol d(0v)  , d(0w) _,
v 9 Ow e D= ds\ e Pas\oe )
ON.,; Ov ON, Ow ONg d (0Ov d (Ow)
o0 o: T ow 9 T oe +N&%(&) +N8%<5) =0,
que na forma matricial pode ser escrito como
@ _aLal _6[/81 @ _8[/51
( L., L. ) d | oe v ow Oe O
. = + )
Neo Nes )05 | gu CONa ONa || w 0N,
Oe v ow Oe Oe
(4.8)
que por simplicidade denotaremos por
d
A(s) - %V(S) = B.(s) - V(s) + C(s). (4.9)

Como L.(s,0,0,0) = Ly(s,0,0,0), Les(s,0,0,0) = L3(s,0,0,0), Nea(s,0,0,0) =
N5(s,0,0,0), N.3(s,0,0,0) = N3(s,0,0,0) e por 7 ser linha principal da folheagao

Fi(n), segue que Bi(s) = —ks e Fi(s) — ka(s) # 0, consequentemente a matriz

A.(s) sera inversivel, pois det(A.(s)) = 2(Fi(s) — ka(s)) # 0, como @(0,0,0,0) =

Oe
0
—w(O, 0,0,0) = 0, podemos escrever o sistema (4.9) como,

Oe

—V(s) = M(s)-V(s)+ MAs), (4.10)

A(s) = ( —2(162(8) - F1(S)) Fy(s) — Ei(s) >
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temos

o que conclui a demonstragao. O

Teorema 4.2. Seja v uma linha principal da folheagao Fi(n) da distribui¢ao de

planos A,, como no Lema 4.1. Entdo existe uma vizinhanca V.(y) e um campo

%WE(O) # 0, onde T, : X1 — X9

¢ a transformagao de Poincaré entre as segoes transversais 1 = {s = 0} e

n. em X5(R3), com ||n. — nll, < e, tal que

Yo ={s = L} da curva v, na vizinhan¢a Vs(7).

Demonstracao. Considere o problema de controle da equacao diferencial linear nao

homogénea
V(s) = M(s)V(s) + A(s)u(s), (4.11)
= L e o controle u(s) = o(s) onde s) é solucao do
com A(s) = 0 trole u(s) 2a(s) — Fu ()’ de M(s) lugao d

problema de Cauchy (3.38)

com
MH(S) Mlg(S)
M(s) = ,
—ks(s)  Ba(s)
(§
d
—ks(s)| E1(s) + k1(s) | + Fi(s)| B2(s) —2A1(s) | + Bio(s) + —Fi(s)
vy (B0 +00) £ A6 ) + B0+ )

2((ka(s) = Fi(o))

k1(5>BQ(S) - AQ(S)Fl(S) + <2B2($) - Al(S))F2(S) + Bn(s) + %F2(S)
2(](32(8) — F1(8)>

Mlg(s) = kg(s) +

*

ks(s) )
como podemos tomar 5 € (0, L] tal que k3(5) # 0, segue que Q = [A(3), A2(5)]

Defina a sequéncia A;(s) = A(s), As(s) = LA(s) — M(s)A(s) =

tem posto 2, portanto pelo Teorema C.4 do apéndice C, segue que o sistema
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(4.11) é completamente controlavel em [0, L], ou seja podemos tomar ¢(s) com

suporte compacto em [0, L] e portanto o controle u(s) em [0,L] seja tal que

9,
V(L) = %7(6(0) # 0, numa vizinhanga (—eg, gg) de € = 0. O

Corolario 4.3. Seja v um ciclo principal de comprimento L da folheagdo Fi(n) da
distribui¢ao de planos A, como no Lema 4.1. Entao existe uma vizinhanga V.(7y) e

um campo 1. em X5(R3), com ||n. — |, < &, tal que:

i) A transformacao de Poincaré m. : ¥ — X, com X = ¥ = Yy a se¢do
transversal a vy, tenha um nimero finito de pontos firos p € X N V.(7y), todos

elementares, ou seja, '(p) ndo tem autovalores no circulo unitdrio S .
it) A curva y nao € ciclo principal de Fi(n.), € # 0.

Demonstracao. Como o Teorema 4.2 garante que 27r5(0) # 0 numa vizinhanga
(—¢e0,€0) de e =0, a aplica¢ao P : (—eg,g9) X ¥ —> Egdada por P(e,p) = (p,m(p)),
¢ tal que E(O’O) = (0, —7T5(O)>7é (0,0), ou seja a aplicacdo P ¢é transversal ao
conjunto D = {(p,p) € R? x R? : p € ¥}, numa vizinhanca de (0,0). Portanto o
conjunto M = {e : P. é transversal a D}, com P.(p) = P(e,p) ¢ denso no intervalo
(—¢0,€0), consequentemente os pontos fixos da transformagao de Poincaré 7., com
e € h sdo todos elementares, concluindo assim o item 7).

Para que 7 seja ciclo principal de Fi(n.), (ds,dv,dw) = (ds,0,0) tera que

ser solugao do sistema (4.6), com v = w = 0 ou seja
<Bl(s) + ks(s) + egb(s)) -ds? =0,

como v é ciclo principal de F(n), temos que Bj(s) + k3(s) = 0, como podemos
escolher ¢(s) # 0, segue que para todo £ # 0, v nao sera ciclo principal de Fi(n.),

concluindo 7). O

4.2 Transversalidades entre conjuntos invariantes

Nesta segao estaremos interessados em estudar as posicoes relativas entre
as superficies assintoticas e as superficies separatrizes parcialmente umbilicas.

Agora fixaremos algumas notagoes com o intuito de demonstrar resultados
de genericidade na geometria extrinseca de campos de vetores, para as folheagoes

singulares F(n) e F2(n), da distribuicao de planos A, de um campo de vetores 7 em
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X5 (R?), r > 2. Resultados tipo Kupka-Smale para campos de vetores que podem
ser encontrados em [14].

Observemos que R? ndo ¢ uma variedade compacta. Entao considere X3, (R?)
com a topologia definida no artigo de Peixoto [15], que reescrevemos no apéndice D.

Para isso considere uma decomposicao de R? por compactos K,,, m € N, tais que
KiCKyCKyC-+CKyp CHKypyy C-- CRY, (4.12)

cujos abertos na topologia em Xp(RR?) sejam dados por

A(n,5(p)) - ﬁ{ﬁ : d(n,ﬁ, K, — f(m,l) <o = inf d(p)) (4.13)

Os ciclos principais da folheacao F;(n) serao denotados por +;; e as linhas
parcialmente umbilicas por ¢;;, onde ¢ = 1,2 indica a que folheacao F;(n) per-
tence e j indica a enumerabilidade das linhas parcialmente umbilicas e ciclos prin-
cipais. As superficies assintoticas serao denotadas por Wi;(H) = Sat(10.W;5(7i)) U
Sat (10c W35 (7i5)), observe que vi; = Sat(10cW75(7i5)) N Sat(10eW5(7i5))- As separatrizes
parcialmente umbilicas serdo denotadas por W;; (S, K,,) = Sat(jocW (¢ij, Kin)).

Essas superficies assintoticas e as superficies separatrizes parcialmente

umbilicas podem se intersectar das seguintes maneiras:

Auto-intersecao de linhas parcialmente umbilicas.

intersecao entre linhas parcialmente umbilicas distintas.

intersecao de superficies assintoticas e superficies separatrizes parcialmente

umbilicas.

Auto-intersecao de superficies assintoticas.

Intersecoes entre superficies assintoticas distintas.
O conjunto dos campos 1 de X (R?), r > 2, que satisfazem uma das propriedades
abaixo sera denotado por G;, i =1,2,3 :

1) P(n) o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos, ¢ uma subvariedade de
dimensao 1 de R?, cujas componentes conexas sao linhas parcialmente umbilicas

constituidas de pontos Darbouxianos e Semi-Darbouxianos.
2) Todos os ciclos principais das folheagdes F;(n), i = 1,2 sao hiperbdlicos.

3) Todas as intersegbes entre separatrizes umbilicas e superficies assintoticas das

folheagoes F;(n), i = 1,2, sdo transversais.
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O conjunto que satisfazem as propriedades 1) e 2) sera denotado por Gjs €
o que satisfazem as propriedades 1), 2) e 3), por Gja3.

Os resultados de transversalidade a seguir tratam das intersegoes das
separatrizes parcialmente umbilicas e superficies assintéticas, para os outros tipos de
intersecoes citadas acima podemos demonstrar de maneira andloga. Primeiramente
demonstraremos alguns resultados para regides compactas K C R?, como na
topologia de Xi,(IR?), com os abertos definidos em (4.13).

Seja X%, (K), o conjunto dos campos regulares n de classe C" no compacto
K C R?, com a topologia C". Definamos os seguintes conjuntos

X"(L,K) ={n € Gi: cujos ciclos principais que passam por K e tem
comprimento menor ou igual a L, sejam hiperbolicos }.

X7(L,K) = {n € ¥"(L, K): Todas interse¢des entre superficies separatrizes
parcialmente umbilicas e superficies assintéticas aos ciclos principais com compri-

mento menor ou igual a L e passam por K, sejam transversais}.

Teorema 4.4. G, € aberto e denso em Xx(R?).

Demonstracao. A demonstracao segue de maneira analoga, pelos argumentos de
transversalidade como no caso compacto, demonstrado em Lopes, Sotomayor e
Garcia [13].

Lema 4.5. Seja n € X" (L,K) e suponhamos que ezista intersecao entre uma
separatriz umbilica W(S) e uma superficie assintética W(H), da folhea¢io Fi(n).
Entao dado € > 0, existe um campo n. € X" (L, K) tal que ||n.- — ||, < ¢, tal que
W(S)(n.) e W(H)(n.) se intersectam transversalmente.

Demonstrag¢ao. Sejam ¢ uma curva parcialmente umbilica e v um ciclo principal da
folheagao Fi(n) do campo 7 e suponha que W(S) e W(H) se intersectam. Considere
uma vizinhanca compacta da linha parcialmente umbilica ¢ e uma vizinhanca
compacta do ciclo principal v, vizinhancas estas, respectivamente, contidas em
W (€) € 1,W (%), cujos bordos sdo os dominios fundamentais de W (S) e W(H),
respectivamente, denotados por W) e WP(y). As aplicagdes que associam o
campo 7 a essas vizinhangas fundamentais sao continuas, ou seja n — W9c) e
n — WO%4#) sdo continuas, portanto dado € > 0 qualquer, existe um § > 0, tal
que se ||n. — ||, < 4, teremos que W°(S)(n) esta ¢ — C"- proxima de WO(S)(n.) e
WPO(H)(n) esta e — C"- proxima de WY(H)(n.). Defina agora para cada inteiro n os
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seguintes conjuntos

Wn(S) = {p € W(S) : d(p, W"(5)) < n},
W"(H) = {p € W(H) : d(p, W*(H)) < n},

onde d ¢ a distancia induzida em WO(S) e WY(H). Novamente temos que as
aplicagoes n — W™(S) en — W™(H), sao continuas. Além disso W™ (S) e W™(H)
sao subvariedades compactas com bordo de R3. Considere uma vizinhanca V do
campo 7 em X7(L,K) e o conjunto X" (L, K) ={n € V : W"(S) ¢ transversal a

Afirmacao: Pata todo n € N, o conjunto X7 (L, K) ¢ aberto e denso em V.

Consequentemente X" (L, K) NV :ﬂ X! (L,K) ¢ denso em V.
n=1
Abertura: Se 7 € X' (L, K), como W"(S)(7) é transversal a W"(H)(7), e
da continuidade das aplicagoes 7 — W"(S)() e 7 — W™ (H)(7), segue direto a

abertura.

Densidade: Considere o conjunto K = W™(S) N W"(H), que sabemos ser
compacto pois W"(S) e W™(H) também sao. Como W™(S) N W"(H) tem somente
pontos regulares da folhea¢ao Fi(n) do campo 7, podemos considerar as folhas de
Fi(n) orientadas numa vizinhanga do compacto K e associar a um campo de linhas
L1(n), assim, para cada p € K, existe um fluxo tubular (£}, f,,), contendo p e um
ntimero b, tal que [—by, by] X I? C f,,, tal que o campo de linhas (f,,,,).£1(n) coincida
com o campo unitério em [—by, b,] x I?. Suponha que (W?"(S)NF,)N(W?*"(H)NF,)
tenha apenas uma componente conexa, se necessario diminua F,. Como K ¢é
compacto tome uma cobertura finita {V1,V5,---,V;} de K, por abertos e fluxos
tubulares (F}, f, %), correspondentes, como os obtidos acima. Pela continuidade das
aplicagoes 1 — W™(S) e n — W"(H), existe uma vizinhanca V C V de 7, de

modo que para todo 7 € 17, tenhamos
!
W™(S)(m) NW™(H)(#) C (] Vi
k=1

Para cada n € Vek = 1,2,---,l, diminuindo a vizinhanca se necessa-
rio, podemos supor a existéncia do fluxo tubular (F, fik), com Vi, C Fyy e
[=bp, by X I? C frx(Fy) de tal modo que o fecho de Vj, esteja contido no interior de

fi,i([—bp, by] x ]12/4). Seja agora V), o conjunto dos campos 1 € V, tal que W™(S)(7)
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seja transversal a 1 € Vj, tal que W"(H)(7) em V fecho da vizinhanca V;. Observe

!

que Vj € um conjunto aberto em V. Como VNV = ﬂ V(k), resta agora mostrar
k=1

que cada V(k) é denso em V. Tomemos um campo de vetores n € VN X" (L, K) e

denote por

Lo (W™(S) N Fyp) 0 {by} x 12
H+:(n) = for(W™(H) N Fy ) N {Zbe} x I

U
H
—~
=
S~—
Il

Devemos agora mostrar que W"(S)(n) ¢ transversal a W"(H)(n) em Vj. Para isso
basta mostra que S (n) seja transversal a H,(n) em {b;} X 1'12/4. Defina a aplicagao
T ¢ o (=0k X 0) — fo (b, x 0),
que a cada ponto p € f{,ii(_bk x 0) associa o ponto de interse¢ao da folha de Fi (7))

que passa por p com a segao transversal f, - ,i(bk x 0). Considere a restri¢do do campo

n ao conjunto Fj tal que para toda perturbacao como no Teorema 4.2, podemos

£

0
obter um campo 7. € X"(L, K), tal que ||n. — |, < €, com T (0) # 0 temos que
5

H. () e S;(n) sejam transversais para todo ponto p € fn_,i(—bk x 0). Completando

assim a demonstracao do Lema. O

Teorema 4.6. O conjunto X" (L, K,,) € residual em X7 (L, K,,,).

Demonstracao. Basta mostrar que dado um campo n € X"(L, K,,), existe uma
vizinhanga V de n em X" (L, K,,), tal que %r(L,Km) NV, contenha um conjunto

residual em V e isto segue direto do Lema 4.5. 0J

Lema 4.7. Seja n € Gy, dado L > 0 e v um ciclo principal hiperbolico de F;(n),
i =1,2, de comprimento < L. Entao existe uma vizinhang¢a tubular de v, V() em
R? e uma vizinhanga do campo n, V(n) € Gi, tal que todo campo 177 € V(n) tenha
ciclo principal v(n) C V (%), e todo ciclo principal de 1 distinto de (1) que passa

por V(n), tem comprimento > L e v(n) varia continuamente com 1.

Demonstracao. A demonstragao é inteiramente analoga ao caso de érbitas periodicas

de campos de vetores. Ver se¢ao 2 capitulo 3 Melo e Palis [14]. 0

Corolario 4.8. Considere n € Xy (K,,), onde K., seja um compacto como na
decomposicao de R? por exaustio de compactos definida em (D.1). Dado L > 0,
existe apenas uma quantidade finita de ciclos principais na folheagao F;(n), cujo
comprimento seja menor ou igual a L. Em particular a quantidade de ciclos

principais hiperbolicos de F;(n) € enumerdvel.



4.2 Transversalidades entre conjuntos invariantes 88

Demonstracao. A demonstracao segue diretamente do Lema 4.7. Observando que
estamos nos compactos K,, e que as linhas parcialmente umbilicas Darbouxianas e
SemiDarbouxianas sao curvas regulares como demonstrado nos Lema 2.4 e Teoremas

2.6 e 2.8, portanto temos apenas uma quantidade finita nestes compactos. Il

Lema 4.9. Seja K,,, um subconjunto compacto de R3, como em (4.12), en € X5 (RR?)
tal que 1 nao tenha pontos parcialmente umbilicos em K,, e que as ciclos principais
que passam por K,, tenham comprimento < L. Entao existe wma vizinhanc¢a )V de

n em X5L(R?), tal que todo ciclo principal de 17 € V tenha comprimento > L.

Demonstragao. Para cada ponto p € K,,, associamos uma vizinhanca U,, de R? e
uma vizinhanga V,, de n em X5 (IR?), tal que se 7 € V,,, entdo os ciclos principais

de 77 que passam por U,, tenham comprimento > L. Entdo tome uma subcobertura

n<oo
finita U, e suas vizinhancas correspondentes V,,, e tome a vizinhanca }V = ﬂ Vi

m=1
que satisfaz o desejado, concluindo a demonstracao. O

Teorema 4.10. O conjunto X" (L, K,,,) € aberto e denso em G.

Demonstracao.

Abertura. Seja n € X'(L,K,,), entdao para cada compacto K,, tome
p € K,, tal que p nao seja ponto parcialmente umbilico e nem esteja em ciclo
principal de F;(n), i = 1,2 de comprimento < L. Seja VW uma vizinhanga de n em
g1, tal que sempre que 77 € W, todo ciclo principal (%) que passa pela vizinhanga
W de v tenha comprimento > L. Se p é parcialmente umbilico ou pertence a um
ciclo principal, aplicando o Lema 4.7, podemos achar vizinhancas U e V em K,, e
vizinhancas, respectivamente, correspondentes U e V. Como K,, é compacto, temos
um numero finitos de U;, V; e W, cobrindo K,,, de modo que a intersecoes das
correspondentes vizinhangas em X" (L, K,,,), contenha um conjunto aberto de pontos
em X'(L, K,,). Com isto temos que para cada K,,, existe um real d,, > 0 tal que
sempre que 7 6A<7},(5(p)), d(p) > 0 como na topologia de R? definida em (4.13),
provando a abertura.

Densidade. Tome 1 € G; e um aberto A(n,é(p)), d(p) > 0, podemos
achar 7 € X(L, K,,,), arbitrariamente proximo de 7, obtido por uma perturbagao de

7 em uma pequena vizinhanca K,, C K, e tal que
d(T],ﬁ,Kj—Kj_l) <6j j <m.

Fazendo sucessivas modificagoes em 7 para obter o campo 7, modificacoes estas

como no caso de oOrbitas periddicas de campos de vetores, que mantiveram 17 = 7
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fora de K1, ver segao 2 capitulo 3 [14], entao temos que 17 € A(n, 5(p)) e portanto
ne XL, K, n .A(n, (5(p)). Isto conclui a demonstracao do teorema. O

Teorema 4.11. O conjunto Gioz € residual em X,(R?).
Demonstracao. Basta observar que
Gios =[] [ ¥'(L, Kp),
L=1m=1

que segue diretamente dos Teoremas 4.4 e 4.6. 0



CAPITULO b
CONFIGURACAO PRINCIPAL DE CAMPOS COM
SINGULARIDADE HIPERBOLICA

Neste capitulo iremos discutir as configuragoes principais de campos n =
(m1,m2,m3), que contém uma singularidade hiperbdlica. Podemos observar pelo Lema
1.1 que as equacgoes diferenciais implicitas que caracterizam as linhas principais da
distribuicao de planos A, se estendem analiticamente para campos 7 com singula-
ridades hiperbolicas. Vamos exibir as configuragoes principais de dois exemplos de
campos de vetores lineares hiperbdlicos 7. Uma cuja distribuicao de planos A, ¢é
completamente integrével e outra cuja distribuicao de planos nao é completamente
integravel. No primeiro caso veremos que o conjunto parcialmente umbilico é cons-
tituido de duas retas que concorrem na origem e suas configuragoes principais sao
como no sistema triplamente ortogonal de superficies de Dupin (ver figuras 5.1 e
5.2). No segundo caso mostraremos que o conjunto parcialmente umbilico é uma
reta dupla que passa pela origem (ver figuras 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7). Mostrare-
mos também que a configuragao principal na vizinhanca de um ponto parcialmente
umbilico regular do campo linear n é sempre do tipo D;.

Exibiremos uma classe de campos de vetores lineares 7 que apresenta
todos os tipos hiperbolicos, que genericamente, o conjunto dos pontos parcialmente
umbilicos da distribui¢ao de planos A, ¢ a uniao de duas retas concorrentes, ver
Proposicao 5.6 e exemplo 5.7.

Em seguida mostraremos que para um campo de vetores 71 de classe
C", r > 2, com singularidade hiperbodlica na origem, cujo conjunto parcialmente
umbilico da distribuicao de planos associado a sua linearizacao seja a uniao de
duas retas concorrentes na origem, o conjunto parcialmente umbilico da distribuigao
A, & a unido de duas curvas regulares v, e 72, com v(0) = 72(0) = (0,0,0) e
71(0) A3(0) # (0,0,0).
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5.1 Caso linear regular

Primeiramente considere um campo 7 na carta (u,v,w) de R? linear que
nao se anule numa vizinhanga da origem, de tal modo que 7(0,0,0) = (ao,0,0),

ag # 0, ou seja,

7 = Qg + a15 + asv + asw,
T2 = b1$ + bQ’U -+ bgw, (51)

N3 = C1S + CoU + Cc3w.

Por simplicidade de notagao considere o campo 7 em (5.1) na forma matricial

n1(s,v,w) a; ay as S ao
7’]2(8,7},11}) - bl bg bg (% + 0 s (52)
n2(s, v, w) ¢ Cy 3 w 0

que de maneira ainda mais simples é denotado por
n=A-r+ B, (5.3)

com A = (a;j)3x3 uma matriz, r = (s, v, w)’, sem perda de generalidade suponhamos
que 7(0,0,0) = (1,0,0), ou seja, admitamos que B = (1,0,0)*, na equacao (5.3).
Substituindo o campo 7 linear (5.1) no sistema de equagoes (1.14a) e (1.14b), com
a condigao 1(0,0,0) = (1,0,0), temos

L(s,v,w)dw* + M(s,v, w)dwdv + N(s,v,w)dv* =0, (5.4)
com

L(s,v,w) =cy +bg+ [al(b3 +co) —bi(ag+c1) —ci(ag +b1) s
+ |: — b2<(13 + Cl) + Clgbg — blCQi| v (55)

+ |:a362 - b301 - 63(0,2 + bl)]w + (9(2),

M(&%w) = 2(52 - 03) +2 [Cl(aa + Cl) - b1<a2 + bl) + al(b2 - 03)]5
+ 2 |:CQ(CL3 + Cl) - blbg — CLQCg] (% (56)

+ 2 |:a3b2 — bg(ag + bl) + 0163:|’w + O(Q),



5.1 Caso linear regular 92

N(s,0,w) = —(cs + bs) — [al(bg + o) —bylas +c1) — crfas + bl)]s
— [ — by(az + ¢1) + asbz — b102:| v (5.7)

— [agcQ — bzey — c3(ag + bl)} w+ O(2).

Sendo (0,0,0) um ponto parcialmente umbilico ou seja uma singularidade
dos coeficientes L, M e N da equacao diferencial implicita (5.3), teremos ¢y = —bs

e c3 = by. Rescrevendo os coeficientes L, M e N com estas condigoes, temos

Li(s,v,w) = (—agc; — agby — 2bicy) - s
+ (CLng - CLng + blbg — szl) -V (58>
+ (—agbg - a3b3 - blbg — b301> - W+ O<2),

Mi(s,v,w) = 2(—aghy +asc; — b2 +¢c3) - s
+ 2(—&262 — a3b3 — blbg — bgCl) 0 (59)
+ 2(-@263 + &3b2 — blbg -+ bgcl) -w + O(Q),

Ni(s,v,w) = —(—agc; — azby — 2bycq) - s
— (a2b3 — CL3b2 + b1b3 - bgCl) Y (510)
— (-agbg — CL3b3 — blbg — bgcl) -w + 0(2)

Proposicao 5.1. Sejam o campo n = (n1(s,v,w),ne(s, v, w),ns(s,v,w)) dado em

(5.2) e p um ponto parcialmente umbilico. Se
(bg + bg) [(CLQ + b1)2 + (CL3 + 01)2} 7é 0,

entao a configura¢ao principal de n € do tipo D1 numa vizinhanga de V(p) de p.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponhamos que o ponto singular p
seja a origem. Calculos diretos mostram que a condicao de transversalidade 7" da

defini¢cao de pontos parcialmente umbilicos 2.1 é

aa((i’ ]@\f))-(o, 0,0) = 2(05 +b53) [(az + 1) + (as +1)*] #0. (5.11)

Como b2 + b3 # 0, suponhamos sem perda de generalidade que by # 0. Como
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a Proposicao A.1 no apéndice A garante que as condi¢oes que definem os pontos
parcialmente umbilicos sao invariantes sob uma rotacao no plano e portanto podemos
considerar o coeficiente de v em L; dado em (5.8) identicamente nulo, podemos assim

determinar

&ng + blbg - bgCl
as = b2 .

Substituindo em L;, M; e N;, dados respectivamente, em (5.8), (5.9) e (5.10), temos

a notacao reduzida dos coeficientes, dadas por

Li(s,v,w) =—q-s—b-w+ O(2),
M(s,v,w)=Q-s+ (b—a)-v+c-w+ O(2), (5.12)
Ni(s,v,w)=q-s+b-w+ O(2),

onde

(b5 + b3)(as + by)

b pum
by ’
b _2(b§ + b2)(az + by)
by ’
c=0,
_ (blbg + bgcl)(ag + bl)
bo ’
Q _ _2(b1b2 — bgCl>(CL2 + bl)
by '

Calculando a condigao T') de transversalidade da defini¢ao 2.1, b(b — a) =

—2b? # 0, verificando a condicao que classifica o ponto parcialmente umbilico como

2b b
ponto singular é do tipo D;. O

2
do tipo Dy, Dy ou Dy, na definicao 2.1, temos <£) ¢ + 2 = —1. Portanto o

5.2 Caso linear singular

Vamos agora analisar alguns exemplos de campos 7 lineares cujo ponto
(0,0,0) seja uma singularidade hiperbélica, neste caso o campo 7 é dado pela equagao
(5.3), com B = 0. Um primeiro caso a considerar é quando a matriz A for diagonal,
ou seja a;; = 0, quando 7 # j. Neste caso a distribuicao de planos A, associada ao

o campo 1 é completamente integravel, como veremos na proposi¢ao a seguir.
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a 0 0 5
Proposicao 5.2. Sejamn=1]1 0 b 0 v com a < b < c. Entao:
0 0 ¢ w

i) A distribuicao de planos A, associada ao campo 1 € completamente integrdavel.

i1) O conjunto de pontos parcialmente umbilicos € constituido de um par de retas
Cy e Cy concorrentes na origem. Os pontos de C1U Cy —{(0,0,0)}, sdo do tipo
Dy.

i1i) As suas configuragoes principais em torno de (0,0,0) sao como no sistema
triplamente ortogonal de superficies conforme Teorema de Dupin, como nas
figuras 5.1. ¢ 5.2

(a) Elipsoide de Monge 0 < a <b < c. (b) Campo n, a > 0.

Figura 5.1: Configuragdes principais do sistema triplamente
ortogonal de superficies.

S
AW 1 “
\\ N 1
o gl 1
1 A
IR 1
B N
>
vy \ >
(a) Linhas de Curvatura do (b) Campo n, a < 0. (¢) Linhas de Curvatura
hiperboldide de 1 folha a < do hiperbolodide de 2 folhas
0<b<e a<b<0<e

Figura 5.2: Configuragdes principais do sistema triplamente
ortogonal de superficies.
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Demonstragao. Calculos diretos mostram que rotn(s,v,w) = 0, pelo Teorema de
integrabilidade de Frobenius segue a integrabilidade da distribui¢ao de planos A,,.
Para provar o item i), substituindo as coordenadas do campo 1 na equagao(1.14a),

que caracteriza as linhas principais e os pontos parcialmente umbilicos temos

com
2bc(a —
L(S,U,’LU) :% - vw,
2 . 2 . 9 B
M (s,v,w) :M.32+M,U2+ 2¢*(b —a) w?,
a a a
2bc(a — b
N(s,v,w) = — %-vw.

O conjunto dos pontos parcialmente umbilicos é constituido dos pontos
(s,v,w) tais que L(s,v,w) = M(s,v,w) = N(s,v,w) =0. L =N =0 se é somente

se v =0ouw=0.
e Se w = 0, para que M seja zero teremos
2a*(b —c) - s* + 2b%(a —c) - v* = 0,
como a < b < ¢, segue que s = 0 e v = 0, consequentemente a tnica solucao é

o ponto (0,0,0).

e Se v = 0, para que seja zero com a condi¢ao a < b < ¢, teremos
2a*(b —c) - s* — 2c%(a — b) - w? = 0,
cuja solugao é um par de retas concorrentes na origem. Que os pontos de CyU
Cy —{(0,0,0)}, s@o do tipo D, segue diretamente da Proposi¢ao 5.1.

Para provar o item #ii) basta observarmos que o campo 1 = V f(s,v,w), onde

b
f(s,v,w) :%32+§v2+§w2—k:0, k> 0. (5.14)

A quéadrica definida por f(s,v,w) = 0, faz parte de um sistema do tipo

s v? w?

IN=m a3t mEoat e

=1, (5.15)

que constitui um sistema triplamente ortogonal de superficies, para o qual o Teorema

de Dupin [21] pag.206, determina que se interceptam nas linhas de curvaturas,
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portanto para cada superficie nivel k& determinada pela equagao (5.14), teremos

uma configuracao como mostra as figuras 5.1. e 5.2. U

Vamos agora analisar um exemplo em que o campo 7 se anula em (0,0, 0)

e a distribuigao de planos A, nao é completamente integrével.

m a 0 0 5
Proposicao 5.3. Sejamn=1| o | =] 0 b ¢ v coma # 0, a # b,
7o 0 —c b w

¢ # 0 e o sistema de equagoes diferenciais implicitas definido pelas equagdoes (1.14a)
e (1.14b) entao:

i) A distribuicio de planos A, do campo 1 nao € completamente integrdvel
e o conjunto singular S dos pontos parcialmente umbilicos € a reta dupla
S ={(s,v,w) € R¥v=0,w =0}.

i1) As trajetorias do campo X1 = (0, —n3,12) sdo solugdes do sistema definido pelas
equagoes (1.14a) e (1.14b) e os planos s = s¢ sao invariantes pelas solugoes de
Xi cujas tragetorias sao do tipo foco, conforme figuras 5.3(b), 5.4(b), 5.5(b),
5.6(b) e 5.7(b).

iit) A funcio F(s,v,w) = abs® + (b* + ¢*)(v? + w?) — k é uma integral primeira do

campo Xo = n A Xy, cujas trajetorias sao solugées do sistema (1.14a) e (1.14b)
e sao do tipo hélices espirais, conforme figuras 5.3(a), 5.4(a), 5.5(a), 5.6(a) e
5.7a).

-
€

(b) -Xl. (¢) Campo 7.

Figura 5.3: Configuracoes principais da Proposi¢do 5.3 nos
niveis F(s,v,w) =k <0 comb<0 < a.
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(b) ;X';l. (c) Campo 7.

Figura 5.4: Configuracoes principais da Proposicdo 5.8 nos
niveis F(s,v,w) =k =0 com b <0 < a.

(b) X;. (¢) Campo 7.

Figura 5.5: Configuragdes principais da Proposicio 5.3 nos
niveis F(s,v,w) =k >0 com b <0 < a.
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(a) Xo. (b) Xi. (¢) Campo 7.

Figura 5.6: Configuracgoes principais da Proposi¢do 5.3 nos
niveis F(s,v,w) =k >0, com 0<b < a.

(b) X;. (¢) Campo 7.

Figura 5.7: Configuragdes principais da Proposicio 5.3 nos
niveis F(s,v,w) =k >0, com 0 < a <b.

Demonstragao. A nao integrabilidade de A, segue direto do Teorema de integrabi-
lidade de Frobenius, pois calculos diretos mostram que ( rotn,n) = —2bs e b # 0.
Substituindo o campo 7 no sistema de equagoes (1.10), que caracteriza as linhas

principais, temos
ds|((ab—b* — )w — acv)dv + ((b* + ¢ — ab)v — acw)dw — acsds| =0, (5.16)
asds + (bv + cw)dv + (—cv + bw)dw = 0. (5.17)

e Se s # 0, resolvendo a equagdo (5.17) em ds e substituindo na equagao (5.16),

temos

L(s,v,w)dw?® + M (s,v,w)dvdw + N(s,v,w)dv* = 0, (5.18)
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L(s,v,w) = (a — b)(bv + cw)(bw — cv), (5.19)
M(s,v,w) = (a—b)[(b+ c)v+ (c —b)w|[(b—c)v+ (b+ c)w], (5.20)
N(s,v,w) = —L(s,v,w), (5.21)

como a # b, os pontos parcialmente umbilicos sao determinados por
L(s,v,w) = M(s,v,w) = 0 que se verifica se, e somente se, v = w = 0,

ou seja, o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos é o eixo s.

e Se s =0, voltando em (5.16) e (5.17), teremos que a tnica solugao é v = w = 0.

Portanto o conjunto dos pontos umbilicos ¢ a reta S = {(s,v,w) € R3|v =
0,w = 0}, o que conclui 7).
Para provar ii), resolvendo o sistema definido pelas equagoes (5.16) e (5.17)

em (ds, dv, dw), temos duas solugoes determinadas pelos sistemas

ds =0
, (5.22)
(bv + cw)dv + (—cv + bw)dw =0

ds #0
as(cv — bw)ds — (b* + ) (v* + w?)dw =0, (5.23)
(cv — bw)dv + (bv + cw)dw =0

os quais determinam dois campos X; e X5,

s =0
Xi:4 v=cv—bw=—n3, (5.24)

W =bv + cw = 1o

5=+ ) (v* +w?)
Xo=X1An:q 0=—as(bv+cw) (5.25)
W = — as(—cv + bw)
e cujas trajetorias sao solugoes do sistema de equagdes diferenciais implicitas (5.16)

e (5.17). Observe que os planos s = sy sdo invariantes pelas solugoes de X; e suas

trajetorias sao do tipo foco, o que mostra que as trajetorias de X; sdao como nas
figuras 5.3(b), 5.4(b), 5.5(b), 5.6(b) e 5.7(b). O que conclui 7).

Para demonstrar o item i), defina a funcao
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f(s,v,w) = abs® + (¢ + b)) (v* + w?) — k,

e observe que (X, v/ f) = 0, com isso temos que a fun¢do f é uma integral primeira
do campo X5, portanto as trajetérias do campo Xy que sao do tipo espirais, estao
contidas nas superficies de niveis f(s, v, w) = k, que sd@o quadricas. Observe também
que o campo Xy é ¢-reversivel, onde ¢ é a involu¢do ¢(s,v,w) = (—s,v,w), pois
Do(p) - Xa(p) =—Xa(o(p)). Mostrando assim que as trajetorias do campo X, sao
como nas figuras 5.3(a), 5.4(a), 5.5(a), 5.6(a) e 5.7(a). O que conclui o item iii) e
portanto a Proposicao 5.3. Il

A seguir apresentaremos dois resultados, que caracterizam os conjuntos
singulares de pontos parcialmente umbilicos de campos, cuja parte linear tem dois
autovalores complexos e um real, primeiro discutiremos o campo linear, depois

campos nao lineares, mas com parte linear nao nula.

Observagao 5.4. A matriz A = (a;j)3x3 que a representa uma transformacao linear
em R? na carta (u,v,w), que tem dois autovalores complexos com partes reais nao
nulas, um autovalor real nao nulo e deixa o plano vw invariante, em geral pode ser

escrita na forma

a 0 0
A= a b ¢ |. (5.26)
6 —c b

Se o # 0 e 8 # 0, existe uma rotagdo de um angulo 6 # 0 que conjuga a matriz A

a uma matriz

a 0 O
B=|a b ¢ (5.27)
61 —C b

com f; = 0. De fato, se considerarmos a matriz de rotagao em torno do eixo s dada
por
10 0
Ry=1]1 0 cos@ —senf |,

0 senf cosf
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amatriz B=Ry-A-R," ¢

a 0 O
B=1 acosf—f senf b ¢ |,
Bcost +a senfl —c b

a equacao Bs; = 0, admite uma solucao nao nula § = — arctg(—).
a
m a 0 0 5
Proposigao 5.5. Sejamn=1| n, | =| a b ¢ v coma #0, a#b,
72 0 —c b w

a#0, c#0 e o sistema de equagoes diferenciais implicitas definido pelas equagies
(1.14a) e (1.14b), entdo a distribui¢do de planos A, do campo n nao é completamente
integrdavel e o conjunto singular S dos pontos parcialmente umbilicos € a uniao de

duas reta que concorrem na origem.

Demonstragao. Calculando, temos que ( rotn,n) =—2acs — a(cv — bw) que nao é
identicamente nulo, portanto o Teorema de integrabilidade de Frobenius garante que
a distribuicao de plano A, associada ao campo 7 nao ¢ completamente integravel.
Para determinar o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos, substituimos o

campo 7 no sistema (1.10), e teremos

aA (d32 - dvz) + 2Bdsdv + Cdsdw + aDdvdw = 0, (5.28)
asds + (as + bv + cw)dv — Adw = 0, (5.29)
com
A= (cv —bw),

B =—(a—"0b)(cv — bw),
C = —ala—2b) —2(a—0b)(bv + cw),
D = —(as+bv + cw).

Primeiramente vamos analisar o caso em que s # 0. Resolvendo a equacgao

(5.29) em ds determinamos

1
ds = —— |(as + bv + cw)dv — Adw |, (5.30)
as

substituindo ds em (5.28) temos
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L(s,v,w)dv? + M(s,v,w)dvdw + N(s,v,w)dw® = 0 (5.31)

com

L(s,v,w) =—-A <a(a2 — 2ab)s® + 2ab(a — b)sv + 2ac(a — b)sw — ac’v?

+ 2abcvw — a62w2> : (5.32)

M (s,v,w) = —2a”abs® + 2aab(a — 2b)s*v + 2aac(a — 2b)s*w
+ (2a(b® — *)(a — b) — 2a°c?) sv® + 4bc (2a° — 2ab + o) svw
— (2a(b® = *)(a — b) + 2a°b%) sw* — 2bac*v®
+ 2ac (20 — %) v*w — 2ab (b° — 2¢%) vw® — 2ab*cw?, (5.33)

N(s,v,w) = A(a(a2 — 2ab + a?)s® + 2b(a® — ab+ a®)sv + 2c(a® — ab+ o*)sw

+ ab*v® + 2abcvw + ac2w2) . (5.34)

Os pontos parcialmente umbilicos sado determinados por L(s,v,w) =
c
M(s,v,w) = N(s,v,w) = 0, se A = 0 ou seja w = 5 temos que L(s,v,w) =

N(s,v,w) = 0, substituindo este valor de w em (5.33) e igualando a zero temos

2as
2

cujas solugoes em v sao

[abs + (b* + ) } {(b2 + ) (a — b)v — ab?s| =0, (5.35)

ab ; o — ab? s
b2 2’ 27 (@ —Db)(b? + ?)

V1 = —

Determinamos assim duas retas concorrentes na origem

l1:<s,— ab 5, — o 3), (5.36)

b2 +c27 b2 4 2

ab? abe
l2 = (3’ @)+ a=nB CZ)S) : (5.37)

que sao solugoes do sistema de equagoes (1.14a ) e (1.14b ). Resta agora mostrar que
nao existem mais pontos parcialmente umbilicos além destes que estao em [; U [5.

Para isso fagamos a mudanca de coordenadas
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§$=3
v=T04+v (5.38)
W =W + Wy

onde vy e w; sdo as coordenadas da reta l;. Reescrevendo M (s, v, w), N(s,v,w) neste

novo sistema de coordenadas temos

M(s,0,w) = —20a’bs’v — 2aa’cs®w + 2a(b® — ¢*)(a — b)sv*

+ 8abe(a — b)s ¥ W — 2a(b* — ¢*)(a — b)s W* — 2abc*v?

+ 2ac (20 — %) 0*W — 2ab (b° — 2¢%) D W — 2ab*cw’, (5.39)
N(s,7,w) = (cv — bw) - Q, (5.40)

com
Q(s,7,W) = —aa®s® + 2ab(a — b)sv + 2ac(a — b)sw + ac*v* + 2abcv W + ab’w?.

c
N(s,v,w) = 0, se e somente, se W = l—)@ ou Q(s,v,w) = 0. Para resolver o
caso Q(s,v,w) = 0, basta determinar o nticleo da transformagao linear H que define

a forma quadratica @), que tem como matriz hessiana

—2aa®  2ab(a —b) 2ac(a — D)
H =1 2ab(a—10) 2ab? 2abe
2ac(a —b)  2abe 2ac?

Calculando, encontramos como nucleo o subespago gerado pelo vetor
[0, —c¢, b], avaliando M (s,v,w) no nucleo {(0,—ct,bt) : t € R} de N(s,7,w), te-
mos

M(0, —ct,bt) = —2a(a — b)(b* + *)*t?s # 0,

se ts # 0. Portanto, M (s, v, w) nao se anula no nucleo de N(s,v,w) fora da origem.
No caso em que w = gi, céalculos diretos mostram que
_ C_ 2a 5 2 2 2\ — _
M (s,v, 5?}) = ﬁ(b + )| (a—b)(b°+ ¢*)v — aabs | st =0, (5.41)
cujas solugoes em v sao
b
v =0, Vg = -2

TEDICETSN
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Substituindo 7; = 0 e wW; = gﬁl = 0 em (5.38), temos a solugdo v = vy e

c
w = wy que definem a reta [;. Substituindo agora vy e Wy = l—)@g em (5.38), temos

aab . ab .
(a—b)(b? + ?) b? + 2

'U:62+'U1:

ab?
= S = V2.

(a —b)(b? + ¢?)

_c aab . ac .
a b(a—"0b)(b+ 2) b? + 2

= S = Wy,
c

que definem a reta .
Analisemos agora o caso em que s = 0, voltemos no sistema de equagoes
(5.28) e (5.29), substituindo s = 0, temos

aA <d32 - d1)2> + 2Bdsdv + Cdsdw — a(bv + cw)dvdw = 0, (5.42)

(bv + cw)dv — Adw = 0. (5.43)

Se A=cv—bw=0ebv+ cw = 0, temos a origem (0,0,0), como tnica
solugao. Se A # 0, resolvendo a equagao (5.43) em dw encontramos

dw = —MTcwdv,

substituindo em (5.42) obtemos

dw = —aAds® + 2(a — b)(V* + ) (v* + w?)dsdv + a(b® + &) (v + w?)dv* = 0,

a qual nao admite pontos parcialmente umbilicos para A # 0. Segue entao que, se
s = 0 o Tnico ponto parcialmente umbilico é a origem. Portanto, o conjunto dos

pontos parcialmente umbilicos é [; U [, concluindo a demonstragao. 0

A seguir mostraremos uma classe mais ampla de campos de vetores 7
lineares, rica em exemplos, que genericamente a sua distribuicao de planos é nao

integravel e seu conjunto parcialmente umbilico é um par de retas concorrentes.
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f(s7v7w) fs f'l/':f'll_) S
Proposigao 5.6. Sejam n = | g(s,v,w) | = | —fo fs' guw v | linear,
,,,,,, N
h(s,v,w) hs  hy by w

com (0,0,0) uma singularidade hiperbélica de . Entao sob condig¢oes genéricas nos
coeficientes das fungoes coordenadas do campo n, a sua distribuicao de planos A,
nao € completamente integrdvel e o conjunto singular S dos pontos parcialmente

umbilicos € a uniao de duas retas concorrentes na origem.

Demonstrag¢ao. Para simplificar a notagdo consideremos f = f(s,v,w), g =

g(s,v,w) e h = h(s,v,w). Calculando o rotacional rot(n), temos

< r0t77a77> = (hv - gw)f + (fw - hs)g - 2fvha

que nao ¢ identicamente nulo e portanto a distribuicao de planos A,, nao ¢
completamente integréavel.

Denotando r = (s, v, w) e substituindo na equagao

((Dn + D) (r)(dr), dr,n) =0, (5.44)

calculando obtemos a equacao
Ly -ds*+ Ly - dsdv + Ls - dsdw + Ly - dv? + Ly - dvdw + Lg - dw® = 0, (5.45)
onde

Ly = (fuw+ hs)g,

Ly = —(fuw+ hs)f + (9w + hv)g,
Ly = =2(fs — hw)g — (gu + ho)h,
Ly=—(gw+ho)f,

Ls = 2(fs — hw) f + (fuw + hs)h,
Le = (gw + ho) f — (fuw + hs)g-

A equagao da distribuigao do plano A, é

(n,dr)y = f-ds+g-dv+h-dw=0. (5.46)

Se f # 0, podemos determinar ds = —+(gdv + hdw) em (5.46), substituindo em

(5.45), temos

1
f

L(s,v,w)dw? + M(s,v, w)dwdv + N(s,v,w)dv* = 0. (5.47)
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com

L= ( w hv)f3 - (fw + hs)f2g + (gw + hv)fh2 - Q(fs - hw)fgh + (fw + hs)gh27
M = 2(fs - hw)f3 + Z(fw + hs)f2h + Q(fs - hw)f92 + 2<fw + hs)92h7

N = —(gu + hv)fS + (fu + hS)f29 = (Guw + hv)fgz + (fuw + h8)937

cujo conjunto parcialmente umbilico é determinado por L(s,v,w) = M(s,v,w) =
N(s,v,w) = 0. Resolvendo M = 0 em h temos

hw_fs
h:
Juw + hs

f7

substituindo em L = 0, obtemos

[+ 10+ (= 2] [0+ 1) = (4 B)g] - 12 =0

Portanto, fora do plano f = 0, genericamente temos a reta

{(gw + ho) f = (fw +hs)g =0, (fs = hw)f — (fuw + hs)h = 0}

que é a intersecao de dois planos, como solucao. No plano f = 0, temos que a
equagao da distribuicao de planos é dada por gdv + hdw = 0, que fora do plano
h = 0, determinamos
g
dw = —=dv,
h

substituindo em (5.47), com f = 0, temos
(fuw + h8)9h2d32 + gh [(fs — hw)g + (gw + hv)h] dsdv — (fuw + hS)(h2 + 92)gdv2 =0,

que admite somente a reta {g = 0, f = 0} como conjunto de pontos umbilicos fora
do plano h = 0. No caso h = 0 e f = 0, teremos que a distribuicao de planos sera

dada por gdv = 0, substituindo na equacgao (5.47) com f = g =0 temos

9((fw + hy)ds® + 2(hy, — fs)dsdw — (fu, + hs)duﬂ) =0,

cujas unicas singularidades sao dadas por g = 0, mas como ja temos f =
h = 0, a tnica solugao possivel quando f = ¢g = 0 é a origem, pois estamos
supondo que o campo 7 tem a origem como singularidade hiperbdlica. Portanto,
sob condigoes genéricas nos coeficientes das fungoes coordenadas do campo linear

7, o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos é a unido das retas {f = 0,9 = 0}
e {(gw+ho)f —(fu+hs)g=0,(fs — hw)f — (fw+ hs)h =0}, que concorrem na
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origem. Il

Exemplo 5.7. O campo de vetores

-1 1 ;a s
|
n=1| -1 —110 v
,,,,,, .o
1 1 b w

é um campo linear como no Teorema 5.6, que conforme variarmos os parametros
a e b, obtemos todos os tipos 5 tipos genéricos de campos lineares hiperbodlicos em
R?, (ver Arnold [2] ou Sotomayor [19] ), cuja distribui¢do de planos A, nao sao

completamente integréveis. Por exemplo:

e a=0eb=2 autovalores 2, —1 +1¢ e —1 + 7, condicao de integrabilidade
( rotn,n) = —2s — 4w,

e a =0eb= —3, autovalores —3, —1 +1¢ e —1 + ¢, condicao de integrabilidade
( rotn,n) = —2s + 6w,

e a=0ecb= —%, autovalores —%, —1+14 e —1+14, condicao de integrabilidade
( rotn,n) = —2s + w,

a = 2eb = 1, autovalores —1, v/2 e —/2, condicdo de integrabilidade
( rotn,n) = —4s — 2v,

e o =1eb= —0,1, autovalores aproximados —1,2, —0,5 e —0, 3, condicao de

integrabilidade ( rotn,n) = —3s + 1, 2w — v.

5.3 Caso nao linear singular

Teorema 5.8. Seja X = X(s,v,w) um campo de classe C", r = 2, com parte linear
como o campo 1 do Teorema 5.6. Entao existe uma vizinhang¢a da origem, tal que o

conjunto dos pontos parcialmente umbilicos € a uniao de duas curvas regulares v, e
72, com 71(0) = 72(0) = (0,0,0) e 1(0) A5(0) # (0,0,0).

Demonstracao. Como X tem parte linear como no Teorema 5.6, podemos escrever

0 0 9,
X(S,U,ZU):Xl'%‘FXQ'%—FXg'%, (548)
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com

X1 = as + a115% + a125v + a135wW + axnv® + axgvw + assw? + O(3), (5.49)

Xy = as + bv + cw + by 5% + biasv + bigsw + byv? + bagvw + bssw? + O(3),
(5.50)

X3 = —cv + bw + ¢115% + €125V + c135W + ca00® + cozvw + czzw® + O(3).  (5.51)

Substituindo as coordenadas X;, Xs e X3 do campo X no sistema (1.10)

que caracteriza as linhas de curvaturas

(DX + DX')(dr), dr, X) =0, (5.52)
(dr, X') =0,
obtemos o sistema
A11d82 + A12d8d’0 + A13d8d’w -+ A22dv2 + Aggd’UdU) + AggdU)Q = 0, (553>
Xids + Xodv + Xadw = 0, (5.54)

com

AH = —bwa + cva + Oé(alg + 011)82 + (algc + a13b + aozx + 2b011 + 2b110)US
—a12b + ay13¢c + 2&330[ — 2bb11 + 20011)’11]8

2&225 + 2(1230 + 2@33b — bblz + bClg + blgc + ccio — CQgO&)UJ’U

+
+ (2a29¢ + agsb + bera + biac — cp)v?
+
+

a23b + 2@336 — bblg + cc13 — nga)’wZ + 0(3),

Ay = —2c(a — b)v + 2b(a — b)w + (—aayz — 2beyy + bz + cppar)s?
—aas3 + aciy — 4&11(3 + bb13 — bClg + 2b12C + 62304 + QCQQCK)US
—2&&33 + aciz + 4&11[) - belg — 2[)013 + b13C + 2[)330& + ccr2 + CQgOé)U)S
2&023 + 2&12() - 2&130 - 4bb22 + 2bb33 - bCQg + 3b230 + QCCQQ)U]U

+

+

+ (2acay — 2a15¢ + bbas + 4bgyc)v?

+

+ (2acs3 + 2a13b — 2bbys — 2bcss + 2bgsc + cepz)w?® + O(3),
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Az = —a(a — 2b)s — 2b(a — b)v — 2¢(a — b)w + (aars — 3aja + 2bby; + 2¢1300) s>
2aa99 — abis — 4ay1b — ajpa + 2bbyg + 2bcyz + bige + ccia + 2c930)vs

aasy — abiz — 4ay1c — ajza + bbyg — beys + 2cc13 + degza)ws

—2abgg — 2a12b 4 agex + 2bbyy + 2bcas + bagc + 2ccay v

—2abgg — 2a12¢ — 2a13b + agzar + bbaz — 2bcoy + 4bess + 2bszc + 3ceaz)wv

+
+ (
+ (
+(
+ (—2absz — 2ay3¢ + asza — begs + deess)w? + O(3),

Ayy = bwa — cva + (—abyz — acyy + c11a)s
+ (—abyz — 2aces — ajpc — 2by1¢ + cppa)vs
+ (—2absg — acys + a1ab 4 2bbyy + ci13a)ws + (—2agc — biac + cp0)v?
+ (2a92b — agsc + bbia — bysc + co3a)wv + (agsb + bbis + csza)w? + O(3),

Aoy = —a’s — bav — caw + (2abiy — 2aci3 — ajpa — 3bia)s?
+ (4abgy — 2acy3 — a1ab — ajzc — 2agec0 — 2bbyy — 2b1acx — 2cc41)vs
+ (2abysz — 4acsy — ajac + ajzb — asga + 2bcyy — 2by1¢ — 2b30)ws
+ (=2a2b — agsc — bbyy — bygax — ccy2)v?
+ (—2agsc — 2azzc — bbyz + b — biac — bagar — ceqz)wv
+ (=

ao3C + 2@33b + bClg - blgc - bggOé)w2 + 0(3),

A33 = (abm + acio — a3 — 26110[)82 + (abgg + 2(1022 - algb — Q9300 — 2b011 — 01206)2]8
+ (2abs3 + acys — ajsc — 2asza — 2ccyy — c130)ws — b(ags + c19)v

+ (—agsc — 2assb — beys — cerp)wv — ¢(2ass + ci3)w® + O(3).

Resolvendo a equagao (5.54) em ds e substituindo em (5.53), temos a

equacao

L(u,v,w)dw? + M(s,v, w)dwdv + N(u,v,w)dv* =0, (5.55)

co1m
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L(S, v, U)) = A11X22 — A12X1X2 + A22X12, (556)
M(S, v, U)) = 2A11X2X3 - A12X1X3 - A13X1X2 + A23X12, (557)
N(S, v, ’U)) = AHX?? - A13X1X3 + A33X12. (558)

Observe que L(s,v,w), M(s,v,w) e N(s,v,w) tem os jatos de grau dois
identicamente nulos, ou seja comeca com parte homogénea nao nula ciibica. Iremos
aplicar a técnica de desingularizagao conhecida como blowing-up projetivo, para isso

facamos a seguinte mudanga de coordenadas singular quando z = 0,

s=ux,
v = xy,
w=2xz

em L(s,v,w), M(s,v,w) e N(s,v,w), obtendo

1
EL(J?, y,z2) = [(blg + c1z)a® — alaz + c1y)a® — 2abcuoz} x — aca(a — 2b)y

+ aba(a — 2b)z + {(3&11613 + 3ay1¢19 — a12¢11 — aizby — 2b11c1y)a’
+ (—2aj1a1300 — 2bby1c11 — 2¢1101300)a — 2a11bcna} z?

[ (bas + 2¢92)a® + (a12¢ — aysb — aga)a’ + ( — 2¢1,b?
+ (2b11¢ — 2¢120)b + (—4a a0 + 2013a)c) a+ 2allbca] Ty

[ b33 + C93)a” + (—aab — aizc — 2asza)a’® + ( — 20, b?

+ (4&110& - 20011 - 4013a)b>a - 2a1162a] Tz

— 2abc(a — b)y* + 2a(b® — ¢*)(a — b)yz + 2abc(a — b)z* + O(3),
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1

EM(I, y,z) = —2aba® + [2(612 — c13)a® — 2a(agy + byy)a?

+ 2a(aj o0 — 2bbyy — cy3a)a — 2auba2} x + 2aba(a — 2b)y

+ 2aca(a — 2b)z + 2 [(3&111712 — 3ay1613 — Q1911 + arze — b2+ c3))a?
+ ((—b?l + )b — 2ay a0 — 2611013a> a+ a?a® — 2a1,bby,

— a110130° + ay3c0° + c%lof} z?

+2 [(me — €93)a” + (—apab — ai3c — 2axna)a® + < — 20116 + (4ay
— 2bjpcv — 2¢cq1 — 2¢1300)b — 023a2> a — 2ab*a — a*(aab + CL13€)i| Ty
+2 [(b23 — 2¢33)a® + (—ajac + aizb — aga)a® + (2011192

+ (—2by1¢ — 2b1300)b + 2a(2a11 — ¢13)c — 2033a2) a — 2a11bca} Tz

+2 {(62 —c*)(a* — ba) — 02042] y* 4 4bc(2a* — 2ab + o*)yz

+2 { — (* — ¢*)(a* — 2ba — anQ] 22+ 0(3),
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1
—N(z,y,2) = l — (b3 + c12)a® + afaisz + c11)a® + a(2bcy; — bisa — cppa)a

3
+ (a3 + 011)} z + ca(a® — 2ab + o®)y — ba(a® — 2ab + o?)z

+ [(—3011513 — 3ciic12 + arcn + azbyy + 2biicr)a’
+ (2011&130[ + bencu — 2b11b130¢ — 2611612@ + 2b12011a)a

+ 2c11bena — & (ci1bis + cricrs + anen — 3aizbn — 2b11€11)] a?

+ [(—bgg — 2¢99)a® + (—aiic + aysb + aga)a®

+ (2011132 + (=2by1¢ — 2by3a)b 4 20(2¢11 — big)c — o (bys + 2022))a

+ a(=2c11¢ + 3ayza + deja)b 4+ o (ary + 4biy)e + 0,23613:| Ty

+ [ — (2bs3 + c23)a® + (a11b + aizc + 2az3a)a’ + <251152 — 2a(biz + c12)c
+ (—deyia + 2bjpa + 2cepy + 2c130)b — o (2033 + 023)) a

—+ 2C11b2()é — 062(CL11 -+ 4b11)b + 042(3@13 —+ 4C11)C —+ 2&33@31 Tz
+ 2bc(a® — ab + a?)y? — 2(b* — ¢®)(a® — ba + a?)yz

— 2be(a® — ab + a*)2* + O(3).

Fazendo o blowing-up nas retas [y e o

ab ac
[ :<S’_62+c28’_b2 +02$>’ (5.59)
ab? abe )

" :<8’ @D+ a- b+’

(5.60)

obtidas, respectivamente, em (5.36) e (5.37), que constituem o conjunto parcialmente

umbilico do Teorema 5.3, temos as retas

- ab ac
llz(l‘7—b2+027—b2+62)7 (56]‘)

- ab? abe
b= (x @ BB+ A @b+ c2)) | (5.62)
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Fazendo L(z,y,2) = x—lg,L(x,y,z), M(z,y,2) = x—ﬂ,L(a:,y,z), calculos mostram
o(L, M b
que o jacobiano W(aj,y, z), avaliado em P, = (O’_bQOjLCQ’_bQO—:—C02> e

ab? abe

— 2 (P) = %(Pg = —2aa*(b* + ¢*) # 0.

Portanto o Teorema da fungao implicita garante que existem uma vizinhanca
de z = 0 e curvas regulares 7,(z) e 7,(x), cujo blowing down sao curvas regulares

numa vizinhanca de s = 0, respectivamente, dadas por

ab ac
n{s) :(S+O(52)’_1724r—028+O<82>’_WS+O(32))7

c2

9 ab? 9 abe 9
v2(s) :(s+(9(s ), (a—b)(b2—|—02)8+0(8 ) (a—b)(62+c2)8+0(8 )),

que concorrem na origem e sao respectivamente, tangentes as retas [y e [o, satisfa-
zendo, portanto, a condi¢ao 7;(0) A v5(0) # (0,0,0), ver Figuras 5.8(a) e 5.8(b),

como queriamos demonstrar. O

2 Ba!
l2 ll

(a) (b)

Figura 5.8: Conjunto parcialmente umbilico singular.

Teorema 5.9. Seja n um campo de vetores de classe C", r = 2, com singularidade
hiperbolica na origem, cujo conjunto parcialmente umbilico da sua linearizacao seja
a uniao de duas retas ly e ly concorrentes na origem. Entao o conjunto parcialmente
umbilico da distribuicao A,, genericamente € a unido de duas curvas requlares v

e Y2, tangentes respectivamente, as retas ly e ly na origem, isto € 1(0) = 72(0) =
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(0,0,0) e v1(0) Av5(0) # (0,0,0), sendo v1(0) e v5(0) respectivamente, as dire¢ées

das retas [y e ls.

Demonstracao. A demonstracao segue os mesmos passos da demostracao do Teo-

rema 5.8.



CONCLUSOES

Neste trabalho analisamos o comportamento das duas folheagoes integrais
singulares F1(n) e F2(n) definidas pelo sistema de equagdes diferenciais implicitas
2(Dn(dr),dr,n)+( rot(n),n)-(dr,dr) = 0, que definem as linhas principais associadas
as dire¢coes maximas e minimas de um problema de multiplicador de Lagrange da

(Dn(dr),dr)

funcao k,(dr) = ———~—-—, que representa a curvatura normal de um campo

{dr,dr)
regular 7 : R®> — R?, restrita a distribui¢do de planos A, completamente integravel

ou nao, definida pela equagao diferencial (dr,n) = 0.

No segundo capitulo mostramos como se comporta localmente as folhea-
¢oes Fi(n) e Fa(n), na vizinhanca dos pontos singulares denominados de pontos
parcialmente umbilicos Darbouxianos D, Dy e D3 e semi-Darbouxianos Do € Dos.

No terceiro capitulo estudamos o comportamento assintético das folhas
compactas vy (ciclos principais), e obtivemos, com uso de resultados da teoria de
controle, resultados de hiperbolicidade dos ciclos principais de Fi(n) e Fa(n) e
também das orbitas fechadas do campo 7.

No quarto capitulo obtivemos resultados de genericidade do tipo Kupka-
Smale para as folheagoes Fi(n) e Fa(n).

No quinto capitulo, consideramos a classe de campos

f(s,v,w) fs fo : Ju s
n=| gsvw) | =\ ~fo fiigw || v
h(s,v,w) hs  hy 't hy w

lineares, que contém exemplos dos 5 tipos genéricos de singularidades hiperbdlicas
na origem. Mostramos que sob condigoes genéricas a distribuigao de planos A, nao
é completamente integravel, e que o conjunto dos pontos parcialmente umbilicos é
a uniao de duas retas concorrentes na origem. Mostramos também que um campo
n de classe C", r > 2, com singularidade hiperbdlica, genericamente o conjunto
parcialmente umbilico da distribuicao A,, é a uniao de duas curvas regulares 7, e
Y2, com 1 (0) = 72(0) = (0,0,0) e 74 (0) Av5(0) # (0,0,0). Mostramos também como

¢ comportamento das folheagoes Fi(n) e F2(n), na vizinhanga das singularidades
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0 0 S

hiperbolicas dos campos 7, = | 0 b 0 v |, coma < b < ¢, como mostra
0 0 ¢ w
a 0 0 s

as figuras 5.1 e 5.2, e ny = 0 b c v |, coma #0,a #b c#0,
0 —c b w

como mostra as figuras 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7. A distribuicao de planos A, ¢

completamente integravel e a distribuicao de planos A,, nao o é.
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APENDICE A

EQUACAO REDUZIDA

Proposicao A.1. Existe uma rotacao de um dngulo 0, I <0< g, no plano
{v,w}, tal que o termo linear em v de L(s,v,w) e N(s,v,w), dados respectivamente,
por (2.2 ) e (2.4) sejam nulos.

Demonstracao. Considere a equacao

L(s,v,w)dw? + M(s,v, w)dwdv + N(s,v,w)dv* = 0, (A.1)
com
L(s,v,w)=—q-s—FE-v—0b-w+0O(2),
M(s,v,w)=Q s+ (b—a)-v+c-w+ O(2), (A.2)
N(s,v,w)=q-s+FE-v+b-w+ O(2),
onde

b=— |:CL302 —bzey — cz(ag 4 by) + o3 + 2633] ,
b—a= 2[02(a3 +¢1) — biby — ages + 2bgy — 023} :
c=2 [ang — bs(as + by) + c1e3 — 2¢33 + bgg] :
q=- |:a1(b3 + ) — bi(asg + ¢1) — ci(az + by) + bis + 012] :
Q= 2[cl(a3 +c1) — bi(ag + by) + ai(by — c3) + bya — 013} :

D = bg(ag + Cl) — agbg -+ b162 — bgg — 2622.

Fazendo a mudanga de coordenadas
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s = s,
v =cos(0) - vy + sen(f) - wy,

w = — sen(f) - vy + cos(d) - wy,

m (A.1), temos a equagao

L(s,vy,w;)dw? + M(s,v1,w;)dw,dvy + N (s, vy, w,)dv? = 0, (A.3)
L(s,v,w)) = —q-5s—E-v; —b-w +O(2),
M(s,v,w) =Q-s+(b—a)-v +¢-w +0O(2), (A.4)
N(s,v1,w) =G-s+E-v +b-w, +O(2),
onde
b= (E — c)cos’(f) sen(d) — E sen®(6) + bcos®(0) + (a — 2b) cos() sen’(8),
b—a= (4F — ¢) cos*(0) sen(f) + (b — a) cos®(0) + (a — 5b) cos(#) sen?(0) + c sen®(h),
€= (4E — c) cos(0) sen*() + ccos®(0) + (5b — a) cos*() sen(0) + (a — b) sen®(d),
7= cos*(6) — @ sen(6) cos(0) — q sen(0),
Q = Qcos*(6) + 4q cos(0) sen(f) — Q sen’(),
E = Ecos®(0) + (c — E) cos(0) sen®(#) + (a — 2b) cos*(#) sen() + b sen®().

Como cos() # 0, em —g <f< g, podemos escrever

E = cos(0)? (E + (@ — 2b) tg(0) + (c — E) tg*(0) + b tg3(9)). (A.5)

Como a funcao tg : (=5 < 6 < §) — R ¢ continua, mondtona e crescente,

portanto, sobrejetiva, e como o segundo fator da equagao (A.5) é cubico, entao

existe um angulo 0, em —g <0< g que anula E. O



APENDICE B

VARIEDADES INVARIANTES

Estéa se¢ao ¢ um breve resumo de conjuntos normalmente hiperbélicos e a
sua relacao com o conceito de variedades invariantes, que é o conceito de variedades
invariantes normalmente hiperbélicas, que é de forma natural uma generalizacao de
conjuntos hiperbolicos, ver N. Fenichel [6]. A forma que sera apresentada aqui pode
ser encontrada em [7] ou em [12]. Para uma leitura mais completa sugerimos [9].

Sejam M uma variedade de dimensdo n de classe C™", X : M — TM
um campo de vetores de classe C" e A C M uma subvariedade de classe C" de
codimensao [, tal que X |4 = 0. sejam DX (p) : T,M — T,M ¢ a linearizacao de X
empeAe ES, E;, E, respectivamente, os autoespagos associados a DX (p) com
parte real negativa, nula e positiva.

Definicao B.1. Dizemos que o conjunto A € normalmente hiperbolico para o campo
X se a aplicagio QX : A — T,M/T,A € invertivel.
e Se E; e B sio nao vazios diremos que A € normalmente hiperbolico do tipo
sela.
o Se B, # ¢ e Ej = ¢, diremos que A € normalmente hiperbdlico do tipo atrator.

e SeE) # ¢ e E) = ¢, diremos que A é normalmente hiperbdlico do tipo repulsor.

Se A ¢ normalmente hiperbodlico para X, entao E; = T),A.

Definicao B.2. Se A € normalmente hiperbdlico para X, diremos que a variedade

W#(A) € uma variedade estavel para X se:
o A CW?3(A).
o W*(A) € invariante pelo fluzo de X .

o W*(A) for tangente a E5 © ES em p para todo p € A.

De maneira andloga definimos a variedade instavel W*(A) de X.

Teorema B.3. Sejam M uwma variedade de classe C™1, 1 <r < oo, X : M —TM

um campo de classe C" e A C M um conjunto normalmente hiperbolico para X . Se
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a aplicagao QX (p) possui ny autovalores com partes reais negativas e ny com partes

reais positivas, para todo p € A, entao:

i) Existem variedades estdveis W*(A) e instdveis W¥(A) de classe C" tangentes
empeNa E; © Ej e E)® B, respectivamente.

1) Qualquer conjunto localmente invariante contido numa vizinhanca de A estd

contido em W*(A)UW"(A).
iii) Existe uma vizinhanga V de A tal que:

e {(peV:Xi(p) eV, Vte R} = A,
e {peV:X,p) € V¥t =0} C W),
o {peV:Xip) e V,Vt <0} C W),

onde X;(p) € o fluro de X.

iv) o W¥A)={pe M:w(p) C A}, onde w(p) denota o conjunto w—limite de
D,

o W (A)={pe M:ap) C A}, onde a(p) denota o conjunto c—limite de
D,

v) W#(A) € fibrado por uma familia de subvariedades de classe C™ {W?*5(p) : p €
A}, localmente invariantes com T,W**(A) = E;, Vp € A. W*(A) € fibrado de

maneira andloga,

Ao leitor interessado, a demonstragao se encontra em Fenichel [6] e Hirsch,

Pugh e Shub [9].



APENDICE C
CONCEITOS DE TEORIA DE CONTROLE

Agora iremos discutir alguns resultados preliminares da teoria de controle
que usaremos na secao 3.3 e 4.5. Para uma leitura mais ampla em teoria do controle
indicamos Coron [4].

Considere um sistema de controle de sistemas de equagoes diferenciais
lineares homogéneo em M, (R) (matrizes de ordem n > 1 com entradas reais) da

forma

X(s) = A()X(s) + > _wi(s)Bi(s)X(s), k> 1, (C.1)

com X(s) em M,(R), os controles u;(s) em LY([0,L] : R*), k > 1 e s € [0,L],
L >0, A(s), B;(s) aplicagoes suaves em M, (R) , com ¢ =1,2,--- k, e o problema
de Cauchy

X(s) =A(s)X(s) + Zui(s)Bi(s)X(s), k>1, (C.2)

Definigao C.1. O sistema de controle (C.1) é completamente controldvel ou con-
trolavel se, para cada (Xo,X1) € Ma(R) x My(R), existe um controle u(t) =
(u1(s),...,ux(s)) em L>®((0,L) : R¥), tal que a solugio X € C°([0, L], Ma(R))
do problema de Cauchy (C.2) satisfaz X (L) = X;.

O teorema a seguir, nos garante uma condic¢ao suficiente para a controlabi-

lidade de (C.1), e se encontra em Rifford e Ruggiero [17].

Teorema C.2. Seja L > 0, e as aplicagoes suaves s € [0, L] — A(s), Bi(s)...
Bi(s) € My(R). Defina k sequéncias de aplicagoes

{B{}> ce {Bljc} . [07 L] - TInMn(]R)a
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por

: (C.3)
B(s) = B s) = [B7(5), A(s)].

para todo s € [0, L] e cadai € {1,...k}. Assumindo que existe um s € [0, L], tal que

Span{B/(3) | i € {1,...k},j € N} = T;, Mp(R). (C.4)
Entao, o sistema de controle (C.1) é controldvel em [0, L].

Agora vamos falar sobre a controlabilidade de sistemas de controle de
sistemas de equacoes diferenciais lineares nao homogéneos. Considere o problema
de controle

X(s) = M(s)X(s) + A(s)u(s), (C.5)

com X (s) em R", os controle u(s) em L([0,L] : R¥), k > 1es € [0,L], L >0,
M(s) € L>([0, L] : Myxn(R), A(s) € L®([0, L] : Mgxn(R), e 0 problema de Cauchy

X(s) =M(s)X(s) + A(s)u(s), (C.6)

Definigao C.3. O sistema de controle (C.5) é controldvel se, para cada (Xo, X1) €
R™ x R", existe um controle u(t) em L>*((0,L) : R¥), tal que a solucio X €
C°([0, L], R™) do problema de Cauchy (C.6) satisfaz X (L) = X;.

A proposicao a seguir, nos garante uma condigao suficiente para a contro-

labilidade de (C.1), e se encontra em Coron [4] e sua demonstracao se encontra em

A. Chang [3].

Teorema C.4. Sejam as aplicagoes M(s), A(s) de classe C* € [0,L], L > 0.
Defina por indugio a sequéncia de aplicagoes A; : [0, L] — T, (Myxn(R)), por

(C.7)
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seja Q(s) = [A(s), Aa(s), -+ An(s),---]. Uma condi¢ao suficiente para o sistema de
controle (C.5) ser completamente controlavel é que o posto de Q(3) =n para algum

5€(0,L].



APENDICE D
TOPOLOGIA EM VARIEDADES NAO COMPACTAS

Nesta secao iremos apresentar uma topologia para o estudo de campos de
vetores definidos em variedades nao compactas. Apresentaremos aqui como Peixoto
em [15].

Seja M™ = M uma variedade nao compacta de dimensao n a topologia C”
de Whitney r > 1, no espago X" (M) dos campos de vetores em M ¢é definida como
segue.

Seja

KiCcKyCKs;C---CK;,CK;;; C---CM, (D.1)

uma decomposicao de M por exaustao de compactos K;, com interior nao vazio
K; C Kiy1. Se X é um campo de vetores em X" (M) e §(z) > 0 é uma funcio

positiva em M, seja

9; = inf {5(&:), re K, — I%i,l} , Ko= 0.

o0

A(X0(2)) = (Y 2 d(X,Y K - Koy ) < o), (D.2)

i=1
onde d ¢ distancia usual C" em compactos, ver [10].
O conjunto A(X,é(x)) forma uma base de uma vizinhanca de X na

topologia em X" (M).

Observacao D.1. Uma observagao importante é que esta base nao depende da

decomposicao de M e nem da métrica escolhida em cada compacto K.

Teorema D.2. O conjunto X" (M) com a topologia definida acima é Baire.

Demonstracao. Seja B;, i = 1,2, ... uma familia de conjuntos abertos e densos em
X"(M). Escolha arbitrariamente X € X" (M) e um aberto A(X,é(x)), contendo

X como definido em (D.2). Para provar o teorema devemos achar um campo Y de
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classe C" tal que
Yy e(B:n A(X, 5(95)). (D.3)
i=1
Escolha X; € B1 N A(X,é(x)) e 0< 8 (z) <22 tal que

T
2

.A(Xl, 51(a;)> C BN A(X, 5@)),

entao escolha X5 € By N A(Xl, 51(95)) e 0 <o) < 515@, tal que

A<X2,52($)> C Byn A(Xl,él(x)>

continuando assim obtemos uma sequéncia de campos X; de classe C" e fungoes

positivas §;(z) em, M, i =1,2,... tais que

A(Xi,éi(x)> c A(Xi_l,éi_l(x)> c...C A(X, 5(@) c Bin-- -ﬂBﬁA(X,é(x)).

1
X; € .A(Xz-_l, Eé(m)) Calculando o limite pontualmente temos que lim; ,,, X; =Y
satisfaz a condicao desejada, concluindo o resultado. U
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