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Resumo

Silva, Jefferson dos Santos. Problemas elipticos quasilineares envolvendo
nao-linearidades interagindo com autovalores de alta energia. Goiania, 2019.
130p. Tese de Doutorado Relatério de Graduagdo. Instituto de Matemadtica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Nesta tese, usando métodos variacionais, obtemos solu¢gdes nao triviais para a equacao
eliptica quasilinear cujo termo ndo linear interage com autovalores de alta energia de um
problema linear. Aqui consideramos os casos em que a ndo linearidade € subcritica ou
critica. Devido a presenca do termo quasilinear, tratar os problemas propostos no presente
trabalho torna-se invidvel usando de forma direta o funcional energia, devido ao fato
que o funcional energia ndo estd bem definido no espaco de Sobolev H'! (RM). Portanto
aplicamos uma mudanca de varidvel obtendo um funcional energia auxiliar associado a
um problema eliptico semilinear. Para este funcional € possivel mostrar a existéncia de
uma estrutura de Linking levando em conta diversos comportamentos do potencial. Além

disso, pontos criticos deste funcional sdo solucdes fracas do problema semilinear.

Palavras—chave
Equacgao de Schrodinger Quasilinear, Problemas de Autovalores, Métodos Vari-

acionais, Teorema de Linking



Abstract

Silva, Jefferson dos Santos. . Goidnia, 2019. 130p. PhD. Thesis Relatério de
Graduagdo. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goias.

In this thesis, using variational methods, we obtain nontrivial solutions for the quasilinear
elliptic equations whose the nonlinear term interacts with high eigenvalues for the linear
problem. Here we consider also the cases where the nonlinearity is subcritical or critical.
Due to the presence of the quasilinear term in order to treat the problems proposed in the
present work which becomes infeasible using directly the functional energy due the fact
that it does not well defined in the Sobolev space H'(R"). Hence we apply a change
variable obtaining an auxiliary energy functional associated with a semilinear elliptic
problem. For this functional is possible to show the existence of a Linking structure
taking into account several behaviors on the potential. Furthermore, critical points for

that functional are weak solutions of the semilinear problem.

Keywords
Quasilinear Schrodinger equation, Eigenvalues Problem, Variational Methods,

Linking Theorem
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Notacoes

No presente trabalho, usaremos as seguintes notagdes:

e M, C, Cy, C,,...denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
e Bg(xo) denota a bola aberta de raio R com centro no ponto xg € RY;

e JBg(xp) denota a fronteira da bola Bg(xo);

o RT=10,+c);

e A dualidade entre os espagos E e E’, X e X', serdo representados por (-, -);

e O suporte de uma fungdo ¢ serd representada por supp 0;

2 9

—\

e A convergéncia fraca serd representada por ’ e a convergéncia forte por 7 — 7’;
e |A| denota a medida de Lebesgue de um conjunto mensurivel A de RY;

e Dado um espaco E denotamos por dim(E) a dimensio de E.

e B, =0,(1)se B, — 0comn — o

o [u>38) = {x € RV : u(x) > 8}, de forma semelhante denotamos os conjuntos

[u<9d], [u<9], [u>3d]eu=79;

R (N
"= ox; oxy” T oxy )’

N 9%u

e Alu)=Yy —;

e C(RY,R)=C(R") denota o espago das fun¢des continuas e Co(RY) sdo as fungdes
continuas com suporte compacto.
o CK(RV), para K > 1 inteiro, denota o espacos das funcdes k-vezes continuamente
diferencidvel em RY e C§(RY) = CK(RY) N Cy(RYN).
o C°(RY) = CRY) e C7(RY) = C=(RY)NCo(RN).
k=1
o C5,(RY) ={uecCy(RY): uéradial}

o COMRN):= {M € C(RN): sup M < 00} com0<a<l.
x,yeRN |)C - y|Oc
o CH%(RN), k > 1 inteiro, denota o conjunto de funcdes que estdo em CK(RY) tais
que todas as derivadas parciais de ordem até k pertencem a CO*(RN).
. CO’OL(]RN ) denota as fungdes u € C(RY) tais que u € C¥%(Q) para todo compacto

loc

QCRN.
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Cfog(]RN ) denota o conjunto de funcdes que estio em C*(RM) tais que todas as

derivadas parciais de ordem até k pertencem a ¥ loc *(RM).
LP(RVY) := {u : RN%Rmensurével:/N|u]pdx< oo} com 1 < p < o 530 0s
R

espacos de Lebesgue munido com a norma

1/p
= ([ )

l oc (RN) com 1 < p < oo denota os espago das fung¢des localmente integravesis.

Dada uma funcio mensuravel u : RN — R definimos

||tt]|oo := inf{C > 0 : |u(x)| < C quase sempre em RV}

L*(RY) := {u: RY — R mensuravel : |[u|e < oo} .

F={w:RN 5 R:w>0,we L*R"Y) para algum o0 > N/2}
L*(By,p) = {u: B — R; [, u*V (x)dx < e} onde B é um conjunto ndo vazio e
mensurdvel na medida p.

Dado K € ¥ definimos o espalco de Lebesgue com peso

L* (RY,K..) = {u RN—>R/ yu\zdx<oo}.

H (RN) {ueLZ(RN) g;‘ LZ(RN)’/RN%(I)CZXZ_/R aai)dx i=1,. N}.

H' (RN V)= CB",(RN)”HV, onde V é um potencial radial.
Dado u € H'(R"), definimos

u(x) = max{u(x),0} e u (x)=—min{u(x),0}.

DY2(RV) = {ueL2 (RN : g;‘i LZ(RN)/ —¢d - / S 9 i, z—l...,N}.

X = {u € H'(RV) /]RNV(x)uzdx < oo}.



Introducao

Estudaremos neste trabalho a existéncia de solu¢do ndo trivial para a seguinte

equagao de Schrodinger quasilinear
i0z = —Az+W(x)z—Al(|z])'(|z)z = h(x,|z[})z, xeRN,r>0,  (0-1)

onde N >3, z e C! (Rx RN, C), W € C(RY,R) é uma fungdo denominada potencial,
I € C(RT,R) é uma fungdo adequada e h € C(RY x R,R) é uma fungio satisfazendo
algumas hipéteses adequadas. Equacdes da forma (0-1) aparecem como modelo de varios
fendmenos fisicos para diversos tipos de fung@o /. Por exemplo, assumindo que /(7)) = 1
obtemos a equacdo cldssica de Schrodinger semilinear (veja por exemplo [2, 23, 44]).
Neste ambiente, temos uma vasta lista de resultados concentrados em existéncia, nao
existéncia, multiplicidade de solu¢des bem como o comportamento dessas solucdes, veja
[2, 44]. Para o caso [(t) = t, a equagdo obtida modela problemas da mecanica de fluidos,
fisica dos plasmas e mecanica quantica dissipativa, (veja por exemplo [18, 21, 30, 38]).
Neste presente trabalho concentraremos em encontrar solucdes ndo triviais para o caso em
que [(t) = t. Neste caso, nossos resultados se aplicam os modelos fisicos supracitados. Se
I(t) = v/1+1, entdo a equagio (0-1) modela o problema de laser de alta irradiancia em
um plasma, bem como a auto-canalizacdo de um laser ultracurto de alta poténcia [22].
Caso seja considerado /(1) = %2, para o0 > 0, temos um modelo para problemas de filme
superfluido. Para essa escolha de funcao / o problema tem sido extensivamente estudado
por diversos autores, veja [32, 33, 34, 40, 51, 52]. Para o problema (0-1), uma solucao
da forma z(x,t) = exp(—iEt)u(x) com E € R é chamada de onda estacionaria. E bem
conhecido que, ao buscar tais solu¢gdes para a equacao (0-1) obtemos uma equacao eliptica

com a seguinte forma estrutural:
—Au+V(x)u— Al ()] (P)u = g(x,u), xeRY (0-2)

onde V = W — E é uma nova funcio potencial e (x, |u|?)u = g(x,u). Como mencionado

anteriormente o caso em que /(¢) = 1, temos a equacdo semilinear de Schrodinger cldssica,
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isto €, obtemos a seguinte equagao
—Au+V(x)u=g(xu), xcRY (0-3)

Para este caso temos uma grande quantidade de trabalhos que exploram existéncia (ndo
existéncia) de solugdes considerando hipdteses distintas sobre o potencial (veja por
exemplo em [2, 11, 41, 44, 50]). Em [44], P. H. Rabinowitz mostrou a existéncia de
solucdo ndo trivial para equagdo (0-3) quando o potencial V € coercivo e estritamente
positivo, isto €, V(x) — e quando |x| — o e existe V > 0 tal que V(x) > Vp para todo
x € RV, T. Bartsch e Z. Q. Wang em [2], consideraram g € C! (RN X R,R) e fmpar na
segunda varidvel, isto &, g(x, —t) = —g(x,t) para todo x € R", t € R, obtendo existéncia e
multiplicidade de solugdes para equagdo (0-3) onde o potencial V € estritamente positivo.
Os autores em [2] consideraram o caso em que conjunto de nivel {x € RY : V(x) < M} tem
medida de Lebesgue finita para todo M > 0. Tal condi¢d@o sobre o poetencial V generaliza
a condi¢do usada por P. H. Rabinowitz em [44]. Em [50], A. Szulkin e T. Weth mostraram
existéncia de solugdes de energia minima considerando potenciais V periddicos usando
algumas hipoteses sobre o espectro do operador —A + V. Inspirado pelo trabalho de

Pankov, ver [41], foi obtido a existéncia de solucao por meio de minimiza¢io no conjunto
M:={ucE\E :®(uu=0 e ®(u)y=0 paratodo ve E"},

onde ® € C!(E,R) é o funcional energia associado a equacio semilinear, E = H' (RV),
com E = ET@E™, ver [41]. E importante mencionar que solug¢des de energia minima
sdo chamadas de Ground States. Por defini¢do, M contém todos os pontos criticos ndo
triviais do funcional ®. Quando o funcional ® € C?(E,R), temos que M é uma variedade
de classe C! denominada Variedade de Nehari Generalizada. Em [13] Y. Ding e A. Szulkin
mostraram a existéncia e multiplicidade de solugdes bound state com potencial mudando
de sinal. E importante enfatizar que uma soluco bound state é uma solu¢io com energia
finita. Em [11], M. Del Pino e P. Felmer, mostraram existéncia de solu¢@o ndo trivial para

o seguinte problema semilinear
—ezAu—l—V(x)u =g(xu), x€Q, u=0sobredQ e u>0emQ, (0-4)

onde Q é um dominio ilimitado em R" com fronteira vazia ou suave e € é um parametro
positivo. Ao mesmo tempo, os autores em [11] assumem o potencial V localmente Holder
continuo satisfazendo a seguinte condi¢d@o local: Existe um conjunto aberto e limitado A

compactamente contido em £ tal que

0<Vy<infV(x) < minV(x). (0-5)
xXEA XEOA
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Aplicando um método de penalizagdo, M. Del Pino e P. Felmer, mostraram que existe
€o > 0 tal que (0-4) possui uma solugao u, para cada € € (0,€).
Como mencionamos anteriormente, estamos interessados em estudar o caso em

que [(t) =t. Neste caso temos que a equagao (0-2) fica da forma
—Au+V(x)u—AW?)u=g(x,u), xRV (0-6)

Nosso principal objetivo aqui € considerar uma estrutura de Linking, estudando os casos
em que o termo ndo linear g(x, u) interaja com autovalores alta energia do problema linear
de autovalores. A presenca do termo quasilinear A(u?)u impdem algumas dificuldades
quando estamos interessados em utilizar métodos variacionais. Mais precisamente, devido
ao fato que o funcional energia associado a equacdo (0-6) ndo estd bem definido em
H'(RN). Para contornar essa dificuldade, usamos a mudanca de varidvel f introduzida

em [9], dada implicitamente na expressao

o |
7= V1272 r=0 (0-7)
f(t):_ (t)v t <0.

Fazendo u = f(v) na equag@o (0-6), obtemos uma problema auxiliar

—Au+V () f () f' (1) = g(x, f() f'(u), x€RY. (0-8)

Este problema possui um funcional energia J associado que é bem definido e de classe C!.
Para este funcional conseguimos mostrar que possui uma estrutura de Linking associada.
Esta estrutura serd detalhada nos capitulos seguintes.

Para problemas quasilineares podemos destacar os trabalhos [14, 17, 16, 28, 36,
39, 40, 54, 55]. Em [54], E. A. B. Silva e G. F. Vieira provaram, usando uma versao local
do Teorema do Passo da Montanha, a existéncia de solu¢do ndo trivial considerando o
potencial e a ndo linearidade assintoticamente periddicos. Os mesmos autores em [55],
mostraram sobre as mesmas condi¢des destacadas anteriormente, mas com a presenca
de um termo envolvendo o expoente critico de Sobolev, a existéncia de solu¢do ndo
trivial para a equacdo de Schrodinger quasilinear. Em [39], J. M. do O e U. B. Severo,
trabalhando em um espago de Orlicz - Sobolev, mostraram a existéncia de solugdes
positivas quando o potencial V satisfaz a condi¢io V! € L' (R") e a ndo linearidade é do
tipo concdvo convexo. E importante enfatizar que a condigdo colocada sobre o potencial
V permite que os autores recuperem imersdes compactas para um subespaco adequado.
Nos trabalhos [16, 17], M. F. Furtado, E. D. Silva e M. L. Silva mostram, trabalhando num
Espaco de Orlicz - Sobolev, a existéncia solu¢des ndo triviais com nivel de energia dado

pelo Teorema do Passo da Montanha. Nesses trabalhos, para obtengao de tais solugdes, o
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potencial V € estritamente positivo e satisfaz as condi¢des introduzidas por T. Bartsch e
Z. Q Wang [2]. A classe de potenciais V considerada em [2], € tal que o conjunto de nivel
{x € RN : V(x) < M} tem medida de Lebesgue finita para todo M > 0. Essa condigio,
permite mostrar que o espago

X = {u cH'(RY): /RNV(x)uza’x < oo} (0-9)

estd imerso compactamente nos espacos de Lebesgue LS(RY) para 2 < s < 2*, onde
2* =2N/(N —2) denota o expoente critico de Sobolev. Destacamos aqui que todos esses

trabalhos supracitados adotam as seguintes hipdteses:

g(x,1)

(Hp) lir%T = Ko(x) uniformemente em x € RV,
r—
t
(H>) tliI‘JIrl g(;c; ) = K..(x) uniformemente em x € R",
— o0

(H3) Existe uma constante C > 0 tal que |g(x,)| <C (1+[t|[P~1), paratodor € R, x e RV
com4 < p<2.-2%,

As fungdes Ko, K. € L*(RY) para algum o > N/2. Consideremos os parimetros, A (K)
e ui(K), os quais denotam o primeiro autovalor dos problemas lineares com pesos Kj e

K, dados respectivamente por:

—Au+V(x)u=AK(x)u, x€RN,
(Pp)
uc H'(RY).

—Au = uK(x)u, xRN,
(Py)
u € D12(RM).
Sobre as condi¢des (H;) — (H3) o funcional energia J associado ao problema auxiliar
(0-8) satisfaz as condi¢des geométricas do Teorema do Passo da Montanha, desde que
A (Ko) < 1 < p1(Kw). Assim, o problema (0-6) possui solucdo fraca ndo trivial. Em
nosso trabalho, mostramos existéncia de solugdes ndo triviais para o caso em que a
ndo linearidade interage com autovalores de alta energia do problema linear (P,). Mais

precisamente, consideraremos o caso em que
Aj(Ko) <1 <Xjt1(Ko),

para algum j € N com j > 1. E importante enfatizar que para este caso a geometria do
Teorema do Passo da Montanha nio € verificada. Contudo, sob essa condicao o funcional

energia J satisfaz a geometria de Linking.
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Este trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo mostramos a

existéncia de solugdes para a seguinte equagdo quasilinear

—Au+V(x)u—AWw?)u=g(x,u), xcRY,
(0-10)
uc H' (RN).

Neste capitulo consideraremos que V € um potencial estritamente positivo € continuo
satisfazendo as hipoteses introduzidas por T. Bartsch e Z. Q Wang [2]. Mais especifica-
mente, consideraremos as seguintes hipdteses sobre V:

(V1) inf V(x) >V >0;

x€RN

(Vo) para qualquer M > 0,
[{x eRY:V(x) <M} < +oo.

Como enfatizamos anteriormente essas condi¢des permitem mostrar que X, definido em
(0-9), é um subespaco fechado de H!(R") e estd imerso compactamente nos espagos
L*(RN) para 2 < s < 2*. Essa hipétese sobre o potencial V generaliza as hipéteses V
coercivoe V=1 € LI(RN ), apresentadas nos trabalhos [39] e [44], respectivamente. No
inicio deste capitulo apresentamos exemplos de potenciais que satisfazem cada uma
dessas condi¢des. Note que a classe dos potenciais coercivos e a classe de potenciais
com inverso integravel ndo definem a mesma classe de potenciais. Além das hipdteses

(V1) e (Va), consideraremos que o potencial V cumpre a seguinte condigido

(V3) Existe 2 < p < 2* tal que

g _ o Jen (IVul> +V (x)u?) dx
weH BRNN(O0}  (fn V(x)|u|Pdx)?P

A condigdo (V3) estd relacionada com resultados de imersdes compactas do espago das
funcdes radiais em H'!(RY) nos espacos de Lebesgue com peso (veja [58]). Em [58], os
autores mostraram que H! (RV,V) estd imerso compactamente no espago de Lebesgue
LP(RN,Q) com peso Q para 2 < p < 2*, onde Q denota um potencial radial que satisfaz
algumas condig¢des assintoticas.

O principal objetivo neste capitulo é considerar que o termo nao linear g € as-
sintoticamente linear ou superlinear no infinito. Estamos interessados em usar o Teorema
de Linking Local introduzido S. Lu e M. Willem [25]. Recentemente em [36], S. Lu e J.
Zhou, mostraram usando o mesmo Teorema de Linking local, existéncia de solucdo ndo
trivial para a equacdo quasilinear de Schrodinder com potencial indefinido satisfazendo
a hipétese de T. Bartsch e Z. Q. Wang, [2], e ndo linearidade satisfazendo a condi¢do

de Ambrosetti-Rabinowitz. Para o nosso propdsito, necessitamos considerar que o termo
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ndo linear g interaja com autovalores de um problema linear de autovalores. Neste caso,

introduzimos primeiramente a classe de fungdes
Fi={w:RY > R:w>0,we L*R") para algum o > N/2}.

Pedimos as seguintes hipdteses sobre a ndo linearidade:

(Go) Existe Kp € ¥ tal que

2
liminf M — Ko(x), uniformemente paraq.t.p. x € RV,
s—0 R}
(G) Existe Koo € F com K., € LN/2(RN) tal que

G(x,s)

4

limsup — K..(x), uniformemente para q.t.p. x € RV,

S—r+o0 S
Assumindo que a ndo linearidade g € assintoticamente linear no infinito consideraremos

a seguinte condicao de crescimento para g:

(g1) Existem a € L2N/WF2(RN) 0 L%RN), b € L2/ (RN) N LYRN), r €
(2,4),00. > N/2 tal que

|goo(x,8)| < a(x)|s| +b(x)|s|""!, paratodo xR, s R,

onde gu(x,5) = g(x,5) — Kuo(x)s?, (x,5) € RN x R. Portanto, a nio linearidade g possui
crescimento subcritico. Em nosso primeiro resultado estamos interessados no caso em que

3

g(x,-) se comporta como s na origem e se comporta como s” no infinito. E bom enfatizar

que as mesmas condi¢des foram abordadas em [16, 17], sendo grande inspiracdao para
o primeiro capitulo desta Tese. Ainda no Capitulo 1, consideraremos dois problemas de

autovalores, para cada K € F
—Au+V(x)u=AK(x)u, xRN,
ueclX.

o qual admite um primeiro autovalor A;(K) > 0. Mais especificamente, obtemos uma
sequéncia de autovalores (A;(K))jen C R tal que A;(K) — o quando j — co. O mesmo

fendmeno ocorre com o problema de autovalores

—Au = pK (x)u, xRN,

u € DI2(RM).

Motivados em parte por [16, 17], podemos enunciar o primeiro resultado deste capitulo:
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Teorema 0.0.1 (Caso Assintoticamente Linear) Suponha que V satisfaz (Vi) — (Va) e
g satisfaz (g1), (Go) e (Gw). Entdo o problema (0-10) admite duas solugdes fracas ndo
triviais desde que Aj(Ko) < 1 < Aj11(Ko) para algum j € N com j>1 e uj(Kw) > 1.

Em nosso segundo resultado do Capitulo 1 estamos interessados no caso em
que o termo g € superlinear no infinito. Mais especificamente, consideraremos a seguinte
condi¢ao:

(&)

g(x,s)

lim 3 = too, uniformemente x € RY.
S—+eo ¢

Nesse ambiente, trocamos a condigdo de crescimento (g ) por:

(g2) Existem a,b € L*(RV)NL=(RV), o> N/2 tal que
18(x, )| < a@(x)|s| +b(x)[s|""

para qualquerx € RV, sc Re4 < p <2-2*

E bom enfatizar que tratando de fungdes g que cumprem a condi¢io (g..), podemos

considerar a condi¢cao de Ambrosetti-Rabinowitz (AR), isto €, existe 0 > 4 tal que
t
0 <0G(x,t) = 9/ g(x,t)dt <rg(x,t), paraqualquer r € R. (AR)
0

A condicdo (AR) é uma preciosa ferramenta para mostrar que as sequéncias de Palais -
Smale sao limitadas. O nosso segundo resultado deste Capitulo € apresentado da seguinte

forma:

Teorema 0.0.2 (Caso Superlinear) Suponha que V satisfaz (Vi) — (Va) e g satisfaz
(g2), (Go), (g=) e (AR). Entdo o problema (0-10) admite ao menos uma solugcdo fraca
ndo trivial desde que \j(Ko) <1 < \j11(Ko) para algum j € N com j > 1.

Para demonstrarmos os resultados mencionados, usamos a mudanga de varidvel f, dada
em [9]. Assim, obtemos um problema semilinear cujo funcional energia esta bem definido
e possui uma geometria de Linking Local na origem, quando g possui crescimento
subcritico.

No Capitulo 2 desta Tese, estudamos o problema

—Au+V (x)u— AW?)u = Ag(x)u+pK (x)|ulP2u+h(x), xRN, 1)
uc HY(RN),

onde 4 < p < 2-2*. Neste capitulo trataremos o caso onde o potencial V € continuo,
estritamente positivo e 1-periédico em cada vardvel. Mais precisamente, consideraremos

a seguinte hipodtese:
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(Vi) V é continuo e I-periédico em xj,...,xy. Assumiremos que existem constantes

positivas V, V.., tais que Vo < V(x) < V., para todo x € RV,

Essa hipotese sobre o potencial V no Capitulo 2 ndo implica em algum tipo de compaci-
dade na imersio de X em L*(R") para 2 < s < 2*. Este fato impede que possamos mostrar
que um dado funcional energia satisfaz a condicao de Palais-Smale. Em [14], X. D. Fang
e A. Szulkin, obtém resultados de existéncia e multiplicidade para equagdes quasilinea-
res com potencial satisfazendo a condi¢do (V). Como apresentamos anteriormente, em
[54, 55], os autores trabalhando com potenciais assintoticamente periddicos obtiveram
solucdes nao triviais. Adicionalmente, os autores em [54, 55] mostraram existéncia de
solucdes nao triviais para o caso em que o potencial V € 1-periédico em xy,...,xy.

A parte ndo linear da equacdo (0-11) satisfaz as seguintes hipéteses:

(q1) g € L*(RY) para algum o > N/2 com g(x) > 0. Assumiremos que

lim q(x — yn)*dx =0, uniformemente em n € N (0-12)
R—vo0 JRN\ B

onde (y,)nen € RY satisfaz [y, | — o com n — oo

(K1) K é continuo e 1-periédico em xj,...,xy. Assumiremos que existe uma constante

positiva kg tal que K(x) > ko para todo x € RV,
(h1) h GLZN/(N+2)(RN).

A hipétese (g1) nos permite mostrar que o espaco H'(RV) estd imerso compactamente

no espacgo de Lebesgue com peso

L’ (RY,q) = {u:RN—ﬂR:/ q(x)|u]2dx<oo}.
RN

Essa imersdao compacta é fundamental quando estamos interessados mostrar que um dado
funcional energia possui uma geometria de Linking. E importante enfatizar que neste
caso, o funcional energia J ndo € invariante por translagdes em RY. Assim, a hipétese (g1 )
permite controlar o funcional com translagdes no RY. Note que, ndo existe g € L*(R") ao
qual é 1-periddica em x1, ..., xy. Na parte introdutéria do Capitulo 2, apresentamos alguns
exemplos de fungdes g e K que satisfazem as condicdes (q1) e (K] ), respectivamente. A
geometria de Linking que estamos interessados em explorar neste Capitulo é apresentada
em [47] (Teorema 2.7.3). Esse resultado abstrato permite obter sequéncias de Palais-
Smale para um determinado nivel de energia. Assim, consideraremos que o parametro

A esteja entre dois autovalores consecutivos do problema linear com peso ¢, onde g € F

—Au+V(x)u=Ag(x)u, x€RN,
(0-13)
uc HY(RN).
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O principal resultado deste capitulo € enunciado da seguinte forma:

Teorema 0.0.3 Suponha que V, q, K e h satisfazem (V1), (q1), (K1) e (hy), respectiva-
mente. Suponha que exista j € N com j > 1 tal que Aj < A < Ajy1. Entdo existem iy >0
e € > 0 tais que para u> u; e 0 < ||h||2N/(N+2) < € obtemos que:

(i) o problema (0-11) possui ao menos uma solugdo fraca para cada h # 0,

(ii) o problema (0-11) possui ao menos uma solugcdo fraca ndo trivial para h = 0.

E importante enfatizar que se & % 0, entdo u = 0 ndo é solugdo do problema (0-11).
Novamente, tratar o problema 0-11 do ponto de vista variacional € invidvel,
uma vez que o termo quasilinear A(u?)u nos fornece um funcional energia que nio estd
bem definido em H' (R"). Neste caso, contornamos essa dificuldade fazendo a mudanca
de varidvel u = f(v), com f dada em (0-7), obtendo assim um funcional energia bem
definido em H'(RM) ao qual é de classe C!. Este funcional satisfaz a geomertia de
Linking apresentada por M. Schecther em [46], desde que u seja suficientemente grande
e ||h]|n /(N+2) seja pequena suficiente. Usando argumentos de densidade mostramos que
o limite fraco da sequéncia de Palais-Smale é um ponto critico do funcional modificado.
Assim, para cada h # 0, temos uma solu¢do nio trivial para o problema (0-11). Para
considerar o caso em que 4 = 0, usando os resultados de P. L. Lions [29], mostramos que
as sequéncias de Palais-Smale satisfaz a condi¢do de ndo anulamento. Este fato permite
transladar a sequéncia de Palais-Smale de modo a garantir um ponto critico nao trivial.
No terceiro capitulo desta Tese estudamos o caso critico do problema estudado

no Capitulo 2, formulado da seguinte forma

—Au+V (x)u—AW?)u = Ag(x)u+uK (x)|ulP2u+ [u** 2u+h(x), xRV,
uc HY(RN),

(0-14)
onde 4 < p < 2-2* Nesse capitulo assumimos as mesmas condi¢des sobre as fungdes
V. q, K e h consideradas no Capitulo 2. Devido a presenca do termo |u|2’2*’2u, o problema
dado na equacdo (0-14) é chamado critico. Em [49], U. B. Severo, E. Gloss e E, D, Silva

mostraram um resultado de existéncia e ndo existéncia para a equacao

k
—Au+V (x)u+ EA(uz)u =h(u) em RN (0-15)
onde V:RY — R, h:R — R sdo fungdes continuas e k é um pardmetro real. Neste
trabalho os autores apresentam uma identidade de Pohozaev associada ao problema
(0-15). Como aplicagdo dessa identidade, usando condicdes apropriadas sobre o potencial
V e h(u) = |u|P~%u, os autores mostraram que nio existe solucio cldssica, isto é, u €

C?(RN,R), para p > 2-2*. Como consequéncia, adotando k = —2, p = 2-2* é o expoente
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critico para a classe de problemas quasilineares governados pelo termo A(u?)u. Em [55],
E. A. B. Silva e G. F. Vieira provaram, usando uma versao local do Teorema do Passo da

Montanha, existéncia de solu¢do ndo trivial para a equacdo
—Au+V () u— AW u=K@)|u>? 2u+glxu), u>0 xeRV, (0-16)

onde V e g sdo assintoticamente periddicos e K € 1-periddico nas varidveis xi,...,xn.
Devido a presencga do termo critico e a falta de compacidade do problema, mostrar que o
funcional energia satisfaz a condi¢@o de Palais - Smale € invidvel. Sendo assim, os autores
mostraram, usando os resultados de P. L. Lions [29], que as sequéncias de Palais - Smale
que convergem fracamente para zero satisfazem a condi¢c@o de ndo anulamento, desde que
o nivel minimax dado pelo Teorema do Passo da Montanha seja menor que uma constante
fixada. Neste caso, € possivel obter uma solugdo fraca nao trivial para equacao (0-16). Boa
parte dos estudos realizados sobre problemas elipticos envolvendo o expoente critico de
Sobolev possui como fonte de inspiragdo o trabalho de H. Brézis e L. Nirenberg [5].

Neste capitulo seguimos as mesmas ideias usadas no Capitulo 2. Relembremos
que o Teorema abstrato que usamos neste capitulo é o Teorema de Linking de Schecther,
[47] (Teorema 2.7.3). Desta forma, pedimos novamente que o pardmetro A estd entre dois
autovalores consecutivos do problema linear (0-13).

O principal resultado deste capitulo € enunciado como segue:

Teorema 0.0.4 Suponha que V, q, K e h satisfazem (V1), (q1), (K1) e (hy), respectiva-
mente. Suponha que exista j € N com j > 1 tal que A j <k < Ajy1. Entdo existem pig > 0
e € > 0 tais que para p > o e 0 < ||h|on/(v12) < € obtemos que:

(i) o problema (0-14) possui ao menos uma solucdo fraca para cada h # 0,

(ii) o problema (0-14) possui ao menos uma solugdo fraca ndo trivial para h = 0.

Analogamente, se & Z 0, entdo u = 0 ndo € solugdo do problema (0-14).

Enfatizamos que a grande novidade deste capitulo € considerar o caso em que
a ndo linearidade apresenta um termo critico e interage com autovalores de alta energia.
Esse fato permite o surgimento de algumas dificuldades quando estamos interessados
em utilizar métodos variacionais. Primeiramente, o potencial V € limitado. Portanto,
ndo recuperamos a imersdo compacta para o espaco H'(R") nos espagos de Lebesgue
L*(RM). Este fato é o que nos motiva estudar o problema (0-14). Note que o problema
(0-14) envolve o expoente critico. Deste modo ndo conseguimos mostrar que a condi¢dao
de ndo anulamento € satisfeita para todo nivel minimax positivo. Assim, seguindo as
mesmas ideias usadas em [55], mostraremos que o nivel minimax dado pelo Teorema
de Linking de Schecther [47] estd abaixo de uma constante fixada para concluir que o ndo
anulamento € satisfeito. Tal condicdo € crucial para garantir existéncia de solucdes nao

triviais quando a condicdo de Palais-Smale ndo € possivel ser verificada.
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Novamente, fazemos a mudanga de varidvel u = f(v), no funcional energia
associada ao problema (0-14). Assim, obtemos um funcional auxiliar bem definido que
possui a geometria desejada. Usando o Teorema de Linking de Schecther, [47] (Teorema
2.7.3), obtemos uma sequéncia de Palais-Smale para um determinado nivel de energia cy,.
As sequéncias de Palais-Smale sdo limitadas e, novamente argumentando por densidade,
o limite fraco é um ponto critico do funcional modificado. Assim, se & # 0 , entdo
o limite fraco nos fornece uma solucdo fraca nao trivial para o problema (0-14). Para
contornar o caso em que o limite fraco das sequéncia de Palais-Smale € zero, mostramos
que a condi¢do de ndo anulamento € satisfeita desde que 27 = 0. Como mencionamos
anteriormente, adaptamos as ideias usadas em [55] para o nosso funcional, mostrando
assim que o nio anulamento € valido desde que ¢, < SN/2 /2N, onde S denota a melhor
constante da imersdo de Sobolev de D'2(RY) no espaco L? (RV). Devido ao fato de
estarmos lidando com um problema com uma estrutura de Linking, seguir as ideias usadas
em [55], para mostrar que o nivel ¢, estd abaixo da constante sN/2 /2N, é invidvel. Para
contornar esse problema, mostramos que ¢, — 0 quando u — . Este fato permite que
possamos garantir, usando as mesmas ideias do Capitulo 2, a existéncia de uma solugdo
fraca ndo trivial quando h = 0.

Para tornar f4cil a leitura de cada um dos capitulos seguintes, repetiremos em
cada capitulo as hipéteses requeridas bem como os enunciados dos principais resultados

obtidos na presente Tese.



CAPITULO 1

Equacoes de Schrodinger Quasilinear

Interagindo com Autovalores com Alta Energia

Neste capitulo, estudamos o problema

—Au+V(x)u—AW?)u=g(x,u), xcRV, (1)
uc H'(RV).

onde N > 3 e o potencial V pertence a C(RY,R). O termo nio linear g € C(RY x R, R)
¢ uma ndo linearidade subcritica podendo ser assintoticamente linear ou superlinear no
infinito. Posteriormente, apresentaremos as hip6teses sobre o potencial V e o termo ndo
linear g.

Nosso principal objetivo neste capitulo € provar a existéncia e multiplicidade de
solucdes ndo triviais para a equagdo (1-1). A principal caracteristica aqui € considerar
uma estrutura de Linking, a fim de provar existéncia de solugdes fracas para as equagdes
elipticas quasilineares em que o termo ndo-linear g tem uma interagdo com o problema
linear de autovalores. Trataremos a equacgao (1-1) com a ndo linearidades g podendo ser
assintoticamente linear na origem e no infinito ou superlinear no infinito.

Consideraremos aqui, como mencionado na introducao deste trabalho, as seguin-

tes condi¢des sobre o potencial V.

(Vl) infxeRN V(x) >Vo>0;

(Vo) [{xeRN:V(x) <M}
Lebesgue de um conjunto.

(V3) Existe 2 < p < 2* tal que

< 400, para qualquer M > 0, onde | | denota a medida de

g _ of Jenv ([Vul? +V (x)u?) dx
weH BNN(0}  (fn V (x)|u|Pdx)?P

Ao longo deste capitulo o espago onde buscamos solugdes para a equagdo (1-1) € definido
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por
X := {u e H'(RY): / V(x)uldx < oo} (1-2)
RN

munido com a norma

||ul| := (/RN (|Vu|2+V(x)u2) dx)l/z

e o produto interno
(u,v) := /N (VuVv+V (x)uv)dx, para quaisquer u, v € X. (1-3)
R

O espago H'!(R") ¢ um espago de Hilbert munido com a norma usual ||||; dada por

1/2
= ([, (¥l +20) ) we ' (&),

Com essa norma, H'(RM) estd imerso continuamente nos espacos de Lebesgue
LS(RN) para 2 < s < 2*. Para fungdes u € X, temos que |lully < C|ju||, onde C =
(max{l,VO_1}> 1/2. Desta forma X estd imerso continuamente em H'(R"Y) e herda as
imersdes continuas nos espacos de Lebesgue L(RV) para 2 < s < 2*. Essas imersoes
nem sempre sdo compactas. Porém as condigdes impostas sobre o potencial V permitem
mostrar algumas propriedades para o espaco X. Esse resultado € apresentado no seguinte
lema e a sua demonstragdo pode ser encontrada em [2].

Lema 1.0.1 Suponha que as condicdes (Vi) e (V2) sejam satisfeitas. Entdo as seguintes

afirmagoes sdo verdadeiras:

(i) O espago X é um subespago fechado de H' (R)V.

(ii) X estd imerso compactamente em L*(RN) para 2 < s < 2*.
Portanto, dado qualquer funcdo K € ¥, onde
Fi={w:RY 5> R:w>0,we L*R") para algum o > N /2}
podemos mostrar que o problema de autovalores

—Au+V(x)u=AK(x)u, xRN,
(1-4)
ueckX.

admite um primeiro autovalor A; (K) > 0. Mais especificamente, obtemos uma sequéncia

de autovalores (A;(K)) jen C R tal que A ;(K) — oo com j — 0. Da mesma forma obtemos
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o problema de autovalores

—Au = uK(x)u, xRN,

(1-5)
u € DI2(RM).

O espago D'2(RM) é definido como segue

D'2(RN) = {u e ¥ (RV): 3—” ce*(RY),i=1,2,..., N}
Xi

com N > 3. Note que D'?(R") é um espaco de Hilbert munido com o produto interno
<M,V>D1,2(RN) = /RN VuVvdx, u,v € DI’Z(RN),

A norma € dada por

1/2
gy = ( 1Vala) w1

Como uma consequéncia o problema de autovalores (1-5) admite o primeiro autovalor
positivo denotado por y; (K) > 0.
O espaco D'2(RN) estd imerso continuamente em L (RY). Definimos a melhor

constante dessa imersao por

2
S=  inf Je [V d; -
ueD'2(RN)\(0} ( fron [v|2 dx)>/

O espaco H'(R") estd imerso continuamente em D!2(RV). Deste modo, temos que a
imersdo de X em D'?(R") é continua.
Em nosso primeiro resultado neste capitulo, estamos interessados no caso em que

3

g(x,-) se comporta como s na origem e como s- no infinito. Para este tipo de problema

mencionamos que (1-1) torna-se assintoticamente linear no infinito. Seja G : R¥ x R — R
S
dado por G(x,s) := / g(x,t)dt, x eRN s € R,
Neste capitulo, pediremos que a fun¢do G satisfaz as seguintes condi¢des assin-

toticas na origem e no infinito,

(Go) Existe Ky € F tal que

2
liming 26058)

iminf—>— = Ko(x), uniformemente para q.t. p. x € RV,
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(G-) Existe K.. € F com K., € LN/2(RV) tal que

4G(x,s)
4

limsup — K..(x), uniformemente para q.t.p. x € RV,

S§—r+o0 S
Assumindo que a ndo linearidade g é assintoticamente linear no infinito consideraremos

a seguinte condicdo de crescimento para g.

(g1) Existem a € L2N/WH2(RN) 0 L%RN), b € L22/C2Z=)(RN) N LYRN), r €
(2,4),00 > N/2 tais que

|geo(x,8)| < a(x)|s| +b(x)|s|""!, paratodo x € R, s € R,

onde gu(x,5) = g(x,5) — Kuwo(x)s?, (x,5) € RN x R. Portanto, a nio linearidade g possui
crescimento subcritico. Para esse tipo de problema, mencionamos que o problema (1-1)
torna-se assintoticamente linear no infinito. Usando que max{a(x),b(x)} € L*(R") temos

que (g1) implica na seguinte condi¢do de crescimento.

aj (x)

b
: 1()6) ‘5‘4

\s|2—|—T paratodo xRV, se€R
(1-6)
para algumas funcdes a; € L2N/(VF2)(RVM)NL*(RN) e by € L*(RN). Para nossos resulta-

dos devemos salientar a importancia da nao linearidade g interagir com autovalores dos

g(x.5)| S ar(x)[s|+b1()ls] e |Gx,5)] <

problemas (1-4) e (1-5). Mais precisamente, para o caso assintoticamente linear no infi-
nito, consideraremos os seguintes cruzamentos A;(Ko) < 1 < Aj41(Kp) para algum j € N
e up (Koo) > 1.

Com essas hipéteses obtemos 0 nosso primeiro resultado.

Teorema 1.0.2 (Caso Assintoticamente Linear) Suponha que V satisfaz (Vi) — (V3) e
g satisfaz (g1), (Go) e (Gw). Entdo o problema (1-1) admite duas solugdes fracas ndo
triviais desde que \j(Ko) < 1 < Aj1(Ko) para algum j € Ncom j> 1 e pi(Kw) > 1.

Em nosso segundo resultado, estamos interessados no caso em que g é superli-
near no infinito. Mais especificamente, consideraremos a seguinte hipotese:

(8)

lim & (x;s>
§—+Foo §

— oo, uniformemente x € RV,

Para as ndo linearidades g que cumprem a condi¢éo (g« ), mencionamos que a
condi¢do (g1) ndo € verificada. Assim, estamos interessados em fungdes que cumprem a

seguinte condi¢do de crescimento:

(g2) Existem @,b € L*(RV)NL=(RV), o> N/2 tal que

g(x,8)| < a(x)|s|+b(x)|s|P!
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para quaisquer x e RV, sc Red < p <2-2*.

Neste cendrio pedimos que a ndo linearidade g satisfaca a celebre condicao de Ambrosetti-

Rabinowitz, ou seja, existe 6 > 4 tal que
t
0<0G(x,1) = 6/ g(x,t)dt <rg(x,t), paraqualquer t € R. (AR)
0

A condicao (AR) € uma ferramenta fundamental para mostrar que as sequéncias de Palais
- Smale sdo limitadas, provando assim algum resultado de compacidade. O nosso segundo

resultado é apresentado a seguir:

Teorema 1.0.3 (Caso Superlinear) Suponha que V satisfaz (Vi) — (V3) e g satisfaz
(g2), (Go), (g=) e (AR). Entdo o problema (1-1) admite ao menos uma solugdo fraca
ndo trivial desde que \j(Ko) <1 < \j11(Ko) para algum j € N com j > 1.

Observacio 1 Como exemplo, tomamos gi(x,t) = Ku(x)t? +K0(x)# e g(x,t) =

Koo (x)13 + Ko (x) tlnl(imtb onde K., € LN2(RN)NL*RY) e Ky € L*(RN) para algum

o > N/2. Assumimos que Aj(Ko) < 1 < Xjy1(Ko) e u1(Ke) > 1 sdo satisfeitas. Entdo

as fungoes g1 e g» dadas acima satisfazem as hipdtese (g1), (Go) e (Gw). De acordo ao
Teorema 1.0.2 o problema (1-1) tem ao menos duas solugdes fracas ndo triviais mudando

a fungdo g por g1 ou g3.

Observacao 2 Um exemplo tipico de ndo linearidade satisfazendo as hipoteses do Te-

orema 1.0.3 é dada por g3(x,t) = Ko(x)t + #6#

1 < Aj+1(Ko) para algum j > 1. De modo mais geral, podemos considerar as fun-

para qualquer t € R onde \j(Ky) <

coes ga(x,t) = Ko(x)t + 15% para qualquer t € R onde p—q >3 com p,q>1 e
Ai(Ko) <1 < Ajy1(Ko) para algum j > 1. Além disso, essas funcdes verificam a con-
di¢cdo de (AR). E importante enfatizar que a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz (AR)
implica que G(t) > c1|t|® — c2|t|?,¢ € R para algumas constantes cy,c > 0. Em particu-
lar, aplicando o Teorema 1.0.3 o problema (1-1) admite ao menos uma solucdo fraca ndo

trivial tomando a ndo linearidade g igual a g3 ou g4.

Relembremos aqui, que estamos assumindo que o potencial V satisfaz a hip6tese
de T. Bartsch e Z. Q Wang [2] juntamente com a condi¢ao (V3). Observemos primeira-

mente que se V é um potencial satisfazendo as condi¢oes (V;)-(V2) e a condigdo
(V4) Existe uma funcdo radial V tal que V (x) < V(|x|) para todo x € RV,

entdo a condigdo (V3) é verificada. De fato, seja (u,),eny C X uma sequéncia minimizante
para S,, isto &,
i Jav (Vun*+V (x)uz) dx
im 2/ =S,. (1-7)
" (Jrw V() un|Pdx)
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Sem perda de generalidade, podemos supor que u, > 0 q.t.p.x € RV e

/ V(x)|up|Pdx =1 (1-8)
RN
para todo n € N. Neste caso, temos que

lim (IVun|* +V (x)up) dx = S).

n—oo JRN

A sequéncia (uy,)qen € limitada em X, portanto, a menos de uma subsequéncia

(
u, — u fracamente em X,

u, — u fortemente em LI (RY),
un(x) = u(x), q.t.p.emRY,

L |un ()] < hq(x), hg € Lq(RN)7

isso para 2 < g < 2* e n — 0. Usando, neste momento, a condi¢do (V4) escrevemos

/V(x)|un—u\pa’x§/ V(1)) | — ufdx. (1-9)
RN RN

Seja w, = u;, onde u, é a simetrizada da fung@o u, obtida pela simetrizacdo de Schwarz,
[19, 27]. Entdo, (wy)sen € limitada em X. Portanto, a menos de subsequéncia, w,, — w
em X quando n — o, onde w = u*. Aplicando o Teorema de Pdlya-Szego, [19, 27], temos
que

/V(|x|)|un—u|l’dx:/ ¥ (1x]) wn — wlPdx. (1-10)
RN RN

Usando um resultado de imersdo compacta de H!(RN,V) nos espacos LP(RN. V) (ver

Teorema 1, [58]), temos que

lim [ V(|x|)|wp—w|Pdx=0.
n—oo JRN

A ultima convergéncia em (1-10) e (1-9), permitem obter que

lim [ V(x)|u, —u|Pdx=0.

n—oo JRN

Aplicando o Lema de Brezis-Lieb (Lema 1.3.2 [60]), obtemos de (1-8) que

1= tim [ V()|ulPdx = /NV(x)|u|pdx.
R

n—oo JRN

Em particular, pela condi¢go (V;), temos que u # 0. Desta forma, usando que a norma ||||
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¢ fracamente semicontinua inferiormente, temos que
2 . 2
Sp < lul> < lim [Ju|> = 5,.

Portanto, S, = ||u||? > 0. Assim, a condi¢do (V3) ¢ verificada.

Um exemplo padrdo de potencial V que satisfaz as hipdteses (Vi) e (Va) €
V(x) = 1+ |x|?. Neste caso, V é um potencial coercivo, isto é, lim V (x) = -+oo. Note que
0s potenciais coercivos e limitados inferiormente por constanlfe|:positivas satisfazem as
condicdes (V}) e (V»). Portanto, essas condi¢gdes generalizam a condi¢gdo com potencial
coercivo. Em [39], J. M. do O e U. Severo, consideram potenciais V que satisfazem a
condigdo (V;) juntamente com outra condicdo de inverso integravel, isto &, [V (x)] ™' €

L'(RM). Note que admitindo esta condicdo, entdo (V5) é verificada. De fato, dado M > 0,

escrevemos
1 N 1
—‘{xeR :V(x)gM}‘ = / —dx
M {xeRV:v(x)<m} M
1 1
< / — dx< | ——dx<oo
(xeRV:v (x)<m} V (x) RV V(x)

Este fato mostra que (V3) generaliza a condicdo [V (x)] ' € L'(RY). Contudo essas duas
classes de potenciais, coercivos e inversos integraveis, nao definem a mesma classe de
potenciais. De fato, consideremos por exemplo V (x) = 1 + |x|. Claramente V é coercivo.

Porém, [V (x)]~! ndo é integrdvel. Agora consideramos

¢
V(x)= H—x?B [(senx))® +23 + ... +xy]

onde x = (x1,x2,...,xy) € RV. Nés temos claramente que V nio é coercivo, mas [V (x)] !

¢ integravel desde que max{B(N—1),1/y} <l <B/y, B>1e0<y<1/(N—1), N>3.
De fato, para mostrar isso observamos que

° 1
dx; = C(B,y,0) < o. (1-11)
/—°° 1~|—x§B(senx1)2€Y

Note que podemos escrever (1-11) da forma

> 1 > 1
dx; =2 dx,. (1-12)
/—°° 1 +x%ﬁ(senx1)257 01 —|—x%ﬁ(senx1)2£7

Usando o limite

2
. senx
lim =1,
xi—kn \ x1 — kT
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onde k € N com k > 1, temos que dado € > 0 existe & > 0 tal que
(1—¢€) (x1 — km) 2 < (senx;)2Y < (1 +€) (x; — km) 2 (1-13)

sempre que kt — O < x; < kmw+ d. Defina os seguintes intervalos [ = [knm — J, km+ 9] e
Ly = (km+ 9, 2km — J) para k € N com k > 1. Assim podemos escrever

oo 1 TC—S 1
/ B dx; = / B dxy
0 1+4x7"(senx; )Y 0 1+4x7"(senx)>¥

- 1
+ / dx1
1§1 ( I 1—|—x%ﬁsenxl)2€Y )
- 1
+ / dx; |.
/;1 ( Ly 1+)€%B(senx1)2fY )

(1-14)

Vamos mostrar que cada uma das séries de integrais acima sao finitas. Para cada
k € N com k > 1, temos por (1-13) que

1 1
dx; < / dx;. (1-15)
tél+w?@mmﬂyy L1+ (kn—8)%P (1—g) (x; — km)*

Fazendo a mudanca de varidvel y = x; — km em (1-15) obtemos que

/ ! dx; /8 ! dy
L1+ (km—8)%P (1 —g) (x; — km)?™ 514 (kn—8)P(1—g) (y)2r

IN

o 1 p
/—8 1—e+ (kn—8)%P (1—g) (y)2tr Y

Usando a desigualdade acima em (1-15) temos a seguinte estimativa

1 5 1
dx < C(e) / dy.  (1-16)
/Ik 1+ X3P (sinux; )26¥ =894 ((kn—&)[wyy> 261

Fazendo a mudanga de varidvel z = (km — S)B Ity y em (1-16) obtemos que

/5 1 1 (kn—8)P/ 1
dy = —/ ——dz.  (1-17)
1 ()T 9P e P
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Observe que podemos escrever

S(km—8)P/ 11 S(kn—8)B/ 1Y 1
T =2 / — Az 1-18
/—8</m—8>ﬁ/“1+(z)2€Y = I+ @20 (1-18)

Usando que max{B(N —1),1/y} < £ < B/y, temos que £y > 1. Assim, obtemos a seguinte

estimativa

8(km—8)P/ 1 1 o 1
———dz < —d dz<C 1-1
/o I+ ()2 Z—/o I+ (2)2 ”/1 142905 .

para alguma constante C > (. Usando (1-19) em (1-18), temos que
(km—8)P/1Y 1
——-dz<C
/_a(kn—S)WY 14 ()2 =
Aplicando esta ultima estimativa em (1-17) obtemos de (1-16) que

1
dx; < G (8)

1 >SS (a7 ,.-
/Ik 1+x%B(senx1)MY (kﬂ;—?‘))ﬁ/[Y

Usando esta dltima desigualdade e o fato de £y < B, temos que

- 1 > C (8)
dx; | < ) ——F < oo (1-20)
; (/Ik 1+X%B(senx1)25“/ > kg'l (km— 8)P/*Y

k

Para as integrais sobre os intervalos Ly, observemos primeiramente que existe

uma constante o dependendo de d tal que (sinx; )MV > o para todo x1 € L. Desta forma

1 2kn—d8 1
/ 2B dX] S / —Zdel .
L 1+x|" (senxy )26 ks 1 4 o)

Assim, usando que B > 1, temos

- 1 o 1
m) = ([ e
;;1 </Lk 1—|—xfB(senx1)2€V ) /;1 ( Ly H—Otx%ﬁ )

AN
R
+
2,
=
by

(1-21)
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onde aqui foi feita a mudanga de varidvel y = al/ ZBxl. Usando as estimativas (1-20) e
(1-21) temos que (1-11) € verificada.

Agora, para verificarmos que [V (x)] ' é integravel, dado A > 0, escrevemos

1 { ) | ~
RV de a /[)?SA] </R del) ax+ (1%>A] </R de 1) dx, (1-22)

onde ¥ = (xp,...,xy). Mostremos primeiramente que

/nm] (/]R ﬁd"l) di < oo.

De fato, usando (1-11) temos

1 1
dv ) di < / dx, | di
/[)E<A] </R V(x) 1) [1%]<A] ( R 1+x%5(sinx1)2£7 1)

< / C(B,Y,0)dx < oo.
[[71<A]

(1-23)

Para verificarmos que

/Hf|>A] (/R ﬁdxl) dX < oo

usamos as seguintes estimativas

1 1
dx) |dx < / / dxi | dz
/[li|>A} (/R V(x) 1) [[5]>A] ( R14aP (24 23] 1)

1 (/ 1 ) 3
- dy | dx,
/[f>A} (2. +22) P R 1+

(1-24)

onde aqui foi feita a mudanca de varidvel y = x; (x3 +...+x3) 2B Usando que B> 1,

temos que existe uma constante positiva C; tal que

1
——dy < (Cj.
/]Rl—kyzﬁ Yy 1
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Usando essa informacao em (1-24), temos da férmula da coarea que

1
—dx < C
/|x|>A] (/ 1) ! [|%]>A] ( 4. +XN)€/ZB

400 foo
< Cz/ 772 E— 2a’r—Cz/ rN_2_£/Bdr<°<>,
A (r2) (2\0/2B

(1-25)

onde aqui foi usado que ¢ > (N — 1). Por fim, juntando (1-23) e (1-25) em (1-22), temos
que [V (x)] " € integravel.

As estimativas anteriores mostram que as classes de potenciais coercivos e
potenciais com inverso integravel ndo definem a mesma classe de potenciais. Nenhuma
dessas classes de potenciais que apresentamos, definem a classe considerada por T.
Bartsch e Z. Q Wang [2]. De fato, consideremos

L [ |7 > 1
V(x) = (1-26)
L+ [I5Y, 5 <1

onde / >N—1e0<y<N—1,N > 3.E ficil ver que V(x) ndo é coercivo. Além disso,

1

temos que [V (x)] ™' ndo é integravel. De fato,

1 1

dx > / o
/RNv<x> T S V)
1

— - d dx

/M (/walufw “) *

> / (/ #dxl) dx = +oo

fg<1) \Jr 14 |x1]

uma vez que

1 e 1
dx1 =2 dx1 >2limlIn(l1+|r|) =
Limmn =2 e = 2limin(i+1r)

Aqui ¥ denota (x3, ..., xy). Mostremos que para cada M > 0 o conjunto {x € RV : V(x) <
M} possui medida de Lebesgue finita. Portanto, necessitamos mostrar que cada uma das

integrais abaixo sejam finitas

M—1 M—1
/ e dx <o e / e dx < oo,
(RSt Ix<1) |%]

uma vez que, a medida do conjunto de pontos onde V (x) estd abaixo de uma constante

M > 0 fixada é a medida da 4rea abaixo das curvas d;(¥) = (M — 1)/|%|* para |¥| > 1 e
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dy(%) = (M —1)/|x|" para |x| < 1.

Aplicando a férmula da coarea temos

[ (] ML)
EE 1 \Jas,(0) |%]
- / Mf(/ dS)dr
1 r 9B,(0)

_ M1 N oo, [T N2 -
— m/1 = N 2dr = o(M 1)/1 N2 ar <
(1-27)

onde ® é a medida da bola unitdria em RV~!. Aqui foi usado que £ > N — 1. Para a

segunda integral, note que usando novamente a formula da coarea, obtemos que

_ 1 _
/ M1 = / (/ M- 1dS>dr
Ig<1) XY o \Jag.(0) ||
1 _
— /M 1(/ dS)dr
o v 9B,(0)

g — 1
= co/ M er_zdr:(o(M—l)/ N2V < oo
0

rY 0

(1-28)

uma vez que Yy < N — 1. Por (1-27) e (1-28), temos que {x € RY : V(x) < M} possui
medida de Lebesgue finita. Portanto, o potencial dado em (1-26) satisfaz a condi¢ao dada
por T. Bartsch e Z. Q Wang [2], mas ndo satisfaz a condi¢@o de potenciais coercivos e nem
a classe de potenciais com inverso integravel. Desta forma, podemos montar o seguinte

de Diagrama de Venn

BW

Figura 1.1: Diagrama das Classes de Potenciais

Aqui PC denota a classe de potenciais coercivos, PI a classe de potenciais com inverso
integravel e BW a classe de potenciais que satisfazem as condicdes de T. Bartsch e Z. Q
Wang.
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1.1 Preliminares e Formulacao Variacional

Nesta secdo, consideramos alguns resultados bdsicos e a estrutura variacional
do problema eliptico (1-1) afim de mostrar que o funcional energia associado tem uma
estrutura de Linking. Inicialmente, relembremos que uma solucao fraca para o problema

(1-1) é uma funcio u € H'(RV)NL?

lOC(RN ) que satisfaz a seguinte identidade

/R 01+ 202 VuVdi + 2u|Vul0 + V (x)ug] dx = /R g(x,u)odx (1-29)

para todo ¢ € Cy’ (RM). Associada a equacio (1-29) podemos deduzir o seguinte funcional

energia

I(u) = %/RN(l+2u2)|Vu|2dx+%/RNV(x)uzdx—/RN G(x,u)dx. (1-30)

Contudo o funcional I ndo estd bem definido no espago de Banach H'!(RY). Com efeito,

existem fungdes u € H'(RV) tal que
/ u?|Vu|>dx = +oo.
RN

Por exemplo, u(x) = |x|>~N)/4¢(x) para x # 0, com ¢ € Cg(RY,[0,1]), ¢ = 1 em B;(0),
o = 0 em RY\B(0), veja [59]. Sendo assim, ndo conseguimos aplicar diretamente
as técnicas variacionais para o funcional /. Para contornar essa dificuldade, usamos a
mudanca de varidvel v = f~! (u), dada em [9], onde f : R — R é dada na seguinte E. D.
O.

1
"t) = ———=, t>0
F) V1+272(1) (1-31)
f(t):_f(t)v tSO

A seguir apresentamos algumas propriedades importantes sobre a fungao f.

Lema 1.1.1 A funcdo f satisfaz as seguintes propriedades:

(f1) f € unicamente determinada, C* e invertivel;
(f2) 0< f'(r) <1, para todot € R;
(f3) |f(@)| < |t|, para todot € R;
t
Iim—=* =1;
(fa) jm=— ;
(fs) tim 7 ) —=2l/4.

f—3o0 \/;

fs
(f6) @ <tf'(t) < f(¢t), para todo t > 0;

(f7) |f(@)] <2Y4\/]t], para todo t € R;
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(f3) Existe k > 0 tal que
ke, It <1

Ke' 2, =1

If(0)] =

(fo) If(e)f'(1)] < 2-Y2 para todo t € R.
(fi0) Para qualquer a € [1,0) tem-se que

af?(t) < f2(at) < a®f(1),t € R.
(f11) Para qualquer a € [0, 1] tem-se que
A f2(t) < f2(at) < af?(t),t € R.

Omitiremos neste texto a demonstracdo do Lema 1.1.1 ao qual pode ser obtida em
[9, 17, 16]. Usando a mudancga de varidvel u = f(v) no funcional dado em (1-30) obtemos

o funcional
() = %/RN(]Vv|2+V(x)f2(v))dx—/RNG(x,f(v))dx, veX. (1-32)

Portanto, para qualquer v € X, usando a condigdo de crescimento (g;) (ou (g2)) e as
propriedades da mudanca de varidvel f, temos que o funcional J pertence a C! (X,R).

Note que pontos criticos desse funcional sao solugdes fracas para o problema auxiliar

—Av+ VX)) (V) =g(x, fF(v) f(v), veX. (1-33)

Além disso, se v € X NC?(R") é um ponto critico do funcional J entdo a funcio u = f(v)
€ uma solucao cléssica do problema (1-1), veja [9].

E importante enfatizar que uma solucio fraca para o problema auxiliar (1-33) é
uma fungdo v € X NL? (RV) tal que

loc

L, OV Vs ee)de= [ sl fo)fWods. (134
R R

para toda funcdo teste ¢ € X. A proposi¢do a seguir garante que a igualdade (1-34) é
vélida para toda funcdo teste ¢ € H' (RV).

Proposicao 1.1.2 Se v € X satisfaz (1-34), entdo
L (9990 Vs 08 dx= | elx. F0)f (v)odr,

para toda ¢ € H' (RV).
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Demonstragdo. Fixe ¢ € H'(RV) e suponha que ¢ > 0. Seja (M,,),en uma sequéncia de
fungdes em C=(RV) tais que

(0 <Mu(x) <1 paratodo xcRY,
Mmx)=1 se |x|<n,

M(x)=0 se |x|>n+1,

[ [VMa(x)| <C paratodo x€ RN,

2

Assim, temos que M,(x)¢ € H'(RY), n,(x)0(x) = ¢(x) q. t. p. x € RN com n — . E
facil ver que 1,(x)¢ — ¢ em H'(RY) com n — 0. Desta forma, 1,,(x)¢ — ¢ em L*(R")
para 2 <s < 2* Como V ¢ localmente limitada e M, (x)0 tem suporte compacto para todo
n € N, obtemos que M,(x)¢ € X para todo n € N. Portanto,

L (999 @0+ VWS 01 600 dx = | gl F0)S (r)ma(x)od. (1-35)

Da convergéncia forte em H' (RV) e usando que g é uma nio linearidade subcritica, temos

que

lim [ VwW(n,(x)d)dx = / VvVodx
n—oo JRN RN

lim [ (e fO)SOMaodx = [ glef(0)f ()odx

n— RN RN

(1-36)
Por outro lado, temos que

Of OV M1 (X)0(x) q.t.p x€[v<0)
WfOV M1 ()9(x) q.t.p x€[v=0]

02>V (@) f()f (Malx)(x)
0 <V L) f (Ma(x)(x) <

Vv

Vv
Vv

para todo n € N. Usando a tdltima afirmag@o e o Teorema da Convergéncia Mondtona,

temos que

lim [ VSO M 000dr = [ VS0 (4)0dx (1-37)

n—oo JRN

Passando o limite em (1-35) com n — oo e usando as convergéncia (1-36) e (1-37),

obtemos que
L (9090 VWs ) 08 dx= | elx. F0)f (v)ods,

paratoda ¢ € H'(RV) e ¢ > 0. De maneira andloga provamos para o caso em que ¢ < 0.
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Uma vez que toda fungdo ¢ € H'(RV) pode ser escrita da forma ¢ = ¢* — 60—, temos o

resultado desejado. Assim encerramos a demonstracao da proposicao. 0

Nosso objetivo € obter solucdes fracas para o problema (1-1). Nesse contexto,
buscaremos solucdes fracas para o problema auxiliar (1-33). Assim, 0 nosso préximo

resultado é dado por:

Proposicio 1.1.3 Se v € H'(RN)N Ly (RY) é uma solugdo fraca do problema (1-33),

entdo u = f(v) é uma solugdo fraca do problema (1-1).

Demonstragdo. Note que do Lema 1-89 (f2) e (f3), temos que |u> = [f(v)]> < [v]?
e |Vul> = [V(f() > = f/(v)}Vv]* < |Vv]% Assim, u € H'(RV) N Ly (RY). Como
(F~N() =1/f'(f(r)), obtemos que (f~1)'(t) = (1+2¢2)"/2. Assim,

Vo=V (u) = (fF) (u)Vu = (1+2u?)"/*Vu. (1-38)
Para toda & € Ci (RY), temos
F)e=(1+22() P = (1+242) P € H' (RY).
Consequentemente,

V(f(n'E) = EV(F () +r(v)VE

!

= ( "(v)~ 1) Vv+ ' (v)"'VE
= 281" (v)*f ()VV+f() 'vg
= 2uE(1+2%) 7V 2Vu+ (1+2u%)/?VE,
(1-39)
Aplicando (1-38) e (1-39), temos que
VoV (£/(»)710) = 2ud|Vul* + (1 +2u*) VuVe. (1-40)

Fazendo ¢ = f(v)~'& na equaciio (1-34), temos por (1-40) que

/ [(1+2u2)VuV¢+2u¢|Vu|2V(x)u¢] dx:/ g(x,u)ddx,
RN RN

ou seja, u € uma solucdo fraca do problema (1-1). Assim concluimos a demonstragdo. [J

Usando a Proposicao (1.1.3), é suficiente buscar solugdes fracas para o problema
(1-33).
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Observacio 3 E importante enfatizar que se u € X é uma solugdo do problema auxiliar
(1-33) entdo u € Cll’a(RN) para algum o, € (0,1). De fato, temos

oc

—Au =1z, xERN,

onde
z=g(x, f(u)) f' () =V (x) f (u) f'(w).

Observe que, sobre as nossas condigcdes requeridas para a ndo linearidade g e as

propriedades da fungdo f, ver Lema 1.1.1, temos que
—1
7] <C [|u| + |u|’ﬂ g.t.p x € Bg(0).

Desta forma, 7 € L"(Bg(0)) para qualquer 1 < r < 1%*1' Portanto, usando argumentos
padrdo sobre regularidade eliptica e um argumento bootstrap, obtemos que u é uma
fungdo limitada e pertence a W*" (Bg(0)) para qualquer R > 0. Portanto, u € Cllo"g(RN )N
L= (RN) para algum o € (0,1). Além disso, assumido que V e g sdo localmente Holder
continuas, usando Teoria de Schaulder obtemos que u € CZZU’SC(RN YNL=(RN) para algum
o€ (0,1).

1.1.1 Formulacao Variacional para a Estrutura de Linking

Usualmente para obter algum tipo de estrutura de linking para o funcional J
devemos decompor o espaco X como soma direta de dois subespacos fechados X; e
X,. Como estamos interessados em considerar o caso onde existe j € N, j > 1, tal que

Ai(Ko) <1 <Aj+1(Kp), trabalharemos com a seguinte decomposigao
Xy :=span{d1,...,0;} e Xp:=Xi. (1-41)

Aqui ¢ sdo autofuncdes para o problema linear (1-4) com K = Kj. E importante
mencionar que os subespacos X; e X, sdo ortogonais com respeito ao produto interno
(1-3) e X = X @ X,. Caracterizamos o primeiro autovalor associado ao problema linear
(1-4) por

A (Kp):= inf {/]RN (IVul* +V (x)u?) dx :/RNKO(x)uzdx: 1}.

uex\ {0}

Para cada k € N com k > 1 obtemos os autovalores caracterizados da seguinte forma:

e 2 2 . 2 _ N .
Kk(Ko).—ME;r{f{O}{/RN(Wu] +V(x)u?) dx ./RNK(,@C)M dx=1 ¢ (u,0;) =0, Vzelk_l},
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onde I = {1,2,...,k—1}. Como uma consequéncia, podemos mostrar as seguintes

desigualdades variacionais
Lema 1.1.4 Para qualquer K € F obtemos as seguintes desigualdades variacionais

(i) Para todo u € X tém-se que
7»1(1()/ K(x)utdx < / (|Vu\2—i—V(x)u2) dx. (1-42)
RN RN
(if) Para todo u € X, tém-se que

Ai(K) RNK(X)Mdez/RN (\Vu\z—H/(x)uz) dx. (1-43)

(iii) Para todo u € X tém-se que
ij(K)/ K (x)u’dx §/ (\Vu\z—l—V(x)uz) dx. (1-44)
RN RN

No caso em que a ndo linearidade g € assintoticamente linear no infinito,
precisamos estudar o comportamento das sequéncias de Palais Smale com nivel ¢ € R.
Uma sequéncia (up),cy em X € dito uma sequéncia de Palais Smale com nivel ¢ € R,
sempre que J(u,) — c e ||J (uy)||x+ — 0 com n — oo, onde ||||x+ denota a norma no espago
dual X* de X. Nesse ambiente, pedimos que u;j(Kw) > 1 garantindo que o funcional J é
coercivo em X. Sendo assim € importante considerar o problema de autovalores (1-5). O

primeiro autovalor € positivo e caracterizado por

,_ : 2. 2, i
(k)= nt )\{0}{ /]R |Vuldx : /R Ke()idx = 1}. (1-45)

Em particular, consideremos a seguinte desigualdade variacional
/ \Vul?dx zm(Kw)/ Koo (x)udx, ue DV(RM). (1-46)
RN RN
Temos que w1 (K..) é atingido para toda fungdo ndo negativa K.. que pertence a L*(RY) N

LN/ 2(RN) para algum o > N/2, (veja [15]). Neste momento, consideremos o espago de

Lebesgue com peso
L* (RV,Ko) = {u RN 5 R: / Koo () |t *dx < oo}.
RN

O espago L? (RY, K..) € um espago de Banach munido com a norma natural

1/2
]|uHL2(RN7Km) = (/RNKM()C)\ulzdx) , uel? (RN,KX,) )
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Portanto, podemos considerar o seguinte resultado:

Lema 1.1.5 Seja K., € LYRN) NLN/2(RN) uma fun¢do ndo negativa tal que K.. # 0 e
o > N /2. Entdo obtemos que

(i) A imersao de D'(RN) em L* (R ,K..) é compacta.
(ii) O niimero uy(K..) € atingido por alguma fungdo positiva y; € D' (RN).

Demonstragdo. Note que a desigualdade de Holder implica que

/RN Keo()u*dix < ( /R |Kw<x>\ﬁdx) ” ( /R ) !u\z*dx)

para B = N/2. Portanto, usando o fato que D'?(RV) estd imerso continuamente em
L (]RN ) obtemos que Dlvz(]RN ) estd imerso continuamente em [? (]RN ,Kw). Note que,

2/2*

para mostrar que essa imersao ¢ compacta € suficiente considerar que qualquer sequéncia
(ttn)nen € D'(RV) tal que u, — 0 em D'(RY) implica que u, — 0 em L? (RV, K.,).
Como o> N /2 observemos que 20! < 2*, onde o/ = a/(a.— 1). Como uma consequéncia,
obtemos

uy =0 em L7 (RY.K.) e uy(x) >0 g.t.p.em RV,

loc

Seja Br(0) = {x € R" : |x| < R} abola fechada com raio R > 0 centrada na origem. Agora,
como K., € L*(RY)NLN/2(RN) para algum o > N/2, para qualquer € > 0 existe Re > 0
tal que

1/o
( / | Koo (X) |°‘dx) <€,  paraqualquer R > Re. (1-47)
RN\Bg(0)

Portanto, escolhendo R > R, sabemos que

0< / Koo(x)i2dx = / Koo (x) 12 dx + Koo ()12 dx
RN Bg(0) RN\Bg(0)

= o,(1)+ Koo (x)12dx.
on(1) Y B 0) (x)usdx

Usando mais uma vez a desigualdade de Holder segue de (1-47) que

1/a , 1/
/ Keo(x)12dx < (/ \Koo(x)ladx> : (/ |1ty | > dx) < Ce.
RN\ Bg(0) RN\ Bg(0) RN\ Bg(0)

¢ verificada para qualquer € > 0 e C = C(N, K.) > 0. Aqui enfatizamos que € ndo depende

de n € N. Como uma consequéncia temos

limsup | Kuo(x)uldx < Ce.
n—oo JRN
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Como ¢ ¢é arbitrario e C ndo depende de € obtemos que u, — 0 em L?(RV K..). Assim, a
prova do item (i) esta finalizada.

Agora iremos provar o item (ii). Consideremos aqui uma sequéncia minimizante
(Un)nen € DV2(RV) para py (Ke.), isto é, temos

/ |Vuun|*dx — 1 (K.) quando n — oo e / Koo (x)u2dx = 1.

RV RV

Como uma consequéncia (u,),cn € agora uma sequéncia limitada D'?(R"). Portanto,
existe uma fungdo u € D172(RN ) tal que, a menos de uma subsequéncia, u, — u em
D'2(RM). Usando o item (i) obtemos que [y Keo(x)u?dx = 1. Em particular, u # 0.

Usando o fato que a norma € fracamente semicontinua inferiormente, inferimos que
/ Vu2dx < liminf/ Vit 2dx = 1 (K.
RN n—oo RN

Consequentemente [py |Vu|?dx = uj(K..) devido ao fato que [pv Keo(x)u?dx = 1. Ao

mesmo tempo, usando as estimativas anteriores, deduzimos que

/RN Vul2dx — }%AN Vit 2dx = 1 (Ko).

Segue do Teorema de Multiplicador de Lagrange que
/ ViuVodx — / Keo(x)utddx, 0 € D2(RV).
RN RN

Escolhendo ¢ = u deduzimos que 6 = u;(K) e u é uma autofungio associada ao au-
tovalor ) (Kw). Em particular, uj(Kw) é o primeiro autovalor positivo para o problema
linear (1-5). Se necesséario podemos considerar |u| ao invés de u provando que existe
uma autofuncio nio negativa y; € DV2(RV) associada ao primeiro autovalor positivo
u1(Kw). Consequentemente, aplicando argumentos padrdo de regularidade, temos que
Yy € CZOO’SC(RN ) para algum a € (0, 1). Usando o Principio do Maximo Forte e o fato que
K.. é uma fungo positiva, obtemos que y; > 0 em RY. Assim encerramos a demonstra-

¢ao desta proposi¢ao. O

Para finalizar as preliminares desta tese consideremos um resultado auxiliar que

caracteriza o comportamento de Q : X — R definida por

o) =/RN (V92 +V () f2(v)) dx,v € X. (1-48)

Claramente, o funcional Q ndo é uma forma quadrdtica, isto é, a parte principal do

funcional J ndo é quadratica. Este fato apresenta algumas dificuldades para mostrar que
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o funcional J admite alguma estrutura de linking. Portanto € necessario controlar Q na

origem e no infinito. Primeiramente, consideremos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.6 Suponha que V satisfaz as hipéteses (Vi) — (Vo). Entdo existem p; > 0
e ¢ > 0 tais que Q(v) > c||v||* para qualquer v € X com ||v|| < p1 < 1.

Demonstragdo. A demonstracdo pode ser feita argumentando por contradi¢do. Suponha

que existe uma sequéncia (vy),en tal que
1 2
Q(va) < ~lvall“,n € N. (1-49)

Defina a sequéncia normalizada w, = v, /||v,||. Portanto ||w,| = 1 ao qual permite a

existéncia de w € X tal que

(
w, —w fracamente em X,

wy, —w  fortemente em L4(RY),
(1-50)
wu(x) = w(x), q.t p.em RN,

[wa(x)] < hq(x), hg € Lq(RN)a

para qualquer 2 < g < 2*. Como uma consequéncia, a estimativa (1-49) implica que

2
/RN (|an|2+V(x)%wﬁ) dx < l

n n

Em particular, observe que

lim [ |Vw,|?dx=0 (1-51)
n—oo JRN
¢ 2
im [ vl (;”) wdx = 0. (1-52)
n—oo JRN V

n
Além disso, como a norma ||.|[p12ry) € fracamente semicontinua inferiormente em
D'2(RN), obtemos que

2 _ 2 R 2 _
T /RN Vw|2dx < hglgf/w V| 2dx = 0.

Logo devemos ter que w = 0 em R". Portanto w,, — 0 em X e w,(x) — 0 q. t. p. em RV,

Note que (wy,),en € uma sequéncia normalizada, obtemos de (1-51) que

lim [ V(x)wldx=1. (1-53)

n—oo JRN
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Afirmamos, neste momento, que (w2),cn é uma sequéncia uniformemente integrével
(veja Definicao 4.1.1) com respeito a medida u = V(x)dx. De fato, defina H(t) = t?,
com 2 < p < 2*. entdo H é crescente sobre [0, +oo) e satisfaz a condigdo
H(t
# — oo quando t — oo.
t
Além disso, usando a condicdo (V3) e o fato da sequéncia (wy,),en ser normalizada em X,

temos que

1
sup [ H(wa )V (x)dx = sup [ wal?V(x)dx < —— < oo
neNJRN neNJRN Sg/

Aplicando o Teorema 4.1.4, obtemos que (w2),cy é uma sequéncia uniformemente
integravel com respeito a medida u. Além disso, usando o Teorema 4.1.3, obtemos que
(w2),.en satisfaz a condigdo absolutamente continuamente uniformemente da integral com
respeito a medida .

Afirmamos que (w2),cn é uma sequéncia tight sobre RY com respeito a medida

u. De fato, pela Definicao 4.1.5, mostremos que dado € > 0 existe um R > 0 tal que
/ V(x)wldx < e (1-54)
RN\B(0)

para todo R > Re. Sejam R > 0, que serd escolhido poesteriormente, € M > 0 uma
constante fixada. E facil ver que podemos escrever RV\Bg(0) = AU B onde 4 = {x €
RM\Bg(0);V(x) < M} e B = {x € RV\Bg(0);V(x) > M}. Usando que V é limitado

superiormente em 4, temos que

1/r ; 2/2*
t/wmﬁmgM/Xw@ugM</vw> (/WM%”%O < M1 w2,
A A A A

onde 1/r+2% /2 = 1. Usando a imersdo continua de X no espago de Lebesgue L% (RV)
obtemos que
/v@ﬁwgqmw. (1-55)
a

E facil ver que | 4| — 0 quando R — 0. Assim, dado € > 0, existe R, tal que |4|'/" < ¢/3C
para todo R > R¢. Escolhendo R > R, obtemos de (1-55) que

/V@ﬁmg. (1-56)
A

w| m

No que segue consideraremos a integral sobre o conjunto ‘B. Neste caso, escrevemos
B = (C,UD, onde G, = {x € B;|wy(x)| < k},D, = {x € B;|wn(x)| >k} com k > 0.
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Aplicando o Lema 1.1.1, (f3) e (fi0), obtemos que

V(x)wldx < C / V() fA(wp)dx < C | V(x)f*(wy)dx (1-57)
G ”WHSH RN

para alguma constante positiva C. Usando o Lema 1.1.1 (fig) e (1-52) obtemos que

0< lim [ V(x)f*(wy)dx < lim V) (vm)

n—oo JRN n—eo JRN ||vi’t||2

dx=0.
Aplicando essa dltima convergéncia em (1-57), temos que

lim [ V(x)w2dx=0.

n—oo o

Assim, existe ng € N tal que para tono n € N com n > nyg

€
/ V(x)wldx < 3 (1-58)
Neste momento, note que D, possui medida de Lebesgue finita. De fato, como a sequéncia

(Wn)nen € uma sequéncia normalizada em X, usando (1-53), obtemos que
1D, < 1/(2M) / V(x)wldx < 2/ (KM) < oo
B

€ satisfeita para todo n € N suficientemente grande. Usando os mesmos argumentos para
a medida u = V (x)dx obtemos que D, possui medida finita com respeito a medida u. De
fato, temos que

u(Dy) < 1/ /@2 V(x)wldx < 2/k% < oo (1-59)

é satisfeita para qualquer n € N. Usando que (w2),cn satisfaz a condigio absolutamente
continuamente uniformemente integravel com respeito a medida y, temos que existe d¢

tal que
€
/ V() wldx < =
D 3

para todo conjunto - mensurdvel D tal que u(?D) < ;. Escolhendo k > 0 suficientemente

grande, porém fixo, em (1-59), temos que u(D,) < d: e
2 €
/ V(x)wpdx < = (1-60)
D, 3

para todo n € N suficientemente grande. Aplicando as estimativas (1-55), (1-58) e (1-60)
temos que

€ & ¢
Vwldx < = 4=+ = =
/RN\BR(O) <X)W"x_3+3+3 &
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para todo R > Re. Assim, (w2),cn é uma sequéncia tight sobre RN com respeito a medida

u. Aplicando o Teorema Geral de Convergéncia de Vitali, Teorema 4.1.6, obtemos que

1=1lim [ V(x)wldx= / lim V (x)w2dx = 0.

n—oo JRN RN n—yoo

Esta € uma contradi¢do com (1-53) provando o resultado desejado. Assim encerramos a

demonstracao. 0

No que segue, controlamos o funcional Q no infinito.

Proposicao 1.1.7 Suponha que V satisfaz as hipéteses (Vi) — (Vo). Entdo existem py > 0
e ¢ > 0 tais que Q(v) > c||v|| para qualquer v € X com ||v|| > p2 > 1.

Demonstragdo. A demonstragdo segue mais uma vez usando argumento por contradicao.
Suponha que exista uma sequéncia (v,),en tal que

Q(vy) < (1/n)||vy|| onde v, € X, ||va|| > n.

Como uma consequéncia, observemos que

lim de =0

neo JRY - [|vall

\V/ 2
lim [ Vil =g
n=veo JRN v
Defina a sequéncia normalizada w,, = v,,/||v,||. Portanto, as dltimas consideragdes dizem
que
lim [ |Vw,|*dx=0. (1-61)
RN

n—oo

Além disso, usando o Lema 1.1.1 (f;), obtemos

2
0< ‘mw%mwg/fﬂﬂﬁ@w:%m.
RV RV |[vall
Portanto
lim [ V(x)f*(w,)dx=0. (1-62)

n—oo JRN
Seja mn € (0,1) suficientemente pequeno. De acordo com a Proposi¢do 1.1.6 deduzi-
mos que Q(Mw,) > c|nwal|*> = en?. Contudo, usando (1-61) e (1-62), inferimos que
en? < Q(Mw,) <MO(w,) — 0 com 1 — oo, Aqui foi usado o fato que f2 é uma funcio
convexa. Assim obtemos uma contradi¢do finalizando a demonstra¢iao dessa proposicao.
OJ
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1.2 O Linking Local na Origem

Nessa secao mostraremos que o funcional J dado em (1-32) possui uma estrutura
de Linking Local na origem com respeito a decomposicido X = X; P X>.
Dizemos que J possui um Linking local na origem com respeito aos subespacos

X1 e Xp, se para algum r > 0 ocorrer que

Jw) < 0 VYueX e |u|<r
Jw) > 0 YVueXye |u|<r

Consequentemente, usaremos o Teorema de Linking Local dado por Willem e Li

[25]. Este resultado pode ser reescrito da seguinte forma:

Teorema 1.2.1 (Teorema 1. [25]) Seja X um espaco de Banach onde X = X| P X>.
Suponha que J € C! (X,R) satisfaz as seguintes condigoes:

(A1) J tem um Linking local na origem.

(A2)

A3) J aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.
)

Ay

J satisfaz a condicdo de Palais - Smale.

(
(

J é limitado por baixo e infx J < 0.
Entdo o funcional J admite ao menos dois pontos criticos ndo triviais.

Agora mostraremos que J dado em (1-32) tem um Linking Local na origem.
A principal dificuldade aqui € garantir que a geometria de Linking Local na origem ¢é
satisfeita em relacdo a condigdo de cruzamento de autovalores A;(Kp) < 1 < Aj11(Kp)
para algum j > 1. Uma dificuldade adicional € controlar o termo [py V (x)v2dx para uma
sequéncia (v, ),cn devido ao fato de V ndo ser limitado por cima. Essas dificuldades sdo
contornadas usando um argumento de contradicdo juntamente com uma andlise precisa
do cruzamento de autovalores. Portanto, podemos provar o seguinte resultado, para X; e
X, dados em (1-41).

Proposicdo 1.2.2 Suponha que V satisfaz (V1) — (Va). Assuma que g satisfaz (g1) e (Go).
Suponha que \j(Ko) < 1 < Aj11(Ko) para algum j € N com j > 1. Entdo J admite um

Linking Local na origem com respeito a X| e X».

Demonstra¢do. Vamos mostrar primeiro que existe r; > 0 de tal forma que J(v) < 0
para qualquer v € X com ||v|| < rj. A demonstragdo desse caso segue um argumento de
contradicao.

Suponha que existe uma sequéncia (v, ),en em X tal que

1
J(vp) >0 e |voll < = V neN. (1-63)
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Defina w,, = v,,/||v,|| para todo n € N. Portanto, ||w,|| = 1, usando que dim(X;) < e, a

menos de uma subsequéncia, obtemos que

.
w, — w fortemente em X,

wy, — w  fortemente em L4(RYN),
(1-64)
wax) = w(x), g tp.emRY,

L [wa(x)] < hq(x), hg € Lq(RN)7

para qualquer 2 < g < 2*. Aqui usamos o fato de X; ser de dimensao finita.

Por outro lado, usando o funcional J e dividindo por ||v,||?, deduzimos que

=3k (IV 24V (x )fZ(v”))dx_/ s
o

||Vn||2 2 ||Vn||2 fz("n> Vi

De acordo com (1-63) obtemos

/]RN 20t /) fz(vn)wzdx < /RN (’anlz +V(x) fz(v")) dx.

o) v [[vall?

Segue do Lema 1.1.1 (f3) que

wldx < ||w,||> = 1.

/ 2G(x, f(va)) f2(vn)
RV f2(va) va

Agora, afirmamos que

L [ 26 ) £20)

n—es JRN  f 2(Vn) V2

2d)c—/ Ko(x)w?dx. (1-65)
RN
De fato, usando (G — 1), (1-6), Lema 1.1.1 (f3) e (f7), obtemos

G(x, f(va))] < 5 (a1(x) + by (x))vi. (1-66)

| =

Portanto, usando as estimativas (1-64) e (1-66), deduzimos que
1 2
<3 (@) + b (1) . (1-67)

Neste momento, lembremos que a;(x), b;(x) € L*(RY) é assegurada para al-
gum o > N /2. Usando g = 20/, onde o satisfaz é-l— % = 1, temos que, aplicando a
desigualdade de Holder, (a;(x)+ b (x))hf] € L'(RM). Nao é dificil ver que |v,(x)| — 0
sobre [w # 0] := {x € R¥|w(x) # 0}. Como uma consequéncia, usando o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue, Lema 1.1.1 (f4) e (Gp), a prova da afirmag@o estd
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concluida.

Neste momento, usando (1-65), obtemos
/NKo(x)wzdxg |2 =1. (1-68)
R

Além disso, usando o fato que w € Xi, segue de (1-43) que

1
2 > 2'
JoKoepwax = s

A tltima desigualdade e (1-68) implicam que A;(Kp) > 1. Assim obtemos uma contra-

digdo sobre a hipdtese de A ;(Kp). Portanto, existe 1 > 0 de tal forma que J(v) < 0 para
qualquer v € X satisfazendo ||v|| < ry.

Provaremos agora que existe r, > 0 de tal forma que
J(v) > 0 para qualquer v € X, ||v|| < rs.

A demonstragdo segue mais uma vez argumentando por contradi¢ao.

Suponha que exista uma sequéncia (v, ),en em X tal que

1
J(vp) <0 e |jvull < - V neN. (1-69)

Defina a sequéncia normalizada w,, = v, /||v,|| para cada n € N. Portanto, ||w,||=1¢ a

menos de uma subsequéncia

.
w, —w fracamente em Xj,

w, —w fortemente em LI(RY),
(1-70)
wn(x) = w(x), ¢.t p.em RN’

L [wa(x)] < hq(x), hg € Lq(RN)7

para qualquer 2 < g < 2*. Usando o funcional J e dividindo por ||v,||* gragas a (1-69)
obtemos que

/ G(x7f(vn))f2(2vn)wﬁdx>l/ (|vwn\2+v(x)f2<v”)wﬁ) dx. (1-71)
RN 2 RN

from) v vi

n

Além disso, usando a que || - ||p12gyy € fracamente semicontinua inferiormente, Lema

1.1.1 (f4) e o Lema de Fatou, inferimos que

n—roo vz o

. 2 () 5 2
liminf | |Vwp|* +V (x)=—5—w; | dx > ||w|| (1-72)
R
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Aplicando (1-72) e usando uma estimativa similar a desigualdade feita em (1-67), dedu-
zimos de (1-71) que
/ Ko(x)w?dx > ||w|? (1-73)
RN

Observe que o fato de w € X, e a desigualdade variacional (1-44) implicam que

1
2 2
/RNKO(x)W dx < TR ||~ (1-74)

j+1(Ko)
Além disso, usando (1-73) e (1-74), deduzimos que

1

2 2
— Wl > ||W]||".

Agora, afirmamos que w # 0. Se esta afirmacdo ¢ verificada, obtemos que A, 1(Kp) <
1. Assim temos uma contradicdo mostrando o nosso resultado desejado. Além disso,
escolhendo r = min{ry,r;}, concluimos que J tem um Linking Local na origem com
respeito a X e X».

Neste momento, mostraremos a afirmacdo w # 0. A demonstragdo segue usando

argumentando por contradi¢do. Suponha que w = 0. Usando (1-71) mencionamos que

2
lim (|an|2—|—V(x)f (:”)w,%) dx=0.
n—oo JRN Vn
Portanto, a ultima afirmac¢ao implica que
2
lim [ |[Vw,|?dx= lim V(x)]L;")w,Z,dx =0. (1-75)
n—oo JRN n—oo JRN

n

Usando o fato que (w,)nen € uma sequéncia normalizada segue de (1-75) que

lim [ V(x)widx=1. (1-76)

n—oo JRN

Além disso, usando o Lema 1.1.1 (fi0) e (1-75), mencionamos que

0< lim [ V(x)f*(wa)dx < lim V()2 (vn)

n—oo JRN n—oo JRN ||Vn||2

dx=0. (1-77)

Contudo, existe uma constante C > 0 de tal modo que Q(Mw,,) > C|[Mw,||*> = Cn? para
qualquer n € N suficientemente grande e 1| > 0 pequeno, veja Proposicao 1.1.6. Tomando

o limite na ultima desigualdade e usando (1-75) e (1-77) vemos que

0= lim Q(Mw,) > lim C|w, | = Cn? > 0.
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Assim obtemos uma contradi¢ao provando que w # 0 é verificada. A demonstracio desta

proposi¢do agora estad completa. U

Observacdo 4 Para o caso superlinear mudamos a condi¢do de crescimento (g1) por
(g2).- Em relagdo a essa condigdo, seguindo as mesmas ideias discutidas na demonstragdo
da Proposigcdao 1.2.2, temos que o funcional J tem um Linking Local na origem com

respeito a X1 e X».

Neste momento consideramos a geometria de Linking local na origem assumindo
que o termo ndo linear g é superlinear no infinito. Seja (X, ||||) um espaco de Banach
munido com a norma ||.||. Consequentemente consideremos o seguinte resultado abstrato

dado em M. Willem e S. Li em [25] com a seguinte forma:

Teorema 1.2.3 (Teorema 2. [25]) Seja X um espaco de Banach onde X = X| @ X>.
Suponha que J : X — R é um funcional de classe C'. Suponha que J satisfaz as seguintes

condigoes:

By)

B;)

Bs)

By) Para todo m € N, J(v) — —oo com ||v|| — o, v € X @®X2, onde X =
span{Qji1,-- -, Qjim}-

J tem um Linking local na origem.
J satisfaz a condicdo de Palais - Smale.

( J aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.
Entdo J possui ao menos um ponto critico ndo trivial.

Agora provaremos que J dado em (1-32) satisfaz as condi¢cdes requeridas no
Teorema 1.2.3 com X = X; @ X> onde X; e X, sdo dados em (1-41). Consequentemente

provamos o seguinte resultado

Proposicao 1.2.4 Suponha que V satisfaz (Vi) — (V2) e g satisfaz (g2), (Go) € (g).
Suponha que \j(Ko) < 1 < Ajy1(Ko) para algum j € N com j > 1. Entdo o funcional

J é anti-coercivo para qualquer subespaco de dimensdo finita de X, isto é,
J(v) = —oo  quando ||v|| — oo, vEY
onde Y denota qualquer subespago de X satisfazendo dim(Y) < oo.

Demonstracdo. A demonstracdo segue argumentando por contradicdo. Suponha que

existe um subespaco Y de X ao qual é de dimensao finita e satisfazendo

Jv)>—C (1-78)
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para qualquer v € Y e para alguma constante C > 0. Seja (v,),en uma sequéncia fixada
em Y satisfazendo ||v,|| — o. Defina a sequéncia normalizada w, = v, /||v,||. Claramente,

temos que ||w,|| = 1 e ao longo de uma subsequéncia deduzimos que

(
w, —w fortemente em Y,

w, — w fortemente em LI(RY),
(1-79)
wa(x) = w(x), q.t.p.emRY,

[wa(x)] < hq(x), hg € Lq(RN)a

para qualquer 2 < g < 2*. Aqui usamos o fato de Y ser de dimensdo finita. Este fato
nos permite concluir que convergéncia fraca em Y implica convergéncia forte em Y.

Relembremos que (1-78) implica que

c< %/RN (|an‘2—|—V(x)f2(vn))dx—/RN G(x, f(va))dx.

Levando em conta o Lema 1.1.1 (f3) e dividindo a tltima desigualdade por ||v,||?

inferimos que

2C L[ 4G(x, f(v)) £*(vn)
BT St oy e

Além disso, usando a convergéncia forte dada em (1-79), deduzimos que ||w|| = 1. Este

fato implica que [w # 0] tem medida de Lebesgue positiva. Segue da tltima afirmacio
que |v,(x)| = 4o0 q. t. p. x € [w # 0] com n — co. Assim, usando o Lema 1.1.1, condigdo
de crescimento (g2) € (ge), 0 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue permite

concluir que

mint [ 4GS 00)) 4 (00)
L R CA R

Consequentemente, reescrevemos (1-80) da seguinte forma

w2dx = +oo. (1-81)

2 _ L 4G fn) )
_HVnHZS 2 w0l f*(vn) V2 wydx. (1-82)

Neste caso, usando (1-81) e (1-82), obtemos

AG(x, f(vn)) f*(va) 5

1
O S 1 — Ehmlnf > Wnd_x = —oo,

T 7 B

o que € uma contradicdo, logo temos o nosso resultado desejado, isto €, o funcional
energia J restrito a Y € anti-coercivo para qualquer subespago de dimensao finita Y C X.

Assim encerramos a demonstragao. 0
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1.3 A Condicao de Palais Smale

Nesta secdo provamos algum resultado de compacidade requerida em métodos
variacionais. Primeiramente, definimos algumas sequéncias que sdo fundamentais na

teoria de pontos criticos. Essas sequéncias sao definidas da seguinte forma:

Definicdo 1.3.1 Seja X um espaco de Banach e J : X — R a um funcional de classe C.

Uma sequéncia (up)ncn em X € dito uma sequéncia de Palais-Smale de nivel ¢ € R, (PS).,

sempre que J(up) — c e ||J (uy)||x+ — 0 comn — o, onde ||||x+ denota a norma no espago

dual X*.

Definicao 1.3.2 Seja X um espagco de Banach e J : X — R a um funcional de classe
C!. Dizemos que J satisfaz a condigdo de Palais Smale, em resumo condi¢do (PS)., se
qualquer sequéncia (PS). admite uma subsequéncia convergente. Se J verifica a condi¢do
(PS)c para qualquer nivel ¢ € R, entdo dizemos simplesmente que J satisfaz a condigdo
(PS).

Para o nosso problema (1-1) o termo ndo linear g pode ser assintoticamente
linear ou superlinear no infinito. A principal dificuldade aqui € garantir que qualquer
sequéncia de Palais-Smale € limitada. Para o caso assintoticamente linear ndo € possivel
usar a famosa condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz. Esta € uma ferramenta fundamental
para provar que qualquer sequéncia (PS) € limitada no caso superlinear.

Agora, assumiremos que g € assintoticamente linear no infinito. Para este caso
usaremos algumas estimativas e desigualdades variacionais com a finalidade de provar
que qualquer sequéncia (PS) associada o funcional J é limitada. Para este propdsito, para
obter uma solucdo ndo trivial para o problema (1-1), consideramos as hipdteses (Go) e

(Gw). Consequentemente, o préximo resultado pode ser escrito na seguinte forma:

Proposicao 1.3.3 Suponha que V satisfaz (Vi) — (Va) e que g satisfaz (g1), (Go) e
(Gw). Suponha que uy(Kw) > 1. Entdo o funcional J é coercivo e infx J < 0 desde que
Ai(Ko) <1< Ajt1(Ko) para algum j € N com j > 1.

Demonstracdo. A demonstracdao do fato que J é coercivo segue um argumento padrao.
Seja (v;)nen uma sequéncia em X tal que ||v,|| — e com n — e. Usando a Proposi¢ao
1.1.7 mencionamos que Q(v,) > c||vu|| — e com n — oo.

Por outro lado, usando a condic@o de crescimento (g; ), mencionamos que

[, Gt (30 dx<2/ CLF )P+ /b o)l

Como uma consequéncia, usando a desigualdade de Holder temos

1 1 .
/RN Geo (5, f (va))x < S [lallanjan-42) 1 ) [B 2 + ~Bll2.2e 220 | £ () 5.2
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Observe que

. 1/(2.2%) 1/4
Nf (i)l = l/ [fz(vn)]2 dx} <C l/ |an|2dx} < CQ(vn)1/4.
RN RN
Em vista da ultima estimativa obtemos

/RN Goo(X, f(Vn))dx < CH“HZN/(2N+2)Q(VI1>1/2 +CHsz.z*/(z.z*fr)Q(Vn)r/4-

onde ¢ € uma constante positiva. Usando a desigualdade variacional (1-46) e o Lema 1.1.1

(f9) mencionamos que

3 L Ke@rontar = 5 / K 0) [ (v2) Pdx

IN

LSn) 2F (vp)? Vv, |2dx <

1 / )
Vv, |“dx
i (&) a7

Relembre que G(x,s) = (1/4)Ke(x)s* + Go(x,s) onde
Goo(x,8) = /Osgoo(x,&,)dﬁ, (x,s) € RN x R.

Consequentemente, obtemos

J) = (1/2) (1 - ) () —cllalan s Q0 > — clblla .2 Q).

m1(Ke)
Usando o fato que 2 < r < 4 e uj(Kw) > 1, temos que J(v,) — 0 com n — co. Assim
provamos que J é coercivo. Como uma consequéncia, usando que |J(Bg(0))| < C, temos
que o funcional J € limitado inferiormente.

Neste momento, resta provar agora somente que infyJ < 0. Considere ¢; a
primeira autofungdo associada ao primeiro autovalor A;(Kp). Aqui relembremos que
Aj(Kp) < 1 para algum j € N ao qual implica que A;(Kp) < 1. Seja v = t¢; uma fungio
fixada com 7 > 0. Néo € dificil ver que Lema 1.1.1 (f3) implica que

(tq)l) < ||¢ ||2 /N ZG(x7f(t¢l>)f2(t¢l>¢

fAeo1) 2o

Usando a condicéo de crescimento (g;), Lema 1.1.1 e (Gp) vemos que

. 2G(x, f(t91)) f2(191) o _ 2
tm [ e Ll = [, Ko(x)ofr = 7»1( Koy 11




1.3 A Condig¢do de Palais Smale 56

Como uma consequéncia, obtemos que

. 2J(tdy) ) 2 ZG(x,f(t¢1))f2(t¢1) 2
s 52 < (o [ S )

_ ([ M(Ko)—1 2

Portanto, escolhendo 7y pequeno suficiente, finalizamos a demonstracao obtendo o resul-

tado desejado fazendo v = fy¢; ao qual implica que J(v) < 0. O

No préximo resultado, supondo ainda que g € assintoticamente linear no infinito,

mostramos que o funcional J satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ € R.

Proposicao 1.3.4 Suponha que (Vi) — (V2) sdo satisfeitas e que g satisfaz (g1), (Go) e
(Gw). Suponha que Aj(Ko) < 1 < Aj+1(Ko) para algum j € N com j>1 e uj(Ke) > 1.
Entao J satisfaz (PS). para todo ¢ € R.

Demonstracdo. Seja (vy,),en uma sequéncia (PS). para o funcional energia J. De acordo
com a Proposi¢do 1.3.3 inferimos que (v,),cn € uma sequéncia limitada. Entdo existe

uma fun¢do v € X tal que, a menos de uma subsequéncia, temos

.
v, — v fracamente em X,

vy — v fortemente em L4(RV), (1-83)

vp(x) = v(x), q.t p.em RN,
\ vn(x)| < hg(x), hy € L1(RN),

para qualquer 2 < g < 2*. Usando a convergéncia fraca e o fato que J'(v) é um funcional

linear continuo, temos que
(J'(vp) =T (¥), vy — V) = 0u(1). (1-84)
Por outro lado, inferimos que

' n) =T ()va—v) = /R N|V(vn—v)|2dx+ /R V) (2(vn) —¥(0) (vn —v)dax

= [ [ ) () = gl S )L W] (5= )i
onde tomamos P (1) = f(r) f'(¢) para qualquer r € R. Agora afirmamos que

L, 80 () =gl DS G)] (ra—v)dx=o,(1)  (1-89)
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De fato, usando (1-83), mencionamos que
[8(x, F(va (X)) (v (%)) = 8 (x, FV (X)) f ()] (vax) = v(x)) = 0 q.t.p. x€RY.
Usando a condicio de crescimento (g;) e (1-6) vemos que
1806 Fn))f vn)] < (@1 ()| () [+ D1 ()| f () ) £ (v)]
Além disso, levando em conta o Lema 1.1.1 (f2), (f3), (f7) e (fo), obtemos
180, £vu))f ()] < (a1 (x) + b1 (x)) [val.
Como uma consequéncia, vemos que

(a1(x) +b1(x)) [val[vn = V]
< (a1(0) +b1(x)) [val* + (a1 (x) + b1 (x)) [val|V].

|g(x,f(vn))f/(vn)(vn V)]

IN

Agora aplicando (1-83) deduzimos que

e, f(v))f (vn) (v = V)| < (a1 (x) + b1 (x)) [ g |* + (a1 (x) + b1 (x)) [ g Iv] € L' (RY).

Aqui tomamos ¢ = 20/ provando que a desigualdade de Holder permite que
g(x, f(va))f'(va)(va — v) é dominada por uma fungio em L'(RV). Assim, usando o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que a afirmacdo (1-85) esta

verificada. Aplicando (1-84) e (1-85) segue que
/ |V (v, — v)|2dx+/ V(x)(¥(vy) —F(v)) (vp —v)dx = 0,(1). (1-86)
RN RN

onde tomamos ¥(t) = f(¢)f'(r) para qualquer ¢ € R. Aqui relembramos que
W (t) = f'(t)> + f(t)f"(¢),t € R. E é ficil ver que f"(t) = —2f(t)f'(t)* e ¥'(t) =
(@) (1=2f(t)%f'(t)*) para todo ¢ € R. De acordo com o Lema 1.1.1 (fy) mencio-
namos que ¥'(r) > 0 para qualquer ¢ € R. Assim, usando o Teorema do Valor Médio

existem funcdes 0,1, : RV — R de tal forma que

¥(v,) —¥(v) =¥ (6,)(v, —v) no conjunto [v, > V], (1-87)

¥(v,) —¥(v) =¥ (M,) (v, —v) no conjunto [v, <V|. (1-88)
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Agora, levando em conta (1-87) e (1-88), inferimos que

/R V) () W) (v~ v)dx = / W (6,)V (x) (v — v)2dlx

An
+ i W' (M,)V (%) (ve —v)2dx  (1-89)

onde A, :=R¥N [y, >v] e B, := R¥N[v, <v]. Note que ¥'(8,) e ¥'(1,) sdo ambos
positivos, provando que
on(1)> | |V(v,—v)|2dx.
RN

Esta estimativa implica que v, — v em D'2(RV).
Neste momento resta provar que v, — v em X com n — co. Argumentado mais
uma vez por contradi¢cdo como foi feito na demonstracao da Proposi¢do 1.1.6 deduzimos

que existe uma constante C > 0 de tal modo que
/RNW(V” —)Pdx+ /RN V(x) (P (v) —FO0)) (v —v)dx > C|lv, —v|? (1-90)

Aqui seguimos as mesmas ideias discutidas em [14] onde o mesmo argumento foi
usado para provar (1-90) num ambiente de potenciais V limitados. Argumentando por

contradicdo obtemos que

L V0 =)Pdxet [ V) ((00) = () (= e < (1/m) =]
Defina a sequéncia normalizada w, = (v, —v)/||v, — v||. Assim existe w € X tal que

w, —w fracamente in X,

wy, —w fortemente em LI (RY),
wa(x) = w(x), q.t.p.emRV,
| (0] < hg(x), € LI(RY),

para qualquer 2 < g < 2*. Além disso, observemos que

/RN‘VW,,de—l—/RNV(x) (M) wadx < (1/n).

[va =V
Em particular, deduzimos que

P(v,) — P
lim [ |Vw,[2dx =0, lim wm(—gl—lﬁ
R

n—yeo n—oo JRN

)wndxzo. (1-91)

[V = vl

Portanto ||w||pi2gy) < liniinf/N|an|2dx = 0 provando que w = 0. Como ||w,||> = 1,
n—oo R
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temos que
lim [ V(x)widx=1. (1-92)

n—oo JRN

Segue de (1-91) que

W(va) =¥ (v)

n—oeo [V — V|

lim V(x) ( ) w2dx = 0.
RN

lim [ V(x)¥(0,)w2dx=0,lim [ V(x)¥'(n,)wdx=0.

n—oeo JA, n—eo Jp.

Neste momento, argumentamos da mesma forma que na Proposicao 1.1.6. No-
vamente, usando a condicio (V3), Teorema 4.1.4 e o Teorema 4.1.3, temos que (w2),cn
satisfaz a condi¢do absolutamente uniformemente continua da integral com respeito a me-
dida u = V (x)dx. Agora, afirmamos que (w?2),cn é uma sequéncia de fungdes tight sobre
RY com respeito a medida u. De fato, sejam R > 0, que serd escolhido posteriormente,
e M > 0 uma constante fixada. Novamente, enfatizamos que RV\Bg(0) = 4 U B onde
A= {x € RM\Bg(0);V(x) <M} e B={xc R"\Bg(0);V(x) > M}. Seguindo as mes-
mas ideias usadas na demonstra¢do da Proposi¢do 1.1.6, temos que existe Re > 0 tal que
escolhendo R > R;

Av@ﬁwgg (1-93)

Note que podemos escrever B = (G, U D,) U (E, U F,) onde G, = {x € B;(0,(x)| <
k}YNAL, Dy ={x€ B;|0,(x)| >k} NA,, Ey={x€ B:Mu(x)|<k}NB,e Fy={x€B:
INn(x)| >k} N B, com k > 0 escolhido posteriormente. A principal ideia aqui € estimar as

integrais acima nos conjuntos G,, D,, E,, F,. Nao é dificil ver que existe C(k) > 0 tal que

¥'(6,) > C(k) em C,. Como um subsequéncia, a tltima afirmag@o permite concluir que

V(x)wldx < (l/C(k))/ V(%)W (0,)widx = 0,(1).
G An

A tultima afirmacdo implica que existe ng € N tal que para todo n € N, com n > ng

€
V(x)wpdx < = (1-94)

Gr 6

Agora consideraremos a integral no conjunto D,. Primeiramente, observamos que D),

tem medida de Lebesgue finita. De fato, usando que |0, (x)| < max{|v,(x)[,|v(x)|} q.t. p.

x € A,,, obtemos

—1 1
|Q)n’ < MkZ/Q) V(X)e;%dx < M_kz/ V(x)max{|vn|2"v‘2}dx
2 2 2 C
= W/RNV@(\VM + V) dx < s
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Aqui foi usado que (v;,),en € limitada em X. Analogamente, usando a medida u =V (x)dx

obtemos que

|

u(D,) < (1-95)

2

b

para todo n € N. Usando que (w2),c satisfaz a condi¢io uniformemente absolutamente

continua da integral com respeito a medida u, temos que dado € > 0 existe J; tal que

/ V(x)wldx < ¢
D 6

para todo conjunto y- mensurdavel D tal que u(D) < §. Desta forma, escolhemos k de

modo que u(D,) < J para todo n € N. Assim, obtemos que
) €
/ V(owldx < & (1-96)
D, 6

Aplicando as estimativas (1-94), (1-93) e (1-96), obtemos

€ €& & &
Viwldx < =4 -4- == 1-97
/Cnuﬂ)n (wndx < C g5 =2 (1-97)
para todo R > R e n > ng. Analogamente, mostramos que
€ € & &
V()wldx < — -4 - =~ 1-98
/fnuj-'n (pwndr< g +5+6= 72 (1-98)

para todo R > R\g e n > nj. Escolhendo, R > max{Rg,I/?\g} e n > max{no,n, }, aplicando

as estimativas (1-97) e (1-98), obtemos que

€ €
/ V(x)widx = / V (x)wldx+ V()wldx < =4 = =¢.
RN\B(0) GUD, U 22
Assim, (w2),cn é uma sequéncia tight sobre RY com respeito a medida u. Aplicando o
Teorema Geral de Convergéncia de Vitali, Teorema 4.1.6, obtemos que
—1; 29, : 29,
1= r}l_rilo RNV(x)wndx = /RN }111_r>130V(x)wndx =0.
Esta € uma contradi¢do. Assim a estimativa dada em (1-90) estd provada. Portanto, gracas
a (1-86) e (1-90) obtemos ||v, — v||2 — 0 com n — . Como uma consequéncia, qualquer

sequéncia de Palais - Smale para J admite uma subsequéncia fortemente convergente em

X. Assim encerramos a demonstragdo desta proposicao. 0

Neste momento, consideramos o caso superlinear, assumindo que g € superlinear
no infinito. A principal dificuldade estd relacionada em mostrar que qualquer sequéncia

de Palais Smale € limitada. Para contornar essa dificuldade usamos a conhecida condi¢do
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(AR) ao qual é uma condicao crucial para este fim. Nosso préximo resultado € escrito da

seguinte forma:

Proposicdo 1.3.5 Suponha que V satisfaz (Vi) — (Va) e g satisfaz (g2), (Go), (8-) € (AR).

Entdo o funcional J satisfaz a condi¢cdo (PS). para qualquer ¢ € R.

Demonstracdo. E importante enfatizar que desde que estamos interessados em ndo line-
aridades subcriticas é suficiente mostrar que qualquer sequéncia (PS). para o funcional
J é limitada. A demonstra¢do de que o funcional J satisfaz a condigdo (PS). é andloga
a feita na Proposicdo 1.3.4. Neste caso, mostremos que toda sequéncia de Palais-Smale
associada ao funcional J € limitada. De fato, seja (v,),en uma sequéncia (PS). para o
funcional J, entao

J(vn) = ¢, |l (vn)llx> = 0. (1-99)

Afirmamos que || f(vy)/f' (va)|| < C1||vn|| para alguma constante C; > 0 e para qualquer

n € N. De fato,
sl = o [+ (7o)

Usando o fato que f”(t) = —2f(¢)f'(t)* mencionamos que

<f(f)>’ IHOEIOVM0
f'(t) f1@)?

2

J(vn)
f'(va)

2 2
+V(x) (%) ] dx. (1-100)

= 1+2£(0)*f' ().
Como uma consequéncia, usando Lema 1.1.1 ( fy), obtemos

() s ren

A ultima estimativa implica que

fn) \ _ v V2 (v 2 V.. n )
V(f,(vn)>_[l+2f( ) f (V)7 Vvp, neN. (1-101)

Usando (1-101) em (1-100) juntamente com o Lema 1.1.1 (f3) deduzimos que

Portanto a prova da afirmagao estd encerrada.

2

Flon) | /RN [4|an|2 +5V(x)f2(vn)] dx < 5||va%-

f'(va)

Neste momento, usando (1-101), observamos que

(o 05

> <2 [ IVnPdct [ VEL0d— [ gl ) (n)dx
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Neste caso, usando (1-99) e (1-101), obtemos que

Con(lll > J)— g <J’(vn), ]{i‘;z >

> (5-2) Lo vnbacs (3-5) [ V@0

1
+ [ B0 F(0) 7 (0) ~ 0G(x, (1)) d

¢ satisfeita para alguma constante C > 0. Agora, invocando a condi¢do de (AR) e usando

o fato que 0 > 4, inferimos que

1 2

C+0n(1)][val| > (5 - 6) /RN Vv 4V (x) 2 (va)dx. (1-102)

Suponha que a menos de subsequéncia ||v,|| — o0 quando n — co. Assim, aplicando o

Lema 1.1.7, para n € N suficientemente grande, reescrevemos (1-102) como
C+on(1)|[vall = Cil[vall, (1-103)

para alguma constante positiva C; > 0. Dividindo ambos os lados da desigualdade (1-103)
por ||v,|| e usando o fato que ||v,|| — eo com n — oo, obtemos que 0,(1) > C; > 0. Esta
tltima desigualdade é um absurdo. Portanto, (v,),cn € uma sequéncia limitada. Assim,

encerramos a demonstracdo dessa proposicao. O

1.4 A prova dos Principais Resultados

Demonstragcdo.[Demonstracdo do Teorema 1.0.2] Inicialmente, usando a Proposicdo

1.2.2 e Proposicdo 1.3.4, observamos que o funcional J tem um Linking local na origem e
J satisfaz a condigdo (PS). para qualquer ¢ € R. Além disso, usando a Proposicéo (1.3.3),
mencionamos que J € limitado inferiormente e infyJ < 0. Agora tomando a condi¢do
(g1) e o Lema 1.1.1 observamos que J aplica conjunto limitado em conjunto limitado.
De fato, seja A um conjunto limitado em X. Em outras palavras, usando a condi¢do de
crescimento (g1),(1-6) e o Lema 1.1.1 (f3) e (f7), temos que

Gx, f(v) < 5 (a1 (x) +bi(x))v".

| =
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Como aj(x), bi(x) € L* com o0 > N/2, temos da desigualdade de Holder que existe uma

constante C; > 0 que ndo depende de v tal que

/RN G<X,f(v))dx < ”VHZ

Usando a tltima estimativa e o Lema 1.1.1 (f3), temos que

Jv) = %/RN(]Vy‘Q—i—V(x)]ﬂ(v))dx—/RNG(x, (v))dx

1
< SIP+Cilb
Usando que ||v|| < C onde a constante C néo depende de v, temos que
J) < (1/24C1)C2.

Portanto, existe uma constante C, := (1/2 +Cy) C? que nio depende de v tal que J(v) < C,
para todo v € A. Assim encerramos a prova da afirmacao.

Como uma consequéncia, levando em conta o Teorema 1.2.1, o funcional J ad-
mite ao menos dois pontos criticos ndo triviais. Consequentemente, usando a Proposi¢do

(1.1.3), o problema (1-1) tem ao menos duas solugdes fracas nao triviais. [

Demonstragdo.[Demonstragdo do Teorema 1.0.3] Primeiramente, usando a Proposi¢do
1.2.2, Observagdo 4 e a Proposi¢ao 1.3.5, o funcional energia J tem um Linking local
na origem e satisfaz a condi¢io (PS). para qualquer ¢ € R. De acordo com a Proposi-
¢do 1.2.4 obtemos que J(v) — —oo com ||v|| = +oo para v € X; @ X2 onde definimos
X2 = span{®;i1,...,9j+m}, m € N. Aqui enfatizamos que dim(X; PX?2) < = é sa-
tisfeita. Além disso, usando a condi¢do de crescimento (g»), argumentamos como na
demonstracdo do Teorema 1.0.2, mostramos que o funcional energia J aplica conjuntos
limitados em conjuntos limitados . Agora, aplicando o Teorema 1.2.3 obtemos que J
possui a0 menos um ponto critico nao trivial. Consequentemente aplicando a Proposicao

(1.1.3), o problema (1-1) admite ao menos uma soluc¢do fraca ndo trivial. ]



CAPITULO 2

Equacao de Schrodinger Quasilinear com

Termo Subcritico

Neste capitulo consideramos a existéncia de solu¢do ndo trivial para o problema

AV A= Rl K B, xR
uc H'(RY).

onde N >3ed < p<2-2* As fungdes V e K sdo continuas e 1-periddicas nas varia-
veis x1,...,xy, ¢ € L*(RN) para algum o > N/2 e h € L*N/(N+2)(RN). Posteriormente
apresentamos as hipéteses sobre as funcgdes V, g, K, e h.

Nosso principal objetivo € provar existéncia de solucdo para a equagdo (2-1)
para cada h € L2N /(N+2) (RN). Inicialmente mostraremos que um dado funcional energia,
que serd definido posteriormente, possui uma geometria especifica sobre conjuntos que
possuem uma certa estrutura de Linking (ver Teorema 2.2.1). Neste caso consideraremos
que o pardmetro A possui uma intera¢do com autovalores do problema linear com peso ¢
dado por

—Au+V(x)u=Ag(x)u, x€RN,
(2-2)
uc HY(RN).

No que segue, apresentamos algumas condi¢des para o potencial V e a ndo
linearidade I(x, u) := Ag(x)u + uK (x)|u|P~2u+ h(x).

Consideraremos que o potencial V satisfaz a seguinte condi¢ao:

(V1) V é continuo, 1-periédico em xp,...,xy e existem constantes positivas Vp, Ve, tais
que Vo < V(x) < V. para todo x € RV,

Para a funcdo ¢ assumiremos a seguintes condi¢des:

(q1) g € L*(RN) para algum o > N/2 com g(x) > 0. Assuma que

lim q(x — yn)%dx = 0, uniformemente em n € N (2-3)
R—oo JRN\ Bp
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onde (y,)nen € RY satisfaz [y,| — oo com n — oo,
Para a funcdo K, consideraremos a seguinte hipétese:

(K1) K é continuo e 1-periédico em xp,...,xy e existe uma constante positiva kg tal que
K (x) > ko para todo x € RV,

Para a funcio 4 assumiremos que
(hl) he LZN/(N—O—Z)(RN)'

Como mencionamos anteriormente, estamos interessados em buscar solugcdo
para o problema (2-1) usando métodos variacionais. Assim, pedimos que o parametro
A possua uma interacdo com autovalores com alta energia do problema linear (2-2), o
qual admite uma sequéncia ndo decrescente de autovalores (Ag(q))ken, onde o primeiro
autovalor A (qg) é positivo. Assim, assumiremos que existe j € N, j > 1, tal que A;(q) <
A < Ajt+1(g). Como neste capitulo ndo consideraremos um prolema linear no infinito,
denotaremos os autovalores Ay (q) simplesmente por A, para todo k € N.

Neste momento, enunciamos o principal resultado deste capitulo:

Teorema 2.0.1 Suponha queV, q, K e h satisfaz (V1), (q1), (K1) e (h1), respectivamente.
Suponha que exista j € N com j > 1tal que Aj < A < Aj1. Entdo existem u; >0e€>0
tais que para u > py e 0 < ||hlloy /(v42) < € obtemos:

(i) o problema (2-1) possui ao menos uma solucdo fraca para cada h # 0,

(ii) o problema (2-1) possui ao menos uma solugdo fraca ndo trivial para h = 0.

Observacao 5 Enfatizamos que o Teorema 2.0.1 permite obter ao menos um solugcdo ndo
trivial para o problema (2-1), fazendo o potencial V = 1. Mais precisamente obtemos

solucdo para o problema

—Au+u— AW u = Ag(x)u+ pK (x)|[ulP~2u+h(x), xRV,
(2-4)
uc H'(RV).

No que segue apresentamos alguns exemplos de fungdes que cumprem as nossas

hipdteses.

Exemplo 2.0.2 Para o potencial V podemos escolher
V(x) = Vo + sen® (2mx; )sen® (21x3) . .. sen® (2mxy)

onde Vo > 0. Evidentemente, temos que a fungdo V satisfaz nossa hipdtese (Vi) com

inf, gy V(x) = Vo € Voo =V + 1. Similarmente, escolhemos

K(x) = ko + sen®(2mx; )sen® (2mx3) . .. sen® (2mxy)
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onde ko > 0. Portanto K é uma funcdo positiva e 1-periodica para cada xj com 1 <i <N.

Assim K satisfaz nossa hipdtese (Ky) para qualquer ko > 0. Além disso, escolhemos

1) = T )

onde a; > 0,ay > 0. Portanto q estd em L*(RY) para o. > N /2. Como uma consequéncia,
usando a formula da coarea, temos que a fun¢do q satisfaz a hipdtese (qy). De fato,

usando a mudanga de varidvel na integral, observamos que

OS/ x—nadx:/ azdz:/w{/ 0deSz}di’
RN\BRq< Y ) RN\BR(f)’n)q ( ) R o r(f)’n)q ( ) ( )

> 1 -1 T (N-1-2
C/R m}’]\[ dr§ C/R I"( a)dl"
R(N—ZOC)

N
“N—2a)

(2-5)
com R — oo uniformemente em n € N onde ¢ > 0 é uma constante.

Exemplo 2.0.3 Agora escolhemos V (x) = a— sen”(27x )sen?(27x3) . .. sen® (2mxy ) onde
a > 1. Nao é dificil ver que Vo = inf, cpn V(x) =a—1 e Voo = sup,.gv V(x) =a+ 1. De

maneira andloga, definimos
K(x) = ko — sen®(2mx; )sen® (2mx,) . .. sen® (2mxy)

onde ky > 1. Portanto as fungoes V e K sdo positivas 1-periodica para cada x; com
1 <i<N. AssimV e K satisfazem nossas hipdteses (Vi) e (K1), respectivamente. Aqui
consideraremos

q(x) = aexp (—L|x|*),x € RY

onde a>0el >0, éficil ver que g € L*(RN) para qualquer o. > N /2. Portanto, usando
as mesmas ideias discutidas no exemplo anterior, a funcdo q satisfaz a hipétese (qy). De

fato, podemos escrever

%}

OS/ x—nadx:/ O‘zalz:/ [/ 0deSz}dr
RN\BRQ( Yn) RN\BRHH)CI() a a,(fyn)q() (z)

< c/ooexp(—ﬁrz)erdr -0
R
(2-6)

com R — oo uniformemente em n € N onde ¢ > 0 é uma constante.
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2.1 Preliminares e Formulacao para o Problema (2-1)

Enfatizamos que estamos buscando solu¢do para o problema (2-1) usando mé-
todos variacionais. Denotaremos por E o espago de Sobolev H! (RY). E é um espago de

Hilbert munido com a norma

1/2
e = (/RN (IVuf? +12) dx)

para todo u € E. Logo, (E,||u||g) estd imerso continuamente nos espagos de Lebesgue
LS(RN) para 2 < s < 2*. Como R" é um dominio ndo limitado, temos que essas imersdes

ndo sdo compactas. A condigdo (V) permite que a norma

1/2
|ullv := (/N (|VM|2 +V(x)u2) dx) para qualquer u € E
R

induzida pelo produto interno
(u,vyy := /N (VuVv+V (x)uv)dx, paraquaisqueru, v € E.
R

seja equivalente a norma usual || - ||z. No que segue, denotaremos a norma || - ||y simples-
mente por || - ||. E importante enfatizar que E munido da norma | -||  um espago de Hilbert
ao qual possui as imersdes continuas nos espagos de Lebesgue L*(RY) para 2 < s < 2*.
Contudo, devido a equivaléncia entre as duas normas as imersdes de (E, || - ||) nos espagos
de Lebesgue L*(R") para 2 < s < 2*, tais imersdes nio sdo compactas. A hipétese sobre
o potencial V ndo permite que possamos recuperar a compacidade para algum subespaco
fechado de E. Porém a condi¢@o (g;) garante que podemos obter imersdo compacta do

espaco E no espaco de Lebesgue com peso
L* (RN, q) = {M:RN%R:/ q(x)yu\2dx<oo} (2-7)
RN

onde ¢ € L*(R") para algum o > N/2. Além disso, L? (R",g) é um espaco de Banach

munido com a norma

1/2
Ielizen = ( ) atoliar)

Mais precisamente, obtemos o seguinte resultado de compacidade.

Lema 2.1.1 Seja g€ L*(RY) como.>N/2eN > 3. Entdo a imersdo de E em L* (R, q)

é compacta.
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Demonstragdo. Primeiramente, notemos que a desigualdade de Holder permite que

[ apiaes ([ latoeas) ([ )

. L . . / ;-
Assim, usando que E estd imerso continuamente em L>* (RV), obtemos que E est4 imerso

1/20/

continuamente em L? (RN , q).

Para mostrar que esta imerséo é compacta € suficiente mostrar que se (uy)qen €
uma sequéncia em E tal que u, — 0, entdo u, — 0 em L? (R", ). Deste modo, podemos
assumir que

2
loc

u, —»0 em L} (RY g) e u,(x) =0 q.t.p. xeRV.

Seja Bg = {x € RV : |x| < R} abola fechada em R" com raio R centrada na origem. Como
g € L*(RN) para algum o > N /2, dado € > 0 existe Rg > 0 tal que

/o
( / lg(x) |°‘dx) <€,  paratodo R> Rg. (2-8)
RN\Bg
Desta forma, escolhendo R > Rg, escrevemos

/ g(xX)udx = / q(x)uldx + g(x)uldx = 0,(1) + q(x)uldx.
RN Br RN\BR RN\BR

Usando a desigualdade de Holder e (2-8), temos que

1/a 1/
24 <(/ “d) (/ nzo"d) <e.
/R vy, A< ([ a0l g,

onde € ndo depende de n. Portanto

limsup [ g(x)uldx <.
n—soo RN
Como ¢ € arbitrario, concluimos a prova deste lema.
O

Relembremos que estamos considerando neste capitulo um problema em que a
ndo linearidade interage com autovalores de alta energia do problema linear com peso
(2-2). Neste caso, temos que # = 0 ndo € um minimo local para o funcional energia asso-

ciado ao problema 2-1, que serd definido posteriormente. Novamente, consideraremos a
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seguinte decomposicdo em soma direta para o espaco E

E=E PE;

onde
Ey :=span{¢1,...,0;} e E):=Ej. (2-9)

Aqui as funcdes @y sdo autofuncdes do problema linear (2-2) associado aos autovalores

Ax. O primeiro autovalor A; € caracterizado por

Al := inf {/RN (|Vu|2—|—V(x)u2) dx | /RNq(x)u2 — 1}.

ucE\ {0}

Adicionalmente, para cada k € N com k > 1, caracterizamos Ay por

wie it { [V as| [t =1 e o) =0vier .

ucE\{0}

onde Iy ={1,2,...,k— 1}. Consequentemente, obtemos as seguintes desigualdades va-
riacionais, que serdo ferramentas fundamentais para mostrarmos que o funcional energia

associado ao problema (2-1) satisfaz algumas condicdes geométricas.
Lema 2.1.2 Suponha que (V1) e (q1) sdo satisfeitas. Entdo

(i) Paratodo u € E tém-se que
7\.1/ g(x)u*dx §/ (|Vu|2+V(x)u2) dx. (2-10)
RN RN
(if) Paratodo u € E\, tém-se que
2 2 2

kj/RNq(x)u dx > /RN (|Vu|* +V (x)u”) dx. (2-11)

(iii) Para todo u € E; tém-se que
ij/ g(x)u*dx §/ (\Vu\Z—H/(x)uz) dx. (2-12)

RN RN

Relembremos que uma solucido fraca para o problema (2-1) € uma fungdo
ucENLY

~ (RN) que satisfaz a seguinte identidade

/RN [(1+2u%) VuVo + 2u|Vu|*o +V (x)ud| dx = /RNl(x, u)Odx (2-13)

para todo ¢ € C3(RY), com 1(x,u) = Ag(x)u + pK (x)|u|P~2u+ h(x). Motivados na equa-
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¢do (2-13) obtemos o seguinte funcional energia.
1 2y 1vy,2 1 2
L(u) = 5 | (1+2u )| Vul dx—l—i RNV(x)u dx

- 3 / udx — /R K ()|ulPdx — /R | h(x)udx. (2-14)

Destacamos que pontos criticos do funcional 1, sdo solugoes fracas do problema (2-1).
Contudo, nos deparamos com a mesma dificuldade destacada para o funcional (1-30)

dado no Capitulo 1. Assim, usando a mudanga de varidvel (1-31), obtemos o funcional

modificado
L) = 2/ (Vo2 +V(x)f dx——/ A (2-15)
- B KWL Py [ hf)ds

Novamente, temos que o funcional J,, € bem definido no espago E ao qual € de classe C I

No entanto, pontos criticos desse funcional sdo soluc¢des fracas do problema semilinear

—Av V() fW) ' (v) = Ag(x) f0) ' (v) + K () Lf )P 2 0) ' (v) + h(x) f'(v), x €RY,
ve HY(RV).
(2-16)
Portanto, se v € ENC?*(RY) é um ponto critico do funcional J, entdo a fungio u = f(v) é
uma solucao cldssica do problema (2-1). Argumentando da mesma forma que no Capitulo

1, na demonstracao da Proposi¢ao 1.1.3, obtemos o seguinte resultado:
Proposicdo 2.1.3 Se v € ENL;, (RY) é uma solugdo fraca do problema (2-16), entdo

u = f(v) é uma solugdo fraca do problema (2-1).

Usando a Proposi¢do 2.1.3, temos que buscar solu¢cdes ndo triviais para o
problema (2-1) passa pelo estudo de existéncia de solugdes ndo triviais do problema
auxiliar (2-16).

A mudanca de varidvel f dada em (1-31) no Capitulo 1, satisfaz as propriedades
listadas no Lema 1.1.1. Contudo, neste capitulo precisaremos destacar uma propriedade

da funcdo f. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Lema 2.1.4 A funcdo f satisfaz a seguinte propriedade
| f@)P
(f 12) tll>oo 2

Demonstragdo. Para demonstrar essa propriedade, assumimos sem perda de generalidade,

assumir que 7 > 1. Portanto, levando em conta Lema 1.1.1 (fg) mencionamos que

)P
1f(1)] 2k|t|(p_4)/2—>oo quando ¢ — H-oo.

2
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Assim encerramos a demonstragao. 0

2.2 A Geometria do Funcional Energia

Nesta se¢do, demonstraremos que o funcional J,, definido na se¢do anterior
satisfaz a geometria de Linking introduzida em [47]. Neste contexto, referimos ao leitor
o interessante trabalho [53] ao qual o autor apresenta um Teorema de Linking abstrato,
onde o funcional energia apresenta as mesmas condi¢des geométricas do Teorema abstrato
usado neste capitulo. Contudo, para aplicarmos o resultado abstrato apresentado em [53],
devemos mostrar que o funcional energia satisfaz a condi¢do (PS), dada na Defini¢do
1.3.2. No entanto, ndo sabemos se o funcional J, satisfaz a condi¢do (PS). Por este motivo,
seguindo as mesmas ideias usadas em [54], necessitamos usar um Teorema Abstrato ao
qual a condi¢do (PS) ndo seja requerida.

Relembremos primeiramente alguns conceitos relacionados a estrutura de Lin-
king que utilizaremos posteriormente. Seja E um espago de Banach munido com a norma
I|l||. Agora apresentamos o conjunto & de aplica¢des I' € C([0, 1] x E, E) satisfazendo as

seguintes propriedades:

i) A fungdo x — I'(¢,x) :=T'(¢) é um homeomorfismo de E em E para cadat € [0,1)
e I'"!(¢,x) é continua sobre E x [0, 1),
ii) T(0,x) =[(0) =1, x€ E,
iii) para cada I'(r) € ® existe xg € E tal que I'(1,x) = xo para todo x € E. Além disso,
I'(t,x) — xo com t — 1 uniformemente sobre conjuntos limitados de E.

Definicao 2.2.1 Existe um Linking entre subconjuntos A,B C E se ANB =0 e, para cada
I' € D, existe umt € (0,1] tal que T'(t,A) N B # 0.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Linking Geral 2.1.1 [47]) Seja J : E — R um funcional de
classe C'. Sejam A, B subconjuntos de E tais que existe um Linking entre A e B. Suponha
que

ap :=supJ < by :=infJ.
A B

Suponha que

c:=inf sup J(I(s,u)) (2-17)
Feq)se[O,l],ueA

é finito. Entdo existe uma sequéncia (up)nen C E tal que

J(uy) — ced (u,) — 0. (2-18)
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Como uma aplicagdo deste Teorema, consideremos o seguinte Teorema de

Linking.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Linking 2.7.3 [47]) Seja E = E\ @ E, um espaco de Ba-
nach real com E\ um subespago de dimensdo finita. Suponha que J € C'(E,R) satisfaz

as seguintes condicoes geométricas:

(J1) J(v) <6 para todov € Ej.
(J2) Existe p > 0 tal que
J(v) >0, VvedBy(0)NE,

(J3) Existe e € dB1(0)NE; e Br € R tal que
J(v) <Br, V ve (EidR"e)NIBg(0), R>Ry>p.

Note que E{ QR e ={u=v+tec E{®Re|vEE], t >0}. Se Br/RT' — 0 com R — oo,

para algum y > 0, entdo existe uma sequéncia (vy)nen C E tal que
J(vp) —c e J(vy) —0.
Relembremos que o nivel minimax ¢ > 0 é dado por

c:=inf  sup  J(I'(s,u)) < oo
FE@SG[O,I],MGE)QR

onde Qr := (E; @R e) N Bg(0).

No que segue, vamos mostrar que a geometria requerida por um funcional J no
Teorema 2.2.3 € satisfeita por nosso funcional J,, se colocarmos condi¢des adicionais a
|Allan/(n42) € sobre o pardmetro u. E importante enfatizar que a mudanga de varidvel
f implica em algumas dificuldades quando vamos provar condicdes geométricas para o
funcional J, restritos a cada subespaco Ej e E». De fato, ndo € conhecido se E| e E; sdo
invariantes na aplicacdo da mudancga de varidvel f, isto €, ndo sabemos se para qualquer

v € E|, tem-se que f(v) € E| ou para qualquer v € E,, tem-se que f(v) € E,.

Proposicao 2.2.4 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (hy) sdo satisfeitas. Suponha que existe
JjE€Ncom j>1tal que A; <\ < \jy1. Entdo existem p, G e €1, ambos positivos, tais
que J,(v) > 6 > 0 para todo v € 0By N E; desde que ||| oy /(v+2) < €1-

Demonstragdo. Considere o funcional

Tu(v) = %/RN(WV\%V( )2 dx——/RN dx—l—)/RNK(x)|f(v)\”dx.
(2-19)
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Assim, escrevemos

Ju(v) :=Tu(v) — . h(x)f(v)dx. (2-20)

Agora, afirmamos que existem p > 0 e E > (0 de tal forma que
Juv) = BlvI* ¥ vedBsnE. (2-21)

De fato, argumentando por contradi¢do, temos para cada n € N escolhendo p = 1/n,

encontramos uma sequéncia (v, ),en C Ex com ||v,]| < 1/ne
. 1 2
Ju(vn) < ZHV"H V neNlN. (2-22)

A sequéncia (v,)nen converge fortemente para zero em E com n — oo. Como E estd
imerso continuamente em L*(RY) para s € [2, 2*], v, — 0 em L*(R") para 2 < s < 2*
com n — oo, De (2-22), temos que

Ll 23 [ (9P V£ 00) d=5 [ a7 dx_%/RNK<x>|f<vn(>21P;f;

imersdes locais de E em L{ (RV), a menos de uma

loc

subsequéncia

w, —w fracamente em Ej,
N
o — w fortemente em Lj (R"),
wa(x) = w(x), q.t.p.emRY,
para qualquer 1 < s < 2* com n — oo,

Dividindo a desigualdade (2-23) por ||v,||> e usando a condigdo (K ), temos

1 1 2 2 va) 5
. (ww vl 2) g

n

A ) o )P 5
= 5 f T ||K||M/RNTwndx.

Como uma consequéncia obtemos

2
1+& xf("ﬂ)

=
=
—
=
SolE
w
=
V
—
=
/N
<
=
S
s
+
=
Na?
[
S
N
SN
~
U
=
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Agora, afirmamos que

1
/R ) ZAUD] S PR (2-24)

Vi
com n — oo, para 4 < [ <2-2*. De fato, aplicando o Lema 1.1.1 (f7) temos que

!
/N 1f (vn)] Wwldx < 21/2/N v 4/ 2240
R R

2
Vi

Note que, |v,|!~*/2 € L"(RN) para r = /(I —4). Segue da desigualdade de Holder que

_ 1-4)/2
Ll 202 < 5wl = 0,
com 1 — o0, uma vez que v, — 0 em L(RY) para s € [2,2*] e (W,)nen € limitada. Assim
a prova da afirmacdo (2-24) esté concluida.

Neste momento, usando (2-24) para [ = p e usando o Lema 1.1.1 (f3) temos
A 1 (v
on(1)+ E/RN g(x)widx+o0,(1) > E/RN (|an|2+V(x)%}%n)w,%) dx.

Aplicando o Lema 2.1.2 - (2-12), e usando o fato de que a sequéncia (w,),ecn € normali-

zada, temos que

A fz(vn> fz(vn)
o> [ (W v G o= [ ve (T3 1) udax
(2-25)
Afirmamos que
2
[y (E52 1) uiax=o,0) 226)
RN Vi

Assumindo que (2-26) é verdadeira, e fazendo n — o em (2-25) obtemos A > A e isto
contraria a hipétese sobre A. Portanto, a afirmacdo (2-21) é verdadeira.
Resta agora somente provar a afirmagio (2-26). Neste momento, fixe 8; > 0,

€SCrevemos

2 2 2
/RNV(X) (f ‘Egn) — 1) w%dx:/AnV(x) (f ‘S’;:") - 1) wﬁdx+/lgnV(x) <%§n> - 1) w2dx
2227
onde A, := {x € R¥| |v,(x)| <8;} e B, := {x € R¥| |v,(x)| > &; }. Portanto, mostraremos

que cada uma das integrais acima tendem a zero com n — c. Relembremos primeiramente
que o Lema 1.1.1 (f4) nos diz que dado € > 0 existe 8 > 0 tal que
f(t)

el 1‘ <e sempreque [t| <3.
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Fazendo §; = §, obtemos

/nV(x) <f2v(g”) _ 1) wldx

< Ve w,%dx

(44

Ap
< eV / w2dx < €V / w2dx.
Ap RN

Note que (wy)en € uma sequéncia limitada, temos que existe uma constante positiva C

/Anv(x) <f2v(g”) —1> wldx

Para estimar a integral sobre B,,, afirmamos que

tal que

<Ce

|Bn| = On(l)' (2-28)

De fato, como v,, — 0 em L*(R"), temos que

1 1
B=/1d=—/82d<_/ 2dx — 0
1B B, x 8% /s, IX_S% Bn|vn| x

com n — oo. Assim, usando a condi¢do (Vi) e o Lema 1.1.1 (f3), podemos estimar a

< /B V) (f zv(g")

< 2V / w,zldx
B

integral sobre B, como segue

/an(x) (fzv(?j") - 1) widx

- 1> w2|dx

= ZVOO/ 1 -w,zldx.
B,
Escolhendo r = 2*/2, temos da desigualdade de Holder e por (2-28) que

, 2/2%
/ 1-w2dx < |B,|"/" (/ w2 dx) —0
B, By

com n — co. Como uma consequéncia temos

/BnV(x) (fz(v”) - 1) widx — 0

Vi

quando n — oo,

Dessas estimativas sobre A, e B,,, temos por (2-27) que

2
limsup NV(x) (f (n) _ 1) w2dx < Ce.
R

n—oo V%
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Como ¢ € arbitrdrio, concluimos a prova da afirmacao (2-26).

Assim, para todo v € E; com ||v]| < p, temos em (2-20) que
1) = BIVIP = [ hx)f(v)a
RN
Usando o Lema 1.1.1 (f3), (h1) e a desigualdade de Holder

Ju(v) 2 BIVIP = 1 lla v 2 IV]]2+-

Usando a melhor constante da imersdo de D'(RY) em L? (RY), obtemos

Ju(v) 2 BIVIZ =S~ Il v 42 IV

Fazendo ||v|| = p, temos que
A2 o1 ~_~fos ol
Juv) = B3 = Ihllox 2P = B (B — S~ lAllowy v+ ) -

Assim, J,(v) > Bp2/2 desde que

ae o Bp

Pp—S 1||h||2N/(N+2) > bR
ou seja, |72y /(v42) < SBﬁ/Z. Neste caso, escolhemos p =p, 0 = /[3\62/2 e€g = SBp/Z.
Assim encerramos a demonstragao da Proposicao. 0

Proposicao 2.2.5 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (h1) sdo satisfeitas. Suponha que existe
Jj€Ncom j>1tal que hj <\ < Ajy1. Entdo existem uy >0 e € > 0 tal que J,(v) < ©
para todo v € E\, desde que u > py e ||h|lan/vi2) < €, com 6 dado pela Proposigdo
2.2.4.

Demonstragdo. Novamente, considere o funcional j;,(v) definido em (2-19). Afirmamos
que existe 6 > 0 tal que
L) <-8v]* V¥ veE (2-29)

Novamente, a prova segue usando um argumento de contradicao.
Suponha que para cada o € R positivo, existe v € E; tal que JAN(V) > —av|>.

Entdo, escolhendo oo = 1/n com n € N, obtemos uma sequéncia (v, ),en tal que

~

1
J#(Vn) > _Z”VnHza (2-30)

para todo n € N. Neste momento, consideremos os seguintes casos:
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Caso I: ||v,|| < 1/nparatodo n € N, isto é, v, — 0 em E| com n — oo.
Caso 2: A menos de subsequéncia ||v,|| — +o0 com n — .
Caso 3: Existe, 8 >0e M > 0 tal que 8 < ||v,|| <M, para todo n € N.

Suponha que o primeiro caso ocorra. Portanto, v, — 0 em E. Usando (2-30),temos

1 1
— P <5 [ (9P +v s dx——/ 2(v, dx—g/RNK(x)\f(vn)\pdx.

Usando a condicéo (K})

1 1 2 (v, A 2(y,
—ZSE/RN(WW,,F—FV(X)JC—‘E;)w,%)dx—— a2

2
P 2 JRN Vi

em que w, = v,/||v,||. Como E; é de dimensio finita, w, — w em E| e w # 0. Usando
Lema 1.1.1 (f3), obtemos

1 1 ;b fz(vn) 2
Sl S \Vn) 20 i
> ) Nq(.X) v2 Wnd.x (2 31)

n

:

Usando a convergéncia forte, imersdo do espago E nos espagos de Lebesgue L*(RY)
para s € [2,2*] e o fato que w é ndo nulo, obtemos do Lema 1.1.1 (f1) e o Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim q(x)fz(v”)wzdx: / g(x)w?dx (2-32)
n—soo JRN v,% n RN ’

Passando o limite em (2-31) e usando (2-32), obtemos

I A
0<-—= x)wldx.
<5775 fon 4@
Aplicando o Lema 2.1.2 - (2-11) e usando que ||w|| = 1, obtemos que A < A;. Contudo,
isto contraria a hipétese sobre A. Portanto, o primeiro caso nao pode ocorrer.
Suponhamos agora que o segundo caso ocorre, entdo a menos de uma subsequén-

cia, ||vy|| — oo com n — oo. Defina w, = v,,/||v,||. Entao, a menos de subsequéncia,

.
w, —w fortemente em E;, w # 0,

w, —w fortemente em L*(RV),
(2-33)
Wa(x) = w(x), g.tp emRY,

L [wn(x)] < hs(x),  hs € LS(RN>7

para qualquer 2 < s < 2* e n — oo, Usando um argumento andlogo ao primeiro caso,
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€SCrevemaos

A o) o, )P
= 5 o (X)TW dx—; RNK(X>TW"CZX'

Aplicando as condigdes (q1), (K;) e Lema 1.1.1 (f3), temos

p
n— 2

2
> e 22 wodx.
n

n

Portanto temos que
1

n

u ’f(Vn) ’p 2 1
pa— - 7 < —
ko y v% wydx 7 +

Por (2-33), |[w # 0] | > 0, onde [w # 0] = {x € R¥|w(x) # 0}. Assim, |v,(x)| — 40 q. t.
p. x € [w # 0] com n — 0. Aplicando o Lema de Fatou sobre [w # 0] em (2-34) e usando

(2-34)

Lema 2.1.4 (fi2), obtemos oo < 1/2, ao qual é um absurdo. Portanto, o segundo caso nio
pode ocorrer.

Neste estdgio sabemos que os casos 1 e 2 sdo impossiveis. Logo, necessaria-
mente temos que o caso 3 deve ocorrer. Assim, existe v € E tal que, a menos de uma
subsequéncia

(
vy, — v fortemente em Eq, 8 < |[v|| < M,

vy — v fortemente em L*(RYN),
(2-35)
va(x) = v(x), q.t.p.emRY,

L va(X)| < hs(x),  hs € LS(RN)7

para qualquer 2 < s < 2%,

Analogamente ao primeiro caso, escrevemos

11 ) 72 (vn) A ), u |f (V)|
_?,SE/RN (|an| +V(x) HVnHz)d =5 Jon 4 anszx—I—)/RNK(x) TN R

onde, w, = v,,/||vy||- Usando Lema 1.1.1 (f3) e as condigdes (¢q1) e (K;), obtemos

P
“ | )l 1,1 (2-36)
p IRy vl 2 n

Passando o limite em (2-36), usando (2-35) e o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos

u < —. 2-37
—ko/N ” H2 dx ( 3 )
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Como & < ||v|| £ M, podemos reescrever (2-37) como

kodP~? I’
2 1] s

1
> (2-38)
onde w =v/||v||. Como dim(E7) < oo, temos que existem constantes positivas C;, C; tais
que

Cil[vlleo < [Vl < Coflv]l

para todo v € Ej. Usando o Lema 1.1.1 (fs), mostramos que f(¢)/t monétona nio

crescente para ¢ > 0. Portanto, obtemos

D) 5 £U0) 5 S®) 5 pye 239
V] [[V]]es 8
Usando a estimativa (2-39) em (2-38), temos
. [@] il < L.
P 8 P2

Neste estdgio, como ||w|| = 1 e devido ao fato que as normas |||, e |||| sdo equivalentes em
E1, uma vez que E; é de dimensdo finita, podemos reescrever a ultima estimativa como

segue
P

1
< Z
-2

> =

koci 8”72 [f(g)
g )

onde ¢; > 0. A dltima afirmacgao nos diz que

1P
P [f @] . (2-40)

<
K= 2koc10P~2

Defina a constante positiva

H

_p oI
-~ 2koc 672 '

Desta forma, temos uma contradi¢do com (2-40) para cada u > u1. Como uma consequén-

cia a afirmacdo feita em (2-29) € verdadeira desde que u > u;. Note que,

Ju(v) = Ju(v) = Ly A (V)
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obtendo que parau > uj ev € E;

) < =0vIP = [ n(o) (v

Usando a desigualdade de Holder, Lema 1.1.1 (f3), (k1) e a imersdo de D'?(R") em
L? (RV), temos

Juv) < —OIIP S Al vy V]

Defina g(t) = —0t> 457! |llon/(v42)t- Entdo g(t) atinge o valor mdximo para

S_1Hh||2N/(N+2)
Imax = 20 .

Desta forma, temos que

~2||nll3
2N/(N+2)
uv) = 40 =

desde que ||A]|n /(n42) < 28V 6. Portanto, J,(v) < ©, desde que |4y /(v42) < € com
€ =2Svobeu>pu.
0

Proposicao 2.2.6 Suponha que (V), (q1), (K1) e (hy) sdo satisfeitas. Seja Q um su-
bespago de dimensdo finita de E. Entdo existe R > 0, dependendo de dim(Q), tal que
Ju(v) <0 para todov € Q com ||v|| > R.

Demonstracdo. Suponhamos que o resultado seja falso. Portanto, para cada v € Q existe
R, > 0 tal que J,(v) > 0, com ||v|| > R,. Desta forma, existe uma sequéncia (vy),cn tal

que ||v,|| >ne Jy(v,) > 0 para todo n € N. Em outras palavras, temos

0 < 2/ |an|2—|—V( )f2 x——/

— g RNK(x)|f Vn |pdx—/Rthf vy )dx.

Usando Lema 1.1.1 (f3) e as condigdes (q1) e (K;), temos

0<5InlP =Bk [ I [ hs(nds @41

Aplicando a condi¢@o (h;), Lema 1.1.1 (f3), desigualdade de Holder e a imersdo de
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D'2(RN) em L (RV), temos que existe uma constante C tal que

[ B f () < .

Usando essa estimativa em (2-41), temos

1
0< 5wl =2k [ 1fGn)lPdx+Clvall (242
p JRN

A sequéncia (v,)qen € tal que, ||vy]| — oo quando n — co. Assim, defina wy, = vy, /||vy||

para todo n € N. Segue que, a menos de uma subsequéncia, as seguintes afirmagdes

(
w, = w#0 fortemente em Q,

w, — w fortemente em L*(RV),
(2-43)
wa(x) = w(x), q.t.p.emRV,

L |Wn(x>| < hs(x), hs € LS(RN)y

para qualquer 2 < s < 2%,

Dividindo a desigualdade (2-42) por ||v,||?, obtemos a seguinte estimativa

I u |/ (vn) [P

0< >~ "k .

2
27 e a2 wiadx+o0,(1).

Por (2-43), temos que |[w # 0]| > 0. Assim,

Usando isto, Lema 1.1.1 (fio) e o Lema de Fatou, temos que

1 p
0 < limsup (E_gk‘)/ ]f(v,;)] w,%dx—l—on(l))

Va(x)| = 40, q. t. p. x € [w £ 0] com n — co.

n—soo RN vy
P
= lim = —hrninfgko/ |f(v,21)\ w2dx+ lim 0, (1)
n—soo n—oeo p [W0] v n—soo
P
= —— hminfﬁko Mwﬁdx = —o

e p o] vy
o qual nos mostra uma contradi¢do. Portanto, a suposicdo feita inicialmente é falsa.

Assim, existe R > 0 tal que J,(v) < 0 para todo v € Q com ||v|| > R. O

Como uma consequéncia da Proposi¢do 2.2.6 obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.7 Suponha que (Vi), (q1), (K1) e (h1) sdo satisfeitas. Seja Q um su-
bespaco de dimensdo finita de E. Entdo existe R > p, dependendo de dim(Q), tal que
supJ,(0Qr) < 0 onde p > 0 ¢é obtido na Proposi¢do 2.2.4 ¢ Qg :={ve Q| ||v|| <R}
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Observacao 6 Considerando o subespaco Q = E{@Re C E, De acordo com a Pro-
posigdo 2.2.6, existe Ry > 0 tal que J,(v) < 0 para todo v € O com ||v|| > Ro. Apli-
cando o Coroldrio 2.2.7, Ry pode ser tomado maior do que p. Defina Q := E; PR e
e Or = QN Bg(0) com R > Ry, temos da Definicdo 2.2.1 que existe um Linking entre
A = 0Qg e B= 0By NE>. De fato, identifiquemos aqui o subespaco E\ com o espago eu-
clideano R, assim consideremos A C R+, Note que E = E1 @ E, temos que cada u € E

€ escrito de maneira tinica como u =v+w, comv € Ey e w € Ej. Defina a aplicagdo

F . E— R/
u— F(u)=v+||wle. (2-44)

Entdo F €é uma aplicagcdo continua e Fo = F|o, € um homeomorfismo sobre a sua
imagem. Além disso Fy é a aplicacdo identidade sobre Qg. Note que B = F ~1(pe).
Suponha que ndo existe um Linking entre Qg e F ~'(pe). Entdo, existe uma " € ® tal
que

L()00rNF Lpe)=0, 0<r<1

ou de forma equivalente
F (L(1)0Qr) N{pe} =0, 0<r<1. (2-45)

Definan(t) = F oT(t)o %, ', entdo n(t) € C(Fo(Qr),R*") para cada t € [0,1]. Note
que, (0) =1. Se T'(1)E = {uo}, entdo

n()x= 7 (uo) #pe,  x€ Fo(Qr), (2-46)

uma vez que, para t = 1 em (2-45), temos F (I'(1)0Qg) N{pe} = 0. Usando (2-45) e
(2-46) temos que o Grau de Brouwer [10], satisfaz

d(m(t), Fo(Or),pe) = d (M(0), Fo(Or),pe) = 1

para todo t € [0,1]. Contudo, isso é uma contradi¢do com (2-46). Portanto, existe um
Linking entre A e B. Novamente usando a Proposigdo 2.2.6, J,(v) < B para todo v € Q com
|lv|| = R, Enfatizamos que aqui, B pode ser qualquer niimero positivo. Assim, B/R*!1 — 0
com R — oo para qualquery > 0.

Consideremos u; obtido na Proposic¢do 2.2.5 com € = min{e;, €} onde €; e &,
obtido na Proposic¢ao, 2.2.4 e 2.2.5, respectivamente. Escolhendo u > u; obtemos 0 nosso

préximo resultado.
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Proposicao 2.2.8 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (hy) sdo satisfeitas. Suponha que exista
j€Ncom j>1tal que hj <A <A\ji1. Entdo o funcional J, possui uma sequéncia (PS).,,

(Va)nen em E, com ¢, dado por

cy:=inf  sup  J,(T(s,u)), (2-47)
! Fe(DSG[O 1],u€00r 8

comI' € C([0,1] X E,E), desde que pu > iy e ||h||oy/(n+2) < €.
Relembremos que, da Defini¢do 1.3.1, uma sequéncia (PS), para J, € uma
sequéncia (v, )nen em E tal que

Jun) = cu e J(vy) =0 (2-48)

Devido a falta de compacidade nas imersdes do espaco E nos espacgos de Lebes-
gue L¥(RY) para s € [2,2*] temos uma dificuldade para mostrar que o nosso funcional J,,
satisfaz a condigdo de (PS),,, isto €, toda sequéncia (PS)., associada ao funcional J,, pos-
sui uma subsequéncia fortemente convergente. Esta ¢ uma grande ferramenta para garantir
que os pontos criticos encontrados para o nosso funcional ndo sdo triviais. Para contornar
essa dificuldade, mostraremos que, usando argumento de concentragdo de compacidade
[29], o ndo anulamento deve ocorrer, caso as sequéncias (PS)Cy convirjam fracamente

para zero. Primeiramente, mostraremos que essas sequéncias sao limitadas.

Proposicao 2.2.9 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (h1)sdo satisfeitas. Suponha que exista
j€Ncom j>1tal que Aj <A < Aji1. Entdo toda sequéncia (PS)c,, (Vn)nen, associada

com funcional J, no nivel c, é limitada.

Demonstragdo. Seja (v)nen uma sequéncia (PS)., para o funcional J,,. Entdo temos que

as convergéncias dadas em (2-48) sdo satisfeitas. Dado qualquer ¢ € E, temos

(Ji(vn), 0) = /RN(VV,IV(I)—FV(x)f(vn) Vn)0) dx — 7»/ I (vn)ddx
= u [ KOOI 2A ) Gn)odr— [ A7 ()0

Usando as propriedades da fung¢do f dadas no Lema 1.1.1, temos que f(v,)/f (v,) € E.
Portanto, fazendo ¢ = f(v,,)/f’(v,), obtemos

<J;l(vn),]%> < 2/ |an|2+V() (va)) dx— k/

- /K NS (vn)|Pdx — /h f(vp)dx.
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Novamente, usando o Lema 1.1.1, temos que existe uma constante C; > 0 tal que

Portanto, por (2-48), inferimos que

f(Vn)
f'(vn)

< Ci[val-

C2+0n(1)anH > J,u(Vn) __ J//J(Vn)7 f(Vn) >

f'(vn)

/RN‘](X)fZ(vn)dx— (1 — %)) /]RN h(x)f(vn)dx,

para alguma constante positiva C,. Usando o Lema 1.1.1 (f3), (h;) e a imersdo de
DV2(RN) em L (RV), obtemos

[ B f ) < Callall

onde C3 € uma constante positiva dependendo de ||%[|y /(v-+2) € da melhor constante para

a imersio de D'2(RY) em L* (RY). Consequentemente, obtemos

e,,/RNq<x)f2(vn)dx+c2+(c3+on(1)) Ivall > K,,/RN (IVval2 + V(@) £2(v0)) d,

(2-49)
1 1 1 2
ondeep:k<§——) >0eK,= (5__) > 0.
P p

Suponhamos neste momento que a menos de uma subsequéncia, ||v,|| — oo com
n — oo. Defina, w, = v,,/||vy|| para todo n € N. Portanto, ||w,|| =1 e a menos de uma

subsequéncia temos que

w, —w fracamente em E,
s N
wy, —w fortemente em Lj (R"™),

wa(x) = w(x), q.t.p.emRV,

para qualquer 1 < s < 2*. Dividindo (2-49) por ||v,||?, temos que

GP/RNq(x)fZ(V")W,%dx%—on(l) > KP/RN <|an]2+w> dx. (2-50)

|Vn|2 ||Vn||2

Afirmamos que

2
/RN o020 oy, (2-51)
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Assumindo, por enquanto, essa afirmac¢ado, obtemos usando (2-50), que

on(1) > /RN (|an|2+w) dx > 0.

[vall?

Assim, obtemos as seguintes identidades

V(x)f%(vn
lim Nwan|2dx:0 e lim de:o. (2-52)
R:

n—so0 n—oo JRN ||VnH2

Como, ||wy|| = 1 para todo n € N, temos li_r>n [wa||? = 1. Consequentemente, por (2-52)
n—roo

lim [ V(x)widx=1. (2-53)

n—oo JRN

Por outro lado, definimos os conjuntos
Ap={xeRY ||| >1} e B,:={xeR||v,| <1}
Logo, escrevemos a seguinte identidade

V(x)widx = / V (x)wdx+ / V (x)w2dx. (2-54)
RN Ay B,
Vamos mostrar que cada uma das integrais do lado direito da igualdade acima convergem
a zero com n — oo, Para a integral sobre A,,, note que usando a Defini¢do 1.3.1, podemos

escrever
Ju(va) = cu+o04(1)

dividindo por ||v,||?> e usando (2-52), obtemos

A ) 5, n |f (va) P 1
— ——widx —— K dx— h dx =o0,(1).
5 Joa) s =5 | Ko [ (e = on(1)
(2-55)
Usando que E estd imerso continuamente em D'2(RV) e que || - [|pr2gy) €

semicontinua inferiormente fraco, temos por (2-52) que
. . 2 -
[Wllpramsy < lllgglf/RN |Vw,|“dx = 0.

Desta forma, w,, — 0 em E. Usando o Lema 1.1.1 (f3), (h1), e a imersdo de D'?(RY) em

L¥ (RN), temos
1
TR Ja Gl = (1), (2-56)
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uma vez que ||v,|| — eo. Neste momento, usando (2-51), (2-56) em (2-55), obtemos

/R ) AL Rt (2-57)

[vall?

Por (V) e da defini¢do do conjunto A, escrevemos

0</V(x)w2a’x<C/ V'% c/ ‘V”'z
~Ja, T A,,anH2 anH2

para alguma constante positiva C. De acordo com o Lema 1.1.1 (fg), existe uma constante

positiva k > 0 tal que
P
a2 <x|f(va)|P q.t.p.em A,.

Assim, usando isto, (K;) e (2-57), obtemos

2 |f(va) P
Og/nV(x)wndx < T / ko ENE = dx
< C_K/RNK(x) ORI e o). (2-58)

ko lvall?

Assim provamos a convergéncia desejada sobre A,,. Para a integral sobre B,,, usando Lema
1.1.1 (f3) e (2-52) temos que

Vix V(x)f2 Vi
0< /BnV(x)widx—/ ||$/n)||2n < K/Bn %dx

V() a)
K/RN YT Wn) g 00(1). (2-59)

[vall?

Dessa forma, a convergéncia requerida sobre B,,. Usando (2-58) e (2-59), mostramos

(2-54). Consequentemente, obtemos

/ V(x)widx = on(1).
]RN

Essa afirmacgdo contradiz o limite dado em (2-53). Consequentemente, (v,),cn € uma
sequéncia limitada.

Para completar a demonstracdo desta proposi¢ao, precisamos mostrar a afirma-
cdo feita em (2-51). Neste caso, dividimos a prova em dois casos:
caso 1: w=0

Entdo, usando o Lema 1.1.1 (f3) temos que

2
OS/RNq(x)f( ) %dx</RNq(x)wﬁdx:0n(1).

|Vn|2
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Uma vez que a imersdo de E em L* (R", g) é compacta.
caso2: w#0
Entdo, | [w # 0]| > 0. Assim, |v,(x)| = [wu(x)|||va|| — o sobre [w # 0]. Portanto, usando
oLema 1.1.1 (f7) temos
2
livan):O, q.t.p.em [w#0].

n—oo 2

Novamente usando que a imersdo de E em L? (R", ¢) é compacta, temos que w, — w em
L* (RV,q). Portanto, w,(x) — w(x) q. t. p. x € RV. Além disso, existe ¢ € L*(RV,g), tal
que g(x)w? < q(x)0% q. t. p. x € RV, Usando Lema 1.1.1 (f3), segue que

fz(Vn)

|Vn|2

2
w2 —0, quando n — oo e q(x)f‘v(‘[;)w,% <q(x)0* € LYRM).
n

q(x)

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

2(y,
[ 4! U= 0,1

’Vn‘z

Usando os casos 1 e 2, a afirmacado esta provada. 0

A proposi¢ao anterior garante que qualquer sequéncia de Palais Smale no nivel
cu € limitada. Neste caso, nosso trabalho agora é mostrar que sequéncias (PS)c, que
convergem fracamente para zero satisfazem uma propriedade fundamental para garantir a

existéncia de pontos criticos ndo triviais. Essa propriedade € garantida no proximo Lema.

Lema 2.2.10 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (h1) sdo satisfeitas. Suponha que existe
j€NcomJ>1tal que hj <A <Ajy1. Seja (vu)nen uma sequéncia (PS)., com ¢, dado
por (2-47) e v, — 0 fracamente em E. Entdo, existem uma sequéncia (y,)nen C RN ¢

r, M > 0 tais que |y,| — e

lim sup [va|?dx >m > 0.
n—oo Br(yn
Demonstragdo. Suponha que o lema ¢ falso, isto &, para todo r > 0 € (y,)neny C RY com
|yn| = o0 ocorra que

lim sup v, |2 dx = 0.
n—eo  JBy(yn)

Consequentemente, temos que v, — 0 em L“(RN ) para2 < s < 2* com n — oo, ver [29, 60].

Assim, o Lema 1.1.1 (f7) permite que

/R K@)\ (va)|Pdx = 0,(1). (2-60)
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Usando Lema 2.1.1, Lema 1.1.1 (f3) temos que

/RNq(x)fz(v,,)dx: ou(1). (2-61)

Aplicando a condi¢do (h;), e Lema 1.1.1 (f3) temos que

h(x) f(va)dix| < / I7(x)][valdx — 0 (2-62)
RN RN
quando n — oo, pois v, — O em E.
Afirmamos que
/RN(|vVn\2+V(x)f2(vn))dx=on<1). (2-63)

De fato, por (v,)nen ser uma sequéncia (PS), para o funcional J,,, temos que (J,,(vn),Va) =
on(1). Usando o Lema 2.1.1, (f2) e (f3) temos

L a0 (v = 0,(1), (2-64)
Como v, — 0 em L*(R") para 2 < s < 2*, usando o Lema 1.1.1 (f5) e (f7) temos que
L K@ 0P 2 0n)f (v = 0n(1). (2-65)

Finalmente, usando Lema 1.1.1 (f3) e a condigéo (k) temos

/RN h(x) f (Vi) vadx

< / ()| |valdx = 0, (2-66)
]RN

quando n — o0, pois v, — 0 em E. Segue que usando (2-64), (2-65), (2-66) e (J,/,(Vn),vn> =

on(1), obtemos que
/RN (IVVal> + V(@) ) £/ (va)va) dx = 04(1).

Enfim, usando Lema 1.1.1 (fs) na dltima igualdade a afirmacdo (2-63) fica provada.
Agora, usando a convergéncia (2-60), (2-61), (2-62) e (2-63) obtemos que
¢, = lim J,(v,) =0,

n—oo

ao qual contradiz o fato que ¢, > 0. Portanto, o lema estd provado. 0J

Observacdo 7 Dado uma sequéncia de Palais Smale (v,)nen C E que satisfaz as condi-
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¢oes do Lema 2.2.10 dizemos que (v,)nen satisfaz a condigdo de ndo-anulamento.

2.3 A Prova do Teorema Principal

Nesta se¢do provaremos o Teorema 2.0.1. Primeiramente, invocamos a Propo-
si¢do 2.2.8 para encontrar uma sequéncia de Palais Smale com nivel ¢,, ou seja, existe
(Vn)nen C E tal que

Jua) = cu € Jy(va) =0

com ¢, dado na Proposi¢do 2.2.8. Aplicando a Proposi¢do 2.2.9, (v,)nen € limitada.

Portanto, existe v € E, tal que a menos de uma subsequéncia

.
v, — v fracamente em E,

» — v fortemente em Lj (RV), (2-67)
Vn(x) — V(x)’ g.t.p.em RN’
()] (@), € L, (RY),

loc

para qualquer 1 <s < 2*.
O préximo resultado garante que o limite fraco da sequéncia de Palais Smale

(Vn)nen € um ponto critico para o funcional J,,.

Lema 2.3.1 Se (vu)nen C E € uma sequéncia (PS)., para o funcional J,, com ¢, > 0,

entdo a menos de subsequéncia v, — v fracamente em E e J;,(v) =0

Demonstragdo. Usando que C (RY) é denso em E, € suficiente mostrar que (Ju(v),0) =0
para todo ¢ € Ci(RY), onde aqui (-, -) denota a dualidade em E*. Assim, seja ¢ € C5(R")

e denote B := supp ¢. Neste caso, temos a seguintes identidades
on) =J0).0) = U (00).0) = U (0).0)
= [ Von=Vedxt [ V) [£0n)f00) = £0)1(0)] odx
= A [ @) [F ) - f’(v)f(vﬂ odx
= u [ KO [0 2 ) = £ 72 (009
= [ B[00 = ()] o (2-68)

Usando (2-67), temos que v, — vem L*(B) para 1 <5 <2* e v,(x) = v(x) q. t. p. em B.

Consequentemente, temos

) fva) = f(»)f(v) q.t.p.sobre B, com n— oo,
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FO) P2 () f(vn) = If W) P2F/ (V) f(v)  q.t.p.sobre B, com n — oo,
f'va) = f'(v) q.t.p.sobre B, com n— oo.

Além disso, usando a condi¢do (V) e o Lema 1.1.1 (fy), temos que existe uma constante

positiva C ndo dependendo de n, tal que

|V(x)f(vn)f/("n)¢{ < C1¢].

Assim, V(x)f(vn)f'(v4)® é dominada por uma fungio em L'(B). Novamente, usando
Lema 1.1.1 (fy) temos

() £ () F (va)0| <2712 |g(x)0)].

Usando (q1) e desigualdade de Holder temos que ¢(x)¢ € L!(B). Portanto,
q(x)f(vn)f' (vn)0 é dominada por uma fungio em L' (B).
Usando (K;), Lema 1.1.1 (f7), (fo) e as estimativas dadas em (2-67) obtemos

KL )72 () f ()0 < Co |l P=2720] < o y| =2%9)

para alguma constante positiva C,. Escolhendo s = p/(p — 2), usando mais uma vez a
desigualdade de Holder temos |hy|(P=2/2¢ € L'(B). Assim, K(x)|f(va)|[?=2f (v) f' (va)d
¢ dominada por uma fungio em L' (B).

Aplicando o Lema 1.1.1 (f>) e a estimativa feita em (2-67), temos que

A (x) ' (va)O] < [R(x)9].

Usando a condi¢do (k) e mais uma vez a desigualdade de Holder temos que A(x)0 €
L'(B). Assim, h(x)f'(v,)0 é dominada por uma fungio em L'(B).
Usando todas essas estimativas em (2-68), Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue e a convergéncia fraca v, — v em E, temos

<J,t/1(vn)a¢> - <JL(V),(I)> = 0n<1>

Novamente, usando que (J;(v),9) = 0,(1), concluimos que (J,(v),$) = 0. Devido a
arbitrariedade de ¢ € Ci'(RY) e a densidade de Cj(RY) em E, temos que J;,(v) = 0.

Assim completamos a demonstracao. 0J

E importante enfatizar que o Lema 2.3.1 permite que o problema (2-1) abordado
neste capitulo admita a0 menos uma solucio para qualquer i € L2N/(N+2)(RN) Se h £ 0

a demonstragdo do item (i) do Teorema 2.0.1 esta concluida, pois neste caso zero ndo serd
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solucd@o do problema (2-1). Contudo, para demonstrar o caso (ii) do Teorema 2.0.1, onde
h = 0, precisamos garantir que o problema (2-1) possui uma solu¢do fraca nao trivial.
Sendo assim, trataremos o caso onde a condi¢do & = 0 é satisfeita. Note que, se v = 0,
a prova do item (if) do Teorema 2.0.1 segue usando o argumento padrdo de densidade
como foi feito no Lema 2.3.1. Sendo assim, resta considerarmos o caso onde v=0 e
h = 0. Neste caso, precisamos garantir que ainda € possivel obter uma solu¢do fraca ndo
trivial para o problema (2-1). Neste caso, relembremos que para 4 = 0 o funcional energia

toma forma

Ju(v) = %/RNWVFW( dx——/RN dx—;/RNK(x)|f(v)|pdx. (2-69)
Assim, procuremos pontos criticos ndo triviais para o funcional (2-69). E importante
enfatizar que o funcional dado em (2-69) satisfaz os mesmos resultados obtidos para o
funcional (2-15). Como uma consequéncia, existe uma sequéncia (PS)c,, (vn)neN, para o
funcional J,, de tal modo que (Vn)nen € limitada. Portanto, temos que, a menos de uma
subsequéncia, que v, — vem E, para algum v € E.

Agora consideramos o caso em que v = (. De acordo com o Lema 2.2.10, existem

uma sequéncia (y,),en € r, N > 0 tal que |y,| — e

limsup Va|?dx >m > 0. (2-70)

n—soo  JBp(yn
Defina a sequéncia transladada u,(x) = v,(x+y,), x € RY. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que (y,),en C ZV. De fato, argumentado de maneira analoga ao que foi
feito em [59], temos que para cada y, = (y,ll,y,%, . ,yflv) € RN existe z, = (z}l,z,%, . ,zf)’) €
7N tal que para 1 <i < N tem se que |y}, —z,,| < 1/2. Assim, usando a norma euclideana

N
Vn—2a| = \/ Z|y£z_zfa|2 <VN/2.
i=1

Assim, B, (y,) C Br+\/ﬁ/2(zn), uma vez que se x € B,(y,), entdo

em RY, temos que

’Zn_x| = |Zn_yn+)’n_x| < |Zn_yn|+ |yn_x| < \/]T]/2+r'

Sendo assim,

limsup v |2dx > limsup/ v|?dx >n >0,
n—oo Br+\/ﬁ/2 <n n—roo Br(yn)
para todo n € N. Portanto, da condi¢do (V;) temos que ||v,|| = ||u,| para todo n € N.

Assim a sequéncia (u,),en € limitada. Portanto, a menos de subsequéncia, u, — uem E.
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Logo, usando (2-70), temos que u # 0.
No que segue, provaremos que o limite fraco da sequéncia transladada é um

ponto critico para o funcional Jy,, isto €, (J;(u),¢) = 0 para qualquer ¢ € E. Com essa

finalidade, fixemos ¢ € Cy’ (RY), obtemos que

i) ) = [ IV, +V =3 f ) (50)0nd
= A [ e S () ad
[ K On) P2 (), @7

onde ¢, (x) = ¢(x —y,) para todo n € N. Usando que as fungdes V e K sdo, ambas, 1-

periddicas em xi,...,xy, temos que

<J’L/,(un),(|)> = /RNVVnV(I)n+V(x)f(vn)f,(vn)¢ndx
= A [ a3 0n)f ()0
= [ K@) (r0)nd, 1)

Note que (vn)nen € uma sequéncia (PS),, para J,. Logo temos que (J;,(v4),9,) — 0 com

n — oo, Usando esta convergéncia e (2-72) temos que

<J;1(Vn)7¢n> - <J,L/1(”ﬂ>v¢> =—\ (q(x) — Q(x_yn))f(vn)f/(vn)(l)ndx (2-73)

RN

Afirmamos que,

A J (@00 = (e =yu)) f ) S (va)uddx = O (2-74)

com n — oo, De fato, para qualquer R > 0 observamos que

/RN [q(x) — q(x = y)] f (V) f' (V) Ondx

IA
T
=
=
oy
=

q(x) = q(x = yu)] f ) f' (V)| dix

(2-75)

A ideia € garantir que as integrais do lado direito em (2-75) convergem para zero com
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n — oo, Usando o Lema 1.1.1 (f2) e (f3) e a desigualdade de Holder temos que

/BR‘ q(x =) fn) f' (vn)Ou|dx < (/ 40) — a3 dx)l/oc

L/r 1/r
(f If(vn)f’(vn)l’dx> (/, torax)
Br Br

1/r
2hala () 1tax) Lol

1/r
Cllall ([, Intas) o

onde 1 /a+2/r = 1. Como o > N/2 temos que r € (2,2*). Portanto, a tltima estimativa

X

IN

IN

(2-76)

juntamente com a imersao compacta de Sobolev permite dizer que
/B |[g(x) = q(x —=yn)] f (V) f' (Vi) On| dx — O quando n — oo. (2-77)
R

Por outro lado, usando mais uma vez a desigualdade de Holder, deduzimos as

seguintes estimativas

/RN |[g(x) — q(x —y)] Fu) £/ (va)du| dx <
\BRr

X X

IN

X
7N
—
=
s
IS

=
N——
=
~
VR
%\
=
=
IS
=
N———
=
~

X

[[vallllo]

onde C > 0. Além disso, mencionamos que

(o, 00— atr=si%as) " (Lo, a0l " (o, late=miea)
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Como g € L*(RV) existe Re > 0 tal que

1/o
( / !q(x)\“dx> <e (2-80)
RN\BR

para qualquer R > R; e para qualquer € > 0. Neste momento, para todo n € N usando (g1),

mencionamos que

/o
(Lo, dte—snras) < @)
RN\BR

para qualquer R > R e para cada € > 0. Em relac@o a essas condi¢des, como € > 0 ¢
escolhido arbitrariamente, a afirmacdo dada em (2-74) estd verificada. Assim, aplicando
(2-73) e (2-74), obtemos que

(Ji(vn),0n) — (J;(un),0) = 0 quando n — ce.

Usando que (J;(vn),9n) — 0 com n — oo, temos que (J,(u,),9) — 0 para todo ¢ €
Cg(RM). Portanto, argumentando similarmente como foi feito no Lema 2.3.1, obtemos
que u é um ponto critico ndo trivial para o funcional J,. Assim, o item (ii) do Teorema

2.0.1 esta provado.



CAPITULO 3

Equacao de Schrodinger Quasilinear com

Termo Critico

Neste capitulo estudaremos um problema quasilinear semelhante ao problema
estudado no Capitulo 2. Neste capitulo trataremos do caso em que ndo linearidade da
equagdo de Schrodinger apresenta um termo com expoente critico. Mais precisamente,

consideremos o problema quasilinear dado por

—Au+V(x)u—A?)u = Ag(x)u+uK (x)|ulP2u+ [u** 2u+h(x), xRV,
uc H'(RV).

(3-1
onde N >3e4 < p<2-2*. 0 potencial V pertence aC (RY,IR) e é limitado superiormente
e inferiormente por constantes positivas, g € L*(R") para algum o. > N/2, K € C (R¥,R)
e he L2N/(N+2) (RN). Os parmetros, A e u, sio ambos positivos. Posteriormente enfati-
zaremos as hipéteses sobre as funcdes V, ¢, K, e h.

Problemas do tipo (3-1) sdo chamados na literatura de problemas criticos. Este

|u|?>? ~2u na ndo linearidade da equacdo (3-1). Neste

fato devido a presenca do termo
caso, temos perca das imersdes compactas dos espacos de Sobolev sobre os epacos de
Lebesgue L*(RY) com s = 2 - 2*. Como mencionamos na Introdugio deste trabalho, em
[49] os autores mostram uma identidade de Pohozaev associada ao problema (0-15), ao
qual justifica que 2-2* = 4N /(N —2) é o expoente critico para essa classe de problemas.
A presenca do termo critico na equacao apresenta algumas dificuldades. Uma vez que,
mesmo em um dominio compacto Q, a imersio do espago de Sobolev H'(Q) no espaco
L% (Q) é somente continua.

Neste capitulo, estamos interessados em obter solu¢cdo ndo trivial para o pro-
blema (3-1) usando métodos variacionais. Neste ponto, o principal objetivo é provar a
existéncia de solucdo ndo trivial para a equagao (3-1). Neste caso, de forma semelhante

ao Capitulo 2, pediremos que o parimetro A possua uma intera¢do com autovalores de
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alta energia do problema linear com peso ¢, dado por

—Au+V(x)u=Ag(x)u, x€RY,
(3-2)
uc H'(RV).

No que segue vamos apresentar algumas condi¢des para o potencial V e a
ndo linearidade I(x,u) := Ag(x)u+ uK (x)|u|P~2u+ [u|** ~2u+ h(x). Assumiremos neste
capitulo, as mesmas hipéteses sobre o potencial e a ndo linearidade que foram assumidas
no Capitulo 2.

Assim, recordemos que o potencial V satisfaz

(V1) V é continuo e 1-periddico em x1,...,xy e existem constantes positivas Vj, Ve, tais
que Vo < V(x) < Vi, para todo x € RV.

A funcdo g satisfaz as seguintes condi¢des:

(q1) g € L*(RY) para algum o > N/2 com g(x) > 0. Assuma que

lim q(x —yn)%dx =0, uniformemente em n € N (3-3)
R—yo0 RN\BR

onde (y,)nen € RY satisfaz |y,| — oo com n — oo,
O potencial K, satisfaz a seguinte hipotese:

(K1) K é continuo e 1-periédico em xj,...,xy € que existe uma constante positiva k tal
que K (x) > ko para todo x € RV,

A func¢do ndo homogénea h satisfaz a condi¢ao
(hl) he L2N/(N+2)(RN)_

Relembremos que no Capitulo 2 apresentamos exemplos de funcdes V, g e K
que satisfazem a condigdo (V1), (¢1) e (K;) respectivamente.

Como mencionamos anteriormente, estamos interessados em buscar solugdo
para o problema (3-1) usando métodos variacionais. Com essa finalidade, pedimos, de
maneira semelhante aos Capitulos 1 e 2, que o pardmetro A possui uma intera¢do com
autovalores de alta energia do problema linear (3-2), o qual admite uma sequéncia nao-
decrescente de autovalores (Ax(g))ren com o primeiro autovalor Aj(g) positivo. Assim,
assumiremos que existe j € N, j > 1, tal que A;(g) < A < Aj;+1(q). Novamente, neste
capitulo usaremos apenas o prolema linear (3-2). Logo, denotaremos os autovalores Ay (q)
simplesmente por Ay, para todo k € N.

Neste momento, enunciamos o principal resultado deste capitulo:
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Teorema 3.0.1 Suponha queV, q, K e h satisfaz (V1), (q1), (K1) e (h1), respectivamente.
Suponha que exista j € N com j > 1 tal que Aj < A < Aj1. Entdo existem g >0e € >0
tais que para p > po e 0 < |||y (v42) < € obtemos que:

(i) o problema (3-1) possui ao menos uma solugdo fraca para cada h # 0,

(ii) o problema (3-1) possui ao menos uma solucdo fraca ndo trivial para h = 0.

Observacao 8 Enfatizamos que o Teorema 3.0.1 permite obter ao menos um solugdo ndo
trivial para o problema (3-1), fazendo o potencial V = 1. Mais precisamente obtemos

solucdo para o problema

—Au+u— AP u = Ag(x)u+ pK (x) |uP~2u+|u|*? 2u+h(x), xRV,
(3-4)
uc H'Y(RN).

3.1 Preliminares e Formulacao para o Problema (3-1)

Observemos que, formalmente, o problema (3-1) possui o seguinte funcional

energia associado

A

L(u) = 2/ (142u )|Vu|2dx—l—2/ Vi(x ) q(x)uzdx
_ K ! 22 gy i
p RNK()C) BT RN|M| dx /RNh(x)udx. (3-5)

Novamente, semelhante aos Capitulos 1, 2, o funcional (3-5) ndo estd bem
definido no espaco usual H' (RM). Assim, invocamos a mudanca de varidvel f dada em

(1-31), definida no Capitulo 1. Neste caso, obtemos um funcional energia auxiliar

W) = 5 [ VPV a’x——/

U
- B K@)

) (v)|*% dx— /h V)dx. (3-6)

O funcional J,, € bem definido no espago E e de classe C ! Pontos criticos para o funcional

Ju sdo precisamente solugdes fracas do problema semilinear

—Av+V(x)fW)f (V) =W(x,f(v), xeRY, 3.7)
ve H'(RV),
onde W (x, f(v)) := Aq(x) f(v) ' (v) +uK ()| f ()72 f ) ' (0) + [F ) P22 f () f(v) +
h(x)f'(v).
Neste caso, encontrar solu¢des fracas para o problema (3-7) é equivalente a

encontrar pontos criticos do funcional J,,.. Esses pontos criticos fornecem solugdes fracas
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para o problema original dado em (3-1). Mais precisamente, consideremos o seguinte

resultado:

Proposicao 3.1.1 Se v e ENL;,. (RN) ¢ uma solugdo fraca do problema (3-7), entdo

u= f(v) é uma solucdo fraca do problema (3-1).

Assim, de acordo com a Proposicao 3.1.1, buscaremos solu¢des fracas para o

problema auxiliar (3-7).

3.2 A Geometria do Funcional Energia

Nosso propésito nessa secao € mostrar que mesmo com a presenca do termo

[ 0P ax
RN

o funcional energia J, dado em (3-6) satisfaz as condi¢des geométricas do Teorema 2.2.3.
Relembremos que o espago de Sobolev E possui a mesma decomposicdo (2-9) dada no

Capitulo 2. Inicialmente, mostraremos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.1 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (hy) sdo satisfeitas. Suponha que exista
j€Ncom j>1tal que \j <\ < Ajy1. Entdo existem p, G e €1, ambos positivos, tais
que J,,(v) > © para todo v € 0By N E; desde que ||| oy /(n+2) < €1.

Demonstragcdo. Como na demonstracdo da Proposi¢ao 2.2.4, no Capitulo 2, consideremos

o funcional

J:,(v) = 2/ (Vv +V(x)f dx——/RN

u 1 224
= B K@y [P (-9)
Desta forma, temos que
L) =T () = | h(x)f(v)dx. (3-9)

RN

Afirmamos que existem p >0 e B > 0 tais que
Ju) > BIv> ¥ vedBsNEs. (3-10)

De fato, argumentando por contradicio, temos para cada n € N escolhendo ﬁ = 1/n,

encontramos uma sequéncia (v, ),eny C E2 com |[vy||=1/ne

~ 1
Ju(v) < Z||v,,\|2 V neN. (3-11)
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A sequéncia (v,),en converge fortemente para zero em E com n — oo. Como E estd
imerso continuamente em L*(RY) para s € [2, 2*], temos que v, — O fortemente em
L*(RN) para 2 < s < 2* com n — oo, Usando (3-11), temos que

1
_HVnH2 > |an|2+V( ) x——
n 2

- ! 2:2%
- /]R CK@)|f(vn) 5 RN|f(vn)| dx. (3-12)

Defina w, = v, /||vy||. Entdo a menos de uma subsequéncia

w, —w fracamente em Ej,
(RY),
wp(x) = w(x), q.t.p.emRV,

. — w fortemente em Lf e

para qualquer 1 < < 2* com n — co.
Dividindo a desigualdade (3-12) por ||v,||> e usando a condigdo (K ), temos que

existe uma constante positiva C tal que

1 1 2 n 7\' > n
R (R L P R Lt

_ /_JC |f(Vn)|pW2dx_ 1 / |f(Vn)|2.2*W2dx‘

p Jry V2 " 2.0%

Usando as mesmas ideias usadas na Proposi¢do 2.2.4, principalmente na afirmacao (2-24),

podemos reescrever a desigualdade acima como
Fon) oy > Vv LUONE
Assim, usando o Lema 1.1.1 (f3) obtemos
1 2(v
2/ xX)w2dx+ 0,(1) > E/RN (|an|2+V(x)%r2ln)w%) dx.

Aplicando o Lema 2.1.2 - (2-12), e usando que a sequéncia (wy,),cn é normalizada e estd

em k£, temos que

o)z [ (vl ) e [ v (C52 1) e

(3-13)

Argumentado de maneira andloga ao que foi feito na demonstracao da Proposicdo 2.2.4,
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principalmente na afirmacio (2-26), obtemos que

/RNv(x) (fz(v”> —1) wldx = o(1) (3-14)

Vi

Assim, passando o limite em (3-13), obtemos que A > A; ;. Essa ultima informagéo
contraria a hipétese sobre A. Portanto, a afirmagao (3-10) é verdadeira.

Assim, para todo v € E; com ||v|| < P, temos em (3-9) que
Ju(9) = BIVIE = [ ) f ()
Aplicando o Lema 1.1.1 (f3), condigdo (h;) e a desigualdade de Holder
Ju(v) 2 BlIVIE = 1l vy 72
Usando a melhor constante da imersdo de D'2(RV) em L (RV), temos
1u(v) 2 BllvIE =S~ allaw v V]

Fazendo ||v|| = p,

Ju(v) > Bp? 5! 11ll2n/(v+2)P = P <B§— s ||h||2N/(N+2)]> -
Assim, J,,(v) > Bp2/2 desde que

Bp 5"l /) > %ﬁ

isto &, [|hllan/(v42) < Sﬁﬁ/l Neste caso, escolhemos p =p e € = SBp/Z ec = 362/2.

OJ

Proposicao 3.2.2 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (hy) sdo satisfeitas. Suponha que exista
j€Ncom j>1tal que Aj < A < Ajy1. Entdo existem uy > 0 e € > 0 tais que J,(v) < ©
para todo v € Ey, desde que u> y e ||h|ay/(v+2) < €2, onde © foi dado na Proposig¢do
1.3.4.

Demonstragdo. Novamente, consideremos o funcional J;(v) definido em (3-8). Afirma-

mos que existe 0 > 0 tal que

L) <-8v> VY veE (3-15)
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Para provar essa afirmacao, procederemos usando um argumento por contradi¢do. Supo-
nha que para cada o € R positivo, existe v € E tal que j;,(v) > —au|v||. Entio, escolhendo

o= 1/n com n € N, obtemos uma sequéncia (v, ),en C Ej tal que
~ 1 2
o) 2 =l (-16)

para todo n € N. Neste momento, como na demonstra¢ao da Proposicdo 2.2.5, considere-

mos OS seguintes Casos:

Caso 1: ||v,|| < 1/n paratodo n € N, isto é, v, — 0 em E| com n — oo.
Caso 2: ||vy|| = 4o0 com n — oo,
Caso 3: Existe, 8> 0e M > 0 tal que 8 < ||v,|| < M, para todo n € N.

Suponha que o primeiro caso ocorra. Portanto, v, — 0 em E. Segue de (3-16),

1
Sl < [ (V@A) e [ a2 ()
£ 2.2%
_ I_?/RNK<X>|f(Vn) 53 o )2 d (3-17)

Usando a condi¢io (K;) e dividindo (3-17) por ||v,||?, temos

11 2(vn A 2
<5/ (|vw,,|2+v<x)fv(2 )w,%>dx—_ a0 20

2
P 2 JrN Vi

Aqui enfatizamos que wy, = v,,/||v,||. Como E; é de dimensdo finita w, — w em Ej e
w # 0. Usando Lema 1.1.1 (f3), obtemos

1 A 2(Va
E_E/szq(x>fv(2v ) w2, (3-18)

1
n

IN

Usando a convergéncia forte, imersdo do espago E nos espagos de Lebesgue Lf(RY)
para s € [2,2%], e o fato que w € ndo nulo, obtemos do Lema 1.1.1 (f4) e o Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

2
lim | g(x) L;")w,%dx = /]RN g(x)w?dx. (3-19)

n—oo JRN v,
Passando o limite em (3-18) e usando a convergéncia obtida em (3-19), obtemos

1 A ’
0< 573 RNq(x)w dx.
Aplicando o Lema 2.1.2 - (2-11) e usando que ||w|| = 1, obtemos que A < A;. Essa tltima

desigualdade contraria a hip6tese sobre A. Portanto, o primeiro caso é impossivel.
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Suponhamos agora que o segundo caso ocorra. Entdo a menos de uma sub-
sequéncia, ||vy|| — oo com n — oo. Defina w;, = v, /||v,||. Portanto, a menos de subsequén-
cia, temos que

)
w, —w fortemente em E;, w # 0,

w, —w  fortemente em L*(RV),
(3-20)
wp(x) = w(x), q.t.p.emRY,

L [wn(x)] < hs(x),  hs € LS(RN>7

para qualquer 2 < s < 2* e n — co. Com um argumento andlogo ao primeiro caso,

dividimos a desigualdade (3-17) por ||v,||?, obtendo a desigualdade a seguir

2 2
1 < l/ (|an|2+V(x)f (Vn)w’%) dx A q(x)f <vn)wfldx
2 JrRN

n v2 2 Jry v2
p 1 2:2*
— E/ K(x) ]f(v,;)] wdx — / ‘f(vng‘ w2dx.
p JrY va 2-2x JRN v

Usando as condig¢des (g1), (K;) e o Lema 1.1.1 (f3), temos

1 1 p
—— < = — /_Jko/ /(o) W%dx.
n—2 p Jrv V2
Neste caso, segue que
u f )P 5 11
—k dx < — 4+ — 3-21
p 0 Jgw v2 WnX =75 + n ( )

Aplicado (3-20), temos que | [w # 0]| > 0, onde [w # 0] = {x € R¥|w(x) # 0}. Conse-
quentemente, |v,(x)| — +oo q. t. p. x € [w # 0] com n — co. Aplicando o Lema de Fatou
sobre [w # 0] em (3-21) e usando Lema 2.1.4 (fi9), obtemos que o < 1/2, 0 qual é um
absurdo. Portanto, o segundo caso € impossivel.

Neste momento, temos necessariamente que o caso 3 deve ocorrer. Assim, existe

v € E tal que, a menos de uma subsequéncia

(
vy, — v fortemente em Ey, 8 < ||v|| < M,

vy, — v fortemente em L (RY),
(3-22)
va(x) = v(x), q.t.p.emRY,

|Vn(x)’ < hs(x), hs € LS(RN)v

para qualquer 2 < s < 2%,
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Analogamente ao primeiro caso, dividimos (3-17) por ||v,||?

1 1 2 f*(va) A F2(n)
a3 fu (PO e a0 e

u 1f(va)|? 1 / o) [*%
- = K dx — dx.
o KO o= 5 [

onde w,, = vy, /||v,]|. Usando o Lema 1.1.1 (f3) e as condig¢des (q;) e (K;), obtemos

P11
Eko/ |f(v")2| dx < ~+—. (3-23)
p ey vl 2 n

Passando o limite em (3-23), usando (3-22) e o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, obtemos

p 1
“ | UV (3-24)
pJry || 2
Como & < ||v|| < M, podemos reescrever (3-24) como
ko8P 2 r 1
= / {'f (")q wlPdx < =, (3-25)
pJrv| 2

onde w = v/||v||. Seguindo, neste momento, as mesmas ideias usadas na demonstragio da

Proposi¢do 2.2.5, temos que usando as equivaléncias entre as normas || - ||, || - [l € [| - ||,

existe uma constante ¢y > 0 tal que escolhendo u > uy o terceiro caso nao pode ocorrer.
Portanto, todos os casos sao impossiveis, desde que p > uq. Assim, a afirmacao

feita em (3-15) é verdadeira. Note que,

Ju(v) = Ju(v) = Ly A0S (V)

temos que parau >y ev € Ej

) < =6l = [ hx)f ()

Usando a desigualdade de Holder, Lema 1.1.1 (f3), (k1) e a imersdo de D'?(R") em
L* (RV), temos

Ju) < —OIVIP ST Allav o) V]

Analogamente ao que foi feito na Proposi¢do 2.2.5, Capitulo 2, definimos g(t) = —0¢> +

S™H|Allan ) (v42)t- Entdo g(¢) atinge o valor mdximo para

S_1Hh||2N/(N+2)
Imax = 20
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Desta forma, temos que

1Rl 42y
W) < 46 =0

desde que ||A]|on/(n42) < 28V ©6. Portanto, J,(v) < 6, desde que |4y /(v42) < € com
€ =25vobeu>yu. ]

A proxima proposi¢do fornece que o funcional J, restrito a um subespago de

dimensdo finita assume um valor maximo.

Proposicao 3.2.3 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (h1) sdo satisfeitas. Seja Q um subes-
paco de dimensdo finita de E. Entdo existe R > 0, com R dependendo da dimensdo do

subespago Q, tal que J,(v) < 0 para todo v € Q com ||v|| > R.

Demonstragdo. Suponhamos que o resultado seja falso. Portanto, para cada v € Q existe
R, > 0 tal que J,(v) > 0, com |[v|| > R,. Assim, existe uma sequéncia (v,)nen tal que

|Vall > n e Ju(v,) > 0 para todo n € N. Neste caso, devemos ter

0 < 2/ \an,2+V( )f? dx——/ 2(v,)dx
M .
_ ;/RNK(x)\f(Vn) 72 Ja f ()22 dx—/RNh(x)f(v")dx‘

Usando Lema 1.1.1 (f3) e as condig¢des (q1) e (Kj), temos

1
2-2%

1
0< Slval>~

L 00PT dr= [ hfde. 326)
RN RN

Aplicando (h1), Lema 1.1.1 (f3), desigualdade de Holder e a imersdo de D'2(RY) em

L% (RN), temos que existe uma constante C tal que
/ h(x)f(vp)dx < C||vul|-

Usando essa estimativa em (3-26), temos

1
2.2%

1 .
0< 3l =575z [ £ dx+Clval 327)
RN

A sequéncia (v,)qen satisfaz que, ||v,|| — o0 com n — co. Assim, defina wy, = vy, /||vy||
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para todo n € N. Logo, a menos de uma subsequéncia, temos as seguintes convergencias:

(
w, > w#0 fortemente em Q,

w, — w fortemente em L (RV),
(3-28)
wa(x) = w(x), q.t.p.emRV,

L (wa(x)| < hs(x),  hs € LS(RN)v

para qualquer 2 < s < 2*. Dividindo a desigualdade (3-27) por ||v, 2, temos que

11 22
0<t_ / | (Vng|
RV V;

2
T widx—+0,(1).

Usando (2-43) temos que |[w # 0]| > 0. Portanto obtemos que |v,(x)| — 4 q. t. p.
x € [w # 0]. Como uma consequéncia, usando o Lema 2.1.4 (f12) e o Lema de Fatou,

temos que

n—oo %7

1 1 . 2:2*
0 < limsup(E_Z'Z*/RN f(v §| w,%dx—i-on(l))

1 1 22
0 < lim - — liminf / O 20 tim on(1)
RN n—oo

n—oo 2 n—oo 2 .0% v%
1 » 2.2%

0 < ——liminf / LG i PR
2 noe 220 Jwro) vy

o qual permite uma contradi¢do. Portanto, existe R > 0 tal que J,(v) < 0 para todo v € Q
com ||v|| > R. O

Aplicando a ultima proposi¢@o temos o seguinte corolério:

Corolario 3.2.4 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (h1) sdo satisfeitas. Seja Q um subes-
pago de dimensdo finita de E. Entdo existe R > p, R dependendo de dim(Q), tal que
supJ,(0Qr) < 0 onde p > 0 ¢é obtido na Proposigdo 3.2.1 e Qg :={ve Q| ||v|| <R}

Observacao 9 Note que da demonstracdo da Proposigcdo 3.2.3, usando a continuidade
do funcional J, em E, temos que existe uma constante 3 > 0, B dependendo da dimensao
de Q e ndo dependendo de p, tal que supJ,(Q) < B.

Observacao 10 Usando os mesmos argumentos na Observagdo 6, Capitulo 2, definindo
Q:=E @R e, Or = QN Bg(0) com R > Ry, temos da definicdo 2.2.1 que existe um
Linking entre A = 0Qr e B = 0By N E.
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Consideremos u; obtido na Proposi¢do 3.2.2 e € = min{g;, €} com €] e &
obtido na Proposicdo 3.2.1 e Proposi¢do 3.2.2, respectivamente, escolhendo u > u

podemos escrever nosso proximo resultado da seguinte forma:

Proposicdo 3.2.5 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (h1) sdo satisfeitas. Suponha que exista
JjE€Ncom j>1tal que Aj <k < Aji1. Entdo o funcional J,, possui uma sequéncia de

Palais - Smale de nivel c,, (PS)c,, (Vu)nen em E com ¢, dado por

cy:=inf  sup  J,(I'(s,u)), (3-29)
g LED@ sc(0,1),uco0r 8

comT € C([0,1] X E,E), desde que u> py e ||hl|on/vi2) < €

Relembremos que, de acordo com a Defini¢do 1.3.1, uma sequéncia (PS)C” para
o funcional energia J, é uma sequéncia (v,)ncny em E tal que

Juva) ey e Ji(vy) =0 (3-30)

Devido a falta de compacidade nas imersdes do espaco E nos espacos de Le-
besgue L*(RY) para € [2,2*] temos uma dificuldade para mostrar que o nosso funcional
energia J,, satisfaz a condigdo (PS),,, apresentada na Defini¢do 1.3.2. Nesse contexto
devemos mostrar que mesmo com a falta de compacidade € possivel encontrar pontos cri-
ticos ndo triviais para o nosso funcional J,,. No que se segue, mostraremos primeiramente

que toda sequéncia (PS)., associada ao funcional J,, sdo limitadas.

Proposicio 3.2.6 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (hy) sdo satisfeitas. Suponha que exista
j€Ncom j>1tal que Aj <\ < Ajyy. Entdo toda sequéncia (PS)c,, (Vn)nen C E,

associada ao funcional J,, € limitada.

Demonstragdo. Seja (vy)nen C E uma sequéncia (PS),, para o funcional J,,. Entdo, dado

qualquer ¢ € E, temos

Grn)0) = [ VraVO VO£ n)ode =2 [ qlx)f () f (m)d
— u [ K@IFO)P 2S00 f (odx— [ 100 P22 F 00 f ()

RN
- h(x)f (v,)ddx.
RN

Usando as propriedades da fungdo f dadas no Lema 1.1.1, temos que f(v,)/f"(vn) € E.
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Portanto, fazendo ¢ = f(v,)/f’(vy), obtemos

<J;,(vn),M> < Z/RN|an|2+V(x)f2(vn)dx—K/RNq(x)fz(vn dx

J' (V)
— u [ KOO Pdx— [ 1F0n) P dx
— h(x)f(vy)dx.

RN

Novamente, usando o Lema 1.1.1, temos que existe uma constante C > 0 tal que
f(vn)

‘f’( n)

Portanto, usando (3-30), inferimos que

] Clvall

Ci+on(V)vall > Jy<vn>_ll)<JL<vn), J{<(>)>

> (53-2) [l everoa-a(3-1) [ aw o

- (2.12* - },) /]R )P dx— (1 - 11)) /R h(x)f(va)dx,

para alguma constante positiva Cj. Usando Lema 1.1.1 (f3), condi¢do (k) e a imersdo
continua de D'?(RV) em L? (RV), obtemos

(1——>/ h(x)f (va)dx < Ca|[val|

onde C; € uma constante positiva dependendo de p, [|4|[oy/(v+2) € da melhor constante

da imersdo de D'2(RY) em L? (RV). Usando essa estimativa obtemos

0 / 2(1)dx+C1 + (Co + 0n(1 ))anu2K,,/RNyvVn\2+V(x)f2(vn)dx, (3-31)

1 1 1 2
ondeep:k<———) >0ek, = (———) > 0.
2 p P 2 p

Suponhamos por contradi¢do que, a menos de subsequéncia, ||v,|| — e com
n — oo. Defina, w,, = v,/||vs| para todo n € N. Portanto, ||w,|| = 1 e a menos de

subsequéncia temos que

w, —w fracamente em E,
(RY),
wa(x) = w(x), q.t.p.emRN,

. — w fortemente em Lf e
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para qualquer 1 < s < 2*. Dividindo (3-31) por ||v,||?, temos que

fz(vn) 2 2 V(x)fz(vn)
Gp/RNq(x) widx—+o0,(1) > KP/RNWW,,\ +—an||2 dx. (3-32)

|Vn|2

De modo analogo a Proposicdo 2.2.9, (2-51), obtemos

2(y
/Nq(x)f ( ”)W%dx:on(l).
R

|Vn|2

Usando a ultima identidade e (3-32) temos que

SRAC D)
on(1) Z/RNWW"’ +de20.

Assim, temos as seguintes convergeéncias

\% 2
lim [ [Vw,[’dx=0 ¢ lim VL) 4, (3-33)
R

n—oo n—oo JRN anH2

Como ||wy|| = 1 para todo n € N, temos que

. 2 2
,}1_r>rolo - (IVWal* +V (x)wy) dx = 1.

Consequentemente, por (3-33)

lim [ V(x)widx=1. (3-34)

n—oo JRN

Por outro lado, definindo os conjuntos
Ay ={xeRY||v,|>1} e By:={xeRY||v| <1},

escrevemos
/ V(x)w%dx:/ V(x)w%dx—k/ V (x)wldx. (3-35)
RV A, B,

Analogamente como feito na demonstragdo da Proposicao 2.2.9, mostramos que
/A V()wldx—0 e /B V(x)w2dx — 0 (3-36)
com n — oo. Usando (3-36) em (3-35), obtemos que
- V(x)w2dx — 0

com n — co. Assim, obtemos uma contradicdo com o limite dado em (3-34). Consequen-
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temente, concluimos que (v,),cgv € uma sequéncia limitada.
0

Devido a falta de compacidade nas imersdes dos espacos de Sobolev, vamos
seguir a mesma estratégia utilizada no Capitulo 2 demonstrando o comportamento das
sequéncias de Palais Smale que convergem fracamente para zero. Devido a presenca do
termo critico, esta propriedade € verificada para o nivel ¢, abaixo de uma constante fixada.
Para garantir esse resultado, seguimos as mesmas ideias usadas em [55], consideraremos
alguns lemas que apresentam algumas convergéncias necessarias para o estudo de sequén-

cias de Palais-Smale que convergem fracamente para zero.

Lema 3.2.7 Suponha que a condi¢do (Vi) seja verificada. Se (vy)nen uma sequéncia

limitada em E tal que v, — 0 em LS (RN) para 2 < s < 2* com n — o, entdo

lim V(x) (fz(vn)—v,%)dx =0

n—oo JRN

lim V(x) (v,% — fvn)f (vn)vn)dx = 0

n—oo JRN

Demonstragcdo. Para provar a primeira convergéncia fixe 8; > 0 que serd escolhido

posteriormente. Entdo podemos escrever

LY@ (P —d)dx= [ v (Po)-)dr [ V@ (R - ) dx

[lvn|>81] (v <81]

(3-37)
Usando a condicdo (V) e o Lema 1.1.1 (f3), temos que para 2 < s < 2*
[ VO Re) R < [ v s

[1val>81] [Iva]>81]
< C v |?dx < (iz / v, |*dx — 0

[[va]>81] & “ /RN

(3-38)

com n — oo. Por outro lado, de acordo com o Lema 1.1.1 (fs), temos que dado € > 0
existe 8 > 0 tal que ‘ (f2(t)/12—1) | < & sempre que |t| < 8. Desta forma, fazendo 8; = 3,

_ 2 fz(Vn)_ )
= ’/[O<|vn§61]V(x>vn( 2 1)dx

< / V(x)v? ——lldx
[0<|vn|<84]

< 8/ V(x)vidx < Ce,
[0<|vn|<81]

temos que

/[0<vn|gal] Vo) (£ ) = vi) dx

(3-39)
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onde aqui foi usado que a sequéncia (v,),cn € limitada. Portanto, usando (3-38) e (3-39)

em (3-37), obtemos que

limsup | V(x) (f2(va) —v3)| dx < Ce.

n—oo JR

Como € > 0 € arbitrario e ndo depende de n € N, temos que a primeira convergéncia fica
provada.
Para a prova da segunda convergéncia, observemos primeiramente que o Lema

1.1.1 (f4) e a expressdo implicita da derivada da funcdo f dada em 1-31 permitem que

OO

L. 3-40
t—0 12 ( )

Assim, fixando 8 > 0 podemos escrever a seguinte igualdade

=SS ) s = x) (va = fvn) f' (va)va) dx
/RNV(X)(Vn f( )f( ) )d Avn>8]V( )( p f( )f( ) )d
ARG CRVITATE AT

Uma vez que temos a igualdade acima para cada & > 0, usamos o limite dado em (3-40) e

as mesmas ideias da demonstrac¢io da primeira parte para concluir que

lim V(x) (v,zl — f(vn)f'(vn)vn) dx = 0.

n—oo JRN

Desta forma concluimos a demonstragdao do lema. 0

Lema 3.2.8 Seja (v,,)ncn uma sequéncia limitada em E tal que v, — 0 em L*(RY) para
2 <5< 2% comn — . Entdo

lim (227 a2 — |f(v,,)|2'2*> dx = 0.

n—oo JRN

Demonstragdo. Fixemos R > 0 que serd escolhido posteriormente, desta forma podemos

escrever a seguinte igualdade

2* 2 9.0% . 2 2* 2.2%
/RN <2 7 [l £ (v)l >dx N /[Vn|>R} <2 7 vl F(v)l >dx

2* « i

27 . 2* ; 2.2 dx.

i /[vn|<R}< Val® =1 (va)] ) X
(3-41)
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Usando o Lema 1.1.1 (f7)

2* . )
27 |y, 2 _ ; 2.2 d
’AV11<R} ( |V | |f(V )| ) X

A
[\®]
o
=
=
i)
5
=
=
=
&
=
4
=

paratodo 2 < s < 2*.
Por outro lado, de acordo com o Lema 1.1.1 (f5), dado € > 0 podemos escolher

R suficientemente grande de modo que

2.2%
. ( {<r>l> e
24]t|2

para |¢t| > R. Assim, para R suficientemente grande segue que

2% % i
27 vl? = £ (w122 ) d
’/an|>R] ( [val f (va)l ) by

dx

2% * ¥
< [T 1P
[lva|>R]

2:2*
= / 227|vn]2* 1— |{(Vn)J dx
[[va|>R] 21|vn|§

2 .
€272 / [va|© dx < Ce,
RN

IN

(3-43)

para alguma constante C > 0. Usando (3-42) e (3-43) em (3-41), obtemos para R
suficientemente grande que

limsup < Ce.

n—oo

L F Il =170 P ) ax

Como € pode ser escolhido arbitrariamente concluimos a demonstracio do lema. 0J

Lema 3.2.9 Seja (v,)nen uma sequéncia limitada em E tal que v, — 0 em L*(RY) para
2 < s<2% comn— oo, Entdo

lim [ (y FOP 2 ) f (v)vn— 277 yvn\z*) dx = 0.

n—eo JR

Demonstragdo. De forma semelhante a demonstracdo do lema anterior, fixe R > 0 que
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serd escolhido posteriormente. Neste momento, escrevemos a seguinte igualdade
o PA T
L (0P 2100 Gnlra =277 ) i
* 2*_2 *
= (PP 20 =25 )
Vn|>
DK 22 *
/“ SR (‘f(vn)‘zz Zf(Vn)f/(Vn)Vn -2 ‘Vn|2 >dx'
Vn

(3-44)
Usando o Lema 1.1.1 (fg) e (f7), temos que
* 2%_2 *
‘/ (‘f(vn)‘zz ) a)va =277 v )dx
(vl <R]
< [ R R ) v =277
(vl <R]
2*-2 9% 0¥ _ga252 s
< 3.2% / lva dx < 3R 9273 / lva*dx — 0,
H‘HSR} RN
(3-45)

para todo 2 < s < 2%,
Para obter uma estimativa para a integral definida no conjunto [|v,| > R], note

primeiramente que

FOPT 210 f 0 _ 1 ( £(t) )2'2*_2 {40
i ([2f2(t)]_1+1)1/2 214112 , comi#0.

Usando essa igualdade, temos do Lema 1.1.1 (f5) que

SOPT 20 ()

2%

_ 1.
ey

lim
t—o0 2

Assim, podemos escolher R suficientemente grande de modo que

SO @)f (o)

257 g2

—1| <e¢
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desde que ¢ > R. Portanto,

‘/[V [>R] <|f(vn)‘2.2*_2f(vn)f/(vn)vn - 22*772 |Vn‘2*> dx

* 2¥_2 *
= / ‘|f(Vn)’2’2 72f(Vn)f/(Vn)Vn_2T|Vn‘2 dx
[[va|>R]
. . 225 -2 /
_ 2222/ al? f (va)] 2*_2f(vn)f a)va |
[val >] 257 |y, |
2*-2 9%
< 2% / val? dx < Ce, (3-46)
RN

para alguma constante C > 0. Usando (3-45) e (3-46) em (3-44), obtemos para R

suficientemente grande que

lim sup / <|f(vn)\2'2*_2f(vn)f'(vn)vn 2% |Vn‘2*> dx| < Ce.
n—soo RN
Como € pode ser escolhido arbitrariamente, concluimos a demonstragdo do lema. OJ

Os resultados demonstrados anteriormente ajudam a mostrar que a condicao de
nao-anulamento, como mencionada na Observacdo 7, Capitulo 2, é verificada quando o

nivel ¢, estd abaixo de SN/2 /2N para o caso critico.

Lema 3.2.10 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (h1) sdo satisfeitas. Suponha que existe
jE€Ncom j>1tal que hj <A < Aji1. Seja (vn)nen uma sequéncia (PS)., com v, — 0
fracamente em E e ¢, < SN/2 /2N. Entdo, existem r, | > 0 e uma sequéncia (y,)nen C RY
tais que |y,| — e

limsup [va|?dx >m > 0.
n—eo  JBr(yp

Demonstragdo. Suponha que o resultado nio seja verdadeiro. Entdo usando o resultado

de Lions (ver [29, 60]), temos que

lim [va|*dx =0 (3-47)
RN

n—soo

para todo 2 < s < 2*. Assim, usando a condi¢do (K;), Lema 1.1.1, (fs), (f7), garantimos

as seguintes convergéncias

lim [ KX)|[f(v,)|Pdx=0=lim [ K@)|f0)|P2fp)f (vp)vndx. (3-48)

n—oo JRN n—oo JRN

Note que (vn)uen C E € uma sequéncia (PS)., para o funcional energia J,. Assim,
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podemos escrever a seguinte igualdade

caton(1) = Ju(va)— % () v

1
= 5 RNV(X) (fz(vn) _f(vn)fl(vn)vv) dx
A
- 5 RN CI(X) (f2<Vn> _f(vn)f/<vn)vv) dx
- (i - %) /RNK<x>\f<vn>\” (F2(vn) = £ ) £ (vn) ) dx
1 * 1 *
b L (GIAODPE 21007 tnvn = P )
I ,
- E RNh<x) (f(vn) —f (Vn)vn> dx.
(3-49)
Usando (3-48) em (3-49), temos as seguintes identidades
1
cyton(l) = Ju(vp)— 3 <JL(V,,),V,,>
= 5 L VO (P00 = 10 f ) o
A
= 5 [ 0@ (P2 0n) = FOn)f (o)) dx
1 . , 1 e
b L (GIO0PE 270 = 3 5 0P )
1 ’
- 3 szh(x) (f(vn) = f'(va)vn) dx.
(3-50)
Neste momento, afirmamos que
lim [ V(@) (f(va) = f(v) £ (va)vn) dx =0 (3-51)

n—oo JRN

De fato, escrevendo

/]RN V(x) (£2(vn) = £ n) f' (vn)va) dx = /

RN

V) [(F20m) =) = (FO) f (vn)vn —via) ] dx,

aplicamos o Lema 3.2.7 e concluimos a afirmacgdo (3-51). Agora, aplicando o Lema 3.2.8

e o Lema 3.2.9 podemos escrever

1 . , | e 257 .
[ (G 200 = 3 70P? Y [l ax

I
Q
N
—
-
N—
-
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Aplicando Lema 1.1.1 e Lema 2.1.1, (f3), (fe), temos que

lim [ q(x) (f*(va) = £ (v) £ (va)va) dx = 0. (3-53)

n—oo JRN
Usando que v, — 0 em E e que h € L2N/W+2)(RN) a0 qual é o espaco dual de L2 (RV),

temos do Lema 1.1.1 (f2) e (f3) que

lim h(x)f (vi)vadx =0 e lim [ h(x)f(vy)dx =0.

n—oo RN n—yoo RN

As convergéncias acima permitem concluir que

lim | (x) (f(va) = f' (va)va) dx = 0. (3-54)

n—oo RN

Por (3-51), (3-52), (3-53) e (3-54) podemos reescrever a igualdade (3-50) da seguinte

forma

2-2*
2 (1 1 * 272 *
277 (———) V| dx = [va|? dx.
N N

(1) = =
cu+on(1) / 2 2 N Jr

R

Usando esta ultima igualdade garantimos que

*
oot 2%

. N
lim [ | dx=—H >0, (3-55)
RN 2

Utilizando (3-55) e Lema 3.2.9, obtemos a seguinte convergéncia
lim [ 1F )P 2 f () £ () vudx = Ne. (3-56)
n—oo JR

Neste momento, afirmamos que

im ([ LF00PE 270005 nwnds~ ) =o. (-57)

n—oo

Assumindo, por enquanto que esta afirmagdo € verdadeira, obtemos que
lim ||v,||> = Ney,. (3-58)
n—oo

Entdo, usando a imersio de D'>(RY) em L (R") obtemos

2% /2 2%/2
/!wﬁm< l/\%w%x RN
RN —\SJr¥; - S

Aqui S denota a melhor constante da imersdo de D'?(RY) em L*> (RV). Enfim, fazendo
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n — oo na desigualdade acima e usando (3-55) e (3-58), obtemos que

Ny, Ne¢y 2/
=S\ 5 :

272

. . . N /2 ~ . . 4
Esta desigualdade implica que ¢, > % Portanto, essa conclusao contraria a hipétese de

N /2 .
cu < % Logo, o resultado esta concluido, a menos da afirmacao feita em (3-57). Para a

prova da afirmacdo em (3-57), note que aplicando Lema 3.2.7

lim | V() f0)f (vp)vpdx = lim | V(x)v2dx. (3-59)

n—eo JRN n—oeo JRN

Usando a condicdo (gq1), Lema 1.1.1 (fg) e o Lema 2.1.1, temos que

lim [ q(x)f(va) f' (va)vadx = 0. (3-60)

n—oo JRN

Agora, usando a condi¢do (1) e Lema 1.1.1 (f2) garantimos que

im [ h(x)f (vn)vadx = 0. (3-61)

n—oo JRN

Finalmente, aplicando as estimativas (3-48), (3-59)-(3-61) e o fato de (J'(v,),vs) — 0
com n — oo obtemos que a estimativa feita em (3-57) estd provada. Assim terminamos a

prova do Lema. 0

O préximo resultado mostra que o nivel de energia ¢, dado em (3-29) estd abaixo

da constante SV/2 /2N desde que o pardmetro u seja suficientemente grande.

Lema 3.2.11 Suponha que (V1), (q1), (K1) e (hy) sdo satisfeitas. Entdo existe uy > 0 tal
que ¢, < SN/2/2N para todo u > u, onde c,, é dado em (3-29).

Demonstragdo. Primeiramente note que existe w, € Q, onde Q = E; @R e dado na

Observacdo 10, de tal forma que J,(w,) = rvneaQXJ#(v). De fato, aplicando o Coroldrio
3.2.4 e Observagdo 9, existe R > 0 grande suficiente de tal forma que J,(v) < 0 para
todo v € Q\Bg(0). Como J, € C}(E,R) e Qr = QN Bg(0) é compacto, uma vez que Q
¢ de dimensao finita, temos que existe w, € Q tal que J,(w,) = greleg; Ju(v). Aplicando a
Proposicao 3.2.1, J,,(wy) > 0. Assim, temos que

J = maxJ, .
u(W/J) veQX u(V)

E facil ver que (Ju(wy),v) = 0 para todo v € Q. Afirmamos que [|w,[| — 0 com u — oo



3.2 A Geometria do Funcional Energia 117

De fato, usando que (J,,(w,),w,) = 0, temos Usando as condigdes (1) e (K1) que

/]RN (|VW,u‘2+V(x)f(Wy>f (W,U)Wy) dx > Mko/ |f(Wu)|p 2 (Wu)f/(wy)wydx
+ / wy JWudx
Usando o Lema 1.1.1, (f2), (f3) e (f¢) e a condi¢@o (h;), temos

pko

CHW#H"’HW#HZ BN

[ JFOnlPdx. (3-62)

Argumentando por contradi¢do, suponha que ||w,|| /A 0 com u — c. Neste momento,

consideremos dois casos dados da seguinte forma:

Caso 1: A menos de uma subsequéncia ||w|| — co com y — oo.

Caso 2: Existem constantes positivas 8, M, tais que & < ||w,|| < M para todo u > 0.
Suponhamos que o primeiro caso ocorra. Defina u, = w,/||w,|| para todo u > 0.

Entdo, ||u,|| = 1 para todo u > 0. Portanto, existe u € Q de tal maneira que, a menos de

uma subsequéncia, u, — u fortemente em Q, com ||u|| = 1. Desta forma |w,(x)| = o=, q.

t. p. em [u # 0], com u — oo.

o [ 10”1

T2 o T

onde 0,(1) — 0 com u — co. Usando o Lema de Fatou, Lema 2.1.4 (fi2) temos que

k P
1 =liminf (0,(1) + 1) > liminf pko |f (W]

3 uidx: +
e i Jey 2 T

ao qual é uma contradi¢do. Assim o primeiro caso nao pode ocorrer.
Suponha que o segundo caso ocorra. Entdo, usando a desigualdade (3-62), temos
que existe uma constante positiva M tal que
ol
— > f(wy)|Pdx. (3-63)
w2 [ )
Neste caso, usando que (w,,), ¢ uma sequéncia limitada, temos que a menos de subsequén-
cia w, — w fortemente em Q com y — o. Além disso, w # 0. Usando o Lema de Fatou

na desigualdade (3-63), temos

M
0= liminf > liminf [ |f(w,)|"dx > / £ (w)|Pdx.
RN RN

p—reo p—reo

Portanto, || f(w)]||, = 0 e isso implica que f(w) = 0. Em particular, w = 0 fornecendo um

absurdo.
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Neste momento, temos que necessariamente |wy|| — 0 com u — co. Dada a

defini¢do de c,, usando as condicdes (g1), (K1) e o Lema 1.1.1 (f3), temos que

cy=inf  sup  J,(I'(s,u)) < sup  Jy, (su)
Te®sc(0,1],uco0k 5€[0,1),ucdQg

1
Sl = [ A7 )dx =0

IN

(3-64)

com u — co. Aqui foi usado que a fungdo I'(s,u) = su pertence a classe de funcgdes
apresentadas no Capitulo 2, Secdo 2.2. Portanto, (3-64) mostra que ¢;, — 0 com y — oo.
Desta forma, existe uy > 0 tal que ¢, < SN/2 /2N para todo u > . O

3.3 A Prova do Teorema Principal

Nesta secdo provaremos o Teorema 3.0.1. Primeiramente, defina up =
max{uj,u}, onde u; e up dados na Proposi¢do 3.2.2 e no Lema 3.2.11, respectiva-
mente. Fixemos a fungdo i com ||Al|y ) (v42) < € com € = min{g;, &}, sendo €; e &
dados na Proposicao 3.2.1 e na Proposi¢do 3.2.2, respectivamente. Desta forma, podemos
invocar a Proposi¢do 3.2.5 para encontrar uma sequéncia de Palais Smale com nivel ¢,

isto é, (vp)nen C E tal que
Ju(vn) = cu € J;,(vn) —0

com ¢, dado na Proposi¢do 3.2.5. Aplicando a Proposicdo 3.2.6, (v,)nen € limitada.
Portanto, existe v € E, tal que a menos de uma subsequéncia

.
v, — v fracamente em E,

v, — v fortemente em L (RV),
n lOC( ) (3—65)
va(x) = v(x), q.t.p.emRY,
L va(x)| < hs(x),  hs €L (RN)a

loc

para qualquer 1 <s < 2%,

Lema 3.3.1 Seja (vu)nen C E uma sequéncia (PS)., para o funcional J,, com ¢, > 0,

entdo a menos de subsequéncia v, — v fracamente em E comn — o e JL(V) =0

Demonstragdo. Aqui repetiremos as mesmas ideias usadas na demonstracgao feita no Lema
2.3.1, no Capitulo 2. Novamente € suficiente provar que J;,(v) = 0. Usando que Cy’ (RN) ¢
denso em E, € suficiente mostrar que (J,,(v),¢) = 0 para todo ¢ € Cy’ (RM), onde aqui (-, -)
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novamente denotard a dualidade em E*. Assim, seja ¢ € Cy (RM) e denote B := supp ¢, 0

suporte da funcio ¢. Neste caso, obtemos
Woon) = 00,0 = (Ln).0) = U (0).0)
= [ Vou-n)Vedst [ V[ 0n)f00) = £ 0 0)] 4
— A [ @ [ ) - f’<v>f<v>} dx
- uf K@ Uf<vn>|l’*2f'<vn>f<vn> — 1 O)P 21 ()1 (0)] o
= [ (PP 2 G ) = )P 21 (0)£0)) o
= [ B [0~ 10 g (3-66)

Usando (3-65), temos que v, — v em L*(B) para 1 <s < 2" e v,(x) = v(x) q. t. p. em B,

com n — oco. Consequentemente

o) fva) = f(v)f(v) q.t.p.sobre B, com n— oo,

F ) P2 ) f o) = [fO)P72f (V) f(v)  q.t.p.sobre B, com n— oo,
|f(Vn)|2'2*_2f,(Vn)f(Vn) — |f(V)|2'2*_2f/(v)f(v) g.t.p.sobre B, com n— oo,
f'va) = f'(v) q.t.p.sobre B, com n—oo.

Além disso, usando a condi¢do (V) e o Lema 1.1.1 (fy), temos que existe uma constante

positiva C ndo dependendo de n, tal que

V() f )£ (va)0] < Cilg].

Assim, V(x)f(v,)f'(v,)0 é dominada por uma fungio em L!(B). Novamente, usando
Lema 1.1.1 (f9), temos

|g(x) f(va) F1(va)0] <2712 |g(x)0)].

Segue que por (g1) e desigualdade de Holder que ¢g(x)¢ € L'(B). Portanto,
q(x)f(va) f'(va)® é dominada por uma fun¢io em L' (B).
Usando (K;), Lema 1.1.1 (f7), (fo) e as estimativas dadas em (3-65) obtemos

|K) | F )P 2 (vn) f (va)0] < Ca

|vn|<p—z>/2¢’ <G ‘ | hs|<p—2>/z¢’ :

para alguma constante positiva C,. Escolhendo s = p/(p — 2), usando mais uma vez a
desigualdade de Holder temos |hs|(P=2)/2¢p € L'(B). Assim, K (x)| £ (va)|P~2f (va) f' (va)0
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é dominada por uma fungéo em L'(B).

Argumentado como feito acima, temos da condi¢do (Kj), Lema 1.1.1, (f7) e

(f9), temos que

O P22 )£ ()] < Ca | val® 10| < 3 > 19

para alguma constante positiva C3. Escolhendo s = 2* — 1 e usando a desigualdade
de Holder, obtemos que |/g|> ~'¢ € L'(B). Desta forma, |f(va)[*> “2f(va)f' (va)0 é
dominada por fungdo em L'(B).

Aplicando o Lema 1.1.1 (f3) e a estimativa feita em (3-65), temos que
() (va)9| < [R(x)0].

Usando a condigdo (/) e a desigualdade de Holder temos que A(x)d € L'(B). Assim,
segue que A (x) f'(v,)¢ é dominada por uma funcdo em L!(B).
Usando todas essas estimativas em (3-66), Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue e a convergéncia fraca v, — v em E, temos

<J;1(vn)a¢> - <J,l/1(v)7¢> = 0n<1)

Note que (J;(vn),9) = 0n(1), concluindo que (J,(v),) = 0. Devido a arbitrariedade
de ¢ € CJ(RY) e a densidade de C(RY) em E, temos que Jy(v) = 0. Isso completa a
demonstracao. 0

Como discutido no Capitulo 2, o Lema 3.3.1 permite que o nosso problema prin-
cipal (3-1) admite a0 menos uma solugio para qualquer i € L?N /(N+2) (RV). Novamente, o
caso em que i # 0 a demonstrag¢do do Teorema 3.0.1, item (i), esta concluida. Neste caso
a funcdo nula nao sera solucio do problema (3-1). No entanto, caso 4 = 0, necessitamos
garantir que o problema (3-1) possui uma solu¢do fraca néo trivial. Desta forma, como no
Capitulo 2, vamos estudar o caso onde a condi¢cdo em que & = 0. Note que, se v # 0, a
prova do Teorema 3.0.1, item (ii), segue usando o argumento padrdo de densidade como
feito no Lema 3.3.1. Sendo assim, consideraremos o caso onde v =0 e & = (. Neste am-
biente, precisamos garantir uma solu¢do nao trivial para o problema (3-1). Relembremos

que quando /& = 0 o funcional energia se torna

Juv) = %/RN!VvIZJrV( dx——/

H 1 2:2¢
= K@U [P

(3-67)
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Portanto, procuremos pontos criticos no triviais para o funcional (3-67). E importante
enfatizar que o funcional dado em (3-67) satisfaz os mesmos resultados obtidos para o
funcional (3-6). Como uma consequéncia, existe uma sequéncia (PS).,, (vu)nen C E para
o funcional energia J, de tal modo que (v,)uen € limitada. Portanto, a menos de uma
subsequéncia, que v, — vem E, para algum v € E.

Agora consideramos o caso em que v = 0. De acordo com o Lema 3.2.11,
existe up > 0 tal que para todo u > u; temos que ¢, < SN/ 2/2N. Assim, escolhendo
u > max{u,u }, invocamos o Lema 3.2.10, obtendo uma sequéncia (y,)peny €1, N >0
tal que |y,| — e

lim sup |va|?dx > > 0. (3-68)

n—oo B, (yn

Defina a sequéncia transladada u, (x) = v, (x+y,), x € RV. Como feito na demonstragio
do Teorema 2.0.1, no Capitulo 2, sem perda de generalidade, podemos assumir que
(Yn)nen C ZN. Portanto, aplicando a condi¢do (V;) temos que ||v,|| = ||u,|| para todo
n € N. Assim a sequéncia (uy),eny C E € limitada. Portanto, a menos de subsequéncia,
u, — uem E. Além disso, usando (3-68) segue que u # 0.

Neste momento, provaremos que o limite fraco da sequéncia transladada € um
ponto critico para o funcional energia J,,, isto &, (J;,(u),) = 0 para qualquer ¢ € E. Com
essa finalidade, fixemos ¢ € C7(RY), obtemos que

Uil ) = [ IV, 4V =3 f ) (1) 0nd
= A [ =3 (n)f ()
= u [ KGO ) )

- /R FOn)P2 72 @) f (vn) Gudlx,
(3-69)

onde ¢,(x) = ¢(x —y,) para todo n € N. Usando que as fungdes V e K sdo ambas, 1-

periddicas em xi,...,xy, temos que

Uilun)8) = [ V0,90, 4V S(00)f (50) 00
— A [ =3 ) ()
= w02 ) )

[P A )
(3-70)
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Note que (v, )nen € uma sequéncia (PS),, para J,, temos que (J,,(v,), ¢n) — 0 comn — oo,

Usando esta convergéncia e (3-70) temos que

(i) 0n) = (Ji(un),0) = =X | (q(x) = q(x = yn)) f(va) f' (V) Ondx  (3-71)

RN

Argumentando de maneira andloga ao que foi feito no Capitulo 2 para a prova da

afirmacdo (2-74) mostramos que

A (q(x) = q(x=yn)) f(Va) f' (Va)Oudx — O

RN

com n — oo. . Assim, aplicando essa convergéncia em (3-71), obtemos que
(Ji(vn), 0n) — (J;(un),0) = 0 quando n — eo.

Usando que (J;,(va),9n) — 0 com n — oo, uma vez que (v,)nen € uma sequéncia (PS),,
para o funcional J, € (9,)en € limitada, temos que (J;,(u),0) — 0 com n — co para todo
ocCy (RN). Portanto, argumentando similarmente como feito na demonstragio do Lema
3.3.1, obtemos que u € um ponto critico ndo trivial para o funcional J,,. Assim, concluimos

a demonstracao do Teorema 3.0.1.



CAPiTULO 4

Apéndice

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados de integrabilidade uniforme e
continuidade absoluta da integral. Além disso, enunciamos um Teorema Geral de Con-
vergéncia de Vitalli. Para mais detalhes sobre esse assunto, recomendamos a referéncia
[3, 45].

4.1 Integrabilidade Uniforme e Tightness

Seja (X, A4,u) um espaco com medida ndo negativa u (finita ou com valores em
[0, +°]).

Definicdo 4.1.1 Uma sequéncia de fungdes (wp)nen em L' (u) é uniformemente integrd-

vel se

lim sup/ |Wy|du = 0. (4-1)
CortooneNJ [Jwa|>C]

Definiciio 4.1.2 Uma sequéncia de fungées (wy)nen em L' (u) satisfaz a condigdo uni-

formemente absolutamente continua da integral se, para todo € > 0, existe & > 0 tal que
/A |wa|ldu < € paratodo neN se u(A) <34. (4-2)

Uma fungio w € L' (u) se [ |w|du < . Neste caso, dizemos que w é u-integrével.

Proposicao 4.1.3 Seja uma sequéncia de fungoes (wy),en p-integrdvel que é uniforme-
mente integrdvel. Entdo (wy)nen satisfaz a condi¢do uniformemente absolutamente con-

tinua da integral.

Demonstragdo. Suponha que (wy)nen € uniformemente integravel. Entdo, dado € > 0,
existe C > 0 tal que
€
/ |wpldu < =, YneN. 4-3)
[l >C] 2
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Escolha 8 = &(2C)~!. Seja A € 4 tal que u(A) < 8. Entdo para todo n € N, temos

Ce ¢
/ ]wn|d,u:/ |Wn|du+ wpldu< — + = =¢. (4-4)
A AN[jwa|<C] AN[Jwa|>C] 2C 2

Assim encerramos a prova da afirmacao.

Teorema 4.1.4 Sejam u uma medida ndo negativa e (W?),cn uma sequéncia de fungoes
u-integraveis. Entdo, (W%)neN € uniformemente integrdvel se existe uma fungdo H ndo

negativa e crescente em [0, +o0) tal que

lim H() =+ e sup [ H(|wy|)du < oo. (4-5)
neN

Demonstragcdo. Seja H uma fung@o ndo negativa e crescente em [0, 4-o0) tal que (4-5) é

satisfeita. Seja M > 0 tal que

/H(]wn|)d,u<M paratodo n e N.

Dado € > o existe C > 0 tal que |w?(x)| < eH (|w,(x)|)/M sempre que |w2(x)| > C. Desta

forma
2 8/ e
wy | du < — H(lw,Ndu< —M =¢€.
/“Wn|2>c]| Paus [ Hwldu <

Assim, (wy,)qen € uniformemente integravel. O

Antes de enunciar um Teorema Geral de Convergéncia de Vitali, precisamos

definir o conceito tight para uma sequéncia (w,),cn de funcdes u-integravel.

Definicao 4.1.5 Uma familia (wy,)nen de fungdes p-integrdvel é chamada tight sobre 4
com respeito a medida p, desde que para cada € > 0, existe um subconjunto Ay de A com

medida p-finita tal que
/ |wpldu < € paratodo néeN.
A\

A seguir enunciamos o Teorema Geral de Convergéncia de Vitali para funcdes u-

integravéis.

Teorema 4.1.6 Seja (wy,),en € uma sequéncia de fungoes uniformemente integrdvel e
tight sobre A com respeito a medida u. Se w, — w q. t. p. em A, entdo w é integrdvel

sobre 4 e
lim | w,du= / wdy.
A A

n—oo
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Demonstragdo. Veja [45]. 0
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