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Resumo

FERNANDES, V. C. Sistemas descontinuos lento-rapidos e aplicacoes. Goi-
ania, 2023. 81p. Dissertacdo de Mestrado. Programa de P6s Graduacdo em Ma-
tematica, Instituto de Matematica e Estatistica (IME),, Universidade Federal de
Goias (UFG).

Nesta dissertacdo estudamos sistemas dinamicos com enfoque em duas dreas: sistemas
descontinuos e problemas de perturbagdo singular. Analisamos a intersec¢do destas duas
areas através de alguns resultados tedricos. No primeiro momento apresentaremos uma te-
oria similar a Teoria de Fenichel para sistemas descontinuos singularmente perturbados,
posteriormente mostraremos que um sistema obtido via regulariza¢do pode ser associado
a um problema de perturbacao singular. Além disso, estudamos uma modelagem matema-
tica na drea de climatologia, com o objetivo analisar as bifurca¢des de singularidades e a
existéncia de uma 6rbita periddica para certos parametros especificos. Neste modelo, ndo
podemos aplicar a teoria de Fenichel, por este motivo utilizamos uma aplica¢do ad-hoc da
Teoria de Fenichel para demonstrar os resultados desejados. Por dltimo, apresentaremos

alguns resultados inéditos para o modelo climatolégico.

Palavras—chave
Sistemas Descontinuos, Teorema de Fenichel, Sistemas Lento-Répidos, Regula-

rizacdo de Sotomayor-Teixeira



Abstract

FERNANDES, V. C. Discontinuous slow-fast systems and applications. Goi-
ania, 2023. 81p. MSc. Dissertation. Programa de P6s Graduacdo em Matemd-
tica, Instituto de Matematica e Estatistica (IME),, Universidade Federal de Goias
(UFG).

In this work we study dynamical systems focused on two areas: discontinuous systems and
singular perturbation problems. We analyze the intersection of these two areas through
some theoretical results. In the first moment, we will present a theory similar to Fenichel’s
Theory for singularly perturbed discontinuous systems, later we will show that a system
obtained via regularization can be associated with a singular perturbation problem. In
addition, we will study a mathematical modeling in the area of climatology, with the
objective of analyzing the bifurcations of singularities and the existence of a periodic
orbit for certain specific parameters. In this model, we cannot apply Fenichel’s theory, for
this reason we use an ad-hoc application of Fenichel’s Theory to demonstrate the desired

results. Finally, we will present some unpublished results for the climatological model.

Keywords
Discontinuous Systems, Fenichel Theorem, Slow-Fast Systems, Regularization
of Sotomayor-Teixeira
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Introducao

Nesta dissertacdo estudamos duas classes de sistemas dindmicos, que sdo os sis-
temas suaves por partes e os problemas de perturbacdo singular. O estudo de sistemas
dindmicos suaves por partes nos Gltimos anos tem se desenvolvido em um ritmo muito ra-
pido, e é certamente, uma das fronteiras comuns entre Matemdtica, Fisica e Engenharia.
Uma das formulagdes dessa teoria deve-se ao trabalho [5]. Ja o estudo de problemas de
perturbacao singular sdo definidos por sistemas de equagdes diferenciais que possuem es-
calas de tempo diferentes, uma lenta e outra rapida, e que sdo equivalentes quando € # 0.
As propriedades das solucdes de um problema de perturbacao singular podem ser estuda-
das usando métodos geométricos da teoria de sistemas dindmicos. Esta aproximacao foi
fundamentada por Fenichel em [4].

Recentemente, uma nova teoria tem buscado desenvolver a teoria sistemas dina-
micos nao-suave e de perturbacdo singular, simultaneamente, no que é chamado de sis-
temas descontinuos lento-rapidos. Este trabalho tem como objetivo abordar a intersec¢ao
dessas duas dreas através de alguns resultados tedricos. Além de apresentar uma aplica-
¢do matemdtica em um modelo climatolégico [17]. Assim, resumiremos nos proximos
paragrafos as bases tedricas que foram utilizadas.

Em [2] através do método de regularizacdo de campos vetores suaves por partes
introduzido por Sotomayor e Teixeira apresentado em [13], ¢ demonstrado que para
uma classe adequada de campos vetoriais um sistema obtido via regularizacdo pode ser
associado a um problema de perturbagdo singular e tornando, assim, possivel o estudo
qualitativo desse problema.

Em [3] a teoria de sistemas descontinuos e problemas de perturbagdo singular
¢ estudado simultaneamente. Em outras palavras, o campo deslizante de um sistema de
Filippov singularmente perturbado € escrito como um problema de perturbacdo singular.

O modelo conceitual climéatico [17] considera resultados ja estabelecidos, com
o objetivo de estudar um modelo concreto que representa ciclos glaciais, este modelo
apresenta dois regimes distintos, um glacial e outro interglacial, bem como uma regra
para alterar entre um regime e outro. As equacdes estdo representadas em um sistema
tridimensional de equacdo diferencial. Neste trabalho € feito o estudo de bifurcagdes de

singularidades e drbitas periddicas para certos parametros especificos. Uma tentativa de
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aplicar a teoria de perturbagdo singular € realizada, mas como esta teoria ainda ndo estd
desenvolvida para sistemas descontinuos lento-rdpidos, € necessdrio fazer uma aplicacdo
ad-hoc da teoria de Fenichel.

Para este propdsito, a dissertacio estd organizada da seguinte forma.

No primeiro capitulo, fornecemos as defini¢des e resultados sobre a teoria de
Filippov. Aqui separamos o capitulo em duas partes: a primeira consistird em resultados
sobre a estrutura de um sistema Filippov; a segunda parte estd relacionada ao processo de
regularizagdo.

Para o segundo capitulo, apresentaremos a teoria geométrica de perturbacdo
singular, definiremos sistemas lento-rdpido, e 0 mais importante, enunciamos o Teorema
de Fenichel.

No terceiro capitulo, o foco se dard nos sistemas de Filippov singularmente
perturbados, no qual demonstraremos dois teoremas: o primeiro afirma que o campo
deslizante associado ao sistema de Filippov singularmente perturbado pode ser escrito
como um problema de perturbacao singular e o segundo é uma adaptacao do Teorema de
Fenichel.

No quatro capitulo, demostraremos que um sistema obtido via regularizacio é
um problema de perturbacao singular, além de apresentar alguns exemplos.

No capitulo cinco, abordaremos o trabalho [17], estudaremos o modelo climético
e provaremos a existéncia de uma 6rbita periddica cruzando a regido de descontinuidade.

No sexto e dltimo capitulo, apresentaremos resultados inéditos, deixamos de
fixar certos parametros especificos no modelo climético, e buscamos alguns resultados
persistentes para o estudo de Orbitas periddicas. Além disso, apresentaremos os trabalhos

futuros.



CAPITULO 1

Sistemas de Filippov

O objetivo deste capitulo € apresentar alguns conceitos béasicos para o estudo de
sistemas dinamicos descontinuos (ou sistemas de Filippov). Tais sistemas apresentam uma
dindmica interessante e aplicagdes pertinentes, além de uma rica abordagem matematica.

As principais referéncias deste capitulo sao [1], [5], [8] e [6].

1.1 Convencao de Filippov e Definicoes

Sejam X e Y campos de vetores suaves de classe C" definidos em um aberto
UCR"e f:R" — R uma funcdo de classe C" tendo 0 como um valor regular, isto
é VF(0) # 0. Dado £ = f~1(0), dizemos que £ = {x € U : f(x) =0} é a variedade de

descontinuidade que separa as regides
Yr={xcU:f(x)>0} e X ={xcU:f(x)<0}.
Um sistema de Filippov € definido por Z : R” — R", tal que:

X(x) sexeXT,
Z(x) = (1-1)
Y(x) sexeX.

Usaremos a notagdo Z = (X,Y) para representar o sistema de Filippov (1-1). Denotaremos
por Q" o espago dos campos vetoriais Z(X,Y).

A dindmica dada por um campo vetorial de Filippov Z(X,Y) € Q', é definida
localmente através de um ponto p € U, ou seja precisamos definir o fluxo @z(z, p) de
(1-1).

Seja p € F, a trajetdria local de p em relagio ao campo X (resp. Y) é definida de
maneira usual, ou seja, basta utilizar as solugdes de X (resp. Y) através da teoria cldssica
de EDO’s.

Para analisarmos a trajetoria de p € X precisamos definir a derivada de Lie, pois

através do sinal da derivada podemos determinar como as solu¢des de X e Y interagem
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com X em p.

Definicao 1.1.1 A derivada de Lie de f com respeito ao campo X em um ponto p é dada
por:

Xf(p) =X (p),Vf(P))

onde Vf ¢é gradiente de f e (,) o produto interno usual de R".
As derivadas de Lie de ordem superior sdo definidas por: X"f = X(X"~1f),
onde n € N.

Assim, dividimos a regido de descontinuidade X no fecho de trés regides distintas

dependendo para onde o campo vetorial aponta:

* Regido de Costura: X ={p € X : X f(p) - Y f(p) > 0}. Veja Figura 1.1.
* Regido de Deslize: X' ={p € X: X f(p) <0e Y f(p) > 0}. Veja Figura 1.2.
* Regido de Escape: X ={p € X: X f(p) >0eYf(p) <O0}. Veja Figura 1.2.

As Figuras 1.1 e 1.2 estdo em R?, e servem somente para auxilar no entendimento

da dindmica na regido de descontinuidade X.

SN T O N I A
NN N NN

Figura 1.1: Regido de Costura.

S A T A
NN N~ AN NN

Figura 1.2: Regido de Escape e Regido de Deslize.

Note que se p € X, os campos vetoriais apontam para mesma dire¢do. Por outro
lado, se p € X UX® entdo os campos apontam em direcdes opostas e desse modo para
determinar a 6rbita local que passa por esse ponto utilizamos a convencdo de Filippov

[5]. Defina o campo vetorial deslizante Z*

1
“Yf(p)—X/(p)

O campo Z° é chamado de campo vetorial deslizante independentemente de

Z'(p) (Yf(p)X(p)—Xf(p)Y(p)). (1-2)

estar definido na regido de deslize ou de escape. Geometricamente, o campo deslizante €

definido como na Figura 1.3.

Definicao 1.1.2 Dizemos que p € X é um ponto de tangéncia de X (resp. Y) se X f(p) =0
(resp. Y f(p) =0).
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Figura 1.3: Campo deslizante Z°. A figura foi inspirada na referén-
cia [6].

Observe que, se X(p) =0 e Xf(p) = 0 os pontos criticos estdo inclusos nos
pontos de tangéncia, por outro lado, se X(p) # 0 e X f(p) = 0 a trajetéria de X que passa

por p € tangente a X. Assim, definimos os seguintes tipos de tangéncia.

Definicao 1.1.3 Seja Z um campo de Filippov e considere p um ponto de tangéncia de Z.
Dizemos que um campo de Filippov possui contato de ordem n € N com ¥ em p se, para
um campo vetorial suave X, X*f(p) = X(X*" 1 f(p)) =0 parak <n e X"f(p) # 0.

Além disso, dizemos que € p um ponto de tangéncia visivel ou invisivel se:

1. p € ¥ € um ponto de tangéncia visivel se X possui contato com X de ordem par ou
impar em p e X" f(p) > 0.

2. p € X é um ponto de tangéncia invisivel se X possui contato de ordem par com X
empeX"f(p)<O.

Um ponto p € de tangéncia dupla quando ele ¢ um ponto de tangéncia para ambos
os campos. Dizemos que uma tangéncia dupla p € eliptica se p € invisivel para X e Y;
parabdlica se p € invisivel para X e visivel para Y, ou vice-versa; e hiperbdlica se p é
visivel para X e Y. Veja a Figura 1.4.
N N _
- 77N

Figura 1.4: Tipos de tangéncia dupla: eliptica, parabdlica e hiper-
bélica, respectivamente. A figura foi inspirada na refe-
réncia [8].

Em particular, temos as seguintes defini¢des.

Definicao 1.1.4 Um campo vetorial suave X possui uma dobra ou tangéncia quadrdtica
com X em um ponto p € X se Xf(p) =0 e X%f(p) #0.

Definicao 1.1.5 Um campo vetorial suave X possui uma cuspide ou tangéncia
ciibica com ¥ em um ponto p € ¥ se Xf(p) = X>f(p) =0 e X>f(p) #0 e
{df(p),de(p),dXzf(p)} é linearmente independente.
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Observe que pode ndo existir unicidade sobre pontos de X. Deste modo, podem
surgir pontos singulares em sistemas de Filippov, cujas 6rbitas podem ser somente um
ponto, ou uma curva nao regular ou ainda 6rbitas de Z que atingem um ponto singular em
tempo finito.

A seguir definiremos trajetoria.

Definicao 1.1.6 Uma trajetéria global ©z(t,p) do campo de Filippov Z é o traco de
uma curva continua obtida pela concatenagdo de trajetorias de X e/ou Y e/ou Z°, com

orienta¢do adequada.

Definicio 1.1.7 Uma trajetéria maximal ©z(t,p) é uma trajetoria global que ndo pode
ser estendida por nenhuma outra concatenagdo de trajetorias de um dos campos X, Y ou
Z5. Neste caso, chamamos [ = (T~ (p),T" (p)) intervalo de solugdo maximal para ©z, que

contém o valor 0.

A trajetéria positiva maximal @ (¢, p) é parte da trajetéria maximal @z(t, p) para
t > 0. Note que, é possivel termos T (p) = 4o para uma trajetéria maximal @z(z, p)
de maneira que Qz(t,p) # q para t <ty e ©z(t,p) = q para todo t >ty > 0, veja a
Figura 1.5. Além disso, devido a ndo unicidade para uma trajetéria maximal Qz(z,p)
de Z, com condigdo inicial @z(0, p) = p, pode ocorrer que @z(t + s, p) seja diferente de
¢0z(s,9z(t,p)) se, entre os tempos ¢ e ¢ + s uma concatenagio diferente for realizada para

a obtencao de uma trajetdria global comecando em @z (t, D).

/////

Figura 1.5: Trajetéria maximal ©z(t,p) tal que ©z(t,p) # q para
t <toe@z(t,p) =q paratodot >ty > 0. A figura foi
inspirada na referéncia [8].

Se uma trajetéria de Filippov € singular em p € U, dizemos que p € um ponto de
equilibrio de Z, no sentido em que X (p) = 0 (resp. Y(p) = 0) para X (resp Y), que estd
definido em I T (resp. £7). Se p € IF, dizemos que p é um ponto de equilibrio real; se
pevU \Z_i , dizemos que p € um ponto de equilibrio virtual. O ponto p € X’ UX* que
satisfaz Z*(p) = 0, isto é, o ponto critico do campo vetorial deslizante é chamados de
pseudo-equilibrio de Z.

1.2 A Regularizacao de Teixeira-Sotomayor

O processo de regularizacdo consiste em utilizar uma funcio de transi¢do para

formar uma familia de campos vetoriais continuos que se aproxima do sistema de
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Filippov, quando um certo pardmetro tende a zero Este processo foi introduzido por
Sotomayor e Teixeira [13] para sistemas de Filippov de dimensao 2, e por Llibre e Teixeira

[10] em dimensao 3.

Definicao 1.2.1 Uma funcdo continua @ : R — R de classe C" é uma fun¢do de transicdo

se

—1, paras<—1,
o(s) =
1, paras > 1,

e ¢'(s) > 0ses € (—1,1). Geometricamente representado na Figura 1.6.

Figura 1.6: Grdfico da funcdo de transicdo ©.

Definicao 1.2.2 Dada uma funcdo de transicdo @ : R — R, a @—regularizacdo de um

sistema de Filippov é uma familia a um pardmetro de campos vetoriais Zg, dada por

Zq) = (% +M>X@+ (% - M)Y(q), (13

com Qg(s) = ¢(3) para e > 0.
Facamos um exemplo.

Exemplo 1.2.3 Considere o sistema de Filippov
(1-4)

Considere f(x,y) =y, temos que o gradiente de f é dado por Vf = (0,1), logo

Xf(x,y) - <(1a7>7<071)>:7 € Yf(x7y> - <(171)7(071>>:17

com isto (X (x,y),Vf(x,y))(Y(x,y),Vf(x,y)) >0, o que implica que ¥ é uma regido de

costura, veja a Figura 1.7.
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Agora, realizaremos a regularizagdo do campo, para isto defina Q¢(3) uma

fungdo de transicdo. A Q¢ —regularizacdo do campo é dada por:

Ze(x,y) = (5 + — 5

| =

Il

| =
/\/’_\/‘\/‘\

+

S

N

)X(xvy) + (% - M) Y (x,y)

Il
N | —
—
_|_
)
o
=
N————
e
=
=
_|_
/_\/’_‘\
|
)
o
=
N———
h<
=
=
| I

/

4

Figura 1.7: Retrato de fase do sistema de Filippov (1-4).



CAPITULO 2

Teoria Geométrica de Perturbacao Singular

Neste capitulo introduziremos a Teoria Geométrica de Perturbacdo Singular, com
o objetivo de apresentar os problemas de perturbacdo singular e o Teorema de Fenichel.

As principais referéncias do Capitulo 2 sdo [4] e [9].

2.1 Problemas de Perturbacao Singular

Problemas de perturbacao singular sdo definidos por sistemas de equagdes di-

ferenciais que possuem duas escalas de tempo diferente, e que sdo equivalentes quando

e#0.

Definicao 2.1.1 Sejam f:R" xR" xR —R" e g: R" xR" xR — R" aplicacdes suaves.

Um campo vetorial lento-rdpido é um sistema de equagcoes diferenciais definido por

dr — % = f(x,y,€),

p (2-1)
e =ey=g(x,y8),

onde (x,y) € R" xR" e 0 < € < 1. Reescalonando o tempo por T = é obtemos o sistema

equivalente

& — ¥ =¢f(x,y,€),

d
==Y =g(x,y8).

(2-2)

Problemas da forma (2-1) possuem a escala de tempo lento na varidvel ¢ e a de
tempo rdpido na varidvel T. Formalmente, o sistema (2-1) é chamado de sistema lento e
(2-2) de sistema rapido.

A primeira tentativa natural de se analisar um sistema lento-rapido € considerar
o caso em que € = (. Desta forma, obtemos dois sistemas de equagdes com dinadmicas

diferentes: o problema reduzido

x:f(x,y,O), 0:g(x,y,0) (2'3)
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e o problema layer
.X,'/:O, y/:g(xvyuo)' (2_4)

A seguir definimos o conceito de variedade critica.

Definicao 2.1.2 O conjunto
Co={(x,y) e R" xR": g(x,y,0) =0}

é chamado de variedade critica do problema de perturbagdo singular.

Note que (2-3) define um sistema dinadmico sobre a variedade critica. Além disso,
existe uma relacdo entre os pontos de equilibrio do sistema rapido e a variedade critica

Co, no qual pode ser demonstrada pela Proposicao 2.1.3.

Proposicao 2.1.3 Os pontos de equilibrio do sistema rdpido estdo em correspondéncia

biunivoca com os pontos em Cy.

Demonstragdo

Fixando algum yy, se xo € um ponto de equilibrio do sistema rapido:

¥ = g(x,0,0),

entdo g(xo,y0,0) = 0, assim, podemos concluir que (xp,yo) € Co. Por outro lado, se
(x0,y0) € Cp € claro que (xg,yo) sdo pontos de equilibrio do sistema rapido. Portanto, Cy

€ uma variedade de pontos singulares para (2-4). 0J

Combinando os resultados dos problemas (2-3) e (2-4) obtemos informagdes
sobre a dindmica do problema (2-1), para valores pequenos de €.
Uma das equagdes cldssicas da Teoria Geométrica de Perturbacdo Singular € a

equagdo de van der Pol, introduzida em [15].
Exemplo 2.1.4 Considere o sistema de van der Pol

3

x=y, 8y'=y—y§—X- (2-5)

Note que a variedade critica Cy é o grdfico de uma funcdo,

3
Co = {(x,y) GRXR:x:y—%}.
Tomando t© = t /€, obtemos o sistema rdpido equivalente
y3
Y=gy, y=y——x (2-6)

3
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Quando € = 0 em (2-5) e (2-6) temos o problema reduzido e o problema layer, respec-
tivamente. Podemos analisar a dindmica do sistema lento-rdpido na Figura 2.1, onde a
curva em azul representa a variedade critica, as setas horizontais em cinza descrevem o

fluxo rdpido e as setas de cor preta o fluxo lento.

& 4“

Y

-1.0
-2 0 2

Figura 2.1: Dindmica do sistema (2-5).

2.2 Teorema de Fenichel

Antes de enunciar o Teorema de Fenichel, apresentaremos algumas defini¢des

necessarias.

Definicao 2.2.1 Dizemos que o sistema (2-2) é normalmente hiperbdlico se a parte real

dos autovalores da matriz Dyg(xo,y0,0) € diferente de zero para todo (xo,yo) € Co.

Definicao 2.2.2 Dizemos que um subconjunto S C Cy normalmente hiperbdlico é atrator
se todos os autovalores de Dyg(p,0) possuem parte real negativa para todo ponto p € C,.
Analogamente, S é dito repulsor se todos os autovalores possuem parte real positiva.
Se S é normalmente hiperbdlico, mas ndo satisfaz nenhuma das condigbes acima, entdo

dizemos que é do tipo sela.

Considere o sistema rdpido (2-2) com acréscimo da equagdo trivial € =0

X' =¢ef(x,y,e)
y = g(x,y,€) (2-7)
e =0.

Seja L(x,y,€) := (ef(x,y,€),8(x,y,€),0) o campo de vetores definido pelo sis-
tema (2-7). Assumimos que a parte linear de L nos pontos (x,y,0) € Cyp possui k* autova-
lores com partes reais negativa e k* autovalores com partes reais positiva. Os auto espacos

estavel e instavel relacionados tém dimensodes k° e k¥, respectivamente.



2.2 Teorema de Fenichel 24

Definicdo 2.2.3 Sejam A, B C R™"" conjuntos compactos. A distancia de Hausdorff entre
A e B é definida por D(A,B) = max;,ca z,ep) 1d(21,B),d(22,A) }.

Teorema 2.2.4 (Fenichel) Considere uma familia de classe C" como em (2-2). Seja N
uma variedade invariante compacta normalmente hiperbdlica j-dimensional do problema
reduzido (2-3) com uma variedade local estdvel W* de dimensdo j-+ j° e uma variedade

local W" de dimensdo j+ j“. Entdo existe €1 > 0 tal que:

(i) Existe uma familia de classe C'~! de variedades {N¢:¢ € (—€1,€1)} tal que
No = N e N¢ é uma variedade invariante hiperbolica de (2-2);

(i) Existem familias de classe C'~' de variedades {Ni:ec (—e1,€1)} e
{N{:e€(—e,€1)} de dimensées (j+ j°+k*) e (j+ j*+ k") tais que para

€ >0, N7 e N{ sdo variedades locais estdvel e instdvel de Ng, respectivamente.

O Teorema de Fenichel nos garante que Ny e Ng possuem as mesmas proprieda-
des de estabilidade, ou seja a dindmica dos sistemas para € = 0 se mantém para € # 0. Em
outras palavras, qualquer estrutura do problema reduzido a qual persiste sobre perturba-
cdo regular persiste também sobre perturbacdo singular por restri¢cao do fluxo do sistema
rapido a variedade central. Além disso, as solugdes em W*¥(N{) tendem para Ng quando
T — oo e solugdes em W*(N¥) tendem a Ng quando T — —eo.

A Figura 2.2 € uma representacdo geométrica do Teorema 2.2.4, onde a curva

azul descreve a variedade Ny, e a curva tracejada simboliza a variedade Ng, para € # 0.

Ny

(a) Variedade ndo perturbada Ny. (b) Variedade perturbada Ng.

Figura 2.2: Representacdo geométrica do Teorema 2.2.4.

Para um melhor entendimento da teoria analisaremos o seguinte exemplo.
Exemplo 2.2.5 Considere o sistema rdpido

x = —ex, y = x? —. (2-8)

Nosso objetivo é encontrar a variedade Cg. A variedade critica é dada por

Co={(x,y) E]Rzzy:xz}.
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Note que Cy é normalmente hiperbdlico e é atrator, pois

d(x*—)

R =—-1<0. (2-9)

O conjunto Cg pode ser calculado explicitamente, por

x' = —ex, temos x(1)=x(0)e .
Observe que
Y = -y
= Y+y=x (2-10)

=y 4+y=1x(0)%e%",

Resolvendo por fator integrante, temos que u(t) = e*. Multiplicando ambos os lados da

equagdo (2-10) por u(t), obtemos

ery/_|_e1:y — erx(())ze—zsr
d T _ 2 ,(1-2¢)t -1
ey = x(0)% :
Integrando ambos os lados da equagdo (2-11), obtemos
x(0)?
T —v(0) = (1-2¢&)t _ 1
E3(0)-3(0) = T (e )
0 2
1) = y(0)+ 2 el-r )
Dividindo por €* os dois lados da equacdo acima, temos
0 2
(1) = e 55(0) + 1 (e o)
Assim,
- X027 o x(0)* _
= (x(0)e™*, [y(0) — g ). 2-12
w05) = (0 o)~ 2 |ees KL @-12)
x(0)? .
Se y(0) = e entdo a solugdo (2-12) envolve somente a escala de tempo lento t = €1
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Em particular,
_ x(n)?
1-2¢

Portanto, a variedade Cg é dada por

y(T) para todo T > 0.

C. — 2 X
~{omern-5 )

A Figura 2.3 exibe a dindmica do sistema (2-8), onde a linha azul representa a
variedade critica Cy, a linha tracejada é a variedade Ce, g = (0,0) é ponto de equilibrio
do sistema (2-8), a curva rosa é um segmento da trajetoria de Y(t) = (x(t),y(t)) para
€>0.

Note que, a trajetdria Y(t) estd contida na variedade Cg. Deste modo, qualquer
subvariedade pertencente a Cy poderia ter sido escolhida para aplicar o Teorema de
Fenichel.

0.5

0.0

-05F

Figura 2.3: Esquema do exemplo (2.2.5).

De forma geral, o cdlculo analitico da variedade C¢ ndo € tdo trivial como no

exemplo anterior. Para mais exemplos, recomendamos consultar a referéncia [9].



CAPITULO 3

Sistemas de Filippov Singularmente

Perturbados

Neste capitulo estudaremos sistemas de Filippov singularmente perturbados. O
principal objetivo é entender como a dinamica de um sistema de Filippov é afetada por

problemas de perturbagdo singular. Utilizamos como principal referéncia o artigo [3].

3.1 Principais Resultados

Considere o sistema de Filippov singularmente perturbado

F(x,y,€) seh(x,y,¢€)
G(x,y,€) seh(x,y,€)

Y

0
Sy:H(xay78)7 (3'1)
0,

X =

VoA

onde € é um pardmetro pequeno, x € R” € a variedade lenta, y € R € a varidvel rdpida,
F = (FR,F, - ,F,),G=(G,Gy,---,G,), h e H sdo funcdes de classe C’", para r
suficientemente grande.

A variedade lenta do sistema (3-1) é dada por
Ce={(x,y) € R™: H(x,y,e) = 0},
e a regido de descontinuidade
Me = {(x,y) e R : h(x,y,€) =0} .

O conjunto Cy = {(x,y) € R : H(x,y,0) = 0} ¢ variedade critica do sistema
(3-1). Além disso, quando € = 0 temos Mo = {(x,y) € R""! : h(x,y,0) = 0}.

Assuma que a equacdo H(x,y,€) = 0 pode ser resolvida por y = f¢(x), para todo
€=>0.

Sejam VH(p) e Vh(p) os vetores gradiente de H e h, respectivamente. Considere

que a interse¢do da variedade critica com a regido de descontinuidade acontece de
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forma geral, quando VH(p) e Vh(p) sdo linearmente independente para qualquer ponto
p € MynQCy.

Para descrever as situacdes de um problema de Filippov singularmente pertur-
bado considere a Figura 3.1, onde a variedade critica e a regido de descontinuidade estdo
em R3. A linha em negrito é dada por {A(x,y,0) = 0} N {H(x,y,0) = 0}.

Suponha que p; € {h(x,y,0) < 0} seja um ponto singular normalmente hiperb6-
lico do problema (3-1), ou seja, um ponto singular de (3-3),

x=F(x,y,€), €y =H(x,y,¢). (3-2)
O problema reduzido associado (3-2) é dado por
X =F(x,y,0), H(x,y,0) =0 (3-3)

Entdo, o Teorema de Fenichel afirma que p; persiste como um ponto singular hiperbdlico
pe de (3-1), neste caso, um ponto singular de (3-2), para todo € > 0 suficientemente
pequeno.

Analogamente, para p; € {h(x,y,0) > 0}, obtemos
x=G(x,y,€), €y=H(x,yE€). (3-4)

Assim, pelo Teorema de Fenichel o ponto p, persiste como um ponto singular hiperbdlico
pe de (3-4) para todo € > 0.

Podemos fazer essas conclusdes para qualquer variedade invariante normalmente
hiperbdlica N localizada em h(x,y,€) > 0 ou h(x,y,€) < 0, sejam elas um ponto singular
ou Orbitas periddicas, como I'; e I'; representadas na Figura 3.1.

Por outro lado, para p3 € {h(x,y,0) =0} N {H(x,y,0) = 0}, ndo podemos aplicar
o teorema de Fenichel, pois ndo € possivel concluir se um ponto singular do campo
de vetores deslizante associado ao problema reduzido de (3-1) persiste como um ponto
singular pe do sistema de Filippov singularmente perturbado para € > 0 pequeno. Deste

modo, os proximos resultados buscam solucionar este problema.

Observacao 3.1.1 Nos exemplos sdo considerados os seguintes casos:
oh __ oh

Quando o segundo caso é satisfeito, se assume que a funcdo H ndo depende da varidvel
X = (X1,...,Xn), OU S€ja aa—f = 0. Assim sendo, podemos supor sem perda de generalidade

que H(x, y, €) =y.

Definicdo 3.1.2 O sistema (3-1) é localmente simples em p = (x,y,€) € R""! x R, se uma

das seguintes condicoes sdo satisfeitas.
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Figura 3.1: Definicdo geométrica de um sistema de Filippov sin-
gularmente perturbado. A figura foi retirada de [3].

a) §2(p) #0.
b) Existe uma vizinhanca U de p € R de modo que %L;(q) = 0, para todo q €
UNM;.

Dizemos que o sistema (3-1) é simples se ele for localmente simples para qualquer p.

Note que pela condi¢do a) da Definigdo 3.1.2, podemos escolher coordenadas
locais em torno do ponto p, tal que A(x,y,€) = h(x,€), isto é, a fungdo & nio depende da
varidvel y em uma vizinhanga do ponto p.

Considerando € = 0 em (3-1), obtemos o problema reduzido:

F(x,fo(x),0) seh(x)

~ g 0:H<x7y70)7 (3'5)
G(x, fo(x),0) seh(x)>

X =

onde A(x) = h(x, fo(x),0). Reescalonando o tempo por T := t/¢ em (3-1), obtemos o

sistema rdpido equivalente

eF(r,y.€)  seh(x.ye)

/ g 07 /
X = y =H(x,y,€). (3-6)
eG(x,y,€) seh(x,y,€) >0,
Para € = 0 em (3-6), temos o problema layer
X/:O, y/:H()C,y,O). (3_7)

Note que o sistema lento definido em (3-5) é um sistema suave por partes,
enquanto (3-7) € suave. Para € > 0, podemos expressar o sistema (3-1) na forma geral

de um sistema de Filippov como visto em (1-1)
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(

<F<x,y, ) @) se h(x.1,8) <O,
(x,y) = (3-8)
(G(x,y, £), w) se h(x,y,€) > 0.

As derivadas de Lie do campo (3-8), sdo

\

((F (x,y,€),H (x,y,€)/€), Vh(x,y,€)) = g_i F(xy,€) + g_;lH(x’;y,e)
(Ge.08), Hx.0.8)/€), Vh(x..8) = 00 Glr.y.e) 3—’; Hee)

As regides de M. associadas ao sistema (3-8) para € > 0 sdo denotadas por M.,
M? e M3, como regiio de costura, escape e deslize, respectivamente. Quando € = 0, temos
M(l), M% e MS. Além disso, aM(i), com i = 1,2, 3 representa a fronteira de M(i).

Mostraremos que se a condi¢do de deslize € satisfeita para o problema reduzido
(3-5) entdo ela também ¢ satisfeita para o sistema de Filippov singularmente perturbado

(3-1), com este propdsito considere as seguintes defini¢des e resultados.

Definicao 3.1.3 Seja p € CoN My um ponto da regido de deslize MS do problema reduzido
(3-5). Dizemos que o sistema (3-1) satisfaz a propriedade P se, para algum € > 0
suficientemente pequeno existe uma vizinhanca V de p em R tal que Ve =V N M,

é um conjunto aberto ndo vazio em Mg e Ve C Mg.

Definicao 3.1.4 Seja p € Co NMy um ponto em aMS. Dizemos que o sistema (3-1) satisfaz
a propriedade P se, para algum € > 0 suficientemente pequeno, existe uma vizinhangca V

de p em R" ! al que Ve =V N Mg é um conjunto aberto ndo vazio em Mg e Vg OMS #0.

A Proposicao 3.1.5 nos garante que o deslize persiste para sistemas de Filippov

singularmente perturbados.

Proposicao 3.1.5 Considere uma C" familia como (3-1) e suponha que seja localmente

simples em p € Co N My. Temos que:

i) Sepe MS entdo (3-1) satisfaz a propriedade P;
ii) Se p € BMS entdo (3-1) satisfaz a propriedade P.

Demonstragdo
i) A condigdo de deslize para o problema reduzido (3-5) em um ponto p €
Co N My € dada por:
oh oh
—-F>0, —-G<O. (3-9)
ox ox
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Como a funcdo & é dada por & = h(x,y,0) = h(x, fo(x),0), temos pela regra da
cadeia que
oh oh oh

$F+ay[vfo-F]>O, a—G+ [vfo G] < (3-10)

Por outro lado, para cada € > 0, a condicao de deslize para o sistema (3-1) em um ponto
qe Mg’ ¢ dada por
oh ohH oh ohH

—F+——>0 —— <0. 3-11
+ £> T ox G+8y8 (-11)

Por hipétese o sistema (3-1) é localmente simples em p = (x,y,€) € R""! x R, ou seja,
satisfaz as condi¢des da Defini¢do 3.1.2. Quando a primeira condicao € satisfeita, segue
pelo Teorema da fungdo implicita que podemos escolher coordenadas locais em torno do
ponto p de modo que a fun¢do /& ndo dependa da variavel y, dai g—;’ (p) =0. Para o segundo
caso, implica que V fy(p) = Vy = 0. Em ambos os casos a condic¢do de deslize (3-10) em
um ponto p € Cy N My é resumida em

oh oh

—F>0, —- 0.
ox e ox G<

Por outro lado, como H(p) = 0 segue que

oh ohH 0oh oh ohH 0oh
5 P ayg—a(p)ﬁ(pb() e e aye—a(p)~G(p)<0~

Levando em considerag@o a continuidade das fun¢des temos que para cada € > 0
a equacao (3-11) € satisfeita para todos os pontos g € U, onde U € uma vizinhanca de p.
Em particular, ¢ € M; para todo g € U N Mg, satisfazendo a propriedade P.

ii) Pelo item i) sabemos que existe uma vizinhanca U de R tal que
Us=UNM#0 e U C M. Seja V uma vizinhanca de p tal que Ve = VN M, # 0.
Defina W :=V NU, entdo W € uma vizinhanca de p e W C U. Para € > 0, suponha sem
perda de generalidade que o conjunto We := W N M, seja ndo vazio. Note que W C U.
Entdo, We C M3, pois Us C M2. Além disso, Ve =V M DVNUNMe =W NMe = We.
Portanto, Ve N M3 # 0, isto &, o sistema (3-1) satisfaz a propriedade P. 0

Agora, podemos enunciar e provar os principais teoremas.

Teorema 3.1.6 Considere uma C" familia como (3-1) e suponha que 5 ( ) # 0 para todo
p € Me. Entdo:

i) O campo deslizante do sistema de um sistema de Filippov singularmente pertur-

bado (3-1) € um sistema lento-rdpido da forma

x=ox,y,e) €y=H(x,y€) (3-12)
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onde o. é uma aplicagdo de classe C'".

ii) A dindmica do problema reduzido (3-12) é dada por
x=o(x,y,€), 0=H(x,y€) (3-13)

e coincide com a dindmica do campo de vetores deslizante do problema reduzido

(3-5).

Por meio do reescalonamento no tempo T = ¢/€ em (3-12) obtemos o sistema

rapido equivalente
/

¥ =ea(x,y,€), ¥ =H(x,y¢). (3-14)

Seja L(x,y,€) := (eax,y,€),H(x,y,€)) o campo de vetores definido pelo sistema (3-12).
Assumimos que a parte linear de L nos pontos (x,y,0), onde H(x,y,0) = 0, tem k*
autovalores com parte real negativa e k* autovalores com parte real positiva. Note que
neste caso temos k' =1 e k¥ =0 ou k* =0 e k" = 1. Isso se deve ao fato da varidvel y ter
dimensdo 1. Além disso, o problema layer associado ao sistema (3-12) (a saber, o sistema
(3-5) com (¢ = 0)) coincide com o problema layer (3-6) associado ao sistema de Filippov
lento-rapido (3-1).

Agora, demonstraremos o Teorema 3.1.6.
Demonstragdo

i) Temos que a forma geral da expressdo do campo vetorial deslizante associado

ao sistema de Filippov lento-rapido (3-8) é dada por:

(@ -F)G—(2-G)F+ 245G F)

70 e Y

('x’y) :fs('x7y78> =

Como gh( ) # 0 para todo ponto p pertencente a regido de descontinuidade M,

temos que gh =0 em M, dai

(%16 (%-6)F 1]

5 () ; (3-16)

(‘x?y) = fs<x7y78) =

Deste modo, como f; estd definido em Mg, temos que as trajetérias do campo f;

sdo solugdes do sistema suave

x=o(x,y,e), e =H, (3-17)
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onde o é uma aplicacdo C'~! dada por

§-FG-(%-oF
% (F-0)

o(x,y,€) =

ii) A expressdo do campo de vetores deslizante associado ao problema reduzido
(3-5) é dada por

(3-18)

Como h = h(x, fo(x),0), aplicando a regra da cadeia, temos que

oh  oh oh
a = a(X,fo(X),O)+$(X,f0()€),vf0(x>)a

considerando g—’yl = 0, obtemos

oh oh
i ﬁ(?c,fo(x),())-

Como F(x) = F(x, fo(x),0) e G(x) = G(x, fo(x),0), o campo de vetores desli-
zante d,(x) pode ser dado por

o (BRG- (%)
T )

Y

onde o lado direito da equagdo é avaliado em (x, fy(x,),0). Assim, a(x) = a(x, fp,0), ou
seja a dinamica do problema reduzido de (3-17) coincide com a dindmica do campo de
vetores deslizante associado ao problema reduzido (3-5). Além disso, o sistema (3-5) é
definido na variedade critica Co = {(x,y) € R""!: H(x,y,0) = 0}. O

Teorema 3.1.7 Considere uma familia de classe C" como em (3-1) e suponha que seja
simples em M. Seja N uma variedade invariante compacta normalmente hiperbdlica de
dimensdo j do campo de vetores deslizante associado ao problema reduzido (3-5) com
uma variedade local estavel W* de dimensdo j+ j° e uma variedade local instdvel W" de

dimensdo j+ j". Entdo existe €1 > 0 tal que:

1. Existe uma familia de classe C"~" de variedades {N¢ : € € (0,€1)} tal que Ng =N

e N¢ ¢ uma variedade invariante hiperbolica de (3-1);
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2. Existem familias de classe C"~ de variedades {N% : € € (0,e1)} e {N¥: e € (0,g1)}
de dimensaoes (j+ j*+k°) e (j+ j*+k") tais que para € > 0, N§ e N¥ sdo variedades

locais estdvel e instdvel de Ng, respectivamente.

Demonstragdo

Por hipétese o sistema (3-1) € simples, ou seja

a) %(p) # 0, para todo p € Mg, ou

b) Existe uma vizinhanca U de p tal que %—ﬁl(q) =0, para todo g € U N M.

Supondo que a condi¢do a) seja satisfeita, vale que % = 0. De acordo com
y

o segundo item do Teorema 3.1.6 temos que N € uma variedade invariante compacta
normalmente hiperbdlica, sendo um ponto ou uma 6rbita peridédica do problema reduzido
do sistema lento-rdpido. Assim, aplicando a teoria de Fenichel podemos discutir as
caracteristicas de N quando o sistema (3-1) é e—perturbado. Portanto os itens i) e ii)
do Teorema 3.1.7 seguem imediatamente do Teorema de Fenichel.

Agora, suponha que a condi¢do b) seja satisfeita. Sabemos que a expressio geral

para o campo de vetores deslizante associado ao problema reduzido (3-5) é dada por

sy ()G (@G
B AT

Note que N é um ponto singular ou uma drbita periddica, entdo podemos separar
a demonstraciao em dois casos.

i) Seja N um ponto singular normalmente hiperbdlico p = (p, fo(p),0) € CoNMy
de a(x), ou seja a(p) = 0, com uma variedade local estivel W* de dimensdo j* e uma

variedade local instadvel W* de dimensdo j“. A expressdo do campo de vetores deslizante

¢ dada por

feye) = (oc(x,y,a +Mﬁ<x,y,s>,%>, (-19)
onde o é dado na prova do Teorema 3.1.6 ¢ B = (Bx, -+ ,Bx,,By) = %g—h(G—F), onde
k=% (F-G). ’

Para o ponto p com € > 0, podemos restringir o nosso estudo para o caso em que

y = fe(x). Entdo, quando H (x, f¢(x),€) = 0, o campo de vetores deslizante é dado por

fi(x,8) = (alx, fe.€),0).

Com £ =0, temos que f;(x,0) = (ai(x, fo,€),0) = (G(x),0), deste modo p é ponto
de equilibrio de f; Assim, se adicionarmos uma pequena perturbagdo a f;, o ponto de p

persiste como ponto de equilibrio. Significa que, para todo € > 0 suficientemente pequeno,
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existe um ponto de equilibrio p, = (pe, fe(p),€) para o campo de vetores f; tal que py = p.
A parte linear D f;(x,y,€) de f; em um ponto (x,y,€) é dada por

1 0H H 1 0H H
D, o -——B+—D 0 D,o -—B+—D
X1 (XI>+88X1B+8 XIB a Y (XI)+8§yB+8 YB
10H H 10H H
0 D, o(x,)+—-=—p+—D D, —-—B+ —D,
Xn <x)+88xn[3+8 an Y (xn)+88yﬁ+8 }B
1 0H 1 o0H 1 0H
€ 0x] £ 0x, € dy
oH , oH H H
Do Dyor 1 gﬁ N EDXB EDyB
Dfs=\10H 10H |*% N
€dx €dy 0 0 0 0
Como %—Ij = 0, os autovalores de Df;(p,) sdo dados pelas raizes do polindmio caracte-
ristico 138
) = der[D.a(p) - | 5 70 2]

Assim, para cada € > 0, o ponto singular p persiste com um ponto singular p.. Além
disso, p, possui variedades Nj e NY de dimensdes (j° + k*) e (j* + k"), tal que para € > 0 as
variedades Ny e N¢ sdo variedades locais estdvel e instdvel de pe, respectivamente.

ii) Seja N uma 6rbita periédica normalmente hiperbélica I : x(¢) de o. As dindmicas
proximas a 6rbita periddica I” sdo descritas pela aplicagdao de Poincaré © : ¥ — X. Essa aplicacio
€ definida seguindo o fluxo de uma pequena secdo transversal a orbita periédica voltando sobre
ela mesma. Seja g € X o ponto fixo de T o qual corresponde a 6rbita periddica I'. A aplicacio 7
captura o comportamento proximo a orbita I'. Assim, existem variedades locais estdvel e instdvel
W% e W" deI' com dimensdes j* e j“, respectivamente.

Para € > 0, considere I's = (x(¢),y(¢),0), onde y(t) = fe(x(¢)). Note que I'y; é uma
oOrbita periddica de f; para todo € > 0. De fato, temos que (x%(¢),y(¢)) = (ot(x(t)), Vfe(x(2)) - %(¢)).
Como H(x, fe,€) = 0, temos pela regra da cadeia que V fe(x) = — 57 5-. Como %|Mg = 0 segue
que Vfe(x) =0 em M. Por outro lado, fi(x(z),y(¢),€) = (ox(¢)),0). Portanto, (x(¢),y(t)) =
fs(x(t),y(1),€), isto é I's € uma Orbita periddica de f; para todo € > 0.

As propriedades de estabilidade sdo descritas pela aplicacdo de retorno local
T: X x I — £ xI definida por 7(x,y,€) = (n(x),Z + f;(x)), onde I é um intervalo ao redor
do ponto f¢(q) em R. O ponto fixo(g, f:(q),€) de T corresponde a 6rbita periddica I'g, para cada

€ > 0, assim concluimos a demonstracao. O

A seguir apresentaremos alguns exemplos, nos quais podemos aplicar os Teore-
mas 3.1.6 e 3.1.7.

Exemplo 3.1.8 Considere
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(1,—3x2) sex; <0,
i= ey = y. (3-20)
(—1,-3x) sex; >0,

A variedade critica e a regido de descontinuidade sao

Co={(x,y) € Ry = 0}

Mg ={(x,y) e R" : x; =0},
respectivamente.

Para € = 0 em (3-20), temos o problema reduzido

(1,—3x2) se xq

<0
0=y. (3-21)
(—1,—3)62) se x; =0,

X =

O campo de vetores deslizante associado ao sistema descontinuo (3-21) é dado por

(5-F)G-(5-G)F

oxy,xp) = 3
a_z.(zv_c;)
_ (D(=1,=3x) = (=1D)(1, -3xy)
2
= @:(o,—m).

A origem € um ponto singular de o.
Para € # 0, podemos escrever o sistema (3-20) como (3-8) de modo que o seu

campo deslizante seja dado por

filtye) = <(X(X1,x2),£>:(0,—3x2,§).

Pelo primeiro item do Teorema 3.1.6, temos que o campo deslizante f(x,y,€) do sistema

de Filippov singularmente perturbado (3-20) € um sistema lento-rapido
Xp = —=3x2, €y=y. (3-22)
Fazendo € = 0 em (3-22), obtemos o problema reduzido

Xy =—-3x, 0=y.



3.1 Principais Resultados 37

A dinimica de o(x1,x2) coincide com a dindmica do problema reduzido, satisfazendo o

segundo item do Teorema 3.1.6. Fazendo T = /€, obtemos o sistema rapido equivalente
exy' =-3x, Y=y (3-23)
Quando € = 0 em (3-23) temos o problema layer
0=-3x, Y=y

A parte linear de Dy, (x,y,€) na origem é dada por

0 0 0
Df(0,0,00=10 -3 0
0 0 1

Os autovalores de Dy, sdo as raizes do polindmio
) 1
p(A) = (X —1—37») E—k ,

1
que sdo dadas por E’O e —3.

A Figura 3.2 ilustra o problema reduzido e problema layer do sistema (3-22),
parae = 0.

1 1

(a) Problema reduzido. (b) Problema layer.

Figura 3.2: Esquema do sistema (3-22). A linha azul representa a
intersecdo da variedade critica {y =0} com a regido
de descontinuidade {x; = 0}. A figura foi inspirada na
referéncia [3].
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Pelo Teorema 3.1.7 temos a garantia da existéncia de uma familia de P; de pontos
singulares hiperbdlicos tal que Py = (0,0,0). Além disso, cada ponto P, com € > 0,
possui uma variedade local estavel P; de dimensdo 1 e uma variedade local instdvel P¢ de

dimensao 1. E para P, com € < 0, existe uma variedade local estdvel P; de dimensio 2.

Exemplo 3.1.9 Considere

X =

1,—2xp,—x se x1 <0,
( 2=%3) ! & = y. (3-24)
>0

(—1,—2xp,—x3) sex;

A variedade critica é dada por
Co={(x,y) € Ry = 0}
e a regido de descontinuidade
Me={(x,y) eR":x; =0}.
Para € = 0 em (3-24), temos o problema reduzido

. (1,—2)62,—)63) Se X1 <
X ==
(—1,—2xp,—x3) sex; >

0=y. (3-25)

O campo de vetores deslizante associado ao sistema descontinuo (3-25) é dado por

(5 F)G—(5-G)F
oh
a.(F—G)

(1)(—1,—2x2,—x3) — (—1)(1,—2xp, —x3)
((1,0,0),(2,0,0))

(0, —4xp, —2x3)
2

o(xi,x2,x3) =

= (O, —2)62, —X3).

Note que a origem é um ponto singular de a/(x) = (0, —2x, —x3).
Para € # 0, podemos escrever o sistema (3-24) como (3-8) de modo que o seu campo

deslizante seja dado por

fs(-x7y;£) = ((X(X],Xz,X?,),z)

= (07_2x2>_x37y>-
€

Pelo primeiro item do Teorema 3.1.6, temos que o campo de vetores deslizante f

associado ao sistema (3-24) ¢ um sistema lento-rdpido

Xy =—2x3, X3=—x3, EY=). (3-26)
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Fazendo € = 0 em (3-26), obtemos o problema reduzido
Xy =—2x, X3=—x3, 0=y.

Note que a dindmica de a(x) coincide com a dindmica do problema reduzido, satisfa-

zendo o segundo item do Teorema 3.1.6. Fazendo T = /€ obtemos o sistema rdpido
exy = —2x0, ex3’=-x3, Y=y (3-27)
Quando € = 0 em (3-27) temos o problema layer
0=-2x, 0=-—x3, Yy =y

Aplicando o Teorema 3.1.7 na origem temos a garantia da existéncia de uma familia de
P; de pontos singulares hiperbdlicos de (3-24) tal que Py = (0,0,0). Além disso, para cada ponto
P com € > 0, existem uma variedade local estdvel P, de dimensdo 2 e uma variedade local instdvel

P¢ de dimensdo 1. E para cada P; com € < 0, exite uma variedade local estavel P; de dimensdo 3.

Exemplo 3.1.10 Considere

1,—2xp,—x sex;+y <0,
P ( 2,—%3) 1y 5=y (3-28)
(—1,—2xp,—x3) sex;+y=>0

)

A variedade critica é dada por
Co={(x,y) eR":y=0}
e a regido de descontinuidade
Me={(x,y) eR":x;+y=0}.
Para € = 0 em (3-28) o problema reduzido é dado por

1,—2xp,—x sex;+y <0,
Py 2—%) 1y 0=y (3-29)
0

(—1,—2)(2,—)63) sex|+y=

9

O campo deslizante associado ao sistema descontinuo (3-29) é dado por a(x;,x2,x3) =
(0, —2x,,—x3). Entdo, a origem é um ponto singular de ou(x).

Para € > 0, podemos escrever (3-28) como (3-8), ou seja

((1,—2x2,—x3),z> sex; +y <0,
X= (3-30)

<(—1,—2X2,—X3),z) sex;+y =0,
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a expressao do campo deslizante associado ao sistema (3-30) € dado por

fs(x7y,£) = S )

. H

(3£ F)G—(3-G)F+3—(G-F) H]
9
5 (F=0) e

_ y
B (0, —4xy, —2x3) +15(—2,0,o) y]
€

2 i

= <07_2x27_x3>+<y7070>7y]
€ €

= <_y)_2x25_x37y)-
€ €

Visto que o campo deslizante f; estd definido sobre a descontinuidade x; +y = 0,

podemos escrevé-lo como y = —xy, daf

X1 —X]
f:q(X,—XI,S): <87_2x2)_x35 € >

Assim, para todo € > 0 temos que (0,0,0) é um ponto singular de f;. Para cada€ >0, a

parte linear de f; calculado na origem é dada por

10 00
0 -2 0 0
Dy(0.0.00=1 " o |
L 0 0 o0

&
Os autovalores de Dy, (0,0,0) sao 1/, 0,—2 e —1. Assim, para cada € > 0, o ponto

singular possui variedades locais estdvel e instdvel Ny e N de dimensdes 2 e 1, respectivamente.



CAPiTULO 4

Problemas de Perturbacao Singular Via

Regularizacao

Neste capitulo utilizamos como referéncia o artigo [2], no qual os autores fizeram um
estudo dos campos descontinuos a partir da Teoria Geométrica da Perturbacio Singular.

Seja U C R? um conjunto compacto e ¥ C U dada por £ C F~'(0), onde F : U — R é
uma fungdo suave, tendo 0 € R como valor regular.

Sejam X" o espaco dos campos vetoriais C”, em U, munido com a C"-topologia com r > 1
ou r = oo, suficientemente grande e Q" = Q' (U, F) o espaco dos campos vetoriais Z : U\L — R?,
tais que

Zley) = X(x,y) seF(x,y) >0, @1
Y(x,y) seF(x,y) <O,

onde X = (f1,81) e Y = (f»,82) pertencem a X'.

Sobre X as solugdes de ¢ = Z(q) obedecem a formulagio de Filippov, como descrita no
Capitulo 1.

Considere a definicdo de regularizagdo (1.2.2) e o Problema de Perturbagdo Singular

(2.1.1) em dimensao 2. Deste modo, seguem os seguintes teoremas.

Teorema 4.0.1 Considere Z € Q', Z; com @ regularizacdo, e p € ¥. Suponha que © é um
polinémio de grau k em um intervalo pequeno I C (—1,1) com 0 € I. Entdo as trajetdrias de
Ze em Ve ={q €U :F(q)/e €I} estdo em correspondéncia com as solugcdes de uma equagdo
diferencial ordindria 7 = h(z,€), satisfazendo que h é uma fun¢do suave em ambas varidveis e
h(z,0) = 0 para qualquer z € ¥. Além disso, se (X —Y)F¥)(p) # 0 entdo podemos obter um C'~!
sistema de coordenadas local {(0/09x)(p),(9/dy)(p)} tal que essa equagdo diferencial ordindria

é um Problema de Perturbagdo Singular:

Demonstrag¢do
Considere Z € Q" com X = (f1,81) e Y = (f»,£2). Suponha que ag +ait +---a;t* é a
expressio polinomial de @ em / C R com O € /. As trajetdrias de Zg em V; sdo solugdes do sistema

de equagdes diferenciais

X = (fi+f)/2+0(F/e)(fi—f)/2,

y = (&1+8)/2+¢(F/e)(g1—)/2,
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ou seja,

= (fith))2+ <a0+a1F(x7)‘) +a [F(x ) +oda [F(x;{y)]k) (fi—£)/2,

€ € g
2 k
y — (gl +g2)/2+ (Clo +a F(zvy) +ar [F(zvzy)} 4+ Fa [F(;C;Cy)] ) (g] —82)/2

O reescalonamento do tempo: T = /¢ nos da
X=mxy = e(fi+f)/2+ (“08k+“1F(x’Y)€k_l +otag [F(xvY)]k> (fi—f)/2,
Y =hxy) = €(g1+g)/2+ <008k+a1F(x’y)€k71 ot ag [F(x,y)]"> (81— 82)/2.
Quando € = 0, temos

X=hxy) = alFE)*(h-H)/2

V=hxy) = alFxy) (s1-82)/2

Assim, fazendo h = (h1,hz) temos que h(x,y,0) = 0 para todo (x,y) € . A parte linear de / é dada

por
o o
ox dy
ohy  ohy
ox dy

Os autovalores da parte linear de / para € = 0 s@o solucdes da equacao
A% — (a/2) (X —Y)F(p)L=0.

Segue que zero é um autovalor de multiplicidade no minimo um. Por outro lado, como
(X —Y)F*(p) # 0, temos que existe um outro autovalor nio nulo. Entio temos um cendrio

normalmente hiperbdlico e podemos aplicar a teoria de Fenichel. U

O Teorema 4.0.1 garante que podemos transformar um campo vetorial descontinuo em
um Problema de Perturbagdo Singular. Em geral, essa transi¢do ndo pode ser feita explicitamente.
O Teorema 4.0.3 fornece um a férmula explicita do Problema de Perturbacdo Singular para uma
classe adequada de campos vetoriais.

Considere
C=CK)={§:KCR* 5 R:Ee ' L(E) =0},

onde L(&) denota a parte linear de § em (0,0).
Seja Q; C Q" o conjunto dos campos vetoriais descontinuos Z = (X,Y) em Q' tal que

existe § € C que é uma solucdo suave da equagdo

VEX —Y) =TL(X -Y), (4-2)
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onde V € o gradiente de & e IT; € a proje¢do canOnica, para i = 1 ou i = 2. Deste modo, parai =1,

temos

(&), (fi—fr81—82)) = IL(fi—f281—82)
E(fi—f)+E(gs1—8) = (fi—h)
Analogamente, para i = 2, obtemos &,(f1 — f2) +&,(g1 — g2) = (g1 — &2)-
Lema 4.0.2 (Lema Fundamental) Considere Z € Q4 e & € C satisfazendo VE(X —Y) =TI (X —
Y). Sex=xey=y—E(x,y) entdo o sistema de equagées diferenciais
X = (hi+R)2+eF/e)(fi—1)/2,

y = (81+8)/2+¢(F/e)(g1—g2)/2,

(4-3)

¢é escrito como

e = e|(fi+R)/2+0F /O -7/,
o= [+ m)/2— @8/ + F)/2 - (€)@ +22)/2]

onde a linha sobre as fungées significa que elas sdo dadas em novas coordenadas.

Demonstracdo

Sex=xey=y—E&(x,y), através da deriva¢do obtemos

= |(h+ 7)/2+9F (i~ )2

y—&(xy)

= (&i+2)/2+0(F/e)(87 ~ 82)/2— |96/ax.dx/ar + 3/ dy.y/t |

= (@1+82)/2+0(F/e) (81— 82)/2 = 9&/Ix((fi + /) /2 + @(F /&) (fi — }2)/2) -
/9y ((g71+22)/2+9(F /e) (81— 22)/2)

= (81+82)/2—(9/dx)(fi + /) /2~ (95/9y) (g1 +82)/2 + @(F /) (g1 — 82) /2~

(0E/Ix)@(F /&) (fi — f2) /2 — (0&/dy)9(F [e) (21 — £2) /2

_ (gl;gz) - (8§/8x)§f1+fz) - (8&/8y>§gl+gz> m(g/s) (VE(X —¥) T (X — 1)),

<
I

Como, por hipétese, VE(X —Y) =II,(X —Y), temos

V= (g1+82)/2— (0&/ox)(fi + f2)/2 — (0E/0y) (g1 + 82) /2,

e o lema esta demonstrado. O
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Analogamente, se VE= (X —Y) =TI} (X —Y) ex=x—&(x,y) e y = y entdo o sistema

de equacdo diferenciais (4-3) € escrito como

¥ = [+ 7)/2- Q&) (Fi + F2) /2~ (3670 (&7 + 22)/2]

& [<g7+ﬁ>/2+m<gﬁ—g7)/z} .

€y

Teorema 4.0.3 Considere Z € Q4 e Z¢ sua Q-regularizacdo. Suponha que ¢ seja um polinémio
de grau k em um intervalo pequeno I C R com 0 € I. Entdo as trajetorias de Zg em Vg =

{q €U :F(q)/e €I} sao solugdes de um Problema de Perturbagdo Singular.

Demonstracdo

Considere Z € Q; e suponha que @ seja um polindmio de grau k em um intervalo
pequeno/ C Rcom 0 € 1.

Entio existe, & : R? — R satisfazendo & € C”, L(§) = 0 e a equagio diferencial VE(X —
Y)=II;(X —Y), parai = 1 ou i = 2. Suponha sem perda de generalidade que i = 2.

As trajetorias do campo vetorial regularizado Zg em V¢ sdo solugdes do Sistema de
Equacdes Diferenciais (4-3).

Considerando as coordenadas (¥,y) dado por X = x, y =y — §(x,y) e entdo aplicamos o
Lema 4.0.2. g

Apresentaremos alguns exemplos. Suponha que @(x) =x para —1/2 <x < 1/2.

Exemplo 4.0.4 Considere a classe de campos vetoriais descontinuos Z € Q', com F(x,y) =
xe g =g =g A equagio VEX —Y) = IIh(X —Y), torna-se VE((fi,8) — (f.8)) =
I [(f1,8) — (f2,8)] = &(fi — f2) = 0. Podemos ver que & = 0 é uma solugdo para essa equa-

cdo. Isto implica que em coordenadas candnicas temos o Problema de Perturbacdo Singular.

Exemplo 4.0.5 Considere a classe de vetores descontinuos Z € Q', com F(x,y) =y, fi=fa=f

e g1 = —g» = g. O campos regularizado é dado por

X o= (f+N/2+e0/e)(f-1)/2,
y = (g+(=8)/2+0(/e)(g—(—g))/2.

(4-4)

Considerando i = 1 para equacdo (4-2), obtemos:

VE(X —Y)

VE((f.8)

&u(f f)+§y( —(-¢) = I(f—f.g—(-g)
& (28)
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e como no exemplo anterior & = 0 é uma solugéo. Assim, pelo Lema Fundamental 4.0.2, temos

que o sistema de equacdes diferenciais (4-4) é escrito como

¥ = [F+7)2- @ENT+ D)2~ @) E+(2)/2,
e |(@+(=9)/2+00/2)(3— (=8))/2|

gy

note que &, =&, = 0. Dai obtemos

x = [2f/2],
e [0/e)2¢/2)].

&y
Portanto, em coordenadas candnicas temos o Problema de Perturbacdo Singular

x=f(x,y), & =yg(x,y).

Exemplo 4.0.6 Sejam X (x,y) = (1,x),Y(x,y) = (—1,—3x) e F(x,y) = y. A regido de desconti-
nuidade é dada por £ = {(x,0) : x € R}. Calculando as derivadas de Lie em relag¢do ao campo X

eY, temos
XF(x,y) = (X(x,9),VF) YF(x,y) = (Y(x,9),VF)
= <(17x)7(071)>:x7 = <(_17_3x)7(071)>:_3x7

e entdo o tinico ponto ndo regular é (0,0). Apliquemos o Teorema 4.0.3.

O campo vetorial regularizado é

x = (1+(=1)/2+0(y/e)(1-(-1))/2,
yo= (4 (=3%)/2+0(y/e)(x— (=3x))/2.

—
¢ . —x+2xy
y=——7"

€

A equagdo diferencial parcial (4-2) com i = 2, torna-se

VE((1,x) = (=1,-3x)) = I((1,x)—(—1,-3x))
E2+E4x = Ip(2,4x) (4-5)

26, +4xE, = 4

Uma solugdo para & € C é dada por &(x,y) = x?, dai & = 2x e & = 0, 0 que satisfaz a equagdo

2

(4-5). Assim, fazendo a mudanca de coordenadas X = x,y =y — x~ as trajetorias de Z; serdo

solucdes do sistema singular



CAPITULO 5

Modelagem Climatica

Neste capitulo analisaremos um modelo conceitual de ciclos glaciais [17], que sdo
modelados por um sistema de equacdes diferenciais que apresentam diferentes escalas de tempo
e uma regido de descontinuidade. A Teoria Geométrica de Perturbacdo Singular ndo pode ser
aplicada para este modelo matemaético, pois conforme indicado pelos autores em [17] esta teoria
ainda ndo estd desenvolvida para sistemas descontinuos lento-rdpidos, portanto os mesmos fazem
uma aplica¢do ad-hoc da teoria de Fenichel para provar a existéncia de uma orbita peridédica
atratora que cruza a regido de descontinuidade.

E importante ressaltar que os resultados tedricos estudados nos capitulos anteriores néo

podem ser aplicados neste modelo matemaético.

5.1 Equacao de Budyko

Inicialmente apresentaremos alguns conceitos climaticos para uma melhor compreensao
do texto, considerando as equagdes de Budyko expressada em [7] e os trabalhos recentes de [18],
[16] e [11].
Considere a equacio de Budyko dependendo do tempo ¢:
T (y,1)

REZ = 05(3)(1 - o) — (A+ BT) ~C(T = T), (5-1)

onde a varidvel y € o seno da latitude, e como o modelo € simétrico considera-se y € [0, 1], sendo

y =0 no equador e y = 1 no polo norte. Além disso, temos que

o T =T(y,t)(°C) representa a temperatura média anual da superficie no circulo de latitude y,

* R acapacidade de calor da superficie da Terra.

O lado direito da equacao representa a mudanca da energia armazenada na superficie da terra em

v, onde

* QO representa a média anual da radiacdo solar recebida.

* 5(y) é responsdvel pela distribuicdo da insolag@o (radia¢do) ao longo da latitude, e satisfaz

[ seav=1,
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onde
s(y) = sopo(y) +s2p2(y), s0= 1,520 =—0.482, (5-2)

1
po(y)=1epa(y) = 5(3)}2 — 1) denotam os dois primeiros polindmios de Lagrange. Dai,

1 1 1
/s(y)dy:/ 1-0.482-(3y> — 1)dy = 1.
0 0 2

* oy) representa o albedo do planeta, ou seja a medida da quantidade de radiagdo solar

refletida de volta para o espaco, variando de 0 a 1.

Assim, Qs(y)(1 —a(y)) representa a energia do sol absorvida na superficie da terra na
latitude y.

O termo derivado empiricamente (A + BT) modela a radiagdo de onda longa (OLR)
emitida pela Terra, enquanto o transporte de energia térmica através das latitudes ¢ modelado pelo

termo C(T —T), no qual

1
TZ/ T (y,t)dy,
0

representa a média global anual da temperatura da superficie; e A, B e C sdo constantes positivas.
Considerando os cdlculos realizados em [11], obtemos os perfis da temperatura de

equilibrio da equagdo (5-1)

onde |
o= /0 o(y)s(y)dy

€ a expressao
s(y) = sopo(y) +s22(y), (5-3)

que esta uniformemente dentro dos 2% dos valores reais de s(y).
No modelo estudado por Budyko se assume que o planeta possui uma certa camada de
gelo acima de uma latitude y = 1, e nenhuma camada de gelo ao sul de y = 1. A funcdo n é

chamada de linha de gelo. A partir disto se determina a funcao albedo

o sey<nm,
Oy = o < 0z, (5-4)
Oy sey>n,

onde o representam o albedo na superficie coberta de gelo e 0, o albedo na regido sem cobertura
de gelo.

Deste modo, temos que existem infinitas fun¢des de temperatura de equilibrio 7*(y) =
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Ty (M), uma para cada valor de 1 (veja 5-5),
. 1 C _
%00=B+C(meu—aw—A+B<Q0—ahn—M>>, (5-5)

onde oy = %(ocl + 0(2). Budyko estava interessado na existéncia de valores m para os quais
T,y =T, onde T;. € uma temperatura critica, de maneira que acima desta temperatura o gelo derrete
e abaixo a camada de gelo é formada. Especificamente, ele investigou a relacdo entre os valores
de 1 e a média anual da radiagdo solar recebida (Q).

Motivado principalmente pelo estudo do feedback entre o gelo-albedo, que se resume da

seguinte forma:

* Se as temperaturas diminuem, uma camada de gelo existente cresce, aumentando o albedo
e diminuindo ainda mais as temperaturas, levando a formacao de uma camada de gelo cada
vez maior.

* Se as temperaturas aumentam, a camada de gelo serd menor, reduzindo o albedo (a radiagao
solar refletida de volta para o espaco seria menor), assim aumentando as temperaturas e

reduzindo ainda mais o tamanho da camada de gelo.

Logo, Budyko mostrou através da equagdo (5-1) a existéncia de uma pequena camada
de gelo estdvel, o que ndo permite que a linha de neve (1) responda as mudancgas de temperatura.
Mais tarde, Widiasih [18] corrigiu este problema introduzindo uma equacio (EDO) para

o movimento da camada gelo (1),

RO = 0s()(1—oym)) ~ (4+BT) ~C(T ~T) 5-6)
N = p(ron-1) )
dt ’ o

onde p > 0 é um pardmetro que governa o tempo de relaxamento da camada de gelo. A distribui¢io
T (y,t) evolui de acordo com a equagio de Budyko (5-6), enquanto a dindmica de 1 é determinada
pela temperatura na linha de gelo, em relacdo a 7,. A camada de gelo recua em direcdo ao polo se
T(m,t) > T., e aumenta em diregdo ao equador se 7'(1,7) < Tc.

Posteriormente, Widiasih e McGehee em [11] apresentaram uma aproximac¢io ao mo-
delo Budyko-Widiasih (5-6)-(5-7), reduzindo o modelo a um sistema de duas equagdes diferenci-

ais,

wo= —tw—F(n)),
(5-8)
N = p(w-GMn)),
onde . |
F(n)= B <Q(1 —0) —A+CL(0 — 0y ) (M — 3 +S2P2(T]))> ; (5-9)

G(M) = —Lsz(1 —ap)pa(n) + T, (5-10)
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0
(B+C)’

Os retratos de fase do sistema (5-8) estdo representados na Figura (5.1), no qual se

L—

e B = [ play= [5G 1ay

observa a existéncia de solucdes independente de p e T = B/R. Neste primeiro momento ndo

faremos uma anélise detalhada da equacdo (5-8), pois ela fard parte do modelo que estudaremos.

0 0.25 M 0t LWt
n

(a) Retrato de fase do sistema (5-8),  (b) Retrato de fase do sistema (5-8),
quando T, = —10°C em G(7). quando T, = —5.5°C em G(1).

Figura 5.1: Retratos de Fase do sistema (5-8). A figura foi retirada
de [17].

Por fim, em 2016, Widiasih e McGehee incluiram uma nova variavel, linha de neve, ao

sistema diferencial (5-8), que serd apresentada na préxima secao.

5.1.1 Linha de Gelo e Linha de Neve

Como o sistema (5-8) ndo permite ciclos glaciais, uma nova varidvel (§) € introduzida.
O que motivou a introducao desta varidvel foi o papel desempenhado pelas zonas de acumulacio e
ablacdo. Em termos técnicos, a zona de ablacdo é a regido em que a superficie deixa de ter acumulo
de neve e a zona de acumulacdo é a regido com um grande acumulo de neve.

Denote por 1 a linha de neve e § a linha de gelo, ou seja, a regido quando o gelo comega
a se formar na superficie (veja 5.2). Note que, a zona de ablagdo tem extensdo 1 — &, enquanto a
zona de acumulacio tem o tamanho 1 —n. As taxas de ablag¢do e acumulacio serdo extremamente

importantes para o modelo.

Zona de ablagio  Zona de acumulagio

0 [ 1

Figura 5.2: M linha de neve e & linha de gelo.
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Parametro | Valor Unidade | Parametro | Valor Unidade
Q| 343 Wm=? T | -55 (°C)
Al 202 Wm™2 bo| 1.5 -
B| 19| wWm2(C)™! b| 175 -
C| 3.04 | Wm2(°C)~! by 5 -
o; | 0.32 - al| 1.05 -
o | 0.62 - T 1 s!
T | -10 (°C) p| 01]|s (o)t

Tabela 5.1: Pardmetros fixados.

Considerando os célculos realizados em [18] e [11] obtemos os pardmetros da Tabela
5.1.

5.2 Equacoes do Modelo

O modelo que estudaremos ¢ um sistema nao suave definido em um espaco tridimensio-

nal
B={(wn,&):weRnel01],¢ec[0,1]},

onde w esta relacionado a temperatura média global e 1 e & denotam as linhas de neve e gelo,
respectivamente.
Escolhendo os pardmetros by < b < b; para representar a taxa de ablagdo e o parametro

a para denotar a taxa de acumula¢do. Defina o seguinte modelo de equacdes

X(wm,&) se(wn,§)es,

(5-11)
Y(W7T]7§) Se (W7n7§) €S+7
onde a regido de descontinuidade ¥ é dada por
L = {wn,):bMm—E&)—a(l—m)=0}
(5-12)

= {wn,8):E=(1+9m—2=ym)},

note que, N — & e 1 —m sdo extensdes da zona de ablagio e acumulagdo, respectivamente.

Os conjuntos
" =(wn,§):€B:5>yM)) e S =((wn,§):€B:§<yM)).
representam os periodos glacial e interglacial, respectivamente.

Observacio 5.2.1 i) No periodo glacial ocorre um aumento nas camadas de gelo que cobrem a
superficie da terra.
ii) O periodo interglacial é caracterizado por temperaturas médias mais quentes ocasi-

onando o descongelamento das geleiras.
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Os campos de vetores X e Y sdo escritos da seguinte maneira

W= 7T(W7F(n))’

X=q9m = pw-G-(n)), (-13)
= gbo(n—&)—a(l—n)).

wo= —t(w-F(n)),

Y=9¢ 1 = pw-G:(n)), (5-14)
= g(bim—¢&)—a(1—m)).

A fungdo F(m) é definida em (5-9), enquanto G_(1n) e G (n) sdo expressas em (5-10) quando

Tc™ =—5.5°Ce Tct = —10°C, respectivamente, ou seja

G-(n) =—Ls:(1-q)p2(n) +Tc™ e Gy(n)=—Lsz(1—0)p2(n)+Tc".
Considerando os valores da Tabela 5.1 podemos expressar (5-13) e (5-14) numericamente
Ww = —8.0320313 +41.36n —w —27.3008
X=¢ M = —2.66061n%+0.1w+ 1.43687

= g(l.5(n—&)—1.05(1—n)).
w = —8.032031n3 +41.36m —w — 27.3008

Y=4¢ 1 = —2.66061n2+0.1w+1.88687

= g(5(n—§)—1.05(1—n)).

Seja x = (w,M,&) € B, temos que as solugdes em S~ possuem o fluxo ¢_ (x,#) dado por

x =X, e as solugdes de ST possuem o fluxo @ (x,7) dado por x =Y.
Veremos que uma trajetéria de (w,m,&) passa através de X e comuta do periodo glacial

para o interglacial, ou vice-versa.

5.2.2 Pontos de Equilibrio

Um ponto de equilibrio 9~ = (w~,m &™) para (5-13) satisfaz w =1 = & = 0, como W
e M dependem da varidvel w temos que w = F (1) = G_(1) gera um polindmio ctibico na varidvel
1, a saber:
Pi(n) = —8.03203n° — 26.60611> +41.36n — 12.9321.

De modo andlogo, um ponto de equilibrio Q™ = (wt,n* &) para (5-14) satisfaz w = F(n) =

G1(n), e gera
P,(n) = —8.03203n° — 26.60611> +41.36M — 8.43211.
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Asraizes de Py (n) sdomn = —4.5282,1m = 0.489875 e = 0.725827. J4 as raizes de P»(M)
saon = —4.50677,m = 0.245524 e 1 = 0.948749. Na Figura 5.3 estdo representadas as raizes dos
polindmios P; (M) e P2(N).

(a) Raizes dos polindmios. (b) Raizes dos polinémios entre 0 e 1.

Figura 5.3: Raizes de P\ (M) (em azul) e P»(M) (em laranja).

A partir dos valores de m, temos que cada um dos sistema (5-13) e (5-14) apresentam

dois pontos de equilibrio

* * a a a a
Qﬁs = (W:mnf,s’ (1 + ;O)ni,s - 7)? Q:u = (W:M’n:ll’ (1 + ;O)ni,u - %)’

a *

* * * * a * * * a a
Q+,s = <W+,s7n+,s7 (1 + bl )n-i-.,s - ;1) € Q+,u = (W-i-,u’n-&-.,u? (1 + E)n—hu - E)?

respectivamente. Numericamente, os pontos de equilibrio do sistema (5-13) sdo

Q1 =(531.179,-4.5282,-8.39794), Q" ,=(-7.98,0.49,0.13) e Q =(-0.35,0.72,0.53).
E do sistema (5-14) sdo

0> = (521.527,-4.50677,-5.66319), Q' ,=(—17.26,0.25,0.087) e Q@ =(5.08,0.95,0.94).

Note que, Q1 e O, ndo pertencem a regido B, reafirmando o fato de cada sistema possuir somente
dois pontos de equilibrio.

Para classificar os pontos de equilibrio, considere a seguinte defini¢ao.

Definicdo 5.2.3 Seja x = (w,m,&) € B. Entdo:

* x é um ponto de equilibrio virtual de (5-11) se para cada & tém-se & < y(m) para x € S~.
Ou & >vy(n) paraxeS™.

Assim, pela Defini¢do 5.2.3 temos que os pontos de equilibrio Q0 | e Q* , sdo virtuais,

pois
g*—,s,u = <(1 + bﬁo)nt,s,u - bi()) < (1 + Z)n:s,u - % = 'Y(nt,s,u)v

ou seja,
0.13 <7(0.49) =0.1838 e 0.53<7(0.72) =0.561323.
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Analogamente, Q7 ;e Q. , s@o virtuais, jd que

* a * a a * a *
&Jr,s,u = ((1 + E)n+,s,u - Fl) > <1 + b>n+,s,u - E = Y(n+,s,u)7

ou seja,
0.087 > y(0.25) = —0.207162 e 0.94 > 7(0.95) = 0.917998.

Implicaque Q* (, €STe Q% , €5

Considere as seguintes matrizes jacobianas:

-t TF'(n) 0 —1 4136 —24.096110> 0

Nhi=|p —pG. (M) 0 |= 0.1 —5.321221 0
0 (a+bo)e —bot 0 2.55¢ —1.5¢

—t TF'(n) 0 —1 4136 —24.096110> 0

h=|p —pG.Mm 0 |= 0.1 —5.321227 0
0 (a+by)e —bie 0 6.05¢ —5¢e

onde Ji, e J, sdo as matrizes jacobianas de (5-13) e (5-14). Os autovalores associados a J; e J; sdo

respectivamente:

A= O09)

= (—1.5e,—2.66061n — 0.5/ (18.677 — 10.6424) + 17.544 — 0.5,

0.5(—5.321221 4 /0 (18.677m — 10.6424) + 17.544 — 1))

Ay = (MMM

—  (—58,-2.660611 — 0.5/ (18.677m — 10.6424) + 17.544 — 0.5,

0.5(—5.321221 + /n(18.677m — 10.6424) + 17.544 — 1)).

Note que, J1(Q* ) possui trés autovalores negativos
A; = (—4.64806,—0.214225, —1.5¢)
e J1(Q~ ,) dois autovalores negativos € um positivo
A; = (—3.85352,0.24679, —1.5¢).

O que implica em Q" ; assintoticamente estdvel e Q* , instével, isto €, do tipo sela.

Fazendo a mesma anélise em J,, temos que JZ(QTH) possui

Ay = (—5.4869,—-0.561603, —5¢).
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e (0% ,) tem
A2 = (—3.1568,0.85031, —5¢),

resultando em Q7 do tipo assintoticamente estdvel e Q' , do tipo sela.
A seguir analisaremos o comportamento das trajetdrias na regido de descontinuidade.

5.2.4 Comportamento na Regiao de Descontinuidade

A regido de descontinuidade (5-12), isto é
a a
v = (1+ 555

€ um plano com vetor normal

Vy(n) = (0,1+Z,—1>.

Para x € X podemos fazer as seguintes andlises.
A derivada de Lie de y(n) com respeito ao campo X € dado por

Xy(x) = (X(x),Vy(n))
= <X(x)7(07%+17_1)>

_ P<a+b><”;—G—<“>>+e<a<—n>+a+bo<é—n>>

= £(0.15 —0.151) — 4.25698Nn +0.16w + 2.29899.

Fazendo Xy = 0, em funcio de w temos

~ be(am—1)+bo(n—E))
v p(a+b) +o-) (5-15)

= 26.60611%+ (0.93751 —0.9375)e — 14.3687 = g_ (7).

Analogamente, a derivada de Lie de 'y com respeito a Y € dada por

Yy(p) = (Y(wn,§),Vy)

_ p(a+b)(v[1;— Gim)) +€(a(-n)+a+bi(E—m))

—  —4.2569812+0.16w+ (1.951 — 1.95)e +3.01899.

Fazendo Yy =0, em funcdo de w

be(am—1) +b1(n—§))
pla+b) +G(n) (5-16)

= £(12.1875 — 12.1875n) +26.6061m* — 18.8687 = g (1).
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As derivadas de Lie de segunda ordem sdo

X2y(x) = 21.3672n° —5.615851 +w(—0.8513951m —0.015¢ — 0.16)
+ (0.399092n* —0.215531) £ — 4.36813

Y2y(x) = €(3.6794 —5.18819n%) +21.3672n° —9.44713n
4+ w(—0.851395n+0.195¢ —0.16) — 4.36813.

Calculando, X?y(x) = 0 e Y?y(x) = 0 obtemos respectivamente

_ 1424.48n° — 374.39m 4 (26.6061n* — 14.3687) € — 291.209

v 56.7597M + 1. + 10.6667
€
 —109.575n° +48.4468n + (26.60611n* — 18.8687) &+ 22.4007
"= —4.36613n+ 1. — 0.820513 ‘
Defina

AT={wnE)eZ:iw=¢g. M)} e A'={wngecZ:w=g (M)}

Como Xy=0e Yy=0, podemos afirmar que X e Y sdo tangentes a X somente nas curvas
A~ e AT, respectivamente.

Note que, existem pontos g; € g2 em A, com g; proximo de Q* , e g perto de Q* , os
pontos em A, exceto gy € g2, sdo singularidades do tipo dobra. Pontos em A~ que estio entre g
e ¢» sdo de tangéncias invisiveis, e pontos acima de ¢, e abaixo de g; sdo de tangéncias visiveis.

De forma semelhante, existem pontos p; € p» em AT, com p; perto de Q. , e p2 perto
de Q7 ; de modo que pontos em AT diferentes de p| e p, sdo singularidades do tipo dobra. Pontos
em A" entre p; e p, sdo de tangéncias visiveis, e 0s pontos acima de p, e abaixo de p; sdo de
tangéncias invisiveis.

Defina as seguintes regides em X:

c Z={wng)el:gsm) <w<g-M)}
* L= {(W7n7§) eX:w> 8—(11)}
« I ={wn,§) er:w<gi(n)}

O conjunto X* € a regido de deslize e pela convengdo de Filippov ndo existe unicidade
de solugdes para x(¢) no tempo futuro se x(0) € X*.

Desta maneira, ¥~ e X1 garantem a unicidade de solugdes para (5-11). Ou seja, existem
trajetérias que passam por ™ ou £ ~. Além do mais, uma trajetéria ¢ em S interceptando X em
x cruzard transversalmente X, tornando-se uma trajetéria ¢_ em x. Analogamente, uma trajetdria

¢_ em S~ se torna uma trajetéria @. Veja a Figura 5.4.
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Figura 5.4: Dindmica: X ¢ regido de descontinuidade, o ponto azul
representa Q* ;€ ST e o ponto vermelho o Q7 ;€ ™.

5.2.5 Mapa de Primeiro Retorno

Nesta secdo definiremos o mapa de primeiro retorno do sistema (5-11).
Ao analisarmos a Figura 5.4, notamos que as curvas A~, A", com a regido de desconti-

nuidade X ndo se cruzam em B, desde que

be(am—1)+bo(n —§)) ~ [belam—1)+b1(n—F))

° sty -] - [ o
T, —T. pla+bd) _

£ < a(b1 —bo) = 0.342857.

Assuma que € varia no intervalo 0 < € < 0.342857.
Na Figura 5.4 existe uma variedade bidimensional M estével do ponto Q" - Devido ao
desacoplamento de (w,m), a proje¢do de M no plano (w,m) é simplesmente a variedade estdvel

(unidimensional) de (w* ,,m* ), sob o fluxo y_ do sistema

wo= —tw—-F(n)),
n = pw—G-(n)),

plotado na Figura 5.1(b). Em particular, a superficie M € independente de € > 0.

M particiona X em dois subconjuntos, a parte superior (w grande) e inferior (w pequeno).
Denote a parte superior por I. Para qualquer ponto x = (w,n,§) € I, temos @_(x,t) — o ..
De fato, ja que (w(#),n(¢)) — (W™ ;M ;) com t — e e consequentemente &(r) — £ . Assim,
I C Wi(Q* ;) no conjunto estdvel do ponto QO (. Analogamente, I C W (Q ;) no conjunto
estével do ponto Q% , tudo isso vale para qualquer € > 0.

Sejal'™ =X~ N1, o conjunto de pontos pertencentes a X que estdo acima de M e acima

de A".ET*t =X N1, o conjunto de pontos pertencentes a X que estdo acima M e abaixo de A™.
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Parag >0, C W*(Qr ) e Xy <0, para todo x € I';.. Portanto, para € > 0, a trajetéria
¢@_ comegando em x € ' entra em S~ antes de intersectar I'~, se aproximando do ponto de
equilibrio virtual Q* ;. Para qualquer € > 0 e para cada x € " existe um ¢ = t(x) > 0 tal que

¢@_(x,t) € I'". Logo, para algum € > 0, temos 0 mapa

re ;TP =T, re(x) =0_(x,t(x,€)).

De modo andlogo, obtemos

re :T7 =T rf () =0 (n1(ne)

Portanto,

re=rgorg :IT =T~

€ o mapa de primeiro retorno definido para qualquer € > 0.

5.3 Orbita Periédica

Nesta secdo provaremos que o sistema de Filippov (5-11) admite uma tnica 6rbita
periddica. A ideia deste resultado surge do caso em que € = 0, fazendo com que cada sistema (5-13)
e (5-14) possua uma linha de pontos de equilibrio da forma (w* ;,n* ;& ) e (W} ;,n% &% (),
respectivamente. Veja a Figura 5.5(a).

Note que, no caso em que € = 0 temos a variedade critica dos sistemas lento-rapidos.

Sejam

Zy =W eoMinY(Nhy) e Zo=(wl  nt v )

pontos pertencentes a X.

Quando € = 0, a trajetéria em Z converge para um ponto de equilibrio regular (através
do fluxo @_), enquanto uma trajetéria em Z_ converge para um ponto de equilibrio regular (através
de @)

Para € > 0 o sistema (5-11) possui dois pontos de equilibrios virtuais como na Figura
5.5(b), e para € suficientemente pequeno, espera-se que exista uma orbita periédica como na Figura
5.5(a). Note que, os resultados aqui apresentados podem ser vistos como problemas de perturbacio
singular, embora no modelo a existéncia de uma regiao de descontinuidade impeca o uso da teoria
de Fenichel.

Assim, para provar a existéncia da orbita periddica precisamos verificar que para
qualquer subconjunto compacto D, de I'; contendo Z, em seu interior, e para todo € > 0

suficientemente pequeno, o mapa de primeiro retorno rg, satisfaz os seguintes itens

* re(Dy) C Dy,

* r¢ € uma contragao.
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| &=l

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

(a) Plano critico € = 0. (b) Caso € > 0.

Figura 5.5: Retratos de fase do sistema 3-22.

Considere os seguintes resultados

Proposicao 5.3.1 As seguintes afirmacdes sdo vdlidas.

i) Dado ¢y € (0,1) e um conjunto compacto D C T't, existe & > 0 tal que para todo € < €

re (x2) —rg ()]l < et flxa —xi]]

ii) Dado c; € (0,1) e um conjunto compacto D_ C '™, existe €, > 0 tal que para todo € < €

re (2) —rd )l < ez lly2 = y1ll-

e para todo x1,x, € D,

e para todo y1,y» € D_,

Demonstragdo
Iremos provar o item ii) da proposi¢do, o item i) segue de forma andloga e estd provado
em [18].
Sejam ¢; € (0,1) e D_ C I'", D_ compacto. Denote por ¥ o fluxo correspondente ao
sistema
wo= —tw—FM)),
n = pw—G:(n)).
Para algum x = (wo,M0,&0) € D—, Wy (wo,MNo,t) — (Wi ,Mi,) com ¢ — o Como E =
{(w,m) : (w,n,&) € D_)} é um compacto, entdo existe 7} tal que para todo t > T} e para todo
u,v € E, temos

vt =y () [[< ea Jlu—v]]. (5-18)

Dado y € D_, escolha g(y) > 0 tal que 7(y,e(y)) > T.

Pela continuidade da fung¢do @, com respeito a condic@o inicial e tempo, exite d(y) >
0 entdo para todo x € Bj(y)(y), t(x,€(y)) > Ti, onde rj(y) (x) € I'". Note que para todo € <
€(y),t(x,e) > 1.

Seja y varidvel, escolha uma cobertura aberta

D_c | Bsy )
yeD_
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de um conjunto compacto D_. Seja {Bg(y,.) (yi):i=1,---N } uma subcobertura finita, € um
conjunto € = min{€(y) : i =1,---N}. Entéo para algum € < € e paratodo y € D_,(y,€) > Tj.
Agora, sejam € < €1, y1 = (Wi,N1,¥(M)),y2 = (W2,M2,¥(M2)) € D—, e seja u =
(wiM1),v = (w2,M2).
Sejard (v1) = (Wi,m},¥(M)))s rg (02) = (w3, M5,Y(M)), ' = (W), M) eV’ = (w),M5). Por
(5-18) e pela escolha de €, tal que ||V —u' ||>< ¢? || v—u ||*>. Temos

I G2) =m0 2 = 1 —u |2+ [v(nh) =y}
= V= P +(1+$) My —m))?
< Glv-ulP+G(1+§) > my—m))
= G v—ulP+30m) —vm))?

C% | y2 =1 ||2 .

Deste modo finalizamos a demonstragdo do item ii). U

Proposicao 5.3.2 As seguintes afirmacoes sdo vdlidas.

i) Sejam D, qualquer subconjunto compacto de I'" com Z, € Int(D,) e D_ qualquer
subconjunto compacto de I'". Existe €3 > 0 tal que para todos os € < €3, rj (D_) C D,.

ii) Sejam D_ qualquer subconjunto compacto de I'- com Z_ € Int(D_) e D, qualquer

€

subconjunto compacto de U'". Existe €4 > 0 tal que para todos os € < €4, ry (D4) C D_.

Demonstragdo
Provando o item i). Seja x = (wp,Mo,¥(Mo)) € D—. Escolha 6 > 0 tal que Us = By5(Z;) N

Y. C D.. Denotamos por Y o fluxo correspondente ao sistema
M = pw—G:(n)).

Note que o fluxo Wy ((wo,Mo0),t) = (w(t),n(t)) — (W} ;M5 ) com ¢ — co. Além disso, y(n) é

continuo, entdo existe T = T'(x) > 0 paratodor > T,

[ w(z),n(2),y(n()) = Z4 [|< .

Escolha €(x) > 0 tal que #(x,€(x)) > T. Entdo, para todo € < €(x), ry (x) € Bs(Z+)NX.
Seja ¢; € (0,1), ¢z < 8/diam(D_). Escolha €, > 0 como na Proposi¢do 5.3.1. Seja
€3 =min{e(x),&}. Parag<egeye D_,

[ré () —rd () 1< e2 |y —x [|< cadiam(D—) <3,

implica
I ) =Ze Il rd ) =1 () [+ [l v (x) = 24 || < 28
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Portanto, rj (D_) C Us C D.. A prova do item ii) segue de maneira andloga. O

A seguir provaremos o teorema principal.

Teorema 5.3.3 Considerando os pardmetros da Tabela 5.1, existe &€ > 0 tal que para todo € < &,

o sistema descontinuo (5-11) admite uma tinica orbita periédica atratora.

Demonstracdo

Sejam D C I'", com D, compacto e Z; € Int(D,) e D_ C I'", com D_ compacto e
Z_ € Int(D_). Dados cy,c; € (0,1), escolha €] > 0 e €, > 0 de modo que, € < € e € < € como
na Proposi¢do 5.3.1. Escolha €3 > 0 e €4 > 0 como na Proposi¢ado 5.3.2.

Para € < € = min{€e,€,,€3,€4}, re = rg ory : Dy — D_ é uma contragdo com cons-
tantes ¢y, ¢ € (0, 1). Portanto, re tem um dnico ponto fixo x* para o qual todas as 6rbitas re em
D convergem. Segue que o fluxo através de @_ vai de x* para ry (x*) = y* e o de @, vai de y*
para rf (y*) = x*, provando assim a existéncia da 6rbita periédica. Além disso, toda trajetéria do

sistema (5-11) que passa por D converge para este ciclo limite. U

Observe que os valores das constantes de tempo T e p nao desempenharam nenhum papel

na nossa analise.



CAPITULO 6

Analise Qualitativa do Modelo Climatico

Os resultados apresentados neste capitulo sdo inéditos, tendo como principal objetivo
determinar os pontos de equilibrio da forma (w*,n*,&*) para as equacdes (5-13) e (5-14) usando
os parametros da Tabela 5.1 sem fixar os valores dos albedos ¢/; e 0. Permitimos que os albedos
variem no intervalo [0, 1] ignorando a priori qualquer significado fisico. Além disso, analisaremos
a configuracdo do plano critico, quando € = 0, utilizando as equagdes originais, de modo que

possamos obter alguma informacao sobre a existéncia de orbitas periddicas.

6.1 Candidatos a Pontos de Equilibrio

De acordo com o Capitulo 5, sabemos que os pontos de equilibrio das equacdes (5-13)
e (5-14) sdo definidos por w =1 = ﬁ = 0, dos quais obtemos dois polindmios ciibicos na varidvel
1, a saber
P-M)=G-M)—FMm) e P.(m)=G:M)—FMn).

Entdo, utilizando os valores da Tabela 5.1 obtemos dois novos polindmios cibicos

dependendo agora da varidvel 1 e dos parametros ¢; € O

P_(n) = a5 (o, 00N> +a; (00, 00)M* +ay (0, 00)n +ag (0, 02) (6-1)
(]
P, (M) = ai (o, 02N’ +a3 (0, 00)0* +ay (o, 002)M +ag (o, 02), (6-2)
onde
ay (o,00) = —43.08330 — 154.17601 + 96.4439,
ag (oy,00) = —43.08330, — 154.1760; + 100.944,
af (o,0,) = —137.867(0t — 02),
o o
af(ar,00) = 50.2002(HE% ),

a;F((X,l,(XQ) = —26.7734(062—0(1),

note que os graficos de P e P, ndo se cruzam.
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As raizes dos polindmios P— e P, fornecem os possiveis candidatos a pontos de
equilibrio, pois w, M e § dependem de 1. Assim, iremos determinar certos valores que nos ajudarao
a estudar os pontos de equilibrio associados aos sistemas diferenciais (5-13) e (5-14). Para isso,
utilizaremos o teorema de Sturm para obter o nimero de raizes de P_ e P, localizadas entre 0 e 1

em termos de o € Ols.

6.2 Teorema de Sturm

Nesta se¢do, definimos a sequéncia de Sturm e enunciamos o Teorema de Sturm. Para

maiores detalhes sobre o tépico desta secdo, recomendamos consultar as referéncias [12] e [14].

Definicéo 6.2.1 (Sequéncia de Sturm) Seja P(x) = 0 um polinémio com n raizes reais. Denote
por So(x) = P(x), S1(x) = DyP(x), S2(x) = —rem(So,S1), onde rem(Sy,S1) € o resto da divisdo de
So por S, S3(x) = —rem(S1,S,), e assim por diante, até chegar em Sy(x) = ¢ # 0, sendo ¢ uma

constante. A sequéncia de polindomios
S= {SQ(X),Sl (x),Sz(x), cen ,Sk(x)}
é denominada sequéncia de Sturm de P(x).

Teorema 6.2.2 (Teorema de Sturm) Considere um polinomio P(x) definido em um intervalo
(a,b) tal que a < b e P(a),P(b) # 0. Seja S a sequéncia de Sturm associada a P(x). Denote
por V(c) o niimero de mudangas de sinal na sequéncia de Sturm Sy(c), . ..,Sk(c). Entdo P(x) tem

V(a) —V (b) raizes distintas no intervalo (a,b).
Facamos um exemplo.

Exemplo 6.2.3 Considere o polinomio P(x) = x* —2x> —6x> +2x — 1 = 0, definido em um

intervalo [—2,2]. Calculando os termos da sequéncia de Sturm
So(x) = P(x) =x* —2x> —6x> +2x— 1,

S1(x) = P(x)' = 4x> — 6x% — 12x+ 2.

Dividindo Sy por Sy,
-2 -6 4+2x—1 43 —6x2 — 12x+2
- 1
x4—2x3—94i2+2x—% ﬁ_ﬁ
o resto da divisdo é rem = —154—)‘2 — %. Dai,
1522 3
S = — = — —
2(x) rem 2 +4
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Dividindo S\ por S»
4ot —6x? — 12x+2| 152 | 3
_ 4 T3
T6x _ 8
43—+ -S| 55
rem:—%—l—%,
64x 16
S3=— =———.
T 5 5
Dividindo S, por S3
152 3| ear 16
TS B 1
75 75
152 15| T+
rem:g—i,
63
S =— =——.
4(x) rem i

Para conhecer o niimero de raizes que se encontram no intervalo [—2,2] considere a
sequéncia de Sturm S = {Sp(x),S1(x),S2(x),S3(x),S4(x)} e o niimero de mudangas de sinal em

x=—-2ex=2. Dai,

S = {S0(=2),51(=2),5(~2),83(~2),84(-2)}
= {3,-30,63/4,—144/5,—63/4}

S = {50(2)751(2)752(2)753(2)7S4(2)}
= {-21,-14,63/4,112/5,—63/4}.

Note que, em x = —2 existem V (—2) = 3 mudangas de sinal nos valores da sequéncia, e

em x = 2 existem V (2) = 2. Isto significa que no intervalo [—2,2] existe 3 —2 =1 raiz.

6.3 Sequéncias de Sturm

Considerando o Teorema 6.2.2, encontraremos as sequéncias de Sturm S(P_) e S(P;.) de

P_(n) e P.(n), respectivamente. A sequéncia de Sturm S(P_) é escrita como

S(P-) ={Sy (n),S7 (), S, (), S5 ()},

onde

Sim) = (P-m)),

= —80.3203n7 (cta — o) + 100.4m (X T %2

1) —137.867(o — oi2),
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S, (m)

S5 (M)

= —rem(Sy (n),S; (M))
97.1402
= ———————( —0.697154a; +0.2956780F +0.697 15401, + 1.143640; 01
l.oy+1.0p
—1.439310 +0.2153251 — 0.2153250ym + 1.a3n — 0.21532505M
—1.7846700,oM + 1.oc§n),
= —rem(S;(M),S;(M))

-2
= <0.215325 —0.2153250; + 1.o1%2 — 0.2153250, — 1.7846701; 0 + 1.a§>

<145.688 (1.a§ —4.3345801f 0, — 0.646167atf +7.5203703 03 + 1.0273605 a1

+0.781436063 — 6.03580203 — 0.5275220203 — 1.25288020t; — 0.28680502

+2.150150 05 — 04937070 03 4 1.50744 0 03 — 0.16970601 02 + 0.147327 a1
—0.30014105 4 0.64003203 — 1.0359903 +0.45651103 — 0.147327oc2>> :

Estamos interessados na sequéncia de Sturm para os valores 1 =0 e n =1 que

denotaremos por S~ (0) e S~ (1), respectivamente.

A sequéncia S~ (0) é dada por

= —43.0833(1.0 +3.578570, —2.23855),

= —137.867(1.0oy — l.o),

B 28.7222(1.02 +3.867850, 0 — 2.3578201; — 4.8678503 +2.357820t)
- l.oal —1.02 '

-2
= (1.0@ —1.78467 0 0 — 0.2153250,; + 1.0 — 0.21532501 + 0.215325>

<145.688(1.0c? —4.33458af 0, — 0.6461670 +7.5203705 053 + 1.02736053 01,

+0.7814360; — 6.0358a7 053 — 0.52752207 015 — 1.25288ai 0, — 0.286805013

+2.1501501 03 — 0.49370701; 03 + 1.50744 0t 03 — 0.16970601; 02 + 0.147327 01

—0.30014 10 +0.64003204 — 1.0359903 +0.456511032 — 0.1473270(2)).

E a sequéncia S~ (1) é definida por

So (1) = —129.076(1.01; +0.1393220, — 0.358267),
Sy(1) = —7.34603 (1.0 — 14.66730, + 13.6673),
Sy (1) = (Loy—1l.op)~'(125.862(1.07 —0.494751 0t 06—

0.7042490,; —0.33906103 +0.371874a1, +0. 166187)) ,
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-2
S5(1) = (1.0@ —1.784670 00 — 0.21532501; + 1.06% —0.2153250, +0.215325>

(145.688(1 .03 —4.334580} 0, — 06461670 +7.5203703 033 + 1.0273605 0t

+0.781436053 — 6.035802 03 — 0.52752202 03 — 1.252880i3 0y — 0.2868050:2
1 1%2 192 1 1

+2.150150, 04 — 0.4937070t 03 + 1.5074401,03 — 0.169706011 &t +0.147327 a1y

—0.30014103 +0.64003205 — 1.0359903 +0.45651103 — 0.147327cx2)> :

Observe que S5 (0) = S5 (1) = S5 (1). De modo andlogo, calculamos a sequéncia

S(P) ={Sy M),S{ (M),S3 (M), S5 (M)},
onde

St(m) = (Py(m))

— —80.320307 (a2 — o) + 100.4n (X% )

—137.867 (o4 — ),
S;(m) = —rem(S5(n),S{ (n))
97.1402
= ———— [ L.o3Nn+0.2956780 — 1.78467010om + 1.1436401, 00
l.oog — 1.0,
—0.2153250,m — 0.7434790; + 1.05M — 1.4393103 — 0.2153250,M

+0.74347901, + 0.21532511) ,

Ssm) = —rem(S{(m),S3(M))

-2
= (1.0@ — 1.78467010 — 0.2153250; + 1.03 — 0.2153250, +o.2153252>

(145.688 (1 .03 —4.33458a} 0 — 0.64702601f +7.5203703 033 + 1.0840603 0t

+0.78000403 — 6.0358003 — 0.7027710303 — 1.2279702 0ty — 0.29711602

+2.1501504 04 — 0.3167390t; 03 + 14825201 02 — 0.16970604; 010tz 4 0.15420201

—0.30014103 +0.58247504 — 1.0345603 + 0.46682203 — 0.154202oc2)> :
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Analogamente, calculamos as sequéncias ST (0) e ST(1), onde $*(0) é definido por

Sg(0) = —43.0833(1.04 +3.57857a, — 2.34299),

ST(0) = —137.867(l.a; — l.ay),

Si0) = 28.7222(1.02 +3.867850, 0, —2.514490; — 4.8678503 +2.514490a1, )
l.oog — 1.0, ’

S;(0) = si(.
A sequéncia ST (1) é determinada por

Sg(1) = —129.076(1.04 +0.1393220, — 0.39313),

ST(1) = —7.34603(1.0 — 14.66730, + 13.6673),

Sy(1) = (Loy—lop) '(125.862(1.0f —0.494751 0t 0t —
0.74000201; — 0.33906103 +0.4076270, +0.166187) ),

sT(1) = $5(0).

Observe que ST(0) e ST(1) dependem de o) e 0. Os préximos exemplos fornecem uma
ideia de como aplicaremos o Teorema de Sturm para os polindmios P_(1) e P, (n)em termos de

o € 0.
Exemplo 6.3.1 Considere o,y = 0.6 e 0y = 0.2 em (6-1) e (6-2), obtemos
P_(n) = 10.7094n> — 30.1201n? — 55.1466M + 39.7587.
As sequéncias de Sturm em M = 0 e N = 1 sdo dadas por
S7(0) = {39.7587,—55.1466,—22.5253,74.2812},

S™(1) = {—34.7987, —83.2587,33.0641,74.2812}.

A sequéncia S~ (0) possui 2 mudangas de sinal (V (0) = 2), enquanto S~ (1) tem somente
1(V(1)=1). O polinémio P_(n) tem V(0) — V(1) =2 — 1 = 1 raiz distinta em [0, 1].

Analogamente, o polindmio P, (M) € escrito como
Py (M) = 10.70941° — 30.12010? — 55.1466m + 44.2587,
tendo as sequéncias de Sturm em 0 e 1 da seguinte forma
S*(0) = {44.2587,—55.1466, —27.0253,76.8395},

S*(1) ={-30.2987, —83.2587,28.5641,76.8395}.

Consequentemente, o polinomio P, (M) tem V(0) =V (1) =2—1=1 raizem [0, 1].
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Exemplo 6.3.2 Considere o,y = 0.2 and oy = 0.3 em (6-1) e (6-2), obtemos:
P_(n) = —2.67734n° —37.6502n> + 13.7867n + 41.5743,
com sequéncias de Sturm
S7(0) = {41.5743,13.7867,—20.0327, —25.4783},

S™(1) = {15.0335,—69.5457, —146.881, —25.4783}.

Entdo, P_(n) tem zero raizes distintas em [0, 1], pois V(0) =V (1) =1—1=0.

O polinémio
Py (M) = —2.677340° — 37.6502n2 4 13.7867m + 46.0743,
com as sequéncias de Sturm
S*(0) = {46.0743,13.7867,—24.5327,—28.0495},

S*(1) ={19.5335,—-69.5457,—151.381,—28.0495},

também ndo possui raizes em [0, 1].

6.4 Analise Qualitativa das Equacoes Iniciais

Nesta secdo iremos estudar as raizes de P+ (1) dependendo de o e a.
Pelo teorema de Sturm, precisamos analisar os sinais de cada termo das sequéncias

anteriores

§7(0) = {85 (0),57(0),85(0),85 (0) },8~(1) = {8y (1),87 (1),8, (1),85 (1)},

$7(0) = {85 (0),5{(0).8;(0),55(0) } .57 (1) = {87 (1), 57 (1),85 (1), S5 (1) }

que dependem de o) e 0. Assim, para estudar esses sinais, precisamos conhecer as curvas
algébricas (em duas varidveis, o e o) obtidas quando S; (p) =0comi=0,1,2,3¢ p € {0,1}.

Com isso obtemos 16 curvas, que sio definidas no quadrado unitario
K: {((X],O(Q);O <o < 1,0 <oy < 1}.

O quadrado X pode ser particionado em algumas regides conexas, disjuntas, K, para
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algum k € N, e é obtido pela divisdo R \ 4, onde

a= U sip).
i=1,..4
pef0,1}

Selecionando um ponto (o}, 3) € K, que ndo pertence a nenhuma curva, os sinais das
sequéncias ST(p) estdo bem definidos para que possamos inferir sobre o0 nimero de raizes para
PT(n) entre 0 e 1. Note que, se movermos o ponto inicial (o}, ;) para que ele cruze algumas
das curvas algébricas mencionadas, pelo menos um sinal na sequéncia S~ (k) ou na S* (k) mudard.
Consequentemente, o nimero de 1n—raizes do polindmio correspondente aumentara ou diminuird,
assim a quantidade de possiveis pontos de equilibrios potenciais pode mudar. Recorde que as
raizes obtidas M sdo apenas valores candidatos para formar um ponto de equilibrio (w*,n*,&*)
para os sistemas diferenciais (5-13) e (5-14), pois eles devem satisfazer 0 < £ = §(n*) < 1, obtido
da equacdo § = 0. Além disso, ainda ndo podemos decidir se esses pontos de equilibrios potenciais
sdo virtuais ou reais.

As curvas algébricas mencionadas sdo exibidas nas Figuras 6.1, 6.2 e 6.3. Na Figura 6.3
podemos ver as dezesseis curvas algébricas combinadas. Cada regido corresponde a uma situacio
distinta em termos do nimero de pontos de equilibrio potenciais, dependendo de o; e 0. Note
que, existe uma pequena regido onde o ndimero de raizes é 2 para ambos os polinémios P_(1) e
P, (n), correspondendo ao caso estudado em [17]. Este caso apresenta a configuragdo méxima dos
pontos de equilibrio potenciais.

A seguir, estudaremos alguns exemplos concretos definindo valores especificos para o
e 0, de forma mais adequada, ou seja, considerando o significado fisico, tomando como referéncia
o artigo [17], onde de acordo com a equagdo (5-4), o; < 0. Consideramos o retingulo R/ C R
dado por

R ={(0,0);0.29 < ay <0.35,0.56 < o, < 0.68}.

Os valores de o e oy em R correspondem a uma variagdo de aproximadamente 10%
nos valores originais considerados em [17] que sdo (o}, ob!) = (0.32,0.64). Esta restrigdo reduz
o nimero de regides na Figura 6.3 para sete regides que renomeamos como 4, ..., G, veja a Figura
6.4.

Para realizar o estudo dos exemplos concretos, iremos considerar valores especificos
para o » em cada uma das sete regides, € entdo aplicaremos o Teorema de Sturm. Uma vez encon-
trado o nimero de raizes, expressaremos explicitamente os pontos de equilibrios e determinaremos
sua estabilidade. Por tltimo, apresentaremos a configuracdo do “plano critico” € = 0 nas equacdes
originais (5-13) e (5-14), projetado em algum plano w = wy, como feito no capitulo anterior, para

que possamos ter alguma intui¢do sobre a existéncia de 6rbitas periddicas.
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(a) Curvas associadas a S—(0). A
curva em formato de garfo (em
laranja) é formada por duas com-
ponentes.

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

(b) Curvas algébricas associadas a
S™(1). A curva em formato de
garfo é a unica com duas com-
ponentes, sendo as outras trés a
curva verde dobrada e as linhas
em azul e laranja.

0.2f

(¢) Curvas algébricas associadas a
S7(0) e S~ (1) simultaneamente.
Em cada regido, o polinémio
P_(M) tem um nimero de raizes
entre 0 e 1 que é representado
pelo niimero dentro de cada re-

gido especifica.

Figura 6.1: Regides e curvas algébricas associadas a S~(0) e

s~(1)

6.4.1 Regiao A: oc; =0.30e ap =0.64

1. O polinémio P-_(n) é escrito como

P_(M) = —9.102971° — 26.6061n? 4 46.8746n — 15.154,

e as sequéncias de Sturm em 1 =0 e 1 = 1 sdo dadas por

S7(0) = {—15.154,46.8746,30.3767, —2.86833}
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0.0 0.0
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

(a) Curvas algébricas associadas a  (b) Curvas algébricas associadas a
5%(0) 57(1)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

(¢) Curvas algébricas associadas a
ST(0) e ST(1) simultaneamente.
O niimero de raizes de P (1) en-
tre 0 e 1 em cada regido é repre-
sentado pelo respectivo niimero.

Figura 6.2: Regides e curvas algébricas associadas a ST(0) e
sH(1)

S7(1) ={—3.98842,—33.6465, —18.1539, —2.86833},

respectivamente.

2. O polindémio P_(1) possui V(0) — V(1) = 2 raizes distintas em [0, 1]. Mais precisamente,
as raizes de P_ (1) sdomn = —4.23239,1 = 0.466573 e n = 0.843021.

3. Os pontos de equilibrio da equagdo (5-13) em 0 < m < 1 sdo do tipo sela
Qr, = (-8.57681,0.466573,0.0931741) e assintoticamente estdvel Q & =
(4.53984,0.843021,0.733136). Além disso, sdo virtuais, pois 0.0931741 < y(0.466573) =
0.146517 € 0.733136 < 7(0.843021) = 0.748834.

4. Analogamente, o polindmio P, (1) é escrito da seguinte maneira:

P.(M) = —9.10297m° — 26.60611> + 46.87461 — 10.654,
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0.4
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0.0/ X : X X X
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.3: As dezesseis curvas algébricas e o niimero de raizes
entre 0 e 1 dentro de cada regido. O par (m,n) indica
que nessa regido P, (M) tem m raizes e P_(n) tem n
raizes pertencentes ao intervalo [0, 1].

0.29 0.30 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35 0.29 0.30 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35
Figura 6.4: As regides A, ..., G dentro do retangulo R!. O simbolo
“+” indica o par (!, ad!) considerado em [17].

as sequéncias de Sturm em 1 = 0 e = 1 sdo dadas por

ST(0) = {—10.654,46.8746,25.8767, —10.7376}

S*(1) = {0.511583, —33.6465, —22.6539,—10.7376}.

5. O polinémio P, (M) tem V(0) — V(1) =2 —1 =1 raiz em [0,1]. A raizes de P (n) sdo
n=—-4.21148,1=0.273837 e = 1.01485.

6. Consequentemente, existe um dnico ponto de equilibrio virtwal Q% , =
(—16.8736,0.273837,0.121343). O ponto do tipo sela é virtual, pois 0.121343 >
v(0.273837) = —0.161861.

As informagdes acima podem ser resumidas na Figura 6.5.
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(a) Rgizes de P_ (em azul) e P, (em la- (b) Plano critico.
ranja).

Figura 6.5: Regido A

6.4.2 RegiaoB: oy =0.30 e oy = 0.561

1. O polinémio P_(n) é dado por
P_(1) = —6.987871° — 28.589n> + 35.98321 — 2.97403,
e a sequéncias de Sturm em 1 = 0 e | = 1 sdo dadas por

S7(0) ={—2.97403,35.9832,19.3313,—-10.7321}

S™(1) = {—2.56774,—42.1585,—30.6495, —10.7321},

respectivamente.

2. P_(n) possui V(0) — V(1) = 2 raizes distintas em [0,1]. As raizes de P_(n) sdo n =
—5.11435,1n = 0.0890947 e | = 0.934024.

3. O ponto de equilibrio da equacgdo (5-13) para0 <M < 1 ¢
Q0 5 = (9.91141, 0.934024, 0.887841) que € um ponto do tipo sela, € virtual, pois
0.887841 < y(0.934024) = 0.894438. Note que, paran = 0.0890947 temos § = —0.548539,
entdo este ponto ndo satisfaz & € [0, 1].

4. Analogamente, o polindmio P (1) é
P, (1) = —6.98787n> — 28.589n> + 35.9832n + 1.52597
as sequéncias de Sturm sdo dadas por

S*(0) = {1.52597,35.9832,14.8313,—17.1702}

S*(1) = {1.93226,—42.1585, —35.1495, —17.1702}.
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5. O polinémio P, (M) ndo possui raizes distintas em [0, 1] pois V(0) — V(1) = 0. Observe que
as raizes deste polindmio sdo 1 = —5.09374,1m = —0.0410804 e 1 = 1.04359. Portanto, a

equacao (5-14) ndo possui equilibrio.

As informagdes acima podem ser resumidas na Figura 6.6.

(a) Raizes de P_ (em azul) e P (em lara- (b) Plano critico.
nha).

Figura 6.6: Regido B

6.4.3 Regiao C: oy =0.33 e 0, = 0.561

1. O polinémio P-_(n) é dado por
P_(1) = —6.18466m> —27.836n° + 31.84721 — 4.26653
e as sequéncias de Sturm

S7(0) = {—4.26653,31.8472,20.193, —5.79683}

S™(1) = {—6.44003, —42.3788, —28.8795, —5.79683},

respectivamente.

2. O polinémio P_(n) tem V(0) — V(1) = 2 raizes distintas em [0, 1]. As raizes de P_(n) sdo
N = —5.46598, N = 0.155968 e n = 0.8092.

3. Otnico ponto de equilibrio da equagao (5-13) para 0 < n < 1 € do tipo assintoticamente es-
tdvel Q* | = (3.44848,0.8092,0.67564) que € virtual, pois satisfaz 0.67564 < (0.8092) =
0.69472.

Para 1 = 0.15596 obtemos § = —0.434854 assim & ¢ [0, 1].

4. O polindmio P, (1) é escrito como

P, (1) = —6.18466m> —27.836m> + 31.84721 + 0.233468,
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e as sequéncias de Sturm em 1 = 0 e 1 = 1 s@o dadas por

St(0) = {0.233468,31.8472,15.693, —12.1462}

St(1) = {—1.94003, —42.3788, —33.3795, —12.1462}.

5. P.(m) tem V(0) = V(1) =1—0 =1 raiz em [0,1]. As raizes de P.(m) sdo n =
—5.44521,m = —0.00728459 e n = 0.951683.

6. Assim, existe um UGnico ponto de equilibrio assintoticamente estdvel Q7 & =
(5.93242,0.951683,0.941536). E virtual, pois 0.941536 > ¥(0.951683) = 0.922693.

As informagdes acima podem ser resumidas na Figura 6.7.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

o

(a) Raizes de P_ (em azul) e P+ (em la- (b) O plano critico exibindo

ranja). uma potencial orbita pe-
riodica.

Figura 6.7: Regido C

6.4.4 RegiaoD: oy =0.33 e o =0.60
1. Temos o polindmio P_ (1)

P_(n) = —7.22883n° — 26.8571m% + 37.2241 — 10.2794,

e as sequéncias de Sturm

S7(0) = —10.2794,37.224,25.6458, —1.44833

S7(1)={-7.14138,—-38.1767,—21.3439, —1.44833}.

2. O polinémio P_(n) tem V(0) — V(1) = 2 raizes distintas em [0, 1]. As raizes de P_(n) sdo
n=—4.83992,m=0.41266 e n = 0.711984.

3. Os pontos de equilibrio da equagdo (5-13) para 0 < m < 1 s@o do tipo
sela. Q* , = (—9.87892,0.41266,0.001522) e assintoticamente estdvel Q* & =
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(—0.837931,0.711984,0.510373). O~ , € um ponto de equilibrio virtual, pois 0.001522 <
v(0.41266) = 0.060256, assim como o Qr ;, pois 0.510373 < v(0.711984) = 0.539174.

4. Analogamente, o polindmio P, (M) € escrito como
P, (1) = —7.228831° —26.8571n% 4+ 37.2241 — 5.77941
e as sequéncias de Sturm em 1 = 0 and | = 1 s@o dadas por

St(0) = {—5.77941,37.224,21.1458, —8.66038 }

ST(1) = {—2.64138,—38.1767, —25.8439, —8.66038}.

5. O polinémio P, (n) tem V(0) — V(1) = 2 raizes distintas em [0, 1]. As raizes de P, (1) sdo
n=—4.8184,1=0.179681 e n = 0.923445.

6. Os pontos de equilibrio da equagdo (5-14) para 0 < M < 1 s3o do tipo sela
Q. = (—18.0853,0.179681,0.00741401) e assintoticamente estivel Q% & =
(3.95005,0.923445,0.907368). Ambos, sdo pontos de equilibrio virtual, pois
0.00741401 > y(0.179681) = —0.31251 e 0.907368 > (0.923445) = 0.877512.

As informagdes acima podem ser resumidas na Figura 6.8.
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(a) Raizes de P_ (em azul) e Py (em la- (b) Plano critico com uma
ranja). potencial Orbita perio-
dica

Figura 6.8: Case D

6.4.5 RegiaoE: oy =0.345e 0y =0.64

1. O polinémio P_(n)

P_(n) = —7.89817n> — 25.4766n2 4 40.6706n — 17.0927
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e as sequéncias de Sturm

S7(0) = {—17.0927,40.6706,31.6692,6.43334}

S™(1) = {—9.79685,-33.9771, —13.7064,6.43334}.

2. O polindbmio P_(n) tem V(0) — V(1) = O raizes em [0,1]. As suas raizes sdo M =
—4.48221,m = 0.628285 —0.296794i e 11 = 0.628285 +0.296794i, entdo a equacio (5-13)
ndo possui pontos de equilibrio em B.

3. O polinémio Py (1)
P.(n) = —7.89817n° — 25.4766m? 4+ 40.67061 — 12.5927
e as suas sequéncias de Sturm

ST(0) = {—12.5927,40.6706,27.1692, —1.66684}

St(1) = {—5.29685,~33.9771, —18.2064, —1.66684}.

4. O polindmio P, (n) tem V(0) — V(1) = 2 raizes distintas em [0, 1]. As raizes de P, (1) sdo
n = —4.46028n = 0.463628 e n = 0.771013.

5. O ponto de equilibrio da equagdo (5-14) para 0 < n < 1 s@o do tipo
sela Q% , = (—13.016,0.463628,0.35099) e assintoticamente estdvel Q7 ; =
(—3.34735,0.771013,0.722926). Ambos, sdo pontos de equilibrio virtuais, ji que
0.35099 > v(0.463628) = 0.141805 e 0.722926 > y(0.771013) = 0.633621.

As informagdes acima podem ser resumidas na Figura 6.9.

0.2 oA 0.6 0.8 1.0

04 n 06

(a) Raizes de P_ (em azul ) e Py (em la- (b) Plano critico.
ranja).

Figura 6.9: Regido E
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6.4.6 RegiaoF: o; =0.35e 0, =0.67

1. O polinémio P_(n)
P_(M) = —8.5675M° —24.5981n% +44.11731 — 21.9334
e a sequéncia de Sturm

S™(0) = {—21.9334,44.1173,36.0073, 11.5347}

S™(1) = {—10.9817,—30.7814,—9.09833, 11.5347}.

2. O polinémio P_(n) tem V(0) — V(1) = 0 raizes em [0, 1]. As raizes de P_(n) sdo imagina-
rias, N = —4.23112,m = 0.680013 —0.377677i e 1 = 0.680013 + 0.377677i.
3. O polinémio P4 (1)

P, (M) = —8.5675M° —24.5981n> +44.1173n — 17.4334
e as sequéncias

St(0) = {—17.4334,44.1173,31.5073,2.78848}

S*t(1) = {—6.48173,-30.7814,—13.5983,2.78848}.

4. O polindmio P4 (M) também possui (V(0) — V(1)) = O raizes distintas [0, 1]. As raizes de
P (M) sdom = —4.20928,m = 0.669092 — 0.189027;i e = 0.669092 + 0.189027i.

As informagdes acima podem ser resumidas na Figura 6.10.

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 6.10: Raizes em [0, 1] da regido F.

6.4.7 Regiao G: oy =0.30e o, =0.68

1. O polinémio P_(n)

P_(n) = —10.1739n% — 25.6021n? + 52.3893n — 21.321
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e as sequéncias de Sturm

S7(0) = {—21.321,52.3893,35.9693, 1.29729}

ST (1) ={—4.70774,—29.3366,—13.2738,1.29729}.

2. O polindmio P_(n) possui V(0) — V(1) = 0 raizes distintas em [0, 1]. As raizes de P_(1)
sdomn = —3.95315, =0.718351 —0.118722i e 1 = 0.718351 +0.118722i.
3. O polinémio P (M)

P, (1) = —10.17391n* — 25.60211? 4+ 52.3893n — 16.821
e as sequéncias de Sturm

S*(0) = {—16.821,52.3893,31.4693, —7.20171}

S*(1) = {—0.207745,-29.3366,—17.7738,—7.20171}.

4. O polindmio P, (M) tem V(0) — V(1) = 2 raizes distintas em [0, 1]. As raizes de P, (1) sdo
n = —3.93272,1 = 0.423449 e n = 0.99282.

5. Os pontos de equilibrio da equagdo (5-14) para 0 < m < 1 s@o do tipo
sela Q% , = (—13.9433,0.423449,0.302373) e assintoticamente estivel Q% & =
(6.70174,0.99282,0.991312). A sela é um ponto de equilibrio virtual, pois 0.302373 >
7(0.423449) = 0.0775184 assim como Q7 |, 0.991312 > y(0.99282) = 0.988512.

As informagdes acima podem ser resumidas na Figura 6.11.

0.2 0.4 1.0

10
-15
-20 0of, l
TR
(a) Raizes de P_ (em azul) e Py (em la- (b) Plano critico.
ranja).

Figura 6.11: Regido G
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6.5 Trabalho futuro

Considerando os resultados até aqui apresentados, temos como objetivos futuros provar
que nas regides C e D existem Orbitas periédicas como em [17]. Além disso, ajustando certos
pardmetros queremos provar que em tais regides também existem pontos de equilibrio regulares,

fazendo um estudo da teoria da bifurcacio para as equagdes diferenciais (5-13) e (5-14).
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