Universidade Federal de Goias
Instituto de Fisica
Programa de P6s-Graduagao em Fisica

LUIZ EDUARDO DE SOUSA FREIRE

Derivacgao de interagcoes efetivas de elétrons em membrana
bidimensional (grafeno) utilizando transformag¢oées de Hubbard-
Stratonovich

Goiania
2015



Universidade Federal de Goias
Instituto de Fisica
Programa de Pos-Graduagao em Fisica

LUIZ EDUARDO DE SOUSA FREIRE

Derivacao de interagoes efetivas de elétrons em membrana
bidimensional (grafeno) utilizando transformacdes de
Hubbard-Stratonovich

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pds-graduagcdo em Fisica da
Universidade Federal de Goias, como parte dos
requisitos para a obtencao do grau de mestrado.

Area de concentracéo: Fisica Tedrica

Orientador: Prof. Dr. Fabio Luis Braghin

Goiania
2015






Universidade Federal de Goias
Instituto de Fisica
Programa de Pos-Graduagao em Fisica

LUIZ EDUARDO DE SOUSA FREIRE

Derivacao de interagoes efetivas de elétrons em membrana
bidimensional (grafeno) utilizando transformacdes de
Hubbard-Stratonovich

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Fabio Luis Braghin (Orientador)
Universidade Federal de Goias

Prof. Dr. Eduardo Cantera Marino
Universidade Federal do Rio de Janeiro

Prof. Dr. Hermann Freire F. L. e Silva
Universidade Federal de Goias

Prof. Dr. Ricardo Avelino Gomes (Suplente)
Universidade Federal de Goias

Goiania
2015



AGRADECIMENTOS

Ao meu orientador Fabio L. Braghin;

A banca: Eduardo Marino, Hermann Freire e Ricardo Avelino (suplente);

Ao Cnpq, a Universidade Federal de Goiés e ao Instituto de Fisica;

Aos meus professores, em especial, Pablo, Salviano e Nicodemos;

A familia, em especial, aos meus pais Eber e Tania, meu irmdo Pedro e meus tios
Eduardo e Else (in memoriam) - pelos incentivos e suportes durante todos os
trabalhos; aos primos, em especial: Mateus, Douglas e Cecilia;

Aos amigos: Alexandre, Vitor, Milton, Leandro, Pedro Paulo, Pedro Augusto, Leticia
“Let”, Renata, Lorena, Darley, Fabio, Tiago, Bruna, Lana, Luis Fernando, José Luis,
Eric, Dannilo, Ana Livia, Isabela, Henrique, Medina, Emmanuel, Patricia, Lucas
Souza, Idney, Luis Eduardo, Camilo, Sirlene, Ludmilla (in memoriam) e aos demais
amigos, da fisica, demais projetos, de Silvania, Goiania e Brasilia;

E a todos aqueles que de alguma forma contribuiram para este trabalho.



"Nature uses only the longest threads to weave her patterns, so that each small piece of her fabric reveals the

organizations of the entire tapestry."

—  Richard P. Feynman




RESUMO

Neste trabalho investigamos membranas bidimensionais, tal como o grafeno, usando
Teoria Quantica de Campos, mais especificamente pelo formalismo de integrais de trajetoria e
usando transformagdes de Hubbard-Stratonovich. Com o grafeno como motivagdo, usamos
modelos para os elétrons em uma camada de grafeno, quando estes interagem com fonons da
rede, deformagdes de Kekulé e campos de gauge. Comecamos analisando uma teoria em que
bosons e férmions interagem entre si por meio de um acoplamento tipo Yukawa.
Apresentamos um método ja conhecido para eliminar os graus de liberdade fermionicos do
sistema e usamos as transformac¢des de Hubbard-Stratonovich para derivar uma teoria efetiva
bosodnica. Para isto, inserimos um campo auxiliar no modelo e mostramos que a teoria efetiva
pra este campo € equivalente a teoria efetiva para o campo bosdnico fisico. Assim, calculamos
e simulamos as equacdes de gap para este sistema em 1+1, 2+1 e 3+1 dimensdes e
comparamos com o modelo de Gross-Neveu para interagdes quarticas entre férmions em 1+1
dimensdes. Vemos que para dada constante de acoplamento, férmions massivos perdem toda
sua massa ao interagir com os bosons, efeito causado por quebra de simetria. Em seguida,
apresentamos o modelo de gauge quiral de Jackiw-Pi para o grafeno, onde interacdes tipo
Yukawa estdo presentes. Contudo, uma generalizacdo € proposta por Frederico et al. em que
auto-interacdes bosonicas de ordens mais altas e interagdes bosons/férmions mais gerais sao
consideradas. Novamente, usamos as transformagdes de Hubbard-Stratonovich para derivar
modelos efetivos para os férmions e as equagdes de gap. Identificamos a invariancia por
transformagdes quirais do grupo U(1) para o caso limite do modelo de Jackiw-Pi. Em seguida,
investigamos um modelo para os fonons da rede no grafeno, mais especificamente, a partir
dos trabalhos de Katsnelson et al e Guinea et al. Neste ponto, termos anarmonicos sao
incluidos na lagrangiana do sistema no intento de descrever modificacdes na estrutura da rede.
Eliminamos os graus de liberdade escalares do sistema, que sdo aqueles responsaveis por
descrever os modos de energia dentro e fora do plano e, assim, obtivemos uma teoria efetiva
para a parte eletronica. Como no modelo anterior, inferimos uma mudanga no potencial
efetivo e derivamos as respectivas equacdes de gap. Por fim, apresentamos o potencial de
Coulomb ao derivar uma teoria efetiva para férmions quando estes interagem com um campo
de gauge. Assim, comparamos este resultado com os modelos estudados e analisamos as

interagdes fermionicas efetivas presentes nas lagrangianas obtidas.



ABSTRACT

In this paper we investigate two-dimensional membranes, such as graphene, using
Quantum Field Theory, more specifically by the path integral formalism and using Hubbard-
Stratonovich transformations. With graphene as a motivation, we use models for electrons in a
graphene layer, when they interact with phonons, Kekule deformation and gauge fields. We
start by considering a theory in which bosons and fermions interact via a Yukawa type
coupling. We present a method already known to eliminate the degrees of freedom of the
fermionic system and use the Hubbard-Stratonovich transformations to derive an effective
bosonic theory. For this, we introduce an auxiliary field in the model and show that the
effective theory for this field is equivalent to the effective theory for the physical bosonic
field. Thus, we calculated and obtained the gap equations for this system in 1+1, 2+1 and 3+1
dimensions and then compared with the Gross-Neveu model for quartic interactions between
fermions in 1+1 dimensions. We see that for a particular coupling constant the massive
electrons lose all their mass by interacting with bosons, an effect caused by symmetry
breaking. We then present the chiral gauge model of Jackiw-Pi for graphene, where Yukawa
type interactions are present. However, this theory is a particular case of a more general
model proposed by Frederico et al. where bosonic self-interactions at higher orders and
bosons/fermions with more general interactions are considered. Again, we use the Hubbard-
Stratonovich transformations to derive effective models for fermions and the gap equations.
We identified chiral invariance transformations of the group U(1) for the limiting case of
Jackiw-Pi model. Finally, we investigated a model for phonons in the graphene background,
more specifically building on the papers by Katsnelson et al. Guinea et al.. At this point,
anharmonic terms are included in the Lagrangian of the system in an attempt to describe
changes in the background structure. We eliminate the degrees of freedom of the scalar
system, which are responsible for describing power modes on and off plane and thus obtained
an effective theory for the electronic part. As in the previous model, we see a change in the
effective potential and derive their gap equations. Finally, we present the Coulomb potential
to derive an effective theory for fermions when they interact with a gauge field. Thus, we
compare this result with the studied models and analyzed the effective fermionic interactions

present in the obtained Lagrangians.
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1 INTRODUGAO

Com todos os avangos teoricos da teoria quantica de campos e desde a consolidagdo da
existéncia de 4&tomos e do comportamento onda-particula, ndo tardou para que varios fisicos
comecassem a aplica-la para investigar diversos sistemas. Na grande area da matéria
condensada, por exemplo, sdo investigadas as propriedades macroscopicas da matéria, que
sdo consequéncias da interagdo de cada 4&tomo de um material com os demais e com o meio
no qual estd inserido. A Fisica da Matéria Condensada foi, portanto, cadenciada por essa
relacdo entre 0o macro ¢ o micro e chegamos ao século XXI com uma compreensdo da
natureza dos solidos e dos fluidos considerando as interagdes eletromagnéticas entre os
atomos. Com isso, foi crucial para diversos avangos tecnologicos conhecidos. Em pesquisas
realizadas nesta drea estdo o transistor, o laser, a midia magnética, a nanotecnologia, dentre
muitas outras. Na fronteira desse campo de pesquisa detacam-se as investigacdes acerca da
supercondutividade, sistemas complexos, polimeros, ligas e outros, além de sistemas de baixa
dimensionalidade como filmes finos, nanotubos de carbono, fulerenos, pontos quénticos, etc
[1-3].

Dentre tantas aplicagdes de sistemas em que a teoria quantica de campos pode ser
usada, destacamos um material que ganhou bastante atencdo e interesse nos ultimos anos: o
grafeno. Este material consiste em uma estrutura simples de carbono, bidimensional e da
espessura de um atomo e que, quando foi descoberto, suas propriedades superaram qualquer
expectativa do conhecimento da matéria. Embora sua descoberta seja recente, o modelo
teorico tem sido estudado hd mais de 60 anos, quando em 1947 o canadense Philip Russell
Wallace ja explicava a ligacdo quimica e a estrutura de bandas eletronicas do grafite [4, 5].

Posteriormente, o grafeno se mostrou um modelo tedrico com capacidades
incomparaveis, uma vez que consiste apenas em uma fina membrana empacotados numa rede
bidimensional na forma de favos de mel, tdo fino quanto resistente e eletricamente condutor.
O grafeno pode ser visto como uma pec¢a fundamental para a constru¢do de outras estruturas
de carbono, isto porque pode ser embrulhado em fulerenos 0D (adimensional), enrolados em
nanotubos 1D ou empilhados em grafite 3D (Figura 1). Logo, o grafeno (ou grafite 2D) tem
sido amplamente usado para descrever propriedades de varios materiais baseados em carbono.
Além disso, também ja foi mostrado que o grafeno fornece um excelente modelo de matéria
condensada para a Eletrodindmica Quantica em 2+1 dimensdes, no qual, foi onde o
impulsionou como um préospero modelo tedrico para investigagdo. Entretanto, o grafeno foi

previsto para nunca existir em seu estado livre por ser termodinamicamente instavel, sendo
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descrito como um material académico. Acreditavam ainda que seria um material instavel, no

que diz respeito a formagao de estruturas curvadas tais como fulerenos e nanotubos [6].

(a)

Figura 1: Pai de todas as formas de grafite, o grafeno (a) pode ser enbrulhado em buckyballs (b), enrolados
em nanotubos (c) ou empilhados (d).

Mas a historia esteve a favor do grafeno e esse sistema se tornou realidade a partir de
2004, quando o fisico russo Andre Geim, da Universidade de Manchester, sugeriu a um de
seus alunos de doutorado, Konstantin Novoselov, como tese de doutorado, a analise das
camadas de grafite presentes nos materiais descartados durante a coleta de amostras para
pesquisa. Entdo o inimagindvel aconteceu e entre as centenas de laminas analisadas, foram
evidenciadas algumas camadas cristalinas e planas, quase bidimensionais, de grafite. Em
outras palavras, o grafeno em estado puro.

Recentemente, em 2005, os primeiros resultados foram publicados [7, 8] e logo em
seguida, dois experimentos [9, 10] provaram que os portadores de carga no grafeno atuavam
como férmions de Dirac sem massa. Desde entdo comecaram as exploragdes sobre as
capacidades eletronicas do grafeno, o que gerou grande repercussao no campo da fisica do
estado solido e das tecnologias de materiais, além de premiar Geim e Novoselov com o
Prémio Nobel de Fisica no ano de 2010. Entre algumas de suas propriedades, mesmo em fase
experimental, destacam-se a capacidade de auto refrigeracdo; a condutividade térmica e
elétrica; uma incomparavel elasticidade e dureza; a resisténcia cem vezes maior do que o aco;
a capacidade de gerar eletricidade quando atingido pela luz, entre outras [6].

Trabalhos recentes ressaltam que o carater quiral dos portadores de carga do grafeno ¢
a caracteristica fundamental para varios fenomenos. E, por outro lado, mais efeitos foram
observados quando o grafeno ndo estd em seu estado puro. Por exemplo, a distor¢ao de sua
estrutura vem sido bastante explorada, pois ja é conhecido que pode ser usada para abrir gaps
de energia significantes no espectro eletronico [11]. Também, por ter uma Unica camada
atOmica, o grafeno também ¢ mais fragil as influéncias externas, como deformagdes
mecanicas [12].

Para realizar uma formulagdo tedrica para o grafeno, alguns métodos da teoria

quantica de campos tem sido aplicados. O principio fundamental ¢ de que as excitagdes das
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quase-particulas satisfazem a equagdo de Dirac e a velocidade da luz ¢ substituida pela
velocidade de Fermi vy = ¢/300 [13]. Sua estrutura e relagdo de dispersdo serdo apresentadas
neste trabalho através do modelo de tight-binding para estruturas cristalinas.

Por outro lado, no ponto de vista da teoria quantica de campos, uma ferramenta para
tratar as equacdes que descrevem a dinamica do sistema consiste nas transformagdes de
Hubbard-Stratonovich. Este método ¢ extremamente util pois, para as interagdes consideradas
nas teorias de campos, existe uma classe limitada de modelos que permitem solucionar os
problemas, onde ¢ necessario fazer aproximagdes. A técnica mais comum ¢ baseada em teoria
de perturbagdo, no qual requer um pequeno parametro. A estratégia do método, que ¢
especialmente elegante para o tratamento de teorias quanticas com a formulag¢do das integrais
de caminho de Feynman, baseia-se na introdu¢do de variaveis coletivas - campos auxiliares -
por uma transformacgdo integral exata que permite eliminar, via integragdo, os graus de
liberdade elementares. Muitas vezes, o acoplamento dos campos auxiliares ¢ fraco tal que
expansdes perturbativas da acdo efetiva ndo linear faz sentido e permite resultados
interessantes ja em baixas ordens da expansdo [14, 15].

Desta maneira, podemos usar as transformacdes de Hubbard-Stratonovich para buscar
teorias efetivas para os elétrons em uma membrana bidimensional (grafeno) inserindo um
campo auxiliar. Portanto, neste trabalho apresentamos trés modelos que vem sendo usados
para descrever interagdes e modificagdes da estrutura do grafeno. O primeiro modelo consiste
em formular uma teoria quiral para o grafeno, o segundo e mais geral e leva em conta campos
bosonicos complexos eu terceiro, investiga distor¢des da membrana devido ao acoplamento
anarmonico dos modos da rede fora e dentro do plano [16-19]. Logo, o objetivo do trabalho
consiste em tratar estes modelos através das transformacgdes de Hubbard-Stratonovich, a fim

de encontrar teorias efetivas para os elétrons do grafeno.
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2 ELEMENTOS TEORICOS

Neste capitulo apresentamos a quantizagdo de campos pelo método das integrais de
trajetoria de Feynman [20-26]. Comecamos pela formulagdo para a mecanica quantica, onde
brevemente discutimos o conceito de propagador e suas interpretacdes. Em seguida,
analisamos um sistema onde o campo possui uma fonte geradora e que a amplitude de
transicao de um estado de energia para outro € proporcional ao funcional gerador.

Para tal formulagdo, sdo mostradas as quantizagdes para trés tipos de campos: o
primeiro ¢ o campo escalar, regido pela equagdo de Klein-Gordon; o segundo é o campo
fermionico, descrito pela equagdo de Dirac; e o ultimo ¢ a teoria para o campo vetorial, ou
campo de gauge.

Na sequéncia apresentamos as transformagdes de Hubbard-Stratonovich. Para ilustra-
lo, apresentamos o modelo de Gross-Neveu em 1+1 dimensdes, onde interagdes quarticas
entre férmions sao investigadas e cujo resultado ¢ andlogo ao do sistema com bdsons/férmions
que interagem entre si através de um acoplamento do tipo Yukawa. A partir deste modelo,
encontramos a acao efetiva do sistema através da insercdo de um campo auxiliar.

O acoplamento do tipo Yukawa para d dimensdes ¢ entdo apresentado. Neste
momento, serd mostrado uma forma de eliminar os graus de liberdade fermionicos e assim,
obtemos uma teoria efetiva onde apenas as variaveis bosoOnicas aparecem explicitamente.
Serdo discutidos ainda neste tdpico, brevemente, a renormalizacdo para d = 4 ¢ a
renormalizagdo pela insercdo de um cut-off covariante. Esta ltima é uma maneira alternativa
de tratar o problema da divergéncia que aparece nas integrais do momento e sera usado para
tratar as langragianas em estudo neste trabalho.

Por fim, apresentamos modelos para o grafeno. Sua estrutura eletronica ¢ discutida nos
apéndices através do modelo de tight-binding, pelo qual também determinamos sua relagdo de
dispersdo. Até este ponto, so ¢ tratado do grafeno em seu estado puro. Contudo, nas ultimas
secdes desse capitulo, apresentaremos trés modelos que investigam propriedades especificas
do grafeno quando este ¢ sujeito a alguma alteracdo em sua estrutura eletronica, os quais
usaremos as transformag¢des de Hubbard-Stratonovich para derivar interacdes efetivas para os

férmions da rede.

2.1 Integrais de caminho e métodos funcionais

Nesta se¢do, iremos apresentar a ideia fundamental de um formalismo alternativo da

mecanica quantica: as integrais de caminho de Feynman. Neste ponto, discutiremos o
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significado fisico de um propagador e como incluir a atuagdo de agentes externos na
lagrangiana do sistema. Em seguida, serdo apresentadas as quantizacdes de campos escalares,

fermionicos e de gauge, por meio do calculo dos funcionais geradores de cada teoria [20].

2.1.1 Integrais de caminho de Feynman

Na formulagdo usual da mecanica quantica, as quantidades X e p sdo substituidas por
operadores que obedecem as relagdes de comutagdo de Heisenberg e que atuam no espago de
Hilbert. Por outro lado, a formulacdo de Feynman para as integrais de caminho ¢ baseada
diretamente na no¢do de um propagador K, nicleo de um operador integral, responsavel por
evoluir uma fun¢ao de onda de um ponto inicial Y(F', 1) e produzir uma func¢do de onda em
um ponto terminal Y(¥",7) :

Y(E" )= [ d’x K (3", 0,3 0)9(3'1,) (1)
Esta equacao define o propagador, que pode ser construido a partir das autofungdes de energia
e seus autovalores. A evolugdo temporal de uma fun¢ao de onda se torna totalmente previsivel
se a fun¢do de onda em um instante inicial e o propagador forem conhecidos. Desta forma,
podemos dizer que a mecanica ondulatoria de Schrédinger ¢ uma teoria tdo deterministica
como qualquer outra teoria cldssica cujo sistema nao ¢ perturbado.

Por outro lado, podemos interpretar o propagador como uma amplitude de transi¢do
onde sistema vai de um ponto inicial qualquer até um ponto final. Para isto, escrevemos o
propagador na representacdo de Heinsenberg, onde temos:

K(X", ;%" 1,)=(X"1|%"4y),, . (2)

Este resultado indica, em outras palavras, a probabilidade da particula ir do ponto (X', 1,) a0

ponto (¥",¢) no espago-tempo, de forma que o termo amplitude de transi¢io ¢ bem
apropriado.

De maneira mais geral, podemos evoluir o sistema em um ponto inicial (35“) , tm) aum
ponto terminal (%", #")) , dividindo o percurso em #-1 intervalos:

<3C>(n)’ A 35(1), t(l)>:f d’ x(")<}(’1), A -)E(nfl),t(nfl)>m<5c>(2), t(2)|}(1), t(1)> ’ 3)

onde o ordenamento temporal ™ > (" > > (¢ levado em conta. Esta relagdo é conhecida

como propriedade de composicdo e levou a uma formulagdo independente da Mecanica
Quantica, realizada por Richard Feynman em 1948.
Em seu trabalho, Feynman mostrou que a amplitude de transi¢do entre um ponto x; no

instante ¢, € um ponto xy no instante ¢y € proporcional a exponencial de i vezes a acgao:



16

X2 . Iy
<xN,tN|x1,t1>=fD[x(t)]exp ihfff(x,x) > 4)
X, t
onde ¢ definido o seguinte operador integral:

fDhﬂﬂ=£ElZ;%Z7TTIqufdmﬂmfd@ . (5)

Com este resultado, Feynman apresentou uma formulagao alternativa para a mecanica
quantica e que carrega consigo ideias importantes tais quais: o principio da superposicao, a
propriedade de composi¢do da amplitude de transicdo e a correspondéncia classica. Mais
além, pode ainda ser mostrado a equivaléncia entre as integrais de trajetdria e a mecéanica
classica.

A partir deste ponto, com intuito de simplificar os célculos, mudamos o sistema de
unidades e passaremos a usar o sistema de unidades naturais onde a velocidade da luz, a
constante de Planck e a constante de Boltzmann ¢ igual a uma unidade. Vamos considerar
também uma alteracdo na lagrangiana pela presenca de uma fonte de campos dependente do
tempo, J(?). Neste contexto, chamaremos qualquer agente externo de fonte, responsavel por
provocar uma transi¢cdo de um autoestado de energia a outro. Por outro lado, no escopo da
teoria quantica de campos, uma fonte dependente do tempo pode provocar a criagdo ou a
aniquila¢do espontanea de particulas. Em todo caso, a fonte pode ser modelada através da
seguinte modifica¢do na lagrangiana £ — < +J (t)x(t) .

A fonte J(?) ¢ definida em um intervalo de tempo finito ¢ € /¢, ,/. Para instantes de
tempo 7, e 1>, tais que, 7> > t; e T, < t;, ndo ha atuacdo da fonte. Supomos ainda que a
particula esta no estado fundamental no tempo 7, — -0 e assim, procuramos responder qual a
amplitude de transi¢ao na qual a particula permanecera no estado fundamental no tempo 7> —

0. O resultado para o funcional gerador ¢ dado pela expressdo a seguir:
Z[J]=N [ Dlx]Jexp {i [ d'x[Z+I(t)x(t)]} , (6)
onde a constante de normalizacdo ¢ definida pelo funcional gerador na auséncia de agentes

externos, isto €, J — 0.

2.1.2 Métodos funcionais para campos escalares

Para quantizar o campo escalar, comegamos pela transi¢do da teoria quantica para uma
teoria de campos [21]. Para isto, fazemos a substitui¢ao x(z) — ¢(x*), onde trocamos a posi¢ao

em funcdo do tempo e no lugar, colocamos um funcional de fun¢des de posi¢do para o
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sistema. Também, supomos que o campo escalar ¢(x) possui uma fonte J(x) e entdo, podemos

definir a amplitude de transicdo vacuo-vacuo na presenca desta fonte:
z[J1= DloJexp|i [ d*x(Zy+T0)] o (0,l0,~w) | (7)
onde a constante de normalizacdo nao ¢ explicitada. Na exponencial, temos a densidade

lagrangiana de Klein-Gordon livre e um termo de fonte. Explicitamente:

Zf0)=3 (00~ (Vo) =me] . ®)

Neste ponto, dividimos ambos, espaco e tempo, em pequenos segmentos. Logo, o
espago de Minkowski é quebrado em cubos 4-dimensionais de volume &%, no qual ¢ ¢
constante para cada um destes volumes, isto é:

q)Nq)(xi’yj’Zk’tl)
e onde as derivadas sdo aproximadas da seguinte maneira:

9¢ 1
a i’j’k‘lmg[q)(‘xi_'_é’ y/’ Zk’ tl)_q)(ij y]; Zk’ tl)]

Agora, fazendo a troca formal dos indices (i, j, k, [) para um indice # e escrevemos:
”(Z}(q)(xi’yj’ Zk’ tl)’ auq)(xi’yj’ Zk’ tl)):"g)(q)n’ auq)n):”(z}n

e se i, j, kelcada, possuem N valores, entdo n tem N’ valores. Portanto, a agdo se torna:
N4
4
S~y 8' 7,
n=1

e a amplitude vacuo-vacuo é:

4

Z[J]=1lim J"]:[l D[q)n]exp[iZé“(JnJran)n)

N-—-w n

)

n=1
Vamos agora, calcular Z/J] para um campo escalar livre, isto €, para a lagrangiana de

Klein-Gordon:
Zy=[0,00"0—m*¢]
0_2 Mq) q) m q) (10)
e a amplitude correspondente tomando o limite N — oo é:
: 1 .
ZO[J]sz[q)]exp{zfd4xlaauq)ﬁpq)—m2¢2+q)J o (11)

Usando a integragao por partes:
[ d*x0,90"0=(00"0)|,— [ d*x 9070
e convertendo o primeiro termo a uma integral de superficie, usando a versao 4-dimensional

do teorema de Gauss, este termo desaparecera para ¢ — 0 no infinito, entdo temos:
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[d*xo0,00"0=—[d"x0d% ,

de forma que o funcional gerador resulta em,
e |
=[DloJexp{-i[d xl5¢D¢—¢J]} : (12)

onde o operador D sera usado nesta forma a partir de agora, afim de simplificar as equagdes.
Sua forma, dada explicitamente ¢:
D=0"+m" . (13)
Neste momento ¢ conveniente fazermos a seguinte mudanca:
O =0+, (14)

e usando o fato de que:

fd4x¢0D¢=f d4x¢D¢o 5

temos que:
4 |1 s |1 1 al s
[a*x S0Do+9J —[da*x 5q>Dq)+q>Dq)0+2—¢o(a +m2) Pyt J +0J |
onde escolhemos ¢, tal que,
Day=J(x) (15)
e a integral resultante fica:
1
S d'x[oDo+o.J] (16)
A solugdo da equagdo (15) ¢:
oo(x)==[ Ap(x=y) T (y)d*y | (17)
onde a 4(x - y) € o propagador de Feynman, que obedece a relagao:
DA (x—y)==8"(x~y) . (18)
Substituindo (18) em (17), obtemos os seguintes termos:
—fd (0D o]+ fJ —y)J(y)d'xd'y |

e o funcional gerador, por fim fica:
217 exp| 4§ 'y ()8, (5=3) ()| Dlglesp| L[ a's{o D]
. (19
=det l/2(1D expl fa’ xd y[J( )AF(x—y)J(y)]

onde a ultima passagem ¢ a solugdo do funcional gerador para o campo de Klein-Gordon
livre, cuja forma € uma integragdo gaussiana e esta explicitada no Apéndice A. Mas desde que

estamos interessados apenas em amplitudes de transi¢do normalizadas, o valor do
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determinante pode ser inserida como uma constante de normalizagdo. Além disto, ndo ¢ dificil

mostrar que o propagador de Feynman na representagdo de Fourier é:

1

A(x—y)= )
w(x=) (27()4‘[ k*—m?+ie

exp|—ik (x—y)] | (20)

onde introduzimos o termos ie para remover os dois polos em +m. Podemos também, fazer
uma mudanca de espaco e representar o funcional gerador no espago Euclidiano. Isto consiste
em transformar o tempo em uma componente imaginaria:

X,=ix,
cujo limite é x, — o. Assim, a diferencial da distancia é:

4
dsz=—z (dx")
u=1

e, definindo

k,=—ik,
temos, no espaco Euclidiano:
(a) k’=—k;
(b) dky=d’kdk,=—id*k .
Logo, o propagador de Feynman fica:

Ap(x—y)=—ﬁf d4kgﬁe><p[—ik5(x—y)] Q1)

e, por fim, a amplitude de transi¢cdo Euclidiano pode ser escrita como:

ZE[JHD[cp]exp[—fd“xE(%<62¢)2+m2¢2—J¢)l . (22)

2.1.3 Métodos funcionais para campos fermiénicos

Na quantizagdo de campos fermidnicos, os funcionais geradores se tornam integrais
funcionais sob variaveis de Grassman. Mais detalhes sobre esta algebra estdo apresentados no
Apéndice B [21, 25, 26]. Comegamos a quantizagdo introduzindo a lagrangiana para o campo

de Dirac livre:

ZL=p(iy"0,—m,)p=9pS,'p , (23)
onde,
Sy'=iy"e,—m, (24)

¢ o operador de Dirac livre e sera usado na sua forma compacta.
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O funcional gerador para os campos de Dirac livres, sem levar em conta a

normaliza¢do, mas na presenga de fontes 1, n ¢:

Z[nii)=[ Do, wlexp (i [ d*x[§ 55" w+ip+in]} (25)
onde definimos o nucleo:

OV, 9)=9 S, Y+Ny+yn (26)
e encontramos 0s campos que 0 minimizam:
(@ $,=—nS, ;
(b) P,=—Sm
Logo, podemos escremos o valor minimo do nacleo Q como:

0,=—n8m
¢ o nucleo em funcao de seu valor minimo:

(9., 9)=0,+(¥—=1,) S (w=w,) . (27)

Desta maneira, podemos reescrever o funcional gerador na seguinte forma:

ZInal=J DI, wlexp (i [ d*x[0,+(H=0,) S5 (w=w,)]} (28)
no qual, podemos fazer a seguinte trasformacao de variaveis:
(@) a=Y—1y, ;
(b)y a=y—y,
e obtemos portanto:

z[nal=expli [ d*x0,) [ DI, wlexp {i [ d*x[as,'al} (29)
cuja solug¢do da integracdo funcional que aparece ¢ mostrada em mais detalhes no Apéndice
B, explicitamente, na equagao (B.37):

Z[n, Al=det(—iS,"Vexp {—i [ d*xd* y[n(x)S,(x=y)n(¥)]} . (30)

onde o operador S, na representagdo de Fourier é:

I N iexp[—ik(x—y)]
Solx y)—<2n)4fd k Y k' —m+ie

2.1.4 Métodos funcionais para campos de Gauge

Nesta se¢do, apresentaremos o propagador do féton para a teoria da eletrodindmica
quantica (EDQ), onde quantizaremos campos vetoriais, ou campos de gauge [21-23]. Como
sera visto, a liberdade de fazer transformacdes de gauge provoca dificuldades que ndo
aparecem nos campos escalares e fermidnicos. Para isto, seja o funcional gerador do campo

vetorial a seguir:
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z[J)=[ D[4 ]Jexp{i [d*x[ L +J" 4]} , (31)
onde J* ¢ a fonte do campo de gauge, definido pelo campo vetorial 4, e a lagrangiana livre da
QED é:

Z 1 v
< =_ZFWF“ . (32)

onde F),, € o tensor de forga:
F,,=0,4,—0,4, . (33)
Podemos fazer uma integracdo por partes na acdo do termo livre da lagrangiana, onde

eliminamos os termos de superficie e o assim obtemos:

SR F = [ dix g, 0-5,0|4°

2

onde g, € o tensor métrico do espaco de Minkowski e, portanto:

Z[J]=fD[Au]explifd4x%A‘“[gw82—8M8V]AV+J‘”AM] , (34)

Contudo, o operador que aparece na lagrangiana ndo ¢ inversivel embora a lagrangiana da
eletrodindmica quantica ¢ invariante sob transformagdes de gauge do tipo:

A,—A,+0, A |
contudo, a integra¢do ¢ sobre todos os campos vetoriais A*, incluindo aqueles relacionados
somente pela transformagdo de gauge. Isto da infinitas contribui¢des a Z. Logo, para obtermos
um valor finito de Z devemos fixar um calibre particular, de tal forma que a integral sobre 4*
ndo estende sobre todos valores valores simplesmente relacionados pela transformacao. Para
isto, definimos a condi¢do do gauge de Lorentz:

0,A4"=0 |

que nos d4 a seguinte Lagrangiana:

Z=3 g, P4 (35)

onde o operador que aparece nesta expressao possui inversa, conhecido como propagador de

Feynman:

—1
[guvaz] _>DF(x:y)g.w:_gg.wAF(x:y;m:O) . (36)
Com estas consideragdes, para manter a forma da lagrangiana original, adicionamos

um termo fixador de gauge:

1 1

LV Z LV 1
<>rf:_szpr'F +3GF:_ZF;LVFF —_

Au 2
2oc<a” )

) (37)
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onde a constante a ¢ arbitraria e finita, cujo significado ¢ adicionar a lagrangiana um conjunto

de termos fixadores de Gauge. Assim, podemos reescrever o funcional gerador:
Z10)=[ Dl4Jexp L[ d*x[4'(g, 0+ a=1]0,0,) 4]y . (38)

onde, por simplifica¢do, denotaremos o operador:

D;l=g..0*+la'=1)5,0, , (39)
que possui inversa, dada pela expressao:

D,,=0" g +(a-1)0728"0"] ,
nos quais, a constante a que aparece no termo de gauge recebe nomenclaturas particulares
para este operador. Se a = I: propagador de Feynman (gauge de Feynman), ou se, a = 0:
gauge de Landau. Neste trabalho, usaremos o calibre de Lorentz em que (GHA”)=0 e
independe do valor de a.

Por fim, uma vez que o operador que aparece no integrando ¢ inversivel, podemos

integrar o funcional gerador. O método € analogo ao caso do campo escalar e o resultado é:

| (40)
=det_1/2(Dw)exp[éf d“xd“y(J“(x>D;i(x—y>J”(y))]

2.2 Transformacgao de Hubbard-Stratonovich

Até o momento, apresentamos sistemas que contém apenas campos fisicos livres na
presenga de suas fontes, sejam os campos escalares, fermidnicos ou vetoriais. Contudo,
podemos adicionar ao sistema de interesse, um campo auxiliar, que pode ser eliminado da
teoria sem perda de generalidade, conhecido como transformacdo de Hubbard-Stratonovich
[14, 15]. Nesta se¢do iremos apresentar este método por meio do modelo de David J. Gross e
André Neveu, que na referéncia [27] investiga teorias de campos fermidnicos em 1+1

dimensdes considerando interagdes quarticas.

2.2.1 Modelo de Gross-Neveu

O modelo consiste em um sistema fermidnico, onde as fontes sdo consideradas e que
possui uma interacao quartica entre os férmions mediada por uma constante de acoplamento

atrativa G:
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2

E’(fp,w#ﬂ)So‘w+fpn+ﬁw+%(fpw)2 , (41)
cujo funcional gerador Z é:
2hmm=fznwﬂwmpbfd%{msxw+wn+ﬁw+§¥wwfﬂ . (42)

No artigo [27], Gross-Neveu mostram que uma quebra de simetria dindmica ocorre
para qualquer valor da constante de acoplamento e as teorias resultantes produzem massa
fermidnica dinamicamente. A busca por esta quebra de simetria ¢ realizada por técnicas
funcionais € a combinagdo escalar anti-férmion/férmion desenvolve um valor experado de
vécuo ndo nulo (). Para entender esta situacdo, considere uma interagio de Yukawa (que

sera explorada em maiores detalhes na se¢do seguinte):

32@(iyua.u—me)W+mG¢fP1P+flm+7_]w > (43)
onde temos a parte cinética de um campo fermiodnico, a parte cinética de um campo bosonico,
suas fontes e a interacdo entre os dois campos mediante uma constante de acoplamento G.
Gross-Neveu mostra que se tendermos m — oo, a interagdo de Yukawa acima se torna
equivalente a interagdo original (41). O limite m — oo pode ser tomado fazendo a seguinte
transformag¢do no campo escalar:

o=m¢@

e deixando m — oo. A lagrangiana resultante ¢:
. . u 1 -
7 =9(iy"0,—m)yp—20"=Gopy (44)

que resulta nas mesmas fungdes de Green para os férmions que a lagrangiana inicial. Isto
pode ser visto pelo funcional gerador, integrando os graus de liberdade de ¢ na lagrangiana

(44).

2.2.2 Insergao de um campo escalar auxiliar

Na integracdo funcional, o termo de ordem quértica que aparece na Lagrangiana (41)
ndo permite uma integragdo direta uma vez que sabemos fazer integragdes apenas no formato
gaussiano. Uma maneira de contornar esse problema ¢ considerando um campo auxiliar ¢ tal

que o seguinte resultado ¢ valido sempre:
i
1:NofD[CP]eXP[—§fd4XCP2] . 45)

Fazendo o seguinte deslocamento no campo auxiliar:
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P=Q—cpy
onde ¢ é uma constante arbitraria, obtemos:
1=N, | D[(p]eXPl—lgf d*x[g*—2cP gy +c2(fpw)2)] . (46)
Multiplicamos esta identidade em (42) e obtemos:

zIn]=N, [ DD wlexp|i [ @' x9S, w+Pu+mp+2(Py)’

b

x| D [cp]exp[—éf d*xq’ =2 w+c2(ww)2]
mas como ¢ € uma constante arbitraria, escolhemos ¢ = G. Logo,

(47)

] i | o o
Z[”’”]:NofD[W:w’fp]exp[lfd“x(w(So‘+ch)w+wn+nw—5cp2)

e agora fazemos a integracdo nas variaveis fermionicas, de modo que, temos uma teoria para o

campo auxiliar ¢:

(48)

Z[n.m]=N, ] D[@]det[—i(Sol+GCP)]eXp[—ifd4x %+7_](S01+GCP)17])

Este resultado mostra uma forma de contornar o problema do termo quartico e assim,
temos uma teoria para o campo auxiliar apenas, onde os graus de liberdade fisicos do sistema
foram eliminados. Consequentemente, o funcional gerador para o sistema na auséncia de

fontes fermiOnicas é:

Z=N0fD[cp]det[—i(So1+ch)]expl—ifd4x%2] : (49)

Agora que temos uma teoria efetiva para o campo auxiliar, podemos determinar a
densidade lagrangiana efetiva [28], dada pela relagdo:
Z=N [ Dlglexp|i [ d*xZ ] . (50)

Mas desde que o operador que aparece no determinante ¢ diagonal, podemos usar do fato que

(mais detalhes no Apéndice C):
det[~i(S, " +G g)=exp| Trin[~i(S,'+G)]| | (51)
onde o 7r é a soma sobre os indices das matrizes de Dirac € a soma dos autovalores do

operador. Assim, temos uma teoria efetiva apenas com os graus de liberdade bosonicos:

2
zeffz—itr1n[—i(sg1+ch)]—% . (52)

=
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2.3 Lagrangiana de Yukawa

Nesta se¢do, vamos discutir um método usado para transformar uma lagrangiana que
envolve dois tipos diferentes de campos em uma lagrangiana com apenas um campo explicito
[21, 25, 26, 29]. Para isto, apresentamos uma teoria que contém um acoplamento entre bosons

e férmions, conhecido como acoplamento de Yukawa para 3+1 dimensdes. Sua lagrangiana é:
) — o 1 — —
Z(09,0)=18, v== 0D o=V (9)+oJ+Pn+AY—go Py . (53)

onde os operadores D e S;” sdo dados pelas equacdes (13) e (24), respectivamente. O termo
V(¢) contém os termos de auto-interagdes do campo bosonico e g ¢ a constante de
acoplamento. As dimensdes dos campos e da constante de acoplamento sao mostradas na

tabela abaixo. Para d = 4, a constante g ¢ adimensional e, portanto, a teoria ¢ renormalizavel.

Tabela 1 — Unidades de medidas para os campos e para a constante de acoplamento em cada dimensao.

Dimensdo [¢] [w] [g]

1+1 1 M”Z 0
2+1 Ml/2 0 Ml/2
3+1 0 M7Z 1

Em geral, as formulas para dimensdes dos campos e da constante de acoplamento em

unidades de massa sdo:
@) [o]=m"""
®) [yl=[p]=m"""
(©) [gl=m""
e o funcional gerador da teoria é:
Z[nn.J)=N [ Do, olexpli [ d*x(2(9.w.0)]
onde N ¢ a constante de normalizacdo. Esta expressdo pode ser reescrita da seguinte maneira,
de forma a explicitar a integragdo dos graus de liberdade fermionicos:

z[a,71=N [ D%, vlexp[i [ a*x[0(S,'=go)w+Tn+ny)|

4 1 (54)
fo[q)]exp[ifd x(—Eq)Dq)—V(q>)+Jq>

Se estamos interessados em processos que ndo contém férmions fisicos nas linhas externas do
diagrama de Feynman, entdo ¢ vantajoso reescrever Z tal que os campos fermidnicos nao

aparecem mais explicitamente. Isto pode ser feito porque a lagrangiana do sistema ¢
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quadratica no campo fermidnico, logo, podemos usar o método da integracao gaussiana para

quantizar o campo dos férmions. Ao fazer isto, obtemos:

Z,[0,m,J]=N [ D]¢]det[—i(S,'~g )] X

X exp —ifddx(ﬁ+n+%q)Dq)+ V(p)—J o

S, —go

onde podemos ainda reescrever esta equacao de forma mais compacta:

z,=NJ D[q)]det[—iM(qﬁ]exp[—if d"X(ﬁM_l(¢)n+%¢D¢+ V(¢>—J¢)] . (59)

onde,
@@ M(p)=iy"o,~m, ;
(b) my=m,+g¢ . (56)

Aqui vemos que o determinante do férmion M ¢ uma funcdo de ¢. Ademais, esta
equagao nao depende mais explicitamente dos graus de liberdade fermionicos, contudo, ela ¢
completamente equivalente ao funcional gerador inicial. O foco agora estd nos processos que
contém apenas bdsons nas linhas externas. Deste modo, podemos estabelecer as fontes
fermidnicas como zero. Ao fazer isto, desistimos de qualquer possibilidade de calcular
qualquer processo onde ha linhas externas fermionicas, pois para este calculo, dependemos
das derivadas funcionais com respeito as fontes dos férmions. Porém, através da presenga do
determinante do férmion M nds continuamos a ter os efeitos dos loops fermidnicos para o

campo escalar ¢. Assim, o funcional gerador resulta em:

; (57)

z,[J]1=N [ D[q)]exp[if ddx(—itrln[—iM (¢)]—%¢D¢—V(¢)+Jq)

onde usamos o fato de que M ¢ uma matriz diagonal e assim:
det[—i M ]=exp|[Trin(—iM )]
A equagdo (57) mostra formalmente que todos os graus de liberdade fermidnicos
foram removidos. Alternativamente, n6és também podemos dizer que estamos trabalhando

com uma nova agao efetiva para o setor bosonico:
S,=[ d'x —itrln[—iM(q))]—%(qu)—V((p) : (58)

onde o trago que aparece na acdo efetiva ¢ realizado somente sobre os indices de Dirac.
Quando queremos incluir o trago sobre as coordenadas do espacgo-tempo (ou, equivalente no
espaco do momento), denotamos por 77, em maiusculo:

Trztrf d’x
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Assim, podemos escrever a densidade lagrangiana como:
, . . 1
Zy==itrn[=iM(9)]=50Do=V(0) . (59)

cujos os resultados ainda estdo exatos. Contudo, o verdadeiro estado fundamental do setor
bosonico ¢ determinado pelo potencial V(¢) e o termo de massa, mas pode ndo coincidir com
o minimo deste potencial. Logo, supomos o valor constante ¢,, invarante por translagdes, que
minimiza o potencial /' como um campo referéncia no qual é possivel fazer uma expansao
perturbativa, caso desejado. Supomos que existe um campo constante @, que minimiza o
potencial e assim, introduzimos na agdo um termo correspondente devido a este campo.
Definindo,

m=m, g0, . (60)

a densidade lagrangiana fica:
Zq,:—%q)Dq)— V(p)—itrin[—iliy"8,—m,)|+itrin[—iliy"8,—m,|] ,
ou ainda,

J’¢=—%¢(62+m2)¢—V(q))—itr In

iy'o,—m,
i‘yuau_mo ’

onde podemos facilmente reescrever o logaritmo como:

trIn| - =—trin| 1+

iy'o,—m,

iy'o,—m,| 1
O’ +m;

my—my—ig yuﬁ“q)]

de modo que a lagrangiana efetiva fica:

Z =L o(+m?) oV (¢p)—L irin 4 g Y, ' (61)
v2 2 o’ +m; ’

que pode ser simplificada renomeando os operadores dentro do logaritmo:

Z =5 0(@+m) o=V ()= trin[1-DW] | (62)
onde os operadores sao:
(a) Dz_; .

024+my?

(b) W=m,—my>—igy,0"p . (63)

Aqui vemos que o operador D nao ¢ nada mais que o propagador de Feynman Ag(x - y)
para um campo @, com uma massa efetiva m, de tal maneira que nenhuma aproximagao foi

feita e a teoria continua exata. Notamos ainda um termo extra na lagrangiana efetiva que
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acrescenta ao potencial do campo bosOnico e assim, temos uma teoria para béosons com o

seguinte potencial efetivo:
Veff(q))=V(([))+%tr1n[1—DW] . (64)

Por fim, escrevemos também a acao efetiva em termos dos operadores D e W:

S¢=—§Trln[1 pwl-[a'x 2¢(a +m*)o+V(0)| . (65)

Vamos agora desenvolver uma expansdo do logaritmo que aparece nesta lagrangiana.

Sabemos que:
—rn(1-DW)=t Zl , (66)
=1 1

no qual, o tragco nesta equacao indica que cada termo na expansao contém um loop fechado
fermionico. Esta equacdo ¢ entdo chamada de expansdo de /-/oop e representa uma expansao
perturbativa na agdo efetiva. Ao integrar os graus de liberdade fermidnicos, obtivemos uma
teoria efetiva que leva todos os diagramas fermionicos de /-loop ja em conta. A expansado ¢
esperada para convergir mais rapidamente quanto mais perto o campo real ¢ estd de ¢, e
menor sdo os gradientes de ¢. Logo, nosso objetivo aqui € escrever o termo do traco como
uma integral sobre a densidade de espago-tempo no qual poderd ser interpretado como um
termo de correcao a densidade lagrangiana, resultando numa lagrangiana efetiva que contém
os efeitos de /-loop dos férmions. Para isto, temos que separar os termos do trago em
produtos de operadores que sdo locais em x e p. Neste caso o trago pode ser separado [29]:
nlF(p) Gl )= [ 2

Gy

A equagdo (66) no formato apresentado ndo permite uma aplicacdo direta deste

p)[d'xG(x) . (67)

resultado. Enquanto W ¢ diagonal em x e D em p, estes dois operadores sao misturados em

ordens mais altas da expansao. A separacao pode ser feita e o resultado obtido ¢ [29]:

1 1

—~tr(1=DW )=tr(DW )+ =tr(D’W*)+ =t (D[ D", WW)+0 (W?) . (68)

Notamos que todos os termos do lado direito tem uma dependéncia separada no momento e na
posicdo. Entdo, elas podem ser escritas como o produto das integrais no espago € no
momento.
Resta agora discutir os termos da expansdo e, para isto, comegamos com 0O primeiro
termo da equacdo (68), tr(DW), que é explicitamente:
Tr(DW)=Tr[D(m;—my—igy,8"9)] ,
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podemos escrever ainda,

my—my—ig ¥,0" 0=g"(¢" =) +2m, g (0= o) —ig ¥,0" ¢
¢ o trago ¢ sempre nulo sobre as matrizes gama de Dirac (#ry,=0) (ver Apéndice D),
portanto:

Tr(DW)=aDglg(o’=a5)+2m.(0—do)] (69)
onde a € o valor do trago sobre a matriz identidade em d dimensdes, cujo valor € obtido no

estudo das propriedades da algebra de Clifford para cada dimensdo. Aqui, apresentamos os

valoresde a: o =2parad=1+led=2+]ea =4 parad=3+1. Assim,

Tr(DW) agf B " st [ ' xle (0= 00+ 2m,(0=00)] . (70)

Este termo agora esta na forma desejada, isto ¢, dado pela integral espago-temporal
sobre os campos. Contudo, a integral no momento que aparece diverge quadraticamente para

d = 4. Assim como este termo, para 4 dimensdes, o préximo termo também divergira:

2W2)=g2f(‘217£ - fd"x (0°=00)+2m.(0—o)f - (71)

Na contagem das poténcias, para d = 4, pode ser visto que para o segundo termo da expansao,
a integral divergira logaritimicamente. Ja o segundo termo proporcional a /2,

Tr(D D™, WIW)=Tr[D*(—*W—2(0"W)d,)] (72)
e todos os termos de ordens superiores sao convergentes porque eles contém cada vez mais
ordens do propagador D. Isto significa que nds temos apenas dois termos divergente 0,
71), na expansdo. Eles podem ser removidos introduzindo contra-termos apropriados na
lagrangiana original e, entdo, podemos definir uma densidade lagrangiana efetiva, finita e
renormalizada, no setor bosonico da teoria. Fazemos isto adicionando os dois termos

divergentes na lagrangiana:

A

7 =508 0=V (¢)= 1 ln[l—DW]—%trlnlDW+%(DW)2 = (73)

Por fim, vemos que os dois termos divergentes podem ser regularizados através da
insercdo de contra-termos cuja estrutura ja estd presente na lagrangiana bosoOnica original,
removendo apenas os dois primeiros termos da expansdo do logaritmo. A teoria de Yukawa ¢
entdo renormalizavel para esta dimensdo, desde que o potencial V(¢) ¢ bem comportada e
contém no maximo até a quarta ordem de ¢ [29].

Contudo, hd uma segunda maneira para a regularizar as integrais de momento

divergentes. O processo consiste em definir um limite superior constante /4 para a integragao
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no momento, chamado cut-off. No presente trabalho, usaremos esta maneira de regularizar as

integrais que sera discutida mais adiante.

2.4 Modelos teéricos para o grafeno

Nesta secdo, discutimos alguns modelos que tem sido de bastante interesse ao
investigar as propriedades do grafeno, os quais serdo explorados neste trabalho através das
transformagdes de Hubbard-Stratonovich. Os modelos apresentados sdo: teoria de um campo
de gauge quiral. modelo de Jackiw-Pi [16]; um modelo mais geral que este, no qual ¢ levado
em conta termos de auto-interacdes do campo bosdnico complexo até oitava ordem, modelo
de T. Frederico et al. [17]; e os modelos de Katsnelson e Guinea [18, 19], onde os fonons da
rede sdo descritos através de campos escalares, no plano e fora do plano da rede, ¢ o campo de
gauge ¢ funcao destes campos escalares. Ademais, maiores detalhes sobre o modelo de tight-
binding para o grafen@ua estrutura em estado livre e a sua relagcdo de dispersdo ¢ mostrado

no Apéndice E.

2.4.1 Modelo de gauge quiral para o grafeno

Em 2007, C.Y. Hou, C. Chamon e¢ C. Mudry (HCM) sabendo que existem dois
pontos de Dirac para uma sistema de estrutura hexagonal de carbono, tipo grafeno. Logo, uma
equacdo de Dirac de duas componentes deve ser capaz de governar o movimento do elétron
proximo a cada ponto de Dirac. Contudo, uma distor¢do da rede perturba o movimento do
elétron, de tal maneira, que acopla os dois pontos de Dirac e abre um gap no espectro de
energia do sistema. No escopo da equacdo de Dirac, isto ¢ realizado pelo acoplamento do
campo de Dirac ¥ a um campo escalar ¢, no qual, este Ultimo campo permite medir a
distor¢do da rede. A teoria original de HCM, esta interagdo ¢ descrita pela seguinte densidade

hamiltoniana no espago das coordenadas:
H=[d’ry'(r)Ky(r) , (74)

onde y/(r) € um espinor de quatro componentes descrevendo os férmions de Dirac no grafeno:

Y
wb
= o]

b

y!

P
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onde os indices a e b referem as duas sub-redes triangulares do arranjo favo-de-mel e os
indices + e — aos dois pontos inequivalentes da primeira zona de Brillouin. A matriz K ¢

representada neste modelo como:

0 —2i0. go(r) 0

—2i0. 0 0 r
x=| ~H0 gcrf() | 75)

gQ (r) 0 0 2i0,

*

0 gol(r) 2i0. 0

onde 2i0,=i(0,—i 5y) e g ¢ a constante de acoplamento. Nesta representagdo, ¢(r) ¢ também
conhecido por campo de Kekulé e seu mddulo fornece um gap de massa de uma particula
para os férmions de Dirac. Também ¢ usual denominar o modelo, que leva em conta a
distor¢ao da estrutura, como textura de Kekulé.

A partir desse modelo, Jackiw-Pi [16] propuseram introduzir um potencial d@uge e
acopla-lo aos férmions de Dirac de maneira quiral. Isto torna a teoria invariante sob
transformagodes de gauge quirais locais, as quais agem nos campos escalar e de Dirac.

Para este modelo ¢ necessario, primeiramente, reescrever a matriz K em termos das
matrizes de Dirac, que possuem a forma:

(@) a:(al,az,aa):(ﬁ 0) :

0 —o

(b) B=((]’ é) . (76)

Vale ressaltar que sdo usadas matrizes 4x4 embora a algebra minima de Dirac requer
matrizes 2x2. Contudo, existem 4 graus de liberdades, dois em cada sub-rede. Como ha duas
dimensdes espaciais, usamos apenas as duas primeiras matrizes a, onde i = I/, 2 ou x, y;
enquanto que o papel da terceira serd explicado posteriormente. Podemos ainda, construir a

matriz quiral ys como uma quantidade hermitiana:

(@) Y=—id'alo’= I 0 .
! 0 -1/~

(b) (y))*=I (77)

¢ as matrizes gama como:

@ wa:(g ‘0") ;

(b) yi=B ; (78)

©) YI=iyiyrYry;
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Aqui usamos os indices J para explicitar o modelo de Jackiw-Pi. As matrizes a; anti-comutam
entrem si e com S, enquanto que, ys anticomuta com S e comuta com o, Assim, podemos

escrever a matriz K como:
H=[d’ry'(r)|op+gBle’—ig'y3)|w(r) (79)
onde todas as quantidades vetoriais sdo bidimensionais, p:i§e @ ¢ o campo escalar

complexo @=¢ +i¢ . Quando ¢ é um valor constante ¢y, este termo se torna responsavel
por gerar um termo de massa para os férmions (gap). Fazen seguintes transformagdes de
gauge quiral e local na densidade Hamiltoniana (79):
(@) ¢—gexp[2iqu] ;
(b) w—expligoyi|w ; (80)
(©) w.—exp[*igoly, |
onde g ¢ a carga quiral e w ¢ uma constante de fase. As condigdes para a constante @ que
assegura a invariancia quiral sera discutida em maiores detalhes mais adiante.

No intento de manter o termo cinético invariante sobre uma transformacao de gauge
local, acoplamos um potencial de gauge A que transforma 4— A+V o . Assim, a
densidade Hamiltoniana de Dirac final, com o potencial de gauge quiral adicional pode ser

escrito como:

VK= a(p—gy] A)+eple —iy5e)|w | 81)
ou ainda,
VK W=.ys(p=q A) . +9.y,(prqA) v +goh.y+ge Py, (82)

onde ¢g ¢ uma constande de acoplamento descrevendo a carga quiral e as componentes quirais
sdo:

1
V=5 (1250 . (83)

Como mencionado, este sistema possui uma simetria global em relagdo ao niimero de
férmions. Consequentemente, a teoria possui uma simetria local quiral U(1) e uma simetria
global U(1) para a quantidade de férmions. Em 2+1 dimensdes, nenhuma anomalia quiral
interfere com a simetria quiral de gauge [16]. Além disto, com o potencial de gauge adicional

A, o problema de autovalores de Dirac deste modelo difere do modelo HCM:

la(p—qyiA)+gBlo' —iyie)|w=Ey , (84)
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como o = R anticomuta com a estrutura matricial do lado esquerdo, temos que se, yx € uma
autofuncdo com autovalor E, Ry pertence ao autovalor -E e modos zero de energia podem
ser escolhidos como auto-estados de R [30].

Por fim, a densidade lagrangiana para o modelo de Jackiw-Pi pode ser obtida:

L =¥ (i D) Y+ 9y (i D)W~ g o . —g@ oy, (85)
onde,
iD;=i0,TqA, . (86)

Vemos na lagrangiana (85) que os férmions estdo acoplados com um campo de gauge
quiral, onde a carga quiral muda seu sinal dependendo de qual ponto de Dirac o férmion esta
proximo. Além disto, os termos de interacdo desses férmions com a distor¢do da rede tem
uma estrutura tipo acoplamento de Yukawa e acopla férmions que estdo proximos aos dois

pontos de Dirac.

2.4.2 Extensao do modelo de gauge quiral

Nesta se¢dao, vamos abordar o modelo explorado por T. Frederico et. al. [17], no qual o
grupo investigou modelos efetivos continuos para o grafeno no escopo da teoria quantica de
campos. Estes modelos incluem um campo escalar complexo e um campo vetorial de gauge.
Neste trabalho, diferentes teorias de gauge sdo consideradas e seus padrdes de gap para as
excitacoes escalares, vetoriais e fermionicas mudam de acordo com o grupo de
transformagdes consideradas. Como consequéncia, estas teorias permitem distinguir teorias de
gauge experimentalmente.

Na interpretacdo do modelo, o campo escalar complexo e o campo de gauge resumem
toda a dindmica das auto-interagdes da estrutura de cabono e o valor esperado da auto-
interacdo fermionica. Ademais, a utilizacdo de potenciais escalares e fermionicos, além de
campos de gauge, ja vem sido usados para descrever fendmenos tais como distor¢des da rede,
defeitos estruturais, defeitos pontuais e efeitos de auto-dopagem associado com a quebra de
simetria elétron/buraco préximo aos pontos de Dirac [31].

O grafeno possui portadores de carga embora seja eletricamente neutro, entdo ¢
comum associar um campo carregado com a estrutura de carbono. Se o campo escalar resume
as auto-interagdes da estrutura de carbono, ele pode representar a propagacdo de fonons na
rede de carbono. Fonons interagem com os graus de liberdade fermionicos e assim pode ser

acoplado com a densidade de elétrons/buracos da rede, isto é:
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PYp=—(?) = () 9= () i = () s,
onde ¢ usada a representagdo quiral das matrizes de Dirac. Contudo, além do acoplamento
escalar, pode ser feito um acoplamento pseudo-escalar, descrito por:

Pysw=—(w) ysw! (W) ysw! —(w!) yswl=(w)) yswi
onde vale destacar que as interacdes escalares e pseudo escalares acoplam com as sub-redes
triangulares e aos dois pontos de Dirac de formas diferentes.

Neste modelo, assume-se que os portadores de cargas sdo férmions relativisticos sem
massa descrito por um spinor de quatro componentes. A densidade lagrangiana da interagdo
entre férmions e campos escalares pode ser escrita como:

Z=0iy" 0,9 +3"9'0,0—Pe", @)Dy —Py(¢", )by vV (o', 0) , (87)
onde os polindmions P(¢’,p) € Ps(¢p’,¢) definem as interagdes entre os férmions € a estrutura
de carbono. A liberdade sobre a combinagdo linear destes termos permitira definir diferentes
acoplamentos para cada uma das quiralidades fermidnicas possiveis. Os polindmios escalar e

pseudo-escalar sao:

@ Plo', ¢)=g (o+¢")+g,0 0 ;

®) Psle’ 0)=h, (9= )J+ihe ¢ (88)
e o potencial V define as auto-interagdes da estrutura:
IR Mg Ay

V(o' o)=u'(o'0)+ 50 o) + 3o o) + (0 e)" (89)
onde o termo de quarta ordem do bilinear do campo escalar ndo aparece no modelo original
do artigo e o introduzimos no intento de estudar os efeitos que esta interacdo pode provocar.

A energia potencial para o campo complexo pode acomodar valores esperados no
vacuo (®). Se o valor esperado for diferente de zero, entdo o modelo pode gerar massa
fermionica por quebra espontanea de simetria [17]. Por outro lado, se o valor esperado for
nulo (¢)=0, entdo os elétrons no grafeno continuam sem abertura de gap no seu espectro de
energia. Entdo, podemos identificar o grafeno no estado puro quando (¢)=0 e logo, por
exemplo, ao sofrer uma distor¢do mecanica em sua estrutura, o valor esperado passa a ser
diferente de zero.

Fazemos as seguintes transformagdes quirais, usadas por Jackiw-Pi:
@ ey
b) ¢—ep |

que, para primeira ordem em @ e #, obtemos 0s seguintes termos extras na lagrangiana (87):
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[2i0 Ps(o", @) +ing (o—¢)Dy+[2io P(¢', o) +ink (e+¢ )P ysp |
que para mantermos sua invariancia, podemos definir g, = h, = 0, g, = + h; e n = £ 2w. Estas
transformagodes definem um grupo U(1) no qual dizemos que a lagrangiana ¢ invariante sobre
esse grupo desde que estas condigdes sejam satisfeitas. Quando o sinal € negativo para g; e 7,
voltamos na teoria original de Jackiw-Pi descrita na se¢do anterior. Além disto, para &, = h, =
2 =0 ¢"=¢ V=0eg = g/?2, voltamos a lagrangiana (53) da interagdo entre férmions e

bosons com acoplamento tipo Yukawa.

2.4.3 Modelo de fonons para o grafeno com insergao de termos anarménicos

No trabalho de Katsnelson et al. [18] ¢ investigado a estabilidade da rede de
membranas cristalinas 2D em baixas temperaturas, tal como o grafeno. O grupo discute que o
impacto das corrugagdes nas propriedades mecanicas do grafeno ¢ um objeto de enorme
interesse, onde ondulacdes tem sido medidas no grafeno, embora ainda nao ¢ bem sabido, do
ponto de vista experimental, se essas ondulagdes sdo devidas as condi¢des térmicas do
material ou as deformacdes de sua estrutura [18]. Uma vez que a membrana cristalina ¢ um
sistema fortemente anarmonico, seus efeitos devem ser levados em conta mesmo em uma
aproximagao quase-anarmodnica. Contudo, estes efeitos tem sido quase que exclusivamente
investigados em um regime cléssico. No limite quantico, o acoplamento anarmdnico entre os
modos da rede fora e dentro do plano possui consequéncias diferentes do regime classico.

Desta maneira, comegamos nossa analise para uma teoria classica de membranas
cristalinas elasticas e finas. Os fonons da membrana podem ser expressas em termos de um
campo vetorial no plano 2D # ¢ um campo escalar fora do plano /. A densidade lagrangiana
para este sistema ¢:

2, =25+ 2T+ 23+ 2] (90)
onde, Z5[h] e £ 1] sdo as densidades lagrangianas quadraticas para os campos fora e

dentro do plano,

(@) LiH=5 ok + oK@ H)
(b) yg[ﬁ]:%p_ﬁz+%rijklai”jakuz . 01

Os dois tltimos termos, Z\2)[ii, h] e Z\¥[h] sdo os termos anarménicos. 7\2)[ii, h]

contém interagdes cubicas entre os modos fora e dentro do plano. enquanto que 2 (132 (7] leva

em conta interagdes quarticas locais para o campo fora do plano. Explicitamente:
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() 2 h=3 T 3u,(0,h0,h) -
(b) Z(ﬁf[h]zér”“(aihajh)(akhﬁ,h) , 92)

Nestas expressoes, p ¢ a densidade de massa, x ¢ a constante de rigidez da rede e o

tensor eléstico /" é:

Fij/d:x(6ij6k1)+u(6ik6j1+6i161k) ,
onde 1 e A sdo os coeficientes de Lamé. Os indices latinos (7, j, ...) denotam as coordenadas
espaciais x € y, além de que, vale a regra para indices repetidos, os quais possuem uma soma
implicita.

Na aproximagado classica, ambos termos anarmonicos sdo relevantes. A inclusdo do
ultimo termo ¢ necessario para que a acdo tenha um limite inferior na agdo e,
consequentemente, que a teoria tenha um estado fundamental bem definido.

Um termo devido a parte eletronica pode ser adicionada na lagrangiana cuja forma ¢
apresentada por F. Guinea et al [19], em um trabalho que investiga os efeitos de corrugacdes
no grafeno. Nesse artigo, ¢ analisado o campo de gauge induzido pela altura das flutuacdes de
uma camada de grafeno na presenga de um substrato, isto €, o campo induzido pela mudanga
dos modos descritos pelo vetor fora do plano 4. Contudo, nesse trabalho ¢ apresentado a
forma hamiltoniana que representa o sistema, logo, usamos a versao lagrangiana como no
trabalho de Katsnelson et al. [18]. Assim, adicionamos a lagrangiana (90) o termo devido a
contribugao eletronica:

L goa=VeW[0,(=i0,—A4,)+0 (=i0,— 4 )]\, ~

elet ™

—vesfo (10,4 A )0, (=10, 4]y, &)
onde y; e v, sdo os dois spinores de Dirac que descrevem os pontos inequivalentes da rede
hexagonal de Brillouin. O campo de gauge acopla com sinal oposto com as duas espécies de
férmions de Dirac e esta relacionado com as componentes do campo vetorial # e o campo 4

do seguinte modo:

(a) AX:S Gxux—ayuy—ké(@xh)z—%(éyh)z

® 4,=—L[0,u+0.u,+(0.0)(0,h)] . o4)
Além disto, @ € o comprimento da ligacdo entre dois atomos vizinhos de carbono, f ¢ um

parametro adimensional que caracteriza o acoplamento entre os elétrons de Dirac e as
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deformagdes da rede (seu valor € aproximadamente de 2 a 3), vr € a velocidade de Fermi, vr =
3ta/2,onde t ~ 3 eV, k ~ 1 eV e os coeficientes de Lamé, A, u ~ 1 eV A7 [19].

Portanto, a lagrangiana total que descreve o sistema é:

1 1 1. [y
j/:zphz+§|<(62h)2+§l“jklﬁiujakul+§r./klaiuj(ﬁkhalh)+
+%Fijkl<aihafh)(akh61h)+vFu_)l[gx(_iax_Ax)_‘_Oy(_iay_Ay)]wl_

—VFlﬁz[Gx(—l‘ax'f‘Ax)'i‘Gy(_i@y'i_Ay)]wz'

(95)
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos ao derivar modelos efetivos para
férmions. Comecamos com um sistema em d dimensdes de férmions e bosons com
acoplamento tipo Yukawa. Neste caso, vemos que podemos obter uma teoria apenas para o
campo auxiliar da transformagdo ¢ o comparamos com os resultados da Secao 2.3 em que o
campo escalar fisico aparece explicitamente. Inferimos que o campo auxiliar se comporta de
maneira andloga ao campo escalar fisico e logo, as equagdes do gap tem o mesmo
comportamento. Desta forma, usamos métodos numéricos para solugdes destas equagodes e
analisamos o padrao da massa fermionica gerada por quebra de simetria € comparamos esse
sistema com o modelo de Gross-Neveu.

Em seguida, usamos as transformac¢des de Hubbard-Stratonovich para derivar teorias
efetivas para os férmions no intento de eliminar termos de auto-interagdes de ordens mais
altas. Aplicamos esse método para os modelos apresentados, que descrevem caracteristicas
quirais e dos fonons do grafeno. Em todos os casos, determinamos as relagdes dos campos
auxiliares com os campos fisicos. Comparamos os resultados entre si e com o potencial de
Coulomb e derivamos as equagdes de gap para os campos presentes no sistema.

Por fim, procuramos entender como sao as interagdes efetivas induzidas na superficie

do grafeno e discutimos as perspectivas do trabalho em relacdo aos resultados obtidos.

3.1 Modelo efetivo para interagoes tipo Yukawa

Nesta secdo estudamos as interagdes tipo Yukawa para d dimensdes. Comegamos
derivando as equagdes de gap para o campo escalar fisico da Sec¢do 2.3 em torno de um ponto
constante. Em seguida, simulamos as curvas deste campo em funcdo de um cut-off covariante
e discutimos os resultados. Em seguida, fazemos o oposto da teoria e buscamos eliminar os
graus de liberdade bosonicos, de tal modo que obtemos uma teoria para os férmions. Vemos
que, para este caso, € possivel usar as transformacdes de Hubbard-Stratonovich de maneira a
eliminar os graus de liberdade fermidnicos e obter uma teoria efetiva que depende apenas do
campo escalar auxiliar. Comparamos esta teoria efetiva com aquela para o campo escalar
fisico e notamos o mesmo comportamento. Portanto, analisamos os resultados obtidos em

paralelo com o trabalho de Gross-Neveu para interagdes quarticas.



39

3.1.1 Equacgodes de gap

Na Se¢do 2.3 foi derivada a acgdo efetiva para o setor bosdnico da teoria com
acoplamento tipo Yukawa. Aqui, vamos calcular as equagdes de gap, a fim de determinar o
estado fundamental da teoria. Para isto, negligenciamos quaisquer termos de auto-interagao do
campo bosonico e consideramos apenas o termo da ordem do operador W da expansdo do
logaritmo. Assim, a partir da lagrangiana (62) e da expansao (66), podemos escrever a acao

efetiva como:
d 1 i
s,=Jd xl—Eq)thLETr(DW)] (96)

e aplicando o resultado para o Tr(DW), expressao (70):

1 d’ k y
=yl d'xepolslag [T nm s Jatxle @ qvamlo=e,)l) - O
Minimizando a acao efetiva em relagdo a um campo ¢(z),
08,
d¢(z)

(mais detalhes sobre derivagdo funcional sdo encontrados no Apéndice F), temos que:
—f d'xD¢(x)8 (x—z)+F (A J.d x[2g0(x)+2m,]8(x—z)=0 |,
onde separamos a fun¢do F(4) na qual a regularizaremos pela inser¢do de um cut-off

covariante A:

. A
i
A)=7ag f e (98)
Por fim, aplicamos a fun¢do em um ponto onde o campo € um valor constante ¢,
=[ d"z0(x)d"(x—z)~0,
e a equagao do gap fica:
—m’ o +2 F (A)[m,+ gy ]=0 . (99)

Vemos nesta equacdo um termo constante -m?p, ¢ um termo que depende da
regularizacdo da integral no espaco do momento — e que sera diferente para cada dimensao do
espaco — multiplicada pela massa do férmion acrescida de um valor g@,. O termo entre
colchetes indica uma massa efetiva para o férmion devido ao campo ¢,.

Falta apenas determinar o valor da fun¢dao F(/4) para cada dimensao do espaco. Como
discutido, a integral que aparece no momento diverge e a regularizaremos, para todas

dimensdes, inserindo um limite superior de integracdo. Ainda assim, para resolver essas
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integrais sao necessarios outros dois truques matematicos. O primeiro consiste em fazer uma
mudanca de espago, mais especificamente, do espago de Minkowski para o espago
Euclidiano. E no segundo, fazemos uma mudanga de coordenadas, parametrizando em uma d-

esfera:

1 d 1 ag ks
F(A)= —ag|dk == dQ | dk,———
() (2m) 2 g'f k*—m; 2‘{“7[‘1'[ '[ ki m]

(100)

A primeira integral em dQ consiste no angulo s6lido da d-esfera e a segunda integral, refere-
se ao raio kgz. Os valores das integrais de angulo solido e das integrais de kx sdo mostrados na

Tabela 2 e o resultado para as fungdes F(/4) na Tabela 3:

Tabela 2 — Integrais de angulo solido e das integrais de kr para cada dimens@o.

Dimensdo f d) Integral de kg
3+1 21’ fdxxzfcﬂ:%[ —a’In(a*+x7)]+C
2+1 47 fa’xxzjazzx—atan_l P +C
1+1 n fdxﬁZ%ln(az+x2)+C

Tabela 3 — Resultado das fung¢des F(A4) para cada dimens@o.

Dimensdo j dQ

2
3+1 —% A’—mgln 1+A2
8 my,
8 -1 A
——2 _[A—m,tan [+
241 znzl : (m)]
1+1 —iln 1+A—2
4 m(z)

Desta maneira, a equagdo de gap (99) para cada dimensao fica:

[ 2
[d=4] m%pﬁ% A=miin[1+A0 | |=0

2
T

[d=3] mzq)o—i-g—nz()-A—motan_l(A)]:O (101)
TT
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m 2
£ 1+4 =0
27 m,

[d=2] m’¢,+

onde definimos a massa efetiva: m, = m. + g¢,.

Evidentemente, vemos que independente da dimensdo, hd um termo constante e outro
termo que depende do cut-off covariante e da massa efetiva dos férmions. Analisamos estas
equacdes de gap, que sdo transcendentais, através de métodos numéricos. O programa
utilizado para calcular os valores das equagdes transcendentais foi o Wolfram Mathematica 9,
cujo cédigo estd mostrado no Apéndice G, e os graficos foram feitos no Origin 8.5. Para todos
os casos, a massa inicial do férmion foi mantida constante igual a 5 KeV, enquanto que a
massa do boson foi fixada, inicialmente, menor que a massa do férmion (1 KeV) e
posteriormente maior que a massa do férmion (10 KeV). A constante de acoplamento g foi
definida igual a uma unidade e variamos o cut-off de 0 a 1000 KeV. Os graficos do campo ¢,

em funcao do cut-off A para cada dimensao sao apresentados na figura a seguir:

(a)d=3+1,(b)d=2+1¢e(c)d=1+1.
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Figura 2 — Graficos do campo ¢, em funcdo de um cut-off parag = 1. (a) d=3+1, (b)d=2+1 e (c) d = 1+1.

A primeira consequéncia que podemos inferir dos graficos € que devido a constante de
acoplamento ser positiva e 0 campo ¢, negativo, a massa efetiva dos férmions diminui com o
aumento do cut-off. Também ¢ facilmente verificavel que quando a massa do férmion ¢ maior
que a massa do boson, a variagdo da massa fermionica devido ao campo ¢, ¢ mais intensa.
Evidentemente, das equagdes (101), vemos que no limite em que o cut-off ¢ zero, ndo ha
nenhuma mudanca na massa fermidnica efetiva e também que, a fungdo @,(4) ¢ assintdtica em
¢o = - 5 KeV. Este ultimo ponto ¢ consequéncia do fato de que a massa inicial fermidnica ¢ de
5 KeV e caso, ¢, > 5 KeV, fisicamente, o férmion ndo pode perder um valor de massa maior

que sua propria massa.

3.1.2 Teoria efetiva para os férmions

O funcional gerador para o acoplamento de Yukawa, at¢ o momento, foi calculado
eliminando os graus de liberdades fermidnicos e logo, obtemos um modelo efetivo para os
bosons. Neste trabalho, estamos interessados em eliminar os graus de liberdade bosonicos, de
tal maneira que derivamos uma teoria efetiva para os férmions. Da lagrangiana (53),

integramos os graus de liberdade dos bosons e, portanto, o funcional gerador resultante ¢é:
— . - _ _ 1 - 1=
Zy, =N [ DL, wlexp {i [ d'x| 9, prim+np+ S g hwD |} (102)

e assim como na teoria efetiva para os bosons, podemos definir as fontes dos campos
escalares iguais a zero, lembrando que agora, desistimos de obter informacdes explicitas das
interagdes dos bdsons na acdo efetiva, isto €, ndo estamos interessados nos diagramas de
Feynman com bosons nas linhas externas. Assim obtemos uma teoria que depende apenas dos

graus de liberdade fermionicos explicitamente, cuja acao efetiva ¢:
Sgy=J d'3| DT WY D P - (103)
Observamos que o ultimo termo que aparece na agao efetiva ¢ uma interagdo quartica
entre férmions mediada pelo inverso do operador de Klein-Gordon. Esta agdo ¢ analoga para a
acao do modelo de Gross-Neveu para 1+1 dimensdes, onde h4d uma interagdo quartica entre os
férmions, lagragiana (42). A diferenga ¢é, de fato, a presenga do operador de acoplamento D,
que aparece devido a inclusdao do termo cinético do campo bosdnico na lagrangiana (53).

Podemos dizer, entdo, que o modelo de Gross-Neveu ¢ um caso particular do modelo

estudado desconsiderando da lagrangiana original, a parte livre do campo escalar. Ou entao,
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consiste em adicionar na lagrangiana (42) um termo — ¢%2 e quantizar o campo bosdnico.
Este fato estd de acordo com a afirmagdo de Gross-Neveu de que a interacdo tipo Yukawa,
quando o campo bosoOnico da interacdo ¢ quantizado, resulta os mesmos efeitos que um
sistema fermidnico com interagdo quartica [27].

Assim como foi mostrado para a teoria de Gross-Neveu ao eliminar o termo quartico,
podemos eliminar o termo quértico na presenga do operador de acoplamento D’ de (103)
através de uma transforma¢do de Hubbard-Stratonovich adequada. Para isto, inserimos um

campo escalar auxliar tal que:
lzNof'Dcpexpl—%fddX(Dcpz)] (104)

e fazemos o seguinte deslocamento no campo:

¢—¢@+cD 'py
onde ¢ ¢ uma constante arbitraria. Desta forma,

i _ _ -

1=N, | Dl¢]exp {—jfddX[Dcp2+2ccoww+c2wwD Py
e incluimos esta identidade no funcional gerador, obtendo:

Z=N [ D[§. v, ¢lexp|i [ d'x 7 (§,v,9)] .
onde,

o N 1 »- . 1 _ |

Ly =0 S YN AN+ S YYD PP DG —c P Y- HD Ty

e estabelecemos a condicdo arbitraria ¢ = g e, portanto,
_ . d = (a1 — _ 1 2
Z=NfD[w,w,cp]eXpllfd xP(S, —gcp)w+wn+nw—5Dq> ] : (105)

Integrando os férmions e fazendo as fontes fermidnicas iguais a zero, temos uma teoria onde

apenas o campo auxiliar ¢ ¢ explicitado:
Z=Ndet"[iD] [ D[cp]det[—iS_l]exp[if ddx—%Dcpzl , (106)

onde,
S'=iy'e,—m, ;
me=m,+gq ,
analoga a equacgdo (56) e assim, obtemos uma teoria efetiva para o campo auxiliar cuja acao

efetiva é:

S,=—[dx itrln(—iS_l)Jr%chcp . (107)
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Pelas mesmas razdes discutidas na Secao 2.3, definimos o valor constante ¢,, invarante
por translagdes, no intento de dar ao potencial efetivo um ponto de minimo constante. Logo,
subtraimos a agdo correspondente pela correcdo devido a ¢o. Definindo,

my=m,+gQ,

temos que,

j/q,:—%chcp—itrln[—i(iy“@_u—mq))]—i—itrln[—i(iy”au—mo)] :

ou ainda,

1 i my—mo—ig ¥,0" ¢ 108
=——¢@Dop—=trin|1+—2—2 ‘ (108)

2 2 o+ mg

f/q,:—%chcp—itrln i

que tem exatamente a mesma forma da lagrangiana na equacdo (61), onde a menos do
potencial V(¢), basta trocar ¢ — ¢. Portanto aqui temos uma teoria efetiva para o campo
escalar auxiliar, onde todos os graus de liberdade fisicos do sistema foram eliminados
explicitamente. Logo, temos uma equivaléncia entre os modelos efetivos do campo bosdnico
fisico e do campo bosdnico auxiliar e, por consequéncia, todos os resultados obtidos para as
equacdes de gap, independentemente da dimensdo, sdo exatamente os mesmos. Em outras
palavras, embora o campo auxiliar escalar ndo representa uma quantidade fisica no modelo
original, faz o0 mesmo papel do campo bosdnico quando os graus de liberdade fermidnicos sdo

eliminados.

3.2 Transformagao de Hubbard-Stratonovich ao modelo de gauge quiral

Nesta secdo apresentamos os resultados obtidos ao usar as transformacdes de
Hubbard-Stratonovich no modelo de T. Frederico et al [17]. Inicialmente, introduzimos
campos auxiliares para eliminar os termos de auto-interagdes do campo bosdnico de quarta,
sexta e oitava ordem. Em seguida, verificamos o limite em que a ac¢do efetiva encontrada se
reduz ao modelo de Jackiw-Pi. Mostramos que € possivel, para este caso especifico, eliminar
também os graus de liberdade fermionicos e assim, encontrar uma teoria efetiva apenas para
os campos auxiliares. E, por fim, encontramos também uma acdo efetiva para o setor

bosobnico.

3.2.1 Insercao de campos auxiliares ao modelo

Comegamos esta secdo reescrevendo a lagrangiana do modelo de modo mais explicito

para 2+1 dimensdes. Das equagdes (87-89), temos:
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=iy 0,9+ ¢'0,9-[g (0+0")+2,¢ @] Pv—[h (0=9") +ih¢ o] ysy
2/ t Ay v o A 3 A (109)
(0 o) e o) —F (e o) —F(¢'9)*
2 3 4

Uma vez que estamos interessados em teorias efetivas para os férmions, integrar os

graus de liberdade bosoOnicos torna-se necessario. Contudo, a presenca dos termos de auto-
interacao dos bdsons de segunda ordem e superiores, torna a integragdo inviavel do ponto de
vista algébrico. Para contornar o problema, fazemos duas transformag¢des de Hubbard-
Stratonovich, isto ¢, inserimos dois campos auxiliares escalares, ¢ e y, que serdo responsaveis

por eliminar os termos de auto-interacdo de ordens mais altas. Os campos auxiliares e os

deslocamentos de cada um deles sao:

(a) 1=N]fDq)expl—éfd3X(¢2)] c 0—9—ag g,

(b) 1:N2fDXexpl—%fd3x(X2)] s oy—b (¢ oP—cloly) - (110)

Ao incluir estes termos no funcional gerador da teoria original, passamos a ter um uma
teoria com dois campos fisicos e dois campos auxliares. O funcional gerador pode entdo ser

reescrito como:

Z=N[D[§.v.¢" 0. 0.x]exp|i [ d*x (9, 9.9 . 0.0.%)] .

onde,
(9,0, 0,0, x)=9iy 9, 9+0" ¢ 8,01 o —P(@)py—Ps(@) Pysy
A
~(w*=ag—cx)(o'p)=(2bx—a’~) (¢ )~ F+bec|(¢'e) . (11
N T TR SRV U
4+2)(cpcp) 2(¢+x)

e desta equacdo vemos as condigcdes necessdrias para eliminarmos os termos de auto-

interacdes de ordens mais altas:

A
(@) Ag+2b°=0 — b=i 78 :

2,
9 A

(b) A +3bc=0 — c:i\/ (112)

1/2

© a(x)=[2bx—c~n]" 7 alx)=
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logo, as constantes oriundas dos deslocamentos dos campos auxiliares sao determinadas em
funcdo das constantes A; presentes no potencial V(@) e do campo y. Definimos também um

termo efetivo y;:
W= (0, x)=w —alyx)o—cx - (113)
Com estas condi¢des, podemos reescrever a densidade lagrangiana (111) de forma

mais simples:
(7 — . u — _ 1
Z=9iy"0,9=¢ (0" +u) o= Pl@)py—Psl@) hysw—(0"+%7) (114)

na qual, para o termo cinético do campo escalar complexo, fizemos uma integra¢ao por partes
elimando os termos de superificie e assim, vemos uma mudanca na estrutura do propagador
para este campo, onde temos o termo efetivo u«;. E, como esperado, os termos de ordens mais
altas de auto-interagdo do campo bosonico foram eliminados.

Neste momento, ¢ bastante importante determinar qual a relacdo dos campos auxiliares
com os campos fisicos. Para isto, minimizamos a ac¢do efetiva referente a lagrangiana (114)

com respeito aos campos auxiliares e obtemos:

6Sef _ il
a) 6q) :O — q)—a(P (p 9
5S
b) 6;=0 — x=b(¢'¢)+co'p . (115)

Naturalmente, as relagdes obtidas para os campos auxiliares estdo de acordo com os

deslocamentos propostos.

3.2.2 Teoria efetiva para férmions

A lagrangiana na expressdo (114) permite a integracdo dos graus de liberdade
bosbnicos. Para ficar mais evidente a forma gaussiana da lagrangiana, a escrevemos da
seguinte maneira:

7= 98, W= Do+ o (D ysw-g, D)o (~h Bysw— g, Bv) -5 0+ x7) | (116)
onde por simplicidade, definimos
(@) So'=iy,0" ;

(b) D1262+M?+ih2@%w+g21—l’w (117)

e entdo, fazemos a integragdo e obtemos a lagrangiana efetiva para os campos fermionicos:
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L= (=D )9S, W R DY D D ya- g 9w D, By—2(0'+10) L (118)
onde o primeiro termo depende de interagdes fermionicas e que serdo discutidas com mais
detalhes a seguir e o segundo termo € a parte cinética do campo de Dirac sem massa. Ja no
terceiro termo aparece interagdes de bilineares de férmions pseudo-escalares mediada pelo
inverso do propagador D;. O quarto termo aparece devido as interagdes do campo fermionico
com o campo bosonico acoplados tipo Yukawa, conforme visto na se¢do anterior. E, por fim,
o ultimo termo leva em conta a parte livre dos campos auxiliares.

Por fim, expandimos agora o logaritmo do operador D, e para isto escrevemos:
trin[ D, ]=tr In[M (1+ihy M "' ysp+g, M " pyp)]=er[In(M)+In(1+X)] ,
onde, M=—08"—uje X=ih, M '(pysp+g,M '{pyp. Como a matriz M nio depende dos
campos fermidnicos, nos resta calcular o #/ln (1+X)]. Aqui apresentamos o resultado da

expansdo até quarta ordem:

, ln(l+X)N—A1+%A2—%A3+%A4... .

Os coeficientes da expansdo sdo:

@ Ay=ih,M ' Pysp+gM 'y

(b) Azz_hg(M_ll_P YSIP)2+g§(M_1 1_1“1))2"'2ihzgz(M_ll_PYﬂP)(M_lq) W)

(C) A3:l h;(M_ll_l)YSw)3+3g2h§(M_1ﬂ) Ys ‘P)z(M_ll_P‘P)_ (1 19)

—3ih, g5(M " Pys ) (M py)—gr (M py)’

(@ As=hM Ty + e (M7 Gp) =4 i (M gy (M py ) -
—4ihg, (M Py ) (M pyp)+4ih, g (M P ysg) (M )
Logo, a lagrangiana efetiva para os férmions (118) pode ser reescrita alternativamente

como:

4

Sl N S N
y =it 2 (A DS W+ By DGy =g 9w D =07 +1)

n=1

<

:é\

na qual os coeficientes da expansdo sdo constantes ¢ devido ao trago, temos apenas
contribui¢des entre bilineares escalares dos férmions.
3.2.3 Caso limite: modelo de Jackiw-Pi

Como discutido anteriormente, o modelo de gauge quiral proposto em [17] ¢ mais

geral que o modelo de Jackiw-Pi [16]. Contudo, se fizermos g, = A, = 0, voltaremos na teoria
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original de Jackiw-Pi. A primeira consequéncia deste limite é que o operador D; se reduz a
-M:

D\=—M=8"+u
e, assim, a lagrangiana efetiva para os férmions fica:

L =08, W+ YD, By w- g 9w D; =3 (07 ) (120)
onde, como na equagdo (118), aparecem os termos livres dos campos auxiliares e aqui temos
interagdes entre os bilineares escalares e pseudo-escalares de férmions. Além disto, como o
determinante agora ndo depende dos campos, pode ser incluida na constante de normalizagdo.
Contudo, como 4, = -g; como ja foi discutido, transformag¢des quirais do grupo U(1) mantém
o potencial efetivo invariante como o esperado.

Esta teoria permite também eliminar as interagcdes quarticas entre férmions e obter
uma teoria apenas quadratica nestes campos. Para eliminar tais interagdes, recorremos
novamente a transformacdo de Hubbard-Stratonovich e adicionamos dois campos auxiliares
tais que:

5

(@) 1=N4fD01expl—lEf d’xo,Do,

deslocamento: o, —o,+a D~ P (121)
(b) 1:N5fDozexp[—%fd3xozDozl

deslocamento: G,—0,+BD " P ysP

E o funcional gerador na presenca desses campos fica:

ZszD[@,w,(p,x,i,ol,oz]exp(ifd3x3’2) ,
onde,

. _ _ e ]
Zy=itrin(=D,)+PS, W+ Py WD Dy 0 =g D Dy = (9747 +E)

1 — I 2= -1 l 2 - -
—5(0,D,0,40,D,0,)+ (00, +B0, v ) h=3 YYD PY— B Gy DY D, Pys

definindo as constantes arbitrarias alfa e beta como:

@ 3+&=0
(b) %—h?=0 , (122)

a acdo S; referente a lagrangiana a cima se reduz a:
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S, p]=i Trin(=D,)+ [ d* x| s~ w——(cp +%°)+h(ao,+Bo, v )| (123)

onde,

S~'=(8,'+0,D,0,+0,D, 5,) (124)
e, assim, esta agdo depende dos graus de liberdade fermidnicos e dos campos auxiliares
escalares.

Agora, derivamos a acdo efetiva em relacdo aos campos sigma e vemos como sao suas

relacdes com os campos fermidnicos:
oS, ‘ -
(2) 80 =—>=0 — (01>:a<D1 ww> ;

08,
(b) 75-=0 — (02=B(D}'Dysw) . (125)

Estas equagdes sem as médias informam as relagdes entre os campos auxiliares € os campos
originais. Neste caso, ambos bilineares fermidnicos correspondem as diferentes correlagdes
férmion/anti-férmion escalares e pseudoescalares. Se as médias forem iguais a zero, quer
dizer que o estado fundamental permanece inalterado e nenhuma simetria ¢ quebrada no
sistema [17]. Caso contrario, as médias sdo diferentes de zero e se temos no estado
fundamental, campos fermidnicos constantes, esses compostos de bilineares sdo responsaveis
por abrir um gap no espectro de energia do grafeno. Assim, minimizamos a agao em torno de

campos fermidnicos constantes e obtemos as seguintes equagdes de Euler-Lagrange:

oS, . g BN
(a) 61_])(Z>:O — —2lD _5 lth5+g2) IP(X)ZO 5
1 i=
5, g Sy
(b) aw - ‘P( )|: 2i Fz"'_S 2Z;Oi(lh2Y5+gz>O =0 . (126)
| i-

Aqui apenas apresentamos as equagdes € uma analise mais detalhada ¢ uma das pespectivas
na extensdo deste trabalho, assim como comparar este modelo na presenga das interacdes
quartica com este modelo que possui apenas interacdes quadraticas na presenga do campo

auxiliar o.

3.2.4 Teoria efetiva para os bésons

Por fim e por completude, derivamos uma teoria efetiva para o campo bosdnico.

Escrevendo a lagrangiana (109) da seguinte maneira:
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=Piy" 0,9+0" 9 0,0—|g (9 +¢ )+ 2,0 o=, (9= ) ys+ih ¢ @ys|v g
LRI FY R P (2
S (0'o)=3o o) = lo'e

a integracdo sobre o campo fermionico fica em evidéncia e o resultado da lagrangiana efetiva

(¢ o)== (g

é:

. A S I VDI ST D U B ST\ DR (129)
Z==ilrinliy, 0"+ G ]-¢ ("+W)o- T (¢ o) =3 (@ o) - (d'e)" -

onde,

Gl:gl(cP+CPT)+g2‘:PT(p_hl(CP_CPT)Y5+ih2CPTcPYs (130)

e assim, temos uma teoria que depende apenas dos graus de liberdade bosonicos.
Evidentemente, a expansao do logaritmo que aparece na lagrangiana efetiva gerara termos de
auto-interacdo entre o campo bosonico. Estes termos se adicionardo com os termos de auto-
interagdo do potencial. A presenca da matriz ys; no operador G; mantém o carater quiral dos
portadores de carga e o propagador da parte cinética se mantém inalterado.

Por fim, calculamos as equacdes de Euler-Lagrange para o campo bosonico em torno

de um ponto ¢(z). Aqui, apresentamos os resultados:

f ; f 2
gl hyys+g,0 (x)+lh2cP Ys T 1+i
- A =0
(@ — S51+G(cp,cpT) CP ; 4421 P cP (P)
. g1+h1YS+g2(p( >+ihchY5 P : 1+i
b) —itr A 1cpcp @(x)=0 . 131
(b) STioloe) 0)= 2 M (x) (131)
No limite do modelo de Jackiw-P1i, estas equagdes se reduzem a:
. g1(1+Y5) 1+i
—itr———"— ' (x)(&°+ 3 =0
(a) S(;I-FG((p,cpT) M Z 229 (x) (@ CP)
g (1-y;) 2 ;
(b) —itr———— (%’ )= 2 han(@'9) o) =0 (132)

s 6.4 =
Novamente, as equagdes de gap ndo sdo exploradas aqui. O motivo central é que estamos
interessados em teorias para os férmions e aqui apresentamos, apenas por completude, uma
teoria para os bosons. Contudo, o estudo destas equagdes podera ser realizado em trabalhos
futuros a fim de comparagdo, uma vez que descreve a mesma teoria original que a teoria

efetiva para os férmions.

3.3 Deformagoes na rede do grafeno com inserg¢ao de termos anarmoénicos

Nesta se¢do derivamos uma teoria efetiva para os férmions para deformacdes de uma

membrana cristalina 2D, tal como o grafeno, através da insercdo de termos anarmdnicos
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acoplados a um campo de gauge. Comecamos apresentando a lagrangiana do sistema levando

em conta todos os termos apresentados na Se¢do 2.4.3:

S e | .y 1 i)
L=l ok (O R+ ST O u 0pu S T 0u,(0,h0, h) +

| - . . . 1
ST (0,10,1)(0,h0, )+ ve [0, (=10, A,)+0, (<10, — 4,) ]~ (133)

- VFIEZ[Ox(_iax-i_Ax)-i_O-y(_i ay_i_ Av)] wZ
Novamente, os termos de interacdes entre os modos /4 e ndo permitem uma
integracdo direta dos graus de liberdade escalares. Para isto, realizamos uma transformagao de

Hubbard-Stratonovich ao inserir um campo auxiliar tensorial de segunda ordem:
i ij
1=N f Dgexp _5'[ d’xT "k/cpl.jcpk, :

cpij—>cp[j+a(8[h8jh)+b(6[uj)

>

de forma que a contribui¢do deste na lagrangiana original sera:

1
gHS:_Ecpijcpkl_a(pij(akhalh>_bcpij(akul)+2ab(aiuj)(akhalh)—i' (134)
+b*(0,u,)(0,u,)+a’(0,h0,h) (8,10, h)
assim, determinamos as condi¢des a = %2 e b =1 oua =- /% e b = -1. Logo, a lagrangiana

total na presenga do campo auxiliar é:

1 .1 I 5o 1
5/:2—ph2+5 K(a2h)2+2_p uz_chijcpkl_a (pij(ak halh)_b(pij (akul)+

+VF1P1 I:Ox(_lax_Ax) +0y(_l 6y_Ay)]wl_ voZ I:Ox(_l ax+Ax)+0y(_lay+Ay)] wz
onde as interagdes entre os modos / ¢ # foram eliminados.

Temos agora que reescrever os termos dependentes dos campos de Dirac de forma
mais adequada para integragdo. Os dois ultimos termos da lagrangiana anterior, substituindo
as expressoes para A, e 4,, podem ser reescritos:

- VF lpl [Gx(_lax_Ax)+0y<_l ay_ Ay):lwl_ VF wZ[OX(_lax+Ax)+ Oy(_lay+ Ay)] wzz
:vFlpl [Ox(_l ax)+0y(_lay):|wl _VFwZ[Ox(_iax>+0y(_i ay)] W2+
+vol[Ox(_Ax)—l—Oy(_Ay)]wl_voZ[Ox(Ax)+OV(AV):|1P2

e definindo o operador S como:
S '=vi[o,(-id,)+0,(-id,)] , (135)

podemos escrever os dois ultimos termos como:
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B _ 1 2 1 2
—>;vF{1P1 lox(—axux-l-@yuy—g(@xh) +5(8yh)

+0,(0,u,+ Gxuy—l-axh@yh)]wl—

—,lo (a 1 —0,u,+ L (8 B —%(Gyh)z)—oy(ﬁyux—ﬁxuy—ﬁxhayh) V1t

0,5 9,8y,
Para simplificar, definimos as correntes fermonicas como:
(@) Ji=PBaVrW; 0.
(b) Ji,=B.ve W0, (136)

e os termos dependentes do campo de Dirac podem ser reescritos de forma mais compacta

CcOmo:
=, ST =, S - u [0, 40, 7, ]-u [0, j,+0,j.]-
o) -(,a)1-0,l( .00+ n (157)
onde,
@ J.= it in= WA,
®) /=iyt iny= A, (138)

(©) A,:SVFC% Li=X ),

e ademais, definindo os operadores:

(@ Ji=—[0.j.+0,/,] ;

(b) J,=—[0,/,%0,/,] ; (139)
(© 4,=[0,[(/,0,)-(/,8,)]-0,[(j,0,)+(j,0,)]] .

temos portanto, que os dois ultimos termos da lagrangiana podem ser escritos na forma:

- - 1
=P, S, —, S 11Pz‘"”fo'_”le_EhAzh . (140)

Os demais termos da lagrangiana podem ser escritos de maneira a deixd-los no
formato integravel através de integragdes por partes. Comecamos pelos termos livres dos

modos /e u:
@ 3J &xlpi)=—3 [ a*x[n(pa})n] ;
(b) —fd xx(0°h) ——fd x[h(-x 8} &8 )h] ; (141)

(c) Zfd ( _'2)———Jld x[ (78" )u ] —fd x|u,Byu,] |

onde o operador B é:
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By=pd:8" . (142)
O termo de interacdo das derivadas do modo h com o campo auxiliar pode ser

reescrito como:

—a [d*x|[T"" ¢, (0,h0,h)]= —fd xh|-aT""'(0,(w,,8,)+0,(w,,0,))|h

b

ou ainda escrevemos o termo como,
1 3
—— | d xhAh
2 3 ’

onde,
Ay=—aT7"(0,(¢;;0,)+ 8 (9:,0,)) - (143)
E, o termo de interacdo da derivada do modo u com o campo tensorial auxiliar:
—bf d3x[F”k1(8ku1)cpij]=f d3x[bFijkl(8kcpij)u,]=f d3xJ3u,
com,
Ji=bT"7""(0,¢;;) . (144)
Juntando (141-a) e (141-b), colocamos os dois termos em apenas um, de forma mais

compacta, como:

fd (hd,h) |
onde,
A=p& K . (145)
Portanto, escrevemos a lagrangiana total de forma compacta como:
1 1 i/ S .
<z :_EhAh+uiB0uj+(Ji+J3)ui_§rjklcpij(pkl—i_wls llPl—leS lll)z ; (146)

comA =A; + A, + A; e o funcional gerador ¢ portanto:
Z=N [ Dlh,u, 9,9, ¢lexp{i [ d’x 27"}
¢ as integragdes em % ¢ i podem ser realizadas separadamente. Ao realiza-las, obtemos uma

acdo efetiva que nao depende dos graus de liberdade escalares da teoria original:

_ ] . 1 _ 1 _
Z Lo, w,w]zlizrln(zA)+§(J1+J3)BOI(J1+J3)+§(J2+J3)BOI(J2+J3)

I i/ e _
_EFjlePi_j(Pk1+1P1Solw1_‘P2So111’2

(147)

Para derivar as equagdes de gap, consideramos o limite em que tendemos as correntes

fermidnicas a zero, j — 0, apenas A; e J; dependem do campo auxiliar, 4, =0, J, =J,=0¢
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A; mantém sua forma original. Assim, as equagdes de Euler-Lagrange para o campo

fermionico:
1.1 04, ;O
@ 2, 2T dsne H g B i)
a 7_0 2 |
O, +fd3 5 *J(ZZ)BOI(J2+J3>+ZI(_1)H1J‘dsxwiS01:0
k -
1.1 94, ;80
38,y 2 A s g P
® 53,7° 5J 2 : (148)
i +fd3 - (ZZ)BOI(J2+J3>+Z‘;(_l)lﬂfd}xsolwl:o
k -
onde,
57 ) )
(a) 6wi(12):_[aX(wiA")-i_ay(wiAy)]64(x_z)6i,k 5
8J, . |
®) 6151‘(2)_ wX(Alei)_i_ay(Aywi)]é(x Z)ai,k ;
5J ) )
(C) 6wl(zz):_I:a)C(wlAy)—i_Gy(wle)]64(x_Z)6lk ’
dJ
@ 5oy L0 w)+a, (A w0 (x=2)d,,
04 B ~ B )
(e) 6w42:=@hnAgx—wngaJ—aJwggafﬂ%Aw@Jawx_dam ;
04
(0 g,lp(zz)=[5x[/\xw,-ax—/\yw,-ay]—ay[Axwiay—Aywiax]]a“(x_Z)@i‘k ‘

Portanto, ao buscar uma solug¢do para o estado fundamental, supomos em primeira analise,
campos fermionicos constantes. As equagdes a cima mostram que esses campos obedecem

basicamente a equacdo de Dirac. Por outro lado, a equagdo do gap para o campo tensorial é:

5S 20,0

eff abkl kY1
— +o,, |= 14
S0 lA((p) CP“] 0. (149)
onde,
Alg)=p8;—x0; 078" —aT""" (8,(¢:,;8,)+0,(e; ,0,)) . (150)

As quatro equagdes de gap para o campo tensorial auxiliar sdo dadas pela expressao
(149). As solugdes destas equacdes poderdo ser exploradas em mais detalhes em trabalhos
futuros. Neste momento ¢ importante ressaltar as interagdes fermidnicas da agdo efetiva (147).
Primeiramente, essa a¢ao depende explicitamente dos graus de liberdade fermidnicos e de um

campo tensorial. O primeiro termo pode ser expandido e produzira interacdes entre correntes
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fermionicas do mesmo tipo e interacdes entre tipos diferentes de férmions, além de interacdes
entre correntes de férmions e o campo tensorial auxiliar. Os termos resultantes da expansdo se
somarao com as interagdes presentes no segundo e no terceiro termo da agdo efetiva. Uma vez
que J; e J> dependem das correntes fermionicas e J; do campo tensorial, teremos interagdes da
mesma natureza que aquelas existentes no primeiro termo. Por fim, os trés altimos termos sao,
respectivamente, as partes livres do campo tensorial e dos campos fermionicos. O potencial

efetivo da teoria serd explorado em maiores detalhes na secdo seguinte.

3.4 Comparagdes com o potencial de Coulomb

Nesta se¢do vamos investigar um sistema onde temos uma propaga¢do fermidnica
mediada por um campo de gauge. A parte livre do campo de gauge ¢ dada pela equagao (37),
onde usaremos o gauge de Lorentz, cujas componentes espaciais inclui o gauge de Coulomb
classico V-A=0. A derivada no propagador dos férmions é substituida pela derivada
covariante 0, 20, +iq A, , onde g é a constante de acoplamento desta interagdo. Assim, a

lagrangiana do sistema, para d dimensdes, €:

1 L - v - - — L
Z:EAF D;t\I/A +wS01w_qupru ) (151)

que, ao integrar os graus de liberdade do campo de gauge, obtemos uma teoria efetiva para os

férmions. A acao efetiva resultante ¢é:

. 2
Z=2Trin(D)+ 1S, w+ L by DL By (152)

Desta equagdao vemos um termo que depende do propagador do campo de gauge, o
termo cinético para o campo fermionico mediado pelo propagador de Dirac e o surgimento de
uma interacdo quartica entre férmions acopladas pelo quadrado de g. Diferentemente das
interagdes quarticas obtidas nos modelos anteriores, aqui vemos a presenga de bilineares
vetoriais de férmions que constituem as correntes fermionicas j'=19 ¥"{ . Logo, temos que

o potencial de Coulomb é:

2
Ve=Tuy' wD. hy'y - (153)

Para a teoria de bodsons/férmions acoplados via Yukawa, obtivemos o seguinte

potencial efetivo para os férmions:

2
Vy=g7fp wD 'y (154)
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onde a interagdo quartica ¢ mediada pelo inverso do propagador de Klein-Gordon e temos
bilineares escalares de férmions. Ao adicionarmos um campo de gauge no modelo de
Yukawa, naturalmente o potencial efetivo final serd Ve + Vy e teremos contribuigdes de
correntes fermidnicas, tanto escaralares, quanto vetoriais. Este é o perfil que se obtém das
interacdes fermionicas ao quantizar os campos de gauge quiral e bosonico do modelo de
Jackiw-Pi, equagado (85), onde nesta teoria, g ¢ a carga quiral do campo de gauge associado.

Por outro lado, no modelo quiral mais geral (de Frederico et al. [17]), a partir da
lagrangiana efetiva (118), temos o seguinte potencial efetivo:

Vie=itrin(=D\)+h ysy D, ysy—gipp D, 'y . (155)
Nesta expressdo, fica evidente interagdes entre correntes fermiodnicas escalares e pseudo-
escalares, onde esta tltima leva em conta o carater quiral dos portadores de carga. O operador
D, depende de interacdes fermidnicas dos mesmos tipo € que, como discutido, gerard mais
contribuicdes a estas interagdes. A natureza do propagador efetivo D;” é complexa, visto que
depende dos campos fermidnicos. Contudo, vemos que no caso limite ao modelo de Jackiw-
Pi, temos:

Venp=hoysvD  Yysp—gipyp Dy (156)
que no modelo de Frederico, ao incluir o campo de gauge com sua participagdo ao mediar a
propagacao fermidnica, o potencial resultante ¢€:

VF,G,JP=Vc+hfﬂwswD_lﬂ)ysw—gfﬂ)wD_lﬂ)w > (157)
obtendo assim, uma teoria que depende de correntes fermionicas escalares, pseudo-escalares e
vetoriais. Fisicamente, as interagdes escalares advém da inclusdao de um campo de gauge, ou
da interagdo dos férmions da rede com fotons; as interagdes pseudo-escalares sdo resultados
do carater quiral dos portadores de carga; e as interagdes fermidnicas surgem da interagdo dos
férmions com o campo bosonico. Além disto, uma vez que g; = -h; para o modelo de Jackiw-
Pi, podemos associar a constante g; com a carga quiral ¢ em (80).

Interagdes de férmions com campos escalares também foram apresentadas nos
modelos de Katsnelson ef al. [18] e Guinea et al. [19]. Neste modelo, os campos escalares
representam os fonons da rede, os quais quantizamos para obter uma teoria efetiva para os
férmions. Vimos que o potencial efetivo desta teoria possui termos em segunda ordem nos
férmions, que propagardo mediante a presen¢a do campo auxiliar tensorial ¢;, e termos em
quarta ordem nos férmions, ou de segunda ordem nas correntes fermidnicas, que possuem o
perfil de interagdes quarticas ja apresentadas. Em suma, a fim de simplificacdo da equacao e

comparacao, podemos expressar o potencial efetivo do modelo da seguinte maneira:
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VKGZII_)lFl((P)ll)l"'@ze((P)le"‘flG1j1+j2G2j2+j1 G3j2+0<(P2) ) (158)
onde os termos de ordens mais altas de ¢; sdo devidos aos termos de ordens mais altos da
expansao do logaritmo na equacao (147).

As correntes presentes em Vi sdo, conforme as equacdes (136, 138), vetoriais. As
fungdes F; e F, definem acoplamentos dos férmions com as componentes do tensor auxiliar,
que se quantizados, podem resultar em interagdes quarticas escalares entre os férmions. Neste
modelo, ndo foi considerado o carater quiral dos portadores de carga.

Por fim, vale ressaltar que em 2+1 dimensdes, o potencial de Coulomb aparece com
uma modifica¢do no campo de gauge. Para estruturas planas, como o grafeno, um estudo mais
profundo se faz necessario. Isto se da porque os portadores de cargas situam em um plano e o
campo eletromagnético do sistema preenche um espaco tridimensional, sendo necessario fazer
ajustes na lagrangiana do sistema. Essa ¢ a teoria da pseudo-eletrodindmica, desenvolvida por
E. Marino [37, 38] e serd estudada posteriormente, a fim de realizar uma analise mais

profunda dos resultados obtidos em 2+1 dimensoes.
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Comecamos aqui destacando o método empregado para o tratamento da quantizacio
das interacdes entre campos de ordens mais altas. Evidentemente, as transformagdes de
Hubbard-Stratonovich so, de fato, ferramentas matematicas bastante uteis para a eliminagao
de graus de liberdade fisicos de um sistema. A priori, sem este método, ¢ bastante complicado
tratar de integrais de trajetoria quando o integrando do funcional gerador ndo é gaussiano.
Logo, tanto para o modelo de gauge quiral mais geral, quanto para o modelo de fonons, seria
invidvel derivar uma teoria efetiva para os férmions. Contudo, com essas transformagdes, 0s
modelos efetivos para os férmions aqui apresentados sugerem uma nova perspectiva ao tratar
os modelos originais. Isto porque os modelos derivados neste trabalho explicitam um grau de
liberdade especifico do sistema e mostram as dindmicas das interagdes fermidnicas em uma
membrana bidimensional, como o grafeno, sob um novo angulo.

Para a teoria de bdsons/férmions interagindo por um acomplamento tipo Yukawa
vemos uma caracteristica andloga aquela observada por Gross-Neveu: ao eliminar os graus de
liberdade bosonicos do sistema, obtemos uma teoria onde ha uma interagdo quartica entre os
férmions. No nosso modelo, esta interacdo quartica de fato aparece, mas com a presenca de
um operador de acoplamento, oriundo da parte cinética do campo escalar fisico. Observamos
também que o campo auxiliar inserido no modelo para eliminar tal interacdo quértica, quando
todos os graus de liberdade fisicos do sistema sdo eliminados, possui 0 mesmo perfil para uma
teoria efetiva para os bosons fisicos. Isto leva as mesmas equagdes de gap, as quais inferimos
que para uma constante de acoplamento positiva, ha perda da massa fermidnica devido a uma
quebra de simetria e este comportamento independe da dimensdo considerada.

Considerando agora os modelos para o grafeno, iniciamos pela teoria de Jackiw-Pi
[16] que inclui o carater quiral dos portadores de carga. Verificamos que a teoria efetiva para
os férmions derivada para este modelo mantém sua invariancia sob transformag¢des do grupo
u().

Um modelo mais geral que esse, de Frederico et al. [17], leva em conta termos de
auto-interagdes entre os campos bosonicos do sistema, além de estruturas mais gerais para 0s
acoplamentos bosons/férmions. Neste ponto, novamente, as transformagdes de Hubbard-
Stratonovich se mostram fundamentais para a quantizagdo dos graus de liberdade escalares e
permitiu derivar uma teoria efetiva para os férmions. Inferimos um potencial efetivo para a
teoria que leva em conta, além do potencial de Coulomb, termos extras de interagdes entre

bilineares de férmions, tanto de naturezas escalares, quanto pseudo-escalares. Embora
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tenhamos calculado as equagdes do gap, uma analise mais aprofundada a respeito de suas
solucoes se faz necessaria em trabalhos futuros.

Por outro lado, investigamos um modelo que descreve os fonons na rede do grafeno
quando este sofre uma mudanca na sua estrutura, que foi descrito pela inser¢do de termos
anarmoOnicos na lagrangiana. Para este modelo, integramos todos os graus de liberdade
escalares fisicos do sistema, ou de modo mais especifico, as variaveis responsaveis por
descrever os modos da rede dentro e fora do plano. Esta passagem, mais uma vez, apenas foi
possivel devido ao método das transformagdes de Hubbard-Stratonovich, que diferentemente
dos casos anteriores, inserimos um campo tensorial. Consequentemente, obtivemos uma teoria
efetiva para a parte eletronica do sistema. As caracteristicas deste campo tensorial e as
solugdes das equagdes de gap para este modelo também sdo objetos de estudo na continuidade
deste trabalho.

Em suma, entre estes sistemas, mostramos alguns modelos em que as transformacgdes
de Hubbard-Stratonovich se mostram bastante Uteis, permitindo tanto obter teorias efetivas
que devem ser ainda mais exploradas do ponto de vista tedrico, quanto para obter resultados

praticos para sistemas da matéria condensada, tal como o grafeno.
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APENDICES

A - Integragao Funcional

Aqui vamos mostrar como generalizar a formula usual da integragdo Gaussiana sobre
um numero finito de varidveis a fim de formular para integrais funcionais. Comegamos com a

integral Gaussiana de uma variavel classica:

fdxexpl_gx ]:\E‘ (A.1)

onde os limites de integracdao sdo de -oo a oo e sera omitido. Agora fazemos o produto de n

destas integrais, onde a; > 0:

nl2
f dx, ...dxnexpl%lz anxilz(gn)

1" (A.2)
a;
i=1
Seja 4 uma matriz diagonal com elemenos a;, a, ..., a, €, x um vetor n-dimensional
(x1, X2, ..., X»). Entdo, 0 expoente na expressao anterior ¢ o produto interno:
> a,x,=(x, Ax) (A3)
e o determinante de A4 ¢:
det(A):alaz...anzn a, (A.4)
i=1
A equacao (A.2) fica:
n - s A n -
J  xexp| 2 o) *.5)

e desde que vale para qualquer matriz diagonal, também valerd para qualquer matriz nao

singular, simétrica, real e positiva. Definimos a medida:

(dx)=d"x(27)"" (A.6)
segue que,
f(dx)explwlz[det(a)]‘“z (A.7)

Esta equacdo ¢ valida rigorosamente, resultante da integra¢do espacial de uma
dimensdo a um vetor de espago com dimensdo finita. Agora vamos generalizar para um
espaco de dimensao infinita. Uma justificagdo matematica cuidadosa para isto é assumir que

se a generalizag¢do € o caso de uma unica varidvel real f{z), entdo o produto interno:

(f. f)=[ at[f ()P (A.8)
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onde, para nosso caso sao fung¢des reais do espaco-tempo, entao:

(0.0)=[d"x[¢(x)]’ (A.9)
e, portanto:
[ Doexp| =3 [ d*xolx) do(x) [=lder(4)] " (A10)

Estas equagdes podem ser extendidas ainda para formas quadraticas:
1
Q(x)=5(x,Ax)+(b,x)+c (A.11)

onde o minimo de Q(x) ocorre para,

X=—A"b (A.12)
logo, podemos escrever Q(x) como:
O(x)=0 (¥)+5[x—x, A(x—3) (A13)

e teremos portanto,

f(dx)exp[—(%(x,Ax)+(b,x)+c)

1 - _
=exp[5(b,A 1b)—cl[aret(A)] 1 (A.14)
cuja generalizacdo para integragao funcional é:

JDoexp|~3f d'xalx) () Blx)olx)+C

=exp

S df B )l (A.15

B - Algebra de Grassman

Na aproximagdo canoénica, tratamos os campos como operadores e logo definimos
relagdes de anti-comutagdo para estes, de forma que o principio de Pauli sera satisfeito:
{W(x), w(y)}=0 . (B.1)
Os funcionais geradores para as fung¢des de Green sdo escritas como uma integral
funcional sob todos os campos, nos quais sao tratadas como fungdes cléssicas: nimeros c. A

algebra destes numeros ¢ conhecido como algebra de Grassman e obedece:

{C..C,}=C,C,+C,C;=0 |, (B.2)
onde i j =1, 2, ..., n. Em particular:
C:=0 . (B.3)

A expansdo da fun¢do mais geral destes nimeros contém apenas um numero finito de

termos e para duas varidveis temos:
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f(Cl,C2)=a0+a1Cl+a2C2—a3C2C1 ) (B.4)
onde ay, ..., a; sdo nimeros ¢ ordinarios. Definimos a diferenciagdo pela esquerda como:

L
of 2 f:a1+a3c2 >

(@) aC, acC,
of o'f
= = —_— C . .
(b) oC, oG, a,—azL, (B.5)

Desta forma, calculamos algumas propriedades:

0

() Cl(%zalCﬁ%ClCz :
1

(b) C, f=a,C,+a,C,C, ;

a(c,
©) (ac,f)

=a,+a,C, , (B.6)

Ci—+—20C))=1
) | Froare =1, (B.7)
que € o operador identidade. Em geral, temos:

0
(a) {Cf’ﬁ_q

0 0
(b) {ﬁ,ﬁ}:o . (B.8)

}:61‘]‘

b

Agora vamos definir a integragao, para isto definimos os diferenciais tais que:
(a) {C,dC}=0 ;

b

(b) {dC;.dC;}=0 . (B.9)
Multiplas integrais podem ser interpretadas como iteragdes, por exemplo:
([dC,)>=[dcC,[dC,=—[dC,[dC,=—([dcC,)> , (B.10)

cujas propriedades sdo validas:

(@ [dc,=[ac,=[dc=0 ;

(b) [dC,dC,+[dC,dC,=0 ; (B.11)
¢ [dc,c=[dc,c,=[dc,c=1

Em relacdo a fun¢do f* temos:

d
de1f=a1+a3C2=a£ , (B.12)
1



66

Observamos que a integracdo e a diferenciacdo desta fung¢do nos da o mesmo

resultado. Agora, deixe # e seu conjugado serem variaveis de Grassman, tais que:

@ [dn=[dn=0 ;
®) [dnn=[dnn=1 ;
(c) n?=n*=0 .
Seja a funcgao exponencial expandida até primeira ordem,
exp(—1n)=1-71n
¢ agora a integramos:
| dndnexp(—nn)=[ dndn—[dndnnan=1

Generalizamos agora, para duas dimensdes, temos que:

M| .
n|

(b) T_]:[T_h ﬁz] >

cujo produto é:

(a) M=

nm=n,n,+mmn,
e o quadrado do produto,
(An)>=2qn,mm, ,
pois,

MmN ML= LN N=M NN =—N N, =M NN, .

Agora a fun¢do exponencial expandida até segunda ordem ¢é:

eXp(—ﬁn)=1—7‘m+%(ﬁn)2=1—ﬁ1m+ﬁmz+ﬁ1mﬁm2
e sua integracao,
[ dndnexp(—nn)=[ dn,dn,d n,d n,mm,m,m,=1
Fazendo a seguinte tranformagao de variaveis,
(@) n=Ma ;
b n=Na |

onde M e N sdo matrizes 2x2, temos:
n1:|: Mll Mlz :|:(X’l:| .
W] (M, M,| |% ’

Ny Ny — a,
N, Ny @,

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)
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Temos portanto que:

=M, o, +M o) (M, o0+M, o )=det(M)o, o, . (B.24)
Para que se mantém as regras de integragdes:

[dndnmn,=[dodo,aa, , (B.25)

devemos requerir que,

dndw=det " (M)do,do, * (B.26)
obtemos:
fdﬁdnexp(—ﬁn)zdetil(MN)fdddocexp(—(‘xNTMa)zl . (B.27)
Definindo a matriz 4 da seguinte maneira:
A=N"M , (B.28)
obtemos:
[ dadoexp(—ada)=det(4) . (B.29)

Agora para descrevermos campos fermidnicos, devemos fazer a transicdo para a
algebra de Grassman de dimensdo infinita, cujos geradores agora denotamos por C(x), cujas
regras sao validas:

@ {C(x),C(y)}=0 ;

" *C(x) s _
W—é (x—y) ;

(©) [dC(x)=0 ; (B.30)

(b)

) [dc(x)C(x)=0 .

C - Determinantes de dimensao finita

Seja A uma matriz nxn, podemos escrever:
A=P'DP , (C-1)
onde D ¢ uma matriz diagonal cujas entradas sdo autovalores e P ¢ uma matriz ortogonal

cujas colunas correspondem aos autovetores. NOs encontramos que seu determinante ¢:
det(A)=det(P~' D P)=det(P")det(D)det (P )=det(D)=]] 4, . (C-2)
j=1

Vamos agora, olhar para uma propriedade importante:
tr[In(D)]=In(A,)+In(A,)+..+In(n,) | (C-3)
onde 4, € o j-ésimo autovalor da matriz D. E agora, calculamos a exponencial do trago:

exp|[tr[ln (D)Hzexp[ln(leln()\z)+...+ln(7»n)]=7\1+k2+...+7xn=det(A) ) (C-4)
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D - Propriedades Uteis das matrizes y

Muitos problemas como serd visto no trabalho, se reduz ao trabalho de calcular
produtos de matrizes y* ou o trago destas matrizes. Isto ¢ facilitado por uma lista de
propriedades, nas quais as provas ndo serdo explicitadas e aqui, s6 serdo mostrados as
propriedades para d = 4. A extensdo para outras dimensdes foge do escopo do trabalho.
Vamos comecar com trés propriedades de tracos em geral: sejam 4 ¢ B duas matrizes € oo um
numero qualquer:

(a) Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B)
(b) Tr(ad)=0Tr(4)
(c) Tr(AB)=Tr(BA)

b

; (D.1)

E de extrema importancia notar que:
g,,8" =4 (D.2)
e recorrer a relacdo fundamental de anti-comutacdo das matrizes y, junto a seguinte regra

associada:

(@ y'y'+y'y'=2g"" ;

(b) (¥, )(y'by)+(¥y"b,)(¥" a,)=2(a"b,) . (D.3)
Destes segue uma série de teoremas de contragao:

@ ¥Y'y.=4 ;

() Yy ¥Y'=-2y" ; (D.4)

v

© Yy'a)y'=-2y"a, ;
@ y.y'y"y'=4g"
e uma cole¢do de teoremas de trago, onde o primeiro é: o traco do produto de um nimero

impar de matrizes y € zero. Segue que:
(@) Tr(l)=4 ;

(b) T
c) Tr(y" )( >]=4a“bl; (D.5)

r(y
Tr|
d) Tr[y"y"y y']=4(g" g™ ~g" g +g" " ¢"") ;
© Trl(y"a)(y'b)(y" ;) (¥7d,)1=4[(a"b,) (¢ d,)~(a"¢,) (b7d,)+(a"d,) (b c,)]

u V uwv
2

E - Estrutura de uma camada de grafeno e modelo de tight-binding

Como base para constru¢do de modelos baseados em carbono, tais como grafite,

buckyballs e nanotubos de carbonos, o grafeno tem sido usado no estudo dos férmions de
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Dirac em sistemas da matéria condensada. Teoricamente, o modelo de tight-binding para o
grafeno ja vem sendo estudado hé mais de 60 anos, inicialmente com Wallace, que modelou
suas estruturas de banda. Contudo, desde que o grafeno foi experimentalmente obtido e o
efeito Hall foi observado em sistemas com uma e¢ duas camadas de grafeno, houve um
crescente interesse no comportamento quiral dos elétrons no grafeno [16, 32 -36].

Nesta secdo, iniciamos apresentando a estrutura de uma camada de grafeno, que
consiste em atomos de carbono arranjados em uma estrutura bidimensional com formato de

favo-de-mel formando uma rede hexagonal, conforme mostra a Figura 3.

@ A sublattice & B sublattice

Figura 3: Rede favo-de-mel do grafeno e suas sub-redes. Em preto, os atomos
da sub-rede A e em branco, os atomos da sub-rede B.

Esse arranjo pode ser visto como a superposi¢ao de duas sub-redes triangulares 4 e B,
cujos geradores da primeira rede sdo a; € a,, enquanto que os vetores d; conectam qualquer

sitio da sub-rede 4 aos sitios de seus vizinhos mais proximos pertecentes a B:

61=%(\/§5c+j/)

(~3245) E-1)

=—a}

a,=\3a%

A: B:

azzga(fwr 39) 522%
o,
onde a ¢ a distincia entre as ligacdes de carbono. Para o grafeno, a = 1,42 A, o médulo do
vetor de base € [ = 0,24 nm, a area da célula unitaria 4 = 0,051/nm? e a densidade de atomos
de carbono é nc = 2/4 = 39 nm™ [32].

Vale ressaltar que a estrutura de favo-de-mel ndo forma uma rede de Bravais porque as
posi¢des 4 e B ndo sdo equivalentes, isto €, ndo € possivel conectd-los por um vetor de rede R
= ma; + n.a;, com n; € n; inteiros. Contudo, as posigdes atomicas de 4 ou B isoladamente,
formam uma rede hexagonal de Bravais.

A rede reciproca ¢ definida com respeito a rede triangular de Bravais, Figura 4, no

qual pode ser construida pelos vetores:
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Figura 4: Rede reciproca da rede triangular. A regido
sombreada representa a primeira zona de Brillouin.

* 27 . j/) * 4 .

a‘:\@a (x_ﬁ ) a2=\/§ay . (E-2)
Fisicamente, todos os sitios da rede reciproca representam vetores de onda

equivalentes. Qualquer onda propagando na rede com um vetor de onda diferindo pelo vetor
de rede reciproco tem a mesma fase a menos de um multiplo de 2z entre os vetores de rede
direta e reciproca, devido a relacao:

a; aj: 2nd;
para i, j = 1, 2. A primeira zona de Brillouin (BZ — do inglés, Brillouin Zone), consiste na
regido sombreada e na parte espessa do hexidgono na Figura 4. Esta zona representa um
conjunto de pontos inequivalentes no espaco reciproco, isto €, pontos nos quais ndo podem ser
conectados a outros pontos por um vetor da rede reciproca, ou também, de excitagdes na rede
fisicamente distinguiveis [32, 33]. Excitagdes com grande comprimento de onda sdo situadas
na vizinhanga do ponto 7, que equivale ao centro da BZ. Ademais, os seis vértices da primeira
BZ consiste em dois pontos inequivalentes, K e K', representados por:

4 .
3W3a"

enquanto que, os quatro vértices restantes podem ser conectados através de uma transla¢do do

+K=+

(E-3)

vetor de rede reciproco.

- Modelo de tight-binding para o grafeno

Neste topico apresentamos uma descri¢do geral do modelo de tight-binding para um
sistema com 7 orbitais atdmicos ¢; em uma célula unitaria, representadaos pelos indices j = /,
..., n. Considerando que o sistema tem uma invariancia translacional, escrevemos as fungdes
de Bloch @(k, r), que depende da posicao e do vetor de onda, como:

q) %Z exp[sz ] , (E-4)
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onde somamos sobre as N diferentes células unitarias e R;; representa o j-€simo orbital na i-
¢sima célula unitaria. Em geral, podemos escrever a funcdo de onda como uma combinacao

linear das n fungdes de Bloch:

lpj(k’r):écj,l(k)q)z(k:’”) 5

onde, c;; sao os coeficientes da expansdo e a energia E;(k) da j-ésima banda é:

L) Z e

E (k)= =
k) (|, Zn:S R ’
= il J.i j,l

com,

Hi,l: <(I)i

H|®) e, S,=(®)®) (E-5)
Onde H ¢ denomida como matrix de transferéncia e S como matriz de sobreposicao.
Minimizando a energia:
OF, o

* T s
oc,

obtemos,

n

Z (Hm,l_EjSm,/)cj,/:O ,

=1

que pode ser escrita na forma matricial como:

Hq)]:E‘,.Sq)J. (E-6)
onde,
H, H, - Hy, Su S o S Ci1
H= HZI sz HZn , S= S‘Zl S.zz S.Zn , Y= Cj2
Hnl ]{.nZ e Hnn S.nl S‘n2 e S.nn C./.',n

e, portanto, £; pode ser determinada resolvendo a equagdo secular:
det(H—E;S)=0 . (E-7)
Aplicamos agora o modelo tight-binding descrito no apéndice anterior a uma camada
de grafeno. Como existem dois atomos em uma célula unitaria do grafeno, 4 e B, o modelo
inclui duas fungdes de Bloch, n = 2. Para simplificagdo, substituimos j = [ porj =4 ej =2
porj = B.
Substituindo (E-4) na expressao (E-5) nos permite escrever os elementos da matriz

diagonal corresponde a subrede como:
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AA_%Z Z eXp[ik'(RA,j_RA,i>]<q)A(r_RA,i) H|¢A(F_RA’1>> E-8)

i=1 j=1
onde k = (k,, k,) ¢ o vetor de onda no plano do grafeno. Além disto, esta equagdo inclui uma
dupla soma sobre todos os sitios 4 da rede. Se assumirmos que a contribuicdo determinante ¢é

aquela do mesmo sitio, isto ¢, j = i, entdo:

N
HAAN%; <¢A("_RA,i) H|¢A(r_RA,i)>

como o elemento de matriz que aparece nesta expressao tem o mesmo valor para todo sitio 4,

0 €SCrevemos Como um parémetro €:

L
AANNZ €=¢€ (E-9)
i=1

Por outro lado, a subrede B tem a mesma estrutura da subrede 4, ou seja, os atomos de
carbono das duas subredes sdo quimicamente idénticos. Podemos dizer entdo que:
H ,=Hgz=¢ (E-10)
O calculo dos elementos da diagonal da matriz S procede de maneira andloga, onde se
conclui que:
S =S=1 (E-11)
Novamente, das equacdes (E-4) e (E-5), podemos escrever os elementos de matriz fora
da diagonal principal. Temos entao:

zzexp[lk B, j_RA,i>]<q)A(r_RA,i)

ll/l

H|¢B(F_R3,j)> (E-12)

Esta expressdo descreve o processo de troca dos atomos (hopping) entre as sub-redes
A e B e contém a soma sobre todos os sitios 4 (j = 1, ..., N) nas posi¢des R, € todos os sitions
B (G =1, .., N em Rz, Assumimos aqui que a contribu¢do dominante neste caso advém
apenas da troca entre os primeiro vizinhos e, se olharmos para um atomo do sitio A4, ele tera 3
atomos vizinhos na sub-rede B, que serd indexada por / (I = 1, 2, 3). Assim, a expressao

anterior pode ser reduzida a:

=

3

; exp[zk B,j R, ,)]<¢A(V R, ;

17=1

1
AB N

)|H|os(r—Ry ;) (E-13)

Os elementos de matrizes nesta expressao tem o mesmo valor para par da vizinhanga,
isto €, independe dos indices i e /. Definimos assim o pardmetro de hopping t como:
t:<¢A<r_RA,i) H|¢B(F_RB,]‘>>

onde ¢t < 0.
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Podemos entdo, escrever os elementos ndo diagonais de H como:
HABNtf(k) (E-14)

onde,

f(k)=lZi‘T exp|i k-8)]

e o vetor ; = Rz, — R, ;, representado na Figura 3.
Analogamente a estes calculos, pode ser verificado que:
(@) Hy~tf (k)
(©) Sp=Su=s0/ (k) (E-15)
onde,

Soz<¢A("_RA,i> ¢B(V_RB,1)> . (E-16)

- Relagao de dispersao do grafeno

Nas se¢des anteriores foi mostrado em mais detalhes que as energias dos atomos
podem ser obtidas pela solu¢do da equagdo secular det (H,—E S,)=0, onde as matrizes H; e
S, foram calculadas para o grafeno. Os resultados obtidos foram:

| € tf(k)
@ H‘_(rf*<k) & )

So.f (k)
sof (k) 1
de forma que a equacao secular fica,

det( e E —(—t+EsO)f(k))
~(=t+E,) f"(k) €= E

p

(b) 51:( (E-17)

=0, (E-18)

e resolvendo o determinante, temos:
2 2 2
(E_€2p) _(‘E_€2p‘S0+€ZpSO+YO) ‘f(k) ‘:0 (E-19)
cuja solucdo desta equagdo quadratica resulta nas energias:

:fiY0|f(k)|
) 11S0|f(k)|

A Figura 5 mostra a estrutura de banda E. proxima a zona de Brillouin, para os

parametros ¢t = -3,033 eV, s = 0,129, € = 0 [32].

E (115)



74

Um corte particular através da estrutura de banda ¢ mostrada na FIGURA 6, onde as
bandas sdo plotadas como funcdo da componente do vetor de onda ., ao longo da linha &, = 0,

a linha que passa pelo centro da zona de Brillouin /" e em dois vértices, K e K.

E (eV)

104

Figura 6: Corte na estrutura de bandas para baixas energias para uma camda do
grafeno. O corte ¢ feito ao longo do eixo ky intersegdo com K,, I' e K. na zona de
Brillouin.

Existem duas bandas de energia, que referem as bandas de condugdo (E.) e de
valéncia (E). O detalhe ¢ que esta estrutura de banda ndo possui gap entre as bandas de
condugdo e valéncia. Ao invés, as bandas passam pelos seis vértices da zona de Brillouin e
sao conhecidos como pontos K e dois sdo explicitamente, K. ¢ K. Perto destes pontos, a
dispersdo ¢ linear e as propriedades eletronicas podem ser descritas por uma Hamiltoniana de

Dirac [32, 33].

F - Diferenciagdo Funcional

Nesta se¢dao definimos a diferenciacdo funcional. Por analogia com a diferenciagao

ordinaria, a derivada de um funcional F/f] com respeito a fungao f{y) ¢ definida por:

SFLf (x)]_y  FLf (x)+edlx—y)l-FL£(x]

F.1
VIR c (D
Como exemplo, considere o funcional:
:f dxf(x) (F.2)
entdo,
SFLf —hm de x)+ed(x—y)] fdxf ]:f dxd(x—y)=1 (F.3)
6f e—0 € )
Um segundo exemplo, considere agora:
=[dvG(x,y) f(») (F.4)

onde aqui, x do lado esquerdo deve ser tratado como um parametro. Entao:



Figura 5: Estrutura de bandas a baixas energias para uma camada do grafeno.

—65?&]133%[! dyGlx,y)[f (v)+ed(y—z)]- [ dy Glx,y) £ (»)]

=.[dyG(x:J’)6(y—Z)=G(x,z)

G - Codigo Wolfram Mathematica para equagoes de gap

(@)d=4,g=1,m=1

For[i = 0, i < 1001, i++,
Print[i ,
FindRoot[x + ((5 + x)/(4 Pi ~2)) ((i"2) - (5 + x)2 Log[
14+ (i ~2)/(5+x)72)])==0,{x, -50, 50}11]

(b)d=4,g=1,m=10

For[i = 0, i < 1001, i++,
Print[i ,
FindRoot[100 x + ((5 + x)/(4 Pi ~2)) ((i"2) - (5 + x)2 Log[
14+ (i ~2)/(5+x)72)])==0,{x, -50, 50}11]

(c)d=3,g=1,m=1

For[i = 0, i < 2001, i++,
Print[i ,
FindRoot[x + ((5 + x)/(Pi ~2)) (i - (5 + x) ArcTan[i / (5 + x)]) ==
0, {x, -50, 50}11]
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(F.5)



(d)d=3,g=1,m=10

For[i = 0, i < 2001, i++,
Print[i ,
FindRoot[100 x + ((5 + x)/(Pi ~2)) (i - (5 + x) ArcTan[
i/ (5+x)]) ==0,{x, -50, 50}11]

(e)d=2,g=1, m=1

For[i = 0, i < 1001, i++,
Print[i ,
FindRoot[x + ((5 + x)/(2 Pi )) Log[1 + (i ~2)/(5 + x)"2] ==
0, {x, -50, 50}11]

fld=2,g=1,m=10

For[i = 0, i < 1001, i++,
Print[i ,
FindRoot[100 x + ((5 + x)/(2 Pi )) Log[1 + (i ~2)/(5 + x)"\2] ==
0, {x, -50, 50}11]
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