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Resumo

Essa dissertacdo apresenta o trabalho de pesquisa que teve como foco o estudo de
sOlitons em sistemas ndo-integraveis governados por modelos efetivos de equagdes diferen-
ciais parciais (EDPs) de dimensao (14 1), isto €, uma dimens@o espacial e uma temporal.
Na linha de pesquisa principal, foi considerado um modelo de dois campos dado por equa-
coes de Schrodinger com ndo-linearidade logaritmica e acoplamento linear, em que foram
investigados os principais aspectos da colisdo de dois sélitons gaussianos (gaussons),
considerando a estabilidade das solugdes, seus mecanismos de interacdo e a regularidade
do espalhamento. O estudo de colisdes de gaussons nesse modelo foi realizado a partir de
duas abordagens: semi-analitica (modelo variacional/reduzido) e simulagdo numérica direta.
Para o sistema considerado nesse trabalho, as duas abordagens renderam resultados seme-
lhantes que revelam a existéncia de uma dinamica cadtica e fractal envolvendo as condi¢des
iniciais e as propriedades pos-colisionais dos sélitons, que foi constatada pela andlise das
correlacdes entre os parametros de entrada e saida. Os padrdes fractais sdo constituidos por
janelas de regularidade, cujo posicionamento segue uma regra bem definida que foi obtida
via um modelo de lineariza¢do que se mostrou muito semelhante nas duas abordagens (i.e.,
a distribuicio de janelas foi bem descrita variacionalmente). Em tais janelas a dindmica
de colisdo dos sdélitons deixa de ser cadtica (colisdo regular), tornando-se previsivel e bem
definida, por isso a largura dessas janelas fornece as condi¢des em que o controle da interacao
€ possivel. Além disso, pela andlise da dindmica dos parametros variacionais do modelo
reduzido e das quantidades fisicas mais relevantes na abordagem exata via EDPs (energia
total cinética e potencial), verificou-se que essas janelas surgem devido a um mecanismo
ressonante de troca de energia entre os modos translacionais e vibracionais dos sélitons.
Pelo estudo da estabilidade linear das ondas solitarias, verificou-se que os modos vibracionais
decorrem de oscilagdes de forma induzidas por modos internos e também, possivelmente,
por modos de instabilidade excitados durante as colisdes. Constatou-se que essas oscilagdes
sdo bem definidas em todas as colisdes regulares. A viabilidade do método variacional no
sistema estudado se deve a adequada descri¢ao dos modos vibracionais pelo modelo reduzido
e a baixa influéncia da radiacdo ndo-linear emitida sobre os processos de colisdo regulares

encontrados via simulagdes diretas.






Abstract

This dissertation presents the research that was focused on the study of solitons in non-
integrable systems governed by effective models of partial differential equations (PDEs)
of (1+ 1) dimensions, that is, one spatial and one time dimension. In the main research
line, we considered a model of two fields given by nonlinear Schrodinger equations with
logarithmic nonlinearity and linear coupling, the main aspects of the collision dynamics of
two Gaussian solitons (gaussons) were investigated, addressing the stability of the solutions,
the interaction mechanisms, and the regularity of the scattering. The study of gaussons
collisions in this model was performed via two approaches: semianalytic (variational/reduced
model) and direct numerical simulation. For the system considered in this work, both
approaches provided similar results which revealed the existence of a chaotic and fractal
dynamics involving the initial conditions and the post-collisional properties of the solitons,
which were verified by the analysis of the correlations between the input and output parame-
ters. The fractal patterns are constituted by regularity windows that are positioned accordingly
to a well defined rule, which was obtained via a linearization model that was found to be
very similar in both approaches (i.e., the windows arrangement was well described by the
variational model). In such windows the solitons collision dynamic turns out to be not
chaotic (regular collision), it becomes predictable and very well defined, hence the width
of these windows provides the conditions in which the control of the interaction is possible.
Besides, by analyzing the dynamics of the variational parameters of the reduced model and
also the dynamics of the most relevant physical quantities in the exact approach via PDEs
(namely the total kinetic and potential energies), we attested that these windows arise due to a
resonant mechanism of energy exchange between translational and vibrational soliton modes.
By studying the linear stability of the solitary waves, we proved that the vibrational modes
originate from shape oscillations induced by internal modes and also, possibly, by instability
modes excited during the collisions. We verified that these oscillations are well defined in
all regular collisions. The viability of the variational method in the system studied is due
to the suitable description of the vibrational modes by the reduced model, and also the low
influence of the emitted nonlinear radiation in the regular collision processes found in the

direct simulations.
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limite (linha tracejada) obtida quando v € tomado no ponto extremo direito
de W,>. Em (b), variagdo direta de (w,b) nas coordenadas Zcj », a linha

tracejada diagonal corresponde a trajetéria tracejada comm =25. . . . . .
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Introducao

Na fisica, os conceitos de campo, onda e particula sdo abstracdes fundamentais para
a descricao tedrica da natureza. Embora esses conceitos tratem de fendmenos diferentes
a priori, uma descri¢do concisa da realidade microscopica requer a unificacao de elementos
da dindmica dos trés para representar o que se observa nos experimentos. Essa unificacao é
fundamental no entendimento da natureza da luz, e foi primeiramente feita por Maxwell em
1862, que inferiu que o carater ondulatério da luz (verificado por experimentos de interferén-
cia e difracdo) advém do fato da mesma consistir de ondas eletromagnéticas, i.e., campos
oscilantes elétricos e magnéticos acoplados propagando na forma de ondas transversais
[1, 2]. Posteriormente no inicio do século XX, constatou-se que a teoria eletromagnética
nao era capaz de explicar a radiacdo de um corpo negro, que podia apenas ser descrita em
termos da hipdtese de quantizacdo da energia sugerida por Planck [3]. Einstein generalizou
essa hipdtese e retomou o conceito de particula associado a luz que havia sido proposto
por Newton, e com isso explicou de maneira simples varios aspectos do efeito fotoelétrico
[3]. Com essa unificagdo dos conceitos de onda eletromagnética e particula, a natureza da
luz passa a ser entendida como simultaneamente corpuscular e ondulatéria. Tal comporta-
mento dual da luz também é verificado em particulas elementares, para as quais o cardter
ondulatério foi proposto por de Broglie em 1924, e constatado em 1927 por meio de exper-
imentos de difragdo com elétrons [3, 4]. Esses aspectos fundamentais do comportamento
dual de onda-particula da luz e da matéria estdo incorporados nas bases da formulacao da
mecanica quantica [4]. No entanto, essa dinamica fascinante nao é exclusiva de particulas
microscopicas, sendo constatada também em fendmenos de onda conhecidos como sdlitons
em escalas macro e mesoscopicas. Isso pode até parecer um pouco estranho, pois a no¢ao
comum de onda considera, frequentemente, apenas efeitos lineares, que estdo relaciona-
dos ao comportamento dissipativo e deslocalizado que contrasta com a nocao de particula.

Contudo, a linearidade das equacdes de onda € em muitos casos uma primeira aproximagao
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da descri¢do da natureza ndo-linear de um fendmeno de onda. Quando essa aproximagao
nao ¢ suficiente, contribui¢cdes ndo-lineares devem ser incluidas no modelo matematico do
sistema fisico. A complexidade de um modelo ndo-linear de propagacdo de ondas torna
tarefas basicas como a obtencao de solucdes analiticas e a investigacdo de propriedades
dindmicas bem mais dificeis, sendo muitas vezes necessario o uso métodos matemati-
cos mais sofisticados e/ou simulacdes numéricas das equagdes de movimento. Modelos
nao-lineares sdo amplamente abordados nas Ref. [5, 6], com foco no contexto da Optica
ndo-linear e condensados de Bose-Einstein (BECs) nas Ref. [7-9]. Em [6, 9, 10], também
sdo abordados métodos matematicos e numéricos com grande aplicagdo em sistemas de
ondas nao-lineares.

Em sistemas de ondas ndo-lineares, solugdes do tipo séliton sdo ondas solitdrias com
dindmica de destaque. Essas surgem devido a processos dinamicos correlacionados induzidos
pelos constituintes do meio de propagacdo. Assim, em meios dispersivos nao-lineares,
essas ondas resultam de um balango preciso entre os efeitos de dispersdo e os efeitos ndo-
lineares. No contexto da fisica, s6litons sdo solu¢cdes de onda especiais que apresentam
grande estabilidade e robustez, no sentido da manutencao da forma e das propriedades fisicas
mesmo sobre o efeito de perturbagdes pequenas possivelmente induzidas pelo proprio meio
de propagacdo e/ou por outras ondas propagando no mesmo. A caracteristica mais importante
que define um séliton e o diferencia de uma mera onda solitdria estd no fato desse colidir
elasticamente com outros sélitons, se comportando como uma particula. Assim, o resultado
efetivo de qualquer colis@o é no mdximo uma mudanga de fase nas ondas. Embora sélitons
sejam essencialmente fendmenos de onda, em muitos casos a semelhanca com particulas se
torna ainda maior quando esses se manifestam na forma de pulsos localizados no espaco
e/ou no tempo, surgindo em escalas macroscopicas (e.g. pulsos de luz em fibras Opticas
[7, 8] e ondas hidrodinamicas em 4dguas rasas [11]) e mesoscOpicas (e.g. excitagdes coletivas
de dtomos em BECs [9, 12]). E notdvel que os sélitons sejam de muito interesse tanto na
matemadtica quanto na fisica em virtude de suas particularidades que mesclam conceitos
associados a particulas e ondas, além da complexidade e riqueza de detalhes que esses objetos
apresentam na maioria dos sistemas de onda ndo-linear.

A dindmica andloga a de particulas € caracteristica de sélitons em sistemas ditos inte-
graveis, 1.e., sistemas que podem ser resolvidos analiticamente pelo método do espalhamento
inverso [5, 6]. No entanto, assim como a linearidade de muitos modelos € restringida
por condi¢cdes especificas, a integrabilidade da maioria dos sistemas € também. No caso
ndo-integravel, a investigacdo de um dado sistema frequentemente se limita a métodos
aproximados e simulagdes numéricas. Apesar de muitas vezes nao ser possivel encontrar

solucdes analiticas via método do espalhamento inverso, s6litons ainda podem emergir em



regimes restritos do sistema, que podem depender de processos complexos de interagao e
emissdo de radiacdo, por exemplo. O estudo de ondas solitarias em sistemas nao-integraveis
¢ geralmente mais complicado, pois existem varios detalhes importantes que devem ser con-
siderados, como a estabilidade sobre efeito de perturbagdes, o funcionamento do mecanismo
de interagdo e sua influéncia na dinamica durante colisdes [6, 7], etc. Isso porque ondas
solitarias podem ser instaveis e bastante susceptiveis a mecanismos complexos de troca e
emissdo de energia envolvendo outras ondas e campos de radiacdo, que sao frequentemente
associados com a formacao de estados ligados e com o espalhamento cadético. Soélitons
nessas circunstancias dificilmente preservam suas propriedades basicas. Porém o termo é
comumente estendido para uma classe maior de ondas solitdrias de comportamento andlogo
ao de particulas interagentes, mesmo quando essas colidem inelasticamente emergindo com
alteracdes que vao muito além de uma simples mudanga de fase. Por isso, ¢ comum tratar de
temas como instabilidade, estados ligados e espalhamento cadtico de sélitons.

No trabalho de pesquisa abordado nessa dissertac@o, considerou-se um modelo de dois
campos dado por equacgdes nao-lineares de Schrodinger logaritmicas com acoplamento
linear, que descrevem a propagacdo de pulsos de luz em uma fibra 6ptica ndo-linear
de dois nicleos (também conhecida como acoplador 6ptico direcional) [13, 14], cujo
efeito ndo-linear serd modelado por um termo do tipo logaritmico quando certas condi¢des
englobando o meio de propagacdo e os pulsos sdo atendidas. Nesse contexto, cada campo
representa o perfil de intensidade longitudinal de um pulso na forma de séliton tempo-
ral gaussiano (gausson) que propaga ao longo do eixo de um dos nicleos do acoplador.
A interacdo envolvendo os pulsos contidos em cada nicleo e o meio livre da fibra € modelada
com boa aproximacao por um termo de acoplamento linear. Com objetivo de introduzir os
principais aspectos tedricos e experimentais necessarios para o entendimento do sistema
fisico investigado, o conteido que segue apds esse capitulo serd dividido em seis capitulos.
Uma breve revisao histérica seguida de uma introducdo geral ao estudo de ondas solitérias é
feita no segundo capitulo, onde alguns conceitos fundamentais e resultados importantes sdo
abordados de maneira direta e focada no escopo do trabalho de pesquisa. O terceiro capitulo
trata do contexto fisico e discute os principais aspectos da propagacdo de luz em fibras
opticas. Além disso, com o objetivo de evidenciar as condi¢des e os mecanismos fisicos que
levam ao surgimento de sélitons Opticos no sistema investigado, uma derivacdo detalhada
da equagdo nao-linear de Schrodinger cubica € feita e também sdo abordadas as circun-
stancias em que outros tipos de ndo-linearidade se tornam dominantes. No quarto capitulo,
algumas propriedades gerais de solugdes de séliton provenientes de equacdes ndo-lineares de
Schrodinger sao discutidas para os casos em que a ndo-linearidade é do tipo dual-power ou

logaritmica, e também € feita uma introdu¢do ao formalismo lagrangiano que é empregado
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no sexto capitulo. O quinto capitulo retoma o tema do terceiro e trata dos acopladores 6pticos
direcionais, abordando também as condi¢des em que esses dispositivos podem propiciar
colisdes simétricas de pulsos de luz na forma gaussons. O assunto central dessa dissertagdo é
tratado propriamente no sexto capitulo, onde o estudo semi-analitico do espalhamento de
gaussons € descrito desde o desenvolvimento do modelo variacional (também chamado de
modelo de coordenadas coletivas), constituido por equacdes diferenciais ordinarias (EDOs)
acopladas, até a exposicdo e andlise dos resultados das simula¢des numéricas dessas EDOs
que fornecem uma descri¢ao aproximada e simplificada da dinamica dos sdlitons [6, 15-17].
As EDPs do modelo exato também foram investigadas via simulagdes numéricas diretas
[18-23], os resultados sdo exibidos e comparados com a descri¢do fornecida pelo modelo
reduzido nas tltimas se¢des do sexto capitulo. A conclusdo do trabalho de pesquisa € assunto

do sétimo e ultimo capitulo.



Ondas solitarias

2.1 Ondas na superficie da agua e a equacao KdV

Um dos fendmenos ondulatérios mais comuns e evidentes da natureza € a propagacao de
ondas na superficie da dgua. Essas resultam do efeito restaurador da gravidade e/ou tensdes
superficiais sobre perturbagdes na superficie livre da 4gua. Quando o primeiro (segundo)
efeito é dominante, essas sdo chamadas de ondas gravitacionais (capilares). Interessante-
mente, ondas no interior de fluidos (conhecidas como ondas internas) também podem surgir
devido a gravidade, ocorrendo na interface de fluidos com densidades diferentes, que, no
caso de dguas oceanicas, seriam camadas com temperaturas e/ou salinidades diferentes [24].
No caso de ondas de baixa amplitude, como vistas em um lago calmo ou em uma poga
d’4gua, as caracteristicas mais basicas do fendmeno se manifestam claramente. Ja no caso
de ondas no mar, a transicao de dguas profundas para as 4guas rasas na costa, induz efeitos
diferentes que geralmente resultam no colapso das ondas. Ondas sonoras, eletromagnéticas
na faixa do visivel e na faixa de rddio, também sao familiares, essas sdo bem descritas pela
teoria de ondas lineares na maioria das condi¢des de propagacdo da atmosfera terrestre.
Ja para as ondas na superficie da dgua a descri¢do da dindmica € mais complicada, pois
a linearizacao das equacdes de movimento s6 € possivel em cendrios especificos, como a
propagac¢do de ondas de baixa amplitude relativamente ao comprimento de onda (A1), o que é
mais comum em aguas profundas. Para ondas de superficie propagando em 4guas de baixa
profundidade (dguas rasas) relativamente ao seu comprimento de onda, uma abordagem
ndo-linear € indispensavel [25].

Durante o século 19, a teoria de ondas na superficie de fluidos homogéneos teve muito
progresso, a descricao linear foi primeiramente elaborada pelo matemaético britanico G. Bid-
dell Airy, cujo modelo inclui o efeito de dispersdo de frequéncia (velocidade de propagacio

depende do comprimento de onda) mas se limita a situacdes de baixa amplitude comuns
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no caso de ondas ocednicas [25]. No inicio do desenvolvimento da teoria nao-linear, foram
introduzidas as conhecidas equacgdes de dguas rasas, que incluem o efeito de dispersao de
amplitude (andlogo a dispersdao de frequéncia) porém se restringem a cendrios em que a
escala de comprimento horizontal é muito maior que a vertical (A > h, com h sendo a
profundidade média). A busca por modelos ndo-lineares mais gerais se intensificou quando
J. Scott Russell, engenheiro e arquiteto naval escoc€s, relatou em 1844 suas observacdes
sobre um fendmeno de onda peculiar que atualmente é conhecido como onda solitdria. Em
agosto de 1834, Russell conduzia experimentos em canais de dgua para a Union Canal
Company com o objetivo de projetar barcos mais eficientes [11]. Em certa ocasido um dos
testes produziu uma onda de elevacao solitdria e simétrica, essa se deslocava ao longo do
canal estreito com velocidade constante enquanto mantinha sua forma. Russell replicou o
fendmeno em um tanque de 4gua e estudou suas propriedades, porém nao havia na época
nenhum modelo de 4dguas rasas capaz de descrever o que se tornou o problema da onda
solitdria. Posteriormente, alguns modelos mateméticos foram desenvolvidos por Boussinesq
e Rayleigh, que encontraram aproximagdes para a forma funcional e velocidade da onda
solitdria. Em 1895, o matemadtico holandés Diederik Korteweg e seu estudante de doutorado
Gustav de Vries, modificaram o método de Rayleigh para obter uma equacdo de onda
(atualmente conhecida como KdV) que admite solugdes periddicas, essas tendem para a onda
solitaria encontrada por Rayleigh no caso limite de longos comprimentos de onda [25].

Virios desses modelos para ondas de superficie em dguas rasas (incluindo outros mais
atuais, como o modelo de Camassa-Holm que descreve o colapso dessas ondas ou, em inglés,
breaking waves, e o modelo de Kadomtsev-Petviashvili (KP) que generaliza a KdV para o
caso 2D) sdo fundamentados em algumas aproximagdes que, embora representem limitagoes
para a aplicacdo, permitem simplificacdes necessdrias para uso em situacoes especificas de
interesse [11]. Uma primeira aproximacao consiste em tomar os efeitos de dissipacdo como
sendo muito pequenos, podendo ser entdo negligenciados. Outras consideram relacoes de
escala envolvendo comprimentos que caracterizam a onda e o meio, esses sdo ilustrados na
Fig. 2.1 para uma onda de superficie propagando em dguas de profundidade uniforme.

A descrigdo de tais modelos se aplica a ondas longas (A > h) de baixa amplitude (a < h)
que sdo efetivamente unidimensionais. No caso da equacdo KdV, além da profundidade
h, outras trés quantidades fisicas devem ser conhecidas: a aceleracdo da gravidade g, a
densidade do fluido p, e a tensdo superficial da interface ar-dgua 0. A fun¢do que fornece a

elevacdo da dgua acima do nivel de equilibrio (z = 0) é governada pela equacao

3a W\gh (1 6
Veh ([ 1+ = |ay+— (- — | g =0, 2.1
atve ( +2h)a T2 (3 Pghz)a -
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Figura 2.1 Trem de ondas periddicas com comprimento de onda A e elevagdo dada pela
funcdo a = a(x,r). A propagacéo se dd na dire¢do x (geralmente ao longo de um canal) a
uma velocidade v, o deslocamento na direcdo y € uniforme. A superficie da d4gua se encontra
em z = 0, e a profundidade € constante (h = cte.).

em que derivadas parciais como da/dx sdo expressas na forma compacta a,, assim, dyy
representa a derivada espacial de terceira ordem d3a/dx>. A Eq. (2.1) pode ser expressa em
uma forma adimensional se distancias forem medidas em unidades de L = h\/m
(em que B = 8/(pgh?) < 1/3 é uma constante adimensional), tempo em unidades de T =
L/+/gh, € a elevagdo da dgua em unidades de A = 2ha,/3 (com @ sendo um pardmetro
adimensional, usualmente escolhe-se @ = 41 ou & = +6). Assim, na Eq. (2.1) efetua-se
a troca a(x,t) — Au(x,t), em que as derivadas de a estdo relacionadas com as da funcéo
adimensional u pelas relagdes: a, — AL Vuy, apy — AL 3 iy, € ap — AT i, . Além disso,
pode-se fazer uma reescala da forma u — u — 1 /o para eliminar o termo proporcional a u,

da equacao resultante, o que fornece
U+ Uty + Uy = 0. (2.2)

O termo de derivada temporal remete a evolugdo de uma dada condi¢@o inicial u(x,0), que
ocorre sob a influéncia dos efeitos ndo-linear (segundo termo) e de dispersao de terceira ordem
(altimo termo). O termo ndo-linear, denominado self-steepening, descreve a dependéncia
da velocidade de grupo com a elevacao (amplitude) da onda, fazendo com que os picos se
movam mais rapidamente (veja a Fig. 2.2(a)). Ja o termo dispersivo provoca a reducdo da
velocidade de propagacao, seu efeito em uma onda de elevacio solitdria é de "quebra-la" em
um trem de ondas que se dispersa na dire¢do oposta a de propagagdo (Fig. 2.2(b)) [7, 11].
O balanco apropriado entre self-steepening e dispersao resulta no surgimento de uma onda
solitdria estdvel que propaga sem mudar sua forma. Uma solu¢do particular desse tipo pode
ser obtida para a Eq. (2.2) supondo u(x,t) = U (&), com & = kx — ot, em que k é nimero

de onda e ® a frequéncia angular, de modo que a velocidade de propagacdo é ¢ = w/k.
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Figura 2.2 Influéncia dos efeitos descritos pela equacdo KdV na evolucdo temporal de
uma onda com elevacdo solitdria (propagacdo da esquerda para direita). Em (a), o efeito
self-steepening € retratado, a reta vertical indica a inclinagdo critica que antecede o colapso
da onda. Em (b), a dispersdo de 3* ordem quebra a onda em uma sequéncia de ondas com
velocidade de grupo decrescente (resultados de simulag¢des do préprio autor).

Depois de substituir essa forma funcional na equagdo, encontra-se

3 3 ok o _

kKUgge +0kUUz — Uz =0 — P& (k Use +7U —wU) =0, (2.3)
ok d"U

k3U§5+7U2—wU:c1€R, @;K(&):OW€R=>C1=O, (2.4)

em que o limite empregado decorre da consideracio de que a fungdo U descreve um perfil de
onda localizado, o que permite eliminar a constante de integracdo c. Na equacao resultante,
apos isolar o termo de derivada segunda e multiplicar ambos os lados da por Ug, pode-se

efetuar uma segunda integracdo como segue

k3 ak . , S ak ., 5
k3 k
EU‘% :co+§U2—%U3 (co =0 assim como cy). (2.6)

Onde foi usada a relagdo Ug d & = dU para efetuar a integragdo em U . Na dltima equag@o,
pode-se manipular os termos para obter

/dﬁ \/kT/U\/l_ COED 602_5 = garctanh< l—%U), (2.7)
L ak sech? NZ(& 25")} u(x,t):%jsechz [\/TE(x—ct—HS)}, (2.8)

com 6 sendo um fase espacial e/ou temporal. A velocidade da onda solitaria (que propaga na

direcdo x positivo) determina a amplitude e a largura do pulso com perfil localizado na forma
de sech? (secante hiperbélica ao quadrado). Com isso, nota-se que cendrios de colisdo sdo

possiveis, de modo que o caso mais simples consiste de um pulso produzido em um instante
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to e centrado em xg, interagir com outro mais estreito e de maior amplitude produzido em
t > tp na mesma posic¢ao.

Solucdes periddicas da Eq. (2.2) foram encontradas por Korteweg e de Vries, e sdo
conhecidas como ondas cnoidais (em inglés, cnoidal waves), porque sdo expressas em termos
da funcdo cn?(& + §;m), em que cn(¢;m) é uma das fungdes elipticas de Jacobi. No limite
m — 1 essas solugdes colapsam para aquela mostrada nas Eq. (2.8), descrevendo uma tinica
elevacdo solitdria [11]. Na natureza, existem fendmenos que provocam o surgimento de trens
de ondas solitdrias que se assemelham as ondas cnoidais idealizadas pela equagdo KdV. Tais
trens de onda sdo muitas vezes antecedidos por ondas de choque dispersivas, e geralmente
se formam em estudrios rasos e afunilados, onde os efeitos induzidos por grandes fluxos
de 4dgua (promovidos por marés, tsunamis, tempestades) podem ser ampliados [26]. Em
condicdes adequadas, fascinantes fenomenos de onda podem ser observados, a pororoca no
rio Amazonas e o mascaret no rio Sena (veja Fig. 2.3), s@o dois exemplos bem conhecidos.
Atualmente, o rio Sena ndo tem as condi¢des para gerar o fendmeno com a mesma magnitude
de décadas atrds, pois sua profundidade foi aumentada para permitir o deslocamento de
embarcagdes maiores.

A equacdo KdV geralmente modela fendmenos de onda longa fracamente nao-lineares,
que, além do contexto de dguas rasas, surgem como ondas internas gravitacionais em fluidos
estratificados (j4 mencionadas anteriormente), ondas inerciais em atmosferas em rotacao, e

ondas acusticas i0nicas em plasmas [27].

Figura 2.3 Fotografia do fendbmeno mascaret no rio Sena, Franca. Figura retirada do site:
http://www.letourne.fr/decouvrir-le-tourne/histoire-et-patrimoine/le-mascaret/.
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2.2 Ondas solitarias do modelo KdV

Durante bastante tempo, nao houve muito progresso envolvendo a equagdo KdV e o feno-
meno da onda solitdria fora do contexto da teoria de ondas em 4guas rasas. Foi somente em
1965 que dois fisicos norte americanos, Norman Zabusky e Martin Kruskal, descobriram que
a equacdo KdV descreve o limite continuo de um modelo de rede anarmdnico unidimensional,
que anteriormente havia sido empregado por Fermi, Pasta, e Ulam para investigar processos
de termalizacdo [11]. Anos antes da década de 60, recursos computacionais ja haviam
sido empregados em simulacdes numéricas de modelos meteorolégicos e de fisica nuclear.
Assim, Zabusky e Kruskal usaram desses recursos disponiveis para explorar numericamente
a interacao de ondas solitdrias em uma rede cristalina ndo-linear, € com isso descobriram que
essas preservam sua velocidade e forma apds colisdes. Logo, eles constataram que ondas
solitarias da equacdo KdV colidem elasticamente, e somente uma mudanca de fase pode
decorrer da colisao [28]. Para exemplificar esse fato, considera-se o caso mais simples de

colisdo, que € representado pela condicio inicial
3 3
u(x,0) = % sech® {@ (x—xl)} + % sech? [? (x—xz)} (2.9)

em que ¢, € a velocidade do n-ésimo pulso com pico localizado em x = x;,, no instante inicial
t = 0. E importante mencionar que embora a superposicio de solucdes nio seja vélida,
devido a ndo-linearidade da equacdo de movimento, uma solu¢ao de duas ondas localizadas
€ bem aproximada pela superposi¢do conforme mostrado na Eq. (2.9), desde que a separacao
seja suficiente para garantir um overlapping (sobreposi¢cao) muito pequeno. Tomando o = 6,
c1=12,c=0.5,x1 = —-30ex, =—15, pode-se resolver numericamente a equacdo KdV
associada para encontrar a evolucdo temporal do perfil dado pela Eq. (2.9), o resultado é
mostrado na Fig. 2.4. Note que os pulsos preservam sua identidade ap6s a colisdo, sofrendo
apenas uma mudanca de fase que retarda o pulso mais lento (onda 2) e adianta o mais rdpido
(onda 1), o que pode ser visto claramente na Fig. 2.4(c).

Devido a dinamica semelhante a de particulas, as ondas solitdrias provenientes da equacao
KdV foram nomeadas solitons, em analogia aos termos elétron, proton, etc. Desde sua
descoberta, a grande estabilidade e robustez dos sélitons despertou bastante interesse da
comunidade cientifica por sistemas de onda ndo-lineares, € com isso varios outros modelos
fisicos revelaram admitir solu¢des que compartilham de suas propriedades. Isso levou ao
conceito atual de sdliton, que o define como sendo uma onda solitéria estavel que surge do
balanco perfeito entre efeitos dispersivos e ndo-lineares presentes no sistema, propagando
com velocidade e forma constantes, e interagindo com outros sélitons via colisdes elésticas

que sempre resultam em uma mera mudanca de fase. Aqui, uma onda solitdria é dita
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Figura 2.4 Em (a), ilustracdo da condic¢ao inicial, cuja evolucdo temporal foi calculada
numericamente usando os métodos pseudo-espectral [6] e Runge-Kutta de 4*-ordem [29]

com discretizagdes dt = 0.001 e 256 pontos espaciais, os resultados graficos sdo mostrados
em (b) e (c).

estavel quando suas propriedades e caracteristicas sao preservadas mesmo na presenga de
perturbacdes pequenas. No entanto, em modelos mais realisticos, que podem incluir efeitos
de altas ordens e/ou provenientes de perturbacdes, a estabilidade de ondas solitdrias ndo é
garantida, e sua andlise € crucial na verificacdo da viabilidade de observa¢des experimentais.

Solugdes solitdnicas sao encontradas em varios contextos distintos, tais como: BECs
[30-34], em ondas de dgua [35], proteinas [36], DNA [37], fibras Opticas ndo-lineares
[8, 38] na forma de sdlitons temporais (pulsos de luz) e espaciais (feixes de luz) (e também
como soélitons espago-temporais), células preenchidas com vapor de sédio [39], dissulfeto
de carbono liquido [40], cristais fotorrefrativos [41], guias de onda de semicondutor [42],

células planares de cristal liquido em fase nematica [43], etc.

2.3 Integrabilidade de sistemas de onda nao-linear

Pouco tempo depois da descoberta do fendmeno séliton, outra grande motivagdo para o
estudo de sistemas de onda ndo-linear veio em 1967, quando o matematico estadunidense
Clifford Gardner criou o método do espalhamento inverso (IS - inverse scattering), que
o permitiu resolver a equacdo KdV analiticamente. Posteriormente, o método IS con-
tribuiu para a obtencdo de solugdes analiticas em vdarios outros modelos que suportam

ondas solitérias, alguns desses sdo dados por EDPs bem conhecidas atualmente, como a
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equacgdo ndo-linear de Schrodinger (NLS - nonlinear Schridinger), a equacgao de Sine-Gordon
(SG), e a equagao KP [6].

O sucesso do método levou a definicao do conceito integrabilidade de EDPs baseado na
possibilidade do mesmo de fornecer solu¢des. Desse modo, um sistema cldssico de onda
¢ dito integravel se a transformada IS € aplicavel (o que requer a existéncia de operadores
lineares compativeis, compondo o chamado par de Lax), fornecendo uma sequéncia infinita
de leis de conservagdo que possibilitam a obten¢do de solugdes com um nimero arbitrario de
sélitons [5, 6, 27]. Embora seja possivel calcular inimeras leis de conservacao associadas
a um dado sistema, somente algumas (de ordem mais baixa) tém significado fisico, repre-
sentando quantidades conservadas como massa (ou intensidade eletromagnética no caso de
sOlitons Opticos), momento e energia.

A equagdo NLS € bem conhecida por governar a dinAmica ndo-linear de muitos sistemas
em varios contextos fisicos, e.g., BECs e fibras 6pticas ndo-lineares [7]. Em alguns casos
particulares, sua forma permite que o modelo seja integravel [44], e portanto solucdes na
forma de sélitons sdo admissiveis. Entretanto, assim como na maioria dos sistemas de onda
ndo-linear integraveis, a descri¢do pela equacdo NLS se limita a condi¢des especificas, que
podem advir de aproximacdes e/ou parametros associados ao modelo de EDPs. Assim, uma
simples modificagdo no modelo pode causar a perda de integrabilidade. Como exemplo, a
equagdao NLS 1D na forma

iuz = —(1/2) ugr + glulu, (2.10)

descreve a propagacao de sélitons que originam do balanco entre o efeito de dispersao de
segunda ordem e o efeito ndo-linear cubico, que surgem em sistemas efetivamente 1D no
contexto de BECs e fibras dpticas ndo-lineares, em que no primeiro tem-se a coordenada
espacial x no lugar do tempo retardado 7, e o tempo ¢ no lugar da varidvel de propagacio Z.
A Eqg. (2.10) € integravel para qualquer g < 0 e o par de Lax correspondente foi descoberto
por Zakharov e Shabat em 1971 [6, 44]. No contexto de fibras Opticas, solitons temporais
claros sdo pulsos Opticos localizados, que sdo descritos com boa aproximagdo pelo modelo
integravel em questdo quando a largura temporal do pulso € superior a 4-5 picosegundos.
No entanto, para pulsos mais curtos, esse modelo se torna insuficiente, de forma que termos
dispersivos e nao-lineares de ordem mais alta (desprezados na derivacdo da Eq. (2.10))
devem ser incluidos. Assim, no caso em que g = —1, tem-se (veja [7, p. 89] ou [6, p. 9] para

mais detalhes)
iu;=—(1/2) uzz — \u]2u+i53 Urrr — is(\u]zu)f + ’L'Ru(\u\z)f, (2.11)

em que os termos adicionados descrevem, respectivamente, dispersao de terceira ordem,

self-steepening e espalhamento intrapulso Raman. Outra causa de ndo integrabilidade
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comumente decorre de acoplamentos entre sélitons em sistemas multi componentes. Em
alguns casos, a dinamica das componentes € ditada por EDPs acopladas que também sao do

tipo NLS. Um modelo interessante para exemplificacdo € dado pelas equagdes

iA;— (B2/2)Acc+ 7 (AP +8|B*) A =0, (2.12)
iB,— (B2/2) Bec +v(|B* +8|A]*) B=0, (2.13)

que descrevem a interacdo de dois pulsos Opticos com diferentes comprimentos de onda,
co-propagando ao longo dos eixos principais de uma fibra monomodo birrefringente [6, 8].
As Eq. (2.12) e (2.13) acima, também regem a evolu¢do de ondas de matéria que emergem
em diferentes componentes de um BEC bindrio, quando nesse predomina somente a interacao
de dois corpos na auséncia de confinamento (potencial externo) na direcao de propagacao
[45, 46]. Mesmo com o termo adicional de acoplamento (6 # 0), as Eq. (2.12) e (2.13)
podem ser integraveis se & = 1 (equagdes de Manakov). Para qualquer outro valor ndo nulo
de 6, o regime € de ndo integrabilidade. Portanto, uma abordagem puramente analitica é
bastante restrita, e isso se estende de forma similar para grande parte dos sistemas encontrados
na fisica.

A ndo integrabilidade de sistemas nao-lineares de onda € responsdvel por cendrios muito
mais ricos e complexos, em que solitons podem se mostrar instaveis durante sua evolucao,
o que frequentemente leva ao decaimento das solu¢des por processos como emissiao de
radiacdo (ou perda de particulas no caso de ondas de matéria) e/ou splitting (séliton se quebra
em multiplos sélitons mais estdveis) [6]. Em vérios modelos, a dinAmica de colisdo eldstica
envolvendo ondas solitdrias na forma de sélitons se restringe frequentemente a cenarios em
que a velocidade de aproximacao (taxa de reducdo da distincia de separagdo entre os perfis
localizados das ondas solitérias) € suficientemente alta, de forma que essas se manifestam
como solitons propriamente (i.e., colidem elasticamente). Em cendrios de colisdo envolvendo
multiplos sélitons, a velocidade de aproximacdo ¢ comumente tomada como parametro
inicial de controle, quando essa € suficientemente baixa (regime de baixa energia cinética) o
espalhamento de sélitons pode envolver interagdes nao triviais, estados ligados, caos, etc.
Dependendo do tipo e da intensidade do acoplamento responsavel pela interacdo entre os
sélitons, cendrios de colisdo ainda mais complexos podem surgir. Essa complexidade esta
muitas vezes associada a uma dinamica de interacdo imprevisivel e extremamente sensivel
as condi¢des iniciais (espalhamento cadético). Em modelos governados por equagdes NLS
ndo integraveis, podem existir condi¢des definidas pelo parametro inicial de controle em
que a regularidade dos processos de colis@o € verificada em meio ao espalhamento cadtico,
tais condi¢des podem ser recorrentes e estdo associadas a intervalos (janelas) em que a

sensibilidade com o parametro de controle € inexistente. Essas janelas de regularidade podem
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Figura 2.5 Estruturas de janelas de reflexdao no grafico de espalhamento para: colisdes entre
solitons vetoriais governados pelas Eq. (2.12) e (2.13)com o =—-2,y=1e 6 =0.2 (a
esquerda - figura retirada da Ref. [15]); colisdes entre sélitons kink e anti-kink no modelo
de teoria classica de campos (ndo integravel) ¢* unidimensional (2 direita - figura retirada
da Ref. [50]). Em ambos os gréficos, os pontos no espago de velocidades sdo resultados de
simulacdes numéricas diretas, que mostram a correlagdo entre a velocidade de saida obtida
apos a colisdo (v« ) € a velocidade de aproximagao (vq) dos sélitons (parametro de controle
que varia a cada colisdo).

compor estruturas complexas e muito interessantes, que podem se manifestar na forma de
fractais assim como constatado nas Ref. [15, 16, 19, 47, 48], que também foram observados
em outros sistemas como nos modelos de teoria cldssica de campos ¢* [17, 49, 50] e SG
[18, 22, 51, 52]. Exemplos de estruturas que apresentam padrdes fractais sdo mostradas na
Fig. 2.5, onde colisdes em modelos diferentes revelam resultados de espalhamento bem
semelhantes.

Posteriormente no sexto capitulo serdo apresentados os resultados numéricos do estudo
do espalhamento de sélitons gaussianos (também chamados de gaussons) via acoplamento
linear. Esse estudo considera um caso especifico em que a nio-linearidade e a intensidade
do acoplamento permitem o surgimento de estruturas de janelas andlogas as da Fig. 2.5.
Assim como mencionado anteriormente no primeiro capitulo, pulsos de luz propagando
em uma fibra dptica ndo-linear com nao-linearidade logaritmica (abordados no préximo
capitulo) podem assumir a forma de gaussons, e o espalhamento ndo trivial desses pul-
sos pode ocorrer quando duas fibras sdo reestruturadas na forma de um dispositivo con-
hecido acoplador 6ptico direcional, que induz um efeito de acoplamento do tipo linear.
O proximo capitulo trata da propagagdo de luz em fibras Opticas de um nucleo, e visa

introduzir o contexto fisico que é foco do trabalho de pesquisa.



Propagacao de luz
em fibras opticas

3.1 Aspectos gerais das fibra 6pticas

Fibras dpticas sao geralmente constituidas de vidro de silica pura, sintetizada a partir
da fusdo do diéxido de silicio (SiO), que é um material favordvel a propagacdo de luz
por apresentar baixa dissipacao (perda de intensidade). A estrutura cilindrica de uma fibra
Optica é composta por trés partes: nucleo, revestimento e capa (em inglés, jacket). Esses
sdo fabricados com materiais diferentes para que o indice de refracao nas camada externas
(revestimento e capa) sejam menores que no interior (ndcleo) [8, 13]. A Fig. 3.1 ilustra a
estrutura basica de uma fibra com indice de refracdo em degraus (step-index fiber), e mostra
como esse varia radialmente. Nesse tipo de fibra, a estrutura age como um guia de onda
perfeito para qualquer luz na forma ondas planas que incidir com angulo 6 < 6., em que 6,
€ o angulo critico para que ocorra a reflexdo total da luz no interior da fibra (veja Fig. 3.2). O
seno desse angulo fornece a quantidade chamada de abertura numérica, que é utilizada na
caracterizacdo de fibras Opticas. Se o didmetro do nucleo nao for muito pequeno, de maneira

que a representacdo de raios seja aplicdvel, encontra-se que sen(6.) = n, ! (n? —n3) 1/2 [53].

capa

oo n(r) ny

no

revestimento

Figura 3.1 Ilustracdo dos componentes de uma fibra dptica e perfil do indice de refracao
n(r) em fungdo da distancia radial r (fora de escala). Aqui, a espessura da capa é desprezada
no grafico, de modo que ng € o indice de refracdo do meio que circunda a fibra.
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Figura 3.2 Propagacao de uma frente de ondas planas na representacdo de raios ilustrada
para o caso em que 8 < 6., a reflexdo interna total ocorre na interface nicleo-revestimento
(esquema de cores idéntico ao da Fig. 3.1).

O valor da abertura numérica se limita ao intervalo [0, 1), quanto mais préximo de 1 (o que
é equivalente a 6, = /2, i.e., toda luz incidente permanece no nticleo), maior é a quantidade
de energia eletromagnética que permanece confinada na regido do nuicleo. Para fibras de
tnico modo (que serdo discutidas posteriormente), a expressao anterior ndo € vélida, pois o
carater ondulatério da luz se torna relevante e efeitos ndo-lineares t€m um papel importante.
No entanto, a abertura numérica ainda pode ser calculada a partir do estudo detalhado da
propagacdo da luz, variando de 0.05 até 0.4 para fibras de unico modo, sendo que valores
considerados elevados (e.g. 0.3) sdo frequentemente encontrados no caso de fibras com
suporte de muitos modos (mais informagdes na Ref. [53]).

No tocante a composi¢ao do nicleo e do revestimento da fibra, esses sdo concebidos a
partir da mesma base de silica pura, que tem suas propriedades 6pticas modificadas pela
quantidade de dopantes adicionados durante o processo de fabricacdo. Silica dopada com
GeO; e P,Os tem indice de refracdo mais elevado, e por isso € empregada no nicleo. J4 a
dopagem com boro e flior promove a reducdo do indice de refra¢do da silica, sendo usada no

revestimento da fibra (para mais detalhes veja a Ref. [7, 8]).

3.2 Consideracoes iniciais sobre a propagacao de luz

A propagacgdo de ondas eletromagnéticas em materiais dielétricos induz oscilagdes nos
elétrons ligados das moléculas constituintes, o efeito coletivo de toda a estrutura cristalina do
material depende essencialmente da frequéncia Optica @, da intensidade do campo elétrico
I =< |E(r,t)|* e de sua polarizagdo. As contribuicdes magnética dependentes da intensidade
sdo geralmente muito pequenas (o< /n%/c?, em que ¢/n é a velocidade de propagacio da luz
no meio), e podem ser desprezadas. Na auséncia de dissipacdo, a resposta do material se
manifesta com mais relevincia no indice de refra¢do n(®) e no campo de polarizacdo P(r,t)
induzido pelos dipolos elétricos, que por sua vez modificam como as ondas eletromagnéticas

interagem com o mesmo. Na realidade, esse cendrio € alcancado pela minimizagdo dos efeitos
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dissipativos do material. Para isso, € necessdrio considerar as frequéncias de ressonancia
@; associadas as transi¢des eletrOnicas, de modo que @ seja escolhido para garantir que
|@ — ;| seja suficientemente grande. Em fibras de silica, a dissipacdo se deve principalmente
a absorcdo e ao espalhamento Rayleigh, cujas contribui¢cdes sdo embutidas em um espectro
de perda que auxilia na escolha da janela de frequéncia Optica [8, p. 6].

Considerando uma onda eletromagnética na forma de um pulso 6ptico com frequéncia
central @ e largura de banda Aw, os efeitos de dispersdo induzidos durante sua propagacao
em uma fibra éptica monomodo, sdo investigados através da constante de modo de propagacao
B (@) (em inglés, mode-propagation constant), que determina como a amplitude e a fase das
componentes espectrais do pulso variam ao longo da direcao de propagacao (comumente
denotada por z) [7, 8]. Em termos fisicos, B(®) é andlogo ao nimero de onda k(w), e seu
uso no lugar do dltimo € comum quando se considera a propagacao de luz em guias de onda.
Os efeitos dispersivos embutidos na constante de propagacgao, sdo levados em conta por meio
de uma expansdo em série de Taylor centrada em @y, que serd empregada posteriormente na
derivacdo de outras equagdes, essa € expressa na forma

Bl) =" _ gy ¢ (0 an) + 3 pa(0— )+ ... Bmz(%> SNER)
wy

C

em que o coeficiente f3,, fornece a magnitude da dispersao de m-ésima ordem. Expandindo

n(w) ®/c também em @y, tem-se

B n (0—awp)? (. dn d’n
n(w)o=n(an) o+ (0 — ) <n+w—w>%+T (2%+wm>%+...,
(3.2)

e identificando com os termos da Eq. (3.1), encontra-se

1 dn 1 n 1/ dn  d*n
— - ) ==k = (2= 40— 3.3
A c<n+da))w0 Vg ¢ B c< dw+wdw2)%’ (3-3)

em que f3; é dado em termos do indice de refragdo de grupo (ng) e da velocidade de grupo

(vg). Ja o pardmetro 3, estd associado ao fendmeno de dispersdo de velocidade de grupo
(GVD - group velocity dispersion). Se nao houver dependéncia do indice de refracio com a
frequéncia (n(®) = ng = cte.), a velocidade em que o conjunto das componentes espectrais
do pulso propaga (v,) ¢ igual a velocidade da luz no meio c¢/ng. Caso contrdrio, ou seja,
para praticamente todos materiais dielétricos, v, varia ao longo da faixa de frequéncia da
banda [y — A®w/2, @y + Aw/2]. Normalmente, as componentes com @ < () propagam com
maior ou menor velocidade do que aquelas com @ > @y, dependendo do sinal do parametro

GVD. Isso leva ao alargamento do pulso, fendmeno conhecido como dispersao cromatica [8].
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Se a largura temporal do pulso ndo for muito pequena (veja o exemplo discutido anteriormente
sobre a Eq. (2.11)), a dispersdo € bem descrita até segunda ordem, isto €, apenas conhecendo
Bie B

Para fibras de silica fundida, os comportamentos do indice de refracdo e do parametro
GVD em fungdo do comprimento de onda (A1) sdo mostrados na Fig. 3.3. Nota-se que 3
¢ decrescente para pequenos valores de A, e se torna nulo quando A = Ap, em que Ap é o
valor critico de dispersdo de grupo nula (= 1.27 um no caso da silica). Efeitos ndo-lineares
se manifestam de maneira distinta nos regimes de 5, >0 (A < Ap)e B <0 (A > Ap). No
primeiro regime, diz-se que a fibra exibe dispersdo normal, caracterizada pela velocidade
inferior das componentes de alta frequéncia quando comparadas com as outras de baixa
frequéncia. O oposto acontece no segundo regime, para qual a fibra exibe dispersdao andmala,
cujo efeito dispersivo € passivel de ser neutralizado pelos efeitos nao-lineares durante a
evolucdo do pulso dptico [8].
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Figura 3.3 Comportamento do indice de refracdo n e de grupo n, (a esquerda) e do pardmetro
GVD f, (a direita) para a silica fundida em fun¢do do comprimento de onda do campo
eletromagnético aplicado (Figuras retirada da referéncia [8]).
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3.3 Polarizaciao nao-linear

Em fibras dpticas e cristais ndo-lineares, a resposta ndo-linear do material dielétrico é
induzida em cendrios de campos eletromagnéticos intensos, em que esses promovem movi-
mentos anarmonicos dos elétrons ligados. Oscilacdes dos nucleos e vibragdes moleculares
também surgem como resposta ao campo 6ptico, porém suas contribui¢des sdo normalmente
muito pequenas quando comparadas com a eletrOnica [8], e somente em situagdes excep-
cionais se tornam relevantes. Nesses cendrios, € evidente que a estrutura molecular e cristalina
do material tem um papel muito importante na determina¢ido do campo de polarizagao P, que
nao pode ser descrito pela usual aproximacao linear em termos do campo elétrico aplicado
E. Além disso, € necessdrio considerar o carater nao local e ndo instantaneo da interacao
do campo com o0 meio, assim, uma expressao mais geral para a polariza¢do pode ser escrita

como uma expansdo na forma
P(r,t) = 80/_oo dridiyyV(r—ri,t—t)-E(ri,n)
-1-80/_00 drldrzdndtzx(Z)(r—rl,t —t1;r—ry,t—t) : E(ry,11)E(rp,1)
e /°° dridrydrydndidts X (r—rit —ti;r—ryt —tir—r3,t —13)

EE(rl,tl)E(rz,l‘z)E(r3,t3)+... (3.4)

em que a constante & denota a permissividade elétrica no véicuo, e x (/) (j=1,2,3,...)
representa o j-ésimo tensor de susceptibilidade elétrica de ordem (j + 1), com 3/*! com-
ponentes na forma X;Ef ,){2 kit (k, = x,y,2). Os limites de integracdo significam que todo o
espaco e todos os instantes de tempo sdo considerados, de forma que a dependéncia espacial
e temporal de x (/) determina os limites fisicos (dados pelos volume e tempo de resposta
do meio). O termo de ordem j da Eq. (3.4) € um vetor, P(j), resultado da convolugio
de dois tensores, x(j) e E/ (j produtos externos do campo elétrico) de ordem (j+1)ej,
respectivamente. Definindo as varidveis auxiliares R,, = r —r,, e T,, =t — t,;, a componente
k1 da contribui¢do de ordem j pode ser escrita na forma aberta
, o _J Jj+1 .
P (r1) = & / anan ¥ ¥ i (RT: R T)
n= m= m

XE’Q(rl’t])"'Ekjﬂ(rbtj)' (3.5)

O meio dielétrico pode ser interpretado como um conjunto de particulas carregadas,
formando sistemas localizados de elétrons e nicleos em estados ligados centrados em cada

sitio da rede cristalina. A extensdo espacial desses sistemas € representada por agp, que
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geralmente € da ordem de poucos raios de Bohr. Se o campo 6ptico tiver comprimento de
onda da ordem de Ay, tal que A > ag, entdo é legitimo negligenciar as variacdes do campo
na extensao dos sistemas em cada sitio [54]. Na literatura isso é chamado de aproximacdo de
longos comprimentos de onda, sendo mais conhecida como aproximacao de dipolo elétrico.
Assim, as integragdes espacias na Eq. (3.5) s6 contribuem efetivamente quando |r —r,| ~ ag
com r,, centrado em qualquer um dos sitios, o que € equivalente a supor que a resposta do
meio € local. Para usar essa suposicdo e simplificar a Eq. (3.5), considera-se a expansdao em
ondas planas dos tensores de susceptibilidade
o _J
1DRy, 15 3R, T)) :/ dyd @, e kR0 5Dk ok @), (3.6)
— n=1

Na aproximac@o de dipolo elétrico, k;, - R,, ~ 2mag/Ap < 1, e entdo vale a expanséo das
exponenciais: ek =1+ik,-r,+---~ 1. Logo, os tensores podem ser redefinidos sem

a dependéncia em R,,, e portanto, as componentes do vetor PY) s3o escritas como

. o J Jtl .
P (r,1) 280/_00 i Zz ;x,ﬁl’,)q.,_kw(rl, cosT) Exy(rit) - Egy, (rot)). - (3.7)
n= m= m

Daqui em diante a aproximagdo de dipolo elétrico serd considerada em todos os cdlculos, e a
expressao acima sera util.

Um fato importante que deve ser levado em conta no cédlculo da polarizardo ndo-linear, é
a relevancia do termo de segunda ordem P® em materiais que possuem simetria de inversao
a nivel molecular. Em tais materiais, o tensor %(2) desaparece (todos os elementos sdao
nulos) [8, p. 17], e por isso a ndo-linearidade surge a partir do termo de terceira ordem. No
caso do di6xido de silicio, essa simetria de inversdo se faz presente, e portanto P® =0em
fibras Opticas ideias de silica pura. Além disso, para pulsos com dura¢do (largura temporal)
maior que 1 ps, a resposta ndo-linear de terceira ordem é aproximadamente instantanea, de
modo que ¥ tem dependéncia temporal dada pelo produto de 3 deltas de Dirac, isto &,
0(11)6(12)8(13). Para pulsos de menor durag@o essa aproximagdo ndo é cabivel, pois a
contribuicdo de efeitos vibracionais (resposta Raman) se torna relevante, mesmo com esses
ocorrendo em um escala de tempo da ordem de 60 — 70 femtossegundo [8, p. 19 e 40-41].

E importante enfatizar que o formalismo adotado aqui fornece uma perspectiva fenomeno-
légica da resposta ndo-linear. No entanto, a compreensiao dos processos fisicos que dao
origem aos efeitos observados experimentalmente, s6 é possivel com uso da mecanica
quantica [8, p. 32], que prové as ferramentas necessdrias para construir os tensores de
suscetibilidade conforme a intera¢do da estrutura microscépica do meio com o campo Optico

aplicado.
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3.4 Propagacao de pulsos opticos

As equagdes que governam a dindmica macroscopica de campos eletromagnéticos sdo as

equacgoes de Maxwell, que em unidades mks sdo dadas por [2]

vxE=-P V.-D=p.. (o)
BD (3.8)
VxH=J+=-. () V.-B=0, (d)

em que E e B sdo os vetores de campo elétrico e indu¢do magnética, respectivamente. Esses
estdo relacionados com os vetores deslocamento elétrico D e intensidade magnética H pelas
equagdes constitutivas

D=gE+P , B=uH-+M, (3.9)

sendo o a permeabilidade magnética no vacuo, enquanto que P e M sdo os vetores de pola-
rizacdo induzida elétrica e magnética, respectivamente. Considerando meios de propagacao
nao magnéticos e sem cargas livres, como € o caso de fibras dpticas, tem-se a densidade de
carga elétrica p. e de corrente J nulas, assim como a magnetizacdo M.

Para obter a equagdo de onda que descreve a propagacdo de ondas eletromagnéticas,
adota-se o procedimento padrdo de manipulagdo das Eq. (3.8)(a)-(d), ou seja, primeiramente
tomando o rotacional da Eq. (3.8)(a)

Vx(VxE):—%(VxB), (3.10)

entdo, usando a Eq. (3.8)(b) e a expressdo para a velocidade da luz no vicuo ¢ = /1 /o€ ,
obtém-se da equacao anterior que

82
VX(VXE):—I.LQw(SOE‘I‘P),
1 0°E J°P

Sabendo que V - D = 0 nas condi¢des em questdo, a seguinte identidade vetorial € de utilidade

Vx(VxXE)=V(V-E)-V’E = Vx(VxE)=-V’E. (3.12)
Usando o resultado acima e escrevendo P(r,t) = Pr(r,t) + Py (r,t), com contribui¢des
linear (L) e ndo-linear (NL) explicitamente separadas, encontra-se a partir da Eq. (3.11) que

1 J’E 0’Pp, 0Py

2
VE— 55 —Ho s —Ho—5 5 =0. (3.13)
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Antes de investigar a propagacdo de pulsos opticos a partir da Eq. (3.13), algumas
aproximagdes podem ser tomadas para simplificar a derivacao da equacdo de movimento do
perfil de envelope. A primeira consiste em supor que o estado de polarizacdo do pulso seja
linear ao longo de um dos eixos principais da fibra (x ou y), e que esse ndo se altera durante a
propagacdo na direcdo z (eixo da fibra). Em uma segunda aproximacgao, considera-se que o
campo aplicado seja quase-monocromaético, isto €, as frequéncias das componentes espectrais
sdo muito proximas do valor central @y (~ 101 s), tal que Aw/mwpy < 1. Nessas circunstincias,
o perfil de envelope do campo elétrico, denotado por &'(r,t), varia lentamente com relagdo
ao periodo de oscilagdo médio 27 /@y, o que permite separar o termo de oscilagdo temporal

e escrever que [7, 8]
1 .
E(rt)= 4 [&(r,t)e ™ +cc], (3.14)

em que c.c. denota o complexo conjugado do primeiro termo. O mesmo se aplica aos vetores
P; e Pyy, cujas fungdes envelope sdo denotadas usando o simbolo .
Considerando a contribuicdo linear da polarizagdo, tem-se da Eq. (3.7) que a componente

x € dada por (recorde que os indices dos somatdérios tomam os valores x, y, 7)
£-Pr(r so/ dtlzxx (t—1)Ej(r,n),

e [ dzlxe(t—tl)Ex(r,n). (3.15)

Substituindo Py (r,t) = (£/2) [ZL(r,t)exp(—iant) + c.c.] e identificando os termos com de

mesma frequéncia (+ay), encontra-se que
Pu(r,) = & / dn gl (t—11) E(r,n) e @) (3.16)

O teorema da convolugao para as transformadas de Fourier permite escrever a equacao

anterior de outra forma, esse afirma que [55]

Dadas duas fungdes f(z) e g(t), absolutamente integraveis, cujas transformadas de

Fourier sdo definidas como: f(® / dr f(1)e'®" | g(w / dr g(t)e'®"

se h(t) é a convolugdo de ambas, isto é, h(t) = (f * g)(t) = /_m dE f(&E)g(t—¢&),

entdo a transformada de Fourier de A(t) é expressa como: fz( o) = f(o)é(o),

o que é equivalente a escrever: h(t / do f(w)g(w)e mior
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Antes de aplicar o resultado do teorema na Eq. (3.16), a seguinte expressdo se mostra
adequada

Flota)= [ drfaetorer, (3.17)

entdo, da Eq. (3.16) encontra-se um resultado que contém as fun¢des no dominio de Fourier

7D (0 +ay) e &(r,w), que apés a mudanca de varidvel ® — @ — ay, fica na forma

Purt) = 28—; / " do 7V (0) E(r,0 — ap) e @@ | (3.18)

Com relagdo a contribuicao ndo-linear da polarizagdo, termos de ordem maior que trés
produzem efeitos muito pequenos, que na maioria dos cendrios de interesse podem ser
negligenciados. Lembrando que P® =0 e adotando a aproximagao de resposta instantanea

mencionada na se¢do anterior, tem-se que

2 Pyi(r,t) = & / dndnds Y x((j))jkl5(fl)5(12)5(f3)Ej(r,tl)Ek(r,tz)El(r,t3),
- Jjkl

= (e0/8) 22 [Ex(r.0)]® = (80/8) ke [£(r,1) e ™ +8(r,) e ™' ],
= (e0/8) 2 {[E(r)] e 46 (1) D4 316 (r) P En(rr) }

— (e0/8) 23 {29{ ([5@,;)]3 e*3fwof) +3|&(r,0) [P Ex(r,1) } . (3.19)

O resultado mostrado na Eq. (3.19) contém um termo que oscila com frequéncia 3@y, esse
¢ geralmente negligencidvel em fibras Opticas, devido a sua defasagem com Py que tem
frequéncia @y [8]. Portanto, seguindo o mesmo procedimento de identificacdo dos termos,

obtém-se que
Pyi(r,t) = eoen, E(r,t) . ent = (3/4) xSk |&(r,0)?, (3.20)

com & &y, definido como sendo a constante dielétrica nao-linear. No contexto em questio, o
efeito ndo-linear promovido pela contribuicdo da Eq. (3.20) influencia na evolu¢do do campo
optico através do indice de refragcdo, que passa a depender da intensidade do campo elétrico
(o que serd mostrado adiante). No entanto, as mudancas promovidas no indice de refragao
sd30 muito pequenas em situacdes praticas (< 107°), o que permite tratar Py; como uma
perturbagdo da polarizagao [8, p. 41]. Retornando para a Eq. (3.13), € conveniente trabalhar
no dominio de Fourier, para isso supde-se €y constante, o que é uma boa aproximagao
visto que &(r,t) varia lentamente e x@x € pequeno nas condi¢des consideradas. Ao efetuar
a transformada de Fourier F(o) de todos os termos, as propriedades F(V2E) = V2 F(E)

e F(d4E) = (—iw)> F(E) sio titeis, e com isso duas equagdes de Helmholtz equivalentes
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surgem para a fungdo envelope & (r, @ — ay) € seu c.c.,

2
- '0) -
V2E(r.o— )+ |14+ 72w (@) + et | £ (r.0 — o) =0. (3.21)

A constante dielétrica € identificada como sendo
~(1
e(0) =1+ 73 (@) +ene, (3.22)

e estd relacionada com o indice de refracdo 71(®) e o coeficiente de absor¢do & (w) pela
definicdo & = [i+idc/(2w)]?, de onde calcula-se que

R(e) = e 4N* —4MN—-1=0,
- 402’ N R  now  ac
Adc () ac 4iw’ _to . R
3(e) = -, N=aM=356)"

resolvendo a equagdo de segundo grau para N com a condicao N > 0,

_MAVMET - R(e)+/R(e)>+3(e)? _ R(e) + e
N 2 N 23 (¢) 23 (g)
i’ R(e)+ e o3 (€)

N=g@ = = s a= (3.23)

N

As Eq. (3.23) fornecem as formas exatas para 71 € &, no entanto, o coeficiente de absor¢ado é
frequentemente pequeno na maioria dos cendrios de interesse envolvendo fibras Opticas, de

modo que 3(&)? < 1. Assim, pode-se calcular /i da seguinte forma

le? ~ R(e)? = = ,/w ~/R(e) = \/1+EK (;@E}C)) +SK(8NL> . (324)

e como &y, € uma contribui¢do ndo-linear pequena da constante dielétrica, tem-se

T+ R (D) + R (e, ) = /1+% (V) + g{(ENL> Lo (%(ey, )]
1o () 49 (o) - &) nal) (o)

(o) ~ (@) + 3o [%iﬁ (%) |é"<r,r)|2] , (3.25)

n(w) = \/1 +R <~,§,P(co)> ~1+ %9{ <~§)(a))> caso R (NJE;)((L))) <1. (3.26)

Note que o indice de refragdo linear n(®) carrega a dependéncia com a frequéncia do campo

optico, e € geralmente suficiente para descrever os processos de baixa intensidade abordados
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na optica geométrica. Quando o meio de propagacao € fracamente refrativo no regime linear,
se torna vélida a expansdo de n(®) em termos da parte real de ;@E}), como mostrado até
primeira ordem na Eq. (3.26). O resultado da Eq. (3.25) fornece diretamente o coeficiente
de absor¢do ndo-linear pelo uso da dltima expressao nas Eq. (3.23), entdo, introduzindo os
coeficientes ny € 0y, associados ao indice de refracdo nao-linear e a absorcao de dois fotons,

respectivamente, pode-se escrever 71 € &t como

3
(@) = n(®) +n |67 n(w):\/wm(n&;)(w)), nk:§m(x§3;x), (3.27)

=]l

_ 2 _Og (70 _ 30 4,0
(©) = a(@)+xl6?, a)==8(W(@), a=1=8(h). 628

As Eq. (3.27) e (3.28) mostram como a resposta efetiva do meio depende da intensidade do
campo elétrico I o< |&|?, a magnitude desse efeito ndo-linear é proporcional aos coeficientes
ny e ay, sendo o ultimo frequentemente ignorado em fibras de silica [8]. A dependéncia do
indice de refracdo com o campo aplicado € conhecida como efeito ptico Kerr (por isso o
subindice k).

A contribui¢do relacionada com o efeito Kerr e o termo de absor¢do, podem ser tratadas
como pequenas perturbagdes (An) do indice de refracdo linear (n), de modo que a constante
dielétrica pode ser aproximada por

£ = [n+An)> ~ n®+2nAn , com An:nk|£|2+’2a—wc. (3.29)
Quando An =0, a equacgdo geral de evolucgdo (3.13), que se aplica identicamente a intensidade
magnética H, nao contém o ultimo de termo, e pode ser transformada para o dominio de
Fourier pelo mesmo procedimento usado anteriormente, o que fornece

22
" F_0 (F=E,H). (3.30)

VIF+—
c

A equacdo de Helmholtz (3.30) governa a transformada de Fourier das seis componentes
Fp, Fy € F; do campo eletromagnético, que sdo apropriadamente expressas em coordenadas
cilindricas (p,60,z) devido a simetria axial da fibra éptica. Levando em conta as quatro
equacdes de Maxwell (3.8)(a)-(d), apenas duas componentes sdo independentes, usualmente

escolhidas como sendo E, e H,. Adotando o método de separacio de varidveis, supde-se que
E(r,0) =C(0)R(p)©(0) P@)7 (3.31)

com B(®) sendo uma constante de propagacdo a ser determinada e C(®) uma constante
de normalizagdo, que estd associada a contribuicdo da componente espectral de frequén-
cia @ para a intensidade total do pulso. Substituindo a suposta solu¢do na Eq. (3.30),
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pode-se eliminar o fator exp(i z) apds desenvolver as derivadas do laplaciano em coor-

denadas cilindricas, € com isso, depois de dividir ambos os lados da igualdade por RO,

obtém-se ) -
1 d dR 1 d®e 2 o2 , nw
Y (S = — =0 = 3.32
requerendo que as seguintes equacgdes sejam satisfeitas
d2R 1 dR o) 2 m2 d2® 2
—_ = —B*—— |R=0 , — —m"O®=0 €Z). 3.33
dp? pdp " (K g p? a2 " (meZ) 633

Portanto, a fungéo radial R(p) é solugdo de uma equagio de Bessel e a angular @(0) pode ser
expressa como uma combinacdo linear das fun¢des exp(+-im6). Com m inteiro, a condigdo
exp(+im0) = exp[Ltim(6 +2m)] é satisfeita para qualquer 6 € [0,27).

As solugdes da parte radial dependem da regido na fibra, no nicleo (meio 1, p < a) o
indice de refracdo linear é igual a nj, e a tinica exigéncia sobre R(p) é que esse seja finito. No
revestimento (meio 2, a < p < b), o indice de refragdo linear vale n, < ny, porém R(p) deve
decair exponencialmente quando p > a, tal que o campo em p = b seja aproximadamente
zero. Nas Eq. (3.33), tem-se K o n, sendo constante por partes (em fibras do tipo step-index),
e para atender as condi¢des sobre R(p) em ambas regides, 32 deve ser escolhido de forma
que _— B2 seja positivo no nicleo e negativo no revestimento, o que permite expressar a
parte radial em termos das fun¢des de Bessel usuais J,,,(p) e modificadas K, (p) (que decaem

exponencialmente com p > 1) [55] como a seguir

r a =/ (mo/c)* - B2,
wpy [ GP) e G Vmao/e)—B .

Km(CZP) ;para a<p <D, sz\/ﬁz—(nza)/C)z.

A equacdo de autovalor que fornece o conjunto de possiveis valores de 8, denotado por
S(B) = {Bmn|m,n € Z}, pode ser obtida pela aplicagdo das condi¢des de contorno sobre
campo eletromagnético F(r, ) na interface dos dielétricos (meio 1 e 2), que sdo dadas por

pe(Fr—F1)|p=a=0, Ppx(F2—Fi)|p=a=0. (3.35)

As componentes necessdrias para avaliar as Eq. (3.35) podem ser escritas em termos da
componente F, pelo o uso das equacdes de Maxwell. Outra possibilidade é trabalhar com
0s potenciais escalar e vetorial no gauge de Lorentz, que no caso em questdao obedecem
as mesmas equacdes de onda do campo eletromagnético. No conjunto S(f3), n representa
as multiplas solucdes possiveis para cada m, que dependem diretamente da frequéncia @
através do indice de refracao.
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O fato de que somente duas componentes do campo eletromagnético sdo independentes,
que aqui foram escolhidas como sendo £, e A, combinado com o conjunto de solucdes S(f3)
para a constante de propagac¢ao, resulta em dois tipos de modos suportados pela fibra ptica,
denotados na literatura por HE,,,, e EH,,,. Tais modos envolvem todas as seis componentes
do campo quando m > 0, apenas no caso em que m = 0 pode-se ter a componente axial do
campo elétrico ou magnético nula, assim como nos modos de transversal elétrica (TE) e
magnética (T'M) de guias de onda planares [8].

Quando um campo 6ptico ideal monocromatico (comprimento de onda igual a A) propaga
no interior da fibra, a distribui¢do modal das componentes eletromagnéticas pode ser esta-
belecida como uma mistura de varios modos, tornando a descri¢do da evolugdo bastante
complicada. O cendrio mais simples ocorre quando a fibra suporta somente um tinico modo,
denominado modo fundamental, o que depende de parametros de constru¢cao como o raio do
nicleo a e a diferenca on = ny —ny, além de outros como o comprimento de onda de corte
A associado a cada modo. Como exemplo, para uma fibra com 0n =0.005, A, = 1.2ume
a = 4 um, verifica-se que sua opera¢do com um unico modo se da quando A > 1.2 um [8].
Independentemente das caracteristicas da fibra, o modo fundamental em questdo é sempre o
modo HE/, que embora represente uma distribui¢ao de campo com as trés componentes
ndo nulas, geralmente tem-se a parte transversal como dominante, sendo essa dada pela
combinagdo das componentes E, € E, associadas a estados de polarizag¢do ortogonais. A
distribuicdo modal dessas componentes sao equivalentes, e correspondem a modos dege-
nerados (mesma constante de propagacdo) independentes. Por isso, na realidade o modo
fundamental resulta de dois modos ortogonais, que em condicdes ideais mantém a polariza-
cdo resultante constante. No entanto, irregularidades na fibra Optica podem causar a quebra
da degenerescéncia dos modos e, consequentemente, desordenar o estado de polarizacao
do campo. Isso pode ser evitado com uso de fibras dpticas que preservam a polarizagao
da luz incidente, de maneira que o campo transversal se estabeleca como um tnico modo
linearmente polarizado ao longo de um dos eixos principais da fibra (mais detalhes na Ref.
[8]). Nesse caso, escolhendo £ ao longo de um desses eixos, o campo optico com distribuicido
modal HE || tem sua componente E, como dominante, essa pode ser calculada usando Ez
(dado pela Eq. (3.31) e pelas solu¢cdes da parte radial e angular com m = 1), ou seja,

. Ci1(@)J1 (&1 p) cos(0)eP(@z  para p <a,
Ero)— @GP cos(O) (3.36)
Cia(®) K1 (& p) cos(0)ePri(@2 para a<p <b,

e usando o divergente do campo elétrico da seguinte forma

- JE, OJE, oE, ., =
V-E_W-i-a—z—o = cos(0) p =ipnkE;, (3.37)
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em que aplicou-se a regra da cadeia junto ao resultado dp/dx = cos(0). Aqui, Ci; e Cyp
sdo constantes determinadas pelas condicdes de continuidade na interface (p = a) e de
normalizagio do campo. Supondo E, = L(®)R(p) exp(i B11z) , pode-se incorporar i B11,
C1 e Cy3 na contante L(®). Usando a propriedade das fun¢des de Bessel, Q,,+1(p)/p" =
—d/dp [Qm(p)/p™], com Q sendo as fun¢des usuais e modificadas [55], deduz-se que

_ Liy(@)Jo(¢1p)etP1(@7 | para p <a,
Ex(r,o) = (3.38)

Liz(@)Ko(&p) e/ @): | para a<p <b,

sendo que os valores das constantes sdo determinados como antes. Ao invés de lidar com
as fungdes Jy e Ko, o perfil radial R,(p) é frequentemente aproximado por uma distribui¢éo
gaussiana na forma exp(— p? / wz) [8], em que w € encontrado pelo ajuste com o perfil exato.

Na derivacdo da Eq. (3.21), considerou-se o campo Optico como sendo linearmente
polarizado na direcdo £, o que € vélido no contexto anterior caso a componente z seja de
fato muito pequena. Assim, a Eq. (3.38) fornece uma solu¢do nado perturbada pelo termo
An. Para resolver a Eq. (3.21), o método de separagao de varidveis € novamente util, entao

considera-se que existem solu¢des na forma
E(r,m— ay) = D(x,y) ¢(z,0 — ax) P07 | (3.39)

com ¢(z,1)expli (Boz— wot)] e D(x,y) representando, respectivamente, os perfis longitudinal
e transversal da fungdo &'(r,t)exp(—iwyt), cuja representagdo no dominio de Fourier é dada
pela Eq. (3.39) acima. Aqui, By é um nimero de onda a ser determinado. Substituindo a
suposta solucdo na Eq. (3.13), pode-se eliminar o fator exp(—iwy?) apds desenvolver as
derivadas, e com isso, depois de dividir ambos os lados da igualdade por ® ¢, obtém-se
1 2 (w) o’
— Vi 2 — ———=0 3.40

CD +¢(az+lﬁo ﬁ0¢) C ) ( )
em que V2 = dy, + dyy € 0 operador laplaciano transversal. Se ¢ (z,® — wp) for uma fungio
que varia lentamente com z, o termo d..¢ passa a ser muito menor que d,¢, podendo ser

desprezado na atual abordagem. Para que a Eq. (3.40) seja vélida, € necesséario afirmar que

g(w) w?

_ 20 5 —
Vid+ o=p'® 2z‘ﬁoa—¢—ﬁ§¢=—ﬁz¢, (3.41)
Z
sendo 8% uma constante real. A equacio de Helmholtz que governa a funcio D(p,0) (em
coordenadas polares), pode ser resolvida pelo mesmo procedimento anterior, fornecendo
equacdes andlogas as Eq. (3.33). Para a parte angular a equacdo € idéntica, enquanto

que para a parte radial a equagcdo de Bessel contém um termo adicional perturbativo,
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e pode ser escrita na forma
d’R 1dR ,  m? —2nAn @?
— R=nR =—. 3.42
p? +— > dp ( —B*— ) R, =073 (3.42)

Uma solu¢do aproximada é fornecida pela teoria de perturbagio, até primeira ordem em An

ndo ha correg¢des para ®(x,y), ja para o autovalor encontra-se que [7, 8]

Bo) = (o) +1lo(nP+ 42 343
o [ 2, dxdy |P(x,y)*
=22 Ay = (3.44)
cAct U (S dady [@(xy)2)

com fB(w) = PBi;(w) associado ao modo fundamental do campo, e tomando oy = 0 para
escrever 0 = . Substituindo o resultado da Eq. (3.43) na equagdo do perfil longitudinal,

surgem dois termos quadréticos dados por

. - 2
Bl = B(@) +2B(@)710P +iBo)o+ |rlool+ A2 | 345
[B(@))* = B§ +2BoP1 (@ — o) + PP (@ — @0)* + Bf (0 — a)”
BB (0 o) + B3 (0— )+ (3.46)

em que a expansao de f(w) mostrada na Eq. (3.1) foi empregada. Na atual abordagem,
a largura espectral do pulso 6ptico é muito pequena (Aw < @), € com isso algumas
aproximagdes sdo possiveis. No caso da Eq. (3.45), B(®) pode ser aproximado por fy
no segundo e no terceiro termo, enquanto que o tltimo, sendo da ordem de (An)?, pode
ser desprezado. J4 na Eq. (3.46), se a velocidade de grupo for tal que ,312 < PBoPz, vale a

aproximac¢do dada somente pelos trés primeiros termos. Com isso, obtém-se que

¢ _i¢ [B? 2, zﬁoa B

Fr ﬁo[ +Porlol”+ },

0 _ip [m<a>—wo>+5ﬁz<w—wo)2+y|¢|2+§] , B.47)
Z

O significado fisico do resultado acima pode ser claramente avaliado considerando a variacao
de ¢ quando z sofre um incremento Az pequeno, permitindo que |¢|* seja tratado como

constante no intervalo [z, z+ Az], assim
F(z+ Az, 0 — @) ~ ¢ (z, 0 — ay) e~ %/ > {@=@0)+h (@—w)*/2+7[¢]*] (3.48)

A parte real da exponencial mostra que o (positivo) estd relacionado com decaimento da

intensidade do campo devido ao processo de absor¢do. J4 a parte imagindria mostra que
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cada componente espectral do pulso sofre uma mudanga de fase ao propagar pela fibra,
que depende de sua frequéncia e da intensidade do campo. Esse efeito é conhecido como
auto modulacdo de fase (SPM - self-phase modulation), e é responsédvel pelo alargamento ou
estreitamento do perfil de envelope dependendo do sinal de ¥ (i.e., de ny).

Tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. (3.47) e usando a propriedade

[—i(®— )]" ¢(z, @ — @) / ar 20CD oo (3.49)
’ ot '
encontra-se que o perfil longitudinal é governado pela seguinte equagao nao-linear
d¢ 20 B d*¢ ’ io
—r_ 7 —0=0 3.50
laz—i-lﬁlat 28t2+!¢|¢+2¢ : (3.50)

A Eq. (3.50) descreve a evolugdo temporal de pulsos com duracdo de picosegundos, que
propagam em fibras dpticas de inico modo ao longo do eixo mapeado pela coordenada z.
O segundo termo esta associado a dispersao de primeira ordem que descreve a propagacao
do envelope com velocidade de grupo 1/, e o terceiro corresponde a dispersdo de segunda
ordem como consequéncia da GVD. Os efeitos de SPM e absor¢do sao descritos pelos quarto
e quinto termos, respectivamente.

O parametro A.s definido em termos da razdo entre as integrais no plano transversal
mostradas anteriormente, é conhecido como area efetiva do modo (também chamado de area
efetiva do nucleo), cujo valor depende da distribuicdo modal do modo fundamental e das
caracteristicas da fibra [7, 8, 53]. Para o perfil gaussiano com raio w citado anteriormente, a
4rea efetiva vale mw?, para outras distribuicdes encontradas em situagdes praticas ocorrem
pequenos desvios desse valor. Fibras Opticas de unico modo destinadas para o uso em
comunicacdes tém A.f ~ 100 wm?, valor relativamente alto quando comparadas com fibras
de cristais fotonicos que possuem Aqf < 10um?. Sua relagdo com a ndo-linearidade é
clara, isto €, quanto menor a drea efetiva maior € o valor de Y e, consequentemente, mais
significativo € o papel do efeito ndo-linear.

No referencial do pulso, que o acompanha se deslocando com a velocidade de grupo, a
equacao de movimento (3.50) dispensa o termo de dispersao de primeira ordem e passa a
depender de novas coordenadas denotas por (Z, 7). Considerando uma mudanga de varidveis
emque T=cit+cpzez=c3Z,com as constantes ¢,, € R, pode-se facilmente mostrar que

o termo o proporcional a 3 é eliminado quando

7)=VLpl19(z1),

T=(t—1|B2)/To, z=Z/Lp,

(3.51)
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em que Lp = To2 /1B2| e To s@o constantes de reescala, sendo a primeira chamada de com-
primento de dispersdo [7]. Note que 7, conhecido como tempo retardado, mede distancias
temporais a partir do pico do pulso, onde esse € zero. Assim, um ponto a frente do pico
(t > 0) estd separado do mesmo por uma distancia espacial de Tyt/|B;|. Nesse referencial, a

Eq. (3.50), sem perdas por absor¢do (o = 0), é reescrita para U (Z, 7) na forma adimensional

2
ig—g—%g—gi|U|2U:O , com s =sgn(f) . (3.52)
A equacdo acima € do tipo ndo-linear de Schrodinger com nao-linearidade cubica, pois seu
terceiro termo é da ordem de U3 . Com relacio ao sinal de 3, no regime de GVD normal
tem-se s > 1, enquanto que no regime de GVD andmala s < 1. O sinal £ da ndo-linearidade
reflete o sinal de nj associado ao efeito dptico Kerr, cujo resultado efetivo da auto modulag@o
de fase sobre pulso é semelhante ao processo induzido por lentes Opticas (veja Fig. 3.4), em
que o pulso estreita para ng > 0 (self-focusing) e alarga quando n; < 0 (self-defocusing).

Em alguns cristais ndo-lineares, uma equagao andloga modela a propagacao de feixes de
onda continuo confinados em uma dire¢@o transversal (x), em que a coordenada espacial
x entra no lugar de 7, e o tempo ¢ substitui Z. Nesse caso o termo dispersivo decorre do
fendmeno de difragdo do campo 6ptico, que naturalmente alarga o perfil transversal do feixe
ao longo da direc@o de propagacdo, enquanto que o termo ndo-linear corresponde ao efeito
optico Kerr, que tende a convergir (divergir) o feixe no regime de self-(de)focusing. Em
ambos cendrios envolvendo pulsos ou feixes de luz, solucdes auto-aprisionadas (self-trapped)
na forma de sélitons podem surgir como resultado da compensagdo da dispersao pelo efeito
ndo-linear, sendo chamados de sélitons temporais no primeiro cendrio e de sélitons espaciais
no segundo [7].

Perfil de fase e
intensidade (output)

Dispersao
Perfil de fase e E
intensidade (input)

A (
A Soliton A (b
| -

a

)
)
— | )

Self-focusing
Z = Zout (t - tout)

Figura 3.4 A evolugdo do perfil de envelope de um pulso (feixe) dptico de input na forma de
um so6liton temporal (espacial) € ilustrada em trés cendrios, o perfil de fase de output € andlogo
ao efeito produzido por lentes sobre o perfil plano de input: (a) dispersao alarga o perfil (lente
divergente); (b) dispersdo é perfeitamente balanceada pelo efeito de self-focusing; (c) na
auséncia de dispersao, efeito nao-linear de self-focusing estreita o perfil (lente convergente).
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3.5 Outros tipos de nao-linearidade

No cendrio tratado anteriormente, a maior mudanca nao-linear do indice de refracdo se
da na vizinhanca do pico do pulso, com coordenada denotada por 7y, em que o desvio do
valor linear é igual a n; I(Z, ) , sendo a intensidade do campo 6ptico I o< |U|?. No entanto,
quando /(Z, 1p) excede um limiar caracteristico do material, a contribui¢cao ndo-linear n,, (1)
passa a ter outra forma funcional. No caso de cristais PTS (sigla para p-foluene sulfonate),
medidas experimentais na regiao de comprimento de onda A = 1600 nm, mostram que para

intensidades suficientemente altas se torna necessario a inclusdo de um termo tal que
_ 2
ny(I) =nel+ngl” (3.53)

sendo n. e n, constantes de sinais opostos associadas aos efeitos nado-lineares cubico e
quintico, respectivamente. O fato de que n.n, < 0 remete ao carater competitivo das duas
nao-linearidades [7].

Em materiais fotorrefrativos, a ndo-linearidade exibe um comportamento de saturagdo no
regime de campos intensos, em que a mudanca no indice de refrac@o tende assintoticamente
para um valor limite (n..) conforme a intensidade do campo 6ptico excede um limiar denotado
por Iy, . Sélitons fotovoltaicos surgem devido a esse tipo de ndo-linearidade, que pode ser
abordada fenomenologicamente pela expressao [7]

1

em que p € uma constante. No limite de intensidades muito inferiores ao valor de saturagdo
(I < Iy ), vale a aproximacdo n,;(I) &~ pne I/l que corresponde a uma néo-linearidade
do tipo cubica.

No contexto de fibras dpticas ndo-lineares, a ndo-linearidade logaritmica tem potencial
aplicacdo na descricdo de campos 6pticos fortemente confinados propagando em nano
guias fotonicas de onda [56]. Tais guias de onda sao fibras dpticas cujo didmetro varia de
algumas dezenas até poucas centenas de nandmetros, sendo bem inferior ao didmetro das
fibras padroes que é da ordem de dezenas de micrometros. Nanofibras Opticas também
sdo conhecidas como nanofios fotdnicos ou fibras de sub-comprimento de onda (em inglés,
sub-wavelength fibers), pois tém didmetros frequentemente menores do que o comprimento
de onda da luz incidente [53]. Devido a grande diferenca entre os indices de refracao do
interior da fibra e do ar (n;, np > ng), a abertura numérica das nanofibras é muito alta, e
por isso pulsos Opticos propagam com a maior parte da energia confinada no nicleo, com o
campo evanescendo significativamente na regido imediatamente fora da fibra. Além disso,

a area efetiva do modo é muito pequena, sendo responsavel pela ndo-linearidade bastante
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intensa induzida pela intera¢do do pulso com o meio dielétrico da nanofibra [53]. Portanto,
sugere-se que o efeito de SPM com forma funcional logaritmica possa ser um bom candidato
para um modelo nesse contexto, entdo a mudanga ndo-linear do indice de refracdo € escrita
como

(1) =neIn (1P +1) | (3.55)

em que p denotada uma constante positiva, e n, € um valor de escala para o indice de refragdo.
Note que a condi¢@o n,;(0) = 0 é atendida. Para intensidades suficientemente baixas, de
modo que I” < 1, a Eq. (3.55) para p = 1 pode ser aproximada pela nio-linearidade
cibica+ quintica dada pela Eq. (3.53), em que encontra-se n. = n, e ny = —n,/2. Para
p =2, tem-se até€ primeira ordem somente o termo quintico com n, = n, . No caso de campos
intensos, com /” > 1 em uma regido localizada ao redor do pico de intensidade, I” pode ser
trocado pela varidvel auxiliar 1/x e a fung@o logaritmica expandida em série de poténcias,

com isSo obtém-se
1
(1) = ne |In(I7) +1°7 = 2 o). (3.56)

Na regido de intensidade elevada do campo 6ptico, o primeiro termo da expansao ¢ dominante,
J4 na regido de baixa intensidade todos os termos da expansdo sdo necessarios. Logo, se a
distribuicdo de intensidade for suficientemente intensa e localizada, supde-se que a dinamica
efetiva do pulso possa ser descrita de forma aproximada pela regido do campo onde se
concentra a maior parte da energia eletromagnética. Assim, desconsiderando as bordas de

baixa intensidade, considera-se a aproximac¢do
nu(I) =~ gln(I) , (3.57)

em que g = n,p. Embora partindo da Eq. (3.55) tal aproximagdo nao seja aplicavel para
toda a extensdo do campo Optico, a forma funcional mostrada na Eq. (3.57) pode ser titil se
a suposi¢do empregada for aplicavel. Sua utilidade foi mostrada também na descricao de
outros sistemas associados a cendrios fisicos variados, esses sao bem modelados por equagdes
NLS com ndo-linearidade logaritmica (LNLS), como no caso de sistemas dissipativos [57],
de fisica nuclear [58], 6ptica [59, 60], fluidos capilares [61], e até mesmo no transporte de
magma [62]. Esse tipo de equacdo ndo-linear foi explorado pela primeira vez em 1975,
quando Bialynicki-Birula e Mycielski investigaram desvios de regimes lineares em sistemas
quanticos [63]. Sélitons que surgem do balancgo da dispersdo pelo efeito ndo-linear do tipo

logaritmico t€ém forma gaussiana, e sdo comumente chamados de gaussons.
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No capitulo seguinte, a forma funcional de um gausson seré derivada a partir da equagao
LNLS de dimensdo (1+ 1), e com isso uma das propriedades interessantes desse tipo de
sOliton ficard evidente. Além disso, uma das secdes tratard da aproximacdo dada pela Eq.
(3.57), que € verificada por meio de simulacdes numéricas diretas considerando perfis iniciais
na forma de gaussons com intensidades variadas. E importante enfatizar que a secéo 4.2
serd dedicada a introdugdo de alguns conceitos e resultados decorrentes do formalismo
lagrangiano aplicado a um sistema de equac¢des NLS acopladas de dimenséo (1+ 1), essa
secdo serd util para o entendimento do processo de obten¢do do modelo reduzido apresentado
no sexto capitulo.



Propriedades gerais
de solucoes de soliton

4.1 Derivacao dos perfis de soliton

Assim como discutido no Cap. 1, o método IS se aplica a equacdo NLS cubica padrao
3.52, fornecendo solucdes analiticas de N-sélitons e todas as quantidades conservadas. Para
que a abordagem dessa secdo se estenda para varios tipos de ndo-linearidade, considera-se a

forma generalizada dessa equacdo adimensional dada por

U 15
or T2 02

em que (x,?) sdo coordenadas de espago-tempo (ou tempo-espago) e F(I) representa uma

+F(UP)U =0, (4.1)

nao-linearidade qualquer. Sabe-se que a integrabilidade da Eq. (4.1) s6 € verificada para
casos especificos, mas independentemente disso, uma maneira simples de obter solucoes

particulares, consiste em supor que a fungéo de perfil de envelope U (x,7) tenha a forma
U(x,t) = u(x) e, 4.2)

em que U € R é uma constante de propagacdo e u(x) uma funcéo real. Se constatada a
existéncia de soluc¢des dadas pela Eq. (4.2), entdo essas podem corresponder a sélitons
estaciondrios, que no caso das fibras opticas se movem com velocidade de propagacgao

constante v, no referencial (z,¢). Substituindo na Eq. (4.1) encontra-se

uxx:2[,u—F(u2)}u = /dxuxxux:2/ dx [/.L—F(uz)}uux,

%(ux)zzz/du -Fd)]u = uxzz{/ du [,u—F(Lﬂ)}u}l/z’

(x—xp) = %/du {/ du [/,L—F(uz)]u}_l/z . (4.3)

Nos cdlculos acima, a primeira constante de integracao deve ser nula para que se tenha

u(x — £oo) = uy(x — +o0) = 0, garantindo que a solucdo seja localizada, jd a segunda é
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incorporada pela constante xo. Se o resultado da integral na Eq. (4.3) puder ser expresso em
termos de fungdes analiticas conhecidas, entdo u(x) pode ser encontrado algebricamente a

partir da equacdo resultante. No caso da nao-linearidade do tipo dual-power [6, 7]
F(I)=n I"?4+ny 17, (4.4)

com ny, ny € p sendo constantes reais (sem relagdo com os n’s correspondentes aos indices

de refracao da fibra dptica). Assim, a seguinte integral deve ser avaliada

~1/2
1 ,uuz nudtt  nyu
—x0)==[d — — 4.5
(x=xo) 2/ ”{ 2 g+l 2 ’ *3)
em que ¢ = p+ 1. Fazendo a mudanca de varidvel v=u"" (dv = —pdu/uf), obtém-se que
( ) 1 J w?  myv om 172
X—Xg) =—=— Ve——— ——— —
0 2p 2 g+1 2q ’
1 ni s o 2Unyv ,Lm2>1/2
xX—xp)=——=10 v———+ Vo — = ,
(x —xo) i g[u . (u R
1/2
ni ) 2un1v Hny
= exp|—+v/2 — ]: -4 - —= , 4.6
p[ V2Up (x—xo) | = pv ) (uv ) q) (4.6)

assim, isolando v na equacao algébrica (4.6), encontra-se

1

A P
ulx) = {B—f—cosh[D(x—xo)]} D=, “7
_@EpBu (@ p)Pmp]
A= EEDE L psn(o |1+ <1+p>n%}

Quando p = 2, a ndo-linearidade em questdo corresponde ao caso cibico+ quintico, em
que as solu¢des dadas pela Eq. (4.7) descrevem sélitons claros. Se adicionalmente ny = 0
e n; > 0, tem-se o caso da ndo-linearidade cubica self-focusing, entdo B = 1 e usando a
relagdo cosh?(x/2) = [cosh(x) 4 1] /2 obtém-se

u(x) = \/%sech [\/ﬂ(x—xo)] . (4.8)

Como o modelo € integravel nesse caso, as solugdes exatas mostram que a propagacao de um
perfil inicial dado por U (x,0) = N sech(x) depende do valor da amplitude N. Quando N =1,
o perfil propaga sem mudanca e € chamado de sdliton fundamental, o que corresponde a
equacdo acima com = 1/2 e n; = 1. No entanto, para valores inteiros tais que N > 1,
denominados sdlitons de altas ordens, o perfil oscila periodicamente e recupera sua forma

inicial a cada t = mm/2 (com m € IT) [7]. O fato dos sélitons serem estdveis mesmo
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Figura 4.1 Para a equacdo NLS cuibica com n; = 1, os grificos de |U(x,t)| resultam da
propagacio numérica de perfis gaussianos N’ exp(—x?/2) : (a) N’ < 1, o perfil é dispersivo
e gradualmente decai emitindo ondas lineares (radiagdo); (b) N = Nyenorm = 1, 0 perfil se
adapta para a solu¢do mais proxima energicamente, i.e., a do séliton fundamental, no processo
um pouco de radiacdo € emitida para o campo distante. A rotina numérica implementada
foi desenvolvida usando o método de Split-Step [6, 9] juntamente com o método de Crank-
Nicholson [29], foram empregadas as discretizacdes Ax = 0.04 e Ar = 0.001.

sobre o efeito de perturbagdes, os torna objetos robustos que podem ser produzidos mesmo
quando o perfil inicial desvia da forma e intensidade especificas de um séliton. Isso acontece
porque a dispersdao normalmente induz o decaimento de qualquer perfil inicial ndo solitonico,
no processo ondas lineares (radia¢io, no caso 6ptico) sdo emitidas para o campo distante
(|x| > 1) e o perfil pode se adaptar para alguma solucdo de séliton energicamente préxima.
Por isso, a amplitude do perfil inicial deve ser no minimo maior ou igual a do séliton
fundamental. A Fig. 4.1 fornece dois exemplos que ilustram exatamente o que foi discutido,

onde a constante Ny, foi determinada pela imposicao da condicao de normalizacao
/ dx|U(x,0)|2:/ dx |sech(x)]* =1. (4.9)

Considerando a ndo-linearidade logaritmica F(I) = n.In (I + p) (com p,n, € R"), a Eq.
(4.3) toma a forma

2 2 -1/2
(x—x0) = %/du { (w +2ne)u — ne(u2+p) log (u? —i—p)} , (4.10)

porém, para p arbitrdrio essa integral ndo € trivial. Se p = 0 a ndo-linearidade toma a forma

aproximada obtida na secao anterior, € assim

(x—xo):—nie\/@_neln(u) = ln(u):%—ne(x—xo)z,

e

= u(x) = exp B (1 + nﬁ)} exp [ (r—x0)?] @.11)
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Figura 4.2 Para a equacdo LNLS com F(I) = In(/), os graficos de |U(x,t)| resultam da
propagag¢do numérica das condigdes iniciais: (a) sech(2x), em que pouca energia é perdida
no processo de adaptacéo do perfil; e (b) sech(x), que envolveu perdas maiores mas mesmo
assim pequenas. Em (a), a condigdo inicial é bem préxima do perfil de gausson exp(—x?), e
menos de 0.08% da intensidade total é perdida para o campo distante, ja em (b) menos de
0.3%. A mesma rotina numérica do caso cubico foi empregada.

O perfil de gausson unidimensional mostrado na Eq. (4.11) acima possui uma diferenca
importante com relacdo ao perfil dado pela Eq. (4.8), que reside no argumento da exponencial
que ndo contém U , e por isso existem solu¢cdes com amplitude arbitrdria (em teoria) de mesma
largura (determinada pelo valor de 7,), que aqui serdo denotadas por G (x,1).

Diferentemente do caso anterior, para qualquer condi¢ao inicial que ndo tem o perfil de
um gausson, o efeito ndo-linear induz oscilagdes de forma que promovem uma dindmica
periddica de alargamento e estreitamento do perfil, que € acompanhada pela emissdo de
pacotes de ondas nao-lineares de baixa amplitude. Esses pacotes levam ao decaimento
gradual da solug¢do, que pode eventualmente se estabilizar na forma de um séliton ou
dispersar completamente pelo meio, dependendo do quao préximo a condi¢do inicial for de
um perfil de gausson. Essas particularidades da ndo-linearidade logaritmica F (1) = n.In(I)
resultam do seu cardter ilimitado na regido préxima da singularidade de intensidade nula
(I — 0™), de modo que sua influéncia sobre qualquer solucéo é andloga ao de um potencial
dindmico confinante. Isso pode ser visto claramente ao notar que, no caso do gausson,
o termo néo-linear In(Gy) o< —x? é equivalente a um potencial de oscilador harménico.
Na Fig. 4.2, os resultados da evolugdo de dois perfis de sech sdo mostrados por meio dos
gréficos de |U(x,1)|, verifica-se que a amplitude das oscilagdes de forma é pequena se a
condic¢do inicial desvia pouco do séliton de perfil exp(—xz) (paran, =1).

A Eq. (4.1) possui invariancia galileana, e por isso admite solu¢des nao estaciondrias,
que correspondem a perfis localizados se deslocando com velocidade constante no refer-
encial (x,7). Para demonstrar isso, considera-se a seguinte mudanga de varidveis: r =T e

x=X—vT ,em que (X,T) sdo as coordenadas do referencial inercial movendo da direita
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para esquerda com velocidade v (que deve ser muito pequeno com relacdo a velocidade da

luz no meio), no qual a solucdo estaciondria (4.2) € escrita como
U'(X,T) = Upn(X,T) e 0&T) (4.12)

em que Uy, (X,T) =U(X —vT,T) (note que U(x,t) =U(X —vT,T)). Aqui, 6 = 0(X,T) é
uma fase que garante a invariancia galileana da equag¢dao de movimento, que € supostamente
uma funcio linear de X e 7. Para determinar essa fase, impde-se que a solu¢cdo dada pela Eq.

(4.12) obedeca a mesma equacdo NLS nas novas varidveis, calculando as derivadas tem-se

U  (JU, OU, . 90\ ;o

T —( %V ox —|—1Um§> e, (4.13)

’U' [0, ..0U, 96 20\*|

%2 = | 92 +2i Ep 8_X_Um (8_X) e, (4.14)
e substituindo na equacdo de movimento obtém-se
(Uy AU, . 90\ 1[0, . dU,36 00\’ I
Z(T—Va—x‘f‘lUmE)‘f’i axz +2i ax W_Um <ﬁ) F(|U| )U =0.

(4.15)

Note que F(|U’|?) U’ = F(|Un|?) Up, e como Uy, (X, T) satisfaz a equagio de movimento no
referencial (x,7), a seguinte igualdade deve ser valida

ou,, 00 900U, 1 <ae)2

iV——+Un== e (4.16)

o a7 'ox ox 2Um

Assim, identificando as partes imagindrias e reais de ambos os lados da Eq. (4.16), encontra-

se as seguintes equagdes

90 PL) 1/90\* df 2
ox " AT 57 2(ax> ar ~ 2 “17)
Portanto, no referencial em movimento o soliton tem a forma
U'(X,T) = u(X —vT) e/ (X—"T/2HuT) | (4.18)

Para o cendrio oposto em que a solugfo estaciondria se manifesta no referencial (X, T'), basta
efetuar as trocas X — x, T —t e v — —vna Eq. (4.18), fornecendo um soéliton que move na
direcdo —x com velocidade v (também conhecida em inglés como soliton steering velocity
[7], aqui essa seréa referida pelo termo velocidade de fase). Uma condi¢do inicial na forma
de séliton em movimento é obtida tomando 7 = 0, ou seja, U(x,0) = u(x)exp(ivox), que
pode representar, por exemplo, um séliton temporal que propaga com velocidade v, +vg ao

longo de uma fibra 6ptica. Quando uma fase nao-linear 6,;(x) é embutida, cada ponto da
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Figura 4.3 Os grificos de |U (x,t)| resultam da propagacdo numérica de gaussons com fase
inicial dada por: (a) 8(x) = vox, com vy = 0.5; e (b) 8(x) = byx*, com by = 0.5.

solug@o adquire uma velocidade de fase igual a d6,;(x)/dx. Se essa fase for uma funcao
polinomial par, o resultado efetivo é um séliton com oscilagcdes de forma. Geralmente,
quando se deseja uma condicdo inicial oscilante, escolhe-se 6,; = bx>, com b sendo uma
constante real adequada, de modo que estabilidade da solu¢c@o ndo seja comprometida. A
Fig. 4.3 mostra dois cendrios de propaga¢do de gaussons, em (a) tem-se velocidade de fase

positiva e em (b) oscilacdo de forma induzida.
4.2 Quantidades conservadas

Quando um sistema de onda ndo-linear € integravel, pode-se calcular inimeras quantidades
conservadas a partir do procedimento padrdo de aplicacdo do método de espalhamento inverso.
Se o sistema for ndo-integravel, uma abordagem de teoria classica de campos € bem ttil na
obtencao de algumas quantidades conservadas importantes das ondas solitdrias. Para isso,
considera-se um cendrio em que duas ondas solitrias interagentes sdo governadas pelas

seguintes equacdes NLS acopladas:

oU ., 0U B, d*U ) _
OV 9V B d*V 2 B
IE +ZB1§—7W—|—F(|V‘ )V+G(V,U,C.C.)—O, (420)

em que U(x,7) e V(x,) representam os perfis de envelope das ondas solitarias acopladas. A
funcdo G, que depende dos perfis e seus complexos conjugados (c.c.), carrega a forma do
acoplamento. Na abordagem adotada nessa se¢@o, U (x,7) e V(x,1) sdo interpretados como
campos cldssicos, cujas equacdes de movimento originam de uma densidade lagrangiana
Z através das equagdes de Euler-Lagrange correspondentes. Assim, existe uma fung¢do
£ =ZL(U,V,U;,V;, Uy, Vy,c.c.) tal que [64, 65]

0% 0 (0% d (0%
oW* ot (aw,*) " ox <8W;> =0 #21)
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corresponde a equagdo (4.19) ou (4.20) (na forma conjugada ou ndo) dependendo de W (x,1),
em que W representa U ) ou v . A notacao W) ¢ uma referéncia compacta para W ou
W*. Nesse formalismo, as fun¢des W, W; e W, sdo tratadas como varidveis independentes,
de modo que as derivadas parciais na equagdo de Euler-Lagrange acima sdo calculadas

normalmente. Para o caso em questdo, a densidade lagrangiana é encontrada como sendo

z:éaﬂu—wa+3VM—vaJ%uﬁw_Uwv+%uww—vw>
+%(|Ux|2+le|2)+ﬂ(|U|2)+ﬁ(yV|2)+$C, (4.22)
wmﬁm:/mmm
em que ultimo termo deve ser encontrado conforme a equacao
3;';5 =G(W,W' cc.) com W =V({U) se W=U(V). (4.23)

Para simplificar os cdlculos ao longo dessa secao, € interessante notar que a derivada
proporcional a 31 nas Eq. (4.19) e (4.20) pode ser removida por uma mudanga de varidveis
(como feito anteriormente), ou através da transformagdo U (x,t) — U (x,t)exp(ixBi/B2)
(analogamente para V (x,7)), e portanto adota-se 3; = 0 durante essa secao.

Os sistema descritos pela densidade lagrangiana (4.22), possuem simetrias que podem
ser exploradas pela andlise da invariancia de .Z e das equacdes de movimento com relagio
a transformacdes envolvendo as coordenada e/ou os campos. A mais evidente dessas € a
simetria interna devido a invariancia de fase global, cuja transformacgdo correspondente é
dada por

W(x,1) — W(x,t)=W(x1)e', (4.24)

com ¢ sendo um nimero real que mede o deslocamento global de fase, e W) assumindo
o papel de U e v As quantidades conservadas que decorrem dessa simetria podem
ser calculadas pelo teorema de Noether para campos classicos, para isso considera-se as

componentes do vetor de corrente de Noether, que nesse caso t€ém a forma [65]

s L st %57 . 429

U)V,c.c.

em que a soma se dd em W, com dyW (& = x ou t) denotando as derivadas W;, W,. O termo
OW =W — W é a variacdo de W em cada ponto do espaco-tempo, na expressio acima a
transformacdo é tomada na forma infinitesimal, com § variando de 0 até 6, e por isso a
derivada de W é avaliada em { = 0. As duas componentes (também chamadas de cargas)

da corrente de Noether sdo encontradas calculando
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0.7 0.7
= (W——W*—*) : (4.26)
% 9 (9gW) 9 (JaW*)
I =UP+ V], Fi= —%[(UU;‘—U*UX)+(VVX*—V*VX)] . (4.27)

A primeira carga (_#") é uma espécie de densidade de "massa” (em inglés o termo power
também ¢é usado), e a segunda (_#*) ¢é identificada como sendo a densidade de momento. As
quantidades conservadas associadas a cada uma dessas densidades sdo obtidas pela integra¢ao

em todo eixo x (i.e., sobre todo espaco em que os campos estdo definidos), entdo tem-se

W= [ R+ P)as, 429
M= _% / (U - U + (VY VW), (4.29)

com N e M representando, respectivamente, a conservagao conjunta da "massa" e do momento
das ondas solitdrias. Quando o sistema € integravel, o método IS fornece essas quantidades e
uma infinidade de outras.

A descri¢do do sistema em termos da densidade lagrangiana pode ser reformulada, de
modo que o papel das derivadas temporais W,(*) (x,t) seja tomado pelos momentos canonica-
mente conjugados dos campos, que sdo calculados pela expressao

o) = 22 () L W) = D (). @.30)

Definindo o momento conjugado A = @ (V) se W = U (V), encontra-se para o caso em
questdo que A = iW*/2. A reformulagdo se da pela transformag@o de Legendre da densidade
lagrangiana, fornecendo a densidade hamiltoniana [64]

A= ¥ aw | -z= B (up i) -7 (up) -7 (V) - Z. @
em que novamente tem-se a soma em W (e automaticamente em A). O resultado acima é
simplesmente a Eq. (4.22) (B; = 0) sem os primeiros termos contendo as derivadas temporais.
Note que ¢ depende somente dos campos W) e suas derivadas espaciais Wx(*) , porém uma
descrigdo alternativa € obtida pela substitui¢des W = 2iA* e W* = —2iA , de modo que 7
passa a depender somente dos momentos conjugados A e suas derivadas espaciais A )(C*) .
Independentemente das varidveis de campo escolhidas, as equagdes de movimento (4.19) e
(4.20) para U*) e V() sdo recuperadas por uma das seguintes equacdes de Hamilton [64]
a7 d [dH 9 d [(dH
W= S — = C A =St ()
(5.) v+ 35 ()

=S4 o (4.32)
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E interessante calcular a densidade hamiltoniana devido a sua identificagdo com a energia
total do sistema, que aqui procede pois: a dependéncia temporal estd contida totalmente
nos campos; a energia cinética (termo com f,) é funcdo puramente quadratica de Wx(*) ;
a energia potencial (termos nao-lineares + acoplamento) ndo depende das derivadas dos
campos. Assim, a Eq. (4.31) pode ser interpretada como sendo a densidade de energia do

sistema, cuja integral fornece a energia total (£ = parte cinética (K) + parte potencial (P))

¢ = (_52) /Z(|UX|2+|VX|2) dx—/o; (7 (UP)+ 7 (VP) +Ze]dx, 433

que pode ter o termo cinético reescrito na forma

K = % (U U+ V*Vie) dx . (4.34)

Como exemplo, considera-se f; =0, fo = —1 e V =0, nessas condi¢des a Eq. (4.19)

pode suportar (dependendo de F(I)) uma onda solitdria no estado de séliton em movimento:
U(x,t) = u(x—vt) ol (ve=vit/2tpr) (4.35)

Substituindo U (x,7) na Eq. (4.29) e escrevendo o integrando como 2i3 (UU}), obtém-se

M:—/_ZS(Uu;) dx = M= (/

—o0

oo

U (x,1)[? dx) v=Nv, (4.36)
e substituindo na Eq. (4.34)

1 [~ L[
(K:_E/ U*Uxxdx:_i/ (u*uxx-|—2ivu*ux—v2|u|2) dx

—o00

1 o 1 (o] o]
:5</ |U(x,t)|2dx>v2—§/ u*uxxdx—iv/ u*uy dx

1 1 [
= ENVZ ~5 /_Do Wy dx | (4.37)

em que considerou-se (u*uy) (x) como sendo uma fungio impar, ja que u(x) é frequentemente
uma funcdo par. Note que M e o primeiro termo de K indicam que N pode ser interpretado
como sendo uma espécie de "massa" do séliton, que também € conhecida como norma e a
Eq. (4.28) como integral de normalizagdo. Em fibras épticas, a norma estéd associada com a
intensidade total da componente x do campo elétrico que constitui o perfil longitudinal do
pulso 6ptico. J4 no contexto de BECs, essa € interpretada como sendo a quantidade total de

particulas contidas na onda de matéria.
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4.3 Verificacao da nao-linearidade F (/) = In(/)

Anteriormente, a nao-linearidade logaritmica mostrada na Eq. (3.55) foi aproximada
para a forma funcional empregada na derivagdo da Eq. (4.11). Para demonstrar a validade
dessa aproximagao, considerou-se um sistema governado pela equacdo LNLScom p=1e
n. = 1. Pela propagagdo numérica de trés condigdes iniciais distintas na forma G, (x,0) ,
constatou-se que o primeiro perfil, com y = —1, é totalmente dominado pelo efeito dispersivo,
como pode ser visto na Fig. 4.4(a). Os outros dois perfis de maior amplitude (U =1 e
u = 3) rapidamente se adaptam para solug¢des solitonicas com dinamica periddica (veja as
Fig. 4.4(b) e (c)), no entanto, somente no caso (c) verifica-se que a maior parte da energia
inicial se encontra incorporada no séliton. Como teste final, tomou-se como condi¢do inicial
um perfil de sech com a mesma amplitude da gaussiana da Fig. 4.4(c), nesse caso o perfil
também se adapta para um sdliton, porém, no processo uma quantidade significativa de
energia € perdida na forma de ondas lineares, e por isso a gaussiana € realmente mais
apropriada. Portanto, embora os gaussons ndo sejam sélitons no modelo em questdo, esses
desviam pouco de formas aparentemente solitonicas para amplitudes elevadas, e por isso a
ndo-linearidade com p = 0 é razodvel no regime de altas intensidades.

Solugdes estaciondrias gaussianas com dindmica semelhante ao resultado mostrado
Fig. 4.4(c), foram também encontradas experimentalmente e numericamente em sistemas
com apenas dispersdo de quarta ordem e ndo-linearidade cubica, resultando do balango da
GVD andmala e do efeito SPM em certas condi¢des que suprimem os efeitos das dispersoes
de segunda e terceira ordem (B, = B3 = 0). A equagdo NLS que modela esse sistema e a

solucdo chamada de pure-quartic soliton, sdo dadas por

U U
iW:—%WJFg\UFU . U(xr) =Dexp| =D /VIg/Bil +iugh| , (4.38)

comD >0,g<0,Bs<0,eu,v>0sendo parametros livres [66].

A equagdo LNLS no regime de campos intensos pode ser reformulada se o perfil de
envelope for redefinido pela troca U (x,t) — nU(x,t), com 1 > 1 para que a aproximagao
da ndo-linearidade logaritmica seja aplicdvel. Além disso, a mudanga de varidveis x = X/ Vh
e t = T /h é util na reescala da ndo-linearidade. Assim, nas coordenadas (X,7) tem-se
U(X/Vh,T/h) = w(X,T), e aequagio pode ser reescrita como

oy 1%y ) 2n.In(n)
| — 4+ - —— + ¢l =0 =—" 4.39

ior 535 Ten(lyP)w , 8 P (4.39)
em que g ndo precisa ser necessariamente > 1, pois a constante s > 0 permite que qualquer

valor seja acessivel. Nessa reformulacdo y ndo precisa ter amplitude muita elevada.
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(a) 5 1.2
UG,

U (2, )]

Figura 4.4 Resultados de simula¢cdes numéricas da evolugdo de trés perfis gaussianos na
forma Gy (x,0) e um perfil de sech: (a) u = —1, o perfil é dispersivo e gradualmente decai
emitindo ondas lineares; (b) u = 1, o perfil se adapta para uma solucdo do tipo séliton, porém
no processo bastante radiacdo € emitida para o campo distante; (c) 4 = 3, diferentemente
do caso anterior, muito pouca energia € perdida no processo; (d) para um perfil de mesma
amplitude do caso (c), mas com a forma de sech, a energia perdida é da ordem de 10 vezes
maior quando comparada ao caso anterior. A rotina numérica implementada é andloga ao da
Fig. 4.1 modificada para o sistema em questao.

4.4 Estabilidade linear

Ondas solitarias muitas vezes propagam sobre a influéncia de perturbagdes, que podem
decorrer de efeitos dispersivos e/ou ndo-lineares de altas ordens (desprezados na derivacdo das
equagdes de movimento), desvios do perfil exato de um séliton (assim como nas condigdes
iniciais abordadas anteriormente), acoplamento com outras ondas solitdrias, etc. A Eq. (4.2)
oferece solugdes de ondas solitdrias em estado fundamental, cuja identificacdo com sélitons
deve ser constatada pelo estudo da estabilidade do perfil u(x; 1) (aqui, a dependéncia com

o parametro U € enfatizada). Isso porque para que seja propriamente um séliton, a onda
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localizada deve permanecer estdvel na presenca de perturbagdes pequenas. O efeito de
pequenas perturbacdes pode ser investigado pelo cdlculo do espectro de lineariza¢do da onda

solitdria, para isso escreve-se o perfil de envelope na forma [6, 7]

U(x,1) = [u(xs p) + 0 (x,0)] € (4.40)
em que U (x,t) < u(x; i) representa uma pertubacdo do perfil de séliton u(x; ). Substi-
tuindo na Eq. (4.1) obtém-se

~ ~ 1 ~ ~
—putil,—p0 + | Z0u+F (ju+0F) | (ut+0) =0. (4.41)

O processo de linearizacio dessa equagdo consiste em desprezar qualquer termo ndo-linear em
U(x,t). Primeiramente, o argumento do fungio F é equivalente a |u|? + |U|? + (u* U +uU*),
e pode ser linearizado ao desprezar o segundo termo quadrético. Essa funcdo pode ser

expandida em série de poténcias do terceiro termo em parénteses, até primeira ordem tem-se

F (]u+U|2) %F(|u|2)—|—F'(|u|2) (WU +ul*), (4.42)
/ dli (1)]
2 — {— .
com F' (|ul*) ar e

Assim, usando o fato de que u(x; ) satisfaz a equagdo ndo perturbada, a Eq. (4.41) pode ser

reescrita na forma linearizada final
iU —u0+0uU/2+ [F (Ju|?) + [u* F’ (|u|2)} U+u?F (|lu*)T*=0. (4.43)

Solucdes dessa equacido podem ser obtidas na forma de combinacdes lineares de solugdes
particulares expressas pela equacao

U(x,034) = [v(x) + w(x)] M + v (x) —w* (x)] ", (4.44)

que sdo geralmente chamadas automodos (eigenmodes) de perturba¢do com autovalor A .
Depois de substituir na Eq. (4.43) e organizar os termos que acompanham as exponenciais
exp(A(¥1), encontra-se duas equacdes lineares nas fungdes complexas v(x) e w(x). Essas
equacdes podem ser trabalhadas algebricamente, e entdo colocadas na forma de um problema

de autovalor matricial dado por

I\\/JI.(V):7L<V> : Mzi( Go a”/zJ’Gl), (4.45)
w w axx/z"i_GZ _GO
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em que os elementos de matriz G, (com n = 0, 1,2) estdo relacionados com a fun¢des u(x; 1)

e c.c. (complexo conjugado) pelas equacdes

Go = % (u* —u)F' (Ju]?) , (4.46)
Gi=—u+F(jul’)+ {lu\z— % (u2+u*2)} F'(|uf?) (4.47)
Gy = —p+F(|u?)+ [|u|2 +% (u +u*2)] F (Ju]?) (4.48)

O conjunto dos autovalores A é chamado de espectro de linearizagdo da onda solitdria. Na
Eq. (4.44) para o modo da perturbag@o, é possivel trocar A por —A ou +£A* e obter o mesmo
par de autofungdes, por isso o espectro é composto por pares (quando R(A) ou I(A) é igual
zero) e quadruples de autovalores.

O comportamento da perturbac@o na regido de campo distante (|x| > 1) pode ser investi-
gado tomando u(x; 1) ~ 0 na Eq. (4.43), assim

iU, —(u—Fy)U+0.U/20 =0, (4.49)

em que Fyp € uma constante definida como sendo igual ao lim,,_, o+ F (]u\z) . Essa equacao
governa ondas lineares, que correspondem a radiacdo de baixa intensidade no contexto
de fibras Opticas e cristais ndo-lineares, e tem solu¢des na forma de combinagdes lineares
envolvendo as fungdes exp(ikx+ At) e c.c. (com k € R). Isso implica em um conjunto con-
tinuo de autovalores puramente complexos na forma A = 4i(u — Fy+k?/2) . Esses formam
dois segmentos de linha quando visualizados no espectro de linearizacdo, correspondendo
aos intervalos +[u — Fp,0) no eixo imagindrio. Ao trocar A por +i @, fica evidente que a
perturbacdo no campo distante assume a forma de ondas lineares, a relacdo de dispersao é
encontrada como sendo k(®) = ++/2(w — i + Fy). Se a ndo-linearidade for inferiormente
limitada, Fgp € igual a uma constante finita, que na maioria dos casos € nula. No entanto,
isso ndo vale para a forma logaritmica F(I) = In(I), para qual Fy — —oo, e portanto os
autovalores continuos que compdem a parte do espectro associada as ondas lineares nao
existem nesse caso. Além disso, é possivel mostrar que A = 0 sempre estd presente no
espectro de ondas solitdrias provenientes de nao-linearidades do tipo dual-power (para mais
detalhes veja [6]).

O espectro é geralmente discreto na regido entre os segmentos de linha associados
a parte continua do mesmo, sendo definida pelos intervalos em que R(A) € [—oo,0] €
S(A) € (—pu+ Fy, u — Fy) . Para calcular o espectro discreto pode-se resolver o problema
de autovalor numericamente, o0 método de colocacdo de Fourier descrito na Ref. [6] é

comumente empregado. A Fig. 4.5 mostra o espectro de onda solitdria para varios casos.
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Figura 4.5 Espectro de linearizagcdo de onda solitdria para quatro tipos de ndo-linearidade
(mostradas acima dos graficos), s € um fator de escala do eixo medindo a parte imagindria de
A . Nos espectros (a)-(c) (retirados da Ref. [6]) a solugdo fornecida pela Eq. (4.7) com u =1
foi usada para definir o perfil u(x; i), em (d)-(f) (obtidos pelo autor) a solug¢do usada é dada
pelaEq. (4.11)com u =3, u =10 e u = —1, respectivamente.

Nos trés primeiros (a)-(c), a ndo-linearidade é do tipo dual-power e u(x; 1) é tomado na forma
exata de séliton. Nos casos (d) e (f), a ndo-linearidade é do tipo logaritmica F (1) =In(I+ 1)
(note que Fy = 0), e u(x;u) é escolhido na forma G, (x,0) com amplitude elevada. J4
no dltimo caso (f), a forma aproximada para o regime de altas intensidades F(I) = In(I)
foi utilizada.

Em sistemas integraveis, a parte discreta do espectro de linearizacdo € caracterizada
por conter somente um autovalor degenerado em A = 0 (veja a Fig. 4.5(a) para o caso
cubico), que corresponde ao chamado modo neutro [7]. Logo, a presenca de autovalores
discretos ndo nulos € uma assinatura da nao integrabilidade do sistema [6], e foi conjec-
turada como uma condigdo suficiente na Ref. [67]. Por outro lado, a auséncia desses
autovalores serve apenas de indicativo sobre a quase integrabilidade de um sistema. Pro-
priedades importantes da dinamica de ondas solitdrias perturbadas podem ser estudadas pela

andlise do espectro discreto, os automodos correspondentes se dividem em trés categorias:
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modos internos estaveis com R(A) =0e I(A) # 0, modos de instabilidade com S(A) =0
e R(A) # 0, e modos de instabilidade oscilatéria com R(A) #0 e (A1) # 0. Modos in-
ternos sdo perturbacdes oscilatdrias estdveis que dependem do tempo através das funcoes
exp(=%i|A|t), induzindo oscilagdes de forma no perfil da onda solitdria. No caso dos modos
de instabilidade, a dependéncia temporal se dd pelas fun¢des exp(=+|A|t), e portanto esses
automodos de perturbagdo crescem com o tempo e podem tornar a onda solitdria linearmente
instavel. A terceira categoria consiste basicamente de um modo hibrido, que induz insta-
bilidades e oscilagdes a0 mesmo tempo. A existéncia desses modos nem sempre permite
conclusdes diretas sobre a estabilidade das ondas solitarias, também é essencial compreender
o comportamento dos autovalores discretos com as mudangas no perfil da onda solitdria. Isso
porque o espectro de linearizagcdo € na maioria dos casos dindmico durante a evolugdo, e
processos como a ressonancia entre dois ou mais modos internos podem dar origem a modos
de instabilidade oscilatéria. O mesmo pode acontecer também com o modo neutro, em que
modos de instabilidade surgem nesse caso. Quando visualizados no espectro, esses processos
sdo vistos como "colisdes" entre os autovalores discretos, que se deslocam para o eixo real
ao entrar em ressonancia (ao se sobreporem no gréfico) [7]. O critério de estabilidade de
Vakhitov—Kolokolov e suas generaliza¢des fornecem uma forma de analisar a dindmica do
espectro, se ndo forem aplicdveis, uma abordagem numérica do problema € indispensével.
O primeiro se fundamenta em um teorema que afirma que a solucéo u(x; i) é linearmente
instével se, e somente se, P'(i) < 0, em que

P = [ futes) P (4.50)

—o0

define a chamada curva de amplitude (termo adaptado de power curve). Quando linearmente
instavel, uma onda solitdria pode decair e gradualmente dispersar pelo meio, ou pode
evoluir para um estado oscilatério. O comportamento da largura do perfil localizado (que é
geralmente inversamente proporcional a amplitude) captura aspectos importantes da dindmica,
e por isso a instabilidade de Vakhitov—Kolokolov pode ser vista como uma instabilidade
de largura [6].

Usando o critério de estabilidade para avaliar a Fig. 4.5, verifica-se que P'(u) >
0 no caso (b), assim, a presenca de um modo de interno mostra que a onda solitaria
perturbada permanece estavel, e o perfil testado € propriamente de um séliton. Ja em
(c), tem-se P'(1) < 0 e a presenga de um modo de instabilidade confirma que a onda
solitaria testada € linearmente instavel, e portanto ndo pode ser identificada como séli-
ton. Nos casos de ndo-linearidade logaritmica, verifica-se que o modo de instabilidade
muda muito pouco em cada um dos trés cendrios (de (e) para (f) a diferenca € impercep-

tivel). De (d) para (e), a amplitude da solugao testada aumenta em mais 30 vezes (Au = 7),
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nota-se que o aumento da regido de autovalores discretos leva ao aparecimento de mais
modos internos. Testes com valores de ¢ cada vez maiores mostram que conforme esse
cresce, mais o espectro se aproxima do cendrio critico mostrado em (f). Isso revela que
os espectros das duas formas logaritmicas se tornam quase equivalentes quando y > 1
(amplitude/intensidade elevada), favorecendo a abordagem da sec¢ao anterior. Calculando
P(u) para o perfil de gausson G (x,0), encontra-se que P'(u) > 0 para qualquer , o que
¢ um forte indicativo de que o automodo correspondente ao par de autovalores reais nao
compromete a estabilidade linear dessas solucdes.

Ondas solitdrias perturbadas também podem possuir modos de radia¢do, que estao intrin-
secamente relacionados com a emissao de radiacao na forma de ondas lineares. A dindmica
da onda solitaria mais radiag@o pode ser investigada via teoria de perturbacdes. Em sistemas
integrdveis, a aplicagdo dessa teoria em sélitons no modelo NLS ctibico, demonstra que tais
modos de radiagdo propagam com velocidade de grupo proporcional ao nimero de onda (k),
de forma que os modos com k grande escapam rapidamente para o campo distante (radiacao
emitida), enquanto que aqueles com k pequeno permanecem préximos do séliton, causando
oscilacdes no perfil até dispersarem pelo meio depois algum tempo. Modos de radiagcao
também podem ser excitados durante o decaimento de modos internos ativos, o que ocorre
devido a processos ndo-lineares do meio que elevam as frequéncias das oscilacdes, até que
essas eventualmente excedam o limiar do espectro continuo causando a ressonancia entre 0s
modos internos e de radiacdo (para mais detalhes veja a Ref. [6]).

Embora o modelo LNLS com F(I) = In(/) ndo suporte ondas lineares, solu¢des locali-
zadas podem decair pela emiss@o de ondas de baixa intensidade altamente nao-lineares
(F(I) > 1). No entanto, sabe-se que tal forma para néo-linearidade logaritmica provém da
expressdo exata F(I) = In(/+ 1), e portanto, na realidade existem solu¢des na forma de
ondas lineares. No contexto de fibras Opticas, essas ondas consistem de radiacdo propagando
com velocidade maior ou menor que a do pulso 6ptico, drenando parte da energia concentrada
na regido localizada do campo e contribuindo para o ruido linear no meio. Em simulacdes
numéricas, as condi¢des de contorno aprisionam qualquer ruido produzido durante a evolugio,
logo, para evitar potenciais perturbagcdes sobre as solugdes, qualquer campo nas bordas do
intervalo de discretizacdo em x deve ser eliminado.

O préximo capitulo retoma o tema de fibras dpticas ndo-lineares que foi tratado
anteriormente. Serdo abordados os acopladores Opticos direcionais de maneira simplifi-
cada, e com isso serd finalizada a descri¢do do contexto fisico que foi foco do trabalho de
pesquisa. No final desse capitulo serdo utilizadas algumas propriedades dos sélitons discuti-
das até aqui para mostrar como colisdes de gaussons 6pticos podem ocorrer em acopladores

direcionais.



Propagacao de luz em
fibras opticas acopladas

5.1 Acopladores opticos direcionais

Devido as propriedades interessantes dos sélitons temporais, esses podem ser utilizados
em sistemas de comunicacdo baseados em fibras 6pticas nao-lineares. A informacao é
codificada de modo que cada pulso representa uma unidade de bit com valor 1, e entao
transmitida na forma de trens de sé6litons ocupando slots (janelas temporais de largura wy)
conforme o cddigo bindrio associado a informagdo, sendo que um slot vazio representa uma
unidade de bit com valor O [7, 13]. Em situacdes praticas, a largura a meia altura de um pulso
(wp) pode variar de 10 a 25 picosegundos (10712 5), e tipicamente tem-se wy = nwy, com
n € Z sendo algumas poucas unidades [13]. No gerenciamento da transmissao de informagdes
em sistemas envolvendo multiplas fibras, acopladores opticos sdo dispositivos de grande
importancia, que podem ser construidos na forma de replicadores ou direcionadores de pulsos
de uma fibra principal ativa acoplada a multiplas fibras secunddrias passivas, por exemplo.

Acopladores opticos sdo dispositivos que distribuem a energia eletromagnética transmitida
em uma fibra principal (input) para outras fibras secunddrias (output), esse processo de
ramificacdo pode envolver uma ou vdrias fibras na entrada e saida. Esses podem ser usados
para acoplar luz propagando no espaco livre com uma ou mais fibras, funcionando como
um dispositivo de input [S3]. Acopladores Opticos tém outras aplicagdes que os transforma,
por exemplo, em interruptores (ou switchers) dependentes da intensidade e limitadores [13].
Esses foram abordados nas Ref. [68-71].

A construgdo de acopladores envolvendo duas fibras é geralmente dada pela unido via
torcdo e fusdo térmica sobre tensdo, de modo a estruturar uma secao com forma conica
alongada e afunilada que é compartilhada pelas duas fibras. Dois tipos de acopladores podem
ser construidos nesse caso, esses se diferem pelo modo em que ocorre a transferéncia de

energia, que se da pela interacdo dos campos Opticos das fibras na regido compartilhada no



52 Propagacdo de luz em fibras 6pticas acopladas

: g A
Fibra 2 &

mput

Vg "
Fibra 1 {
soliton temporal: O [l I(Z, 7'())

Figura 5.1 Esquema de acoplador direcional, também chamado na literatura de twin-core
optical coupler. A figura ilustra um cendrio em que um pulso propaga em direcdo ao
acoplador pelo input da fibra 1 (fibra ativa), a interagc@o entre a regido de campo evanescente
e 0 meio inicialmente livre da fibra 2 (fibra passiva), promove a distribui¢cdo da luz conforme
intensidade do acoplamento, que depende da separacdo d. O resultado final nas fibras de
output depende do comprimento Az do acoplador (da ordem de alguns centimetros [53]).

z e

ntcleo ou na superficie. No segundo tipo de acoplador, os nucleos das fibras permanecem
intactos, e a magnitude da interag¢@o de superficie envolvendo os campos dpticos evanescentes
(intensidade do acoplamento) depende do comprimento da se¢do fundida compartilhada
pelas duas fibras e da distancia que separa os nucleos (d) [13]. Esse acoplador de duas
fibras corresponde a uma fibra dptica nao-linear de dois nucleos, e também é conhecido
como acoplador direcional. A Fig. 5.1 mostra um esquema contendo as dimensdes bésicas
que caracterizam esse dispositivo. Acopladores direcionais também podem ser utilizados
na eliminacao de ruidos lineares e com isso melhorar a qualidade de sélitons produzidos
experimentalmente. Nesse processo, o ruido linear que acompanha o sdéliton temporal
propagando na fibra 1 ativa, acopla facilmente com a fibra 2 passiva, para onde parte de
sua energia € transferida e dissipada. Nessa aplicacdo o acoplador direcional funciona
efetivamente como um filtro de ruido [72].

Denotando os perfis de envelope dos campos Gpticos nas fibras 1 e 2 pelas fungdes U (7, z2)
e V(71,z), respectivamente, a propagacao de luz fora do acoplador direcional é governada por
equacdes na forma da Eq. (4.1) com essas fungdes no lugar de U (x,¢) e (x,t) trocado por
(1,Z). Na regido do acoplador, as equagdes de movimento se tornam [13, 14]

1

iUz+§Um+F(|U|2)U—AV:O, (5.1)
1

iVz +3 Ver +F([V))V-AU =0, (5.2)

em que A € um parametro real adimensional proporcional a intensidade do acoplamento linear

induzido pelo dispositivo. As Eq. (5.1) e (5.2) ndo sdo integraveis devido ao acoplamento
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linear (também conhecido em outros contextos fisicos como acoplamento Rabi), mesmo
quando a ndo-linearidade corresponde a um sistema desacoplado que seja integravel [13].

Considerando a nao-linearidade cibica com n; =1 e A = 0.5, investigou-se os efeitos
do acoplador direcional quando um séliton temporal na fibra ativa interage com a fibra
passiva ao longo de uma distancia AZ. A rotina numérica foi implementada com base nos
métodos pseudo-espectral e Runge-Kutta de 4* ordem, verificou-se que as discretizacdes
dZ =0.001 e 256 pontos temporais no intervalo .# = [—20,20] sdo suficientes para o caso
em questdo. O cendrio simulado numericamente corresponde ao mesmo ilustrado pela
Fig. 5.1, em que acoplamento € nulo fora do intervalo AZ, e as condi¢des iniciais sao
dadas por U(7,0) = sech(t) e V(7,0) = 0. Na Fig. 5.2, para AZ = 1.62555, a dinimica
de evolugdo dos perfis de envelope é mostrada em termos do referencial (¢,Z), em que no
processo ~ 50% da energia do pulso na fibra 1 é transferida para a fibra 2.

mommmmmeeee A.D. Z ——>

A A A

Fibra 1

A AN

Fibra 2

Figura 5.2 Evolugdo de um séliton temporal ao passar por um acoplador direcional (AD)
com A = 0.5 e comprimento AZ = 1.62555, ambos pulsos no output das fibras propagam
com velocidade de grupo v,.
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Figura 5.3 Resultado da propagacao das condigdes iniciais para AZ = 1.62555, o primeiro
grafico mostra como a energia total em cada fibra varia com Z, os outros mostram a dis-
tribuicdo de intensidade dos campos dpticos em termos de |U(7,Z)| e [V (7,2)|.
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O processo de splitting 50 : 50 ilustrado na figura anterior € mostrado de forma mais
conveniente e detalhada na Fig. 5.3, onde o alargamento dos pulsos que deixam o acoplador
eventualmente cessa para Z > 20, quando esses estabilizam na forma de sélitons. A energia
total na fibra 1 é estimada em termos da integral de normalizagio N(V)(Z) = [, dt|U(t,Z)|?
calculada no intervalo .# , na fibra 2 a expressdo € andloga.

Nos cendrios seguintes, foram considerados valores maiores de AZ. Na Fig. 5.4, quase
toda a energia da fibra ativa € transferida para a fibra passiva, e a energia restante se encontra
na forma de ruido linear que também € gerado na fibra passiva.

Conforme AZ aumenta, a maior parte da energia transferida para a fibra passiva volta para

a fibra ativa (veja a Fig. 5.5), e o restante novamente se encontra na forma de ruido linear.

N/Nj A — Fibra 1 (F1)

— Fibra 2 (F2)
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Figura 5.4 Resultado da propagacao das condi¢des iniciais para AZ = 3.25.
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Figura 5.5 Resultado da propagacdo das condi¢des iniciais para AZ = 6.55.
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Com isso, fica claro que o comprimento do acoplador direcional ndo deve exceder o valor
do caso anterior, pois isso promove oscilacdes desnecessdrias na energia das fibras e conse-
quentemente maior geracao de ruidos.

No caso da ndo-linearidade logaritmica F () = In(/ + 1), o intenso auto confinamento
dos pulsos propicia resultados diferentes. Como exemplo comparativo, o séliton da Fig.
4.4(c) foi transmitido numericamente através de um acoplador direcional com A =0.5 e
AZ = 0.91, o resultado (veja a Fig. 5.6) € um splitting 50 : 50 semelhante ao da Fig. 5.4,

porém a quantidade de ruido € significativamente menor.
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Figura 5.6 Resultado da propagacio das condigdes iniciais U(7,0) = exp(2)exp(—1?) e
V(7,00 =0com F(I)=In(I+1),A=05eAZ=091.

5.2 Colisoes de solitons em acopladores direcionais

Quando as duas fibras do acoplador direcional sdo ativas, o processo de transferéncia
de energia ao longo do comprimento AZ pode ocorrer pela interagdo dos campos Opticos
evanescentes de cada fibra, diferentemente da situagdo abordada antes onde o campo de uma
fibra interage inicialmente com o meio livre da outra. No entanto, para que isso aconteca, 0s
sOlitons temporais devem "colidir" no interior do acoplador. Se as duas fibras sdo idénticas,
os sélitons propagam com a mesma velocidade de grupo, e portanto devem chegar no input do
acoplador quase que simultaneamente, isto é, com uma separacao temporal que ndo exceda a
largura média dos pulsos. Alternativamente, os sé6litons nas fibras 1 e 2 podem ser gerados
(1, (2

inicialmente com velocidades de fase v, € vy~ , respectivamente, € por isso podem entrar

no acoplador em instantes arbitrarios T(gl) e T(()z) desde que v(()n) > v(()%n) se r(()n) < T(()%n)

(comn=1,2).
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A priori, a constru¢do de um acoplador direcional a partir de duas nano fibras é factivel,
embora a disponibilidade de técnicas para isso seja discutivel atualmente. Supondo que em
tal dispositivo prevaleca a forma linear de acoplamento entre os campos 6pticos, o cendrio
colisional abordado anteriormente pode ser estendido para o caso de gaussons propagando
em nano fibras de ndo-linearidade logaritmica. As equacdes que governam esse sistema
podem ser reformuladas para fornecer uma descri¢do aproximada no regime de campos
intensos, para isso um procedimento andlogo ao que culminou na Eq. (4.39) fornece:

1

iz + 5 0ec +gIn(|9")¢ —Ty =0, (53)
1

iyz+ 5 Vot gIn((y)y —To =0. (54)

Aqui, a notagdo para as varidveis foi mantida ao efetuar as trocas T — T/ Vh e

Z —Z/h,U eV em termos dessas novas variaveis reescaladas sao trocados pelas fungoes

0(1,Z) e y(7,Z), respectivamente, e por fim I' = A /h. Quando instantes e velocidades
(n) _

de entrada sdo escolhidos como Ton = (—1)>""s50/2 (com s > 0 sendo a separagio tem-
poral inicial) e v(()") = (—1)"vo/2 (com vy > 0 sendo a velocidade de aproximacéo ini-
cial), o processo de colisdo no referencial (7,Z) é simétrico com relagdo ao eixo 7 = 0.
O espalhamento de gaussons via colisdes simétricas no modelo dado pelas Eq. (5.3) e
(5.4) foi o tema principal da Ref. [73] (publicacdo do préprio autor e orientador), sendo
abordado em detalhes no préximo capitulo. Nesse trabalho, o espalhamento de pulsos na
forma de ondas solitérias, sendo inicialmente gaussons, foi investigado para o caso em que
g=1eI'=—0.2 por meio de duas abordagens. Na primeira, foi desenvolvido um modelo
variacional composto por EDOs, que fornecem uma aproximacao para dinamica de colisdo.
Os resultados desse modelo reduzido se mostraram bem interessantes e posteriormente foram
verificados na segunda abordagem por meio de simulagcdes numéricas diretas de propagacao.
Assim como serd discutido no préximo capitulo, descobriu-se que para valores pequenos
da velocidade de aproximacao, a dinamica de interacdo dos pulsos se revela bastante rica e
complexa, a correlagdo entre os parametros de entrada (Z = 0) e de saida (p6s colisdes) é
cadtica e tem incorporada uma estrutura fractal de janelas com propriedades peculiares (simi-
lar aos modelos citados na Fig. 2.5). Embora o mecanismo responsavel pelo aparecimento
dessas estruturas ndo seja trivial, seu funcionamento € relativamente simples, e deve-se a
existéncia de modos internos que armazenam parte da energia cinética das ondas solitarias
em oscilagdes de forma. Como exemplo final, a Fig. 5.7 mostra dois cendrios de colisdao
provenientes do modelo abordado no trabalho [73], note que em (a) e (b) o pulso adquire
oscilacdes de forma ao interagir com o outro (com comportamento simétrico) na regiao
préoxima de T = 0.
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Figura 5.7 Colisoes simétricas de ondas solitarias do modelo LNLS (Eq. (5.3) e (5.4) com
g=1el'=-0.2). Em Z = 0 as solu¢des iniciais t€ém a forma de gaussons, as figuras
sdo graficos da funcdo |¢(1,Z)| propagada numericamente, o comportamento da fungio
|w(7,Z)| é obtido pela reflexdo desses graficos ao longo do eixo 7 = 0. Em (a), os pulsos
colidem em Z ~ 30 e ocorre apenas uma pequena transferéncia de energia para os modos
internos/vibracionais. Em (b), a velocidade de aproximagao é bem menor, de forma que a
energia cinética remanente apds a primeira colisdo ndo € suficiente para separar os pulsos,
que permanecem em um estado ligado devido ao efeito atrativo do acoplamento até a segunda
colisdo. Nesse cendrio, o séliton temporalmente adiantado (7 > 0) recupera sua energia
cinética inicial apds a segunda colisdo, no entanto sua velocidade de fase final tem sinal
invertido e esse continua adiantado com relagio ao outro pulso (diferentemente de (a), onde
o pulso atrasado (7 < 0) se adianta, isso significa que mesmo entrando no acoplador depois
do primeiro pulso, esse serd o primeiro a ser detectado na saida).






Espalhamento de gaussons
via acoplamento linear

6.1 Introducao

A abordagem variacional tem sido amplamente usada como uma descri¢ao alternativa
de muitos sistemas fisicos ndo integraveis, fornecendo resultados similares aos obtidos
via simula¢des computacionais diretas das equacoes de movimento. O uso de métodos
variacionais no estudo de ondas ndo-lineares se deve originalmente a Bondeson [49, 74],
varios exemplos de aplicagdo sdo abordados na Ref. [14]. Com relagdo ao uso desses
métodos no estudo de interagdes de ondas solitdrias, esses se mostram adequados quando
os perfis de envelope das ondas nao desviam significativamente de suas formas funcionais
calculadas na auséncia de acoplamentos, ou seja, quando a estabilidade das solu¢des durante
o0 processo de colisdo é comparada com a de sdlitons. Usualmente, a configuragao inicial do
sistema € caracterizada por solugdes localizadas de ondas solitdrias bem separadas, de modo
a permitir que os efeitos do acoplamento possam ser desprezados. Assim, supde-se que a
interacdo no momento de maior aproximacgao possa alterar apenas parametros internos das
ondas, mantendo o perfil da solucdo (i.e., a forma de sech ou gaussiana, por exemplo). Se
tal suposicao for admissivel, um modelo variacional (também chamado de modelo reduzido
ou de coordenadas coletivas) pode ser de grande utilidade desde que um ansatz apropriado
possa ser elaborado.

Em vérios casos, modelos reduzidos tém bastante utilidade no estudo de propriedades
dindmicas da interacdo de ondas solitdrias, capturando as principais caracteristicas das
colisdes qualitativamente e, em certas situacdes, fornecendo bons resultados quantitativos
[6, 15-17]. Geralmente sao consideradas baixas intensidades de acoplamento para evitar
grandes divergéncias entre os resultados do modelo e os exatos (provenientes de simulagdes
diretas), mas podem existir regimes inesperados em que o modelo falha ou sucede (como, por

exemplo, no caso discutido em [6, p. 214]) e por isso uma andlise cautelosa dos resultados é
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essencial. Na Ref. anterior, o sucesso parcial da descri¢do variacional, se deve a construgdo de
um ansatz que emula oscilagdes de forma induzidas por modos internos das ondas solitdrias.

Colisdes de ondas solitdrias em sistemas nao integraveis podem envolver modos internos
e de radiacdo [15], principalmente quando esses desviam muito do regime de integrabilidade.
Assim como descrito anteriormente, as ondas solitarias podem ser consideradas solitons
antes da primeira colisdo, mas, quando a superposi¢do de seus perfis € suficientemente
alta, os efeitos do acoplamento se tornam relevantes. Esse pode ser interpretado como
uma perturbacdo dos sélitons interagentes, de forma que acoplamentos intensos seriam
equivalentes a perturbacdes elevadas que por sua vez promoveriam maior excitacdo dos
modos em questdo, o que geralmente leva a cendrios de colisdo que ndo podem ser descritos
variacionalmente. Se modos de instabilidade também forem excitados pelo acoplamento,
entdo a estabilidade linear das ondas solitdrias deve ser analisada antes de qualquer estudo
variacional das colisdes. Além disso, deve-se verificar se o papel dos modos de radiagao
na dindmica das colisoes € de fato pequeno em comparacao com os modos internos, pois a

emissao de radiagcdo € omitida na derivacao do modelo variacional.

6.2 Consideracoes iniciais e derivacao do modelo reduzido

A interacdo de ondas solitarias no modelo em questdo é governada pelas equagdes de
evolucao (5.3) e (5.4). Assim como discutido no final do capitulo anterior, essas equacoes
podem descrever a interagdo de campos 6pticos propagando na forma de pulsos temporais
em acopladores direcionais, que podem ser concebidos a partir de duas nano fibras com
ndo-linearidade na forma logaritmica F(I) = In(/) se os campos forem estabelecidos no
regime de amplitudes/intensidades elevadas. Para investigar colisdes simétricas, as condi¢des

iniciais sdo escolhidas como

T—1%\> v

6(2,0) = o exp —g( ) EFLLIPEPSI 6.1
wo 2
T+ T 2 Vo

w0 =mesp ¢ () i s w)| 62)

com 1)y denotando a amplitude inicial do perfil gaussiano com pico em +17j, € wg sua largura
inicial. A energia (norma) inicial associada a cada campo é dada por Ny = [ d7|¢(7,0)|> =
[r dt|w(7,0)|> =ndwo+/T/2. AsEq. (6.1) e (6.2) tém a forma G, (T + 79, 0) de gaussons
com velocidade de fase vy /2 quando wy = 1. A amplitude pode ser arbitréria, e é escolhida

tal que g = 1 (u = —1) para simplicidade. Se o acoplamento € desligado (I' = 0), as
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condigdes iniciais propagam como ondas solitarias que sdo propriamente sélitons, € podem
ser convertidas em solucdes exatas para qualquer 7 se multiplicadas por exp(—it).

Para investigar o comportamento das ondas solitdrias com velocidade de aproximacado
Vo, a propaga¢ao numérica direta das condicdes inicias apresentadas € a maneira mais exata.
Para construir um modelo variacional capaz de capturar os principais aspectos da propagacao
exata, deve-se elaborar uma forma funcional fixa para os campos (ansatz) que emule possiveis
oscilacdes de forma, e que contenha as condi¢des inicias em questdo como caso particular.
Sabe-se que fases ndo-lineares sdo responsdveis por induzir tais oscilagdes, entdo, um ansatz

que se revela adequado é encontrado na forma

¢<r,z>=nexp{—g(TT")zw[%(r—mz—g(r—p)w}}, 63)

v(1,Z) =1 exp{—g (HTP)ZJH' {% (T+p)2+§(r+p)+6]} . (6.4)

A dependéncia em Z esta contida nos pardmetros variacionais (graus de liberdade), que sdo:
amplitude 1(Z), largura w(Z), chirp b(Z), posi¢do do pico p(Z), velocidade de fase v(Z),
e fase global 6(Z). Quando Z = 0, o valor de cada pardmetro variacional é denotado com
o subindice zero (0), logo o ansatz toma a forma da condi¢ao inicial se pg = 7y € bg =0
(diferindo apenas pela fase 6). A fase quadratica é acompanhada pelo fator b/(2w) que
controla as oscilacdes de forma que modificam o perfil através de 1 e w. Como w > 0, as
oscilagdes tendem a alargar o perfil (w 1) se b > 0 ou estreitar (w |) se b < 0. O denominador
2w tem o papel de limitar tais oscilagdes para evitar situagdes criticas em que w — o ou
w — 07 . No entanto, se as oscilacdes sdo estdveis ou ndo, s6 é possivel descobrir a posteriori
com o modelo reduzido em méos. O pardmetro ¢ (Z) ndo influéncia na dindmica de colisdo,
seu papel € carregar explicitamente a invaridncia do sistema com relag@o a qualquer mudanga
de fase global, de modo que a conservagdo de norma (Eq. (4.28)) e momento (Eq. (4.29))
sejam reproduzidas pelas EDOs que governam a evolu¢do dos parametros variacionais.

No desenvolvimento do modelo reduzido, a densidade Lagrangiana (4.22) deve ser
adaptada para o caso em questdo, os termos que correspondem a parte nao-linear e ao

acoplamento sdo, respectivamente,
F(1) = [gnDdl=glln()~1] . Lo=-T@'y+y'0), 63
portanto, a densidade Lagrangiana desejada € expressa por
L = i(070z—097) /2+i (W vz —wyy) /2= (16 + [ye]?) /2
+ glo* In (Jo) —1] +glyl* [In(jy*) 1] -T(0"y+y79) . (66)
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Substituindo o ansatz dado pelas Eq. (6.3) e (6.4) na Eq. (6.6) acima, .Z passa a depender
efetivamente de 7 e do conjunto de varidveis V(Z) = {n ,w,b,p,v,c}. Como a dependéncia
em 7 € conhecida e fixa, a densidade lagrangiana pode ser integrada e expressa em termos da
energia cinética (XK), do potencial efetivo da ndo-linearidade (Pyz ), e do potencial efetivo
do acoplamento (P¢), logo

L:/ g(T;V(Z))dT:Lz—I-fK—TNL—'Pc. (6.7)

A componente Lz decorre dos dois primeiros termos de evolucdo na Eq. (6.6) envolvendo as
derivadas em Z dos campos, a identificacdo das outras componentes com a energia do sistema
provém da Eq. (4.33). O resultado da integracdo concede a lagrangiana L = L(V(Z)), que
fornece a dinamica aproximada do sistema em termos dos graus de liberdade permitidos pelo

ansatz. Para o calculo detalhado de L, introduz-se as variaveis auxiliares
Ttp b LV

T4 = , OL=—(1&+ + =

+ " + w ( P) >

além disso, adota-se uma notagdo compacta para expressar os campos simétricos, para

(t£p)+o0, (6.8)

isso define-se ¢*(7,Z) = urexp(i6+) e a fungdo us = u(7y) tal que u(x) = nexp (—gx?).
Assim, os campos podem ser escritos como ¢ = ¢~ e = ¢ . Usando a nota¢do ¢ = dq/dZ
para denotar as derivadas dos parametros variacionais, calcula-se que

2¢TL . v

+_ | v +

0 _{ - +z<b*cii2>](p : 6.9)

07 = P + 21 (Yriﬁ) +i94 0", (6.10)
n w w

com ei:(WTw)rii@er%) T+ 4G 6.11)

Para evitar expressdes muito longas, o célculo da lagrangiana é divido para cada componente.

Mas antes de prosseguir, as seguintes integrais sao uteis:

oo

Qm:/ ' usPdt (meN),

T 2w Im
< Qp=mn’w e , 01=0 ’QZZZ_ e (6.12)
8 g 8

A componente de evolucao resulta da integral

Lz=—/oo S(e "0, )+3 (0] dr:—/w (6. u_ 2+ 6, Juy P) dr,

= —Qs (bw —bw) 2Q0<2+G)— n°w 2g< Ie

+vp+2c'7) . (6.13)
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Para a componente cinética, envolvendo as derivadas em 7 dos campos, tem-se

1

402
X==3]_ (I% >+ o7 P )dfz—K 8 +b2)Q2+ Qo} :

2 2
o m (g b° v

O potencial efetivo decorrente da ndo-linearidade logaritmica requer o calculo da seguinte
integral:

Pi=—g [ o Fin(e P)+loFin (o7~ o=~ |o*1] dt
:—g/ [|u,] (21n17—2g’L’%—1)+]u+|2(2lnn—2g’c42r—l)} dt
= ~2g[(2100 —1)Q0 25 02] = ~nwz, /5 (41nm -3) (6.15)

Finalmente, a dltima integral que deve ser calculada envolve o termo do acoplamento linear

da Eq. (6.6), e é encontrada na forma

?C—2F/ (o ¥ " d’c——ZF/ uiu_cos(6.—6_)dr,

I 2 2 2b
:2Fn2/ exp [—Zg (T +2p )} Ccos [(—p+v) ’c} dT:ZFnzm IEC,
—oo w w 2g
1 2b 2
com C(w,b,p,v;g) :exp{— 5 [(—p—l—v) w4+16g2p2]} . (6.16)
8gw w

Somando cada componente da lagrangiana conforme mostrado na Eq. (6.7) e organizando

alguns termos, tem-se o resultado

2

. 7 2 1
L=Qy bw—é—b WY e 4l -5 -3)-2rc| . 617
w2 w w?)4g 4

As equacdes Euler-Lagrange para cada parametro variacional tem a forma

dL d (JL

_— | — = O = , ,b ,P,V, (0} y 6. l 8
74 dz<aq> (g=mn,w,b,p,v,0) (6.18)
considerando a fase ¢ = ¢ primeiramente, note que L depende dessa apenas pela derivada &,
e assim obtém-se diretamente que 2Q( = 0, que representa a conservac¢io da norma conjunta
(ou individual, j4 que ansatz toma os campos como simétricos). Logo, 1 e w estdo vinculados
pela relacio n?w = K = cte., em que Qp = K+/7/(2g) . Definindo w como parametro livre,

tem-se que 11 = N (w).
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O célculo das outras equacoes de Euler-Lagrange segue facilmente, o resultado final

consiste da condi¢do de normalizacdo mais quatro EDOs compondo o modelo reduzido

dp v aC dw _ aC

Z- 2 M @ g=hraly 9 e
dv oC db 4g*> (1 oC '
— =2I— — = ——w| —4gT—.

dz op’ () dz  w? ( W) 4gr3w ()

Quando g =1, as Eq. (6.19)(a)-(d) sdo equivalentes as equagdes do modelo reduzido que
constam na Ref. [73] para o caso g = —1 (no artigo o sinal de g € negativo), essas podem ser
obtidas por uma reescala da velocidade de fase dada por: v — —v/2.

O momento total das ondas solitarias € obviamente zero em qualquer cendrio de colisdao
simétrica, no entanto pode-se calcular o momento individual a partir do primeiro termo do
integrando da Eq. (4.29), fornecendo

Mi:_/oos((Pi(Pfi*>dT:/w <brij;§>|(pi‘2dfzi%Qov. .

Para investigar o espalhamento de gaussons no modelo reduzido, é necessdrio resolver
numericamente o sistema de EDOs acopladas para um ensemble de condi¢des iniciais, que
considera vdrios processos de colisdo com vy assumindo valores discretos ao longo de
um intervalo pré-definido [v;,vy]. Para o ansatz adotado no artigo, ambos v; (i: inicial) e
vy (f: final) devem ser negativos, de modo que o n-€simo processo acontece com veloci-
dade de aproximagdo vo(n) = v;+ (n—1)dv, com a discretizag@o do intervalo sendo dv =
(vp—vi)/(n,—1) e o nimero total de processos de colisdo n,, (tamanho do ensemble). Assim,
as condicdes iniciais para cada processo sdo dadas por V(" (0) = {1 ,wo,bo, po,vo(n), 00},
com wop =1 e bg = 0. Além disso, deve-se garantir que b(O) ~ 0 (oscilacdes de forma
inativas antes da primeira colisdo), o que pode ser feito pela escolha de uma separagdo inicial
suficientemente grande (2pg > 1), ja que a fun¢@o de acoplamento decai exponencialmente
com —p?, ou seja, vale a aproximagio C(w,b, p>> 1,v;g) =~ 0 assim como para as derivadas
de C. E importante notar que se wo # 1, 0 ansatz em Z = 0 e as condi¢des iniciais para os
perfis (6.1) e (6.2) se tornam nio equivalentes, isso resulta em 5(0) # 0 e consequentemente
em um perfil oscilante (como esperado, ja que o ansatz desvia da solugdo de gausson). Como
ultima observagdo sobre o modelo, a arbitrariedade da amplitude inicial 1y e da fase global
0p (constante) se manifestam claramente, ja que as EDOs nao dependem de ¢ e nem K,
sendo esse util apenas na determinacdo da amplitude em func¢do da largura.

O acoplamento com I" < 0 promove interacdo atrativa entre as ondas solitarias, que
experimentam um potencial efetivo confinante auto induzido e localizado ao longo do

eixo T = 0. Assim, é evidente que podem existir cendrios de colisdo em que o efeito do
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acoplamento se torna intenso o suficiente para modificar a propagacdo das ondas, sendo
possivel que essas se auto aprisionem mesmo que por um curto periodo (veja a Fig. 5.7),
formando um estado ligado de tempo de vida finito (intervalo AZ entre a primeira e a dltima
colisdo). Logo, se as ondas solitdrias preservarem suas caracteristicas basicas apds a dltima
colisdo (i.e., permanecendo na forma de perfis localizados e estdveis, assim como sdélitons), o
resultado final de um processo serd dado pelos parametros internos pds-colisionais de cada
onda. A abordagem variacional € uma tentativa de descrever alguns desses parametros através
da forma funcional fixa dada pelo ansatz, no entanto, assim como discutido anteriormente,
como o papel dos modos de radiacao ndo pode ser incluso no modelo, quase sempre havera
discrepancias entre o mesmo e os resultados exatos. A proxima secdo € focada nos resultados
numéricos do modelo reduzido adaptado para a versdo do artigo [73], que sdo posteriormente

analisados e comparados com os resultados das simulacdes numéricas diretas.

6.3 Resultados do modelo reduzido

As EDOs acopladas (6.19)(a)-(d) foram simuladas numericamente com uso do método de
Runge-Kutta de 4* ordem (RK4) [29]. A separac¢do inicial escolhida foi 2pg = 20, e para
calcular a amplitude adotou-se K = 1. Aqui, a ndo-linearidade é escolhida como sendo
g =1 e o coeficiente do acoplamento I' = —0.2. A rotina numérica foi desenvolvida em
linguagem Fortran 95, no método RK4 empregou-se dz = 0.001 como discretizacio do eixo
de propagacao, e nimeros reais/complexos foram tratados com precisao dupla.

Nas simulacdes de espalhamento, o foco da investigacido se manteve na correlacdo entre a
velocidade de aproximacdo e a velocidade de saida, que corresponde ao valor do parametro
variacional v(Z — o) # 0 (denotada por v., e analogamente para os outros parametros) se
as ondas solitarias escapam do potencial atrativo induzido pelo acoplamento para algum
Z > 0 finito, ou € indeterminado caso as ondas formem um estado ligado permanente. Para
evitar propagagdes muitos longas, exigindo mais tempo de simulagdo computacional, todo
estado ligado que dura além de Z,,,, = 400 € considerado permanente, o processo de colisdo
entdo fica incompleto e define-se v = 0. O processo é completado quando a separagao
atinge novamente seu valor inicial (20 unidades) para algum Z < Z,,,,, 0 que pode ocorrer
depois de uma ou muitas colisdes. Assim, |p.| = po € a posi¢do absoluta final atingida
depois que as ondas escapam da zona de interacdo. Como a velocidade de aproximacgao
€ negativa (separagdo decrescente), a velocidade de saida assume valores positivos se o
processo de colisdo for do tipo reflexdo (pop. > 0), e valores negativos se for do tipo
transmissao (pop- < 0), 0 que no contexto de fibras Opticas significa, respectivamente, que a

onda adiantada permanece como tal ou se torna a onda atrasada. Se

Veo| < |Vo|, 0 momento
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individual e a energia total cinética média sdo menores no estado pds-colisional, e o processo
¢ dito ineldstico. Caso |v.| < |vol, esse € entdo quase elastico, sendo completamente se a
igualdade for verificada. Mais detalhes sobre a elasticidade sdo abordados posteriormente,
durante a andlise dos resultados.

As simulagdes de espalhamento foram executadas em intervalos com n, = 5000, o
resultado de cada processo de colisdo completo € representado por um ponto (vg,Ve) NO
grafico de velocidade inicial pela de saida, os casos incompletos sdo vistos como pontos
(v0,0) no eixo horizontal. Os primeiros testes envolveram desde velocidades relativamente
baixas (v; < —0.05) até valores altos (vy 2 —5.0), e verificou-se que para valores absolutos
muito maiores que um limiar especifico (|vo| > |v.|) tem-se apenas uma colisdo praticamente
elastica (transmissdo direta). Conforme a velocidade aproxima do limiar (|vo| 2 |vc|), 0
processo se torna cada vez mais ineldstico. Aqui, v, é chamada velocidade critica, pois
quando vy — v, = —1.04 o processo tende para o cendrio critico de completa inelasticidade,

i.e., um estado ligado permanente. Além disso, quando |vg| < |v.|, a dinAmica da interagdo
muda drasticamente e a colisdo das ondas solitdrias fica imprevisivel. Esses resultados
iniciais podem ser inferidos a partir da Fig. 6.1, que mostra o grifico de espalhamento
Veo X Vg com vg € [—0.05,—2.00], onde o segmento de linha vertical com vy = v, é destacado
para enfatizar a separagdo das regides de regime regular (|vo| > |v.|) e irregular (|vo| < |v¢|)
de colisdes. Na segunda, a dindmica das ondas solitdrias se mostra altamente sensivel ao valor
da velocidade de aproximacao, no grafico isso € visto como pontos dispersos distribuidos de
forma aparentemente aleatdria, ou seja, sem nenhuma correlacao entre os pontos vizinhos.
Porém, note que tal comportamento errdtico néo se estende por todo o intervalo [0,v), pois
€ perceptivel a existéncia de janelas de regularidade, onde a correlacdo entre pontos vizinhos

se manifesta graficamente como uma curva suave e continua. A Fig. 6.1 também revela um

g Vo = Ve

1.0

Voo 0.0 F

-1.0

Figura 6.1 Gréfico de v., versus vy fornecendo uma visdo ampla das regides de regime
regular e irregular de colisdes. O ponto critico (v,,0) se encontra quase no centro do grafico.
Pontos tocando as retas limites v, = vy correspondem a processos de colisdo comple-
tamente eldsticos, que ocorrem na regido regular quando |vo| > |v.| (o gréfico aproxima
assintoticamente da reta limite inferior ve, = vp).
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detalhe importante esperado do modelo, que € o fato de todos os pontos estarem contidos

na regido definida pelas retas limite v, = £vg (segmentos de linha tracejados), provando

que |ve| < |vo| para qualquer vg . Isso também significa que a componente translacional da
energia cinética total, termo proporcional a v na Eq. (6.14), é sempre menor ou igual ao
seu valor inicial. Nos cendrios em que ve = Vg, verifica-se que todos os outros parametros
variacionais recuperam seus valores iniciais (processo eldstico), em concordancia com a
conservacdo de energia do sistema.

A Fig. 6.2 mostra o resultado da simulagéo de espalhamento da regido |vo| < |v|, que
fornece uma amplia¢ao do grafico anterior tornando evidente a existéncia de mais janelas
com formato de arcos "elipticos" tangentes a reta limite superior v., = —vg. Essas se
distribuem ao longo do eixo vy com ambas largura e separacdo cada vez menores conforme a
proximidade do ponto critico, formando uma estrutura cada vez mais compacta. Analisando a
dindmica de colisdes em vérios intervalos definidos pelas larguras das janelas, verifica-se que
o espalhamento € de fato regular, sendo efetivamente um processo de reflexdo bem definido,
em que as ondas solitdrias formam um estado ligado com caracteristicas quase idénticas. Isso
¢ ilustrado na Fig. 6.3, que mostra a evolucdo do processo de colisdo para v escolhido nas
quatro primeiras janelas de reflexao (indicadas na figura anterior).

Para qualquer vy contido no intervalo da largura da janela W,,, os estados ligados formados
nos processos de reflexdo podem ser caracterizados pelas quantidades bésicas: tempo de
vida (Z, - comprimento AZ entre a primeira e a segunda colisdo); amplitude da oscila¢io
posicional (A, - coordenada || mdxima); nimero de oscilagdes de forma (C, - resultado
da contagem dos picos de maximo da fungio |¢(7,Z)|* associados aos instantes de largura
minima do perfil). As duas primeiras quantidades dependem do ponto na janela dado pela
coordenada v(, mas por variarem muito pouco com relagdo aos valores no ponto tangente,
sdo consideradas constantes da n-ésima janela. A terceira quantidade € sempre constante
devido a sua prépria defini¢do, e descreve uma propriedade interessante das janelas, que

pode ser expressa pela equacdo C, =n+3.

1.0

VUso 0.0

-1.0

-0.3 -0.6 -0.9 Vo

Figura 6.2 Grafico de v, versus vg para o intervalo [—0.250, —1.102]. As janelas de regu-
laridade sdo nomeadas conforme a notagdo W, (n € N*), com n = 1 para a primeira € maior
janela.
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P — qw

Figura 6.3 Grificos de curvas de nivel da funcio |¢(7,Z)|> para quatro velocidades de

aproximacdo, determinadas pelo pontos em que as curvas correspondendo as janelas de
reflexdo W, (com n = 1,2,3,4) tangenciam a reta ve, = —Vy.

Por meio de observacdes mais detalhadas do grafico da Fig. 6.2, € possivel notar que
outras janelas bem menores (com formato invertido tangenciando a reta limite inferior) se
distribuem em ambas extremidades das janelas de reflexdo, com exce¢dao de W que ndo
possui tais janelas na extremidade esquerda. Para evidenciar isso, considerou-se um intervalo
simétrico centralizado na janela W;, cujo resultado da simulag@o de espalhamento € mostrado
na Fig. 6.4. A semelhanca dessas estruturas de janelas com a estrutura principal € clara, se
colocadas na mesma escala, € notdvel que essas se diferenciam apenas por transformagdes
de reflexdo ao longo dos eixos horizontal e/ou vertical, i.e., Z — —Z e/ou T — —7. Nessas

janelas a dinamica de colisdes também € regular, e o espalhamento é efetivamente um

1.0

Voo 0.0 |

-1.0

-0.725 -0.750 -0.775 -0.800 Vo

Figura 6.4 Grifico de v., versus vy para o intervalo [—0.7025,—0.8225]. Estruturas de
janelas semelhantes ao caso anterior surgem nas regides proxima aos pontos extremos de W5,
que sdo pontos criticos onde essas se tornam gradualmente mais compactas.
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processo de transmissdo bem definido, que obedece um padrdo analogo ao das janelas de
reflexdo. Além disso, toda janela de transmissdo do lado esquerdo possui uma correspondente
no lado direito (e vice-versa), em que ambas fornecem cendrios de colisdo quase idénticos (o
tempo de vida e a amplitude de cada oscilag@o posicional diferem muito pouco). A existéncia
dessa multiplas estruturas menores € constatada para qualquer janela de reflexdao W,,, isso
indica que existem condi¢des recorrentes em que a sensibilidade do mecanismo de colisdao
com a velocidade de aproximacao se torna muito pequena, permitindo que a interagdo das
ondas solitdrias seja previsivel e com isso controlada.

Para explorar como essas condigdes recorrentes se manifestam no grafico de espalhamento,
varias simulacdes foram efetuadas em intervalos mais finos proximos das extremidades de
certas janelas. Primeiramente, escolheu-se a extremidade esquerda da janela W, , que forneceu
uma ampliacdo da estrutura de janelas de transmissao vista na Fig. 6.4. Novamente, surgem
estruturas menores nas extremidades de cada janela, indicando que a condi¢ao recorrente
do mecanismo de colisdo se estende para intervalos arbitrariamente pequenos. Entdo, é
esperado que janelas cada vez mais estreitas estejam incorporadas em todas as estruturas,
para investiga-las adotou-se um protocolo que consiste em selecionar apenas intervalos de
ampliacdo localizados na extremidade esquerda da segunda janela de reflexao/transmissao
(sendo a primeira sempre a mais larga). Seguindo esse protocolo de selecao, foram obtidos os
resultados mostrados na Fig. 6.5, onde o primeiro grafico corresponde ao mesmo da Fig. 6.2.
Os intervalos destacados indicam a regido de ampliacdo que fornece o grafico imediatamente
abaixo. Aqui, as janelas sdo rotuladas com o indice adicional (s), que denota a estrutura

(s)

na qual a janela pertence, assim, W,;”’ € o rétulo da n-ésima janela contida na estrutura da
Fig. 6.5(s),coms=a, b,...,oue. Além disso, a notagdo vgs) € usada para designar o valor
critico de vo em cada estrutura.

Analisando os dados apresentados nas Fig. 6.5(a)-(e), verifica-se que existem pontos no
eixo vg associados a processos de colisdo incompletos, sendo que a maioria se encontra no
intervalo de velocidades entre zero e a extremidade esquerda de Wl(a) . Isso se deve ao limite
de simulagdo adotado durantes as simulagdes, que foi insuficiente para completar processos
envolvendo estados ligados de tempo de vida muito longo, que sdo mais frequentes quando a
velocidade de aproximacdo € muito baixa. Portanto, o modelo reduzido descreve essencial-
mente processos de colisao que sdo do tipo de reflexdo ou transmissdo. A probabilidade de
que algum processo seja do tipo aprisionamento (estado ligado permanente) é extremamente
pequena, pois sua ocorréncia exige que a velocidade de aproximagdo assuma exatamente
algum dos valores criticos. O padrao de janelas claramente se repete a cada ampliacao, a

diferenca mais notdvel € a alternancia entre os tipo de janela, o que permite relacionar cada
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grafico sucessivo através de uma transformacgdo ao longo do eixo horizontal que combina

reflexdo, reescala e translacdo.

n — Wl(a)
=T

v -0.72559233 -0.72559252 -0.72559271
0

Figura 6.5 Resultados do modelo reduzido para sucessivas ampliacdes de intervalos no
eixo v (regides retangulares marcadas nas figuras) de acordo com o protocolo de selecao
adotado: (a) grafico de espalhamento da Fig. 6.2 repetido aqui para enfatizar o padrdo de
janelas; (b)-(e) sdo os resultados graficos das simula¢des nos intervalos mencionados, que
evidenciam a similaridade envolvendo as estruturas de janelas de reflexdao/transmissao.
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Nas referéncias [6, 15], estruturas de janela também foram detectadas no grafico de

2

n)*l/ 2 com v, sendo a velocidade

espalhamento, e foi demonstrado que a quantidade (v2 —v
no ponto de tangéncia da n-ésima janela, obedece com grande precisdo uma relacao linear

com o indice n. Para investigar se 0 mesmo ocorre no caso atual, considerou-se a expressao

OGN

=hn k) 6.21)
com (s) designando a estrutura correspondente, h9) e k) sdo coeficientes. Na expressao

acima, o médulo € necesséario se o protocolo de selecio leva em conta estruturas de janela que
emergem pelas extremidades direita, que diferem das mostradas aqui por uma transformacao
de escala seguida de reflexdo ao longo do eixo vertical. Considerando as estruturas da
Fig. 6.5, verifica-se que a relagdo dada pela Eq. (6.21) é bem satisfeita, o que é uma
forte evidéncia quantitativa de autossimilaridade do padrdo de janelas. No entanto, para
comparar os coeficientes 2% e k(*) das estruturas (b)-(c) com os valores encontrados no caso
de s = a, é necessdrio reescalar cada intervalo de ampliacdo que vai desde a extremidade
esquerda de Wl(s) até o ponto critico de coordenadas (v£S> ,0), de modo que esses tenham o
mesmo comprimento do intervalo da estrutura inicial (a). Depois de efetuar essa reescala
seguida de uma translacdo no eixo horizontal que leva todos os pontos criticos para o
ponto (—1,0) (i.e., vgs) = —1 V s), calcula-se a quantidade V(n;s) = [1 — (19,1(5))2]’1/2
para cada n em termos das velocidades transformadas denotadas por ¥. Na Fig. 6.6 essas
quantidades s@o colocadas em um grafico até n = 6, o comportamento linear € claramente
visualizado. Os coeficientes da Eq. (6.21) sdo encontrados pelo método de regressao
linear dos pontos mostrados na figura anterior para cada (s). Para o caso (a), obteve-se
h(@) =0.325+0.006 (1.85%) e k@) = 0.65+0.02(3.08%), enquanto que para 0s outros o
célculo da média e do desvio padrdo dos coeficientes forneceu (h) = 0.280+0.003 (1.24%)

2.8

V(n;s)
241

20t
1.6

1.2}

n

Figura 6.6 Plot da quantidade V(n;s) = [1 — (19,1(5) )2]~'/2 como funcdo do indice n da
janela de reflexdo/transmissdo. A estrutura inicial (a) tem pontos bem distinguiveis, ja
as estruturas de ampliacdo possuem pontos muito proximos na escala do grafico. A reta
tracejada representa a fungdo linear: (hyn+ (k).
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e (k) =0.662 +0.004 (0.68%) . Note que o desvio padrio associado aos valores médios é
bem pequeno, provando quantitativamente que o padrdao de janelas encontrado nos casos
(b)-(e) é realmente muito similar. Comparando essas médias com os valores de 7@ e
k@ | verifica-se que existe uma diferenga relevante com relacdo ao primeiro, indicando
que a autossimilaridade das estruturas se estabelece a partir da primeira ampliagdo. No
entanto, embora a estrutura inicial seja muito semelhante a outras incorporadas na mesma,
essa nao contém janelas de regularidade na regido de baixas velocidades (0, vga) ), sendo
comparavel com as outras somente a partir da segunda janela. Adotando outro protocolo
de selecdo, é possivel obter resultados bem semelhantes, que indicam fortemente que tal
padrido prevalece para todas as estruturas emergindo na extremidade de qualquer janela de
regularidade. Portanto, a estrutura de janelas de reflexdo da Fig. 6.1 € fractal, sua existéncia
no intervalo de irregularidade do espalhamento e a alta sensibilidade do mesmo com a
condi¢do inicial, sdo assinaturas da natureza cadtica do mecanismo de coliso.

As multiplas estruturas compondo o fractal obedecem outra relagdo interessante, que rela-
ciona o nimero de amplifica¢des (seguindo um protocolo pré-definido) com o comprimento

(s) _ (5 |

da estrutura, definido como sendo L) = lve’ — vg pela formula

log ;oL =Rj+r, (6.22)

em que R e r s@o coeficientes caracteristicos do protocolo adotado, sendo j — 1 o nimero
de amplifica¢des associado a cada estrutura, com isso, j = 1 para o caso (a), j = 2 para
o caso (b) etc.. A reta de melhor encaixe fornece R = —1.639 + 0.008 (0.47%) e r =
1.56 +£0.02(1.63%), de modo que a Eq. (6.22) pode ser reescrita em termos de L@ da
seguinte forma:

LY = 10RU-D(@) (6.23)

Como R é negativo, 10X < 1 é um fator de reduciio como esperado, e a Eq. (6.23) mostra
que o comprimento das estruturas decresce exponencialmente. Isso significa que a cada
ampliacdo o intervalo de visualizagdo diminui 10 ™% ~ 43.6 vezes. Para a estrutura da
Fig. 6.5(e), por exemplo, tem-se L(¢) /L@ ~ 1077 .

Com relagdo a dindmica de colisdes nas janelas de reflexdo/transmissao das Fig. 6.5(b) e
(e), verifica-se que o intervalo de regularidade dessas janelas fornece processos de colisdo
bem definidos também, ocorrendo a formacao de estados ligados com caracteristicas especi-
ficas descritas pelas quantidades ng) , A(,,S) e C,(,S) (novamente o indice (s) serve de extensdo
da notacdo). Isso € ilustrado na Fig. 6.7 para quatro janelas consecutivas encontradas nas
estruturas (b) e (c), para os casos (d) e (e) a dinAmica de colisdo pode ser visualizada na
Ref. [73]. Assim como discutido anteriormente para as janelas Wn(a) , verifica-se que ZE,S) e

Agf) variam muito pouco conforme vq € deslocado do ponto de tangéncia, e por isso podem
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| 2

Figura 6.7 Grificos de curvas de nivel da fungio |¢(7,Z)| para oito velocidades de aproxi-

magcao, determinadas pelo pontos de tangéncia das janelas W,l(s) comn=1,2,3,4es=>b,c.

ser considerados constantes caracteristicas de cada janela. Ja o nimero de oscilagdes de
forma pode ser escrito na forma C,(,s) =n-1)+ 4m') +4 para qualquer janela Wn(s) da
Fig. 6.5, em que m¥) = j—1 é nimero de ampliacdes. De maneira geral, os resultados
sugerem vigorosamente que essas propriedades interessantes sio vélidas para qualquer janela
da estrutura fractal, que representam intervalos de condi¢ao inicial em que o mecanismo
de colisdo descrito pelo modelo reduzido fornece uma dinamica tnica e previsivel, i.e.,
uma assinatura que permite localizar a janela na regido complexa e cadtica do gréfico de

espalhamento.

6.4 Analise do mecanismo de colisao do modelo reduzido

Para investigar quais condi¢des recorrentes permitem que o mecanismo de colisdo seja
controlavel, o comportamento dos pardmetros variacionais pode ser analisado para um
ensemble reduzido de processos de colisdo, contendo cendrios com diferentes velocidades
de aproximagdo variando em um intervalo definido. Para um ensemble de n, > 1 processos
rotulados com indice m = 1,...,n,, o valor da velocidade de aproximagdo para cada processo

m é denotado por vo(m), de forma que a diferenga entre condi¢Ges iniciais consecutivas
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vo(m+1) —vo(m) é mantida fixa, sendo que vy(1) e vo(n,) assumem os valores extremos
do intervalo predefinido. A evolugdo de cada processo de colisdo, fornece como o ponto
(p,w,v,b)(Z) traga a correspondente trajetdria no espago de pardmetros quadridimensional
a partir do ponto de configuragdo inicial (pg,wo,vo,bp). Na atual abordagem numérica, as
trajetérias acabam no plano definido por |p| = pg, ou no ponto (p,w,v,b)(Zyayx). Antes
de prosseguir, algumas consideracdes sao necessdrias para facilitar as discussdes sobre a
dindmica das ondas solitdrias. Assim como mostrado na se¢do anterior, 0s processos de
colisdo sdo caracterizados por oscilacdes posicionais e de forma. A primeira pode ser
definida como o arco tragado pelo pico da onda solitdria (dado pelo pardmetro p(Z)) no
intervalo em Z entre duas colisdes. Assim, se 0 m-ésimo processo for caracterizado por
nc(m) colisdes, o nimero de oscilagdes posicionais é dado por ngp(m) = n.(m) —1, e o
processo é efetivamente uma reflexdo (transmissao) se nop(m) € impar (par). A oscilagio
de forma se manifesta quando a largura da onda solitaria oscila em torno do valor wo =1,
isso ocorre quando a colisdo desvia o estado vibracional, definido pelo par ordenado (w,b),
da configuragdo de equilibrio (wg,bg), ativando o denominado modo vibracional. Esse é
responsével por provocar oscilagdes na energia cinética e potencial, alterando também o valor
médio dessas quantidades (redugdo da parte cinética e aumento da potencial) sem modificar
a energia total que permanece constante. Durante o processo de colisdo, a dindmica desse
modo pode ser visualizada em termos do estado vibracional, cujo comportamento € dado
pela trajetdria tragada por (w,b)(Z) no espago de pardmetros bidimensional, que circula o
ponto (wp,bg) de maneira ndo trivial. Os vérios aspectos do mecanismo de colisdo conforme
a dinamica descrita pelo modelo reduzido sao abordados em detalhes nessa secao.

Considerando um ensemble na regido regular de espalhamento, em que n, = 1 para todos
0s processos, verifica-se que a tnica colisdo entre as ondas solitdrias ndo promove mudangas
significativas no estado vibracional quando |vg| > \vé")| = 1.04, em outras palavras, w(Z) ~
wo e também b(Z) ~ by para qualquer Z > 0. Quando |vy| < 15, o estado vibracional
se manifesta como ativo, e as oscilagdes de forma deixam de ser despreziveis. Essas se
instauram devido a troca de energia entre as componentes cinéticas translacional e vibracional
(termo proporcional 2 b> na Eq. (6.14)) induzida nos instantes de colisdo, e se intensificam
(maior amplitude de oscilagdo) quando v se aproxima da velocidade critica, para qual o
processo de colisdo resulta em méixima energia no modo vibracional e momento individual
nulo. Esse processo critico corresponde ao cendrio limite em que o acoplamento das ondas
solitarias ndo € suficientemente forte para capturd-las e, consequentemente, instaurar um
estado ligado.

Na regiao cadtica, a andlise do mecanismo de colisdo deve ser bem mais detalhada em

virtude da complexidade apresentada pelo espalhamento das ondas solitdrias. Para isso,
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considerou-se um ensemble de n, = 200 processos rotulados com vo(1) = —0.25, logo
antes da janela Wl(a) ,evo(m) = —1.04. Focando primeiramente na dindmica do parimetro
de posicdo p(Z), nota-se que todos os processos envolvem pelo menos uma oscilagdo
posicional, o que € um fato esperado ja que o acoplamento nesse regime € intenso o bastante
para promover a formacao de estados ligados. Isso também pode ser entendido ao interpretar
o efeito do acoplamento como sendo equivalente ao de um potencial atrativo dindmico, que é
capaz de manter as ondas "ligadas" se 0 momento individual no instante da primeira colisdo
for suficientemente baixo. Logo, os processos que envolvem a quantidade minima de colisdes
(min|n.| = 2) sdo to tipo reflexdo dados pelas janelas Wn(a) , nesses a resposta do mecanismo
de colisdo durante o fim da primeira oscilagio posicional, promove a restauragdo de uma
quantidade suficiente de momento individual e energia cinética translacional para que as
ondas solitdrias escapem da zona de potencial atrativo. Para investigar as condi¢des em
que isso acontece, 0s parametros variacionais nos instantes da primeira e segunda colisao,
denotados por ¢(Zcy) e g(Zc,) (com g(Z) sendo qualquer pardmetro), respectivamente, sdo
analisados para todos processos do ensemble (com excegdo da posi¢do, pois em qualquer
instante de colis@o tem-se p = 0). As Fig. 6.8(a)-(c) mostram que os pardmetros em Zc
dependem fracamente da velocidade de aproximacao, principalmente a largura que apresenta
variagdes da ordem de 1073 em todo o intervalo. Note que w(Zc1) < 1 e b(Zcy) < 0,
portanto a primeira colisdo € sempre caracterizada pelo estreitamento do perfil, o que se
deve ao valor negativo de b quando Z < Zc¢; (iminéncia de colisdo), causando a reducéo
de w. Interessantemente, a velocidade de colisdo v(Zc;) varia pouco com v, indicando
que a sensibilidade do mecanismo de colisao nao decorre diretamente de vy. Entdo, para
intervalos estreitos no eixo vg, 0s parametros variacionais podem ser considerados quase
constantes, e por isso, para todos os processos de colisdo contidos nesse intervalo, a primeira
oscilacao posicional acompanhada das oscilagdes de forma se manifesta de maneira quase
indistinguivel. Nas Fig. 6.8(d)-(f), o comportamento dos pardmetros em Zc, pode ser
visualizado, nesse caso os trés parametros considerados apresentam variacdes acentuadas
conforme v percorre o intervalo, essas variacdes sdo similares e surgem na forma de
oscilagdes com frequéncia varidvel, que cresce com valor de |vg|. Considerando w(Zc;)
e b(Zcy), nota-se que as oscilagdes do segundo antecedem as do primeiro, verifica-se
ainda que isso acontece a uma defasagem fixa. A origem desse comportamento provém do
tempo de resposta (delay) da onda solitaria sobre o efeito da fase quadratica varidvel, ou
seja, as oscilagdes na largura induzidas pelo pardmetro chirp ndo sao instantaneas. Esses
resultados mostram que a primeira oscilagio posicional tem um papel muito importante na
evolucdo dos parametros até a segunda colisao, essa pode ser caracterizada pela amplitude

mdxima de |p(Z)| (equivalente ao valor absoluto do minimo de p(Z)) durante o intervalo
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Figura 6.8 Graficos dos parametros variacionais nos instantes da primeira (Zc) e segunda
colisdo (Zcy) em fungdo da velocidade de aproximagdo. Os graficos (g) e (h) correspondem
ao comprimento e a amplitude da primeira oscilacdo posicional, respectivamente. Cada
grafico contém 200 pontos associados a cada processo de colisdo do ensemble.
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[Zcy,Zcs], e pelo comprimento Zcy — Zc desse intervalo. Essas duas quantidades definem o
comportamento inicial do denominado modo translacional, que esta associado a dindmica
de translacdo das ondas solitdrias durante o estado ligado. A energia contida nesse modo é
definida como sendo a igual a componente translacional da energia cinética, e por isso esse se
altera a cada colisdo dependendo da troca de energia do mesmo com o modo vibracional. Os
gréaficos da Fig. 6.8(g) e (h) mostram que a amplitude e o comprimento Zc, — Zc; crescem

estritamente com |vg|. Nos dois gréficos, calcula-se que a curva de melhor ajuste é dada por

hoLa (6.24)
k— |vo

F(v) =

Para o gréifico da amplitude da oscilag@o posicional, tem-se os coeficientes de melhor ajuste:
h =0.91440.009 (0.98%) ; k = 1.0590 £ 0.0003 (0.026%) ; d = 7.48 £0.04 (0.48%).
Com relagdo ao gréfico do comprimento, os coeficientes sdo: 7 = 0.109+0.001 (1.20%) ;
k=1.158+£0.002(0.13%) ; d = 0.996+0.002 (0.20%) . Em ambos casos, o valor do desvio
padrdo para cada coeficiente € bem pequeno, indicando que a Eq. (6.24) descreve razoavel-
mente as curvas em questdo. Note que a amplitude e o tempo de vida da primeira oscilagdo
posicional crescem abruptamente quando vg se aproxima do valor critico, logo, pequenas
diferenca na velocidade de colisdo v(Zc;) podem provocar grandes mudangas no modo
translacional, que levam a estados bem diferentes no instante da préxima colisdo. Durante
o intervalo [Zcy,Zc3], os parAmetros w(Z) e b(Z) oscilam com amplitude e frequéncia har-
monica quase constantes, essas quantidades caracterizam o modo vibracional excitado na
primeira colisdo cuja evolugdo é essencialmente determinada pelo par (w,b)(Zcy), esse
modo ativo também se manifesta de forma quase idéntica em intervalos de velocidade de
aproximagcao suficientemente estreitos. Na maioria dos processos de colisdo, a frequéncia
das vibragdes € bem maior que a frequéncia das oscilagdes posicionais (que pode ser calcu-
lada por 1/(Zcy — Zcy)), por isso pequenas alteragdes no modo translacional podem alterar
bastante a troca de energia entre 0 mesmo e o modo vibracional na segunda colisdo, o que
resulta em diferentes configuracdes do ultimo (dadas por w(Zc;) e b(Zc,) ). Isso acontece
porque o caminho tragado por p(Z) aumenta na mesma taxa que a amplitude da oscila¢do
posicional, assim a evolug@o do par (w,b) desde Zc| passa por uma quantidade de ciclos
cada vez maior, o resultado sdo as oscilagdes de frequéncia crescente vistas na Fig. 6.8(d) e
(f). Essas oscilagdes sdo replicadas na velocidade de colisdo v(Zc;), como pode ser visto
na Fig. 6.8(e), isso ocorre porque a energia total contida nos modos translacional e vibra-
cional € constante, logo w, v e b sempre estdo correlacionados. Portanto, a similaridade dos
padroes de oscilagdo advém da correlacdo entre esses parametros, além disso, esses padroes
acompanham a distribui¢do de janelas da primeira estrutura, assim como pode ser visto na

Fig. 6.9 que mostra como os intervalos em que b(Zc,) > 0 coincidem com o surgimento
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Figura 6.9 Sobreposicio do grafico de v. X vg com o grifico de b(Zc;) X vy no intervalo
da estrutura fractal de janelas. As regides em que o pardmetro chirp € positivo (destacadas
na cor M) coincidem com as janelas de reflexdo, onde os processos ocorrem em somente
duas colisdes. Os intervalos entre as janelas consistem de processos que decorrem de pelo
menos trés colisdes, para os quais o parametro chirp (no instante da segunda colisio) é
predominantemente negativo (regides destacadas na cor ll).

das janelas de reflexdo. Para os pardmetros w(Zc;) e v(Zc,) essas regides de valor positivo
se encontram defasadas com relacdo ao ponto central de tais janelas. Entdo, a positividade
do parametro chirp € uma condi¢do necessdria para que o mecanismo de colisdo induza
uma troca de energia entre os modos que restaure uma quantidade suficiente de momento
individual e energia cinética translacional resultando no fim estado ligado, e com isso nos
processos de reflexdo de duas colisdes caracteristicos das janelas em questao.

A anélise do mecanismo de colisdo até aqui, teve foco no intervalo da estrutura de janelas
inicial. Aplicando o mesmo procedimento nos intervalos entre as janelas de reflexao Wn(a) ,
verifica-se que todos os processos do ensemble passam a envolver pelo menos trés colisoes.
Os resultados anteriores sdo validos até a segunda colisdo, a partir dessa os comportamentos
do modo translacional e dos parametros variacionais se tornam menos triviais devido as
oscilacdes apresentadas pelos parametros em Zc; . No entanto, nas extremidades do intervalo
(definidas pelas janelas de reflex@o) verifica-se que os pardmetros em Zc3 (instante da
terceira colis@o) oscilam da mesma forma discutida anteriormente, com as regides em que
b(Zc3) > 0 coincidindo com as janelas de transmissdo. Assim, pode-se inferir que as
condi¢des em que o mecanismo de colisdo fornece os cendrios regulares caracteristicos, sdo
gerais e necessdrias para qualquer janela da estrutura fractal. Nos intervalos dominados
pelo regime cadtico, os processos de colisdo envolvem muitas colisdes que na maioria das
vezes ocorrem frequéncia elevada (i.e., os modos translacionais carregam menos energia e
consequentemente as oscilacdes posicionais se tornam curtas), assim o comportamento dos
parametros variacionais se torna cada vez mais complexo a cada colisdo. Essa complexidade

se manifesta nas variagdes descontroladas que os parametros apresentam, € que obviamente
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repercutem também nos modos. Embora essas variacdes sejam bem definidas (i.e., regulares),
o efeito resultante na dindmica dos processos de colisdo é uma sensibilidade progressiva com
a velocidade de aproximagao. Em outras palavras, pequenas mudancas no valor de vg s@o
ampliadas a cada colis@o, de forma que processos inicialmente indistinguiveis (condi¢des
iniciais muito proximas) divergem rapidamente a partir de um certo instante de colisdo, a
ndo ser que vy pertenca ao intervalo de alguma janela de regularidade.

As condicdes necessdrias para o surgimento das janelas de regularidade foram exploradas
qualitativamente até agora. Os resultados analisados anteriormente, sugerem que os modos de
translacao e vibracdo devem cooperar de alguma forma para que os pardmetros variacionais
sejam apropriados no instante da colisdo. Nos processos de colisdo representados pelos
pontos de tangéncia das janelas de reflexdo/transmissao, tal cooperagdo entre os modos
¢ perfeita, nesses cendrios ideais o estado final corresponde simplesmente ao inicial com
velocidade de sinal contrario no caso de uma reflexao, em outros termos, toda a energia da
componente vibracional € retransferida para a componente translacional depois da ultima
colisdo. No restante do intervalo de velocidades de uma janela, as condi¢Oes ideias que
garantem uma colisdo perfeitamente eldstica ndo sdo satisfeitas, no entanto, sabe-se que 0s
aspectos gerais da dinamica de interacdo prevalecem, sendo as extremidades da janela os
pontos de mdximo desvio da condi¢ao ideal. Esses pontos podem ser chamados de pontos
criticos locais, pois os processos de colisdo correspondentes sao andlogos ao cendrio discutido
anteriormente, em que as ondas solitarias escapam da zona confinante com momento final
nulo e maxima energia no modo vibracional.

Para investigar as condi¢des satisfeitas pelos processos de colisdo decorrentes de janelas,
considerou-se um ensemble com n, = 50 e vy tomado no intervalo que tem a extremidade
direita da janela Wz(a) como valor central, e se estende pelo eixo vy até a coordenada do
ponto de tangéncia vga) . Assim, "metade" do ensemble (m < 25) corresponde a processos de
colisdo previsiveis, que tém a dindmica caracteristica da janela de reflexdo Wz(a) . O restante
(25 < m < 50) corresponde a uma mistura de processos regulares e irregulares, sendo
dominada pela dindmica caética. Na Fig. 6.10(a), a evolugdo do pardmetro p(Z) é
mostrada para todos os processos de colis@o, para os quais a dindmica é muito similar até
Z = Zcy. As trajetdrias de posicdo vistas na figura, evidenciam o fato que foi anteriormente
mencionado, que € a aparente "indistinguibilidade" dos processos de colisdao com condicdes
inicias préximas (i.e., vo(m+ 1) — vo(m) = Av pequeno), que é exibida pelo comportamento
coletivo das trajetorias no espaco de parametros (e também nos subespacos de um parametro)
até o instante da segunda colisdo, que antecede a subsequente divergéncia das mesmas.
Para Z > Zc;, as trajetdrias com m < 25, provenientes da janela de reflexdo, avancam

linearmente para a regido de p > 0, enquanto que as outras permanecem aprisionadas na
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Figura 6.10 Em (a), trajetérias do perfil |¢(7,Z)| dada pela evolugdo do parAmetro varia-
cional de posi¢do p(Z) para 50 cendrios de colisdo com velocidade de aproximagéo vo(m)
(m = 1,...,50) selecionada no intervalo [—0.762495,—0.814056]. O primeiro cenério
(m=1), com vy(1) = —0.762495, corresponde ao ponto de tangéncia da janela de reflexdo
W, . O cendrio com vy(25) é ultimo contido no interior de W;, a trajetdria correspondente
passa bem préximo da trajetéria limite (linha tracejada) obtida quando v é tomado no ponto
extremo direito de W,. Em (b), variac¢do direta de (w,b) nas coordenadas Zcj », a linha
tracejada diagonal corresponde a trajetdria tracejada com m = 25.

zona de auto-confinamento, e progressivamente divergem da dindmica coletiva a cada colisdo.
A trajetdria limite, associada ao ponto de transi¢do, define uma separacao clara dos dois
regimes de colisdo, e pode ser interpretada como um estado ligado permanente ja que a
separacao das ondas fica fixa. Embora os processos cadticos se originem do desvio excessivo
da condicao limite definida pela janela, existe um instante de dltima colisdo Z > Zc¢; em
que tal condicao € suficientemente satisfeita, permitindo que as ondas solitarias finalmente
escapem. No entanto, diferentemente do regime regular, esse instante varia de forma erratica
para cada valor de vy. A Fig. 6.10(b) ilustra a rela¢@o entre os estado vibracionais em Zc
e Zc, para cada processo do ensemble em questdo. Em Zc;, os parametros de largura e
chirp, denotados por w; e by, variam pouco com a condi¢ao inicial, o que jad havia sido
mostrado anteriormente nas Fig. 6.8(a)-(c) incluindo a velocidade de colisdo (v; na notagdo
atual). Por essa razao as trajetdrias ndo divergem durante a primeira oscilagdo posicional,
além de apresentarem oscilagdes de forma quase idénticas. Ainda na Fig. 6.10(b), o es-
tado vibracional em Zc;, definido por w, e b;, varia de um processo para outro seguindo
uma curva bem definida, isso acontece devido a defasagem entre as oscilacdes de w(Zc;)
e b(Zc,) abordadas anteriormente (se a defasagem fosse nula, essa curva seria uma reta).
Para o cendrio ideal dado pela trajetéria com m = 1 (linha preta continua na Fig. 6.10(a)),
tem-se w; = wyp e by = —b; (linha preta vertical na Fig. 6.10(b)), de modo que o sinal
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Figura 6.11 Trajetérias no espaco de pardmetros (w,b) para trés processos de colisdo na

janela Wz(a), em (a) a velocidade de aproximagao é vga) ,em (D) e (c) a velocidade é escolhida

cada vez mais proxima do ponto critico local. As trajetdrias resultam dos graficos mostrados
logo abaixo, que fornecem a evoluc¢do do pardmetro ¢(Z) (linha continua para g = b e
tracejada parag =w—1).

oposto do parametro chirp em Zc; indica que o efeito da segunda colisdo € exatamente
o inverso da primeira (visto que b(—Z) = —b(Z), i.e., a reversdo do processo de colisdo
muda o sinal de b(Z) assim como o de v(Z)). Além disso, a diagonal tracejada que mostra
quando ocorre a transi¢do para fora da janela, reforca a constatagdo feita anteriormente sobre
a maioria das trajetérias do regime irregular estarem associadas a valores negativos de b; .
Analisando a evolugdo do estado vibracional para trés casos durante o intervalo de oscilagdo
posicional que antecede a segunda colisdo, verifica-se que as trajetdrias tracadas pelo ponto
(w,b) tem um padrao muito similar, que estd associado as oscilagdes de forma bem definidas
caracteristicas da janela em questdo. No cendrio ideal, esse padrao de evolucdo é visto como
uma curva simétrica que se fecha exatamente em (wg,bp) em algum instante Z 2 Zc, (veja
a Fig. 6.11(a)). Quando vy desvia do valor ideal, essa curva se altera nos instantes em
que Z — Zc, , deslocando o ponto (w2,b>) do alinhamento vertical com (wy,b1). Se v
permanece contido na janela, a curva evolui em Z > Zc, para um ciclo bem definido, cujo o
"raio" médio (amplitude média das oscilacdes de forma) cresce conforme v( se aproxima
de um dos pontos criticos locais (veja as Fig. 6.11(b)-(c)). O efeito desse comportamento
pode ser visualizado claramente nos gréficos de evolu¢ado individual dos parametros (parte
de baixo da Fig. 6.11), que evidenciam a relagdo direta do ciclo com a amplitude das os-
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cilagdes de forma. Se vy entra na regido cadtica, a curva preserva um padrao semelhante ao
encontrado no caso critico quando Z < Zc;, porém para Z > Zc; essa evolui rapidamente
para uma trajetdria desordenada envolvendo valores bem maiores de b e w, i.e., oscilacdes
de forma intensificadas. Considerando um intervalo [Zc1,Z'] com Z' < Z¢, tomado no ponto
de minimo de b(Z), as trajetérias no espago de pardmetros se mostram muito similares, de

modo que o comportamento de w(Z) pode ser ajustado com boa precisdo pela fungado
we(Z) = Do+ Dsen[(Z —Zy) o] , (6.25)

em que os parametros de ajuste D e @, fornecem a amplitude e a frequéncia de oscilagdo da
largura, respectivamente. Para os cendrios das Fig. 6.11(a)-(c), os valores de ajuste obtidos
sd0 muito préximos como esperado, calculando o valor médio e o desvio padrao encontra-se
os seguintes resultados: (D) = 0.192+0.007 (2%) e (w) = 2,46 +0.02(0.2%). Entio,
durante a fase de comportamento coletivo do ensemble, as oscilagdes de forma induzidas pela
primeira colisdo possuem de fato quase a mesma frequéncia harmdnica. Essa propriedade das
oscilagdes € na verdade mais geral, verifica-se que ap6s o desligamento das ondas solitrias
ou nos intervalos entre colisdes de um estado ligado, essas ocorrem com frequéncias que
crescem muito pouco |vg| e por isso permanecem préximas do valor apresentado. Assim,
em intervalos de vy ndo muito amplos, como € o caso das janelas Wn(a) , a frequéncia de tais
oscilagdes pode ser considerada constante e caracteristica do modo vibracional.

Esse estudo mais detalhado dos processos de colisao pode ser aplicado para qualquer janela
de regularidade, e com isso verifica-se que os resultados anteriores podem ser generalizados
facilmente. Assim, se o intervalo de velocidades do ensemble estiver centrado em uma janela
arbitrdria, cuja assinatura € um processo de colisao que decorre de j colisdes ( j > 2), a
dindmica coletiva de qualquer processo desse ensemble se estende até a j-€sima colisdo que se
dd no instante Zc ;. Durante o intervalo [Zc,Z'] (com Z’ sendo o dltimo minimo de b(Z) logo
antes de Zc; ), a evolugdo do estado vibracional ocorre de forma praticamente idéntica, com
ambas amplitude e frequéncia do modo correspondente sendo aproximadamente constantes.
No entanto, os valores w; = w(Zc;) e b; = b(Zc;) acabam sendo diferentes para cada vy.
A origem dessas variagdes no estado vibracional em Zc;, pode ser compreendida com a nogao
de caminho mencionada anteriormente. Para duas trajetdrias consecutivas (m e m+ 1), os
modos translacionais aparentam ser "indistinguiveis", porém existem pequenas diferencas de
caminho que se acumulam durante as j — 1 oscilagdes posicionais, que sdo detectadas pelas
medidas das amplitudes e comprimentos de cada i-ésima oscilag@o posicional ( Zc;1 — Zc;
comi=1,...,j—1), cujo comportamento em fun¢do de vy foi abordado no contexto da
Fig. 6.8 considerando apenas a primeira oscilagdo posicional. No caso da trajetdria ideal

fornecida pela janela arbitrdria em questdo, o modo translacional coopera perfeitamente com
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o vibracional, de maneira que J e J+1/2 (com J € Z™) ciclos dos parAmetros de largura
e chirp, respectivamente, estejam contidos no intervalo total [Zcy,Zc|| (veja a Fig. 6.11(a)
para a qual encontra-se J = 4). O termo ressonincia ¢ comumente usado para descrever essa

condi¢ao ideal satisfeita pelos modos, resultando em um processo perfeitamente elastico.

O fato de que J é um inteiro positivo significa que w; = w; e b; = —b; (ou igual ao |by],
pois by € sempre negativo), com essa configuracdo do modo vibracional em Zc;, tem-se
uma resposta do mecanismo de colis@o que reverte a troca de energia inicial, restaurando o
estado de entrada das ondas solitdrias (em termos de energia, i.e., desconsiderando o sinal
de vp). Esse argumento é baseado na simetria de reversao temporal do sistema (Z — —Z),
que requer a troca do sinal de v(Z) e b(Z) na descri¢do do processo de colisdo reverso,
porque ambos parametros descrevem taxas de variagdo (ndo necessariamente instantaneas)
dos pardmetros invariantes p(Z) e w(Z), respectivamente. Com base na discussao anterior,
essa ressonancia exata dos modos ndo € uma condi¢cdo necessdria, a tolerancia de cada janela
€ dada pela largura de seu intervalo, que define o desvio maximo que vy pode apresentar de
maneira que o processo de colisdo seja efetivamente uma reflexdo/transmissao controlada.
Quando o desvio excede um pouco o limiar da janela, a fraca ressonéncia entre os modos
nao € suficiente para que a j-ésima colisdo propicie o desligamento das ondas solitarias.
Para desvios maiores, o estado vibracional em Zc; € caracterizado por w; > 1eb; <0, e
a resposta do mecanismo de colisdo ndo € favoravel para o escape da ondas solitdrias, que
permanecem aprisionadas com ainda menos energia no modo translacional. Apds sucessivas
colisdes, as trajetérias perdem qualquer correlagdo inicialmente existente, € permanecem
aprisionadas até um eventual instante de colisdo em que a troca de energia restaure uma
quantidade suficiente para a componente cinética translacional.

A largura decrescente dessas janelas representa condi¢des de ressondncia mais restritivas,
que podem ser entendidas pela mesma linha de raciocinio anterior. Assim como discutido
anteriormente, a amplitude e o comprimento da primeira oscilacdo posicional variam de
maneira nio-linear conforme a magnitude de vy aumenta, ambas sdo bem descritas por uma
funcdo na forma da Eq. (6.24). Logo, para dois processos de colisdo com velocidade de
aproximacdo levemente diferentes, i.e., v(()z) = v(()l) —dv, as diferencas de caminho que se
acumulam desde a primeira colis@o se tornam cada vez mais acentuadas conforme a distancia
entre vg e a velocidade critica (vg — v, ) diminui. Por isso, para que esses dois processos
estejam contidos em uma mesma janela Wn(a) , deve-se escolher dv cada vez mais pequeno
conforme vo — v, aproxima de zero. Portanto, o desvio maximo da condicao de ressonéncia é
menor para janelas localizadas em regides de velocidade de aproximacdo com magnitude

maior, pois as varia¢cdes no modo translacional que se tornam mais significativas.
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Figura 6.12 Comportamento do modo translacional em termos das medidas de amplitude
(¢) e comprimento da segunda oscila¢do posicional (d) no intervalo englobando parte das

(@)

Janelas de reflexao W™ e Wz(a) . A dinamica do modo varia bastante ao longo desse intervalo
de velocidades, o que se deve ao comportamento da velocidade na segunda colisdo v(Zc»)
mostrado em (b), porém nas regides destacadas em M ¢ M, o modo passa a variar com
vo de maneira semelhante a constatada para a primeira oscilagdo posicional, e assim o
mesmo mecanismo de ressonancia entre esse modo e o vibracional dé origem as janelas de
transmissdo de j = 3 colisdes (mostradas em (a)) com distribui¢do similar a da estrutura

inicial de janelas Wn(a) .

A origem das janelas de regularidade € bem entendida em termos do mecanismo de
ressonancia explorado nessa se¢do, entretanto, a disposi¢do das estruturas menores que
sempre emergem nas extremidades de outras janelas maiores, requer que 0 comportamento
do modo translacional seja estudado além da segunda colisdao (Z > Zc,). Na Fig. 6.12,
a dindmica da segunda oscilac@o posicional € investigada na regido entre as janelas W](a) e
Wz(a) , onde duas estruturas de janelas de transmissio de j = 3 colisdes se destacam, essas sao
mostradas nos graficos de espalhamento em (a) que resultam da ampliagdo dos intervalos de
v proximos das extremidades das janelas de reflexdo. O grafico da Fig. 6.12(b) corresponde
ao grafico da Fig. 6.8(e) limitado ao intervalo em questdo, note como a velocidade na
segunda colisdo v(Zcy) varia bastante em comparagdo com a velocidade na primeira colisdo
(veja novamente a Fig. 6.8(b)). Isso significa que o modo translacional comporta-se de
maneira bem diferente apds a segunda colisdo, assim como evidenciado pelos graficos nas
Fig. 6.8(c) e (d) que resultam das medidas da amplitude e do comprimento da segunda



6.4 Analise do mecanismo de colisdo do modelo reduzido 85

oscilagdo posicional. O comportamento desse modo durante [Zc,,Zc3] se assemelha ao com-
portamento durante [Zcy,Zc;| quando vy se encontra suficientemente préximo das janelas
Wl(a) e Wz(a) (veja as regioes destacadas em M e ). Nessas regides o modo translacional
varia com v de forma anédloga a discutida anteriormente no contexto da primeira estrutura de
janelas, e por isso as estruturas menores de janelas de transmissdo surgem com distribui¢ao
muito similar se compactando nas extremidades esquerda e direita de Wl(a) e Wz(a) , respectiva-
mente. A estrutura a esquerda vista na Fig. 6.8(a) é claramente diferente (note que as janelas
se tornam menores na dire¢do vertical também), o motivo disso reside no comportamento de
v(Zc;) na regido destacada em M, que é visivelmente diferente daquele na regido destacada
em M . O comportamento do modo translacional investigado aqui pode ser generalizado para
qualquer intervalo entre janelas, para as estruturas de janelas de reflexdo que decorrem de
Jj = 4 colisdes por exemplo, encontra-se que os resultados da Fig. 6.12 sdo quase idénticos
quando a terceira oscilacao posicional é considerada.

As variagOes na amplitude e no comprimento da primeira oscilagio posicional com vy,
exploradas nas Fig. 6.8(g) e (h), sdo muita pequenas em qualquer intervalo contendo estru-
turas de janela de transmissdo com j = 3 colisdes (como no caso dos intervalos destacados
na Fig. 6.12). Por isso, o primeiro modo translacional (antes da segunda colisdo) aparenta ser
fixo para todos os processos nesses intervalos, para o qual a dinamica das ondas solitdrias é
muito similar a assinatura colisional da janela de reflexdo mais préxima, o que ja havia sido
notado anteriormente quando as assinaturas dessas janelas foram verificadas (veja os gréaficos
a esquerda na Fig. 6.7). Entretanto, embora esse primeiro modo seja pouco sensivel as
mudancas na condicao inicial nos intervalos em questio, pequenas varia¢des apresentadas por
esse levam a diferentes trocas de energia entre o mesmo e o modo vibracional, que instauram
um novo modo translacional cujo comportamento € bem mais sensivel as variagdes em v
(assim como discutido no contexto da Fig. 6.12). O que € interessante notar aqui, € que a
dependéncia desse segundo modo com vy se mostra realmente muito similar a do primeiro
modo nos intervalos em que as estruturas de janelas com j = 3 colisdes surgem, de forma
que para toda janela n dessas estruturas, tem-se o segundo modo andlogo ao primeiro modo
(e Unico) da janela Wn(a) ,1.e., ambos tém aproximadamente a mesma amplitude/comprimento
e contém a mesma quantidade de oscila¢des de forma (indicando novamente que a frequéncia
do modo vibracional também é muito similar). Pela andlise do mecanismo de colisédo feita até
aqui, pode-se inferir que todos os possiveis modos translacionais que decorrem de processos
de colisdao em intervalos de janelas, sdo dados por aqueles que correspondem as janelas de
reflexdo Wn(a) . Logo, a assinatura colisional com j > 3 colisdes de qualquer n-ésima janela
de uma estrutura incorporada no fractal, € dada pela composi¢ao de j — 1 modos, de maneira

que os j — 2 primeiros modos correspondem (i.e., sdo similares, pois dependem fracamente
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com vg) aqueles da janela maior mais proxima com j — 1 colisdes, enquanto que o ultimo
corresponde ao modo dado pela janela Wn(a) . Essa propriedade permite que a assinatura de

qualquer janela do fractal seja dedutivel.

6.5 Resultados das simulacoes diretas

Os resultados do modelo reduzido fornecem fortes indicios de que a dindmica exata das
ondas solitdrias possa ser cadtica e bastante complexa. Para verificar a validade das previsdes
da abordagem variacional, as equagdes de evolugdo (5.3) e (5.4) foram simuladas diretamente
com as condig¢des iniciais dadas pelas Eq. (6.2). As EDPs sdo resolvidas pelo método de
slit-step [6, 9], que combina a evolucao da parte ndo-linear da equacgdo, calculada com o
uso do método RK4, com a evolugdo da parte linear via Crank-Nicholson (CN) [29]. Para
a separacdo inicial dos picos das ondas solitdrias, adotou-se 0 mesmo valor empregado no
modelo reduzido, ou seja, 27y = 20. Esse valor fornece uma superposicao suficientemente
pequena em 7T = 0, de forma que a condicao inicial representa uma boa aproximagao para uma
solu¢do com ondas localizadas bem separadas. Para que simulagdes sejam compativeis com
os cendrios descritos pelo modelo reduzido, os valores da ndo-linearidade e do acoplamento
s30 0s mesmos, assim como a largura inicial do perfil. Além disso, é adequado tomar 19 = 1
e efetuar a troca vop — —vp/2 para que os resultados sejam mais facilmente comparados.

Com relagdo aos pardmetros numéricos das simulagdes, para a varidvel T foi adotado
o intervalo [—50,50] com discretizagdo AT = 0.04, e para Z a discretizagio foi de Az =
0.001. Esses valores satisfazem a condi¢do de Courant-Friedrichs-Lewy associada com a
implementacio do método CN: Az/(2At?) < 1. O programa computacional desenvolvido
emprega nimeros reais e complexos com precisao dupla, e se limita a processos de colisdo
que nao excedam o valor maximo Z,,,, = 800. Assim como nas simula¢des do modelo
reduzido, a velocidade de saida é considerada nula se o desligamento das ondas solitarias
nao ocorrer antes de Z,,,,, ou se as oscilagdes posicionais excederem um limite especifico
para cada simulacdo. Esse limite deve ser cautelosamente escolhido, e permite que cendrios
de estados ligados permanentes, caracterizados por oscilagdes posicionais de alta frequéncia,
sejam detectados antes do limite de propagacao.

Nas vérias simulagdes de espalhamento executadas, o parametro de controle vy variou em
intervalos contendo 5000 pontos. Por meio da andlise dos graficos de velocidade de saida,
verificou-se que trés cendrios de colisdo sdo possiveis, que sdo: transmissao, reflexao e apri-
sionamento. Aqui, o ultimo refere-se a estados ligados permanentes, que sao frequentemente
estabelecidos durante os processos de colisdo devido a emissdo de radiacdo pelas ondas

solitdrias. Nos cendrio de colisdo, as emissdes de radiacao sao induzidas pelo acoplamento
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durante a evolucdo do estado ligado, e geralmente representam a principal diferenca entre a
dindmica exata e a fornecida pelo modelo reduzido [6, 15, 48].

Como os resultados do modelo reduzido sugerem a existéncia de uma velocidade critica
préxima do ponto (—1,0), a primeira simulagdo foi executada em um intervalo amplo
centrado nesse ponto, o grifico de espalhamento correspondente é mostrado na Fig. 6.13(a).
Na figura, a velocidade fase na saida v., € calculada numericamente a partir da taxa de
variacdo da posicao média associada a uma das ondas solitdrias, no caso em questao escolheu-
se aquela governada pelo campo ¢(7,Z). Como a velocidade de aproximag@o entra na
forma +vy/4 nas condig¢des iniciais, a reescala ve. — Ve /4 é adequada para uma melhor
visualizac@o dos resultados. Interessantemente, esse resultado inicial mostra que existe
uma velocidade critica v, ~ —0.993, pr6xima do valor previsto pelo modelo reduzido, que
separa duas regides de regime de colisdo regular e irregular. Quando |vo| > |v.|, ocorre
somente uma colisdo que pouco afeta as ondas solitarias, e o processo pode ser considerado
elastico. Conforme v( aproxima da velocidade critica pela direita, nota-se que a curva tracada
pelo ponto (vg,ve) oscila com amplitude crescente até o ponto critico, diferentemente do
comportamento dado pela abordagem variacional. Na regido irregular, sdo detectadas varias

janelas de reflex@o e transmissao com formas variadas, essas aparecem distribuidas sem

I'.'
-0.9889 (o) -0.9918

Figura 6.13 Grafico de v., versus vg fornecendo uma visdo ampla das regides de regime
regular e irregular de colisdes. O ponto critico (v,,0) se encontra quase no centro do gréfico.
Pontos tocando as retas limites v, = £V correspondem a processos de colisdo comple-
tamente eldsticos, que ocorrem na regido regular quando |vg| > |v,| (o grafico aproxima
assintoticamente da reta limite inferior v., = vp).
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nenhum padrdo de simples dedug@o. Nos intervalos entre essas janelas, a maioria dos pontos
se encontra do eixo vp, indicando que os processos de colisdo do tipo aprisionamento sao
predominantes. Diferentemente do modelo reduzido, a presenca de grande parte desses
pontos ndo se deve a propagacdo limitada, e sim a emissao de radiacdo. A densidade
de pontos em alguns intervalos desse primeiro grafico € bem maior, isso decorre de outras
simulagdes de ampliacdo executadas durante a investigacao das regides cadticas mais estreitas.
O intervalo limitado pela velocidade critica e pela a extremidade direita da maior janela de
transmissdo (veja a regido destacada na Fig. 6.13(a)) fornece duas estruturas organizadas de
janelas de reflexdo, que podem ser vistas na Fig.6.13(b) . Essas janelas possuem as mesmas
propriedades daquelas encontradas no modelo reduzido, rotulando a janela central mais larga
com o indice n = 0, pode-se rotular todas as janelas da estrutura a esquerda com indice
crescente a partir da maior janela que recebe n = 1, e da mesma forma aquelas a direita. Com
isso, tem-se pares de janelas com mesmo indice n > 1, o que é apropriado pois verifica-se
que essas fornecem processos de colisdo equivalentes. Isso contrasta com o modelo reduzido,
para o qual as primeiras janelas de reflexdo sdo tnicas e tangentes a reta v, = —Vp, €enquanto
que aqui a reta tangente mais proxima € dada por ve. ~ —0.9 vy (novamente devido a emissao
de radia¢do). Comparando as estruturas da Fig. 6.13(b), percebe-se claramente que a da
esquerda contém janelas com menor variacdao na altura do ponto de mdximo, por isso a
busca por janelas de regularidade mais finas € direcionada na mesma. A ampliacdo do
intervalo dessa estrutura é mostrada na Fig. 6.14(a), as janelas sao rotuladas conforme a
notacdo adotada anteriormente. Pela ampliacdo da regido destacada nessa figura, que inclui
parte da extremidade direita da janela Wl(a) , constata-se que de fato existem estruturas de
janela menores (veja a Fig. 6.14(b)). Essas janelas sdo do tipo transmissio, e emergem nas
extremidades das janelas Wn(a) , 0s processos de colisdo que essas fornecem sao previsiveis e
andlogos aos descritos pelo modelo reduzido. Diferentemente da estrutura inicial, essa tltima
apresenta um padrao de distribuicdo e espagcamento que € mais semelhante aos resultados
decorrentes da abordagem variacional, cujo protocolo de selecao empregado anteriormente
€ aplicado aqui na investigagdo de intervalos mais estreitos. Os graficos de espalhamento
obtidos a cada amplia¢do sao mostrados nas Fig. 6.14(c) — (e), note que o mesmo padrao
de alternancia de janelas se faz presente. Assim como no modelo reduzido, os resultados
indicam que qualquer outro protocolo de selecao de intervalos deve fornecer estruturas de
janelas similares, e portanto as duas estruturas iniciais da Fig. 6.13(b) tém propriedades
de um fractal. Para comparar as estruturas obtidas aqui com aquelas do modelo reduzido
(especificamente aquelas da Fig. 6.5), o mesmo procedimento de reescala empregado
anteriormente € aplicado em cada intervalo contendo as estruturas de janelas da Fig. 6.14,

(5)

que variam desde o ponto critico de coordenadas (v.’,0) até a extremidade direita de Wl(s).
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Figura 6.14 Resultados das simulacdes diretas para sucessivas ampliacdes de intervalos no
eixo vo (regides retangulares marcadas nas figuras): (a) grafico de espalhamento da estrutura
a esquerda na Fig. 6.13; (b)-(e) sdo os resultados graficos das simulagdes de ampliagcdo nos
intervalos destacados.

Depois de efetuar a reescala, as estruturas sdo espelhadas e transladadas no eixo vy por
meio de uma transformagdo na forma vy — —vg+v; (com v; sendo uma constante de
translacdo adequada), de modo que todos os pontos criticos coincidam com o ponto (—1,0).
O valor de vy correspondente a coordenada de méximo (minimo) da n-ésima janela de
reflexdo (transmissao) da estrutura (s) transformada, é denotado por ﬁn(s) como anteriormente.

Assim, a quantidade V (n; s) = [1 — (19,1(3) )2]=1/2 pode ser calculada até n = 6 para obter
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Figura 6.15 Plot da quantidade V(n;s) = [1 — (19,1(S) )2]~1/2 como fungio do indice n da
janela de reflexdo/transmissdo. A estrutura inicial (a) tem pontos bem distinguiveis, ja
as estruturas de ampliacdo possuem pontos muito préoximos na escala do grafico. A reta
tracejada representa a fungdo linear: (h)n+ (k).

os resultados mostrados na Fig. 6.15. Os coeficientes R e k) (veja a Eq. (6.21)) sdo
encontrados pelo método de regressao linear dos pontos mostrados na figura para cada (s).
Para o caso (a), obteve-se 2% = 0.047 £ 0.002 (4.26%) e k*) = 0.941 £ 0.009 (0.96%),
enquanto que para os outros o cdlculo da média e do desvio padrdo dos coeficientes forneceu
(h) =0.271 £0.006(2.23%) e (k) = 0.667 £0.006 (0.84%) . Note que os coeficientes para
estrutura (a) diferem bastante das médias calculadas para as estruturas ampliadas (b) — (e),
isso ja era esperado pois percebe-se claramente que a largura e o espagcamento das janelas
Wn(a) seguem um padrdo particular. Comparando (k) com valor obtido para o modelo
reduzido, calcula-se que a diferenca percentual € de ~ 3.2%, logo, a distribuicao de janelas
para as estruturas de amplia¢do sdo bem similares nas duas abordagens.

O comprimento do intervalo de cada estrutura também obedece com boa precisdo a
relacdo linear dada pela Eq. (6.22), para qual obtém-se os coeficientes: R = —1.481 &+
0.006 (0.43%) e r = —0.91 +0.02 (2.34%) . O fator de redugdo é dado por 10~% ~30.3, ¢ ¢
consideravelmente menor que o valor obtido para o modelo reduzido. Entretanto, a estrutura
de janelas inicial dada por esse modelo ( Fig. 6.5(a)) é mais de duas ordens de grandeza
maior que a estrutura inicial dada pelas simulagdes diretas ( Fig. 6.14 (a)), cujas janelas sdo,
portanto, bem mais estreitas.

A dinamica caracteristica dos processos de colisdo provenientes das quatro primeiras
janelas Wn(s) , ¢ mostrada nas Fig. 6.16 (para s =a,b) e 6.17 (para s = c¢,d ) em termos das
curvas de nivel da funcio |¢(7,Z)|>. A maioria das propriedades verificadas para as janelas
do modelo reduzido também sdo vélidas aqui, apenas a propriedade de composicdo nao é
aplicdvel da mesma maneira descrita no ultimo pardgrafo da se¢@o anterior, pois alguns modos
translacionais s6 se instauram em janelas com j > 3 colisdes. As quantidades ng) ,A(ns) e C,SS)
(tempo de vida, amplitude e nimero de oscilacdes de forma), sdo novamente uteis na caracte-

rizacdo das oscilagdes de posi¢ao e largura que definem a assinatura colisional de cada janela.
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Figura 6.16 Grificos de curvas de nivel da fungio |¢(7,Z)|?> para oito velocidades de

(s)

aproximacdo, determinadas pelo pontos de maximo/minimo das janelas W,;”” com n =
1,2,3,4es=a,b.

‘ 2

Figura 6.17 Grificos de curvas de nivel da fungdo |¢(7,Z)| para oito velocidades de

(s)

aproximagdo, determinadas pelo pontos de maximo/minimo das janelas W,,”” com n =
1,2,3,4es=c,d.



92 Espalhamento de gaussons via acoplamento linear

Verifica-se que as duas primeiras quantidades sdo quase constantes para qualquer pro-
cesso com Vo contido em uma mesma janela (i.e., variam pouco com Vo nos intervalos
de regularidade), j4 a terceira pode ser expressa pela férmula C,(ls) =(n—1) +4mb) +14
(m@ =0, m® =1, ...), que é vilida para qualquer janela Wn(s) da Fig. 6.14.

6.6 Analise do mecanismo de colisdo e comparacao com o

modelo reduzido

Estruturas complexas induzidas por colisdes de onda solitdrias foram detectadas em vdrios
cendrios diferentes, geralmente, essas emergem na forma de intervalos de regularidade
(Janelas) em meio ao caos pds-colisional. Tais estruturas que surgem do espalhamento de
ondas solitdrias, decorrem do estudo da relacdo entre o estado final das ondas solitdrias (apds
a colisdo) em fun¢do de um pardmetro inicial que controla alguma caracteristica do estado de
entrada, por exemplo: fase, velocidade, amplitude ou polarizacdo relativa das ondas solitdrias.
A origem das janelas é frequentemente associada a condi¢cdes de ressonancia entre modos
intrinsecos (internos e/ou de radia¢do) e extrinsecos (oscilagdes posicionais), ou a condi¢des
de fase relativa das ondas solitarias [15]. Um mecanismo de ressonancia envolvendo o
movimento de translac@o e as oscilacdes de forma, foi primeiramente proposto na Ref. [50]
para explicar o surgimento de estruturas ressonantes associadas a interacao de solitons kink e
antikink no modelo de teoria de campos ¢* (e posteriormente no modelo A (¢ — 1)? [75)).
Na Ref. [21], estruturas fractais provenientes da interacdo de varios sélitons em sistemas
quase integraveis, foram abordadas e identificadas como resultantes desse mesmo mecanismo,
que também foi verificado no contexto de colisdes envolvendo sélitons vetoriais [15, 48].

No Cap. 3, a estabilidade linear da equacdo LNLS foi abordada para a ndo-linearidade
logaritmica F(I) = In(I), o espectro de autovalores revelou a existéncia de incontdveis
modos internos de frequéncia ilimitada, e de um modo de instabilidade. Para o sistema de
equacdes LNLS com acoplamento linear, € esperado que tais modos internos prevalecam
quando as ondas solitarias se encontram bem afastadas. Na descri¢do variacional, a su-
posi¢do de que tais modos tenham um papel fundamental na dindmica dos processos
de colisdo € essencial para a constru¢do do ansatz aplicado na derivacdo do modelo re-
duzido de EDOs. Como os resultados fornecidos por essa abordagem aproximada sao
condizentes com os obtidos por meio das simulacdes numéricas diretas, o mecanismo de
colisdo deve de fato depender dos modos internos. Para verificar essa forte evidéncia,
o espectro de estabilidade pode ser calculado para as solu¢des numéricas durante o es-

tado ligado. Assim, o mesmo procedimento de linearizacdo da equagdo de movimento
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pode ser aplicado nas EDPs acopladas. Primeiramente, as solu¢des perturbadas podem ser

escritas como

[p(1) +@(7,Z)] 7 (J@] < |p]), (6.26)
[q(7) +¥(r,2))] Y (¥ < |q]) | (6.27)

¢(7,Z')
y(t,Z))

com p(7) e g(7) sendo solugdes complexas discretas e aproximadas numericamente obtidas
para um instante Z’, ®(7,Z') e ¥(1,Z’) sdo as perturbagdes dessas solugdes, respectivamente.
No contexto de colisdes simétricas, as constantes de propagacao devem ser iguais: Lt = V.
Depois de substituir as Eq. (6.26) e (6.27) nas respectivas equacdes de movimento dadas
por (5.3) e (5.4), procede-se com a linearizagcdo das perturbacdes. As equacdes acopladas
resultantes governam ®(7,Z’) e ¥(7,Z’), solugdes na forma dada pela Eq. (4.44) podem ser

escritas como segue:
D(1,Z; 1) = [vi (7) + w1 (1)] e** + [vi (v) —wi(T)] ¥ 7, (6.28)
W(T,Z;A) = [va(7) + wa(7)] ™ + V5(T) — wi(7)] 7 . (6.29)

Aqui, o autovalor A define os modos de cada perturbag¢do que também devem obedecer a

condic¢do de simetria. O problema de autovalor resultante pode ser expresso na forma

T T
M( Vi Wi V2 wW» ) :l( Vi Wi V2 Wa ) , (6.30)
GO arr/z‘f‘Gl 0 r
0it/2+G -G r 0
M=i| o206 0 : (6.31)
F 0 811/2+H2 _HO

as fungdes G, (7) e H,(7) (com n =0, 1,2) sdo calculadas em termos dos perfis complexos

p(7) e (1), e podem ser expressas pelas equacdes

Go=ig$ (3) , , Ho=ig3 (i)
p q

G1=—u+g{2ln\p|—9?(1%)+1} : H1:—u+g[2lnyq\—m(%)+1],

G2=—H+g[2ln|p|+m(§)+l] , H2=—u+g[zln|q\+m(%)+1],

A Eq. (6.30) pode ser resolvida numericamente pelo método de colocacao de Fourier [6], no
procedimento numérico as fungdes v 2, wi 2, G, € H, (com n =0, 1,2) sdo expandidas em

séries truncadas de Fourier, para isso considerou-se 250 modos (501 termos na expansao).
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Para os cenarios de colisdo abordados nesse capitulo, a ndo-linearidade e o coeficiente
do acoplamento sdo, receptivamente, g =1 e I' = —0.2. As solu¢des numéricas para o
célculo do espectro de estabilidade sdo propagadas até Z = Z', entdo efetua-se as atribuigdes
0(7,Z") = p(t) e y(1,Z') = q(1). Assim, a discretiza¢do do eixo 7, limitado aqui ao
intervalo [—20,20], deve ser a mesma das simulagdes diretas, i.e., AT = 0.04.
Considerando dois processos de colisdo com velocidades de aproximagado escolhidas na
janela W2(a) , a Fig. 6.18 ilustra o comportamento do espectro de estabilidade linear em
termos dos autovalores obtidos pela resolucdo da Eq. (6.30) em instantes especificos da
dindmica das ondas solitdrias. Assim como esperado de processos provenientes de uma
mesma janela, a evolucdo dos perfis iniciais ocorre de maneira quase idéntica até a em-
inéncia da segunda colisdo em Z = Zc; (veja os graficos mostrados nas Fig. 6.18(a) e
(b)), o mesmo vale para a dindmica dos autovalores do espectro. A diferenga mais ev-
idente que permite distinguir os processos (a) e (b), é claramente vista nas oscila¢des
de forma que persistem apds a separacdo das ondas solitarias, que t€m amplitude mais
elevada no processo (b) do que em (a). A amplitude dessas oscilagdes também afeta o
comportamento do espectro de estabilidade linear quando Z > Zc;, que seria estaciondrio
no cendrio ideal de amplitude nula (vibragdes inativas). Analisando a distribuicao dos
autovalores antes da primeira colisdo, nota-se que existe semelhanca com o espectro in-
teiramente discreto encontrado na auséncia de acoplamento (I' = 0), que € ilustrado pela
Fig. 4.5(f). No entanto, o par de autovalores reais vistos nessa figura ndo sdo encontra-
dos aqui, ao invés disso, existe um quadruplo de autovalores complexos associados a um
unico modo de instabilidade oscilatéria. Essa e outras diferencas mais sutis se devem a
propria natureza do acoplamento linear, que promove interacdes mesmo quando as ondas
solitarias se encontram bem afastadas. No contexto de acopladores direcionais, essas in-
teracdes ocorrem entre a onda solitdria de uma fibra e o meio livre da outra fibra acoplada,
resultando em um campo oscilante localizado de baixa amplitude induzido na dltima, que
acompanha a onda solitdria geradora. A componente imagindria desse modo de instabilidade
oscilatdria pode ser atribuida a esses campos oscilantes, assim como pequenas oscilacdes
constatadas durante a evolug¢do dos autovalores puramente imagindrios. Na primeira colisdo,
a interacdo entre as ondas solitdrias instaura oscilagdes de forma que representam uma tran-
si¢do definitiva do espectro de estabilidade linear. Nessa transicao, nota-se que autovalores
aparentemente "continuos" surgem no eixo imaginario proéximo da origem, se misturando
com os autovalores discretos do espectro (veja os espectros da Fig. 6.18 para Z > Zcy).
Durante o estado ligado, o espectro pds-colisional muda conforme a largura média das ondas
solitarias, assumindo basicamente duas configuracdes principais associadas aos estados vi-

bracionais de minima e maxima largura das ondas solitdrias. A configuracdo dos autovalores
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Figura 6.18 Dinamica do espectro de estabilidade linear ilustrada para os processos de
colisdao mostrados em (a) e (b). Para ambos, o espectro é quase estaciondrio quando
Z < Zcy, depois da primeira colisdo esse oscila basicamente entre duas configuracdes
definidas pelos estados de minima e méxima largura média das ondas solitdrias (Wpin € Wmax »
respectivamente). Depois da dltima colisdo (Z > Zc;), o espectro no caso (a) assume uma
configura¢do com poucas oscilagdes dos autovalores, no caso (b) esse permanece oscilando
entre duas configuragdes também definidas pela largura média.

no estado de minima largura ndo envolve modos de instabilidade, isso significa que apenas
os modos internos sao responsaveis pelo eminente alargamento do perfil. Nesse processo que
leva o perfil para o estado vibracional de méxima largura, parte dos autovalores correspon-
dentes aos modos internos colidem na origem (A = 0) e se tornam modos de instabilidade.
Embora esses modos muitas vezes indiquem que as solugdes sdo instdveis, no sistema
em questdo os resultados evidenciam que esses podem apenas estar relacionados com a
emissdo de radiacdo (que afeta a estabilidade das solugdes nos cendrios de auto aprisiona-
mento permanente) e/ou com as oscilacdes de forma juntamente com os modos internos,
assim como no caso discutido no Cap. 3 que trata da estabilidade linear de um tnico
gausson sem efeitos de acoplamento. Entdo, o estreitamento que sucede € induzido pelos
modos internos e possivelmente pelos modos instabilidade, entretanto, para confirmacgao

do papel desses ultimos nas oscilacdes de forma € necessario um estudo mais detalhado.
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Nessa tultima etapa do ciclo de oscilagdo, os autovalores reais colidem na origem e se deslo-
cam para o eixo imagindrio, e dessa maneira a configuracao contendo apenas modos internos
e autovalores "continuos" é gradualmente reestabelecida. Apds a segunda e dltima colisdo, o
espectro recupera parcialmente a configuracio pré-colisional, as oscilagdes dos autovalores
persistem e acompanham o estado vibracional analogamente a descri¢do anterior, porém as
colisdes envolvendo os modos na origem ndo ocorrem (i.e., a quantidade de modos internos
ativos permanece fixa). Desconsiderando tais oscilagdes, a diferenca mais notdvel entre o
espectro inicial e o final, é a presenca de autovalores ditos "continuos" no dltimo. Por meio
de uma investigacao mais detalhada do espectro, verifica-se que tal continuidade € apenas
aparente (como esperado de um sistema com ndo-linearidade logaritmica). O que se tem
de fato sdo conjuntos de autovalores aglomerados com separagdo muito pequena, que sao
provenientes das vérias componentes da radiacdo ndo-linear emitida durante o estado ligado
de ondas solitarias. As componentes que propagam com velocidade de fase suficientemente
alta, escapam do potencial atrativo produzido pelas ondas solitarias em dire¢do ao campo
distante (|7| > 0). As componentes restantes permanecem aprisionadas nas bordas das
ondas solitdrias, e podem eventualmente adquirir velocidade de fase suficiente para escapar
das mesmas. Todas essas componentes da radiacdo surgem como pacotes localizados com
amplitude muito pequena, que é da ordem de 107> para a maioria das componentes, as que
carregam maior energia geralmente tém amplitude da ordem de 10~*. Anteriormente, a
influéncia dos campos oscilantes induzidos no meio livre das fibras foi mencionada, o efeito
desses sobre o comportamento dos modos internos e de instabilidade € realmente muito
pequeno para a intensidade de acoplamento considerada (I' = —0.2), pois constatou-se que
esses induzem oscilacdes muito pequenas nas ondas solitarias que desviam a amplitude das
mesmas em aproximadamente 0.5% . Para || = 0.5, essas oscilagdes se tornam bem mais
relevantes e o comportamento das ondas solitrias desvia bastante daquele de um séliton
de perfil estaciondrio. Para I' = —1.0 por exemplo, o desvio da amplitude é de quase 50%,
nesse caso a dindmica fornecida por um modelo reduzido é completamente invélida.

A andlise do espectro de estabilidade linear desenvolvida aqui, teve foco nos cendarios
apresentados pelas Fig. 6.18, para os quais foram discutidos os aspectos principais da
dindmica dos autovalores associados aos modos internos e de instabilidade, e como esses
estdo correlacionados com o comportamento das ondas solitdrias. Como qualquer processo
de colisdo, com exce¢do daqueles que resultam em auto aprisionamento permanente, pode ser
descrito em termos dos modos translacionais e vibracionais, € esperado que esses aspectos da
dindmica do espectro sejam gerais. Para verificar isso, considerou-se varios outros processos
de colisdo, e pela andlise do espectro constatou-se que os autovalores se comportam de

maneira andloga a descrita anteriormente, i.e., oscilando entre duas configuracdes associadas



6.6 Andlise do mecanismo de colisdo e compara¢do com o modelo reduzido 97

aos estados de minima e maxima largura média. Essas oscilacdes sdo bem consistentes se a
separacgdo entre as ondas solitdrias ndo for muito pequena (como em situacdes de iminén-
cia de colisdo), e podem envolver configuragdes bem mais complexas que as apresentadas
na Fig. 6.18. A andlise do espectro de estabilidade linear indica que os modos vibracionais
estdo intrinsecamente relacionados aos modos internos e de instabilidade, cujo efeito com-
binado sdo as oscilagdes de forma com frequéncias bem definidas em qualquer janela de
regularidade. Esse resultado € a principal contribui¢do do estudo estabilidade linear, mais
informagdes sobre a dindmica das ondas solitdrias podem ser obtidas a partir de uma andlise
mais minuciosa do espectro, o que € muitas vezes uma tarefa bem complicada devido a
complexidade que o mesmo pode apresentar na maioria dos cendrios de colisado.
Anteriormente na secdo sobre o mecanismo de colisdo do modelo reduzido, a analise
do modo vibracional pode ser feita em termos dos parametros intrinsecos (largura e chirp)
das ondas solitarias. Porém, isso ndo é adequado no caso das simula¢des numéricas diretas,
pois apenas parametros extrinsecos (e.g. posi¢do e velocidade) podem ser medidos com
razodvel precisdo. Portanto, para investigar quantitativamente os efeitos dos modos internos
e de instabilidade na dindmica de interacdo, deve-se recorrer ao cdlculo da energia cinética
total (K) e potencial total (P = Pnz + P¢) das ondas solitdrias. Para calcular as quantidades
X e P no instante Z = Z’, substitui-se as solu¢des p(7) e ¢(7) na densidade hamiltoniana
associada a lagrangiana (6.6), e efetua-se a integracdo numérica dos termos correspondentes.
A Fig. 6.19 mostra como a variagdo AK(Z) = K(Z) — K(0) evolui durante processos de
colisdo fornecidos pelas simulacdes diretas e pelo modelo reduzido. Sobre o comportamento
das componentes cinética e potencial da energia total, reproduzido pelas quantidades AK(Z)
e AP(Z), verifica-se que a primeira cresce quando o perfil da onda solitdria se estreita, e
decresce quando esse alarga. O contrario ocorre com a componente potencial, cuja variagdo
tende a ser exatamente o oposto da componente cinética nas simulagdes diretas (sendo exata
no modelo reduzido, para o qual vale a equagdo AK(Z) + AP(Z) = 0), i.e., 0 hamiltoniano
dado pela soma permanece aproximadamente constante. Essa quase invariancia do hamilto-
niano se deve a erros numéricos que se acumulam durante a evolu¢@o das condi¢des iniciais
via simulagdes diretas, resultando no decaimento do mesmo e também da normalizagdo.
Porém, a discretizagdo empregada garante que esses erros sejam bem pequenos, de modo que
nos cendrios (a) e (b) da Fig. 6.19 por exemplo, calcula-se que o desvio percentual desde
Z =0 até o fim do processo de colisdo tem valor inferior a —0.09% para o hamiltoniano,
sendo menor que —0.2% para a normalizacdo total. Sobre as oscilagdes da energia total
cinética em todos os casos da figura, nota-se que a primeira colisdo € antecedida de um curto
alargamento do perfil seguido pelo estreitamento do mesmo, atingindo a largura minima em

um instante Z(wnin) = Zc , que corresponde a um estado em que as ondas solitdrias t€ém
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Figura 6.19 Gréficos da variacao da energia total cinética (AK) em funcdo da distancia de
propagacdo Z para quatro processos de colisdo: (a) e (b), resultados obtidos via simulagdes
diretas (SD) para processos com vy tomado na janela indicada; (¢) e (d), resultados obtidos
via modelo reduzido (MR) para processos com vy tomado na janela indicada. Essa janela do
MR fornece cendrios de colisdo que sao andlogos aos fornecidos pela outra encontrada nas
SD, por isso, os valores de vo em (c) e (d) foram convenientemente escolhidos para que o
comportamento de AKX fosse similar aos casos em (a) e (b), respectivamente.

mdxima energia total cinética e minima potencial. Essa primeira colisdo instaura oscilacdes
de forma que sdo replicadas em fase nas componentes da energia, sendo praticamente idénti-
cas durante o estado ligado nos processos fornecidos pelas simulacdes diretas e pelo modelo
reduzido. Usando a Eq. (6.25) para calcular a amplitude e a frequéncia das oscilagdes de
AX, obtém-se os seguintes pardmetros de melhor ajuste para os graficos (a)-(b) e (¢)-(d)
da Fig. 6.19:

SD: D =0.406+0.005 (1.28%) , ©=2.678+0.002 (0.085%) , (6.32)
MR: D =0.360+0.007 (2.05%) , @=2.688+0.003 (0.130%) . (6.33)

Isso mostra que nas duas abordagens o estado vibracional das ondas solitdrias tem amplitude
e frequéncia bem definidas, verifica-se que essas quantidades sdao praticamente constantes
para qualquer processo proveniente de uma mesma janela. Comparando D e @ mostrados
em (6.32) e (6.33), é evidente a semelhanca de valores, principalmente com relacdo a
frequéncia de tais oscilacdes, que sdo, portanto, bem reproduzidas pelo modelo reduzido.
A amplitude média dessas oscilagdes é visivelmente menor que o valor atingido por AKX
logo ap6s a primeira colisdo (D < 0.5). A origem dessa diferenca de amplitude reside na
contribui¢do da energia potencial de acoplamento, que decresce quando a separagdo das
ondas solitdrias diminui e atinge seu valor minimo nos instantes de colis@o (valor negativo,
pois I < 0), resultando em pico de mdxima energia cinética total que se destaca entre os
outros decorrentes das oscilacdes de forma. Quando as ondas solitdrias se encontram na

z

eminéncia da segunda colisdo, o comportamento da variacdo AKX nos cendrios (b) e (d) é
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Figura 6.20 Amplitude (b) e comprimento (c¢) da primeira oscilagdo posicional nas simu-
lagdes numéricas diretas, o ensemble empregado consiste de 200 processos de colisdo com
vp variando no intervalo da estrutura fractal mostrada em (a).

claramente diferente do que se constata para (a) e (¢). Isso ocorre devido as diferencas
de caminho discutidas anteriormente na se¢cdo sobre o modelo reduzido, que resultam da
dependéncia do primeiro modo translacional com a condi¢do inicial. Aqui, essa dependéncia
também € verificada nas SD em termos da amplitude e do comprimento da primeira oscilacao
posicional em fungdo de vg. As Fig. 6.20() e (¢) mostram que essas quantidades variam
regularmente com v( no intervalo da estrutura de janelas inicial, o comportamento de ambas
¢ compardvel com os resultados das Fig. 6.12(c) e (d) referentes a segunda oscila¢do
posicional no MR. Esse comportamento do primeiro modo translacional nas SD, explica
porque a estrutura mostrada na Fig. 6.20(a) emerge de forma semelhante aquelas da Fig.
6.12(a), no entanto, a dependéncia desse modo com vy é mais simétrica aqui, isso leva
ao aparecimento da janela larga central que divide a estrutura inicial em duas compostas
por janelas de assinaturas equivalentes. De volta para a Fig. 6.19, nos processos (a) e
(¢) o valor de vy desvia pouco do valor ideal caracteristico das respectivas janelas, que
permite a ressonancia mais adequada entre esses modos. Como a condi¢do de ressonancia é
quase satisfeita, os estados acessados pelas ondas solitdrias na segunda colisdao (durante o
intervalo centrado em Zc, definido por [Zc¢y —AZ /2, Zcy + AZ /2] com AZ da ordem de um
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periodo de oscila¢do 27/ @), sdo bem similares aos estados acessados na primeira colisdo
na ordem reversa, ou seja, a partir do instante Zc; +AZ/2 até Zc| — AZ /2 antes da colisdo.
Isso pode ser facilmente constatado em termos da energia, que tem correlagdo direta com
o estado vibracional e também com a separacdo das ondas solitdrias. Nos processos das
Fig. 6.19(b) e (d), a velocidade de aproximagio é tal que as diferengas de caminho atrasam
a segunda colisdo (Zc, € maior que nos dois casos anteriores), com isso a ressonancia €
fracamente satisfeita, de forma que os estados acessados na segunda colisdo diferem mais
significativamente daqueles acessados na primeira (note que em (b) e (d), o comportamento
de AKX no intervalo [Zcy —AZ /2, Zcy + AZ /2] é claramente diferente do que é visto em (a)
e (c¢)). Consequentemente, uma quantidade maior de energia permanece no modo vibracional
apOs a separacgdo, e por isso a amplitude da oscilacdo da energia no estado final também
€ maior. Logo, os resultados e comparacdes feitas até aqui, evidenciam que os principais
aspectos da dinamica exata dos modos translacionais e vibracionais e do mecanismo de troca
de energia entre os mesmos, foram bem descritos pelo MR.

A anélise do comportamento da energia baseada nos resultados referentes a Fig. 6.19,
sugere fortemente que qualquer processo de colisdo proveniente de uma janela encontrada
via simulagdes diretas, pode ser muito bem descrito por algum processo do modelo reduzido
decorrente de uma janela com a mesma assinatura colisional. Isso significa que a dindmica
dos processos de colisdo regulares € pouco influenciada pelo campo de radiacio, de forma
que as componentes que permanecem confinadas nas bordas das ondas solitarias, pouco
alteram os perfis gaussianos e o comportamento dos modos translacionais/vibracionais. Essa
afirmacgao condiz com os resultados sobre o espalhamento fractal fornecido pelas simulagdes
diretas, pois constatou-se que o mecanismo de ressonancia descrito pelo modelo reduzido
€ de fato responsavel pelo surgimento das janelas na abordagem exata do sistema. E como
essas surgem em padrdes bem definidos e muito similares nas duas abordagens, os efeitos da
radiacdo sobre os modos translacionais/vibracionais devem ser realmente muito pequenos
para processos regulares. Por outro lado, no regime cadtico de espalhamento, a emissdo de
radiacdo causa o aprisionamento definitivo das ondas solitdrias na maioria dos processos de
colisdo. Esse auto aprisionamento permanente se deve a ndo ressonancia dos modos que
leva a estados ligados de longa duragcdo envolvendo muitas colisdes, com isso, a energia
total contida nas ondas solitarias diminui gradualmente, aumentando a taxa de colisdes
(proporcional a frequéncia das oscilagdes posicionais) que por sua vez intensificam ainda
mais as perdas por radiacdo. Como esses cendrios sdo caracterizados por muitas colisdes
separadas por oscilagdes posicionais curtas, uma maneira de detectd-los € medindo a taxa de

colisdes durante a propagacao numérica das condicdes iniciais.



Conclusao

Essa dissertacdo teve como tema principal a propagacdo de luz em fibras dpticas nao-
lineares com foco no espalhamento de ondas solitdrias governadas pelas equagdes de evolucao
(5.3) e (5.4). Essas fornecem um modelo de EDPs acopladas para o sistema nao integravel em
questdo, e descrevem a interacdo de pulsos 6pticos propagando em acopladores direcionais
com nao-linearidade logaritmica. A descri¢do fornecida por essas equacdes considera campos
Opticos suficientemente intensos, de modo que o efeito ndo-linear possa ser modelado pela
ndo-linearidade na forma aproximada F'(I) = In(/). Quando os campos estdo desacoplados,
solugdes de ondas solitdrias na forma de sélitons gaussianos sdo admissiveis, essas foram tteis
na construcdo de condig¢des iniciais adequadas para o caso estudado, em que o acoplamento
linear (Rabi) € atrativo e dado por I' = —0.2. Embora o acoplamento também promova
interagdes entre os campo 6pticos de uma fibra e o meio livre da outra, as condi¢des iniciais
na forma gaussons com pouca sobreposi¢do se mostraram razoaveis. Em outras palavras,
verificou-se que um pulso gaussiano propagando em uma fibra ativa acoplada a uma fibra
passiva preserva sua forma com grande aproximac¢do quando o acoplamento ndo é muito
intenso. Isso permitiu que uma abordagem variacional fosse considerada, ja que a construcao
de um ansatz requer que as ondas solitarias tenham perfis pré-colisionais estdveis, € que
esses possam ser aproximados por alguma func¢ao analitica conhecida. Como a viabilidade
do método variacional ja foi comprovada para varios problemas de espalhamento decorrentes
de sistemas ndo integraveis (principais referéncias: [6, 15-17] ), o desenvolvimento de um
modelo reduzido de EDOs se mostrou apropriado antes do tratamento exato do problema, que
demanda muito mais tempo computacional e exige andlises ndo triviais da dindmica complexa
de interagdo. Embora o modelo reduzido forneca uma descri¢do aproximada e simplificada da
dinamica regida pelas EDPs de movimento, essa foi suficiente para prever a existéncia de uma
regido cadtica de espalhamento contendo uma estrutura fractal de janelas de regularidade,
que sdo caracterizadas por assinaturas colisionais previsiveis e bem definidas associadas
a processos de colisdo do tipo reflexdo ou transmissdo. Esse principal resultado obtido

variacionalmente motivou a execu¢@o das simula¢des numéricas diretas das EDPs, revelando
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que de fato tem-se espalhamento cadtico quando a velocidade de aproximacao absoluta é
inferior a um certo valor critico (|v¢|, cujo valor foi bem aproximado pelo modelo reduzido),
e que estruturas de janela surgem em uma regido muito mais estreita em que |vo| < |v.|. Pela
andlise e comparacao dos resultados fornecidos pelas duas abordagens, constatou-se que as
estruturas fractais sdo bem similares, o que se deve a descri¢do adequada do mecanismo de
colis@o pelo modelo reduzido. Isso s6 foi possivel porque a dindmica combinada dos modos
internos e de instabilidade (investigada por meio do estudo do espectro de estabilidade linear)
instaura oscilacdes de forma com amplitude e frequéncia bem definidas, que foram descritas
com boa precisao pela fase quadratica no ansatz. Outro detalhe essencial que favoreceu o
método variacional foi a baixa influéncia da radia¢do ndo-linear sobre os processos regulares
provenientes de janelas, cujo efeito na dinamica de colisdes € muito mais relevante nos
processos cadticos que frequentemente resultam no aprisionamento das ondas solitdrias.

O sistema considerado nesse trabalho foi abordado com foco no contexto da dptica, no
entanto, fendmenos de onda ndo-linear surgem em diversos cendrios fisicos, e por isso podem
existir situacdes diferentes em que o espalhamento de ondas solitdrias também seja governado
pelas EDPs (5.3) e (5.4). Dependendo do contexto fisico, a realizacdo de colisdes simétricas
entre ondas solitdrias pode ser factivel experimentalmente. Nesse caso, se o grau de controle
do sistema for suficientemente alto, permitindo a constatacdo do espalhamento cadtico
em termos da velocidade de aproximacao, a baixa sensibilidade das colisdes procedentes
de janelas de regularidade pode ser ttil na construcdo de um dispositivo de deteccao de
perturbacdes. Como exemplo, considera-se uma versao hipotética de tal dispositivo em que
um meio de propagacdo de base (livre de perturbagdes) seria empregado na preparacao de um
estado inicial de ondas solitdrias no regime regular de colisdo. Para isso, deve-se considerar
as limitacdes do proprio aparato experimental que seriam responsaveis por flutuagdes na
velocidade de aproximacao inicial, assim, o intervalo de velocidades acessado na preparagdo
do estado inicial (definido pela amplitude maxima dessas flutuagdes) deve estar contido
no intervalo de uma janela de regularidade especifica. Se o meio de base for trocado por
um meio de teste, qualquer desvio do regime regular de colisdo indicaria a presenga de
inomogeneidades. Logo, o dispositivo em questdo permitiria comparar a qualidade de duas
fibras dpticas, por exemplo. Caso o estado inicial seja preparado em um regime cadtico de
espalhamento, as flutuagées nao permitiriam que o dispositivo fosse configurado em um
processo de colisdo previsivel. Contudo, se a regido irregular acessada nao for dominada
por processos de aprisionamento, a alternancia cadtica entre reflexdo e transmissdo poderia
ser usada na gerardo de uma sequéncia aleatéria de nimeros bindrios, de modo que uma
unidade de bit com valor 1 (0) seria designada toda vez que o estado preparado resultar em

um processo do tipo reflexdo (transmissao).
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