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Resumo

Essa dissertação apresenta o trabalho de pesquisa que teve como foco o estudo de
sólitons em sistemas não-integráveis governados por modelos efetivos de equações diferen-
ciais parciais (EDPs) de dimensão (1+1), isto é, uma dimensão espacial e uma temporal.
Na linha de pesquisa principal, foi considerado um modelo de dois campos dado por equa-
ções de Schrödinger com não-linearidade logarítmica e acoplamento linear, em que foram
investigados os principais aspectos da colisão de dois sólitons gaussianos (gaussons),
considerando a estabilidade das soluções, seus mecanismos de interação e a regularidade
do espalhamento. O estudo de colisões de gaussons nesse modelo foi realizado a partir de
duas abordagens: semi-analítica (modelo variacional/reduzido) e simulação numérica direta.
Para o sistema considerado nesse trabalho, as duas abordagens renderam resultados seme-
lhantes que revelam a existência de uma dinâmica caótica e fractal envolvendo as condições
iniciais e as propriedades pós-colisionais dos sólitons, que foi constatada pela análise das
correlações entre os parâmetros de entrada e saída. Os padrões fractais são constituídos por
janelas de regularidade, cujo posicionamento segue uma regra bem definida que foi obtida
via um modelo de linearização que se mostrou muito semelhante nas duas abordagens (i.e.,
a distribuição de janelas foi bem descrita variacionalmente). Em tais janelas a dinâmica
de colisão dos sólitons deixa de ser caótica (colisão regular), tornando-se previsível e bem
definida, por isso a largura dessas janelas fornece as condições em que o controle da interação
é possível. Além disso, pela análise da dinâmica dos parâmetros variacionais do modelo
reduzido e das quantidades físicas mais relevantes na abordagem exata via EDPs (energia
total cinética e potencial), verificou-se que essas janelas surgem devido a um mecanismo
ressonante de troca de energia entre os modos translacionais e vibracionais dos sólitons.
Pelo estudo da estabilidade linear das ondas solitárias, verificou-se que os modos vibracionais
decorrem de oscilações de forma induzidas por modos internos e também, possivelmente,
por modos de instabilidade excitados durante as colisões. Constatou-se que essas oscilações
são bem definidas em todas as colisões regulares. A viabilidade do método variacional no
sistema estudado se deve à adequada descrição dos modos vibracionais pelo modelo reduzido
e à baixa influência da radiação não-linear emitida sobre os processos de colisão regulares
encontrados via simulações diretas.





Abstract

This dissertation presents the research that was focused on the study of solitons in non-
integrable systems governed by effective models of partial differential equations (PDEs)
of (1+ 1) dimensions, that is, one spatial and one time dimension. In the main research
line, we considered a model of two fields given by nonlinear Schrödinger equations with
logarithmic nonlinearity and linear coupling, the main aspects of the collision dynamics of
two Gaussian solitons (gaussons) were investigated, addressing the stability of the solutions,
the interaction mechanisms, and the regularity of the scattering. The study of gaussons
collisions in this model was performed via two approaches: semianalytic (variational/reduced
model) and direct numerical simulation. For the system considered in this work, both
approaches provided similar results which revealed the existence of a chaotic and fractal
dynamics involving the initial conditions and the post-collisional properties of the solitons,
which were verified by the analysis of the correlations between the input and output parame-
ters. The fractal patterns are constituted by regularity windows that are positioned accordingly
to a well defined rule, which was obtained via a linearization model that was found to be
very similar in both approaches (i.e., the windows arrangement was well described by the
variational model). In such windows the solitons collision dynamic turns out to be not
chaotic (regular collision), it becomes predictable and very well defined, hence the width
of these windows provides the conditions in which the control of the interaction is possible.
Besides, by analyzing the dynamics of the variational parameters of the reduced model and
also the dynamics of the most relevant physical quantities in the exact approach via PDEs
(namely the total kinetic and potential energies), we attested that these windows arise due to a
resonant mechanism of energy exchange between translational and vibrational soliton modes.
By studying the linear stability of the solitary waves, we proved that the vibrational modes
originate from shape oscillations induced by internal modes and also, possibly, by instability
modes excited during the collisions. We verified that these oscillations are well defined in
all regular collisions. The viability of the variational method in the system studied is due
to the suitable description of the vibrational modes by the reduced model, and also the low
influence of the emitted nonlinear radiation in the regular collision processes found in the
direct simulations.
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1 Introdução

Na física, os conceitos de campo, onda e partícula são abstrações fundamentais para
a descrição teórica da natureza. Embora esses conceitos tratem de fenômenos diferentes
a priori, uma descrição concisa da realidade microscópica requer a unificação de elementos
da dinâmica dos três para representar o que se observa nos experimentos. Essa unificação é
fundamental no entendimento da natureza da luz, e foi primeiramente feita por Maxwell em
1862, que inferiu que o caráter ondulatório da luz (verificado por experimentos de interferên-
cia e difração) advém do fato da mesma consistir de ondas eletromagnéticas, i.e., campos
oscilantes elétricos e magnéticos acoplados propagando na forma de ondas transversais
[1, 2]. Posteriormente no início do século XX, constatou-se que a teoria eletromagnética
não era capaz de explicar a radiação de um corpo negro, que podia apenas ser descrita em
termos da hipótese de quantização da energia sugerida por Planck [3]. Einstein generalizou
essa hipótese e retomou o conceito de partícula associado a luz que havia sido proposto
por Newton, e com isso explicou de maneira simples vários aspectos do efeito fotoelétrico
[3]. Com essa unificação dos conceitos de onda eletromagnética e partícula, a natureza da
luz passa a ser entendida como simultaneamente corpuscular e ondulatória. Tal comporta-
mento dual da luz também é verificado em partículas elementares, para as quais o caráter
ondulatório foi proposto por de Broglie em 1924, e constatado em 1927 por meio de exper-
imentos de difração com elétrons [3, 4]. Esses aspectos fundamentais do comportamento
dual de onda-partícula da luz e da matéria estão incorporados nas bases da formulação da
mecânica quântica [4]. No entanto, essa dinâmica fascinante não é exclusiva de partículas
microscópicas, sendo constatada também em fenômenos de onda conhecidos como sólitons
em escalas macro e mesoscópicas. Isso pode até parecer um pouco estranho, pois a noção
comum de onda considera, frequentemente, apenas efeitos lineares, que estão relaciona-
dos ao comportamento dissipativo e deslocalizado que contrasta com a noção de partícula.
Contudo, a linearidade das equações de onda é em muitos casos uma primeira aproximação
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da descrição da natureza não-linear de um fenômeno de onda. Quando essa aproximação
não é suficiente, contribuições não-lineares devem ser incluídas no modelo matemático do
sistema físico. A complexidade de um modelo não-linear de propagação de ondas torna
tarefas básicas como a obtenção de soluções analíticas e a investigação de propriedades
dinâmicas bem mais difíceis, sendo muitas vezes necessário o uso métodos matemáti-
cos mais sofisticados e/ou simulações numéricas das equações de movimento. Modelos
não-lineares são amplamente abordados nas Ref. [5, 6], com foco no contexto da óptica
não-linear e condensados de Bose-Einstein (BECs) nas Ref. [7–9]. Em [6, 9, 10], também
são abordados métodos matemáticos e numéricos com grande aplicação em sistemas de
ondas não-lineares.

Em sistemas de ondas não-lineares, soluções do tipo sóliton são ondas solitárias com
dinâmica de destaque. Essas surgem devido a processos dinâmicos correlacionados induzidos
pelos constituintes do meio de propagação. Assim, em meios dispersivos não-lineares,
essas ondas resultam de um balanço preciso entre os efeitos de dispersão e os efeitos não-
lineares. No contexto da física, sólitons são soluções de onda especiais que apresentam
grande estabilidade e robustez, no sentido da manutenção da forma e das propriedades físicas
mesmo sobre o efeito de perturbações pequenas possivelmente induzidas pelo próprio meio
de propagação e/ou por outras ondas propagando no mesmo. A característica mais importante
que define um sóliton e o diferencia de uma mera onda solitária está no fato desse colidir
elasticamente com outros sólitons, se comportando como uma partícula. Assim, o resultado
efetivo de qualquer colisão é no máximo uma mudança de fase nas ondas. Embora sólitons
sejam essencialmente fenômenos de onda, em muitos casos a semelhança com partículas se
torna ainda maior quando esses se manifestam na forma de pulsos localizados no espaço
e/ou no tempo, surgindo em escalas macroscópicas (e.g. pulsos de luz em fibras ópticas
[7, 8] e ondas hidrodinâmicas em águas rasas [11] ) e mesoscópicas (e.g. excitações coletivas
de átomos em BECs [9, 12]). É notável que os sólitons sejam de muito interesse tanto na
matemática quanto na física em virtude de suas particularidades que mesclam conceitos
associados a partículas e ondas, além da complexidade e riqueza de detalhes que esses objetos
apresentam na maioria dos sistemas de onda não-linear.

A dinâmica análoga a de partículas é característica de sólitons em sistemas ditos inte-
gráveis, i.e., sistemas que podem ser resolvidos analiticamente pelo método do espalhamento
inverso [5, 6]. No entanto, assim como a linearidade de muitos modelos é restringida
por condições específicas, a integrabilidade da maioria dos sistemas é também. No caso
não-integrável, a investigação de um dado sistema frequentemente se limita a métodos
aproximados e simulações numéricas. Apesar de muitas vezes não ser possível encontrar
soluções analíticas via método do espalhamento inverso, sólitons ainda podem emergir em



3

regimes restritos do sistema, que podem depender de processos complexos de interação e
emissão de radiação, por exemplo. O estudo de ondas solitárias em sistemas não-integráveis
é geralmente mais complicado, pois existem vários detalhes importantes que devem ser con-
siderados, como a estabilidade sobre efeito de perturbações, o funcionamento do mecanismo
de interação e sua influência na dinâmica durante colisões [6, 7], etc. Isso porque ondas
solitárias podem ser instáveis e bastante susceptíveis a mecanismos complexos de troca e
emissão de energia envolvendo outras ondas e campos de radiação, que são frequentemente
associados com a formação de estados ligados e com o espalhamento caótico. Sólitons
nessas circunstâncias dificilmente preservam suas propriedades básicas. Porém o termo é
comumente estendido para uma classe maior de ondas solitárias de comportamento análogo
ao de partículas interagentes, mesmo quando essas colidem inelasticamente emergindo com
alterações que vão muito além de uma simples mudança de fase. Por isso, é comum tratar de
temas como instabilidade, estados ligados e espalhamento caótico de sólitons.

No trabalho de pesquisa abordado nessa dissertação, considerou-se um modelo de dois
campos dado por equações não-lineares de Schrödinger logarítmicas com acoplamento
linear, que descrevem a propagação de pulsos de luz em uma fibra óptica não-linear
de dois núcleos (também conhecida como acoplador óptico direcional) [13, 14], cujo
efeito não-linear será modelado por um termo do tipo logarítmico quando certas condições
englobando o meio de propagação e os pulsos são atendidas. Nesse contexto, cada campo
representa o perfil de intensidade longitudinal de um pulso na forma de sóliton tempo-
ral gaussiano (gausson) que propaga ao longo do eixo de um dos núcleos do acoplador.
A interação envolvendo os pulsos contidos em cada núcleo e o meio livre da fibra é modelada
com boa aproximação por um termo de acoplamento linear. Com objetivo de introduzir os
principais aspectos teóricos e experimentais necessários para o entendimento do sistema
físico investigado, o conteúdo que segue após esse capítulo será dividido em seis capítulos.
Uma breve revisão histórica seguida de uma introdução geral ao estudo de ondas solitárias é
feita no segundo capítulo, onde alguns conceitos fundamentais e resultados importantes são
abordados de maneira direta e focada no escopo do trabalho de pesquisa. O terceiro capítulo
trata do contexto físico e discute os principais aspectos da propagação de luz em fibras
ópticas. Além disso, com o objetivo de evidenciar as condições e os mecanismos físicos que
levam ao surgimento de sólitons ópticos no sistema investigado, uma derivação detalhada
da equação não-linear de Schrödinger cúbica é feita e também são abordadas as circun-
stâncias em que outros tipos de não-linearidade se tornam dominantes. No quarto capítulo,
algumas propriedades gerais de soluções de sóliton provenientes de equações não-lineares de
Schrödinger são discutidas para os casos em que a não-linearidade é do tipo dual-power ou
logarítmica, e também é feita uma introdução ao formalismo lagrangiano que é empregado
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no sexto capítulo. O quinto capítulo retoma o tema do terceiro e trata dos acopladores ópticos
direcionais, abordando também as condições em que esses dispositivos podem propiciar
colisões simétricas de pulsos de luz na forma gaussons. O assunto central dessa dissertação é
tratado propriamente no sexto capítulo, onde o estudo semi-analítico do espalhamento de
gaussons é descrito desde o desenvolvimento do modelo variacional (também chamado de
modelo de coordenadas coletivas), constituído por equações diferenciais ordinárias (EDOs)
acopladas, até a exposição e análise dos resultados das simulações numéricas dessas EDOs
que fornecem uma descrição aproximada e simplificada da dinâmica dos sólitons [6, 15–17].
As EDPs do modelo exato também foram investigadas via simulações numéricas diretas
[18–23], os resultados são exibidos e comparados com a descrição fornecida pelo modelo
reduzido nas últimas seções do sexto capítulo. A conclusão do trabalho de pesquisa é assunto
do sétimo e último capítulo.



2 Ondas solitárias

2.1 Ondas na superfície da água e a equação KdV

Um dos fenômenos ondulatórios mais comuns e evidentes da natureza é a propagação de
ondas na superfície da água. Essas resultam do efeito restaurador da gravidade e/ou tensões
superficiais sobre perturbações na superfície livre da água. Quando o primeiro (segundo)
efeito é dominante, essas são chamadas de ondas gravitacionais (capilares). Interessante-
mente, ondas no interior de fluídos (conhecidas como ondas internas) também podem surgir
devido à gravidade, ocorrendo na interface de fluídos com densidades diferentes, que, no
caso de águas oceânicas, seriam camadas com temperaturas e/ou salinidades diferentes [24].
No caso de ondas de baixa amplitude, como vistas em um lago calmo ou em uma poça
d’água, as características mais básicas do fenômeno se manifestam claramente. Já no caso
de ondas no mar, a transição de águas profundas para as águas rasas na costa, induz efeitos
diferentes que geralmente resultam no colapso das ondas. Ondas sonoras, eletromagnéticas
na faixa do visível e na faixa de rádio, também são familiares, essas são bem descritas pela
teoria de ondas lineares na maioria das condições de propagação da atmosfera terrestre.
Já para as ondas na superfície da água a descrição da dinâmica é mais complicada, pois
a linearização das equações de movimento só é possível em cenários específicos, como a
propagação de ondas de baixa amplitude relativamente ao comprimento de onda (λ ), o que é
mais comum em águas profundas. Para ondas de superfície propagando em águas de baixa
profundidade (águas rasas) relativamente ao seu comprimento de onda, uma abordagem
não-linear é indispensável [25].

Durante o século 19, a teoria de ondas na superfície de fluídos homogêneos teve muito
progresso, a descrição linear foi primeiramente elaborada pelo matemático britânico G. Bid-
dell Airy, cujo modelo inclui o efeito de dispersão de frequência (velocidade de propagação
depende do comprimento de onda) mas se limita a situações de baixa amplitude comuns
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no caso de ondas oceânicas [25]. No início do desenvolvimento da teoria não-linear, foram
introduzidas as conhecidas equações de águas rasas, que incluem o efeito de dispersão de
amplitude (análogo à dispersão de frequência) porém se restringem a cenários em que a
escala de comprimento horizontal é muito maior que a vertical (λ ≫ h, com h sendo a
profundidade média). A busca por modelos não-lineares mais gerais se intensificou quando
J. Scott Russell, engenheiro e arquiteto naval escocês, relatou em 1844 suas observações
sobre um fenômeno de onda peculiar que atualmente é conhecido como onda solitária. Em
agosto de 1834, Russell conduzia experimentos em canais de água para a Union Canal
Company com o objetivo de projetar barcos mais eficientes [11]. Em certa ocasião um dos
testes produziu uma onda de elevação solitária e simétrica, essa se deslocava ao longo do
canal estreito com velocidade constante enquanto mantinha sua forma. Russell replicou o
fenômeno em um tanque de água e estudou suas propriedades, porém não havia na época
nenhum modelo de águas rasas capaz de descrever o que se tornou o problema da onda
solitária. Posteriormente, alguns modelos matemáticos foram desenvolvidos por Boussinesq
e Rayleigh, que encontraram aproximações para a forma funcional e velocidade da onda
solitária. Em 1895, o matemático holandês Diederik Korteweg e seu estudante de doutorado
Gustav de Vries, modificaram o método de Rayleigh para obter uma equação de onda
(atualmente conhecida como KdV) que admite soluções periódicas, essas tendem para a onda
solitária encontrada por Rayleigh no caso limite de longos comprimentos de onda [25].

Vários desses modelos para ondas de superfície em águas rasas (incluindo outros mais
atuais, como o modelo de Camassa-Holm que descreve o colapso dessas ondas ou, em inglês,
breaking waves, e o modelo de Kadomtsev-Petviashvili (KP) que generaliza a KdV para o
caso 2D) são fundamentados em algumas aproximações que, embora representem limitações
para a aplicação, permitem simplificações necessárias para uso em situações específicas de
interesse [11]. Uma primeira aproximação consiste em tomar os efeitos de dissipação como
sendo muito pequenos, podendo ser então negligenciados. Outras consideram relações de
escala envolvendo comprimentos que caracterizam a onda e o meio, esses são ilustrados na
Fig. 2.1 para uma onda de superfície propagando em águas de profundidade uniforme.

A descrição de tais modelos se aplica a ondas longas (λ ≫ h ) de baixa amplitude (a ≪ h )
que são efetivamente unidimensionais. No caso da equação KdV, além da profundidade
h, outras três quantidades físicas devem ser conhecidas: a aceleração da gravidade g , a
densidade do fluído ρ , e a tensão superficial da interface ar-água θ . A função que fornece a
elevação da água acima do nível de equilíbrio (z = 0) é governada pela equação

at +
√

gh
(

1+
3a
2h

)
ax +

h2√gh
2

(
1
3
− θ

ρgh2

)
axxx = 0 , (2.1)
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Figura 2.1 Trem de ondas periódicas com comprimento de onda λ e elevação dada pela
função a = a(x, t) . A propagação se dá na direção x (geralmente ao longo de um canal) a
uma velocidade υ , o deslocamento na direção y é uniforme. A superfície da água se encontra
em z = 0, e a profundidade é constante (h = cte.).

em que derivadas parciais como ∂a/∂x são expressas na forma compacta ax , assim, axxx

representa a derivada espacial de terceira ordem ∂ 3a/∂x3 . A Eq. (2.1) pode ser expressa em
uma forma adimensional se distâncias forem medidas em unidades de L = h

√
(1−3B)/6

(em que B = θ/(ρgh2)< 1/3 é uma constante adimensional), tempo em unidades de T =

L/
√

gh, e a elevação da água em unidades de A = 2hα/3 (com α sendo um parâmetro
adimensional, usualmente escolhe-se α = ±1 ou α = ±6). Assim, na Eq. (2.1) efetua-se
a troca a(x, t)→ Au(x, t), em que as derivadas de a estão relacionadas com as da função
adimensional u pelas relações: ax → AL−1 ux, axxx → AL−3 uxxx, e at → AT−1 ut . Além disso,
pode-se fazer uma reescala da forma u → u−1/α para eliminar o termo proporcional a ux

da equação resultante, o que fornece

ut +α uux +uxxx = 0 . (2.2)

O termo de derivada temporal remete a evolução de uma dada condição inicial u(x,0), que
ocorre sob a influência dos efeitos não-linear (segundo termo) e de dispersão de terceira ordem
(último termo). O termo não-linear, denominado self-steepening, descreve a dependência
da velocidade de grupo com a elevação (amplitude) da onda, fazendo com que os picos se
movam mais rapidamente (veja a Fig. 2.2(a) ). Já o termo dispersivo provoca a redução da
velocidade de propagação, seu efeito em uma onda de elevação solitária é de "quebrá-la" em
um trem de ondas que se dispersa na direção oposta a de propagação (Fig. 2.2(b) ) [7, 11].

O balanço apropriado entre self-steepening e dispersão resulta no surgimento de uma onda
solitária estável que propaga sem mudar sua forma. Uma solução particular desse tipo pode
ser obtida para a Eq. (2.2) supondo u(x, t) =U(ξ ), com ξ = kx−ωt, em que k é número
de onda e ω a frequência angular, de modo que a velocidade de propagação é c = ω/k.
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Figura 2.2 Influência dos efeitos descritos pela equação KdV na evolução temporal de
uma onda com elevação solitária (propagação da esquerda para direita). Em (a), o efeito
self-steepening é retratado, a reta vertical indica a inclinação crítica que antecede o colapso
da onda. Em (b), a dispersão de 3ª ordem quebra a onda em uma sequência de ondas com
velocidade de grupo decrescente (resultados de simulações do próprio autor).

Depois de substituir essa forma funcional na equação, encontra-se

k3Uξ ξ ξ +αkUUξ −ωUξ = 0 → d
dξ

(
k3Uξ ξ +

αk
2

U2 −ωU
)
= 0 , (2.3)

k3Uξ ξ +
αk
2

U2 −ωU = c1 ∈ R , lim
x→∞

dnU
dξ n (ξ ) = 0 ∀ t ∈ R ⇒ c1 = 0 , (2.4)

em que o limite empregado decorre da consideração de que a função U descreve um perfil de
onda localizado, o que permite eliminar a constante de integração c1. Na equação resultante,
após isolar o termo de derivada segunda e multiplicar ambos os lados da por Uξ , pode-se
efetuar uma segunda integração como segue

k3

2

(
U2

ξ

)
ξ
=

(
ωU − αk

2
U2
)

Uξ → k3

2
U2

ξ
=
∫ (

ωU − αk
2

U2
)

Uξ dξ , (2.5)

k3

2
U2

ξ
= c0 +

ω

2
U2 − αk

6
U3 (c0 = 0 assim como c1) . (2.6)

Onde foi usada a relação Uξ dξ = dU para efetuar a integração em U . Na última equação,
pode-se manipular os termos para obter

∫
dξ =

√
k3

ω

∫ dU

U
√

1− (αk/3ω)U
→ ξ0 −ξ

2
=

√
k3

ω
arctanh

(√
1− αk

3ω
U

)
, (2.7)

⇒ U =
3ω

αk
sech2

[√
ω

k3
(ξ −ξ0)

2

]
∴ u(x, t) =

3c
α

sech2
[√

c
2

(x− ct +δ )

]
, (2.8)

com δ sendo um fase espacial e/ou temporal. A velocidade da onda solitária (que propaga na
direção x positivo) determina a amplitude e a largura do pulso com perfil localizado na forma
de sech2 (secante hiperbólica ao quadrado). Com isso, nota-se que cenários de colisão são
possíveis, de modo que o caso mais simples consiste de um pulso produzido em um instante
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t0 e centrado em x0 , interagir com outro mais estreito e de maior amplitude produzido em
t > t0 na mesma posição.

Soluções periódicas da Eq. (2.2) foram encontradas por Korteweg e de Vries, e são
conhecidas como ondas cnoidais (em inglês, cnoidal waves), porque são expressas em termos
da função cn2(ξ +δ ;m), em que cn(φ ;m) é uma das funções elípticas de Jacobi. No limite
m → 1 essas soluções colapsam para aquela mostrada nas Eq. (2.8), descrevendo uma única
elevação solitária [11]. Na natureza, existem fenômenos que provocam o surgimento de trens
de ondas solitárias que se assemelham as ondas cnoidais idealizadas pela equação KdV. Tais
trens de onda são muitas vezes antecedidos por ondas de choque dispersivas, e geralmente
se formam em estuários rasos e afunilados, onde os efeitos induzidos por grandes fluxos
de água (promovidos por marés, tsunamis, tempestades) podem ser ampliados [26]. Em
condições adequadas, fascinantes fenômenos de onda podem ser observados, a pororoca no
rio Amazonas e o mascaret no rio Sena (veja Fig. 2.3), são dois exemplos bem conhecidos.
Atualmente, o rio Sena não tem as condições para gerar o fenômeno com a mesma magnitude
de décadas atrás, pois sua profundidade foi aumentada para permitir o deslocamento de
embarcações maiores.

A equação KdV geralmente modela fenômenos de onda longa fracamente não-lineares,
que, além do contexto de águas rasas, surgem como ondas internas gravitacionais em fluídos
estratificados (já mencionadas anteriormente), ondas inerciais em atmosferas em rotação, e
ondas acústicas iônicas em plasmas [27].

Figura 2.3 Fotografia do fenômeno mascaret no rio Sena, França. Figura retirada do site:
http://www.letourne.fr/decouvrir-le-tourne/histoire-et-patrimoine/le-mascaret/.
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2.2 Ondas solitárias do modelo KdV

Durante bastante tempo, não houve muito progresso envolvendo a equação KdV e o fenô-
meno da onda solitária fora do contexto da teoria de ondas em águas rasas. Foi somente em
1965 que dois físicos norte americanos, Norman Zabusky e Martin Kruskal, descobriram que
a equação KdV descreve o limite contínuo de um modelo de rede anarmônico unidimensional,
que anteriormente havia sido empregado por Fermi, Pasta, e Ulam para investigar processos
de termalização [11]. Anos antes da década de 60, recursos computacionais já haviam
sido empregados em simulações numéricas de modelos meteorológicos e de física nuclear.
Assim, Zabusky e Kruskal usaram desses recursos disponíveis para explorar numericamente
a interação de ondas solitárias em uma rede cristalina não-linear, e com isso descobriram que
essas preservam sua velocidade e forma após colisões. Logo, eles constataram que ondas
solitárias da equação KdV colidem elasticamente, e somente uma mudança de fase pode
decorrer da colisão [28]. Para exemplificar esse fato, considera-se o caso mais simples de
colisão, que é representado pela condição inicial

u(x,0) =
3c1

α
sech2

[√
c1

2
(x− x1)

]
+

3c2

α
sech2

[√
c2

2
(x− x2)

]
(2.9)

em que cn é a velocidade do n-ésimo pulso com pico localizado em x = xn no instante inicial
t = 0. É importante mencionar que embora a superposição de soluções não seja válida,
devido à não-linearidade da equação de movimento, uma solução de duas ondas localizadas
é bem aproximada pela superposição conforme mostrado na Eq. (2.9), desde que a separação
seja suficiente para garantir um overlapping (sobreposição) muito pequeno. Tomando α = 6,
c1 = 1.2, c2 = 0.5, x1 =−30 e x2 =−15, pode-se resolver numericamente a equação KdV
associada para encontrar a evolução temporal do perfil dado pela Eq. (2.9), o resultado é
mostrado na Fig. 2.4. Note que os pulsos preservam sua identidade após a colisão, sofrendo
apenas uma mudança de fase que retarda o pulso mais lento (onda 2) e adianta o mais rápido
(onda 1), o que pode ser visto claramente na Fig. 2.4(c).

Devido à dinâmica semelhante a de partículas, as ondas solitárias provenientes da equação
KdV foram nomeadas sólitons, em analogia aos termos elétron, próton, etc. Desde sua
descoberta, a grande estabilidade e robustez dos sólitons despertou bastante interesse da
comunidade científica por sistemas de onda não-lineares, e com isso vários outros modelos
físicos revelaram admitir soluções que compartilham de suas propriedades. Isso levou ao
conceito atual de sóliton, que o define como sendo uma onda solitária estável que surge do
balanço perfeito entre efeitos dispersivos e não-lineares presentes no sistema, propagando
com velocidade e forma constantes, e interagindo com outros sólitons via colisões elásticas
que sempre resultam em uma mera mudança de fase. Aqui, uma onda solitária é dita
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Figura 2.4 Em (a), ilustração da condição inicial, cuja evolução temporal foi calculada
numericamente usando os métodos pseudo-espectral [6] e Runge-Kutta de 4ª-ordem [29]
com discretizações dt = 0.001 e 256 pontos espaciais, os resultados gráficos são mostrados
em (b) e (c) .

estável quando suas propriedades e características são preservadas mesmo na presença de
perturbações pequenas. No entanto, em modelos mais realísticos, que podem incluir efeitos
de altas ordens e/ou provenientes de perturbações, a estabilidade de ondas solitárias não é
garantida, e sua análise é crucial na verificação da viabilidade de observações experimentais.

Soluções solitônicas são encontradas em vários contextos distintos, tais como: BECs
[30–34], em ondas de água [35], proteínas [36], DNA [37], fibras ópticas não-lineares
[8, 38] na forma de sólitons temporais (pulsos de luz) e espaciais (feixes de luz) (e também
como sólitons espaço-temporais), células preenchidas com vapor de sódio [39], dissulfeto
de carbono líquido [40], cristais fotorrefrativos [41], guias de onda de semicondutor [42],
células planares de cristal liquido em fase nemática [43], etc.

2.3 Integrabilidade de sistemas de onda não-linear

Pouco tempo depois da descoberta do fenômeno sóliton, outra grande motivação para o
estudo de sistemas de onda não-linear veio em 1967, quando o matemático estadunidense
Clifford Gardner criou o método do espalhamento inverso (IS - inverse scattering), que
o permitiu resolver a equação KdV analiticamente. Posteriormente, o método IS con-
tribuiu para a obtenção de soluções analíticas em vários outros modelos que suportam
ondas solitárias, alguns desses são dados por EDPs bem conhecidas atualmente, como a
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equação não-linear de Schrödinger (NLS - nonlinear Schrödinger), a equação de Sine-Gordon
(SG), e a equação KP [6].

O sucesso do método levou a definição do conceito integrabilidade de EDPs baseado na
possibilidade do mesmo de fornecer soluções. Desse modo, um sistema clássico de onda
é dito integrável se a transformada IS é aplicável (o que requer a existência de operadores
lineares compatíveis, compondo o chamado par de Lax), fornecendo uma sequência infinita
de leis de conservação que possibilitam a obtenção de soluções com um número arbitrário de
sólitons [5, 6, 27]. Embora seja possível calcular inúmeras leis de conservação associadas
a um dado sistema, somente algumas (de ordem mais baixa) têm significado físico, repre-
sentando quantidades conservadas como massa (ou intensidade eletromagnética no caso de
sólitons ópticos), momento e energia.

A equação NLS é bem conhecida por governar a dinâmica não-linear de muitos sistemas
em vários contextos físicos, e.g., BECs e fibras ópticas não-lineares [7]. Em alguns casos
particulares, sua forma permite que o modelo seja integrável [44], e portanto soluções na
forma de sólitons são admissíveis. Entretanto, assim como na maioria dos sistemas de onda
não-linear integráveis, a descrição pela equação NLS se limita a condições específicas, que
podem advir de aproximações e/ou parâmetros associados ao modelo de EDPs. Assim, uma
simples modificação no modelo pode causar a perda de integrabilidade. Como exemplo, a
equação NLS 1D na forma

iuZ =−(1/2)uττ +g|u|2u , (2.10)

descreve a propagação de sólitons que originam do balanço entre o efeito de dispersão de
segunda ordem e o efeito não-linear cúbico, que surgem em sistemas efetivamente 1D no
contexto de BECs e fibras ópticas não-lineares, em que no primeiro tem-se a coordenada
espacial x no lugar do tempo retardado τ , e o tempo t no lugar da variável de propagação Z .
A Eq. (2.10) é integrável para qualquer g < 0 e o par de Lax correspondente foi descoberto
por Zakharov e Shabat em 1971 [6, 44]. No contexto de fibras ópticas, sólitons temporais
claros são pulsos ópticos localizados, que são descritos com boa aproximação pelo modelo
integrável em questão quando a largura temporal do pulso é superior a 4-5 picosegundos.
No entanto, para pulsos mais curtos, esse modelo se torna insuficiente, de forma que termos
dispersivos e não-lineares de ordem mais alta (desprezados na derivação da Eq. (2.10))
devem ser incluídos. Assim, no caso em que g =−1, tem-se (veja [7, p. 89] ou [6, p. 9] para
mais detalhes)

iuz =−(1/2)uττ −|u|2u+ iδ3 uτττ − i s(|u|2u)τ + τR u(|u|2)τ , (2.11)

em que os termos adicionados descrevem, respectivamente, dispersão de terceira ordem,
self-steepening e espalhamento intrapulso Raman. Outra causa de não integrabilidade
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comumente decorre de acoplamentos entre sólitons em sistemas multi componentes. Em
alguns casos, a dinâmica das componentes é ditada por EDPs acopladas que também são do
tipo NLS. Um modelo interessante para exemplificação é dado pelas equações

iAz − (β2/2)Aττ + γ
(
|A|2 +δ |B|2

)
A = 0 , (2.12)

iBz − (β2/2)Bττ + γ
(
|B|2 +δ |A|2

)
B = 0 , (2.13)

que descrevem a interação de dois pulsos ópticos com diferentes comprimentos de onda,
co-propagando ao longo dos eixos principais de uma fibra monomodo birrefringente [6, 8].
As Eq. (2.12) e (2.13) acima, também regem a evolução de ondas de matéria que emergem
em diferentes componentes de um BEC binário, quando nesse predomina somente a interação
de dois corpos na ausência de confinamento (potencial externo) na direção de propagação
[45, 46]. Mesmo com o termo adicional de acoplamento (δ ̸= 0), as Eq. (2.12) e (2.13)
podem ser integráveis se δ = 1 (equações de Manakov). Para qualquer outro valor não nulo
de δ , o regime é de não integrabilidade. Portanto, uma abordagem puramente analítica é
bastante restrita, e isso se estende de forma similar para grande parte dos sistemas encontrados
na física.

A não integrabilidade de sistemas não-lineares de onda é responsável por cenários muito
mais ricos e complexos, em que sólitons podem se mostrar instáveis durante sua evolução,
o que frequentemente leva ao decaimento das soluções por processos como emissão de
radiação (ou perda de partículas no caso de ondas de matéria) e/ou splitting (sóliton se quebra
em múltiplos sólitons mais estáveis) [6]. Em vários modelos, a dinâmica de colisão elástica
envolvendo ondas solitárias na forma de sólitons se restringe frequentemente a cenários em
que a velocidade de aproximação (taxa de redução da distância de separação entre os perfis
localizados das ondas solitárias) é suficientemente alta, de forma que essas se manifestam
como sólitons propriamente (i.e., colidem elasticamente). Em cenários de colisão envolvendo
múltiplos sólitons, a velocidade de aproximação é comumente tomada como parâmetro
inicial de controle, quando essa é suficientemente baixa (regime de baixa energia cinética) o
espalhamento de sólitons pode envolver interações não triviais, estados ligados, caos, etc.
Dependendo do tipo e da intensidade do acoplamento responsável pela interação entre os
sólitons, cenários de colisão ainda mais complexos podem surgir. Essa complexidade está
muitas vezes associada a uma dinâmica de interação imprevisível e extremamente sensível
às condições iniciais (espalhamento caótico). Em modelos governados por equações NLS
não integráveis, podem existir condições definidas pelo parâmetro inicial de controle em
que a regularidade dos processos de colisão é verificada em meio ao espalhamento caótico,
tais condições podem ser recorrentes e estão associadas a intervalos (janelas) em que a
sensibilidade com o parâmetro de controle é inexistente. Essas janelas de regularidade podem
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Figura 2.5 Estruturas de janelas de reflexão no gráfico de espalhamento para: colisões entre
sólitons vetoriais governados pelas Eq. (2.12) e (2.13) com β2 = −2, γ = 1 e δ = 0.2 (à
esquerda - figura retirada da Ref. [15] ); colisões entre sólitons kink e anti-kink no modelo
de teoria clássica de campos (não integrável) φ 4 unidimensional (à direita - figura retirada
da Ref. [50] ). Em ambos os gráficos, os pontos no espaço de velocidades são resultados de
simulações numéricas diretas, que mostram a correlação entre a velocidade de saída obtida
após a colisão (v∞ ) e a velocidade de aproximação (v0 ) dos sólitons (parâmetro de controle
que varia a cada colisão).

compor estruturas complexas e muito interessantes, que podem se manifestar na forma de
fractais assim como constatado nas Ref. [15, 16, 19, 47, 48], que também foram observados
em outros sistemas como nos modelos de teoria clássica de campos φ 4 [17, 49, 50] e SG
[18, 22, 51, 52]. Exemplos de estruturas que apresentam padrões fractais são mostradas na
Fig. 2.5, onde colisões em modelos diferentes revelam resultados de espalhamento bem
semelhantes.

Posteriormente no sexto capítulo serão apresentados os resultados numéricos do estudo
do espalhamento de sólitons gaussianos (também chamados de gaussons) via acoplamento
linear. Esse estudo considera um caso específico em que a não-linearidade e a intensidade
do acoplamento permitem o surgimento de estruturas de janelas análogas às da Fig. 2.5.
Assim como mencionado anteriormente no primeiro capítulo, pulsos de luz propagando
em uma fibra óptica não-linear com não-linearidade logarítmica (abordados no próximo
capítulo) podem assumir a forma de gaussons, e o espalhamento não trivial desses pul-
sos pode ocorrer quando duas fibras são reestruturadas na forma de um dispositivo con-
hecido acoplador óptico direcional, que induz um efeito de acoplamento do tipo linear.
O próximo capítulo trata da propagação de luz em fibras ópticas de um núcleo, e visa
introduzir o contexto físico que é foco do trabalho de pesquisa.



3 Propagação de luz
em fibras ópticas

3.1 Aspectos gerais das fibra ópticas

Fibras ópticas são geralmente constituídas de vidro de sílica pura, sintetizada a partir
da fusão do dióxido de silício (SiO2), que é um material favorável a propagação de luz
por apresentar baixa dissipação (perda de intensidade). A estrutura cilíndrica de uma fibra
óptica é composta por três partes: núcleo, revestimento e capa (em inglês, jacket). Esses
são fabricados com materiais diferentes para que o índice de refração nas camada externas
(revestimento e capa) sejam menores que no interior (núcleo) [8, 13]. A Fig. 3.1 ilustra a
estrutura básica de uma fibra com índice de refração em degraus (step-index fiber), e mostra
como esse varia radialmente. Nesse tipo de fibra, a estrutura age como um guia de onda
perfeito para qualquer luz na forma ondas planas que incidir com ângulo θ ≤ θc , em que θc

é o ângulo crítico para que ocorra a reflexão total da luz no interior da fibra (veja Fig. 3.2). O
seno desse ângulo fornece a quantidade chamada de abertura numérica, que é utilizada na
caracterização de fibras ópticas. Se o diâmetro do núcleo não for muito pequeno, de maneira
que a representação de raios seja aplicável, encontra-se que sen(θc) = n−1

0 (n2
1−n2

2)
1/2 [53].

Figura 3.1 Ilustração dos componentes de uma fibra óptica e perfil do índice de refração
n(r) em função da distância radial r (fora de escala). Aqui, a espessura da capa é desprezada
no gráfico, de modo que n0 é o índice de refração do meio que circunda a fibra.
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Figura 3.2 Propagação de uma frente de ondas planas na representação de raios ilustrada
para o caso em que θ < θc , a reflexão interna total ocorre na interface núcleo-revestimento
(esquema de cores idêntico ao da Fig. 3.1).

O valor da abertura numérica se limita ao intervalo [0,1), quanto mais próximo de 1 (o que
é equivalente a θc = π/2, i.e., toda luz incidente permanece no núcleo), maior é a quantidade
de energia eletromagnética que permanece confinada na região do núcleo. Para fibras de
único modo (que serão discutidas posteriormente), a expressão anterior não é válida, pois o
caráter ondulatório da luz se torna relevante e efeitos não-lineares têm um papel importante.
No entanto, a abertura numérica ainda pode ser calculada a partir do estudo detalhado da
propagação da luz, variando de 0.05 até 0.4 para fibras de único modo, sendo que valores
considerados elevados (e.g. 0.3) são frequentemente encontrados no caso de fibras com
suporte de muitos modos (mais informações na Ref. [53]).

No tocante à composição do núcleo e do revestimento da fibra, esses são concebidos a
partir da mesma base de sílica pura, que tem suas propriedades ópticas modificadas pela
quantidade de dopantes adicionados durante o processo de fabricação. Sílica dopada com
GeO2 e P2O5 tem índice de refração mais elevado, e por isso é empregada no núcleo. Já a
dopagem com boro e flúor promove a redução do índice de refração da sílica, sendo usada no
revestimento da fibra (para mais detalhes veja a Ref. [7, 8]).

3.2 Considerações iniciais sobre a propagação de luz

A propagação de ondas eletromagnéticas em materiais dielétricos induz oscilações nos
elétrons ligados das moléculas constituintes, o efeito coletivo de toda a estrutura cristalina do
material depende essencialmente da frequência óptica ω , da intensidade do campo elétrico
I ∝ |EEE(rrr, t)|2 e de sua polarização. As contribuições magnética dependentes da intensidade
são geralmente muito pequenas (∝ I n2/c2, em que c/n é a velocidade de propagação da luz
no meio), e podem ser desprezadas. Na ausência de dissipação, a resposta do material se
manifesta com mais relevância no índice de refração n(ω) e no campo de polarização PPP(rrr, t)
induzido pelos dipolos elétricos, que por sua vez modificam como as ondas eletromagnéticas
interagem com o mesmo. Na realidade, esse cenário é alcançado pela minimização dos efeitos
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dissipativos do material. Para isso, é necessário considerar as frequências de ressonância
ωi associadas às transições eletrônicas, de modo que ω seja escolhido para garantir que
|ω −ωi| seja suficientemente grande. Em fibras de sílica, a dissipação se deve principalmente
à absorção e ao espalhamento Rayleigh, cujas contribuições são embutidas em um espectro
de perda que auxilia na escolha da janela de frequência óptica [8, p. 6].

Considerando uma onda eletromagnética na forma de um pulso óptico com frequência
central ω0 e largura de banda ∆ω , os efeitos de dispersão induzidos durante sua propagação
em uma fibra óptica monomodo, são investigados através da constante de modo de propagação
β (ω) (em inglês, mode-propagation constant), que determina como a amplitude e a fase das
componentes espectrais do pulso variam ao longo da direção de propagação (comumente
denotada por z) [7, 8]. Em termos físicos, β (ω) é análogo ao número de onda k(ω), e seu
uso no lugar do último é comum quando se considera a propagação de luz em guias de onda.
Os efeitos dispersivos embutidos na constante de propagação, são levados em conta por meio
de uma expansão em série de Taylor centrada em ω0, que será empregada posteriormente na
derivação de outras equações, essa é expressa na forma

β (ω) =
n(ω)ω

c
= β0 +β1(ω −ω0)+

1
2

β2(ω −ω0)
2 + . . . , βm =

(
dmβ

dωm

)
ω0

, (3.1)

em que o coeficiente βm fornece a magnitude da dispersão de m-ésima ordem. Expandindo
n(ω)ω/c também em ω0, tem-se

n(ω)ω = n(ω0)ω0 +(ω −ω0)

(
n+ω

dn
dω

)
ω0

+
(ω −ω0)

2

2

(
2

dn
dω

+ω
d2n
dω2

)
ω0

+ . . . ,

(3.2)
e identificando com os termos da Eq. (3.1), encontra-se

β1 =
1
c

(
n+

dn
dω

)
ω0

=
1
vg

=
ng

c
, β2 =

1
c

(
2

dn
dω

+ω
d2n
dω2

)
ω0

, (3.3)

em que β1 é dado em termos do índice de refração de grupo (ng ) e da velocidade de grupo

(vg ). Já o parâmetro β2 está associado ao fenômeno de dispersão de velocidade de grupo
(GVD - group velocity dispersion). Se não houver dependência do índice de refração com a
frequência (n(ω) = n0 = cte.), a velocidade em que o conjunto das componentes espectrais
do pulso propaga (vg) é igual a velocidade da luz no meio c/n0. Caso contrário, ou seja,
para praticamente todos materiais dielétricos, vg varia ao longo da faixa de frequência da
banda [ω0−∆ω/2,ω0+∆ω/2]. Normalmente, as componentes com ω < ω0 propagam com
maior ou menor velocidade do que aquelas com ω > ω0 , dependendo do sinal do parâmetro
GVD. Isso leva ao alargamento do pulso, fenômeno conhecido como dispersão cromática [8].
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Se a largura temporal do pulso não for muito pequena (veja o exemplo discutido anteriormente
sobre a Eq. (2.11)), a dispersão é bem descrita até segunda ordem, isto é, apenas conhecendo
β1 e β2.

Para fibras de sílica fundida, os comportamentos do índice de refração e do parâmetro
GVD em função do comprimento de onda (λ ) são mostrados na Fig. 3.3. Nota-se que β2

é decrescente para pequenos valores de λ , e se torna nulo quando λ = λD, em que λD é o
valor crítico de dispersão de grupo nula (≈ 1.27 µm no caso da sílica). Efeitos não-lineares
se manifestam de maneira distinta nos regimes de β2 > 0 (λ < λD) e β2 < 0 (λ > λD). No
primeiro regime, diz-se que a fibra exibe dispersão normal, caracterizada pela velocidade
inferior das componentes de alta frequência quando comparadas com as outras de baixa
frequência. O oposto acontece no segundo regime, para qual a fibra exibe dispersão anômala,
cujo efeito dispersivo é passível de ser neutralizado pelos efeitos não-lineares durante a
evolução do pulso óptico [8].

Figura 3.3 Comportamento do índice de refração n e de grupo ng (à esquerda) e do parâmetro
GVD β2 (à direita) para a sílica fundida em função do comprimento de onda do campo
eletromagnético aplicado (Figuras retirada da referência [8] ).

.
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3.3 Polarização não-linear

Em fibras ópticas e cristais não-lineares, a resposta não-linear do material dielétrico é
induzida em cenários de campos eletromagnéticos intensos, em que esses promovem movi-
mentos anarmônicos dos elétrons ligados. Oscilações dos núcleos e vibrações moleculares
também surgem como resposta ao campo óptico, porém suas contribuições são normalmente
muito pequenas quando comparadas com a eletrônica [8], e somente em situações excep-
cionais se tornam relevantes. Nesses cenários, é evidente que a estrutura molecular e cristalina
do material tem um papel muito importante na determinação do campo de polarização PPP, que
não pode ser descrito pela usual aproximação linear em termos do campo elétrico aplicado
EEE. Além disso, é necessário considerar o caráter não local e não instantâneo da interação
do campo com o meio, assim, uma expressão mais geral para a polarização pode ser escrita
como uma expansão na forma

PPP(rrr, t) = ε0

∫
∞

−∞

drrr1dt1 χ
(1)(rrr− rrr1, t − t1) ·EEE(rrr1, t1)

+ ε0

∫
∞

−∞

drrr1drrr2dt1dt2 χ
(2)(rrr− rrr1, t − t1;rrr− rrr2, t − t2) : EEE(rrr1, t1)EEE(rrr2, t2)

+ ε0

∫
∞

−∞

drrr1drrr2drrr3dt1dt2dt3 χ
(3)(rrr− rrr1, t − t1;rrr− rrr2, t − t2;rrr− rrr3, t − t3)

... EEE(rrr1, t1)EEE(rrr2, t2)EEE(rrr3, t3)+ . . . (3.4)

em que a constante ε0 denota a permissividade elétrica no vácuo, e χ( j) ( j = 1,2,3, . . .)
representa o j-ésimo tensor de susceptibilidade elétrica de ordem ( j+1), com 3 j+1 com-
ponentes na forma χ

( j)
k1k2···k j+1

(kn = x,y,z). Os limites de integração significam que todo o
espaço e todos os instantes de tempo são considerados, de forma que a dependência espacial
e temporal de χ( j) determina os limites físicos (dados pelos volume e tempo de resposta
do meio). O termo de ordem j da Eq. (3.4) é um vetor, PPP( j), resultado da convolução
de dois tensores, χ( j) e EEE j ( j produtos externos do campo elétrico) de ordem ( j+ 1) e j ,
respectivamente. Definindo as variáveis auxiliares RRRm = rrr− rrrm e τm = t − tm, a componente
k1 da contribuição de ordem j pode ser escrita na forma aberta

P( j)
k1

(rrr, t) = ε0

∫
∞

−∞

j

∏
n=1

drrrn dtn
j+1

∑
m=2

∑
km

χ
( j)
k1k2 ···k j+1

(RRR1,τ1; . . . ;RRR j,τ j)

×Ek2(rrr1, t1) · · ·Ek j+1(rrr j, t j) . (3.5)

O meio dielétrico pode ser interpretado como um conjunto de partículas carregadas,
formando sistemas localizados de elétrons e núcleos em estados ligados centrados em cada
sítio da rede cristalina. A extensão espacial desses sistemas é representada por a0 , que
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geralmente é da ordem de poucos raios de Bohr. Se o campo óptico tiver comprimento de
onda da ordem de λ0 , tal que λ0 ≫ a0, então é legítimo negligenciar as variações do campo
na extensão dos sistemas em cada sítio [54]. Na literatura isso é chamado de aproximação de
longos comprimentos de onda, sendo mais conhecida como aproximação de dipolo elétrico.
Assim, as integrações espacias na Eq. (3.5) só contribuem efetivamente quando |rrr− rrrm| ∼ a0

com rrrm centrado em qualquer um dos sítios, o que é equivalente a supor que a resposta do
meio é local. Para usar essa suposição e simplificar a Eq. (3.5), considera-se a expansão em
ondas planas dos tensores de susceptibilidade

χ
( j)(RRR1,τ1; . . . ;RRR j,τ j) =

∫
∞

−∞

j

∏
n=1

dkkkn dωn e−i(kkkn ·RRRn−ωn τn) χ̃
(1)(kkk1,ω1; . . . ;kkk j,ω j) . (3.6)

Na aproximação de dipolo elétrico, kkkm ·RRRm ∼ 2π a0/λ0 ≪ 1, e então vale a expansão das
exponenciais: e±i kkkn·rrrn = 1± i kkkn · rrrn + · · · ≈ 1. Logo, os tensores podem ser redefinidos sem
a dependência em RRRm, e portanto, as componentes do vetor PPP( j) são escritas como

P( j)
k1

(rrr, t) = ε0

∫
∞

−∞

j

∏
n=1

dtn
j+1

∑
m=2

∑
km

χ
( j)
k1k2 ···k j+1

(τ1, . . . ,τ j) Ek2(rrr, t1) · · ·Ek j+1(rrr, t j) . (3.7)

Daqui em diante a aproximação de dipolo elétrico será considerada em todos os cálculos, e a
expressão acima será útil.

Um fato importante que deve ser levado em conta no cálculo da polarizarão não-linear, é
a relevância do termo de segunda ordem PPP(2) em materiais que possuem simetria de inversão
a nível molecular. Em tais materiais, o tensor χ(2) desaparece (todos os elementos são
nulos) [8, p. 17], e por isso a não-linearidade surge a partir do termo de terceira ordem. No
caso do dióxido de silício, essa simetria de inversão se faz presente, e portanto PPP(2) = 0 em
fibras ópticas ideias de sílica pura. Além disso, para pulsos com duração (largura temporal)
maior que 1 ps, a resposta não-linear de terceira ordem é aproximadamente instantânea, de
modo que χ(3) tem dependência temporal dada pelo produto de 3 deltas de Dirac, isto é,
δ (τ1)δ (τ2)δ (τ3). Para pulsos de menor duração essa aproximação não é cabível, pois a
contribuição de efeitos vibracionais (resposta Raman) se torna relevante, mesmo com esses
ocorrendo em um escala de tempo da ordem de 60−70 femtossegundo [8, p. 19 e 40-41].

É importante enfatizar que o formalismo adotado aqui fornece uma perspectiva fenomeno-
lógica da resposta não-linear. No entanto, a compreensão dos processos físicos que dão
origem aos efeitos observados experimentalmente, só é possível com uso da mecânica
quântica [8, p. 32], que provê as ferramentas necessárias para construir os tensores de
suscetibilidade conforme a interação da estrutura microscópica do meio com o campo óptico
aplicado.
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3.4 Propagação de pulsos ópticos

As equações que governam a dinâmica macroscópica de campos eletromagnéticos são as
equações de Maxwell, que em unidades mks são dadas por [2]

∇×EEE =−∂BBB
∂ t

, (a)

∇×HHH = JJJ+
∂DDD
∂ t

, (b)

∇ ·DDD = ρc , (c)

∇ ·BBB = 0 , (d)
(3.8)

em que EEE e BBB são os vetores de campo elétrico e indução magnética, respectivamente. Esses
estão relacionados com os vetores deslocamento elétrico DDD e intensidade magnética HHH pelas
equações constitutivas

DDD = ε0EEE +PPP , BBB = µ0HHH +MMM , (3.9)

sendo µ0 a permeabilidade magnética no vácuo, enquanto que PPP e MMM são os vetores de pola-
rização induzida elétrica e magnética, respectivamente. Considerando meios de propagação
não magnéticos e sem cargas livres, como é o caso de fibras ópticas, tem-se a densidade de
carga elétrica ρc e de corrente JJJ nulas, assim como a magnetização MMM.

Para obter a equação de onda que descreve a propagação de ondas eletromagnéticas,
adota-se o procedimento padrão de manipulação das Eq. (3.8)(a)-(d), ou seja, primeiramente
tomando o rotacional da Eq. (3.8)(a)

∇× (∇×EEE) =− ∂

∂ t
(∇×BBB) , (3.10)

então, usando a Eq. (3.8)(b) e a expressão para a velocidade da luz no vácuo c =
√

1/µ0ε0 ,
obtém-se da equação anterior que

∇× (∇×EEE) =−µ0
∂ 2

∂ t2 (ε0EEE +PPP) ,

∇× (∇×EEE) =− 1
c2

∂ 2EEE
∂ t2 −µ0

∂ 2PPP
∂ t2 . (3.11)

Sabendo que ∇ ·DDD = 0 nas condições em questão, a seguinte identidade vetorial é de utilidade

∇× (∇×EEE) = ∇(∇ ·EEE)−∇
2EEE ⇒ ∇× (∇×EEE) =−∇

2EEE . (3.12)

Usando o resultado acima e escrevendo PPP(rrr, t) = PPPL(rrr, t)+PPPNL(rrr, t) , com contribuições
linear (L) e não-linear (NL) explicitamente separadas, encontra-se a partir da Eq. (3.11) que

∇
2EEE − 1

c2
∂ 2EEE
∂ t2 −µ0

∂ 2PPPL

∂ t2 −µ0
∂ 2PPPNL

∂ t2 = 0 . (3.13)
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Antes de investigar a propagação de pulsos ópticos a partir da Eq. (3.13), algumas
aproximações podem ser tomadas para simplificar a derivação da equação de movimento do
perfil de envelope. A primeira consiste em supor que o estado de polarização do pulso seja
linear ao longo de um dos eixos principais da fibra (x ou y), e que esse não se altera durante a
propagação na direção z (eixo da fibra). Em uma segunda aproximação, considera-se que o
campo aplicado seja quase-monocromático, isto é, as frequências das componentes espectrais
são muito próximas do valor central ω0 (∼ 1015 s), tal que ∆ω/ω0 ≪ 1. Nessas circunstâncias,
o perfil de envelope do campo elétrico, denotado por E (rrr, t), varia lentamente com relação
ao período de oscilação médio 2π/ω0 , o que permite separar o termo de oscilação temporal
e escrever que [7, 8]

EEE(rrr, t) =
1
2

x̂
[
E (rrr, t)e−iω0 t + c.c.

]
, (3.14)

em que c.c. denota o complexo conjugado do primeiro termo. O mesmo se aplica aos vetores
PPPL e PPPNL, cujas funções envelope são denotadas usando o símbolo P .

Considerando a contribuição linear da polarização, tem-se da Eq. (3.7) que a componente
x é dada por (recorde que os índices dos somatórios tomam os valores x, y, z)

x̂ ·PPPL(rrr, t) = ε0

∫
∞

−∞

dt1 ∑
j

χ
(1)
(x) j (t − t1) E j(rrr, t1) ,

= ε0

∫
∞

−∞

dt1 χ
(1)
xx (t − t1) Ex(rrr, t1) . (3.15)

Substituindo PPPL(rrr, t) = (x̂/2) [PL(rrr, t)exp(−iω0 t)+ c.c.] e identificando os termos com de
mesma frequência (±ω0), encontra-se que

PL(rrr, t) = ε0

∫
∞

−∞

dt1 χ
(1)
xx (t − t1) E (rrr, t1)eiω0 (t−t1) , (3.16)

O teorema da convolução para as transformadas de Fourier permite escrever a equação
anterior de outra forma, esse afirma que [55]

Dadas duas funções f (t) e g(t) , absolutamente integráveis, cujas transformadas de

Fourier são definidas como: f̃ (ω) =
∫

∞

−∞

dt f (t)eiω t , g̃(ω) =
∫

∞

−∞

dt g(t)eiω t ,

se h(t) é a convolução de ambas, isto é, h(t) = ( f ∗ g)(t) =
∫

∞

−∞

dξ f (ξ )g(t −ξ ) ,

então a transformada de Fourier de h(t) é expressa como: h̃(ω) = f̃ (ω) g̃(ω) ,

o que é equivalente a escrever: h(t) =
1

2π

∫
∞

−∞

dω f̃ (ω) g̃(ω)e−iω t .
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Antes de aplicar o resultado do teorema na Eq. (3.16), a seguinte expressão se mostra
adequada

f̃ (ω ±ω0) =
∫

∞

−∞

dt f (t)ei(ω ±ω0) t , (3.17)

então, da Eq. (3.16) encontra-se um resultado que contém as funções no domínio de Fourier
χ̃
(1)
xx (ω +ω0) e Ẽ (rrr,ω) , que após a mudança de variável ω → ω −ω0 , fica na forma

PL(rrr, t) =
ε0

2π

∫
∞

−∞

dω χ̃
(1)
xx (ω) Ẽ (rrr,ω −ω0)e−i(ω−ω0) t . (3.18)

Com relação a contribuição não-linear da polarização, termos de ordem maior que três
produzem efeitos muito pequenos, que na maioria dos cenários de interesse podem ser
negligenciados. Lembrando que PPP(2) = 0 e adotando a aproximação de resposta instantânea
mencionada na seção anterior, tem-se que

x̂ ·PPPNL(rrr, t) = ε0

∫
∞

−∞

dt1 dt2 dt3 ∑
j k l

χ
(3)
(x) j k l δ (τ1)δ (τ2)δ (τ3) E j(rrr, t1)Ek(rrr, t2)El(rrr, t3) ,

= (ε0/8) χ
(3)
xxxx [Ex(rrr, t) ]

3 = (ε0/8) χ
(3)
xxxx

[
E (rrr, t)e−iω0 t +E ∗(rrr, t)eiω0 t ]3 ,

= (ε0/8) χ
(3)
xxxx

{
[E (rrr, t)]3 e−3iω0 t +[E ∗(rrr, t)]3 e3iω0 t +3|E (rrr, t)|2 Ex(rrr, t)

}
,

= (ε0/8) χ
(3)
xxxx

{
2ℜ

(
[E (rrr, t)]3 e−3iω0 t

)
+3|E (rrr, t)|2 Ex(rrr, t)

}
. (3.19)

O resultado mostrado na Eq. (3.19) contém um termo que oscila com frequência 3ω0, esse
é geralmente negligenciável em fibras ópticas, devido à sua defasagem com PPPNL que tem
frequência ω0 [8]. Portanto, seguindo o mesmo procedimento de identificação dos termos,
obtém-se que

PNL(rrr, t)≈ ε0 εNL E (rrr, t) , εNL = (3/4)χ
(3)
xxxx |E (rrr, t)|2 , (3.20)

com ε0 εNL definido como sendo a constante dielétrica não-linear. No contexto em questão, o
efeito não-linear promovido pela contribuição da Eq. (3.20) influencia na evolução do campo
óptico através do índice de refração, que passa a depender da intensidade do campo elétrico
(o que será mostrado adiante). No entanto, as mudanças promovidas no índice de refração
são muito pequenas em situações práticas (< 10−6), o que permite tratar PPPNL como uma
perturbação da polarização [8, p. 41]. Retornando para a Eq. (3.13), é conveniente trabalhar
no domínio de Fourier, para isso supõe-se εNL constante, o que é uma boa aproximação
visto que E (rrr, t) varia lentamente e χ

(3)
xxxx é pequeno nas condições consideradas. Ao efetuar

a transformada de Fourier F(◦) de todos os termos, as propriedades F(∇2EEE) = ∇2F(EEE)
e F(∂ttEEE) = (−iω)2F(EEE) são úteis, e com isso duas equações de Helmholtz equivalentes



24 Propagação de luz em fibras ópticas

surgem para a função envelope Ẽ (rrr,ω −ω0) e seu c.c. ,

∇
2Ẽ (rrr,ω −ω0)+

ω2

c2

[
1+ χ̃

(1)
xx (ω)+ εNL

]
Ẽ (rrr,ω −ω0) = 0 . (3.21)

A constante dielétrica é identificada como sendo

ε(ω) = 1+ χ̃
(1)
xx (ω)+ εNL , (3.22)

e está relacionada com o índice de refração n̄(ω) e o coeficiente de absorção ᾱ(ω) pela
definição ε = [n̄+ i ᾱc/(2ω)]2 , de onde calcula-se que

ℜ(ε) = n̄2 − ᾱ2c2

4ω2 ,

ℑ(ε) =
n̄ᾱc
ω

,

⇒ ℜ(ε)

ℑ(ε)
=

n̄ω

ᾱc
− ᾱc

4n̄ω
, ⇒

4N2 −4MN −1 = 0 ,

N =
n̄ω

ᾱc
, M =

ℜ(ε)

ℑ(ε)
,

resolvendo a equação de segundo grau para N com a condição N > 0,

N =
M+

√
M2 +1
2

=
ℜ(ε)+

√
ℜ(ε)2 +ℑ(ε)2

2ℑ(ε)
=

ℜ(ε)+ |ε|
2ℑ(ε)

,

N =
n̄2

ℑ(ε)
⇒ n̄ =

√
ℜ(ε)+ |ε|

2
, ᾱ =

ωℑ(ε)

n̄c
. (3.23)

As Eq. (3.23) fornecem as formas exatas para n̄ e ᾱ , no entanto, o coeficiente de absorção é
frequentemente pequeno na maioria dos cenários de interesse envolvendo fibras ópticas, de
modo que ℑ(ε)2 ≪ 1. Assim, pode-se calcular n̄ da seguinte forma

|ε|2 ≈ ℜ(ε)2 ⇒ n̄ =

√
ℜ(ε)+ |ε|

2
≈
√

ℜ(ε) =

√
1+ℜ

(
χ̃
(1)
xx

)
+ℜ

(
εNL

)
, (3.24)

e como εNL é uma contribuição não-linear pequena da constante dielétrica, tem-se√
1+ℜ

(
χ̃
(1)
xx

)
+ℜ

(
εNL

)
=

√
1+ℜ

(
χ̃
(1)
xx

)
+

ℜ

(
εNL

)
2
√

1+ℜ

(
χ̃
(1)
xx

) +O

[
ℜ

(
εNL

)2
]
,

n̄(ω) ≈ n(ω)+
1

2n(ω)

[
3
4

ℜ

(
χ
(3)
xxxx

)
|E (rrr, t)|2

]
, (3.25)

n(ω) =

√
1+ℜ

(
χ̃
(1)
xx (ω)

)
≈ 1+

1
2

ℜ

(
χ̃
(1)
xx (ω)

)
caso ℜ

(
χ̃
(1)
xx (ω)

)
≪ 1 . (3.26)

Note que o índice de refração linear n(ω) carrega a dependência com a frequência do campo
óptico, e é geralmente suficiente para descrever os processos de baixa intensidade abordados
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na óptica geométrica. Quando o meio de propagação é fracamente refrativo no regime linear,
se torna válida a expansão de n(ω) em termos da parte real de χ̃

(1)
xx , como mostrado até

primeira ordem na Eq. (3.26). O resultado da Eq. (3.25) fornece diretamente o coeficiente
de absorção não-linear pelo uso da última expressão nas Eq. (3.23), então, introduzindo os
coeficientes nk e αk, associados ao índice de refração não-linear e à absorção de dois fótons,
respectivamente, pode-se escrever n̄ e ᾱ como

n̄(ω) = n(ω)+nk |E |2 , n(ω) =

√
1+ℜ

(
χ̃
(1)
xx (ω)

)
, nk =

3
8n

ℜ

(
χ
(3)
xxxx

)
, (3.27)

ᾱ(ω) = α(ω)+αk |E |2 , α(ω) =
ω

n̄c
ℑ

(
χ̃
(1)
xx (ω)

)
, αk =

3ω

4n̄c
ℑ

(
χ
(3)
xxxx

)
. (3.28)

As Eq. (3.27) e (3.28) mostram como a resposta efetiva do meio depende da intensidade do
campo elétrico I ∝ |E |2, a magnitude desse efeito não-linear é proporcional aos coeficientes
nk e αk , sendo o último frequentemente ignorado em fibras de sílica [8]. A dependência do
índice de refração com o campo aplicado é conhecida como efeito óptico Kerr (por isso o
subíndice k).

A contribuição relacionada com o efeito Kerr e o termo de absorção, podem ser tratadas
como pequenas perturbações (∆n ) do índice de refração linear (n ), de modo que a constante
dielétrica pode ser aproximada por

ε = [n+∆n]2 ≈ n2 +2n∆n , com ∆n = nk|E |2 + i ᾱ c
2ω

. (3.29)

Quando ∆n= 0, a equação geral de evolução (3.13), que se aplica identicamente à intensidade
magnética HHH, não contém o último de termo, e pode ser transformada para o domínio de
Fourier pelo mesmo procedimento usado anteriormente, o que fornece

∇
2F̃FF +

n2ω2

c2 F̃FF = 0 (FFF = EEE , HHH) . (3.30)

A equação de Helmholtz (3.30) governa a transformada de Fourier das seis componentes
Fρ , Fθ e Fz do campo eletromagnético, que são apropriadamente expressas em coordenadas
cilíndricas (ρ,θ ,z) devido à simetria axial da fibra óptica. Levando em conta as quatro
equações de Maxwell (3.8)(a)-(d), apenas duas componentes são independentes, usualmente
escolhidas como sendo Ez e Hz. Adotando o método de separação de variáveis, supõe-se que

F̃z(rrr,ω) =C(ω)R(ρ)Θ(θ)eiβ (ω)z , (3.31)

com β (ω) sendo uma constante de propagação a ser determinada e C(ω) uma constante
de normalização, que está associada à contribuição da componente espectral de frequên-
cia ω para a intensidade total do pulso. Substituindo a suposta solução na Eq. (3.30),
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pode-se eliminar o fator exp(iβ z) após desenvolver as derivadas do laplaciano em coor-
denadas cilíndricas, e com isso, depois de dividir ambos os lados da igualdade por RΘ,
obtém-se

1
Rρ

d
dρ

(
ρ

dR
dρ

)
+

1
Θρ2

d2Θ

dθ 2 +(κ2 −β
2) = 0 , κ

2 =
n2ω2

c2 , (3.32)

requerendo que as seguintes equações sejam satisfeitas

d2R
dρ2 +

1
ρ

dR
dρ

+

(
κ

2 −β
2 − m2

ρ2

)
R = 0 ,

d2Θ

dθ 2 −m2
Θ = 0 (m ∈ Z) . (3.33)

Portanto, a função radial R(ρ) é solução de uma equação de Bessel e a angular Θ(θ) pode ser
expressa como uma combinação linear das funções exp(± imθ). Com m inteiro, a condição
exp(± imθ) = exp[± im(θ +2π)] é satisfeita para qualquer θ ∈ [0,2π ).

As soluções da parte radial dependem da região na fibra, no núcleo (meio 1, ρ ≤ a) o
índice de refração linear é igual a n1, e a única exigência sobre R(ρ) é que esse seja finito. No
revestimento (meio 2, a ≤ ρ ≤ b), o índice de refração linear vale n2 < n1, porém R(ρ) deve
decair exponencialmente quando ρ ≫ a, tal que o campo em ρ = b seja aproximadamente
zero. Nas Eq. (3.33), tem-se κ ∝ n , sendo constante por partes (em fibras do tipo step-index),
e para atender as condições sobre R(ρ) em ambas regiões, β 2 deve ser escolhido de forma
que κ2 −β 2 seja positivo no núcleo e negativo no revestimento, o que permite expressar a
parte radial em termos das funções de Bessel usuais Jm(ρ) e modificadas Km(ρ) (que decaem
exponencialmente com ρ ≫ 1) [55] como a seguir

R(ρ) =

 Jm(ζ1 ρ) , para ρ ≤ a ,

Km(ζ2 ρ) , para a ≤ ρ ≤ b ,

ζ1 =

√
(n1ω/c)2 −β 2 ,

ζ2 =

√
β 2 − (n2ω/c)2 .

(3.34)

A equação de autovalor que fornece o conjunto de possíveis valores de β , denotado por
S(β ) = {βmn |m,n ∈ Z}, pode ser obtida pela aplicação das condições de contorno sobre
campo eletromagnético F̃FF(rrr,ω) na interface dos dielétricos (meio 1 e 2), que são dadas por

ρ̂ • ( F̃FF2 − F̃FF1 )|ρ=a = 0 , ρ̂ × ( F̃FF2 − F̃FF1 )|ρ=a = 0 . (3.35)

As componentes necessárias para avaliar as Eq. (3.35) podem ser escritas em termos da
componente F̃z pelo o uso das equações de Maxwell. Outra possibilidade é trabalhar com
os potenciais escalar e vetorial no gauge de Lorentz, que no caso em questão obedecem
as mesmas equações de onda do campo eletromagnético. No conjunto S(β ), n representa
as múltiplas soluções possíveis para cada m , que dependem diretamente da frequência ω

através do índice de refração.
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O fato de que somente duas componentes do campo eletromagnético são independentes,
que aqui foram escolhidas como sendo Ẽz e H̃z , combinado com o conjunto de soluções S(β )
para a constante de propagação, resulta em dois tipos de modos suportados pela fibra óptica,
denotados na literatura por HEmn e EHmn. Tais modos envolvem todas as seis componentes
do campo quando m > 0, apenas no caso em que m = 0 pode-se ter a componente axial do
campo elétrico ou magnético nula, assim como nos modos de transversal elétrica (T E) e
magnética (T M) de guias de onda planares [8].

Quando um campo óptico ideal monocromático (comprimento de onda igual a λ ) propaga
no interior da fibra, a distribuição modal das componentes eletromagnéticas pode ser esta-
belecida como uma mistura de vários modos, tornando a descrição da evolução bastante
complicada. O cenário mais simples ocorre quando a fibra suporta somente um único modo,
denominado modo fundamental, o que depende de parâmetros de construção como o raio do
núcleo a e a diferença δn = n1 −n2 , além de outros como o comprimento de onda de corte
λc associado a cada modo. Como exemplo, para uma fibra com δn = 0.005, λc = 1.2 µm e
a = 4 µm, verifica-se que sua operação com um único modo se dá quando λ > 1.2 µm [8].
Independentemente das características da fibra, o modo fundamental em questão é sempre o
modo HE11, que embora represente uma distribuição de campo com as três componentes
não nulas, geralmente tem-se a parte transversal como dominante, sendo essa dada pela
combinação das componentes Ex e Ey associadas a estados de polarização ortogonais. A
distribuição modal dessas componentes são equivalentes, e correspondem a modos dege-
nerados (mesma constante de propagação) independentes. Por isso, na realidade o modo
fundamental resulta de dois modos ortogonais, que em condições ideais mantém a polariza-
ção resultante constante. No entanto, irregularidades na fibra óptica podem causar a quebra
da degenerescência dos modos e, consequentemente, desordenar o estado de polarização
do campo. Isso pode ser evitado com uso de fibras ópticas que preservam a polarização
da luz incidente, de maneira que o campo transversal se estabeleça como um único modo
linearmente polarizado ao longo de um dos eixos principais da fibra (mais detalhes na Ref.
[8] ). Nesse caso, escolhendo x̂ ao longo de um desses eixos, o campo óptico com distribuição
modal HE11 tem sua componente Ẽx como dominante, essa pode ser calculada usando Ẽz

(dado pela Eq. (3.31) e pelas soluções da parte radial e angular com m = 1), ou seja,

Ẽz(rrr,ω) =

C11(ω)J1(ζ1 ρ) cos(θ)eiβ11(ω)z , para ρ ≤ a ,

C12(ω)K1(ζ2 ρ) cos(θ)eiβ11(ω)z , para a ≤ ρ ≤ b ,
(3.36)

e usando o divergente do campo elétrico da seguinte forma

∇ • ẼEE =
∂ Ẽx

∂x
+

∂ Ẽz

∂ z
= 0 ⇒ cos(θ)

∂ Ẽx

∂ρ
= iβ11 Ẽz , (3.37)
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em que aplicou-se a regra da cadeia junto ao resultado ∂ρ/∂x = cos(θ) . Aqui, C11 e C12

são constantes determinadas pelas condições de continuidade na interface (ρ = a ) e de
normalização do campo. Supondo Ẽx = L(ω)Rx(ρ) exp(iβ11 z) , pode-se incorporar iβ11,
C11 e C12 na contante L(ω). Usando a propriedade das funções de Bessel, Qm+1(ρ)/ρm =

−d/dρ [Qm(ρ)/ρm] , com Q sendo as funções usuais e modificadas [55], deduz-se que

Ẽx(rrr,ω) =

 L11(ω)J0(ζ1 ρ)eiβ11(ω)z , para ρ ≤ a ,

L12(ω)K0(ζ2 ρ)eiβ11(ω)z , para a ≤ ρ ≤ b ,
(3.38)

sendo que os valores das constantes são determinados como antes. Ao invés de lidar com
as funções J0 e K0 , o perfil radial Rx(ρ) é frequentemente aproximado por uma distribuição
gaussiana na forma exp(−ρ2/w2) [8], em que w é encontrado pelo ajuste com o perfil exato.

Na derivação da Eq. (3.21), considerou-se o campo óptico como sendo linearmente
polarizado na direção x̂ , o que é válido no contexto anterior caso a componente z seja de
fato muito pequena. Assim, a Eq. (3.38) fornece uma solução não perturbada pelo termo
∆n . Para resolver a Eq. (3.21), o método de separação de variáveis é novamente útil, então
considera-se que existem soluções na forma

Ẽ (rrr,ω −ω0) = Φ(x,y) φ̃(z,ω −ω0)eiβ0 z , (3.39)

com φ(z, t)exp[i(β0 z− ω0 t)] e Φ(x,y) representando, respectivamente, os perfis longitudinal
e transversal da função E (rrr, t)exp(−iω0 t), cuja representação no domínio de Fourier é dada
pela Eq. (3.39) acima. Aqui, β0 é um número de onda a ser determinado. Substituindo a
suposta solução na Eq. (3.13), pode-se eliminar o fator exp(−iω0 t) após desenvolver as
derivadas, e com isso, depois de dividir ambos os lados da igualdade por Φ φ̃ , obtém-se

1
Φ

∇
2
T Φ+

1
φ̃

(
∂ 2φ̃

∂ z2 +2iβ0
∂ φ̃

∂ z
−β

2
0 φ̃

)
+

ε(ω)ω2

c2 = 0 , (3.40)

em que ∇2
T = ∂xx +∂yy é o operador laplaciano transversal. Se φ̃(z,ω −ω0) for uma função

que varia lentamente com z , o termo ∂zzφ̃ passa a ser muito menor que ∂zφ̃ , podendo ser
desprezado na atual abordagem. Para que a Eq. (3.40) seja válida, é necessário afirmar que

∇
2
T Φ+

ε(ω)ω2

c2 Φ = β̄
2

Φ , 2iβ0
∂ φ̃

∂ z
−β

2
0 φ̃ =−β̄

2
φ̃ , (3.41)

sendo β̄ 2 uma constante real. A equação de Helmholtz que governa a função Φ(ρ,θ) (em
coordenadas polares), pode ser resolvida pelo mesmo procedimento anterior, fornecendo
equações análogas as Eq. (3.33). Para a parte angular a equação é idêntica, enquanto
que para a parte radial a equação de Bessel contém um termo adicional perturbativo,
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e pode ser escrita na forma

d2R
dρ2 +

1
ρ

dR
dρ

+

(
κ

2 − β̄
2 − m2

ρ2

)
R = ηR , η =

−2n∆nω2

c2 . (3.42)

Uma solução aproximada é fornecida pela teoria de perturbação, até primeira ordem em ∆n
não há correções para Φ(x,y), já para o autovalor encontra-se que [7, 8]

β̄ (ω) = β (ω)+ γ |φ(z, t)|2 + iα(ω)

2
, (3.43)

γ ≡ nkω

cAef
, Aef =

∫ ∫
∞

−∞
dxdy |Φ(x,y)|4(∫ ∫

∞

−∞
dxdy |Φ(x,y)|2

)2 , (3.44)

com β (ω) = β11(ω) associado ao modo fundamental do campo, e tomando αk = 0 para
escrever ᾱ = α . Substituindo o resultado da Eq. (3.43) na equação do perfil longitudinal,
surgem dois termos quadráticos dados por

[β̄ (ω)]2 = [β (ω)]2 +2β (ω)γ |φ |2 + iβ (ω)α +

[
γ |φ(z, t)|2 + i ᾱ(ω)

2

]2

, (3.45)

[β (ω)]2 = β
2
0 +2β0β1 (ω −ω0)+β0β2 (ω −ω0)

2 +β
2
1 (ω −ω0)

2

+β1β2 (ω −ω0)
3 +

1
4

β
2
2 (ω −ω0)

4 + . . . , (3.46)

em que a expansão de β (ω) mostrada na Eq. (3.1) foi empregada. Na atual abordagem,
a largura espectral do pulso óptico é muito pequena (∆ω ≪ ω0 ), e com isso algumas
aproximações são possíveis. No caso da Eq. (3.45), β (ω) pode ser aproximado por β0

no segundo e no terceiro termo, enquanto que o último, sendo da ordem de (∆n)2 , pode
ser desprezado. Já na Eq. (3.46), se a velocidade de grupo for tal que β 2

1 ≪ β0β2 , vale a
aproximação dada somente pelos três primeiros termos. Com isso, obtém-se que

∂ φ̃

∂ z
=

i φ̃

β0

[
β 2

2
+β0γ |φ |2 + iβ0α

2
−

β 2
0

2

]
,

∂ φ̃

∂ z
= i φ̃

[
β1 (ω −ω0)+

1
2

β2 (ω −ω0)
2 + γ |φ |2 + iα

2

]
, (3.47)

O significado físico do resultado acima pode ser claramente avaliado considerando a variação
de φ̃ quando z sofre um incremento ∆z pequeno, permitindo que |φ |2 seja tratado como
constante no intervalo [z , z+∆z] , assim

φ̃(z+∆z,ω −ω0)≈ φ̃(z,ω −ω0)e−α/2+i [β1 (ω−ω0)+β2 (ω−ω0)
2/2+γ |φ |2] . (3.48)

A parte real da exponencial mostra que α (positivo) está relacionado com decaimento da
intensidade do campo devido ao processo de absorção. Já a parte imaginária mostra que
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cada componente espectral do pulso sofre uma mudança de fase ao propagar pela fibra,
que depende de sua frequência e da intensidade do campo. Esse efeito é conhecido como
auto modulação de fase (SPM - self-phase modulation), e é responsável pelo alargamento ou
estreitamento do perfil de envelope dependendo do sinal de γ (i.e., de nk).

Tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. (3.47) e usando a propriedade

[−i(ω −ω0)]
n

φ̃(z,ω −ω0) =
∫

∞

−∞

dt
∂ nφ(z, t)

∂ tn e i(ω−ω0) t , (3.49)

encontra-se que o perfil longitudinal é governado pela seguinte equação não-linear

i
∂φ

∂ z
+ iβ1

∂φ

∂ t
− β2

2
∂ 2φ

∂ t2 + γ |φ |2φ +
iα

2
φ = 0 , (3.50)

A Eq. (3.50) descreve a evolução temporal de pulsos com duração de picosegundos, que
propagam em fibras ópticas de único modo ao longo do eixo mapeado pela coordenada z .
O segundo termo está associado à dispersão de primeira ordem que descreve a propagação
do envelope com velocidade de grupo 1/β1 , e o terceiro corresponde à dispersão de segunda
ordem como consequência da GVD. Os efeitos de SPM e absorção são descritos pelos quarto
e quinto termos, respectivamente.

O parâmetro Aef definido em termos da razão entre as integrais no plano transversal
mostradas anteriormente, é conhecido como área efetiva do modo (também chamado de área
efetiva do núcleo), cujo valor depende da distribuição modal do modo fundamental e das
características da fibra [7, 8, 53]. Para o perfil gaussiano com raio w citado anteriormente, a
área efetiva vale πw2 , para outras distribuições encontradas em situações práticas ocorrem
pequenos desvios desse valor. Fibras ópticas de único modo destinadas para o uso em
comunicações têm Aef ∼ 100 µm2 , valor relativamente alto quando comparadas com fibras
de cristais fotônicos que possuem Aef < 10 µm2 . Sua relação com a não-linearidade é
clara, isto é, quanto menor a área efetiva maior é o valor de γ e, consequentemente, mais
significativo é o papel do efeito não-linear.

No referencial do pulso, que o acompanha se deslocando com a velocidade de grupo, a
equação de movimento (3.50) dispensa o termo de dispersão de primeira ordem e passa a
depender de novas coordenadas denotas por (Z,τ) . Considerando uma mudança de variáveis
em que τ = c1 t + c2 z e z = c3 Z , com as constantes cm ∈ R , pode-se facilmente mostrar que
o termo o proporcional a β1 é eliminado quandoU(Z,τ) =

√
LD |γ|φ(z, t) ,

τ = (t −|β1|Z)/T0 , z = Z/LD ,
(3.51)
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em que LD = T 2
0 /|β2| e T0 são constantes de reescala, sendo a primeira chamada de com-

primento de dispersão [7]. Note que τ , conhecido como tempo retardado, mede distâncias
temporais a partir do pico do pulso, onde esse é zero. Assim, um ponto à frente do pico
(τ > 0) está separado do mesmo por uma distância espacial de T0τ/|β1| . Nesse referencial, a
Eq. (3.50), sem perdas por absorção (α = 0), é reescrita para U(Z,τ) na forma adimensional

i
∂U
∂Z

− s
2

∂ 2U
∂τ2 ±|U |2U = 0 , com s = sgn(β2) . (3.52)

A equação acima é do tipo não-linear de Schrödinger com não-linearidade cúbica, pois seu
terceiro termo é da ordem de U3 . Com relação ao sinal de β2 , no regime de GVD normal
tem-se s > 1, enquanto que no regime de GVD anômala s < 1. O sinal ± da não-linearidade
reflete o sinal de nk associado ao efeito óptico Kerr, cujo resultado efetivo da auto modulação
de fase sobre pulso é semelhante ao processo induzido por lentes ópticas (veja Fig. 3.4), em
que o pulso estreita para nk > 0 (self-focusing) e alarga quando nk < 0 (self-defocusing).

Em alguns cristais não-lineares, uma equação análoga modela a propagação de feixes de
onda contínuo confinados em uma direção transversal (x), em que a coordenada espacial
x entra no lugar de τ , e o tempo t substitui Z . Nesse caso o termo dispersivo decorre do
fenômeno de difração do campo óptico, que naturalmente alarga o perfil transversal do feixe
ao longo da direção de propagação, enquanto que o termo não-linear corresponde ao efeito
óptico Kerr, que tende a convergir (divergir) o feixe no regime de self-(de)focusing. Em
ambos cenários envolvendo pulsos ou feixes de luz, soluções auto-aprisionadas (self-trapped)
na forma de sólitons podem surgir como resultado da compensação da dispersão pelo efeito
não-linear, sendo chamados de sólitons temporais no primeiro cenário e de sólitons espaciais
no segundo [7].

Figura 3.4 A evolução do perfil de envelope de um pulso (feixe) óptico de input na forma de
um sóliton temporal (espacial) é ilustrada em três cenários, o perfil de fase de output é análogo
ao efeito produzido por lentes sobre o perfil plano de input: (a) dispersão alarga o perfil (lente
divergente); (b) dispersão é perfeitamente balanceada pelo efeito de self-focusing; (c) na
ausência de dispersão, efeito não-linear de self-focusing estreita o perfil (lente convergente).
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3.5 Outros tipos de não-linearidade

No cenário tratado anteriormente, a maior mudança não-linear do índice de refração se
dá na vizinhança do pico do pulso, com coordenada denotada por τ0 , em que o desvio do
valor linear é igual a nk I(Z,τ0) , sendo a intensidade do campo óptico I ∝ |U |2 . No entanto,
quando I(Z,τ0) excede um limiar característico do material, a contribuição não-linear nnl(I)
passa a ter outra forma funcional. No caso de cristais PTS (sigla para p-toluene sulfonate),
medidas experimentais na região de comprimento de onda λ = 1600 nm , mostram que para
intensidades suficientemente altas se torna necessário a inclusão de um termo tal que

nnl(I) = nc I +nq I2 , (3.53)

sendo nc e nq constantes de sinais opostos associadas aos efeitos não-lineares cúbico e
quíntico, respectivamente. O fato de que nc nq < 0 remete ao caráter competitivo das duas
não-linearidades [7].

Em materiais fotorrefrativos, a não-linearidade exibe um comportamento de saturação no
regime de campos intensos, em que a mudança no índice de refração tende assintoticamente
para um valor limite (n∞) conforme a intensidade do campo óptico excede um limiar denotado
por Isat . Sólitons fotovoltaicos surgem devido a esse tipo de não-linearidade, que pode ser
abordada fenomenologicamente pela expressão [7]

nnl(I) = n∞

[
1− 1

(1+ I/Isat)p

]
, (3.54)

em que p é uma constante. No limite de intensidades muito inferiores ao valor de saturação
( I ≪ Isat ), vale a aproximação nnl(I)≈ pn∞ I/Isat que corresponde a uma não-linearidade
do tipo cúbica.

No contexto de fibras ópticas não-lineares, a não-linearidade logarítmica tem potencial
aplicação na descrição de campos ópticos fortemente confinados propagando em nano
guias fotônicas de onda [56]. Tais guias de onda são fibras ópticas cujo diâmetro varia de
algumas dezenas até poucas centenas de nanômetros, sendo bem inferior ao diâmetro das
fibras padrões que é da ordem de dezenas de micrômetros. Nanofibras ópticas também
são conhecidas como nanofios fotônicos ou fibras de sub-comprimento de onda (em inglês,
sub-wavelength fibers), pois têm diâmetros frequentemente menores do que o comprimento
de onda da luz incidente [53]. Devido a grande diferença entre os índices de refração do
interior da fibra e do ar (n1 , n2 ≫ n0 ), a abertura numérica das nanofibras é muito alta, e
por isso pulsos ópticos propagam com a maior parte da energia confinada no núcleo, com o
campo evanescendo significativamente na região imediatamente fora da fibra. Além disso,
a área efetiva do modo é muito pequena, sendo responsável pela não-linearidade bastante
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intensa induzida pela interação do pulso com o meio dielétrico da nanofibra [53]. Portanto,
sugere-se que o efeito de SPM com forma funcional logarítmica possa ser um bom candidato
para um modelo nesse contexto, então a mudança não-linear do índice de refração é escrita
como

nnl(I) = ne ln(Ip +1) , (3.55)

em que p denotada uma constante positiva, e ne é um valor de escala para o índice de refração.
Note que a condição nnl(0) = 0 é atendida. Para intensidades suficientemente baixas, de
modo que Ip ≪ 1, a Eq. (3.55) para p = 1 pode ser aproximada pela não-linearidade
cúbica+quíntica dada pela Eq. (3.53), em que encontra-se nc = ne e nq = −ne/2. Para
p = 2, tem-se até primeira ordem somente o termo quíntico com nq = ne . No caso de campos
intensos, com Ip ≫ 1 em uma região localizada ao redor do pico de intensidade, Ip pode ser
trocado pela variável auxiliar 1/x e a função logarítmica expandida em série de potências,
com isso obtém-se

nnl(I) = ne

[
ln(Ip)+ I−p − 1

2
I−2p +O

(
I−3p)] . (3.56)

Na região de intensidade elevada do campo óptico, o primeiro termo da expansão é dominante,
já na região de baixa intensidade todos os termos da expansão são necessários. Logo, se a
distribuição de intensidade for suficientemente intensa e localizada, supõe-se que a dinâmica
efetiva do pulso possa ser descrita de forma aproximada pela região do campo onde se
concentra a maior parte da energia eletromagnética. Assim, desconsiderando as bordas de
baixa intensidade, considera-se a aproximação

nnl(I)≈ g ln(I) , (3.57)

em que g = ne p . Embora partindo da Eq. (3.55) tal aproximação não seja aplicável para
toda a extensão do campo óptico, a forma funcional mostrada na Eq. (3.57) pode ser útil se
a suposição empregada for aplicável. Sua utilidade foi mostrada também na descrição de
outros sistemas associados a cenários físicos variados, esses são bem modelados por equações
NLS com não-linearidade logarítmica (LNLS), como no caso de sistemas dissipativos [57],
de física nuclear [58], óptica [59, 60], fluídos capilares [61], e até mesmo no transporte de
magma [62]. Esse tipo de equação não-linear foi explorado pela primeira vez em 1975,
quando Bialynicki-Birula e Mycielski investigaram desvios de regimes lineares em sistemas
quânticos [63]. Sólitons que surgem do balanço da dispersão pelo efeito não-linear do tipo
logarítmico têm forma gaussiana, e são comumente chamados de gaussons.
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No capítulo seguinte, a forma funcional de um gausson será derivada a partir da equação
LNLS de dimensão (1+1) , e com isso uma das propriedades interessantes desse tipo de
sóliton ficará evidente. Além disso, uma das seções tratará da aproximação dada pela Eq.
(3.57), que é verificada por meio de simulações numéricas diretas considerando perfis iniciais
na forma de gaussons com intensidades variadas. É importante enfatizar que a seção 4.2
será dedicada à introdução de alguns conceitos e resultados decorrentes do formalismo
lagrangiano aplicado a um sistema de equações NLS acopladas de dimensão (1+1) , essa
seção será útil para o entendimento do processo de obtenção do modelo reduzido apresentado
no sexto capítulo.



4 Propriedades gerais
de soluções de sóliton

4.1 Derivação dos perfis de sóliton

Assim como discutido no Cap. 1, o método IS se aplica à equação NLS cúbica padrão
3.52, fornecendo soluções analíticas de N-sólitons e todas as quantidades conservadas. Para
que a abordagem dessa seção se estenda para vários tipos de não-linearidade, considera-se a
forma generalizada dessa equação adimensional dada por

i
∂U
∂ t

+
1
2

∂ 2U
∂x2 +F(|U |2)U = 0 , (4.1)

em que (x, t) são coordenadas de espaço-tempo (ou tempo-espaço) e F(I) representa uma
não-linearidade qualquer. Sabe-se que a integrabilidade da Eq. (4.1) só é verificada para
casos específicos, mas independentemente disso, uma maneira simples de obter soluções
particulares, consiste em supor que a função de perfil de envelope U(x, t) tenha a forma

U(x, t) = u(x)ei µt , (4.2)

em que µ ∈ R é uma constante de propagação e u(x) uma função real. Se constatada a
existência de soluções dadas pela Eq. (4.2), então essas podem corresponder a sólitons
estacionários, que no caso das fibras ópticas se movem com velocidade de propagação
constante vg no referencial (z, t) . Substituindo na Eq. (4.1) encontra-se

uxx = 2
[
µ −F(u2)

]
u ⇒

∫
dx uxx ux = 2

∫
dx
[
µ −F(u2)

]
uux ,

1
2
(ux)

2 = 2
∫

du
[
µ −F(u2)

]
u ⇒ ux = 2

{∫
du
[
µ −F(u2)

]
u
}1/2

,

∴ (x− x0) =
1
2

∫
du
{∫

du
[
µ −F(u2)

]
u
}−1/2

. (4.3)

Nos cálculos acima, a primeira constante de integração deve ser nula para que se tenha
u(x →±∞) = ux(x →±∞) = 0, garantindo que a solução seja localizada, já a segunda é
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incorporada pela constante x0 . Se o resultado da integral na Eq. (4.3) puder ser expresso em
termos de funções analíticas conhecidas, então u(x) pode ser encontrado algebricamente a
partir da equação resultante. No caso da não-linearidade do tipo dual-power [6, 7]

F(I) = n1 Ip/2 +n2 Ip , (4.4)

com n1, n2 e p sendo constantes reais (sem relação com os n′s correspondentes aos índices
de refração da fibra óptica). Assim, a seguinte integral deve ser avaliada

(x− x0) =
1
2

∫
du
{

µu2

2
− n1 uq+1

q+1
− n2 u2q

2q

}−1/2

, (4.5)

em que q = p+1. Fazendo a mudança de variável v = u−p (dv =−pdu/uq), obtém-se que

(x− x0) =− 1
2p

∫
dv
{

µv2

2
− n1 v

q+1
− n2

2q

}−1/2

,

(x− x0) =− 1√
2µ p

log

[
µv− n1

q+1
+

(
µ

2v2 − 2µn1 v
q+1

− µn2

q

)1/2
]
,

⇒ exp
[
−
√

2µ p(x− x0)
]
= µv− n1

q+1
+

(
µ

2v2 − 2µn1 v
q+1

− µn2

q

)1/2

, (4.6)

assim, isolando v na equação algébrica (4.6), encontra-se

u(x) =
{

A
B+ cosh [D(x− x0)]

} 1
p

, D =
√

2µ p , (4.7)

A =
(2+ p)Bµ

n1
, B = sgn(n1)

[
1+

(2+ p)2n2µ

(1+ p)n2
1

]− 1
2

.

Quando p = 2, a não-linearidade em questão corresponde ao caso cúbico+quíntico, em
que as soluções dadas pela Eq. (4.7) descrevem sólitons claros. Se adicionalmente n2 = 0
e n1 > 0, tem-se o caso da não-linearidade cúbica self-focusing, então B = 1 e usando a
relação cosh2(x/2) = [cosh(x)+1]/2 obtém-se

u(x) =

√
2µ

n1
sech

[√
2µ (x− x0)

]
. (4.8)

Como o modelo é integrável nesse caso, as soluções exatas mostram que a propagação de um
perfil inicial dado por U(x,0) = N sech(x) depende do valor da amplitude N . Quando N = 1,
o perfil propaga sem mudança e é chamado de sóliton fundamental, o que corresponde a
equação acima com µ = 1/2 e n1 = 1. No entanto, para valores inteiros tais que N > 1,
denominados sólitons de altas ordens, o perfil oscila periodicamente e recupera sua forma
inicial a cada t = mπ/2 (com m ∈ I+) [7]. O fato dos sólitons serem estáveis mesmo
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Figura 4.1 Para a equação NLS cúbica com n1 = 1, os gráficos de |U(x, t)| resultam da
propagação numérica de perfis gaussianos N′ exp(−x2/2) : (a) N′ < 1, o perfil é dispersivo
e gradualmente decai emitindo ondas lineares (radiação); (b) N′ = Nrenorm ≳ 1, o perfil se
adapta para a solução mais próxima energicamente, i.e., a do sóliton fundamental, no processo
um pouco de radiação é emitida para o campo distante. A rotina numérica implementada
foi desenvolvida usando o método de Split-Step [6, 9] juntamente com o método de Crank-
Nicholson [29], foram empregadas as discretizações ∆x = 0.04 e ∆t = 0.001.

sobre o efeito de perturbações, os torna objetos robustos que podem ser produzidos mesmo
quando o perfil inicial desvia da forma e intensidade específicas de um sóliton. Isso acontece
porque a dispersão normalmente induz o decaimento de qualquer perfil inicial não solitônico,
no processo ondas lineares (radiação, no caso óptico) são emitidas para o campo distante
(|x| ≫ 1) e o perfil pode se adaptar para alguma solução de sóliton energicamente próxima.
Por isso, a amplitude do perfil inicial deve ser no mínimo maior ou igual a do sóliton
fundamental. A Fig. 4.1 fornece dois exemplos que ilustram exatamente o que foi discutido,
onde a constante Nrenorm foi determinada pela imposição da condição de normalização∫

∞

−∞

dx |U(x,0)|2 =
∫

∞

−∞

dx |sech(x)|2 = 1 . (4.9)

Considerando a não-linearidade logarítmica F(I) = ne ln(I + p) (com p ,ne ∈ R+), a Eq.
(4.3) toma a forma

(x− x0) =
1
2

∫
du
{
(µ +ne)u2

2
− ne(u2 + p)

2
log
(
u2 + p

)}−1/2

, (4.10)

porém, para p arbitrário essa integral não é trivial. Se p = 0 a não-linearidade toma a forma
aproximada obtida na seção anterior, e assim

(x− x0) =− 1
ne

√
(µ +ne)

2
−ne ln(u) ⇒ ln(u) =

(µ +ne)

2ne
−ne (x− x0)

2 ,

⇒ u(x) = exp
[

1
2

(
1+

µ

ne

)]
exp
[
−ne (x− x0)

2
]
, (4.11)
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Figura 4.2 Para a equação LNLS com F(I) = ln(I) , os gráficos de |U(x, t)| resultam da
propagação numérica das condições iniciais: (a) sech(2x) , em que pouca energia é perdida
no processo de adaptação do perfil; e (b) sech(x) , que envolveu perdas maiores mas mesmo
assim pequenas. Em (a), a condição inicial é bem próxima do perfil de gausson exp(−x2) , e
menos de 0.08% da intensidade total é perdida para o campo distante, já em (b) menos de
0.3%. A mesma rotina numérica do caso cúbico foi empregada.

O perfil de gausson unidimensional mostrado na Eq. (4.11) acima possui uma diferença
importante com relação ao perfil dado pela Eq. (4.8), que reside no argumento da exponencial
que não contém µ , e por isso existem soluções com amplitude arbitrária (em teoria) de mesma
largura (determinada pelo valor de ne), que aqui serão denotadas por Gµ(x, t).

Diferentemente do caso anterior, para qualquer condição inicial que não tem o perfil de
um gausson, o efeito não-linear induz oscilações de forma que promovem uma dinâmica
periódica de alargamento e estreitamento do perfil, que é acompanhada pela emissão de
pacotes de ondas não-lineares de baixa amplitude. Esses pacotes levam ao decaimento
gradual da solução, que pode eventualmente se estabilizar na forma de um sóliton ou
dispersar completamente pelo meio, dependendo do quão próximo a condição inicial for de
um perfil de gausson. Essas particularidades da não-linearidade logarítmica F(I) = ne ln(I)
resultam do seu caráter ilimitado na região próxima da singularidade de intensidade nula
(I → 0+), de modo que sua influência sobre qualquer solução é análoga ao de um potencial
dinâmico confinante. Isso pode ser visto claramente ao notar que, no caso do gausson,
o termo não-linear ln(Gµ) ∝ −x2 é equivalente a um potencial de oscilador harmônico.
Na Fig. 4.2, os resultados da evolução de dois perfis de sech são mostrados por meio dos
gráficos de |U(x, t)|, verifica-se que a amplitude das oscilações de forma é pequena se a
condição inicial desvia pouco do sóliton de perfil exp(−x2) (para ne = 1).

A Eq. (4.1) possui invariância galileana, e por isso admite soluções não estacionárias,
que correspondem a perfis localizados se deslocando com velocidade constante no refer-
encial (x, t) . Para demonstrar isso, considera-se a seguinte mudança de variáveis: t = T e
x = X − vT , em que (X ,T ) são as coordenadas do referencial inercial movendo da direita
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para esquerda com velocidade v (que deve ser muito pequeno com relação a velocidade da
luz no meio), no qual a solução estacionária (4.2) é escrita como

U ′(X ,T ) =Um(X ,T )eiθ(X ,T ) , (4.12)

em que Um(X ,T ) =U(X − vT,T ) (note que U(x, t) =U(X − vT,T ) ). Aqui, θ = θ(X ,T ) é
uma fase que garante a invariância galileana da equação de movimento, que é supostamente
uma função linear de X e T . Para determinar essa fase, impõe-se que a solução dada pela Eq.
(4.12) obedeça a mesma equação NLS nas novas variáveis, calculando as derivadas tem-se

∂U ′

∂T
=

(
∂Um

∂ t
− v

∂Um

∂x
+ iUm

∂θ

∂ t

)
eiθ , (4.13)

∂ 2U ′

∂X2 =

[
∂ 2Um

∂x2 +2i
∂Um

∂x
∂θ

∂X
−Um

(
∂θ

∂X

)2
]

eiθ , (4.14)

e substituindo na equação de movimento obtém-se

i
(

∂Um

∂ t
− v

∂Um

∂x
+ iUm

∂θ

∂ t

)
+

1
2

[
∂ 2Um

∂x2 +2i
∂Um

∂x
∂θ

∂X
−Um

(
∂θ

∂X

)2
]
+F(|U ′|2)U ′ = 0 .

(4.15)
Note que F(|U ′|2)U ′ = F(|Um|2)Um , e como Um(X ,T ) satisfaz a equação de movimento no
referencial (x, t) , a seguinte igualdade deve ser válida

i v
∂Um

∂x
+Um

∂θ

∂T
= i

∂θ

∂X
∂Um

∂x
− 1

2
Um

(
∂θ

∂X

)2

. (4.16)

Assim, identificando as partes imaginárias e reais de ambos os lados da Eq. (4.16), encontra-
se as seguintes equações

∂θ

∂X
= v ⇒ θ = vX + f (T ) ,

∂θ

∂T
=−1

2

(
∂θ

∂X

)2

⇒ d f
dT

=−v2

2
. (4.17)

Portanto, no referencial em movimento o sóliton tem a forma

U ′(X ,T ) = u(X − vT )ei(vX−v2T/2+µT) . (4.18)

Para o cenário oposto em que a solução estacionária se manifesta no referencial (X ,T ) , basta
efetuar as trocas X → x , T → t e v →−v na Eq. (4.18), fornecendo um sóliton que move na
direção −x̂ com velocidade v (também conhecida em inglês como soliton steering velocity
[7], aqui essa será referida pelo termo velocidade de fase). Uma condição inicial na forma
de sóliton em movimento é obtida tomando t = 0, ou seja, U(x,0) = u(x)exp(i v0 x) , que
pode representar, por exemplo, um sóliton temporal que propaga com velocidade vg + v0 ao
longo de uma fibra óptica. Quando uma fase não-linear θnl(x) é embutida, cada ponto da
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Figura 4.3 Os gráficos de |U(x, t)| resultam da propagação numérica de gaussons com fase
inicial dada por: (a) θ(x) = v0 x , com v0 = 0.5; e (b) θ(x) = b0 x2 , com b0 = 0.5.

solução adquire uma velocidade de fase igual a dθnl(x)/dx . Se essa fase for uma função
polinomial par, o resultado efetivo é um sóliton com oscilações de forma. Geralmente,
quando se deseja uma condição inicial oscilante, escolhe-se θnl = bx2 , com b sendo uma
constante real adequada, de modo que estabilidade da solução não seja comprometida. A
Fig. 4.3 mostra dois cenários de propagação de gaussons, em (a) tem-se velocidade de fase
positiva e em (b) oscilação de forma induzida.

4.2 Quantidades conservadas

Quando um sistema de onda não-linear é integrável, pode-se calcular inúmeras quantidades
conservadas a partir do procedimento padrão de aplicação do método de espalhamento inverso.
Se o sistema for não-integrável, uma abordagem de teoria clássica de campos é bem útil na
obtenção de algumas quantidades conservadas importantes das ondas solitárias. Para isso,
considera-se um cenário em que duas ondas solitárias interagentes são governadas pelas
seguintes equações NLS acopladas:

i
∂U
∂ t

+ iβ1
∂U
∂x

− β2

2
∂ 2U
∂x2 +F(|U |2)U +G(U,V,c.c.) = 0 , (4.19)

i
∂V
∂ t

+ iβ1
∂V
∂x

− β2

2
∂ 2V
∂x2 +F(|V |2)V +G(V,U,c.c.) = 0 , (4.20)

em que U(x, t) e V (x, t) representam os perfis de envelope das ondas solitárias acopladas. A
função G , que depende dos perfis e seus complexos conjugados (c.c.), carrega a forma do
acoplamento. Na abordagem adotada nessa seção, U(x, t) e V (x, t) são interpretados como
campos clássicos, cujas equações de movimento originam de uma densidade lagrangiana
L através das equações de Euler-Lagrange correspondentes. Assim, existe uma função
L = L (U,V,Ut ,Vt ,Ux,Vx,c.c.) tal que [64, 65]

∂L

∂W ∗ −
∂

∂ t

(
∂L

∂W ∗
t

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂W ∗
x

)
= 0 (4.21)
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corresponde à equação (4.19) ou (4.20) (na forma conjugada ou não) dependendo de W (x, t) ,
em que W representa U (∗) ou V (∗) . A notação W (∗) é uma referência compacta para W ou
W ∗ . Nesse formalismo, as funções W , Wt e Wxx são tratadas como variáveis independentes,
de modo que as derivadas parciais na equação de Euler-Lagrange acima são calculadas
normalmente. Para o caso em questão, a densidade lagrangiana é encontrada como sendo

L =
i
2
(U∗Ut −UU∗

t )+
i
2
(V ∗Vt −VV ∗

t )+
iβ1

2
(U∗Ux −UU∗

x )+
iβ1

2
(V ∗Vx −VV ∗

x )

+
β2

2
(
|Ux|2 + |Vx|2

)
+F

(
|U |2

)
+F

(
|V |2

)
+LC , (4.22)

com F (I) =
∫

F(I)dI ,

em que último termo deve ser encontrado conforme a equação

∂LC

∂W ∗ = G(W,W ′,c.c.) com W ′ =V (U) se W =U(V ) . (4.23)

Para simplificar os cálculos ao longo dessa seção, é interessante notar que a derivada
proporcional à β1 nas Eq. (4.19) e (4.20) pode ser removida por uma mudança de variáveis
(como feito anteriormente), ou através da transformação U(x, t) → U(x, t)exp(i xβ1/β2)

(analogamente para V (x, t)), e portanto adota-se β1 = 0 durante essa seção.
Os sistema descritos pela densidade lagrangiana (4.22), possuem simetrias que podem

ser exploradas pela análise da invariância de L e das equações de movimento com relação
a transformações envolvendo as coordenada e/ou os campos. A mais evidente dessas é a
simetria interna devido à invariância de fase global, cuja transformação correspondente é
dada por

W (x, t) → W̃ (x, t) =W (x, t)eiζ , (4.24)

com ζ sendo um número real que mede o deslocamento global de fase, e W (∗) assumindo
o papel de U (∗) e V (∗) . As quantidades conservadas que decorrem dessa simetria podem
ser calculadas pelo teorema de Noether para campos clássicos, para isso considera-se as
componentes do vetor de corrente de Noether, que nesse caso têm a forma [65]

J α =− ∑
U,V,c.c.

[
∂L

∂ (∂αW )

][
∂ (δW )

∂ζ

]
ζ =0

, (4.25)

em que a soma se dá em W , com ∂αW (α = x ou t) denotando as derivadas Wt , Wx . O termo
δW = W̃ −W é a variação de W em cada ponto do espaço-tempo, na expressão acima a
transformação é tomada na forma infinitesimal, com ζ variando de 0 até δζ , e por isso a
derivada de δW é avaliada em ζ = 0. As duas componentes (também chamadas de cargas)
da corrente de Noether são encontradas calculando
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J α =−i ∑
U,V

(
W

∂L

∂ (∂αW )
−W ∗ ∂L

∂ (∂αW ∗)

)
: (4.26)

J t = |U |2 + |V |2 , J x =− iβ2

2
[(UU∗

x −U∗Ux)+(VV ∗
x −V ∗Vx)] . (4.27)

A primeira carga (J t) é uma espécie de densidade de "massa" (em inglês o termo power
também é usado), e a segunda (J x) é identificada como sendo a densidade de momento. As
quantidades conservadas associadas a cada uma dessas densidades são obtidas pela integração
em todo eixo x (i.e., sobre todo espaço em que os campos estão definidos), então tem-se

N =
∫

∞

−∞

(
|U |2 + |V |2

)
dx , (4.28)

M =− iβ2

2

∫
∞

−∞

[(UU∗
x −U∗Ux)+(VV ∗

x −V ∗Vx)]dx , (4.29)

com N e M representando, respectivamente, a conservação conjunta da "massa" e do momento
das ondas solitárias. Quando o sistema é integrável, o método IS fornece essas quantidades e
uma infinidade de outras.

A descrição do sistema em termos da densidade lagrangiana pode ser reformulada, de
modo que o papel das derivadas temporais W (∗)

t (x, t) seja tomado pelos momentos canonica-
mente conjugados dos campos, que são calculados pela expressão

Φ
(∗)(x, t) =

∂L

∂U (∗)
t

(x, t) , Ψ
(∗)(x, t) =

∂L

∂V (∗)
t

(x, t) . (4.30)

Definindo o momento conjugado Λ = Φ (Ψ) se W = U (V ) , encontra-se para o caso em
questão que Λ = iW ∗/2. A reformulação se dá pela transformação de Legendre da densidade
lagrangiana, fornecendo a densidade hamiltoniana [64]

H =

 ∑
U,V,c.c.

ΛWt

−L =−β2

2
(
|Ux|2 + |Vx|2

)
−F

(
|U |2

)
−F

(
|V |2

)
−LC , (4.31)

em que novamente tem-se a soma em W (e automaticamente em Λ ). O resultado acima é
simplesmente a Eq. (4.22) (β1 = 0) sem os primeiros termos contendo as derivadas temporais.
Note que H depende somente dos campos W (∗) e suas derivadas espaciais W (∗)

x , porém uma
descrição alternativa é obtida pela substituições W = 2iΛ ∗ e W ∗ =−2iΛ , de modo que H

passa a depender somente dos momentos conjugados Λ (∗) e suas derivadas espaciais Λ
(∗)
x .

Independentemente das variáveis de campo escolhidas, as equações de movimento (4.19) e
(4.20) para U (∗) e V (∗) são recuperadas por uma das seguintes equações de Hamilton [64]

Wt =
∂H

∂Λ
− ∂

∂x

(
∂H

∂Λx

)
, Λ t =−∂H

∂W
+

∂

∂x

(
∂H

∂Wx

)
. (4.32)
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É interessante calcular a densidade hamiltoniana devido a sua identificação com a energia
total do sistema, que aqui procede pois: a dependência temporal está contida totalmente
nos campos; a energia cinética (termo com β2) é função puramente quadrática de W (∗)

x ;
a energia potencial (termos não-lineares + acoplamento) não depende das derivadas dos
campos. Assim, a Eq. (4.31) pode ser interpretada como sendo a densidade de energia do
sistema, cuja integral fornece a energia total (E = parte cinética (K) + parte potencial (P))

E=
(−β2)

2

∫
∞

−∞

(
|Ux|2 + |Vx|2

)
dx−

∫
∞

−∞

[
F
(
|U |2

)
+F

(
|V |2

)
+LC

]
dx , (4.33)

que pode ter o termo cinético reescrito na forma

K=
β2

2

∫
∞

−∞

(U∗Uxx +V ∗Vxx)dx . (4.34)

Como exemplo, considera-se β1 = 0, β2 = −1 e V = 0, nessas condições a Eq. (4.19)
pode suportar (dependendo de F(I)) uma onda solitária no estado de sóliton em movimento:

U(x, t) = u(x− vt)ei(vx−v2t/2+µt) , (4.35)

Substituindo U(x, t) na Eq. (4.29) e escrevendo o integrando como 2iℑ(UU∗
x ) , obtém-se

M =−
∫

∞

−∞

ℑ(UU∗
x ) dx ⇒ M =

(∫
∞

−∞

|U(x, t)|2 dx
)

v = Nv , (4.36)

e substituindo na Eq. (4.34)

K=−1
2

∫
∞

−∞

U∗Uxx dx =−1
2

∫
∞

−∞

(
u∗uxx +2 i vu∗ux − v2|u|2

)
dx

=
1
2

(∫
∞

−∞

|U(x, t)|2 dx
)

v2 − 1
2

∫
∞

−∞

u∗uxx dx− i v
∫

∞

−∞

u∗ux dx

=
1
2

Nv2 − 1
2

∫
∞

−∞

u∗uxx dx , (4.37)

em que considerou-se (u∗ux)(x) como sendo uma função ímpar, já que u(x) é frequentemente
uma função par. Note que M e o primeiro termo de K indicam que N pode ser interpretado
como sendo uma espécie de "massa" do sóliton, que também é conhecida como norma e a
Eq. (4.28) como integral de normalização. Em fibras ópticas, a norma está associada com a
intensidade total da componente x do campo elétrico que constitui o perfil longitudinal do
pulso óptico. Já no contexto de BECs, essa é interpretada como sendo a quantidade total de
partículas contidas na onda de matéria.
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4.3 Verificação da não-linearidade F(I) = ln(I)

Anteriormente, a não-linearidade logarítmica mostrada na Eq. (3.55) foi aproximada
para a forma funcional empregada na derivação da Eq. (4.11). Para demonstrar a validade
dessa aproximação, considerou-se um sistema governado pela equação LNLS com p = 1 e
ne = 1. Pela propagação numérica de três condições iniciais distintas na forma Gµ(x,0) ,
constatou-se que o primeiro perfil, com µ =−1, é totalmente dominado pelo efeito dispersivo,
como pode ser visto na Fig. 4.4(a). Os outros dois perfis de maior amplitude (µ = 1 e
µ = 3) rapidamente se adaptam para soluções solitônicas com dinâmica periódica (veja as
Fig. 4.4(b) e (c) ), no entanto, somente no caso (c) verifica-se que a maior parte da energia
inicial se encontra incorporada no sóliton. Como teste final, tomou-se como condição inicial
um perfil de sech com a mesma amplitude da gaussiana da Fig. 4.4(c), nesse caso o perfil
também se adapta para um sóliton, porém, no processo uma quantidade significativa de
energia é perdida na forma de ondas lineares, e por isso a gaussiana é realmente mais
apropriada. Portanto, embora os gaussons não sejam sólitons no modelo em questão, esses
desviam pouco de formas aparentemente solitônicas para amplitudes elevadas, e por isso a
não-linearidade com p = 0 é razoável no regime de altas intensidades.

Soluções estacionárias gaussianas com dinâmica semelhante ao resultado mostrado
Fig. 4.4(c), foram também encontradas experimentalmente e numericamente em sistemas
com apenas dispersão de quarta ordem e não-linearidade cúbica, resultando do balanço da
GVD anômala e do efeito SPM em certas condições que suprimem os efeitos das dispersões
de segunda e terceira ordem (β2 = β3 = 0). A equação NLS que modela esse sistema e a
solução chamada de pure-quartic soliton, são dadas por

i
∂U
∂ t

=−β4

24
∂ 4U
∂x4 +g |U |2U , U(x, t) = D exp

[
−Dx2

√
ν |g/β4|+ i µgD2t

]
, (4.38)

com D > 0, g < 0, β4 < 0, e µ ,ν > 0 sendo parâmetros livres [66].

A equação LNLS no regime de campos intensos pode ser reformulada se o perfil de
envelope for redefinido pela troca U(x, t)→ η U(x, t) , com η ≫ 1 para que a aproximação
da não-linearidade logarítmica seja aplicável. Além disso, a mudança de variáveis x = X/

√
h

e t = T/h é útil na reescala da não-linearidade. Assim, nas coordenadas (X ,T ) tem-se
U(X/

√
h,T/h) = ψ(X ,T ) , e a equação pode ser reescrita como

i
∂ψ

∂T
+

1
2

∂ 2ψ

∂X2 +g ln(|ψ|2)ψ = 0 , g =
2ne ln(η)

h
, (4.39)

em que g não precisa ser necessariamente ≫ 1, pois a constante h > 0 permite que qualquer
valor seja acessível. Nessa reformulação ψ não precisa ter amplitude muita elevada.
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Figura 4.4 Resultados de simulações numéricas da evolução de três perfis gaussianos na
forma Gµ(x,0) e um perfil de sech: (a) µ =−1, o perfil é dispersivo e gradualmente decai
emitindo ondas lineares; (b) µ = 1, o perfil se adapta para uma solução do tipo sóliton, porém
no processo bastante radiação é emitida para o campo distante; (c) µ = 3, diferentemente
do caso anterior, muito pouca energia é perdida no processo; (d) para um perfil de mesma
amplitude do caso (c), mas com a forma de sech, a energia perdida é da ordem de 10 vezes
maior quando comparada ao caso anterior. A rotina numérica implementada é análoga ao da
Fig. 4.1 modificada para o sistema em questão.

4.4 Estabilidade linear

Ondas solitárias muitas vezes propagam sobre a influência de perturbações, que podem
decorrer de efeitos dispersivos e/ou não-lineares de altas ordens (desprezados na derivação das
equações de movimento), desvios do perfil exato de um sóliton (assim como nas condições
iniciais abordadas anteriormente), acoplamento com outras ondas solitárias, etc. A Eq. (4.2)
oferece soluções de ondas solitárias em estado fundamental, cuja identificação com sólitons
deve ser constatada pelo estudo da estabilidade do perfil u(x ; µ) (aqui, a dependência com
o parâmetro µ é enfatizada). Isso porque para que seja propriamente um sóliton, a onda
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localizada deve permanecer estável na presença de perturbações pequenas. O efeito de
pequenas perturbações pode ser investigado pelo cálculo do espectro de linearização da onda
solitária, para isso escreve-se o perfil de envelope na forma [6, 7]

U(x, t) = [u(x ; µ)+Ũ(x, t)]ei µt , (4.40)

em que Ũ(x, t)≪ u(x ; µ) representa uma pertubação do perfil de sóliton u(x ; µ) . Substi-
tuindo na Eq. (4.1) obtém-se

−µu+ iŨt −µŨ +

[
1
2

∂xx +F
(
|u+Ũ |2

)](
u+Ũ

)
= 0 . (4.41)

O processo de linearização dessa equação consiste em desprezar qualquer termo não-linear em
Ũ(x, t) . Primeiramente, o argumento do função F é equivalente a |u|2+ |Ũ |2+(u∗Ũ +uŨ∗) ,
e pode ser linearizado ao desprezar o segundo termo quadrático. Essa função pode ser
expandida em série de potências do terceiro termo em parênteses, até primeira ordem tem-se

F
(
|u+Ũ |2

)
≈ F

(
|u|2
)
+F ′ (|u|2)(u∗Ũ +uŨ∗) , (4.42)

com F ′ (|u|2)= [dF(I)
dI

]
I=|u|2

.

Assim, usando o fato de que u(x ; µ) satisfaz a equação não perturbada, a Eq. (4.41) pode ser
reescrita na forma linearizada final

iŨt −µŨ +∂xxŨ/2+
[
F
(
|u|2
)
+ |u|2 F ′ (|u|2)]Ũ +u2 F ′ (|u|2)Ũ∗ = 0 . (4.43)

Soluções dessa equação podem ser obtidas na forma de combinações lineares de soluções
particulares expressas pela equação

Ũ(x, t ;λ ) = [v(x)+w(x)]eλ t +[v∗(x)−w∗(x)]eλ ∗t , (4.44)

que são geralmente chamadas automodos (eigenmodes) de perturbação com autovalor λ .
Depois de substituir na Eq. (4.43) e organizar os termos que acompanham as exponenciais
exp(λ (∗)t) , encontra-se duas equações lineares nas funções complexas v(x) e w(x) . Essas
equações podem ser trabalhadas algebricamente, e então colocadas na forma de um problema
de autovalor matricial dado por

M ·

(
v
w

)
= λ

(
v
w

)
, M= i

(
G0 ∂xx/2+G1

∂xx/2+G2 −G0

)
, (4.45)



4.4 Estabilidade linear 47

em que os elementos de matriz Gn (com n = 0,1,2) estão relacionados com a funções u(x ; µ)

e c.c. (complexo conjugado) pelas equações

G0 =
1
2
(
u2 −u∗2)F ′ (|u|2) , (4.46)

G1 =−µ +F(|u|2)+
[
|u|2 − 1

2
(
u2 +u∗2)]F ′ (|u|2) , (4.47)

G2 =−µ +F(|u|2)+
[
|u|2 + 1

2
(
u2 +u∗2)]F ′ (|u|2) , (4.48)

O conjunto dos autovalores λ é chamado de espectro de linearização da onda solitária. Na
Eq. (4.44) para o modo da perturbação, é possível trocar λ por −λ ou ±λ ∗ e obter o mesmo
par de autofunções, por isso o espectro é composto por pares (quando ℜ(λ ) ou ℑ(λ ) é igual
zero) e quadruples de autovalores.

O comportamento da perturbação na região de campo distante (|x| ≫ 1) pode ser investi-
gado tomando u(x ; µ)≈ 0 na Eq. (4.43), assim

iŨt − (µ −F0)Ũ +∂xxŨ/2Ũ = 0 , (4.49)

em que F0 é uma constante definida como sendo igual ao limu→0+ F
(
|u|2
)

. Essa equação
governa ondas lineares, que correspondem à radiação de baixa intensidade no contexto
de fibras ópticas e cristais não-lineares, e tem soluções na forma de combinações lineares
envolvendo as funções exp(i kx+λ t) e c.c. (com k ∈ R). Isso implica em um conjunto con-
tínuo de autovalores puramente complexos na forma λ =±i(µ −F0 + k2/2) . Esses formam
dois segmentos de linha quando visualizados no espectro de linearização, correspondendo
aos intervalos ±[µ −F0,∞) no eixo imaginário. Ao trocar λ por ±iω , fica evidente que a
perturbação no campo distante assume a forma de ondas lineares, a relação de dispersão é
encontrada como sendo k(ω) =±

√
2(ω −µ +F0). Se a não-linearidade for inferiormente

limitada, F0 é igual a uma constante finita, que na maioria dos casos é nula. No entanto,
isso não vale para a forma logarítmica F(I) = ln(I) , para qual F0 → −∞ , e portanto os
autovalores contínuos que compõem a parte do espectro associada as ondas lineares não
existem nesse caso. Além disso, é possível mostrar que λ = 0 sempre está presente no
espectro de ondas solitárias provenientes de não-linearidades do tipo dual-power (para mais
detalhes veja [6]).

O espectro é geralmente discreto na região entre os segmentos de linha associados
à parte contínua do mesmo, sendo definida pelos intervalos em que ℜ(λ ) ∈ [−∞,∞] e
ℑ(λ ) ∈ (−µ +F0, µ −F0) . Para calcular o espectro discreto pode-se resolver o problema
de autovalor numericamente, o método de colocação de Fourier descrito na Ref. [6] é
comumente empregado. A Fig. 4.5 mostra o espectro de onda solitária para vários casos.
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(f)(d) (e)

(c)(a) (b)

Figura 4.5 Espectro de linearização de onda solitária para quatro tipos de não-linearidade
(mostradas acima dos gráficos), s é um fator de escala do eixo medindo a parte imaginária de
λ . Nos espectros (a)-(c) (retirados da Ref. [6]) a solução fornecida pela Eq. (4.7) com µ = 1
foi usada para definir o perfil u(x ; µ), em (d)-(f) (obtidos pelo autor) a solução usada é dada
pela Eq. (4.11) com µ = 3, µ = 10 e µ =−1, respectivamente.

Nos três primeiros (a)-(c), a não-linearidade é do tipo dual-power e u(x ; µ) é tomado na forma
exata de sóliton. Nos casos (d) e (f), a não-linearidade é do tipo logarítmica F(I) = ln(I +1)
(note que F0 = 0), e u(x ; µ) é escolhido na forma Gµ(x,0) com amplitude elevada. Já
no último caso (f), a forma aproximada para o regime de altas intensidades F(I) = ln(I)
foi utilizada.

Em sistemas integráveis, a parte discreta do espectro de linearização é caracterizada
por conter somente um autovalor degenerado em λ = 0 (veja a Fig. 4.5(a) para o caso
cúbico), que corresponde ao chamado modo neutro [7]. Logo, a presença de autovalores
discretos não nulos é uma assinatura da não integrabilidade do sistema [6], e foi conjec-
turada como uma condição suficiente na Ref. [67]. Por outro lado, a ausência desses
autovalores serve apenas de indicativo sobre a quase integrabilidade de um sistema. Pro-
priedades importantes da dinâmica de ondas solitárias perturbadas podem ser estudadas pela
análise do espectro discreto, os automodos correspondentes se dividem em três categorias:
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modos internos estáveis com ℜ(λ ) = 0 e ℑ(λ ) ̸= 0, modos de instabilidade com ℑ(λ ) = 0
e ℜ(λ ) ̸= 0, e modos de instabilidade oscilatória com ℜ(λ ) ̸= 0 e ℑ(λ ) ̸= 0. Modos in-
ternos são perturbações oscilatórias estáveis que dependem do tempo através das funções
exp(±i |λ |t) , induzindo oscilações de forma no perfil da onda solitária. No caso dos modos
de instabilidade, a dependência temporal se dá pelas funções exp(±|λ |t) , e portanto esses
automodos de perturbação crescem com o tempo e podem tornar a onda solitária linearmente
instável. A terceira categoria consiste basicamente de um modo híbrido, que induz insta-
bilidades e oscilações ao mesmo tempo. A existência desses modos nem sempre permite
conclusões diretas sobre a estabilidade das ondas solitárias, também é essencial compreender
o comportamento dos autovalores discretos com as mudanças no perfil da onda solitária. Isso
porque o espectro de linearização é na maioria dos casos dinâmico durante a evolução, e
processos como a ressonância entre dois ou mais modos internos podem dar origem a modos
de instabilidade oscilatória. O mesmo pode acontecer também com o modo neutro, em que
modos de instabilidade surgem nesse caso. Quando visualizados no espectro, esses processos
são vistos como "colisões" entre os autovalores discretos, que se deslocam para o eixo real
ao entrar em ressonância (ao se sobreporem no gráfico) [7]. O critério de estabilidade de
Vakhitov–Kolokolov e suas generalizações fornecem uma forma de analisar a dinâmica do
espectro, se não forem aplicáveis, uma abordagem numérica do problema é indispensável.
O primeiro se fundamenta em um teorema que afirma que a solução u(x ; µ) é linearmente
instável se, e somente se, P′(µ)< 0, em que

P(µ) =
∫

∞

−∞

|u(x ; µ)|2 dx (4.50)

define a chamada curva de amplitude (termo adaptado de power curve). Quando linearmente
instável, uma onda solitária pode decair e gradualmente dispersar pelo meio, ou pode
evoluir para um estado oscilatório. O comportamento da largura do perfil localizado (que é
geralmente inversamente proporcional à amplitude) captura aspectos importantes da dinâmica,
e por isso a instabilidade de Vakhitov–Kolokolov pode ser vista como uma instabilidade
de largura [6].

Usando o critério de estabilidade para avaliar a Fig. 4.5, verifica-se que P′(µ) >

0 no caso (b), assim, a presença de um modo de interno mostra que a onda solitária
perturbada permanece estável, e o perfil testado é propriamente de um sóliton. Já em
(c), tem-se P′(µ) < 0 e a presença de um modo de instabilidade confirma que a onda
solitária testada é linearmente instável, e portanto não pode ser identificada como sóli-
ton. Nos casos de não-linearidade logarítmica, verifica-se que o modo de instabilidade
muda muito pouco em cada um dos três cenários (de (e) para (f) a diferença é impercep-
tível). De (d) para (e), a amplitude da solução testada aumenta em mais 30 vezes (∆µ = 7),
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nota-se que o aumento da região de autovalores discretos leva ao aparecimento de mais
modos internos. Testes com valores de µ cada vez maiores mostram que conforme esse
cresce, mais o espectro se aproxima do cenário crítico mostrado em (f). Isso revela que
os espectros das duas formas logarítmicas se tornam quase equivalentes quando µ ≫ 1
(amplitude/intensidade elevada), favorecendo a abordagem da seção anterior. Calculando
P(µ) para o perfil de gausson Gµ(x,0) , encontra-se que P′(µ)> 0 para qualquer µ , o que
é um forte indicativo de que o automodo correspondente ao par de autovalores reais não
compromete a estabilidade linear dessas soluções.

Ondas solitárias perturbadas também podem possuir modos de radiação, que estão intrin-
secamente relacionados com a emissão de radiação na forma de ondas lineares. A dinâmica
da onda solitária mais radiação pode ser investigada via teoria de perturbações. Em sistemas
integráveis, a aplicação dessa teoria em sólitons no modelo NLS cúbico, demonstra que tais
modos de radiação propagam com velocidade de grupo proporcional ao número de onda (k),
de forma que os modos com k grande escapam rapidamente para o campo distante (radiação
emitida), enquanto que aqueles com k pequeno permanecem próximos do sóliton, causando
oscilações no perfil até dispersarem pelo meio depois algum tempo. Modos de radiação
também podem ser excitados durante o decaimento de modos internos ativos, o que ocorre
devido a processos não-lineares do meio que elevam as frequências das oscilações, até que
essas eventualmente excedam o limiar do espectro contínuo causando a ressonância entre os
modos internos e de radiação (para mais detalhes veja a Ref. [6]).

Embora o modelo LNLS com F(I) = ln(I) não suporte ondas lineares, soluções locali-
zadas podem decair pela emissão de ondas de baixa intensidade altamente não-lineares
(F(I)≫ 1). No entanto, sabe-se que tal forma para não-linearidade logarítmica provém da
expressão exata F(I) = ln(I + 1) , e portanto, na realidade existem soluções na forma de
ondas lineares. No contexto de fibras ópticas, essas ondas consistem de radiação propagando
com velocidade maior ou menor que a do pulso óptico, drenando parte da energia concentrada
na região localizada do campo e contribuindo para o ruído linear no meio. Em simulações
numéricas, as condições de contorno aprisionam qualquer ruído produzido durante a evolução,
logo, para evitar potenciais perturbações sobre as soluções, qualquer campo nas bordas do
intervalo de discretização em x deve ser eliminado.

O próximo capítulo retoma o tema de fibras ópticas não-lineares que foi tratado
anteriormente. Serão abordados os acopladores ópticos direcionais de maneira simplifi-
cada, e com isso será finalizada a descrição do contexto físico que foi foco do trabalho de
pesquisa. No final desse capítulo serão utilizadas algumas propriedades dos sólitons discuti-
das até aqui para mostrar como colisões de gaussons ópticos podem ocorrer em acopladores
direcionais.



5 Propagação de luz em
fibras ópticas acopladas

5.1 Acopladores ópticos direcionais

Devido às propriedades interessantes dos sólitons temporais, esses podem ser utilizados
em sistemas de comunicação baseados em fibras ópticas não-lineares. A informação é
codificada de modo que cada pulso representa uma unidade de bit com valor 1 , e então
transmitida na forma de trens de sólitons ocupando slots (janelas temporais de largura ws)
conforme o código binário associado a informação, sendo que um slot vazio representa uma
unidade de bit com valor 0 [7, 13]. Em situações práticas, a largura à meia altura de um pulso
(wp) pode variar de 10 a 25 picosegundos (10−12 s), e tipicamente tem-se ws = nwp com
n∈Z sendo algumas poucas unidades [13]. No gerenciamento da transmissão de informações
em sistemas envolvendo múltiplas fibras, acopladores ópticos são dispositivos de grande
importância, que podem ser construídos na forma de replicadores ou direcionadores de pulsos
de uma fibra principal ativa acoplada a múltiplas fibras secundárias passivas, por exemplo.

Acopladores ópticos são dispositivos que distribuem a energia eletromagnética transmitida
em uma fibra principal (input) para outras fibras secundárias (output), esse processo de
ramificação pode envolver uma ou várias fibras na entrada e saída. Esses podem ser usados
para acoplar luz propagando no espaço livre com uma ou mais fibras, funcionando como
um dispositivo de input [53]. Acopladores ópticos têm outras aplicações que os transforma,
por exemplo, em interruptores (ou switchers) dependentes da intensidade e limitadores [13].
Esses foram abordados nas Ref. [68–71].

A construção de acopladores envolvendo duas fibras é geralmente dada pela união via
torção e fusão térmica sobre tensão, de modo a estruturar uma seção com forma cônica
alongada e afunilada que é compartilhada pelas duas fibras. Dois tipos de acopladores podem
ser construídos nesse caso, esses se diferem pelo modo em que ocorre a transferência de
energia, que se dá pela interação dos campos ópticos das fibras na região compartilhada no
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Figura 5.1 Esquema de acoplador direcional, também chamado na literatura de twin-core
optical coupler. A figura ilustra um cenário em que um pulso propaga em direção ao
acoplador pelo input da fibra 1 (fibra ativa), a interação entre a região de campo evanescente
e o meio inicialmente livre da fibra 2 (fibra passiva), promove a distribuição da luz conforme
intensidade do acoplamento, que depende da separação d . O resultado final nas fibras de
output depende do comprimento ∆z do acoplador (da ordem de alguns centímetros [53]).

núcleo ou na superfície. No segundo tipo de acoplador, os núcleos das fibras permanecem
intactos, e a magnitude da interação de superfície envolvendo os campos ópticos evanescentes
(intensidade do acoplamento) depende do comprimento da seção fundida compartilhada
pelas duas fibras e da distância que separa os núcleos (d) [13]. Esse acoplador de duas
fibras corresponde a uma fibra óptica não-linear de dois núcleos, e também é conhecido
como acoplador direcional. A Fig. 5.1 mostra um esquema contendo as dimensões básicas
que caracterizam esse dispositivo. Acopladores direcionais também podem ser utilizados
na eliminação de ruídos lineares e com isso melhorar a qualidade de sólitons produzidos
experimentalmente. Nesse processo, o ruído linear que acompanha o sóliton temporal
propagando na fibra 1 ativa, acopla facilmente com a fibra 2 passiva, para onde parte de
sua energia é transferida e dissipada. Nessa aplicação o acoplador direcional funciona
efetivamente como um filtro de ruído [72].

Denotando os perfis de envelope dos campos ópticos nas fibras 1 e 2 pelas funções U(τ,z)
e V (τ,z), respectivamente, a propagação de luz fora do acoplador direcional é governada por
equações na forma da Eq. (4.1) com essas funções no lugar de U(x, t) e (x, t) trocado por
(τ,Z). Na região do acoplador, as equações de movimento se tornam [13, 14]

iUZ +
1
2

Uττ +F(|U |2)U −ΛV = 0 , (5.1)

iVZ +
1
2

Vττ +F(|V |2)V −ΛU = 0 , (5.2)

em que Λ é um parâmetro real adimensional proporcional à intensidade do acoplamento linear
induzido pelo dispositivo. As Eq. (5.1) e (5.2) não são integráveis devido ao acoplamento
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linear (também conhecido em outros contextos físicos como acoplamento Rabi), mesmo
quando a não-linearidade corresponde a um sistema desacoplado que seja integrável [13].

Considerando a não-linearidade cúbica com n1 = 1 e Λ = 0.5, investigou-se os efeitos
do acoplador direcional quando um sóliton temporal na fibra ativa interage com a fibra
passiva ao longo de uma distância ∆Z . A rotina numérica foi implementada com base nos
métodos pseudo-espectral e Runge-Kutta de 4ª ordem, verificou-se que as discretizações
dZ = 0.001 e 256 pontos temporais no intervalo I = [−20,20] são suficientes para o caso
em questão. O cenário simulado numericamente corresponde ao mesmo ilustrado pela
Fig. 5.1, em que acoplamento é nulo fora do intervalo ∆Z , e as condições iniciais são
dadas por U(τ,0) = sech(τ) e V (τ,0) = 0. Na Fig. 5.2, para ∆Z = 1.62555, a dinâmica
de evolução dos perfis de envelope é mostrada em termos do referencial (t,Z) , em que no
processo ≈ 50% da energia do pulso na fibra 1 é transferida para a fibra 2.

Figura 5.2 Evolução de um sóliton temporal ao passar por um acoplador direcional (AD)
com Λ = 0.5 e comprimento ∆Z = 1.62555, ambos pulsos no output das fibras propagam
com velocidade de grupo vg.

Figura 5.3 Resultado da propagação das condições iniciais para ∆Z = 1.62555, o primeiro
gráfico mostra como a energia total em cada fibra varia com Z , os outros mostram a dis-
tribuição de intensidade dos campos ópticos em termos de |U(τ,Z)| e |V (τ,Z)|.
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O processo de splitting 50 : 50 ilustrado na figura anterior é mostrado de forma mais
conveniente e detalhada na Fig. 5.3, onde o alargamento dos pulsos que deixam o acoplador
eventualmente cessa para Z > 20, quando esses estabilizam na forma de sólitons. A energia
total na fibra 1 é estimada em termos da integral de normalização N(1)(Z) =

∫
I dτ |U(τ,Z)|2

calculada no intervalo I , na fibra 2 a expressão é análoga.
Nos cenários seguintes, foram considerados valores maiores de ∆Z . Na Fig. 5.4, quase

toda a energia da fibra ativa é transferida para a fibra passiva, e a energia restante se encontra
na forma de ruído linear que também é gerado na fibra passiva.

Conforme ∆Z aumenta, a maior parte da energia transferida para a fibra passiva volta para
a fibra ativa (veja a Fig. 5.5), e o restante novamente se encontra na forma de ruído linear.

Figura 5.4 Resultado da propagação das condições iniciais para ∆Z = 3.25.

Figura 5.5 Resultado da propagação das condições iniciais para ∆Z = 6.55.
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Com isso, fica claro que o comprimento do acoplador direcional não deve exceder o valor
do caso anterior, pois isso promove oscilações desnecessárias na energia das fibras e conse-
quentemente maior geração de ruídos.

No caso da não-linearidade logarítmica F(I) = ln(I +1) , o intenso auto confinamento
dos pulsos propicia resultados diferentes. Como exemplo comparativo, o sóliton da Fig.
4.4(c) foi transmitido numericamente através de um acoplador direcional com Λ = 0.5 e
∆Z = 0.91, o resultado (veja a Fig. 5.6) é um splitting 50 : 50 semelhante ao da Fig. 5.4,
porém a quantidade de ruído é significativamente menor.

Figura 5.6 Resultado da propagação das condições iniciais U(τ,0) = exp(2)exp(−τ2) e
V (τ,0) = 0 com F(I) = ln(I +1) , Λ = 0.5 e ∆Z = 0.91.

5.2 Colisões de sólitons em acopladores direcionais

Quando as duas fibras do acoplador direcional são ativas, o processo de transferência
de energia ao longo do comprimento ∆Z pode ocorrer pela interação dos campos ópticos
evanescentes de cada fibra, diferentemente da situação abordada antes onde o campo de uma
fibra interage inicialmente com o meio livre da outra. No entanto, para que isso aconteça, os
sólitons temporais devem "colidir" no interior do acoplador. Se as duas fibras são idênticas,
os sólitons propagam com a mesma velocidade de grupo, e portanto devem chegar no input do
acoplador quase que simultaneamente, isto é, com uma separação temporal que não exceda a
largura média dos pulsos. Alternativamente, os sólitons nas fibras 1 e 2 podem ser gerados
inicialmente com velocidades de fase v(1)0 e v(2)0 , respectivamente, e por isso podem entrar
no acoplador em instantes arbitrários τ

(1)
0 e τ

(2)
0 desde que v(n)0 > v(3−n)

0 se τ
(n)
0 < τ

(3−n)
0

(com n = 1,2).
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A priori, a construção de um acoplador direcional a partir de duas nano fibras é factível,
embora a disponibilidade de técnicas para isso seja discutível atualmente. Supondo que em
tal dispositivo prevaleça a forma linear de acoplamento entre os campos ópticos, o cenário
colisional abordado anteriormente pode ser estendido para o caso de gaussons propagando
em nano fibras de não-linearidade logarítmica. As equações que governam esse sistema
podem ser reformuladas para fornecer uma descrição aproximada no regime de campos
intensos, para isso um procedimento análogo ao que culminou na Eq. (4.39) fornece:

iφZ +
1
2

φττ +g ln(|φ |2)φ −Γψ = 0 , (5.3)

iψZ +
1
2

ψττ +g ln(|ψ|2)ψ −Γφ = 0 . (5.4)

Aqui, a notação para as variáveis foi mantida ao efetuar as trocas τ → τ/
√

h e
Z → Z/h , U e V em termos dessas novas variáveis reescaladas são trocados pelas funções
φ(τ,Z) e ψ(τ,Z) , respectivamente, e por fim Γ = Λ/h . Quando instantes e velocidades
de entrada são escolhidos como τ

(n)
0 = (−1)3−n s0/2 (com s0 > 0 sendo a separação tem-

poral inicial) e v(n)0 = (−1)n v0/2 (com v0 > 0 sendo a velocidade de aproximação ini-
cial), o processo de colisão no referencial (τ,Z) é simétrico com relação ao eixo τ = 0.
O espalhamento de gaussons via colisões simétricas no modelo dado pelas Eq. (5.3) e
(5.4) foi o tema principal da Ref. [73] (publicação do próprio autor e orientador), sendo
abordado em detalhes no próximo capítulo. Nesse trabalho, o espalhamento de pulsos na
forma de ondas solitárias, sendo inicialmente gaussons, foi investigado para o caso em que
g = 1 e Γ =−0.2 por meio de duas abordagens. Na primeira, foi desenvolvido um modelo
variacional composto por EDOs, que fornecem uma aproximação para dinâmica de colisão.
Os resultados desse modelo reduzido se mostraram bem interessantes e posteriormente foram
verificados na segunda abordagem por meio de simulações numéricas diretas de propagação.
Assim como será discutido no próximo capítulo, descobriu-se que para valores pequenos
da velocidade de aproximação, a dinâmica de interação dos pulsos se revela bastante rica e
complexa, a correlação entre os parâmetros de entrada (Z = 0) e de saída (pós colisões) é
caótica e tem incorporada uma estrutura fractal de janelas com propriedades peculiares (simi-
lar aos modelos citados na Fig. 2.5). Embora o mecanismo responsável pelo aparecimento
dessas estruturas não seja trivial, seu funcionamento é relativamente simples, e deve-se a
existência de modos internos que armazenam parte da energia cinética das ondas solitárias
em oscilações de forma. Como exemplo final, a Fig. 5.7 mostra dois cenários de colisão
provenientes do modelo abordado no trabalho [73], note que em (a) e (b) o pulso adquire
oscilações de forma ao interagir com o outro (com comportamento simétrico) na região
próxima de τ = 0.
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Figura 5.7 Colisões simétricas de ondas solitárias do modelo LNLS (Eq. (5.3) e (5.4) com
g = 1 e Γ = −0.2). Em Z = 0 as soluções iniciais têm a forma de gaussons, as figuras
são gráficos da função |φ(τ,Z)| propagada numericamente, o comportamento da função
|ψ(τ,Z)| é obtido pela reflexão desses gráficos ao longo do eixo τ = 0. Em (a), os pulsos
colidem em Z ≈ 30 e ocorre apenas uma pequena transferência de energia para os modos
internos/vibracionais. Em (b), a velocidade de aproximação é bem menor, de forma que a
energia cinética remanente após a primeira colisão não é suficiente para separar os pulsos,
que permanecem em um estado ligado devido ao efeito atrativo do acoplamento até a segunda
colisão. Nesse cenário, o sóliton temporalmente adiantado (τ > 0) recupera sua energia
cinética inicial após a segunda colisão, no entanto sua velocidade de fase final tem sinal
invertido e esse continua adiantado com relação ao outro pulso (diferentemente de (a), onde
o pulso atrasado (τ < 0) se adianta, isso significa que mesmo entrando no acoplador depois
do primeiro pulso, esse será o primeiro a ser detectado na saída).





6 Espalhamento de gaussons
via acoplamento linear

6.1 Introdução

A abordagem variacional tem sido amplamente usada como uma descrição alternativa
de muitos sistemas físicos não integráveis, fornecendo resultados similares aos obtidos
via simulações computacionais diretas das equações de movimento. O uso de métodos
variacionais no estudo de ondas não-lineares se deve originalmente a Bondeson [49, 74],
vários exemplos de aplicação são abordados na Ref. [14]. Com relação ao uso desses
métodos no estudo de interações de ondas solitárias, esses se mostram adequados quando
os perfis de envelope das ondas não desviam significativamente de suas formas funcionais
calculadas na ausência de acoplamentos, ou seja, quando a estabilidade das soluções durante
o processo de colisão é comparada com a de sólitons. Usualmente, a configuração inicial do
sistema é caracterizada por soluções localizadas de ondas solitárias bem separadas, de modo
a permitir que os efeitos do acoplamento possam ser desprezados. Assim, supõe-se que a
interação no momento de maior aproximação possa alterar apenas parâmetros internos das
ondas, mantendo o perfil da solução (i.e., a forma de sech ou gaussiana, por exemplo). Se
tal suposição for admissível, um modelo variacional (também chamado de modelo reduzido
ou de coordenadas coletivas) pode ser de grande utilidade desde que um ansatz apropriado
possa ser elaborado.

Em vários casos, modelos reduzidos têm bastante utilidade no estudo de propriedades
dinâmicas da interação de ondas solitárias, capturando as principais características das
colisões qualitativamente e, em certas situações, fornecendo bons resultados quantitativos
[6, 15–17]. Geralmente são consideradas baixas intensidades de acoplamento para evitar
grandes divergências entre os resultados do modelo e os exatos (provenientes de simulações
diretas), mas podem existir regimes inesperados em que o modelo falha ou sucede (como, por
exemplo, no caso discutido em [6, p. 214]) e por isso uma análise cautelosa dos resultados é
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essencial. Na Ref. anterior, o sucesso parcial da descrição variacional, se deve a construção de
um ansatz que emula oscilações de forma induzidas por modos internos das ondas solitárias.

Colisões de ondas solitárias em sistemas não integráveis podem envolver modos internos
e de radiação [15], principalmente quando esses desviam muito do regime de integrabilidade.
Assim como descrito anteriormente, as ondas solitárias podem ser consideradas sólitons
antes da primeira colisão, mas, quando a superposição de seus perfis é suficientemente
alta, os efeitos do acoplamento se tornam relevantes. Esse pode ser interpretado como
uma perturbação dos sólitons interagentes, de forma que acoplamentos intensos seriam
equivalentes a perturbações elevadas que por sua vez promoveriam maior excitação dos
modos em questão, o que geralmente leva a cenários de colisão que não podem ser descritos
variacionalmente. Se modos de instabilidade também forem excitados pelo acoplamento,
então a estabilidade linear das ondas solitárias deve ser analisada antes de qualquer estudo
variacional das colisões. Além disso, deve-se verificar se o papel dos modos de radiação
na dinâmica das colisões é de fato pequeno em comparação com os modos internos, pois a
emissão de radiação é omitida na derivação do modelo variacional.

6.2 Considerações iniciais e derivação do modelo reduzido

A interação de ondas solitárias no modelo em questão é governada pelas equações de
evolução (5.3) e (5.4). Assim como discutido no final do capítulo anterior, essas equações
podem descrever a interação de campos ópticos propagando na forma de pulsos temporais
em acopladores direcionais, que podem ser concebidos a partir de duas nano fibras com
não-linearidade na forma logarítmica F(I) = ln(I) se os campos forem estabelecidos no
regime de amplitudes/intensidades elevadas. Para investigar colisões simétricas, as condições
iniciais são escolhidas como

φ(τ,0) = η0 exp

[
−g
(

τ − τ0

w0

)2

− i
v0

2
(τ − τ0)

]
, (6.1)

ψ(τ,0) = η0 exp

[
−g
(

τ + τ0

w0

)2

+ i
v0

2
(τ + τ0)

]
, (6.2)

com η0 denotando a amplitude inicial do perfil gaussiano com pico em ±τ0 , e w0 sua largura
inicial. A energia (norma) inicial associada a cada campo é dada por N0 =

∫
R dτ |φ(τ,0)|2 =∫

R dτ |ψ(τ,0)|2 = η2
0 w0

√
π/2. As Eq. (6.1) e (6.2) têm a forma Gµ(τ ±τ0,0) de gaussons

com velocidade de fase ±v0/2 quando w0 = 1. A amplitude pode ser arbitrária, e é escolhida
tal que η0 = 1 (µ = −1) para simplicidade. Se o acoplamento é desligado (Γ = 0), as
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condições iniciais propagam como ondas solitárias que são propriamente sólitons, e podem
ser convertidas em soluções exatas para qualquer t se multiplicadas por exp(−i t) .

Para investigar o comportamento das ondas solitárias com velocidade de aproximação
v0 , a propagação numérica direta das condições inicias apresentadas é a maneira mais exata.
Para construir um modelo variacional capaz de capturar os principais aspectos da propagação
exata, deve-se elaborar uma forma funcional fixa para os campos (ansatz) que emule possíveis
oscilações de forma, e que contenha as condições inicias em questão como caso particular.
Sabe-se que fases não-lineares são responsáveis por induzir tais oscilações, então, um ansatz
que se revela adequado é encontrado na forma

φ(τ,Z) = η exp

{
−g
(

τ − p
w

)2

+ i
[

b
2w

(τ − p)2 − v
2
(τ − p)+σ

]}
, (6.3)

ψ(τ,Z) = η exp

{
−g
(

τ + p
w

)2

+ i
[

b
2w

(τ + p)2 +
v
2
(τ + p)+σ

]}
. (6.4)

A dependência em Z está contida nos parâmetros variacionais (graus de liberdade), que são:
amplitude η(Z) , largura w(Z) , chirp b(Z) , posição do pico p(Z) , velocidade de fase v(Z) ,
e fase global σ(Z) . Quando Z = 0, o valor de cada parâmetro variacional é denotado com
o subíndice zero (0), logo o ansatz toma a forma da condição inicial se p0 = τ0 e b0 = 0
(diferindo apenas pela fase σ ). A fase quadrática é acompanhada pelo fator b/(2w) que
controla as oscilações de forma que modificam o perfil através de η e w . Como w > 0, as
oscilações tendem a alargar o perfil (w ↑) se b > 0 ou estreitar (w ↓) se b < 0. O denominador
2w tem o papel de limitar tais oscilações para evitar situações críticas em que w → ∞ ou
w → 0+ . No entanto, se as oscilações são estáveis ou não, só é possível descobrir a posteriori
com o modelo reduzido em mãos. O parâmetro σ(Z) não influência na dinâmica de colisão,
seu papel é carregar explicitamente a invariância do sistema com relação a qualquer mudança
de fase global, de modo que a conservação de norma (Eq. (4.28)) e momento (Eq. (4.29))
sejam reproduzidas pelas EDOs que governam a evolução dos parâmetros variacionais.

No desenvolvimento do modelo reduzido, a densidade Lagrangiana (4.22) deve ser
adaptada para o caso em questão, os termos que correspondem a parte não-linear e ao
acoplamento são, respectivamente,

F (I) =
∫

g ln(I)dI = gI [ln(I)−1] , LC =−Γ(φ∗
ψ +ψ

∗
φ) , (6.5)

portanto, a densidade Lagrangiana desejada é expressa por

L = i(φ∗
φZ −φφ

∗
Z)/2+ i(ψ∗

ψZ −ψψ
∗
Z)/2−

(
|φτ |2 + |ψτ |2

)
/2

+ g|φ |2
[
ln
(
|φ |2

)
−1
]
+g|ψ|2

[
ln
(
|ψ|2

)
−1
]
−Γ(φ∗

ψ +ψ
∗
φ) . (6.6)
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Substituindo o ansatz dado pelas Eq. (6.3) e (6.4) na Eq. (6.6) acima, L passa a depender
efetivamente de τ e do conjunto de variáveis V(Z) = {η ,w ,b , p ,v ,σ} . Como a dependência
em τ é conhecida e fixa, a densidade lagrangiana pode ser integrada e expressa em termos da
energia cinética (K ), do potencial efetivo da não-linearidade (PNL ), e do potencial efetivo
do acoplamento (PC ), logo

L =
∫

∞

−∞

L (τ ;V(Z))dτ = LZ +K−PNL −PC . (6.7)

A componente LZ decorre dos dois primeiros termos de evolução na Eq. (6.6) envolvendo as
derivadas em Z dos campos, a identificação das outras componentes com a energia do sistema
provém da Eq. (4.33). O resultado da integração concede a lagrangiana L = L(V(Z)) , que
fornece a dinâmica aproximada do sistema em termos dos graus de liberdade permitidos pelo
ansatz. Para o cálculo detalhado de L , introduz-se as variáveis auxiliares

τ± =
τ ± p

w
, θ± =

b
2w

(τ ± p)2 ± v
2
(τ ± p)+σ , (6.8)

além disso, adota-se uma notação compacta para expressar os campos simétricos, para
isso define-se ϕ±(τ,Z) = u± exp(iθ±) e a função u± = u(τ±) tal que u(x) = η exp

(
−gx2) .

Assim, os campos podem ser escritos como φ = ϕ− e ψ = ϕ+ . Usando a notação q̇ = dq/dZ
para denotar as derivadas dos parâmetros variacionais, calcula-se que

ϕ
±
τ =

[
−2gτ±

w
+ i
(

bτ±± v
2

)]
ϕ
± , (6.9)

ϕ
±
Z =

[
η̇

η
+2gτ±

(
ẇ
w

τ±∓ ṗ
w

)
+ i θ̇±

]
ϕ
± , (6.10)

com θ̇± =

(
ḃw−bẇ

)
2

τ
2
±±

(
bṗ+

wv̇
2

)
τ±+

vṗ
2
+ σ̇ . (6.11)

Para evitar expressões muito longas, o cálculo da lagrangiana é divido para cada componente.
Mas antes de prosseguir, as seguintes integrais são úteis:

Qm =
∫

∞

−∞

τ
m
± |u±|2 dτ (m ∈ N) ,

↪→ Q0 = η
2w
√

π

2g
, Q1 = 0 , Q2 =

η2w
4g

√
π

2g
. (6.12)

A componente de evolução resulta da integral

LZ =−
∫

∞

−∞

[
ℑ
(
ϕ
−∗

ϕ
−
Z
)
+ℑ

(
ϕ
+∗

ϕ
+
Z
)]

dτ =−
∫

∞

−∞

(
θ̇−|u−|2 + θ̇+|u+|2

)
dτ ,

=−Q2
(
ḃw−bẇ

)
−2Q0

(
vṗ
2
+ σ̇

)
=−η

2w
√

π

2g

(
ḃw−bẇ

4g
+ vṗ+2σ̇

)
. (6.13)
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Para a componente cinética, envolvendo as derivadas em τ dos campos, tem-se

K=−1
2

∫
∞

−∞

(
|ϕ−

τ |2 + |ϕ+
τ |2
)

dτ =−
[(

4g2

w2 +b2
)

Q2 +
v2

4
Q0

]
,

=−η
2w
√

π

2g

(
g

w2 +
b2

4g
+

v2

4

)
. (6.14)

O potencial efetivo decorrente da não-linearidade logarítmica requer o cálculo da seguinte
integral:

PNL =−g
∫

∞

−∞

[
|ϕ−|2 ln

(
|ϕ−|2

)
+ |ϕ+|2 ln

(
|ϕ+|2

)
−|ϕ−|2 −|ϕ+|2

]
dτ ,

=−g
∫

∞

−∞

[
|u−|2

(
2lnη −2gτ

2
−−1

)
+ |u+|2

(
2lnη −2gτ

2
+−1

)]
dτ ,

=−2g [(2lnη −1)Q0 −2gQ2] =−η
2wg

√
π

2g
(4lnη −3) . (6.15)

Finalmente, a última integral que deve ser calculada envolve o termo do acoplamento linear
da Eq. (6.6), e é encontrada na forma

PC = 2Γ

∫
∞

−∞

ℜ
(
ϕ
−∗

ϕ
+
)

dτ =−2Γ

∫
∞

−∞

u+u− cos(θ+−θ−) dτ ,

= 2Γη
2
∫

∞

−∞

exp
[
−2g

(
τ2 + p2

w2

)]
cos
[(

2bp
w

+ v
)

τ

]
dτ = 2Γη

2w
√

π

2g
C ,

com C(w ,b , p ,v ;g) = exp

{
− 1

8gw2

[(
2bp
w

+ v
)2

w4 +16g2 p2

]}
. (6.16)

Somando cada componente da lagrangiana conforme mostrado na Eq. (6.7) e organizando
alguns termos, tem-se o resultado

L = Q0

[(
bẇ
w2 − ḃ

w
− b2

w2

)
w2

4g
− vṗ− v2

4
−2σ̇ +g

(
4lnη − 1

w2 −3
)
−2ΓC

]
. (6.17)

As equações Euler-Lagrange para cada parâmetro variacional tem a forma

∂L
∂q

− d
dZ

(
∂L
∂ q̇

)
= 0 (q = η ,w ,b , p ,v ,σ) , (6.18)

considerando a fase q = σ primeiramente, note que L depende dessa apenas pela derivada σ̇ ,
e assim obtém-se diretamente que 2Q̇0 = 0, que representa a conservação da norma conjunta
(ou individual, já que ansatz toma os campos como simétricos). Logo, η e w estão vinculados
pela relação η2w = K = cte. , em que Q0 = K

√
π/(2g) . Definindo w como parâmetro livre,

tem-se que η = η(w) .
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O cálculo das outras equações de Euler-Lagrange segue facilmente, o resultado final
consiste da condição de normalização mais quatro EDOs compondo o modelo reduzido

d p
dZ

=−v
2
−2Γ

∂C
∂v

, (a)

dv
dZ

= 2Γ
∂C
∂ p

, (b)

dw
dZ

= b+4gΓ
∂C
∂b

, (c)

db
dZ

=
4g2

w2

(
1
w
−w

)
−4gΓ

∂C
∂w

. (d)
(6.19)

Quando g = 1, as Eq. (6.19)(a)-(d) são equivalentes às equações do modelo reduzido que
constam na Ref. [73] para o caso g =−1 (no artigo o sinal de g é negativo), essas podem ser
obtidas por uma reescala da velocidade de fase dada por: v →−v/2.

O momento total das ondas solitárias é obviamente zero em qualquer cenário de colisão
simétrica, no entanto pode-se calcular o momento individual a partir do primeiro termo do
integrando da Eq. (4.29), fornecendo

M± =−
∫

∞

−∞

ℑ
(
ϕ
±

ϕ
±∗
τ

)
dτ =

∫
∞

−∞

(
bτ±± v

2

)
|ϕ±|2 dτ =±1

2
Q0v . (6.20)

Para investigar o espalhamento de gaussons no modelo reduzido, é necessário resolver
numericamente o sistema de EDOs acopladas para um ensemble de condições iniciais, que
considera vários processos de colisão com v0 assumindo valores discretos ao longo de
um intervalo pré-definido [vi,v f ] . Para o ansatz adotado no artigo, ambos vi (i: inicial) e
v f ( f : final) devem ser negativos, de modo que o n-ésimo processo acontece com veloci-
dade de aproximação v0(n) = vi +(n−1)dv , com a discretização do intervalo sendo dv =
(v f −vi)/(np−1) e o número total de processos de colisão np (tamanho do ensemble). Assim,
as condições iniciais para cada processo são dadas por V(n)(0) = {η0 ,w0 ,b0 , p0 ,v0(n) ,σ0} ,
com w0 = 1 e b0 = 0. Além disso, deve-se garantir que ḃ(0) ≈ 0 (oscilações de forma
inativas antes da primeira colisão), o que pode ser feito pela escolha de uma separação inicial
suficientemente grande (2p0 ≫ 1), já que a função de acoplamento decai exponencialmente
com −p2 , ou seja, vale a aproximação C(w ,b , p≫ 1 ,v ;g)≈ 0 assim como para as derivadas
de C . É importante notar que se w0 ̸= 1, o ansatz em Z = 0 e as condições iniciais para os
perfis (6.1) e (6.2) se tornam não equivalentes, isso resulta em ḃ(0) ̸= 0 e consequentemente
em um perfil oscilante (como esperado, já que o ansatz desvia da solução de gausson). Como
última observação sobre o modelo, a arbitrariedade da amplitude inicial η0 e da fase global
σ0 (constante) se manifestam claramente, já que as EDOs não dependem de σ e nem K ,
sendo esse útil apenas na determinação da amplitude em função da largura.

O acoplamento com Γ < 0 promove interação atrativa entre as ondas solitárias, que
experimentam um potencial efetivo confinante auto induzido e localizado ao longo do
eixo τ = 0. Assim, é evidente que podem existir cenários de colisão em que o efeito do
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acoplamento se torna intenso o suficiente para modificar a propagação das ondas, sendo
possível que essas se auto aprisionem mesmo que por um curto período (veja a Fig. 5.7),
formando um estado ligado de tempo de vida finito (intervalo ∆Z entre a primeira e a última
colisão). Logo, se as ondas solitárias preservarem suas características básicas após a última
colisão (i.e., permanecendo na forma de perfis localizados e estáveis, assim como sólitons), o
resultado final de um processo será dado pelos parâmetros internos pós-colisionais de cada
onda. A abordagem variacional é uma tentativa de descrever alguns desses parâmetros através
da forma funcional fixa dada pelo ansatz, no entanto, assim como discutido anteriormente,
como o papel dos modos de radiação não pode ser incluso no modelo, quase sempre haverá
discrepâncias entre o mesmo e os resultados exatos. A próxima seção é focada nos resultados
numéricos do modelo reduzido adaptado para a versão do artigo [73], que são posteriormente
analisados e comparados com os resultados das simulações numéricas diretas.

6.3 Resultados do modelo reduzido

As EDOs acopladas (6.19)(a)-(d) foram simuladas numericamente com uso do método de
Runge-Kutta de 4ª ordem (RK4) [29]. A separação inicial escolhida foi 2p0 = 20, e para
calcular a amplitude adotou-se K = 1. Aqui, a não-linearidade é escolhida como sendo
g = 1 e o coeficiente do acoplamento Γ = −0.2. A rotina numérica foi desenvolvida em
linguagem Fortran 95, no método RK4 empregou-se dz = 0.001 como discretização do eixo
de propagação, e números reais/complexos foram tratados com precisão dupla.

Nas simulações de espalhamento, o foco da investigação se manteve na correlação entre a
velocidade de aproximação e a velocidade de saída, que corresponde ao valor do parâmetro
variacional v(Z → ∞) ̸= 0 (denotada por v∞ e analogamente para os outros parâmetros) se
as ondas solitárias escapam do potencial atrativo induzido pelo acoplamento para algum
Z > 0 finito, ou é indeterminado caso as ondas formem um estado ligado permanente. Para
evitar propagações muitos longas, exigindo mais tempo de simulação computacional, todo
estado ligado que dura além de Zmax = 400 é considerado permanente, o processo de colisão
então fica incompleto e define-se v∞ = 0. O processo é completado quando a separação
atinge novamente seu valor inicial (20 unidades) para algum Z < Zmax , o que pode ocorrer
depois de uma ou muitas colisões. Assim, |p∞| = p0 é a posição absoluta final atingida
depois que as ondas escapam da zona de interação. Como a velocidade de aproximação
é negativa (separação decrescente), a velocidade de saída assume valores positivos se o
processo de colisão for do tipo reflexão (p0 p∞ > 0), e valores negativos se for do tipo
transmissão (p0 p∞ < 0), o que no contexto de fibras ópticas significa, respectivamente, que a
onda adiantada permanece como tal ou se torna a onda atrasada. Se |v∞|< |v0| , o momento
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individual e a energia total cinética média são menores no estado pós-colisional, e o processo
é dito inelástico. Caso |v∞| ≲ |v0|, esse é então quase elástico, sendo completamente se a
igualdade for verificada. Mais detalhes sobre a elasticidade são abordados posteriormente,
durante a análise dos resultados.

As simulações de espalhamento foram executadas em intervalos com np = 5000, o
resultado de cada processo de colisão completo é representado por um ponto (v0,v∞) no
gráfico de velocidade inicial pela de saída, os casos incompletos são vistos como pontos
(v0,0) no eixo horizontal. Os primeiros testes envolveram desde velocidades relativamente
baixas (vi ≲−0.05) até valores altos (v f ≳−5.0), e verificou-se que para valores absolutos
muito maiores que um limiar específico (|v0| ≫ |vc|) tem-se apenas uma colisão praticamente
elástica (transmissão direta). Conforme a velocidade aproxima do limiar (|v0| ≳ |vc|), o
processo se torna cada vez mais inelástico. Aqui, vc é chamada velocidade crítica, pois
quando v0 → vc ≈−1.04 o processo tende para o cenário crítico de completa inelasticidade,
i.e., um estado ligado permanente. Além disso, quando |v0|< |vc| , a dinâmica da interação
muda drasticamente e a colisão das ondas solitárias fica imprevisível. Esses resultados
iniciais podem ser inferidos a partir da Fig. 6.1, que mostra o gráfico de espalhamento
v∞×v0 com v0 ∈ [−0.05,−2.00] , onde o segmento de linha vertical com v0 = vc é destacado
para enfatizar a separação das regiões de regime regular (|v0|> |vc|) e irregular (|v0|< |vc|)
de colisões. Na segunda, a dinâmica das ondas solitárias se mostra altamente sensível ao valor
da velocidade de aproximação, no gráfico isso é visto como pontos dispersos distribuídos de
forma aparentemente aleatória, ou seja, sem nenhuma correlação entre os pontos vizinhos.
Porém, note que tal comportamento errático não se estende por todo o intervalo [0,vc) , pois
é perceptível a existência de janelas de regularidade, onde a correlação entre pontos vizinhos
se manifesta graficamente como uma curva suave e contínua. A Fig. 6.1 também revela um

Figura 6.1 Gráfico de v∞ versus v0 fornecendo uma visão ampla das regiões de regime
regular e irregular de colisões. O ponto crítico (vc,0) se encontra quase no centro do gráfico.
Pontos tocando as retas limites v∞ = ±v0 correspondem a processos de colisão comple-
tamente elásticos, que ocorrem na região regular quando |v0| ≫ |vc| (o gráfico aproxima
assintoticamente da reta limite inferior v∞ = v0).
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detalhe importante esperado do modelo, que é o fato de todos os pontos estarem contidos
na região definida pelas retas limite v∞ = ±v0 (segmentos de linha tracejados), provando
que |v∞| ≤ |v0| para qualquer v0 . Isso também significa que a componente translacional da
energia cinética total, termo proporcional a v2 na Eq. (6.14), é sempre menor ou igual ao
seu valor inicial. Nos cenários em que v∞ = v0 , verifica-se que todos os outros parâmetros
variacionais recuperam seus valores iniciais (processo elástico), em concordância com a
conservação de energia do sistema.

A Fig. 6.2 mostra o resultado da simulação de espalhamento da região |v0|< |vc| , que
fornece uma ampliação do gráfico anterior tornando evidente a existência de mais janelas
com formato de arcos "elípticos" tangentes à reta limite superior v∞ = −v0 . Essas se
distribuem ao longo do eixo v0 com ambas largura e separação cada vez menores conforme a
proximidade do ponto crítico, formando uma estrutura cada vez mais compacta. Analisando a
dinâmica de colisões em vários intervalos definidos pelas larguras das janelas, verifica-se que
o espalhamento é de fato regular, sendo efetivamente um processo de reflexão bem definido,
em que as ondas solitárias formam um estado ligado com características quase idênticas. Isso
é ilustrado na Fig. 6.3, que mostra a evolução do processo de colisão para v0 escolhido nas
quatro primeiras janelas de reflexão (indicadas na figura anterior).

Para qualquer v0 contido no intervalo da largura da janela Wn, os estados ligados formados
nos processos de reflexão podem ser caracterizados pelas quantidades básicas: tempo de
vida (Zn - comprimento ∆Z entre a primeira e a segunda colisão); amplitude da oscilação
posicional (An - coordenada |τ| máxima); número de oscilações de forma (Cn - resultado
da contagem dos picos de máximo da função |φ(τ,Z)|2 associados aos instantes de largura
mínima do perfil). As duas primeiras quantidades dependem do ponto na janela dado pela
coordenada v0 , mas por variarem muito pouco com relação aos valores no ponto tangente,
são consideradas constantes da n-ésima janela. A terceira quantidade é sempre constante
devido à sua própria definição, e descreve uma propriedade interessante das janelas, que
pode ser expressa pela equação Cn = n+3.

Figura 6.2 Gráfico de v∞ versus v0 para o intervalo [−0.250,−1.102] . As janelas de regu-
laridade são nomeadas conforme a notação Wn (n ∈ N∗), com n = 1 para a primeira e maior
janela.
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Figura 6.3 Gráficos de curvas de nível da função |φ(τ,Z)|2 para quatro velocidades de
aproximação, determinadas pelo pontos em que as curvas correspondendo às janelas de
reflexão Wn (com n = 1,2,3,4) tangenciam a reta v∞ =−v0 .

Por meio de observações mais detalhadas do gráfico da Fig. 6.2, é possível notar que
outras janelas bem menores (com formato invertido tangenciando a reta limite inferior) se
distribuem em ambas extremidades das janelas de reflexão, com exceção de W1 que não
possui tais janelas na extremidade esquerda. Para evidenciar isso, considerou-se um intervalo
simétrico centralizado na janela W2 , cujo resultado da simulação de espalhamento é mostrado
na Fig. 6.4. A semelhança dessas estruturas de janelas com a estrutura principal é clara, se
colocadas na mesma escala, é notável que essas se diferenciam apenas por transformações
de reflexão ao longo dos eixos horizontal e/ou vertical, i.e., Z → −Z e/ou τ → −τ . Nessas
janelas a dinâmica de colisões também é regular, e o espalhamento é efetivamente um

Figura 6.4 Gráfico de v∞ versus v0 para o intervalo [−0.7025,−0.8225] . Estruturas de
janelas semelhantes ao caso anterior surgem nas regiões próxima aos pontos extremos de W2 ,
que são pontos críticos onde essas se tornam gradualmente mais compactas.
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processo de transmissão bem definido, que obedece um padrão análogo ao das janelas de
reflexão. Além disso, toda janela de transmissão do lado esquerdo possui uma correspondente
no lado direito (e vice-versa), em que ambas fornecem cenários de colisão quase idênticos (o
tempo de vida e a amplitude de cada oscilação posicional diferem muito pouco). A existência
dessa múltiplas estruturas menores é constatada para qualquer janela de reflexão Wn , isso
indica que existem condições recorrentes em que a sensibilidade do mecanismo de colisão
com a velocidade de aproximação se torna muito pequena, permitindo que a interação das
ondas solitárias seja previsível e com isso controlada.

Para explorar como essas condições recorrentes se manifestam no gráfico de espalhamento,
várias simulações foram efetuadas em intervalos mais finos próximos das extremidades de
certas janelas. Primeiramente, escolheu-se a extremidade esquerda da janela W2 , que forneceu
uma ampliação da estrutura de janelas de transmissão vista na Fig. 6.4. Novamente, surgem
estruturas menores nas extremidades de cada janela, indicando que a condição recorrente
do mecanismo de colisão se estende para intervalos arbitrariamente pequenos. Então, é
esperado que janelas cada vez mais estreitas estejam incorporadas em todas as estruturas,
para investiga-las adotou-se um protocolo que consiste em selecionar apenas intervalos de
ampliação localizados na extremidade esquerda da segunda janela de reflexão/transmissão
(sendo a primeira sempre a mais larga). Seguindo esse protocolo de seleção, foram obtidos os
resultados mostrados na Fig. 6.5, onde o primeiro gráfico corresponde ao mesmo da Fig. 6.2.
Os intervalos destacados indicam a região de ampliação que fornece o gráfico imediatamente
abaixo. Aqui, as janelas são rotuladas com o índice adicional (s) , que denota a estrutura
na qual a janela pertence, assim, W (s)

n é o rótulo da n-ésima janela contida na estrutura da
Fig. 6.5(s) , com s = a, b, . . . , ou e . Além disso, a notação v(s)c é usada para designar o valor
crítico de v0 em cada estrutura.

Analisando os dados apresentados nas Fig. 6.5(a)-(e) , verifica-se que existem pontos no
eixo v0 associados a processos de colisão incompletos, sendo que a maioria se encontra no
intervalo de velocidades entre zero e a extremidade esquerda de W (a)

1 . Isso se deve ao limite
de simulação adotado durantes as simulações, que foi insuficiente para completar processos
envolvendo estados ligados de tempo de vida muito longo, que são mais frequentes quando a
velocidade de aproximação é muito baixa. Portanto, o modelo reduzido descreve essencial-
mente processos de colisão que são do tipo de reflexão ou transmissão. A probabilidade de
que algum processo seja do tipo aprisionamento (estado ligado permanente) é extremamente
pequena, pois sua ocorrência exige que a velocidade de aproximação assuma exatamente
algum dos valores críticos. O padrão de janelas claramente se repete a cada ampliação, a
diferença mais notável é a alternância entre os tipo de janela, o que permite relacionar cada
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gráfico sucessivo através de uma transformação ao longo do eixo horizontal que combina
reflexão, reescala e translação.

Figura 6.5 Resultados do modelo reduzido para sucessivas ampliações de intervalos no
eixo v0 (regiões retangulares marcadas nas figuras) de acordo com o protocolo de seleção
adotado: (a) gráfico de espalhamento da Fig. 6.2 repetido aqui para enfatizar o padrão de
janelas; (b)-(e) são os resultados gráficos das simulações nos intervalos mencionados, que
evidenciam a similaridade envolvendo as estruturas de janelas de reflexão/transmissão.
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Nas referências [6, 15], estruturas de janela também foram detectadas no gráfico de
espalhamento, e foi demonstrado que a quantidade (v2

c −v2
n)

−1/2 , com vn sendo a velocidade
no ponto de tangência da n-ésima janela, obedece com grande precisão uma relação linear
com o índice n . Para investigar se o mesmo ocorre no caso atual, considerou-se a expressão∣∣∣∣(v(s)c

)2
−
(

v(s)n

)2
∣∣∣∣−1/2

= h(s)n+ k(s) , (6.21)

com (s) designando a estrutura correspondente, h(s) e k(s) são coeficientes. Na expressão
acima, o módulo é necessário se o protocolo de seleção leva em conta estruturas de janela que
emergem pelas extremidades direita, que diferem das mostradas aqui por uma transformação
de escala seguida de reflexão ao longo do eixo vertical. Considerando as estruturas da
Fig. 6.5, verifica-se que a relação dada pela Eq. (6.21) é bem satisfeita, o que é uma
forte evidência quantitativa de autossimilaridade do padrão de janelas. No entanto, para
comparar os coeficientes h(s) e k(s) das estruturas (b)-(c) com os valores encontrados no caso
de s = a , é necessário reescalar cada intervalo de ampliação que vai desde a extremidade
esquerda de W (s)

1 até o ponto crítico de coordenadas (v(s)c ,0) , de modo que esses tenham o
mesmo comprimento do intervalo da estrutura inicial (a) . Depois de efetuar essa reescala
seguida de uma translação no eixo horizontal que leva todos os pontos críticos para o
ponto (−1,0) (i.e., v(s)c = −1 ∀ s), calcula-se a quantidade V (n; s) = [1− (ϑ

(s)
n )2]−1/2

para cada n em termos das velocidades transformadas denotadas por ϑ . Na Fig. 6.6 essas
quantidades são colocadas em um gráfico até n = 6, o comportamento linear é claramente
visualizado. Os coeficientes da Eq. (6.21) são encontrados pelo método de regressão
linear dos pontos mostrados na figura anterior para cada (s) . Para o caso (a) , obteve-se
h(a) = 0.325±0.006(1.85%) e k (a) = 0.65±0.02(3.08%) , enquanto que para os outros o
cálculo da média e do desvio padrão dos coeficientes forneceu ⟨h⟩= 0.280±0.003(1.24%)

Figura 6.6 Plot da quantidade V (n; s) = [1− (ϑ
(s)

n )2]−1/2 como função do índice n da
janela de reflexão/transmissão. A estrutura inicial (a) tem pontos bem distinguíveis, já
as estruturas de ampliação possuem pontos muito próximos na escala do gráfico. A reta
tracejada representa a função linear: ⟨h⟩n+ ⟨k⟩ .
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e ⟨k⟩= 0.662±0.004(0.68%) . Note que o desvio padrão associado aos valores médios é
bem pequeno, provando quantitativamente que o padrão de janelas encontrado nos casos
(b)-(e) é realmente muito similar. Comparando essas médias com os valores de h(a) e
k (a) , verifica-se que existe uma diferença relevante com relação ao primeiro, indicando
que a autossimilaridade das estruturas se estabelece a partir da primeira ampliação. No
entanto, embora a estrutura inicial seja muito semelhante a outras incorporadas na mesma,
essa não contém janelas de regularidade na região de baixas velocidades (0,v(a)c ) , sendo
comparável com as outras somente a partir da segunda janela. Adotando outro protocolo
de seleção, é possível obter resultados bem semelhantes, que indicam fortemente que tal
padrão prevalece para todas as estruturas emergindo na extremidade de qualquer janela de
regularidade. Portanto, a estrutura de janelas de reflexão da Fig. 6.1 é fractal, sua existência
no intervalo de irregularidade do espalhamento e a alta sensibilidade do mesmo com a
condição inicial, são assinaturas da natureza caótica do mecanismo de colisão.

As múltiplas estruturas compondo o fractal obedecem outra relação interessante, que rela-
ciona o número de amplificações (seguindo um protocolo pré-definido) com o comprimento
da estrutura, definido como sendo L(s) = |v(s)c − v(s)1 | , pela formula

log10 L(s) = R j+ r , (6.22)

em que R e r são coeficientes característicos do protocolo adotado, sendo j−1 o número
de amplificações associado a cada estrutura, com isso, j = 1 para o caso (a), j = 2 para
o caso (b) etc.. A reta de melhor encaixe fornece R = −1.639 ± 0.008(0.47%) e r =

1.56± 0.02(1.63%) , de modo que a Eq. (6.22) pode ser reescrita em termos de L(a) da
seguinte forma:

L(s) = 10R( j−1)L(a) . (6.23)

Como R é negativo, 10R < 1 é um fator de redução como esperado, e a Eq. (6.23) mostra
que o comprimento das estruturas decresce exponencialmente. Isso significa que a cada
ampliação o intervalo de visualização diminui 10−R ≈ 43.6 vezes. Para a estrutura da
Fig. 6.5(e), por exemplo, tem-se L(e)/L(a) ∼ 10−7 .

Com relação à dinâmica de colisões nas janelas de reflexão/transmissão das Fig. 6.5(b) e
(e) , verifica-se que o intervalo de regularidade dessas janelas fornece processos de colisão
bem definidos também, ocorrendo a formação de estados ligados com características especí-
ficas descritas pelas quantidades Z(s)

n , A(s)
n e C(s)

n (novamente o índice (s) serve de extensão
da notação). Isso é ilustrado na Fig. 6.7 para quatro janelas consecutivas encontradas nas
estruturas (b) e (c) , para os casos (d) e (e) a dinâmica de colisão pode ser visualizada na
Ref. [73]. Assim como discutido anteriormente para as janelas W (a)

n , verifica-se que Z(s)
n e

A(s)
n variam muito pouco conforme v0 é deslocado do ponto de tangência, e por isso podem
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Figura 6.7 Gráficos de curvas de nível da função |φ(τ,Z)|2 para oito velocidades de aproxi-
mação, determinadas pelo pontos de tangência das janelas W (s)

n com n = 1,2,3,4 e s = b,c .

ser considerados constantes características de cada janela. Já o número de oscilações de
forma pode ser escrito na forma C(s)

n = (n− 1)+ 4m(s)+ 4 para qualquer janela W (s)
n da

Fig. 6.5, em que m(s) = j− 1 é número de ampliações. De maneira geral, os resultados
sugerem vigorosamente que essas propriedades interessantes são válidas para qualquer janela
da estrutura fractal, que representam intervalos de condição inicial em que o mecanismo
de colisão descrito pelo modelo reduzido fornece uma dinâmica única e previsível, i.e.,
uma assinatura que permite localizar a janela na região complexa e caótica do gráfico de
espalhamento.

6.4 Análise do mecanismo de colisão do modelo reduzido

Para investigar quais condições recorrentes permitem que o mecanismo de colisão seja
controlável, o comportamento dos parâmetros variacionais pode ser analisado para um
ensemble reduzido de processos de colisão, contendo cenários com diferentes velocidades
de aproximação variando em um intervalo definido. Para um ensemble de np > 1 processos
rotulados com índice m= 1, . . . ,np , o valor da velocidade de aproximação para cada processo
m é denotado por v0(m) , de forma que a diferença entre condições iniciais consecutivas
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v0(m+1)− v0(m) é mantida fixa, sendo que v0(1) e v0(np) assumem os valores extremos
do intervalo predefinido. A evolução de cada processo de colisão, fornece como o ponto
(p,w,v,b)(Z) traça a correspondente trajetória no espaço de parâmetros quadridimensional
a partir do ponto de configuração inicial (p0,w0,v0,b0) . Na atual abordagem numérica, as
trajetórias acabam no plano definido por |p| = p0 , ou no ponto (p,w,v,b)(Zmax) . Antes
de prosseguir, algumas considerações são necessárias para facilitar as discussões sobre a
dinâmica das ondas solitárias. Assim como mostrado na seção anterior, os processos de
colisão são caracterizados por oscilações posicionais e de forma. A primeira pode ser
definida como o arco traçado pelo pico da onda solitária (dado pelo parâmetro p(Z)) no
intervalo em Z entre duas colisões. Assim, se o m-ésimo processo for caracterizado por
nc(m) colisões, o número de oscilações posicionais é dado por nop(m) = nc(m)− 1, e o
processo é efetivamente uma reflexão (transmissão) se nop(m) é ímpar (par). A oscilação
de forma se manifesta quando a largura da onda solitária oscila em torno do valor w0 = 1,
isso ocorre quando a colisão desvia o estado vibracional, definido pelo par ordenado (w,b) ,
da configuração de equilíbrio (w0,b0) , ativando o denominado modo vibracional. Esse é
responsável por provocar oscilações na energia cinética e potencial, alterando também o valor
médio dessas quantidades (redução da parte cinética e aumento da potencial) sem modificar
a energia total que permanece constante. Durante o processo de colisão, a dinâmica desse
modo pode ser visualizada em termos do estado vibracional, cujo comportamento é dado
pela trajetória traçada por (w,b)(Z) no espaço de parâmetros bidimensional, que circula o
ponto (w0,b0) de maneira não trivial. Os vários aspectos do mecanismo de colisão conforme
a dinâmica descrita pelo modelo reduzido são abordados em detalhes nessa seção.

Considerando um ensemble na região regular de espalhamento, em que nc = 1 para todos
os processos, verifica-se que a única colisão entre as ondas solitárias não promove mudanças
significativas no estado vibracional quando |v0| ≫ |v(a)c |= 1.04, em outras palavras, w(Z)≃
w0 e também b(Z) ≃ b0 para qualquer Z > 0. Quando |v0| ≲ 15, o estado vibracional
se manifesta como ativo, e as oscilações de forma deixam de ser desprezíveis. Essas se
instauram devido à troca de energia entre as componentes cinéticas translacional e vibracional
(termo proporcional à b2 na Eq. (6.14)) induzida nos instantes de colisão, e se intensificam
(maior amplitude de oscilação) quando v0 se aproxima da velocidade crítica, para qual o
processo de colisão resulta em máxima energia no modo vibracional e momento individual
nulo. Esse processo crítico corresponde ao cenário limite em que o acoplamento das ondas
solitárias não é suficientemente forte para capturá-las e, consequentemente, instaurar um
estado ligado.

Na região caótica, a análise do mecanismo de colisão deve ser bem mais detalhada em
virtude da complexidade apresentada pelo espalhamento das ondas solitárias. Para isso,
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considerou-se um ensemble de np = 200 processos rotulados com v0(1) = −0.25, logo
antes da janela W (a)

1 , e v0(m) =−1.04. Focando primeiramente na dinâmica do parâmetro
de posição p(Z) , nota-se que todos os processos envolvem pelo menos uma oscilação
posicional, o que é um fato esperado já que o acoplamento nesse regime é intenso o bastante
para promover a formação de estados ligados. Isso também pode ser entendido ao interpretar
o efeito do acoplamento como sendo equivalente ao de um potencial atrativo dinâmico, que é
capaz de manter as ondas "ligadas" se o momento individual no instante da primeira colisão
for suficientemente baixo. Logo, os processos que envolvem a quantidade mínima de colisões
(min[nc] = 2) são to tipo reflexão dados pelas janelas W (a)

n , nesses a resposta do mecanismo
de colisão durante o fim da primeira oscilação posicional, promove a restauração de uma
quantidade suficiente de momento individual e energia cinética translacional para que as
ondas solitárias escapem da zona de potencial atrativo. Para investigar as condições em
que isso acontece, os parâmetros variacionais nos instantes da primeira e segunda colisão,
denotados por q(Zc1) e q(Zc2) (com q(Z) sendo qualquer parâmetro), respectivamente, são
analisados para todos processos do ensemble (com exceção da posição, pois em qualquer
instante de colisão tem-se p = 0). As Fig. 6.8(a)-(c) mostram que os parâmetros em Zc1

dependem fracamente da velocidade de aproximação, principalmente a largura que apresenta
variações da ordem de 10−3 em todo o intervalo. Note que w(Zc1) < 1 e b(Zc1) < 0,
portanto a primeira colisão é sempre caracterizada pelo estreitamento do perfil, o que se
deve ao valor negativo de b quando Z ≲ Zc1 (iminência de colisão), causando a redução
de w . Interessantemente, a velocidade de colisão v(Zc1) varia pouco com v0 , indicando
que a sensibilidade do mecanismo de colisão não decorre diretamente de v0 . Então, para
intervalos estreitos no eixo v0 , os parâmetros variacionais podem ser considerados quase
constantes, e por isso, para todos os processos de colisão contidos nesse intervalo, a primeira
oscilação posicional acompanhada das oscilações de forma se manifesta de maneira quase
indistinguível. Nas Fig. 6.8(d)-( f ) , o comportamento dos parâmetros em Zc2 pode ser
visualizado, nesse caso os três parâmetros considerados apresentam variações acentuadas
conforme v0 percorre o intervalo, essas variações são similares e surgem na forma de
oscilações com frequência variável, que cresce com valor de |v0| . Considerando w(Zc2)

e b(Zc2) , nota-se que as oscilações do segundo antecedem as do primeiro, verifica-se
ainda que isso acontece a uma defasagem fixa. A origem desse comportamento provém do
tempo de resposta (delay) da onda solitária sobre o efeito da fase quadrática variável, ou
seja, as oscilações na largura induzidas pelo parâmetro chirp não são instantâneas. Esses
resultados mostram que a primeira oscilação posicional tem um papel muito importante na
evolução dos parâmetros até a segunda colisão, essa pode ser caracterizada pela amplitude
máxima de |p(Z)| (equivalente ao valor absoluto do mínimo de p(Z)) durante o intervalo
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Figura 6.8 Gráficos dos parâmetros variacionais nos instantes da primeira (Zc1) e segunda
colisão (Zc2) em função da velocidade de aproximação. Os gráficos (g) e (h) correspondem
ao comprimento e à amplitude da primeira oscilação posicional, respectivamente. Cada
gráfico contém 200 pontos associados a cada processo de colisão do ensemble.
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[Zc1,Zc2] , e pelo comprimento Zc2 −Zc1 desse intervalo. Essas duas quantidades definem o
comportamento inicial do denominado modo translacional, que está associado a dinâmica
de translação das ondas solitárias durante o estado ligado. A energia contida nesse modo é
definida como sendo a igual a componente translacional da energia cinética, e por isso esse se
altera a cada colisão dependendo da troca de energia do mesmo com o modo vibracional. Os
gráficos da Fig. 6.8(g) e (h) mostram que a amplitude e o comprimento Zc2 −Zc1 crescem
estritamente com |v0| . Nos dois gráficos, calcula-se que a curva de melhor ajuste é dada por

F(v0) =
h

k−|v0|
+d . (6.24)

Para o gráfico da amplitude da oscilação posicional, tem-se os coeficientes de melhor ajuste:
h = 0.914± 0.009 (0.98%) ; k = 1.0590± 0.0003 (0.026%) ; d = 7.48± 0.04 (0.48%) .
Com relação ao gráfico do comprimento, os coeficientes são: h = 0.109±0.001(1.20%) ;
k = 1.158±0.002(0.13%) ; d = 0.996±0.002(0.20%) . Em ambos casos, o valor do desvio
padrão para cada coeficiente é bem pequeno, indicando que a Eq. (6.24) descreve razoavel-
mente as curvas em questão. Note que a amplitude e o tempo de vida da primeira oscilação
posicional crescem abruptamente quando v0 se aproxima do valor crítico, logo, pequenas
diferença na velocidade de colisão v(Zc1) podem provocar grandes mudanças no modo
translacional, que levam a estados bem diferentes no instante da próxima colisão. Durante
o intervalo [Zc1,Zc2] , os parâmetros w(Z) e b(Z) oscilam com amplitude e frequência har-
mônica quase constantes, essas quantidades caracterizam o modo vibracional excitado na
primeira colisão cuja evolução é essencialmente determinada pelo par (w,b)(Zc1) , esse
modo ativo também se manifesta de forma quase idêntica em intervalos de velocidade de
aproximação suficientemente estreitos. Na maioria dos processos de colisão, a frequência
das vibrações é bem maior que a frequência das oscilações posicionais (que pode ser calcu-
lada por 1/(Zc2 −Zc1) ), por isso pequenas alterações no modo translacional podem alterar
bastante a troca de energia entre o mesmo e o modo vibracional na segunda colisão, o que
resulta em diferentes configurações do último (dadas por w(Zc2) e b(Zc2) ). Isso acontece
porque o caminho traçado por p(Z) aumenta na mesma taxa que a amplitude da oscilação
posicional, assim a evolução do par (w,b) desde Zc1 passa por uma quantidade de ciclos
cada vez maior, o resultado são as oscilações de frequência crescente vistas na Fig. 6.8(d) e
( f ) . Essas oscilações são replicadas na velocidade de colisão v(Zc2) , como pode ser visto
na Fig. 6.8(e) , isso ocorre porque a energia total contida nos modos translacional e vibra-
cional é constante, logo w , v e b sempre estão correlacionados. Portanto, a similaridade dos
padrões de oscilação advém da correlação entre esses parâmetros, além disso, esses padrões
acompanham a distribuição de janelas da primeira estrutura, assim como pode ser visto na
Fig. 6.9 que mostra como os intervalos em que b(Zc2) > 0 coincidem com o surgimento
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Figura 6.9 Sobreposição do gráfico de v∞ × v0 com o gráfico de b(Zc2)× v0 no intervalo
da estrutura fractal de janelas. As regiões em que o parâmetro chirp é positivo (destacadas
na cor ) coincidem com as janelas de reflexão, onde os processos ocorrem em somente
duas colisões. Os intervalos entre as janelas consistem de processos que decorrem de pelo
menos três colisões, para os quais o parâmetro chirp (no instante da segunda colisão) é
predominantemente negativo (regiões destacadas na cor ).

das janelas de reflexão. Para os parâmetros w(Zc2) e v(Zc2) essas regiões de valor positivo
se encontram defasadas com relação ao ponto central de tais janelas. Então, a positividade
do parâmetro chirp é uma condição necessária para que o mecanismo de colisão induza
uma troca de energia entre os modos que restaure uma quantidade suficiente de momento
individual e energia cinética translacional resultando no fim estado ligado, e com isso nos
processos de reflexão de duas colisões característicos das janelas em questão.

A análise do mecanismo de colisão até aqui, teve foco no intervalo da estrutura de janelas
inicial. Aplicando o mesmo procedimento nos intervalos entre as janelas de reflexão W (a)

n ,
verifica-se que todos os processos do ensemble passam a envolver pelo menos três colisões.
Os resultados anteriores são válidos até a segunda colisão, a partir dessa os comportamentos
do modo translacional e dos parâmetros variacionais se tornam menos triviais devido às
oscilações apresentadas pelos parâmetros em Zc2 . No entanto, nas extremidades do intervalo
(definidas pelas janelas de reflexão) verifica-se que os parâmetros em Zc3 (instante da
terceira colisão) oscilam da mesma forma discutida anteriormente, com as regiões em que
b(Zc3) > 0 coincidindo com as janelas de transmissão. Assim, pode-se inferir que as
condições em que o mecanismo de colisão fornece os cenários regulares característicos, são
gerais e necessárias para qualquer janela da estrutura fractal. Nos intervalos dominados
pelo regime caótico, os processos de colisão envolvem muitas colisões que na maioria das
vezes ocorrem frequência elevada (i.e., os modos translacionais carregam menos energia e
consequentemente as oscilações posicionais se tornam curtas), assim o comportamento dos
parâmetros variacionais se torna cada vez mais complexo a cada colisão. Essa complexidade
se manifesta nas variações descontroladas que os parâmetros apresentam, e que obviamente
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repercutem também nos modos. Embora essas variações sejam bem definidas (i.e., regulares),
o efeito resultante na dinâmica dos processos de colisão é uma sensibilidade progressiva com
a velocidade de aproximação. Em outras palavras, pequenas mudanças no valor de v0 são
ampliadas a cada colisão, de forma que processos inicialmente indistinguíveis (condições
iniciais muito próximas) divergem rapidamente a partir de um certo instante de colisão, a
não ser que v0 pertença ao intervalo de alguma janela de regularidade.

As condições necessárias para o surgimento das janelas de regularidade foram exploradas
qualitativamente até agora. Os resultados analisados anteriormente, sugerem que os modos de
translação e vibração devem cooperar de alguma forma para que os parâmetros variacionais
sejam apropriados no instante da colisão. Nos processos de colisão representados pelos
pontos de tangência das janelas de reflexão/transmissão, tal cooperação entre os modos
é perfeita, nesses cenários ideais o estado final corresponde simplesmente ao inicial com
velocidade de sinal contrário no caso de uma reflexão, em outros termos, toda a energia da
componente vibracional é retransferida para a componente translacional depois da última
colisão. No restante do intervalo de velocidades de uma janela, as condições ideias que
garantem uma colisão perfeitamente elástica não são satisfeitas, no entanto, sabe-se que os
aspectos gerais da dinâmica de interação prevalecem, sendo as extremidades da janela os
pontos de máximo desvio da condição ideal. Esses pontos podem ser chamados de pontos
críticos locais, pois os processos de colisão correspondentes são análogos ao cenário discutido
anteriormente, em que as ondas solitárias escapam da zona confinante com momento final
nulo e máxima energia no modo vibracional.

Para investigar as condições satisfeitas pelos processos de colisão decorrentes de janelas,
considerou-se um ensemble com np = 50 e v0 tomado no intervalo que tem a extremidade
direita da janela W (a)

2 como valor central, e se estende pelo eixo v0 até a coordenada do
ponto de tangência v(a)2 . Assim, "metade" do ensemble (m ≤ 25) corresponde a processos de
colisão previsíveis, que têm a dinâmica característica da janela de reflexão W (a)

2 . O restante
(25 < m ≤ 50) corresponde a uma mistura de processos regulares e irregulares, sendo
dominada pela dinâmica caótica. Na Fig. 6.10(a), a evolução do parâmetro p(Z) é
mostrada para todos os processos de colisão, para os quais a dinâmica é muito similar até
Z = Zc2 . As trajetórias de posição vistas na figura, evidenciam o fato que foi anteriormente
mencionado, que é a aparente "indistinguibilidade" dos processos de colisão com condições
inicias próximas (i.e., v0(m+1)− v0(m) = ∆v pequeno), que é exibida pelo comportamento
coletivo das trajetórias no espaço de parâmetros (e também nos subespaços de um parâmetro)
até o instante da segunda colisão, que antecede a subsequente divergência das mesmas.
Para Z > Zc2 , as trajetórias com m < 25, provenientes da janela de reflexão, avançam
linearmente para a região de p > 0, enquanto que as outras permanecem aprisionadas na
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Figura 6.10 Em (a) , trajetórias do perfil |φ(τ,Z)| dada pela evolução do parâmetro varia-
cional de posição p(Z) para 50 cenários de colisão com velocidade de aproximação v0(m)
(m = 1, . . . ,50) selecionada no intervalo [−0.762495,−0.814056] . O primeiro cenário
(m = 1), com v0(1) =−0.762495, corresponde ao ponto de tangência da janela de reflexão
W2 . O cenário com v0(25) é último contido no interior de W2 , a trajetória correspondente
passa bem próximo da trajetória limite (linha tracejada) obtida quando v0 é tomado no ponto
extremo direito de W2 . Em (b), variação direta de (w,b) nas coordenadas Zc1,2 , a linha
tracejada diagonal corresponde à trajetória tracejada com m = 25.

zona de auto-confinamento, e progressivamente divergem da dinâmica coletiva a cada colisão.
A trajetória limite, associada ao ponto de transição, define uma separação clara dos dois
regimes de colisão, e pode ser interpretada como um estado ligado permanente já que a
separação das ondas fica fixa. Embora os processos caóticos se originem do desvio excessivo
da condição limite definida pela janela, existe um instante de última colisão Z > Zc2 em
que tal condição é suficientemente satisfeita, permitindo que as ondas solitárias finalmente
escapem. No entanto, diferentemente do regime regular, esse instante varia de forma errática
para cada valor de v0 . A Fig. 6.10(b) ilustra a relação entre os estado vibracionais em Zc1

e Zc2 para cada processo do ensemble em questão. Em Zc1 , os parâmetros de largura e
chirp, denotados por w1 e b1 , variam pouco com a condição inicial, o que já havia sido
mostrado anteriormente nas Fig. 6.8(a)-(c) incluindo a velocidade de colisão (v1 na notação
atual). Por essa razão as trajetórias não divergem durante a primeira oscilação posicional,
além de apresentarem oscilações de forma quase idênticas. Ainda na Fig. 6.10(b) , o es-
tado vibracional em Zc2 , definido por w2 e b2 , varia de um processo para outro seguindo
uma curva bem definida, isso acontece devido à defasagem entre as oscilações de w(Zc2)

e b(Zc2) abordadas anteriormente (se a defasagem fosse nula, essa curva seria uma reta).
Para o cenário ideal dado pela trajetória com m = 1 (linha preta contínua na Fig. 6.10(a)),
tem-se w1 = w2 e b2 = −b1 (linha preta vertical na Fig. 6.10(b)), de modo que o sinal
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Figura 6.11 Trajetórias no espaço de parâmetros (w,b) para três processos de colisão na
janela W (a)

2 , em (a) a velocidade de aproximação é v(a)2 , em (b) e (c) a velocidade é escolhida
cada vez mais próxima do ponto crítico local. As trajetórias resultam dos gráficos mostrados
logo abaixo, que fornecem a evolução do parâmetro q(Z) (linha contínua para q = b e
tracejada para q = w−1).

oposto do parâmetro chirp em Zc2 indica que o efeito da segunda colisão é exatamente
o inverso da primeira (visto que b(−Z) = −b(Z) , i.e., a reversão do processo de colisão
muda o sinal de b(Z) assim como o de v(Z) ). Além disso, a diagonal tracejada que mostra
quando ocorre a transição para fora da janela, reforça a constatação feita anteriormente sobre
a maioria das trajetórias do regime irregular estarem associadas a valores negativos de b2 .
Analisando a evolução do estado vibracional para três casos durante o intervalo de oscilação
posicional que antecede a segunda colisão, verifica-se que as trajetórias traçadas pelo ponto
(w,b) tem um padrão muito similar, que está associado às oscilações de forma bem definidas
características da janela em questão. No cenário ideal, esse padrão de evolução é visto como
uma curva simétrica que se fecha exatamente em (w0,b0) em algum instante Z ≳ Zc2 (veja
a Fig. 6.11(a) ). Quando v0 desvia do valor ideal, essa curva se altera nos instantes em
que Z → Zc−2 , deslocando o ponto (w2,b2) do alinhamento vertical com (w1,b1) . Se v0

permanece contido na janela, a curva evolui em Z > Zc2 para um ciclo bem definido, cujo o
"raio" médio (amplitude média das oscilações de forma) cresce conforme v0 se aproxima
de um dos pontos críticos locais (veja as Fig. 6.11(b)-(c) ). O efeito desse comportamento
pode ser visualizado claramente nos gráficos de evolução individual dos parâmetros (parte
de baixo da Fig. 6.11), que evidenciam a relação direta do ciclo com a amplitude das os-
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cilações de forma. Se v0 entra na região caótica, a curva preserva um padrão semelhante ao
encontrado no caso crítico quando Z < Zc2 , porém para Z ≥ Zc2 essa evolui rapidamente
para uma trajetória desordenada envolvendo valores bem maiores de b e w , i.e., oscilações
de forma intensificadas. Considerando um intervalo [Zc1,Z′] com Z′ < Zc2 tomado no ponto
de mínimo de b(Z) , as trajetórias no espaço de parâmetros se mostram muito similares, de
modo que o comportamento de w(Z) pode ser ajustado com boa precisão pela função

wfit(Z) = D0 +D sen[(Z −Z0)ω] , (6.25)

em que os parâmetros de ajuste D e ω , fornecem a amplitude e a frequência de oscilação da
largura, respectivamente. Para os cenários das Fig. 6.11(a)-(c) , os valores de ajuste obtidos
são muito próximos como esperado, calculando o valor médio e o desvio padrão encontra-se
os seguintes resultados: ⟨D⟩ = 0.192± 0.007(2%) e ⟨ω⟩ = 2,46± 0.02(0.2%) . Então,
durante a fase de comportamento coletivo do ensemble, as oscilações de forma induzidas pela
primeira colisão possuem de fato quase a mesma frequência harmônica. Essa propriedade das
oscilações é na verdade mais geral, verifica-se que após o desligamento das ondas solitárias
ou nos intervalos entre colisões de um estado ligado, essas ocorrem com frequências que
crescem muito pouco |v0| e por isso permanecem próximas do valor apresentado. Assim,
em intervalos de v0 não muito amplos, como é o caso das janelas W (a)

n , a frequência de tais
oscilações pode ser considerada constante e característica do modo vibracional.

Esse estudo mais detalhado dos processos de colisão pode ser aplicado para qualquer janela
de regularidade, e com isso verifica-se que os resultados anteriores podem ser generalizados
facilmente. Assim, se o intervalo de velocidades do ensemble estiver centrado em uma janela
arbitrária, cuja assinatura é um processo de colisão que decorre de j colisões ( j ≥ 2 ), a
dinâmica coletiva de qualquer processo desse ensemble se estende até a j-ésima colisão que se
dá no instante Zc j . Durante o intervalo [Zc1,Z′] (com Z′ sendo o último mínimo de b(Z) logo
antes de Zc j ), a evolução do estado vibracional ocorre de forma praticamente idêntica, com
ambas amplitude e frequência do modo correspondente sendo aproximadamente constantes.
No entanto, os valores w j = w(Zc j) e b j = b(Zc j) acabam sendo diferentes para cada v0 .
A origem dessas variações no estado vibracional em Zc j , pode ser compreendida com a noção
de caminho mencionada anteriormente. Para duas trajetórias consecutivas (m e m+1), os
modos translacionais aparentam ser "indistinguíveis", porém existem pequenas diferenças de
caminho que se acumulam durante as j−1 oscilações posicionais, que são detectadas pelas
medidas das amplitudes e comprimentos de cada i-ésima oscilação posicional ( Zci+1 −Zci

com i = 1, . . . , j− 1 ), cujo comportamento em função de v0 foi abordado no contexto da
Fig. 6.8 considerando apenas a primeira oscilação posicional. No caso da trajetória ideal
fornecida pela janela arbitrária em questão, o modo translacional coopera perfeitamente com
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o vibracional, de maneira que J e J+1/2 (com J ∈ Z+ ) ciclos dos parâmetros de largura
e chirp, respectivamente, estejam contidos no intervalo total [Zc1,Zc j] (veja a Fig. 6.11(a)
para a qual encontra-se J = 4). O termo ressonância é comumente usado para descrever essa
condição ideal satisfeita pelos modos, resultando em um processo perfeitamente elástico.
O fato de que J é um inteiro positivo significa que w j = w1 e b j = −b1 (ou igual ao |b1| ,
pois b1 é sempre negativo), com essa configuração do modo vibracional em Zc j , tem-se
uma resposta do mecanismo de colisão que reverte a troca de energia inicial, restaurando o
estado de entrada das ondas solitárias (em termos de energia, i.e., desconsiderando o sinal
de v0). Esse argumento é baseado na simetria de reversão temporal do sistema (Z →−Z ),
que requer a troca do sinal de v(Z) e b(Z) na descrição do processo de colisão reverso,
porque ambos parâmetros descrevem taxas de variação (não necessariamente instantâneas)
dos parâmetros invariantes p(Z) e w(Z) , respectivamente. Com base na discussão anterior,
essa ressonância exata dos modos não é uma condição necessária, a tolerância de cada janela
é dada pela largura de seu intervalo, que define o desvio máximo que v0 pode apresentar de
maneira que o processo de colisão seja efetivamente uma reflexão/transmissão controlada.
Quando o desvio excede um pouco o limiar da janela, a fraca ressonância entre os modos
não é suficiente para que a j-ésima colisão propicie o desligamento das ondas solitárias.
Para desvios maiores, o estado vibracional em Zc j é caracterizado por w j > 1 e b j < 0, e
a resposta do mecanismo de colisão não é favorável para o escape da ondas solitárias, que
permanecem aprisionadas com ainda menos energia no modo translacional. Após sucessivas
colisões, as trajetórias perdem qualquer correlação inicialmente existente, e permanecem
aprisionadas até um eventual instante de colisão em que a troca de energia restaure uma
quantidade suficiente para a componente cinética translacional.

A largura decrescente dessas janelas representa condições de ressonância mais restritivas,
que podem ser entendidas pela mesma linha de raciocínio anterior. Assim como discutido
anteriormente, a amplitude e o comprimento da primeira oscilação posicional variam de
maneira não-linear conforme a magnitude de v0 aumenta, ambas são bem descritas por uma
função na forma da Eq. (6.24). Logo, para dois processos de colisão com velocidade de
aproximação levemente diferentes, i.e., v(2)0 = v(1)0 −dv , as diferenças de caminho que se
acumulam desde a primeira colisão se tornam cada vez mais acentuadas conforme a distância
entre v0 e a velocidade crítica (v0 − vc ) diminui. Por isso, para que esses dois processos
estejam contidos em uma mesma janela W (a)

n , deve-se escolher dv cada vez mais pequeno
conforme v0 −vc aproxima de zero. Portanto, o desvio máximo da condição de ressonância é
menor para janelas localizadas em regiões de velocidade de aproximação com magnitude
maior, pois as variações no modo translacional que se tornam mais significativas.
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Figura 6.12 Comportamento do modo translacional em termos das medidas de amplitude
(c) e comprimento da segunda oscilação posicional (d) no intervalo englobando parte das
janelas de reflexão W (a)

1 e W (a)
2 . A dinâmica do modo varia bastante ao longo desse intervalo

de velocidades, o que se deve ao comportamento da velocidade na segunda colisão v(Zc2)
mostrado em (b) , porém nas regiões destacadas em e , o modo passa a variar com
v0 de maneira semelhante a constatada para a primeira oscilação posicional, e assim o
mesmo mecanismo de ressonância entre esse modo e o vibracional dá origem as janelas de
transmissão de j = 3 colisões (mostradas em (a) ) com distribuição similar a da estrutura
inicial de janelas W (a)

n .

A origem das janelas de regularidade é bem entendida em termos do mecanismo de
ressonância explorado nessa seção, entretanto, a disposição das estruturas menores que
sempre emergem nas extremidades de outras janelas maiores, requer que o comportamento
do modo translacional seja estudado além da segunda colisão (Z > Zc2 ). Na Fig. 6.12,
a dinâmica da segunda oscilação posicional é investigada na região entre as janelas W (a)

1 e
W (a)

2 , onde duas estruturas de janelas de transmissão de j = 3 colisões se destacam, essas são
mostradas nos gráficos de espalhamento em (a) que resultam da ampliação dos intervalos de
v0 próximos das extremidades das janelas de reflexão. O gráfico da Fig. 6.12(b) corresponde
ao gráfico da Fig. 6.8(e) limitado ao intervalo em questão, note como a velocidade na
segunda colisão v(Zc2) varia bastante em comparação com a velocidade na primeira colisão
(veja novamente a Fig. 6.8(b) ). Isso significa que o modo translacional comporta-se de
maneira bem diferente após a segunda colisão, assim como evidenciado pelos gráficos nas
Fig. 6.8(c) e (d) que resultam das medidas da amplitude e do comprimento da segunda
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oscilação posicional. O comportamento desse modo durante [Zc2,Zc3] se assemelha ao com-
portamento durante [Zc1,Zc2] quando v0 se encontra suficientemente próximo das janelas
W (a)

1 e W (a)
2 (veja as regiões destacadas em e ). Nessas regiões o modo translacional

varia com v0 de forma análoga à discutida anteriormente no contexto da primeira estrutura de
janelas, e por isso as estruturas menores de janelas de transmissão surgem com distribuição
muito similar se compactando nas extremidades esquerda e direita de W (a)

1 e W (a)
2 , respectiva-

mente. A estrutura à esquerda vista na Fig. 6.8(a) é claramente diferente (note que as janelas
se tornam menores na direção vertical também), o motivo disso reside no comportamento de
v(Zc2) na região destacada em , que é visivelmente diferente daquele na região destacada
em . O comportamento do modo translacional investigado aqui pode ser generalizado para
qualquer intervalo entre janelas, para as estruturas de janelas de reflexão que decorrem de
j = 4 colisões por exemplo, encontra-se que os resultados da Fig. 6.12 são quase idênticos
quando a terceira oscilação posicional é considerada.

As variações na amplitude e no comprimento da primeira oscilação posicional com v0 ,
exploradas nas Fig. 6.8(g) e (h) , são muita pequenas em qualquer intervalo contendo estru-
turas de janela de transmissão com j = 3 colisões (como no caso dos intervalos destacados
na Fig. 6.12). Por isso, o primeiro modo translacional (antes da segunda colisão) aparenta ser
fixo para todos os processos nesses intervalos, para o qual a dinâmica das ondas solitárias é
muito similar à assinatura colisional da janela de reflexão mais próxima, o que já havia sido
notado anteriormente quando as assinaturas dessas janelas foram verificadas (veja os gráficos
à esquerda na Fig. 6.7). Entretanto, embora esse primeiro modo seja pouco sensível às
mudanças na condição inicial nos intervalos em questão, pequenas variações apresentadas por
esse levam a diferentes trocas de energia entre o mesmo e o modo vibracional, que instauram
um novo modo translacional cujo comportamento é bem mais sensível às variações em v0

(assim como discutido no contexto da Fig. 6.12). O que é interessante notar aqui, é que a
dependência desse segundo modo com v0 se mostra realmente muito similar a do primeiro
modo nos intervalos em que as estruturas de janelas com j = 3 colisões surgem, de forma
que para toda janela n dessas estruturas, tem-se o segundo modo análogo ao primeiro modo
(e único) da janela W (a)

n , i.e., ambos têm aproximadamente a mesma amplitude/comprimento
e contêm a mesma quantidade de oscilações de forma (indicando novamente que a frequência
do modo vibracional também é muito similar). Pela análise do mecanismo de colisão feita até
aqui, pode-se inferir que todos os possíveis modos translacionais que decorrem de processos
de colisão em intervalos de janelas, são dados por aqueles que correspondem às janelas de
reflexão W (a)

n . Logo, a assinatura colisional com j ≥ 3 colisões de qualquer n-ésima janela
de uma estrutura incorporada no fractal, é dada pela composição de j−1 modos, de maneira
que os j−2 primeiros modos correspondem (i.e., são similares, pois dependem fracamente
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com v0) àqueles da janela maior mais próxima com j−1 colisões, enquanto que o último
corresponde ao modo dado pela janela W (a)

n . Essa propriedade permite que a assinatura de
qualquer janela do fractal seja dedutível.

6.5 Resultados das simulações diretas

Os resultados do modelo reduzido fornecem fortes indícios de que a dinâmica exata das
ondas solitárias possa ser caótica e bastante complexa. Para verificar a validade das previsões
da abordagem variacional, as equações de evolução (5.3) e (5.4) foram simuladas diretamente
com as condições iniciais dadas pelas Eq. (6.2). As EDPs são resolvidas pelo método de
slit-step [6, 9], que combina a evolução da parte não-linear da equação, calculada com o
uso do método RK4, com a evolução da parte linear via Crank-Nicholson (CN) [29]. Para
a separação inicial dos picos das ondas solitárias, adotou-se o mesmo valor empregado no
modelo reduzido, ou seja, 2τ0 = 20. Esse valor fornece uma superposição suficientemente
pequena em τ = 0, de forma que a condição inicial representa uma boa aproximação para uma
solução com ondas localizadas bem separadas. Para que simulações sejam compatíveis com
os cenários descritos pelo modelo reduzido, os valores da não-linearidade e do acoplamento
são os mesmos, assim como a largura inicial do perfil. Além disso, é adequado tomar η0 = 1
e efetuar a troca v0 →−v0/2 para que os resultados sejam mais facilmente comparados.

Com relação aos parâmetros numéricos das simulações, para a variável τ foi adotado
o intervalo [−50,50] com discretização ∆τ = 0.04, e para Z a discretização foi de ∆z =
0.001. Esses valores satisfazem a condição de Courant-Friedrichs-Lewy associada com a
implementação do método CN: ∆z/(2∆τ2)≤ 1. O programa computacional desenvolvido
emprega números reais e complexos com precisão dupla, e se limita a processos de colisão
que não excedam o valor máximo Zmax = 800. Assim como nas simulações do modelo
reduzido, a velocidade de saída é considerada nula se o desligamento das ondas solitárias
não ocorrer antes de Zmax , ou se as oscilações posicionais excederem um limite específico
para cada simulação. Esse limite deve ser cautelosamente escolhido, e permite que cenários
de estados ligados permanentes, caracterizados por oscilações posicionais de alta frequência,
sejam detectados antes do limite de propagação.

Nas várias simulações de espalhamento executadas, o parâmetro de controle v0 variou em
intervalos contendo 5000 pontos. Por meio da análise dos gráficos de velocidade de saída,
verificou-se que três cenários de colisão são possíveis, que são: transmissão, reflexão e apri-
sionamento. Aqui, o último refere-se a estados ligados permanentes, que são frequentemente
estabelecidos durante os processos de colisão devido à emissão de radiação pelas ondas
solitárias. Nos cenário de colisão, as emissões de radiação são induzidas pelo acoplamento
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durante a evolução do estado ligado, e geralmente representam a principal diferença entre a
dinâmica exata e a fornecida pelo modelo reduzido [6, 15, 48].

Como os resultados do modelo reduzido sugerem a existência de uma velocidade crítica
próxima do ponto (−1,0) , a primeira simulação foi executada em um intervalo amplo
centrado nesse ponto, o gráfico de espalhamento correspondente é mostrado na Fig. 6.13(a).
Na figura, a velocidade fase na saída v∞ é calculada numericamente a partir da taxa de
variação da posição média associada a uma das ondas solitárias, no caso em questão escolheu-
se aquela governada pelo campo φ(τ,Z) . Como a velocidade de aproximação entra na
forma ±v0/4 nas condições iniciais, a reescala v∞ → v∞/4 é adequada para uma melhor
visualização dos resultados. Interessantemente, esse resultado inicial mostra que existe
uma velocidade crítica vc ≈−0.993, próxima do valor previsto pelo modelo reduzido, que
separa duas regiões de regime de colisão regular e irregular. Quando |v0| ≫ |vc| , ocorre
somente uma colisão que pouco afeta as ondas solitárias, e o processo pode ser considerado
elástico. Conforme v0 aproxima da velocidade crítica pela direita, nota-se que a curva traçada
pelo ponto (v0,v∞) oscila com amplitude crescente até o ponto crítico, diferentemente do
comportamento dado pela abordagem variacional. Na região irregular, são detectadas várias
janelas de reflexão e transmissão com formas variadas, essas aparecem distribuídas sem

Figura 6.13 Gráfico de v∞ versus v0 fornecendo uma visão ampla das regiões de regime
regular e irregular de colisões. O ponto crítico (vc,0) se encontra quase no centro do gráfico.
Pontos tocando as retas limites v∞ = ±v0 correspondem a processos de colisão comple-
tamente elásticos, que ocorrem na região regular quando |v0| ≫ |vc| (o gráfico aproxima
assintoticamente da reta limite inferior v∞ = v0).



88 Espalhamento de gaussons via acoplamento linear

nenhum padrão de simples dedução. Nos intervalos entre essas janelas, a maioria dos pontos
se encontra do eixo v0 , indicando que os processos de colisão do tipo aprisionamento são
predominantes. Diferentemente do modelo reduzido, a presença de grande parte desses
pontos não se deve à propagação limitada, e sim à emissão de radiação. A densidade
de pontos em alguns intervalos desse primeiro gráfico é bem maior, isso decorre de outras
simulações de ampliação executadas durante a investigação das regiões caóticas mais estreitas.
O intervalo limitado pela velocidade crítica e pela a extremidade direita da maior janela de
transmissão (veja a região destacada na Fig. 6.13(a)) fornece duas estruturas organizadas de
janelas de reflexão, que podem ser vistas na Fig.6.13(b) . Essas janelas possuem as mesmas
propriedades daquelas encontradas no modelo reduzido, rotulando a janela central mais larga
com o índice n = 0, pode-se rotular todas as janelas da estrutura à esquerda com índice
crescente a partir da maior janela que recebe n = 1, e da mesma forma aquelas à direita. Com
isso, tem-se pares de janelas com mesmo índice n ≥ 1, o que é apropriado pois verifica-se
que essas fornecem processos de colisão equivalentes. Isso contrasta com o modelo reduzido,
para o qual as primeiras janelas de reflexão são únicas e tangentes à reta v∞ =−v0 , enquanto
que aqui a reta tangente mais próxima é dada por v∞ ≈−0.9v0 (novamente devido à emissão
de radiação). Comparando as estruturas da Fig. 6.13(b) , percebe-se claramente que a da
esquerda contém janelas com menor variação na altura do ponto de máximo, por isso a
busca por janelas de regularidade mais finas é direcionada na mesma. A ampliação do
intervalo dessa estrutura é mostrada na Fig. 6.14(a) , as janelas são rotuladas conforme a
notação adotada anteriormente. Pela ampliação da região destacada nessa figura, que inclui
parte da extremidade direita da janela W (a)

1 , constata-se que de fato existem estruturas de
janela menores (veja a Fig. 6.14(b) ). Essas janelas são do tipo transmissão, e emergem nas
extremidades das janelas W (a)

n , os processos de colisão que essas fornecem são previsíveis e
análogos aos descritos pelo modelo reduzido. Diferentemente da estrutura inicial, essa última
apresenta um padrão de distribuição e espaçamento que é mais semelhante aos resultados
decorrentes da abordagem variacional, cujo protocolo de seleção empregado anteriormente
é aplicado aqui na investigação de intervalos mais estreitos. Os gráficos de espalhamento
obtidos a cada ampliação são mostrados nas Fig. 6.14(c)− (e) , note que o mesmo padrão
de alternância de janelas se faz presente. Assim como no modelo reduzido, os resultados
indicam que qualquer outro protocolo de seleção de intervalos deve fornecer estruturas de
janelas similares, e portanto as duas estruturas iniciais da Fig. 6.13(b) têm propriedades
de um fractal. Para comparar as estruturas obtidas aqui com aquelas do modelo reduzido
(especificamente aquelas da Fig. 6.5), o mesmo procedimento de reescala empregado
anteriormente é aplicado em cada intervalo contendo as estruturas de janelas da Fig. 6.14,
que variam desde o ponto crítico de coordenadas (v(s)c ,0) até a extremidade direita de W (s)

1 .
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Figura 6.14 Resultados das simulações diretas para sucessivas ampliações de intervalos no
eixo v0 (regiões retangulares marcadas nas figuras): (a) gráfico de espalhamento da estrutura
à esquerda na Fig. 6.13; (b)-(e) são os resultados gráficos das simulações de ampliação nos
intervalos destacados.

Depois de efetuar a reescala, as estruturas são espelhadas e transladadas no eixo v0 por
meio de uma transformação na forma v0 → −v0 + v t (com vt sendo uma constante de
translação adequada), de modo que todos os pontos críticos coincidam com o ponto (−1,0) .
O valor de v0 correspondente a coordenada de máximo (mínimo) da n-ésima janela de
reflexão (transmissão) da estrutura (s) transformada, é denotado por ϑ

(s)
n como anteriormente.

Assim, a quantidade V (n; s) = [1− (ϑ
(s)

n )2]−1/2 pode ser calculada até n = 6 para obter
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Figura 6.15 Plot da quantidade V (n; s) = [1− (ϑ
(s)

n )2]−1/2 como função do índice n da
janela de reflexão/transmissão. A estrutura inicial (a) tem pontos bem distinguíveis, já
as estruturas de ampliação possuem pontos muito próximos na escala do gráfico. A reta
tracejada representa a função linear: ⟨h⟩n+ ⟨k⟩ .

os resultados mostrados na Fig. 6.15. Os coeficientes h(s) e k(s) (veja a Eq. (6.21)) são
encontrados pelo método de regressão linear dos pontos mostrados na figura para cada (s) .
Para o caso (a) , obteve-se h(a) = 0.047± 0.002(4.26%) e k (a) = 0.941± 0.009(0.96%) ,
enquanto que para os outros o cálculo da média e do desvio padrão dos coeficientes forneceu
⟨h⟩= 0.271±0.006(2.23%) e ⟨k⟩= 0.667±0.006(0.84%) . Note que os coeficientes para
estrutura (a) diferem bastante das médias calculadas para as estruturas ampliadas (b)− (e) ,
isso já era esperado pois percebe-se claramente que a largura e o espaçamento das janelas
W (a)

n seguem um padrão particular. Comparando ⟨h⟩ com valor obtido para o modelo
reduzido, calcula-se que a diferença percentual é de ∼ 3.2%, logo, a distribuição de janelas
para as estruturas de ampliação são bem similares nas duas abordagens.

O comprimento do intervalo de cada estrutura também obedece com boa precisão a
relação linear dada pela Eq. (6.22), para qual obtém-se os coeficientes: R = −1.481±
0.006(0.43%) e r =−0.91±0.02(2.34%) . O fator de redução é dado por 10−R ≈ 30.3, e é
consideravelmente menor que o valor obtido para o modelo reduzido. Entretanto, a estrutura
de janelas inicial dada por esse modelo ( Fig. 6.5(a) ) é mais de duas ordens de grandeza
maior que a estrutura inicial dada pelas simulações diretas ( Fig. 6.14 (a) ), cujas janelas são,
portanto, bem mais estreitas.

A dinâmica característica dos processos de colisão provenientes das quatro primeiras
janelas W (s)

n , é mostrada nas Fig. 6.16 (para s = a,b ) e 6.17 (para s = c,d ) em termos das
curvas de nível da função |φ(τ,Z)|2 . A maioria das propriedades verificadas para as janelas
do modelo reduzido também são válidas aqui, apenas a propriedade de composição não é
aplicável da mesma maneira descrita no último parágrafo da seção anterior, pois alguns modos
translacionais só se instauram em janelas com j ≥ 3 colisões. As quantidades Z(s)

n , A(s)
n e C(s)

n

(tempo de vida, amplitude e número de oscilações de forma), são novamente úteis na caracte-
rização das oscilações de posição e largura que definem a assinatura colisional de cada janela.
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Figura 6.16 Gráficos de curvas de nível da função |φ(τ,Z)|2 para oito velocidades de
aproximação, determinadas pelo pontos de máximo/mínimo das janelas W (s)

n com n =
1,2,3,4 e s = a,b .

Figura 6.17 Gráficos de curvas de nível da função |φ(τ,Z)|2 para oito velocidades de
aproximação, determinadas pelo pontos de máximo/mínimo das janelas W (s)

n com n =
1,2,3,4 e s = c,d .
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Verifica-se que as duas primeiras quantidades são quase constantes para qualquer pro-
cesso com v0 contido em uma mesma janela (i.e., variam pouco com v0 nos intervalos
de regularidade), já a terceira pode ser expressa pela fórmula C(s)

n = (n−1)+4m(s)+14
(m(a) = 0, m(b) = 1, . . . ), que é válida para qualquer janela W (s)

n da Fig. 6.14.

6.6 Análise do mecanismo de colisão e comparação com o
modelo reduzido

Estruturas complexas induzidas por colisões de onda solitárias foram detectadas em vários
cenários diferentes, geralmente, essas emergem na forma de intervalos de regularidade
(janelas) em meio ao caos pós-colisional. Tais estruturas que surgem do espalhamento de
ondas solitárias, decorrem do estudo da relação entre o estado final das ondas solitárias (após
a colisão) em função de um parâmetro inicial que controla alguma característica do estado de
entrada, por exemplo: fase, velocidade, amplitude ou polarização relativa das ondas solitárias.
A origem das janelas é frequentemente associada a condições de ressonância entre modos
intrínsecos (internos e/ou de radiação) e extrínsecos (oscilações posicionais), ou a condições
de fase relativa das ondas solitárias [15]. Um mecanismo de ressonância envolvendo o
movimento de translação e as oscilações de forma, foi primeiramente proposto na Ref. [50]
para explicar o surgimento de estruturas ressonantes associadas à interação de sólitons kink e
antikink no modelo de teoria de campos φ 4 (e posteriormente no modelo λ (φ 2 −1)2 [75]).
Na Ref. [21], estruturas fractais provenientes da interação de vários sólitons em sistemas
quase integráveis, foram abordadas e identificadas como resultantes desse mesmo mecanismo,
que também foi verificado no contexto de colisões envolvendo sólitons vetoriais [15, 48].

No Cap. 3, a estabilidade linear da equação LNLS foi abordada para a não-linearidade
logarítmica F(I) = ln(I) , o espectro de autovalores revelou a existência de incontáveis
modos internos de frequência ilimitada, e de um modo de instabilidade. Para o sistema de
equações LNLS com acoplamento linear, é esperado que tais modos internos prevaleçam
quando as ondas solitárias se encontram bem afastadas. Na descrição variacional, a su-
posição de que tais modos tenham um papel fundamental na dinâmica dos processos
de colisão é essencial para a construção do ansatz aplicado na derivação do modelo re-
duzido de EDOs. Como os resultados fornecidos por essa abordagem aproximada são
condizentes com os obtidos por meio das simulações numéricas diretas, o mecanismo de
colisão deve de fato depender dos modos internos. Para verificar essa forte evidência,
o espectro de estabilidade pode ser calculado para as soluções numéricas durante o es-
tado ligado. Assim, o mesmo procedimento de linearização da equação de movimento
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pode ser aplicado nas EDPs acopladas. Primeiramente, as soluções perturbadas podem ser
escritas como

φ(τ,Z′) =
[

p(τ)+Φ(τ,Z′)
]

ei µZ′
( |Φ | ≪ | p |) , (6.26)

ψ(τ,Z′) =
[

q(τ)+Ψ(τ,Z′)
]

eiνZ′
( |Ψ| ≪ |q |) , (6.27)

com p(τ) e q(τ) sendo soluções complexas discretas e aproximadas numericamente obtidas
para um instante Z′ , Φ(τ,Z′) e Ψ(τ,Z′) são as perturbações dessas soluções, respectivamente.
No contexto de colisões simétricas, as constantes de propagação devem ser iguais: µ = ν .
Depois de substituir as Eq. (6.26) e (6.27) nas respectivas equações de movimento dadas
por (5.3) e (5.4), procede-se com a linearização das perturbações. As equações acopladas
resultantes governam Φ(τ,Z′) e Ψ(τ,Z′) , soluções na forma dada pela Eq. (4.44) podem ser
escritas como segue:

Φ(τ,Z ;λ ) = [v1(τ)+w1(τ)]eλZ +[v∗1(τ)−w∗
1(τ)]e

λ ∗Z , (6.28)

Ψ(τ,Z ;λ ) = [v2(τ)+w2(τ)]eλZ +[v∗2(τ)−w∗
2(τ)]e

λ ∗Z . (6.29)

Aqui, o autovalor λ define os modos de cada perturbação que também devem obedecer a
condição de simetria. O problema de autovalor resultante pode ser expresso na forma

M ·
(

v1 w1 v2 w2

)T
= λ

(
v1 w1 v2 w2

)T
, (6.30)

M= i


G0 ∂ττ/2+G1 0 Γ

∂ττ/2+G2 −G0 Γ 0
0 Γ H0 ∂ττ/2+H1

Γ 0 ∂ττ/2+H2 −H0

 , (6.31)

as funções Gn(τ) e Hn(τ) (com n = 0,1,2) são calculadas em termos dos perfis complexos
p(τ) e q(τ) , e podem ser expressas pelas equações

G0 = igℑ

(
p
p∗

)
, , H0 = igℑ

(
q
q∗

)
G1 =−µ +g

[
2 ln |p|−ℜ

(
p
p∗

)
+1
]

, H1 =−µ +g
[

2 ln |q|−ℜ

(
q
q∗

)
+1
]
,

G2 =−µ +g
[

2 ln |p|+ℜ

(
p
p∗

)
+1
]

, H2 =−µ +g
[

2 ln |q|+ℜ

(
q
q∗

)
+1
]
,

A Eq. (6.30) pode ser resolvida numericamente pelo método de colocação de Fourier [6], no
procedimento numérico as funções v1,2 , w1,2, Gn e Hn (com n = 0,1,2) são expandidas em
séries truncadas de Fourier, para isso considerou-se 250 modos (501 termos na expansão).
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Para os cenários de colisão abordados nesse capítulo, a não-linearidade e o coeficiente
do acoplamento são, receptivamente, g = 1 e Γ = −0.2. As soluções numéricas para o
cálculo do espectro de estabilidade são propagadas até Z = Z′ , então efetua-se as atribuições
φ(τ,Z′) = p(τ) e ψ(τ,Z′) = q(τ) . Assim, a discretização do eixo τ , limitado aqui ao
intervalo [−20,20] , deve ser a mesma das simulações diretas, i.e., ∆τ = 0.04.

Considerando dois processos de colisão com velocidades de aproximação escolhidas na
janela W (a)

2 , a Fig. 6.18 ilustra o comportamento do espectro de estabilidade linear em
termos dos autovalores obtidos pela resolução da Eq. (6.30) em instantes específicos da
dinâmica das ondas solitárias. Assim como esperado de processos provenientes de uma
mesma janela, a evolução dos perfis iniciais ocorre de maneira quase idêntica até a em-
inência da segunda colisão em Z = Zc2 (veja os gráficos mostrados nas Fig. 6.18(a) e
(b) ), o mesmo vale para a dinâmica dos autovalores do espectro. A diferença mais ev-
idente que permite distinguir os processos (a) e (b) , é claramente vista nas oscilações
de forma que persistem após a separação das ondas solitárias, que têm amplitude mais
elevada no processo (b) do que em (a) . A amplitude dessas oscilações também afeta o
comportamento do espectro de estabilidade linear quando Z > Zc2 , que seria estacionário
no cenário ideal de amplitude nula (vibrações inativas). Analisando a distribuição dos
autovalores antes da primeira colisão, nota-se que existe semelhança com o espectro in-
teiramente discreto encontrado na ausência de acoplamento (Γ = 0), que é ilustrado pela
Fig. 4.5( f ) . No entanto, o par de autovalores reais vistos nessa figura não são encontra-
dos aqui, ao invés disso, existe um quádruplo de autovalores complexos associados a um
único modo de instabilidade oscilatória. Essa e outras diferenças mais sutis se devem à
própria natureza do acoplamento linear, que promove interações mesmo quando as ondas
solitárias se encontram bem afastadas. No contexto de acopladores direcionais, essas in-
terações ocorrem entre a onda solitária de uma fibra e o meio livre da outra fibra acoplada,
resultando em um campo oscilante localizado de baixa amplitude induzido na última, que
acompanha a onda solitária geradora. A componente imaginária desse modo de instabilidade
oscilatória pode ser atribuída a esses campos oscilantes, assim como pequenas oscilações
constatadas durante a evolução dos autovalores puramente imaginários. Na primeira colisão,
a interação entre as ondas solitárias instaura oscilações de forma que representam uma tran-
sição definitiva do espectro de estabilidade linear. Nessa transição, nota-se que autovalores
aparentemente "contínuos" surgem no eixo imaginário próximo da origem, se misturando
com os autovalores discretos do espectro (veja os espectros da Fig. 6.18 para Z > Zc1).
Durante o estado ligado, o espectro pós-colisional muda conforme a largura média das ondas
solitárias, assumindo basicamente duas configurações principais associadas aos estados vi-
bracionais de mínima e máxima largura das ondas solitárias. A configuração dos autovalores
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Figura 6.18 Dinâmica do espectro de estabilidade linear ilustrada para os processos de
colisão mostrados em (a) e (b) . Para ambos, o espectro é quase estacionário quando
Z < Zc1 , depois da primeira colisão esse oscila basicamente entre duas configurações
definidas pelos estados de mínima e máxima largura média das ondas solitárias (wmin e wmax ,
respectivamente). Depois da última colisão (Z > Zc2), o espectro no caso (a) assume uma
configuração com poucas oscilações dos autovalores, no caso (b) esse permanece oscilando
entre duas configurações também definidas pela largura média.

no estado de mínima largura não envolve modos de instabilidade, isso significa que apenas
os modos internos são responsáveis pelo eminente alargamento do perfil. Nesse processo que
leva o perfil para o estado vibracional de máxima largura, parte dos autovalores correspon-
dentes aos modos internos colidem na origem (λ = 0) e se tornam modos de instabilidade.
Embora esses modos muitas vezes indiquem que as soluções são instáveis, no sistema
em questão os resultados evidenciam que esses podem apenas estar relacionados com a
emissão de radiação (que afeta a estabilidade das soluções nos cenários de auto aprisiona-
mento permanente) e/ou com as oscilações de forma juntamente com os modos internos,
assim como no caso discutido no Cap. 3 que trata da estabilidade linear de um único
gausson sem efeitos de acoplamento. Então, o estreitamento que sucede é induzido pelos
modos internos e possivelmente pelos modos instabilidade, entretanto, para confirmação
do papel desses últimos nas oscilações de forma é necessário um estudo mais detalhado.
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Nessa última etapa do ciclo de oscilação, os autovalores reais colidem na origem e se deslo-
cam para o eixo imaginário, e dessa maneira a configuração contendo apenas modos internos
e autovalores "contínuos" é gradualmente reestabelecida. Após a segunda e última colisão, o
espectro recupera parcialmente a configuração pré-colisional, as oscilações dos autovalores
persistem e acompanham o estado vibracional analogamente à descrição anterior, porém as
colisões envolvendo os modos na origem não ocorrem (i.e., a quantidade de modos internos
ativos permanece fixa). Desconsiderando tais oscilações, a diferença mais notável entre o
espectro inicial e o final, é a presença de autovalores ditos "contínuos" no último. Por meio
de uma investigação mais detalhada do espectro, verifica-se que tal continuidade é apenas
aparente (como esperado de um sistema com não-linearidade logarítmica). O que se tem
de fato são conjuntos de autovalores aglomerados com separação muito pequena, que são
provenientes das várias componentes da radiação não-linear emitida durante o estado ligado
de ondas solitárias. As componentes que propagam com velocidade de fase suficientemente
alta, escapam do potencial atrativo produzido pelas ondas solitárias em direção ao campo
distante (|τ| ≫ 0). As componentes restantes permanecem aprisionadas nas bordas das
ondas solitárias, e podem eventualmente adquirir velocidade de fase suficiente para escapar
das mesmas. Todas essas componentes da radiação surgem como pacotes localizados com
amplitude muito pequena, que é da ordem de 10−5 para a maioria das componentes, as que
carregam maior energia geralmente têm amplitude da ordem de 10−4. Anteriormente, a
influência dos campos oscilantes induzidos no meio livre das fibras foi mencionada, o efeito
desses sobre o comportamento dos modos internos e de instabilidade é realmente muito
pequeno para a intensidade de acoplamento considerada (Γ =−0.2), pois constatou-se que
esses induzem oscilações muito pequenas nas ondas solitárias que desviam a amplitude das
mesmas em aproximadamente 0.5%. Para |Γ|≳ 0.5, essas oscilações se tornam bem mais
relevantes e o comportamento das ondas solitárias desvia bastante daquele de um sóliton
de perfil estacionário. Para Γ =−1.0 por exemplo, o desvio da amplitude é de quase 50%,
nesse caso a dinâmica fornecida por um modelo reduzido é completamente inválida.

A análise do espectro de estabilidade linear desenvolvida aqui, teve foco nos cenários
apresentados pelas Fig. 6.18, para os quais foram discutidos os aspectos principais da
dinâmica dos autovalores associados aos modos internos e de instabilidade, e como esses
estão correlacionados com o comportamento das ondas solitárias. Como qualquer processo
de colisão, com exceção daqueles que resultam em auto aprisionamento permanente, pode ser
descrito em termos dos modos translacionais e vibracionais, é esperado que esses aspectos da
dinâmica do espectro sejam gerais. Para verificar isso, considerou-se vários outros processos
de colisão, e pela análise do espectro constatou-se que os autovalores se comportam de
maneira análoga à descrita anteriormente, i.e., oscilando entre duas configurações associadas
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aos estados de mínima e máxima largura média. Essas oscilações são bem consistentes se a
separação entre as ondas solitárias não for muito pequena (como em situações de iminên-
cia de colisão), e podem envolver configurações bem mais complexas que as apresentadas
na Fig. 6.18. A análise do espectro de estabilidade linear indica que os modos vibracionais
estão intrinsecamente relacionados aos modos internos e de instabilidade, cujo efeito com-
binado são as oscilações de forma com frequências bem definidas em qualquer janela de
regularidade. Esse resultado é a principal contribuição do estudo estabilidade linear, mais
informações sobre a dinâmica das ondas solitárias podem ser obtidas a partir de uma análise
mais minuciosa do espectro, o que é muitas vezes uma tarefa bem complicada devido à
complexidade que o mesmo pode apresentar na maioria dos cenários de colisão.

Anteriormente na seção sobre o mecanismo de colisão do modelo reduzido, a análise
do modo vibracional pôde ser feita em termos dos parâmetros intrínsecos (largura e chirp)
das ondas solitárias. Porém, isso não é adequado no caso das simulações numéricas diretas,
pois apenas parâmetros extrínsecos (e.g. posição e velocidade) podem ser medidos com
razoável precisão. Portanto, para investigar quantitativamente os efeitos dos modos internos
e de instabilidade na dinâmica de interação, deve-se recorrer ao cálculo da energia cinética
total (K) e potencial total (P= PNL +PC) das ondas solitárias. Para calcular as quantidades
K e P no instante Z = Z′ , substitui-se as soluções p(τ) e q(τ) na densidade hamiltoniana
associada à lagrangiana (6.6), e efetua-se a integração numérica dos termos correspondentes.

A Fig. 6.19 mostra como a variação ∆K(Z) =K(Z)−K(0) evolui durante processos de
colisão fornecidos pelas simulações diretas e pelo modelo reduzido. Sobre o comportamento
das componentes cinética e potencial da energia total, reproduzido pelas quantidades ∆K(Z)
e ∆P(Z) , verifica-se que a primeira cresce quando o perfil da onda solitária se estreita, e
decresce quando esse alarga. O contrário ocorre com a componente potencial, cuja variação
tende a ser exatamente o oposto da componente cinética nas simulações diretas (sendo exata
no modelo reduzido, para o qual vale a equação ∆K(Z)+∆P(Z) = 0 ), i.e., o hamiltoniano
dado pela soma permanece aproximadamente constante. Essa quase invariância do hamilto-
niano se deve a erros numéricos que se acumulam durante a evolução das condições iniciais
via simulações diretas, resultando no decaimento do mesmo e também da normalização.
Porém, a discretização empregada garante que esses erros sejam bem pequenos, de modo que
nos cenários (a) e (b) da Fig. 6.19 por exemplo, calcula-se que o desvio percentual desde
Z = 0 até o fim do processo de colisão tem valor inferior a −0.09% para o hamiltoniano,
sendo menor que −0.2% para a normalização total. Sobre as oscilações da energia total
cinética em todos os casos da figura, nota-se que a primeira colisão é antecedida de um curto
alargamento do perfil seguido pelo estreitamento do mesmo, atingindo a largura mínima em
um instante Z(wmin) ≳ Zc1 , que corresponde a um estado em que as ondas solitárias têm
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Figura 6.19 Gráficos da variação da energia total cinética (∆K) em função da distância de
propagação Z para quatro processos de colisão: (a) e (b) , resultados obtidos via simulações
diretas (SD) para processos com v0 tomado na janela indicada; (c) e (d) , resultados obtidos
via modelo reduzido (MR) para processos com v0 tomado na janela indicada. Essa janela do
MR fornece cenários de colisão que são análogos aos fornecidos pela outra encontrada nas
SD, por isso, os valores de v0 em (c) e (d) foram convenientemente escolhidos para que o
comportamento de ∆K fosse similar aos casos em (a) e (b) , respectivamente.

máxima energia total cinética e mínima potencial. Essa primeira colisão instaura oscilações
de forma que são replicadas em fase nas componentes da energia, sendo praticamente idênti-
cas durante o estado ligado nos processos fornecidos pelas simulações diretas e pelo modelo
reduzido. Usando a Eq. (6.25) para calcular a amplitude e a frequência das oscilações de
∆K , obtém-se os seguintes parâmetros de melhor ajuste para os gráficos (a)-(b) e (c)-(d)
da Fig. 6.19:

SD : D = 0.406±0.005 (1.28%) , ω = 2.678±0.002 (0.085%) , (6.32)

MR : D = 0.360±0.007 (2.05%) , ω = 2.688±0.003 (0.130%) . (6.33)

Isso mostra que nas duas abordagens o estado vibracional das ondas solitárias tem amplitude
e frequência bem definidas, verifica-se que essas quantidades são praticamente constantes
para qualquer processo proveniente de uma mesma janela. Comparando D e ω mostrados
em (6.32) e (6.33), é evidente a semelhança de valores, principalmente com relação a
frequência de tais oscilações, que são, portanto, bem reproduzidas pelo modelo reduzido.
A amplitude média dessas oscilações é visivelmente menor que o valor atingido por ∆K

logo após a primeira colisão (D < 0.5). A origem dessa diferença de amplitude reside na
contribuição da energia potencial de acoplamento, que decresce quando a separação das
ondas solitárias diminui e atinge seu valor mínimo nos instantes de colisão (valor negativo,
pois Γ < 0), resultando em pico de máxima energia cinética total que se destaca entre os
outros decorrentes das oscilações de forma. Quando as ondas solitárias se encontram na
eminência da segunda colisão, o comportamento da variação ∆K nos cenários (b) e (d) é
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Figura 6.20 Amplitude (b) e comprimento (c) da primeira oscilação posicional nas simu-
lações numéricas diretas, o ensemble empregado consiste de 200 processos de colisão com
v0 variando no intervalo da estrutura fractal mostrada em (a) .

claramente diferente do que se constata para (a) e (c) . Isso ocorre devido às diferenças
de caminho discutidas anteriormente na seção sobre o modelo reduzido, que resultam da
dependência do primeiro modo translacional com a condição inicial. Aqui, essa dependência
também é verificada nas SD em termos da amplitude e do comprimento da primeira oscilação
posicional em função de v0 . As Fig. 6.20(b) e (c) mostram que essas quantidades variam
regularmente com v0 no intervalo da estrutura de janelas inicial, o comportamento de ambas
é comparável com os resultados das Fig. 6.12(c) e (d) referentes à segunda oscilação
posicional no MR. Esse comportamento do primeiro modo translacional nas SD, explica
porque a estrutura mostrada na Fig. 6.20(a) emerge de forma semelhante àquelas da Fig.
6.12(a) , no entanto, a dependência desse modo com v0 é mais simétrica aqui, isso leva
ao aparecimento da janela larga central que divide a estrutura inicial em duas compostas
por janelas de assinaturas equivalentes. De volta para a Fig. 6.19, nos processos (a) e
(c) o valor de v0 desvia pouco do valor ideal característico das respectivas janelas, que
permite a ressonância mais adequada entre esses modos. Como a condição de ressonância é
quase satisfeita, os estados acessados pelas ondas solitárias na segunda colisão (durante o
intervalo centrado em Zc2 definido por [Zc2 −∆Z/2 , Zc2 +∆Z/2 ] com ∆Z da ordem de um
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período de oscilação 2π/ω ), são bem similares aos estados acessados na primeira colisão
na ordem reversa, ou seja, a partir do instante Zc1 +∆Z/2 até Zc1 −∆Z/2 antes da colisão.
Isso pode ser facilmente constatado em termos da energia, que tem correlação direta com
o estado vibracional e também com a separação das ondas solitárias. Nos processos das
Fig. 6.19(b) e (d) , a velocidade de aproximação é tal que as diferenças de caminho atrasam
a segunda colisão (Zc2 é maior que nos dois casos anteriores), com isso a ressonância é
fracamente satisfeita, de forma que os estados acessados na segunda colisão diferem mais
significativamente daqueles acessados na primeira (note que em (b) e (d) , o comportamento
de ∆K no intervalo [Zc2 −∆Z/2 , Zc2 +∆Z/2 ] é claramente diferente do que é visto em (a)
e (c) ). Consequentemente, uma quantidade maior de energia permanece no modo vibracional
após a separação, e por isso a amplitude da oscilação da energia no estado final também
é maior. Logo, os resultados e comparações feitas até aqui, evidenciam que os principais
aspectos da dinâmica exata dos modos translacionais e vibracionais e do mecanismo de troca
de energia entre os mesmos, foram bem descritos pelo MR.

A análise do comportamento da energia baseada nos resultados referentes a Fig. 6.19,
sugere fortemente que qualquer processo de colisão proveniente de uma janela encontrada
via simulações diretas, pode ser muito bem descrito por algum processo do modelo reduzido
decorrente de uma janela com a mesma assinatura colisional. Isso significa que a dinâmica
dos processos de colisão regulares é pouco influenciada pelo campo de radiação, de forma
que as componentes que permanecem confinadas nas bordas das ondas solitárias, pouco
alteram os perfis gaussianos e o comportamento dos modos translacionais/vibracionais. Essa
afirmação condiz com os resultados sobre o espalhamento fractal fornecido pelas simulações
diretas, pois constatou-se que o mecanismo de ressonância descrito pelo modelo reduzido
é de fato responsável pelo surgimento das janelas na abordagem exata do sistema. E como
essas surgem em padrões bem definidos e muito similares nas duas abordagens, os efeitos da
radiação sobre os modos translacionais/vibracionais devem ser realmente muito pequenos
para processos regulares. Por outro lado, no regime caótico de espalhamento, a emissão de
radiação causa o aprisionamento definitivo das ondas solitárias na maioria dos processos de
colisão. Esse auto aprisionamento permanente se deve a não ressonância dos modos que
leva a estados ligados de longa duração envolvendo muitas colisões, com isso, a energia
total contida nas ondas solitárias diminui gradualmente, aumentando a taxa de colisões
(proporcional a frequência das oscilações posicionais) que por sua vez intensificam ainda
mais as perdas por radiação. Como esses cenários são caracterizados por muitas colisões
separadas por oscilações posicionais curtas, uma maneira de detectá-los é medindo a taxa de
colisões durante a propagação numérica das condições iniciais.
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Essa dissertação teve como tema principal a propagação de luz em fibras ópticas não-
lineares com foco no espalhamento de ondas solitárias governadas pelas equações de evolução
(5.3) e (5.4). Essas fornecem um modelo de EDPs acopladas para o sistema não integrável em
questão, e descrevem a interação de pulsos ópticos propagando em acopladores direcionais
com não-linearidade logarítmica. A descrição fornecida por essas equações considera campos
ópticos suficientemente intensos, de modo que o efeito não-linear possa ser modelado pela
não-linearidade na forma aproximada F(I) = ln(I) . Quando os campos estão desacoplados,
soluções de ondas solitárias na forma de sólitons gaussianos são admissíveis, essas foram úteis
na construção de condições iniciais adequadas para o caso estudado, em que o acoplamento
linear (Rabi) é atrativo e dado por Γ = −0.2. Embora o acoplamento também promova
interações entre os campo ópticos de uma fibra e o meio livre da outra, as condições iniciais
na forma gaussons com pouca sobreposição se mostraram razoáveis. Em outras palavras,
verificou-se que um pulso gaussiano propagando em uma fibra ativa acoplada a uma fibra
passiva preserva sua forma com grande aproximação quando o acoplamento não é muito
intenso. Isso permitiu que uma abordagem variacional fosse considerada, já que a construção
de um ansatz requer que as ondas solitárias tenham perfis pré-colisionais estáveis, e que
esses possam ser aproximados por alguma função analítica conhecida. Como a viabilidade
do método variacional já foi comprovada para vários problemas de espalhamento decorrentes
de sistemas não integráveis (principais referências: [6, 15–17] ), o desenvolvimento de um
modelo reduzido de EDOs se mostrou apropriado antes do tratamento exato do problema, que
demanda muito mais tempo computacional e exige análises não triviais da dinâmica complexa
de interação. Embora o modelo reduzido forneça uma descrição aproximada e simplificada da
dinâmica regida pelas EDPs de movimento, essa foi suficiente para prever a existência de uma
região caótica de espalhamento contendo uma estrutura fractal de janelas de regularidade,
que são caracterizadas por assinaturas colisionais previsíveis e bem definidas associadas
a processos de colisão do tipo reflexão ou transmissão. Esse principal resultado obtido
variacionalmente motivou a execução das simulações numéricas diretas das EDPs, revelando
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que de fato tem-se espalhamento caótico quando a velocidade de aproximação absoluta é
inferior a um certo valor crítico ( |vc| , cujo valor foi bem aproximado pelo modelo reduzido),
e que estruturas de janela surgem em uma região muito mais estreita em que |v0|≲ |vc| . Pela
análise e comparação dos resultados fornecidos pelas duas abordagens, constatou-se que as
estruturas fractais são bem similares, o que se deve à descrição adequada do mecanismo de
colisão pelo modelo reduzido. Isso só foi possível porque a dinâmica combinada dos modos
internos e de instabilidade (investigada por meio do estudo do espectro de estabilidade linear)
instaura oscilações de forma com amplitude e frequência bem definidas, que foram descritas
com boa precisão pela fase quadrática no ansatz. Outro detalhe essencial que favoreceu o
método variacional foi a baixa influência da radiação não-linear sobre os processos regulares
provenientes de janelas, cujo efeito na dinâmica de colisões é muito mais relevante nos
processos caóticos que frequentemente resultam no aprisionamento das ondas solitárias.

O sistema considerado nesse trabalho foi abordado com foco no contexto da óptica, no
entanto, fenômenos de onda não-linear surgem em diversos cenários físicos, e por isso podem
existir situações diferentes em que o espalhamento de ondas solitárias também seja governado
pelas EDPs (5.3) e (5.4). Dependendo do contexto físico, a realização de colisões simétricas
entre ondas solitárias pode ser factível experimentalmente. Nesse caso, se o grau de controle
do sistema for suficientemente alto, permitindo a constatação do espalhamento caótico
em termos da velocidade de aproximação, a baixa sensibilidade das colisões procedentes
de janelas de regularidade pode ser útil na construção de um dispositivo de detecção de
perturbações. Como exemplo, considera-se uma versão hipotética de tal dispositivo em que
um meio de propagação de base (livre de perturbações) seria empregado na preparação de um
estado inicial de ondas solitárias no regime regular de colisão. Para isso, deve-se considerar
as limitações do próprio aparato experimental que seriam responsáveis por flutuações na
velocidade de aproximação inicial, assim, o intervalo de velocidades acessado na preparação
do estado inicial (definido pela amplitude máxima dessas flutuações) deve estar contido
no intervalo de uma janela de regularidade específica. Se o meio de base for trocado por
um meio de teste, qualquer desvio do regime regular de colisão indicaria a presença de
inomogeneidades. Logo, o dispositivo em questão permitiria comparar a qualidade de duas
fibras ópticas, por exemplo. Caso o estado inicial seja preparado em um regime caótico de
espalhamento, as flutuações não permitiriam que o dispositivo fosse configurado em um
processo de colisão previsível. Contudo, se a região irregular acessada não for dominada
por processos de aprisionamento, a alternância caótica entre reflexão e transmissão poderia
ser usada na gerarão de uma sequência aleatória de números binários, de modo que uma
unidade de bit com valor 1 (0) seria designada toda vez que o estado preparado resultar em
um processo do tipo reflexão (transmissão).
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