UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

CODIGOS GEOMETRICAMENTE UNIFORMES EM ESPACOS HIPERBOLICOS

Por

ANA PAULA FARIA MACHADO

Orientador: Prof. Dr. MARIO JOSE DE SOUZA

DISSERTACAO DE MESTRADO EM MATEMATICA

GOIANIA, GOIAS
2008



UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
COORDENACAO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Codigos Geometricamente Uniformes em Espacos Hiperbdlicos

por

Ana Paula Faria Machado

Area de concentracgao: Algebra

Orientador: Prof. Dr. Mario José de Souza

Dissertacao submetida a Banca Examinadora designada pelo Conselho Diretor do
Instituto de Matematica e Estatistica, como parte dos requisitos necesséarios a ob-

tencao do grau de Mestre em Matematica.

Goiania - Goiés

2008



A Deus.

DEDICO



Agradecimentos

A Deus, o Senhor de todas as coisas, quem me criou e me capacitou a chegar até

aqui.
A Nossa Senhora e a Santa Edwirges, que sempre intercederam por mim.

Ao Professor Doutor Mario José de Souza pela grande atencao, paciéncia e
dedicacao que teve comigo durante as orientagoes. Seu auxilio foi fundamental no

meu desenvolvimento. Muito obrigadal

A minha familia, em especial aos meus pais Maurita e Sebastiao que sempre me

apoiaram incondicionalmente, me incentivando a cada dia. Fu os amo muito.
Ao meu amado Dalmo Luiz, por todo amor e compreensao.

Aos professores do Corpo Docente do Mestrado em especial aqueles com quem cursei

alguma disciplina.

Aos meus colegas que, durante o periodo de aula, tanto contribuiram para a minha

formacao em bons momentos de estudo.
A Banca Examinadora pela disponibilidade e atencao dispensada ao meu trabalho.

Ao CNPq pelo apoio financeiro.



Sumario

Introducao

1 Preliminares

1.1

1.2
1.3
1.4
1.5

Grupos . . . . . .
1.1.1  Subgrupos . . . . . . ...
1.1.2 Classes Laterais . . . . . . .. ... .. ... .. ... ...
1.1.3 Grupos Quocientes . . . . . . ... ...
1.1.4 Homomorfismos . . . . . . . . . . ...
1.1.5 AgOes de grupos . . . . . . . ..
Espagos Métricos . . . . . . . . ..
Geometria Hiperbdlica . . . . . .. ... ... ... 0.
Cédigos Corretores de Erros . . . . . . ... ... ... ... ...

Cédigos Lineares . . . . . . . . . . .

2 C(Cdbdigos Geometricamente Uniformes

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Isometrias . . . . . . . . .
Conjuntos de Sinais Geometricamente Uniformes . . . . .. . .. ..
Conjuntos de Sinais Geometricamente Uniformes e a Comunicacao
Digital . . . . . . ..
Propriedades Simétricas de Conjuntos de

Sinais Geometricamente Uniformes . . . . . . . . ... .. ... ...

Parti¢oes Geometricamente Uniformes . . . . . . .. ... ... ...

10
12
13



2.6 Rotulamentos Isométricos . . . . . . . . . ... 25

2.7 Propriedades Elementares dos Rotulamentos Isométricos . . . . . . . 26
2.8 Rotulamentos Bindrios Isométricos . . . . . . . . . . ... ... ... 27
2.9 Cébdigos Geometricamente Uniformes em Espacos de Sinais . . . . . . 29
2.9.1 Espacos de Sequéncias . . . . . ... ... .. 29
2.9.2 (Cédigos em Espagos de Sinais . . . . .. ... ... L. 30
2.9.3 Classes Laterais de Cédigos Generalizadas . . . . . .. .. .. 31

2.10 Outras Nogoes de Uniformidade . . . . . . . ... .. ... ... ... 33
2.10.1 Linearidade . . . . . . . .. ... .. 33
2.10.2 Subconjunto Tempo-Zero. . . . . . . . . .. ... ... ... 35
2.10.3 Rotulamentos Regulares . . . . . . .. ... ... ... .... 36

3 Cddigos Hiperbdlicos Geometricamente Uniformes 38
3.1 Tesselacoes Hiperbolicas . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 39
3.2 Conjuntos de Sinais Associados a Grupos . . . . . . . . . .. .. ... 40
3.3 Conjuntos de Sinais Geometricamente Uniformes Hiperbdlicos . . . . 41
3.4 Particoes Geometricamente Uniformes Hiperbdlicas . . . . . . . . .. 41

3.5 Cdbdigos Geometricamente Uniformes em Espago de Sinais Hiperbdlicos 42
Conclusao 48

Referéncias Bibliograficas 49

i



Resumo

Nesta dissertacao definimos cddigos geometricamente uniformes em espacos eu-
clideanos, apresentando algumas propriedades simétricas destes cddigos. Construi-
mos particoes geometricamente uniformes e a partir destas definimos classes
laterais de cédigos generalizadas. Estendemos aos espacos hiperbdlicos o conceito
de codigos geometricamente uniformes. Mostramos também uma caracterizacao de

classes laterais generalizadas através do conceito de cédigos G — lineares.

il



Abstract

In this dissertation we define geometrically uniform codes in Euclidean spaces, pre-
senting some symmetrical properties of these codes. Build geometrically uniforme
partitions and starting these we define generalized coset codes. We generalize the
concept of geometrically uniform codes to hyperbolic spaces. We show a character-

ization of generalized coset codes through the concept of G — linear codes.
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Introducao

A teoria dos codigos corretores de erros e dos sistemas de comunicacao digital as-
sumiu a forma atual a partir do trabalho fundamental de Shannon [10], do labo-
ratério de Bell, publicado em 1948. Neste trabalho foi mostrado que dado um canal
de comunicagao digital é possivel, com uma codificagao adequada, transmitir in-
formacgoes com probabilidade de erro arbitrariamente pequena. O trabalho inicial
para aquisi¢ao de bons cédigos foi arduo, pois exigia um profundo conhecimento de
algebra abstrata e teoria da probabilidade, sendo desenvolvido por um grupo restrito
composto apenas por matematicos nas décadas de 50 e 60.

Os elementos dos codigos corretores de erros sao seqiiencias de simbolos perten-
centes a um alfabeto, tomado freqlientemente entre os elementos de algum grupo,
por exemplo, digitos binarios ou vetores. Mesmo quando os simbolos nao tém uma
estrutura natural, um procedimento natural e til é produzir um rotulamento dos
simbolos do alfabeto por elementos de algum grupo (ou seja, definir uma aplicac¢ao
injetora do alfabeto no grupo, sujeita a determinadas condigoes).

Os conjuntos de sinais e os codigos corretores de erros que os tém como alfabeto
apresentam, em geral, algum tipo de estrutura capaz de permitir a determinacao
de suas propriedades e tornar mais pratica a sua implementacao. As estruturas
algébricas sao a base de muitos cédigos conhecidos e importantes, além disso, o
estabelecimento de um conceito adequado de distancia e o processo de avaliacao de
distancias entre as palavras e as palavras-cédigo sao fundamentais no processo de
decodificacao.

O conceito de conjunto de sinais geometricamente uniforme foi introduzido por



David Forney [4] em 1991. Foram utilizados neste contexto espagos e conjuntos de
sinais euclideanos.

Em 2005 Henrique Lazzari e Reginaldo Palazzo em [7] estendem os conceitos de
constelagoes, reticulados e particionamento ao plano hiperbdlico. Apesar dos grupos
de isometrias hiperbdlicos apresentarem maior complexidade quando comparados
aos grupo de isometrias euclideanos, a teoria de particoes geometricamente uniformes
se estende a estes.

O Capitulo 1 traz uma descricao das propriedades basicas de estruturas algébricas
e métricas de maior importancia para a teoria de comunicacao. Também traz uma
introducao a teoria de codigos corretores de erros. Uma grande parte das demons-
tracoes deste capitulo foram omitidas podendo ser encontradas em [6], [9], [11] e
[5].

No Capitulo 2 sao definidos conjuntos de sinais geometricamente uniformes em
espagos euclideanos e verificamos algumas propriedades simétricas destes conjun-
tos. Apresentamos a teoria das particoes geometricamente uniformes, em seguida,
definimos rotulamentos isométricos e suas propriedades. Introduzimos o conceito
de codigos geometricamente uniformes em espacos de sinais e encerramos o capitulo
com outras nocoes de uniformidade.

Finalizamos no Capitulo 3 definindo G — linearidade, tesselagoes regulares e
estendendo ao plano hiperbdlico a teoria das partigoes geometricamente uniformes,

através do conceito de cédigos G — lineares.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas nogoes gerais sobre Teoria de Grupos, Espacgos
Métricos, Geometria Hiperbdlica e Coédigos. Muitas demonstracoes sao omitidas.
Para maiores detalhes em rela¢do as nogoes acima mencionadas indicamos [5], [6],

9] e [11].

1.1 Grupos
Uma operagao binaria num conjunto nao vazio G' é uma fungao
w:GxG—G

que a cada par ordenado (a,b) de elementos de G associa um elemento p(a,b) de G,
chamado de produto de a e b, o qual denotaremos por ab. Uma operagao binaria é

dita associativa se (a-b)-c=a- (b-c) para quaisquer a,b,c € G.

Definicao 1.1. Um grupo consiste num conjunto nao vazio G munido de uma

operacao binaria que satisfaz as seguintes propriedades:
G1: (a-b)-c=a-(b-c) (Associatividade)

G2: Existe e € G tal que e-a = a Va € G (Elemento neutro)



G3: Va € G, existe b € G tal que b-a = e (Existéncia de inverso)

Exemplo 1.2. O grupo geral linear GL(n,R). Se G = GL(n,R) denota o conjunto
de todas as matrizes n X n invertiveis com entradas reais e p é a multiplicagao usual

de matrizes (A, B) — AB, entdao G é um grupo.

Exemplo 1.3. O grupo das permutagoes de um conjunto X. Seja G = S(X) o
conjunto de todas funcoes bijetivas ¢ : X — X munido da operacao composicao de

funcoes.

Exemplo 1.4. O conjunto G = 7Z com a operagao usual de adicao de nimeros

inteiros também é um grupo.

Observacao 1.5. Seja G um grupo, se para todos z,y € G temos -y = y - x

dizemos que G é um grupo comutativo ou abeliano.

1.1.1 Subgrupos

Seja G um grupo e H um subconjunto de GG dizemos que H é um subgrupo de G se

verificar as seguintes condicoes:
S1: H nao é vazio.
S2: Sea,be H,entaoa-be H
S3: Seac H,entao a™' ¢ H
Usaremos a notacao H < (G para indicar que H é um subgrupo de G.

Definicao 1.6. Se S é um subconjunto nao vazio de um grupo G, definimos o grupo

gerado por S, e denotado por (S), como:
(S) =) H;
J

onde H; sao os subgrupos de G que contém S. Assim (S) é o menor subgrupo de G

que contém S.



Defini¢ao 1.7. Um subgrupo de G da forma (a), para algum a € G, é chamado

um subgrupo ciclico de G.
Defini¢ao 1.8. Se G = (g) onde g € G dizemos que G é um grupo ciclico.

Definicao 1.9. Um grupo G é dito um grupo finito, se como conjunto G é finito.

Nesse caso, o seu numero de elementos é denotado por |G|, e chamado a ordem de

G.

1.1.2 Classes Laterais

Seja H um subgrupo de um grupo G e x € GG o subconjunto de G
Hx ={hx;h € H}

¢ chamado classe lateral a direita de H em . De maneira analoga se define classe
lateral a esquerda de H em G. Quando o conjunto das classes laterais (a direita ou
a esquerda) de H em G for um conjunto finito, dizemos que H é um subgrupo de
indice finito em G e o nimero de classes laterais é chamado o indice de H em G e

denotado por |G : H|.

Teorema 1.10. (Lagrange) Se G é um grupo finito e H é um subgrupo de G entdo

G| = |H|G : H|.

1.1.3 Grupos Quocientes

Sejam G um grupo e H < G. Ao conjunto de todas as classes laterais a esquerda

(a direita) denominamos conjunto quociente e o denotamos por %.

Definicao 1.11. Um subgrupo H de um grupo G diz-se normal em G se ocorre

uma (e portanto todas) das condigdes equivalentes

1. Hx = xH, para todo r € GG



2. tHx ' = H, para todo = € G
3. vHx™' C H, para todo z € G

Escrevemos H < G para dizer que H é um subgrupo normal de G.

Quando H < @G, % é um grupo chamado de grupo quociente de G por H. No
caso de £ ser um grupo finito a sua ordem ¢ o indice |G : H| de H em G. Se o
proprio G for finito, o Teorema de Lagrange diz que

‘gwlﬂ
Hi - |H|

1.1.4 Homomorfismos

Definigao 1.12. Sejam (G,-) e (G',*) dois grupos. Uma aplicagdo f : G — G’
satisfazendo

fla-b) = f(a)* f(b)
para todos a,b € G, é dita um homomorfismo de grupos. Se f for também uma
funcao bijetora, dizemos que f é um isomorfismo entre G e G'. Se G e G’ sédo

isomorfos escrevemos G =2 G".

Definig¢ao 1.13. Se f : G — G’ é um homomorfismo de grupos, o subconjunto

ker(f)={9€ G: f(g9) =eq}
¢ chamado nicleo de f.

Encerramos esta subsec¢ao, apresentando um resultado que avalia os subgrupos

de % em funcao dos subgrupos de G

Teorema 1.14. Seja H um subgrupo normal de um grupo G e m : G — % a

projecao canonica. Entao m induz uma correspondéncia bijetora entre o conjunto
A . G .
Su dos subgrupos de G que contém H e o conjunto S dos subgrupos de %, dada por:

VESH—WT(V):%GS.

Além disso, tem-se:



(a) SeV,L € Sy, entaoV C L (V) Cnw(L).
(b) SeV,L e Sy, comV C L, entao|L:V |=|nx(L):7(V)].
(c) SeV,L e Sy, entioVIL < n(V)<In(L).

(d) SeV,L e Sy, comV <L, entio % < %

1.1.5 Acoes de grupos
Uma agao (& esquerda) de um grupo G num conjunto X é uma fungao
p:GxX —-X
satisfazendo:
(A1) ¢(g,0(h,z)) = p(gh,x), Yg,h € G, Yz € X.
(A2) p(e,z) =z, Vo € X (e € G ¢é aidentidade de G).
Analogamente define-se uma agao a direita de um grupo G' num conjunto X.

Exemplo 1.15. G = GL(n,R) e X = R™. A acdo ¢ é a multiplicagdo usual de uma

matriz n X n por um vetor (coluna) n x 1.

Exemplo 1.16. Seja G um grupo e X = G. A fungao definida por (g,x) — grg™*

¢ uma acao de G em (G chamada agao por conjugacao.

Definicao 1.17. Se um grupo G age num conjunto X e z € X, o subconjunto de
X

Y

O(x)={g-z:9€ G},
é chamado de érbita de =x.

Lema 1.18. Se G é um grupo agindo num conjunto X, entdao:

(a)
X =[] O(),

zeX



(b) Sexz,y € X, entio O(x)(O(y) = @, ou O(z) = O(y).

Definicao 1.19. Um subconjunto S de X que corta cada érbita da agao de G em X
em um dnico ponto é chamado conjunto de representantes de 6rbitas. (Tal conjunto

sempre existe, pelo Axioma da Escolha).

Definicao 1.20. Se GG age num conjunto X e z € X, o subgrupo de G
G,={9eG:g-z =1}
¢ chamado estabilizador de x ou grupo de isotropia de x.

Se para algum zy € X, G, = G, diz-se que zy é um ponto fixo pela agao de G.

O conjunto dos pontos fixos de X é denotado por Fiz(X).

Exemplo 1.21. ¢ = GL(n,R) e X = R". < possui dois elementos {£I} e
Fiz(X) = {(0,...,0)}.

Definigao 1.22. Uma acao de um grupo G num conjunto X diz-se transitiva se

ocorrer uma (e portanto todas) das trés condigdes equivalentes:
(i) dz € X tal que O(z) = X
(i) Vz,y € X, Jg € G tal que = = g.y.

(ili) Vo € X, O(z) = X.

1.2 Espacos Métricos
Definicao 1.23. Um conjunto E é dito um espaco métrico se existe uma funcao
d:ExFE—R

denominada métrica ou distancia satisfazendo para todos z,y,z € E as seguintes

propriedades:



El) d(xz,y) > 0 e d(z,y) = 0 se, e somente se, x = ¥,
E2) d(z,y) = d(y, ),
E3) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Geralmente o espago métrico é denotado por (E,d) ou simplesmente F, quando

nao houver ambiguidade.

Exemplo 1.24. Um conjunto F finito torna-se um espaco métrico munido com a

métrica definida por:

0, se x=y;

d(z,y) = (1.1)

1, se = #y.

Entao d é denominada métrica discreta. Sejam E™ um espaco n-dimensional e
dy = Z d(xs, i),
i=1

com d(z;,y;) a métrica discreta. Entao dy é uma métrica em E™, chamada de
métrica de Hamming. Seja £ = F, um corpo finito, onde ¢ ¢ uma poténcia de

um numero primo. Definamos para um x € Fy o peso de Lee do elemento x por:

wr(z) =>"  |x;], onde

T se 0< g <&
;] = ; B (1.2)
q—m;, se 2 <x;<q-—1

Desse modo a distancia de Lee entre z,y € Fy é dada por dp(z,y) = wr(z — y).

Seja p um elemento num espago métrico £ e § > 0 um valor real. A bola aberta
de centro p e raio 0 é o conjunto S(p,d) dos elementos de E cuja distancia ao ponto

p é menor do que ¢, simbolicamente,
S(p,d) ={x € E:d(p,z) <d}.

Dado um ponto p € E dizemos que o mesmo é um ponto isolado quando ele é
uma bola aberta em F, isto é, quando existe 6 > 0 tal que S(p,d) = {p}. Um espago

métrico é denominado discreto quando todos seus pontos sao isolados.



1.3 (Geometria Hiperbdlica

Existem varios modelos interessantes para a geometria hiperbdlica. Aqui apresen-

tamos um modelo para o plano hiperbdlico, baseado no semi-plano direito:
SPD ={z=ux+ 1y € C|Re(z) > 0}.

As retas (geodésicas) em SPD sao os seguintes subconjuntos: as semi-retas
ortogonais ao eixo imaginario

y=c, c€R,

e os semicirculos ortogonais ao eixo imaginario dados por
2 2 p2
x4 (y —p)° = R?,

comp, ReR, R>0.
A seguir definimos uma distancia entre os pontos do SPD.
Seja 7 : [a,b] — SPD uma curva continuamente diferenciavel (de classe C1), tal

que ¥(t) = (z(t),y(t)). Definimos seu comprimento por

it = [

/” /(a0 = (dy /e
. (?) |

Pela regra da cadeia, verifica-se que este comprimento depende apenas do tracgo

da curva, isto é, se ¢ : [@/, V'] — [a,b] for um difeomorfismo, entdo 7 = vy o ¢ é uma
curva com o mesmo trago e ||| = [|7|]. Desse modo, consideramos as curvas no
intervalo I = [0, 1].

A funcao dspp : SPD x SPD — R tal que dspp(z,w) = inf||y||, para todo v
de classe C' com 7(0) = z e 7(1) = w, é uma métrica.

Determinaremos a seguir as isometrias de (SPD, dspp).

Uma matriz A = ¢ € SL(2,R) (matrizes com determinante 1) induz

c d

uma transformacao

10



Ty SPD — SPD

2 Ta(z) = %

(1.3)

onde Z denota o complexo conjugado de z = x + 1y.

Temos que

De modo que
e(%) > 0 & Re((az + bi)(—czi + d)) > 0
Mas
Re((az + bi)(=czi + ) = Re((a(x — iy) + ib)[(d — cy) + ica]) = 2(ad — be) =

pois ad — bec = 1, de modo que Re(z) > 0 se, e somente se, Re(T4(z)) > 0, ou seja,

T4 é uma transformacgao do SPD.

Teorema 1.25. As transformacoes Ty : SPD — SPD sdo isometrias, ou Seja,
preservam comprimento de curvas ||T4 o y|| = ||7|| €, conseqiientemente, também a

distancia entre pontos (d(z,w) = d(Ta(z), Ta(w))).

Demonstracao: Seja v : [a,b] — SPD diferenciavel.

O caminho Ty 0oy : [a,b] — SPD é tal que

ITaonll = /”TA Tl
' Ty )l
O )

o
/Q—Re( o = Il

Logo, dspp(z,w) = inf|[y|[;7(a) =z e v(b) = w
= dspp(z,w) = inf||[Taoy||; Taovy(a) =Ta(z) e Taoy(b) = Ts(w)
= dspp(z,w) = dspp(Ta(2), Ta(w)) Vz,w € SPD.

Portanto, T4 é uma isometria de (SPD,dspp). O

11



1.4 (Cdbdigos Corretores de Erros

Seja A um conjunto finito chamado de alfabeto, um codigo corretor de erros é um
subconjunto proprio qualquer C' de A™, onde n é um nimero natural, e uma palavra

u € A™ serd representada por (uy, ug, ..., Up).

Definicao 1.26. Dados u,v € A™, a distancia de Hamming entre u e v é definida
como

d(u,v) :==|{i:u; #v;,1 <i<n}l.

E a distancia minima de um cédigo C' é o ntimero
d(C) == min{d(u,v) : u,v € Ceu # v}.
Proposicao 1.27. Dados u,v,w € A™, valem as sequintes propriedades:
i. Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, somente se, u = v
ii. Simetria: d(u,v) = d(v,u)
iii. Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)

Demonstracao: As propriedades i e 7i sao de facil verificacao, demonstraremos a
seguir a terceira propriedade.

A contribuicao das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) é igual a zero se
u; = v; e igual a um se u; # v;.

No caso em que a contribuicao é zero, certamente a contribuicao das i-ésimas
coordenadas a d(u, v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas a d(u, w)+d(w, v)
(=0,10u2).

No outro caso, temos que u; # v; e, portanto, nao podemos ter u; = w; e w; = v;.
Consequentemente, a contribui¢ao das i-ésimas coordenadas a d(u,w) + d(w,u) é

maior ou igual a 1, que é a contribuigao das i-ésimas coordenadas a d(u,v). O

As propriedades contidas na Proposicao 1.27 mostram que a distancia de Ham-

ming caracteriza uma métrica em A™ a chamada métrica de Hamminyg.

12



Defini¢ao 1.28. Dado um cédigo C' com distancia minima d, define-se x = L%J

onde k representa a parte inteira de um nimero real %.

Teorema 1.29. Seja C' um cddigo com distancia minima d. Entao C pode corrigir

até k erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstragao: Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do cédigo cometemos ¢ erros
com t < g, recebendo a palavra r, entao d(c,7) =t < k; enquanto que a distancia
de r a qualquer outra palavra do cédigo é maior do que x. Isso determina ¢ de modo
unico a partir de r.

Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, podemos nela introduzir até
d — 1 erros sem encontrar outra palavra do c6digo, e assim, a deteccao do erro sera

possivel. O

1.5 Cdbdigos Lineares

Consideremos o corpo finito K com ¢ elementos como sendo o alfabeto. Portanto,

temos, para cada numero natural n, um K-espaco de dimensao n, denotado por K.

Definicao 1.30. Um cédigo C' C K™ serd chamado de Cédigo Linear se for um

subespaco vetorial de K™. Os elementos de C' sao chamados de palavras-codigo.
Definicao 1.31. Dado u € K", define-se o peso de u como sendo o nimero inteiro
w(u) :=d(u,0) = |{i:u; #0,1 <7< n},
onde o denota o vetor nulo. O peso de C' é o inteiro
w(C) :=min{w(u) : u e C}.

Como d(u,v) = d(u—v,0) = w(u—wv) e C é um espago linear, a distancia minima

de C é equivalente a
d(C) :=min{w(x) : x € C,x # o}.

13



A terna de inteiros [n, k, d| é chamada de parametros de cédigo linear C, onde n
é o comprimento das palavras de C, k é a dimensao de C sobre K e d é a distancia
minima de C. Note que o ntiimero de elementos de C' é igual a ¢*, onde ¢ é o niimero
de elementos de K.

Uma maneira de descrever subespacos vetoriais de um espaco vetorial K" é
como imagem de transformacoes lineares. Para tal, precisamos da matriz da trans-

formagao, chamada matriz geradora do codigo.

Definicao 1.32. Uma matriz geradora de um cédigo linear C' com parametros

[n, k,d] é uma matriz G de ordem k X n cujas linhas formam uma base para C.

Definigao 1.33. Seja C' C K™ um cddigo linear com parametros [n, k, d].

(i) O Cédigo Dual de C, C+, é o complemento ortogonal do subespaco C' de K™,
Ct={ve K": (vu) =0, VYuc C}.

(i)  Uma matriz teste de paridade H para um cédigo linear C' é uma matriz

geradora para o cédigo dual C*+, cuja ordem é (n — k) x n.

Se tomarmos a matriz G acima descrita e nela realizarmos operagoes do tipo
permutacao de duas linhas e/ou duas colunas, multiplicacao de uma linha e/ou uma
coluna por um escalar nao nulo e adicao de um multiplo escalar de uma linha a
outra, de forma a obtermos uma matriz do tipo G’ = (Idy | A), onde Idj é a matriz
identidade k x k e A é uma matriz k x (n — k), temos uma matriz padrao de G, ou
seja, G’ = (Idy | A) é a matriz G na forma padrao. Deste modo, a matriz teste de

paridade H é da forma H = (—A'|Id,_y).

Lema 1.34. Se C' C K™ € um cddigo linear, com matriz geradora G, entdo
i) Ct é um subespaco vetorial de K™;

ii) © € Ct se, e somente se, Ga' = 0.

Demonstragao: i) Sejam dados u,v € C*+ e A\ € K. Temos, para todo z € C,
que

(u+ A, x) = (u,z) + AMv,z) =0+ A0 = 0.
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Portanto, (u + \v) € C+, provando que C* é um subespago vetorial de K™.
ii) x € C* se, e somente se, x é ortogonal a todos os elementos de C, se, e somente
se, x é ortogonal a todos os elementos de uma base de C'; o que é equivalente a dizer

que Gzt = 0, pois as linhas de G sao uma base de C. O

A proposicao abaixo nos dd um método simples de determinar se uma palavra v
pertence ou nao a um cédigo C'. Assim, H tem a finalidade de diminuir os calculos

relacionados a um cédigo C. E o vetor Hv! é chamado de sindrome de v.

Proposicao 1.35. Seja C' um codigo linear e suponhamos que H seja uma matriz

geradora de C+. Temos, entdo, que v € C se, e somente se, Hv' = 0.

Demonstragao: Temos, pelo fato de que (C+)* = C e pelo Lema 1.34 item (ii),

que v € C se, e somente se, v € (C1)* se, e somente se, Hv! = 0. ]

Proposicao 1.36. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que
o peso de C' € maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H

sao linearmente independentes.

Demonstragao: Suponhamos, inicialmente, que cada conjunto de s — 1 colunas de
H é linearmente independente. Seja ¢ = (cy,. .., ¢,) uma palavra ndo nula de C, e

sejam hy, ..., h, as colunas de H. Como Hc! = 0, temos que

0 = H- Ct = chhz (14)

Visto que w(c) é o nimero de componentes nao nulas de ¢, segue que se w(c) <
s — 1, terfamos por 1.4 uma combinacao nula de um nimero ¢, com 1 <t < s — 1,
de colunas de H, o que é contraditério. Logo, w(c) > s e, portanto, w(C') > s.

Reciprocamente, suponhamos que w(C') > s. Suponhamos também, por ab-
surdo, que H tenha s — 1 colunas linearmente dependentes, digamos h;,, ..., h;, .

Logo, existiriam ¢;,, ..., ¢;,_,, no corpo, nem todos nulos, tais que
Ci1hi1 4+ -4 Cis_lhis_l = 0
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Portanto, ¢ = (0,...,¢;,,0,...,¢,,,0,...,0) € C e consequentemente, w(c) <

s — 1 < s, o que seria um absurdo. O

Teorema 1.37. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o
peso de C' € igual a s se, e somente se, quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente

independentes e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragao: De fato, suponhamos que w(C') = s, logo, todo conjunto de s — 1
colunas de H ¢ linearmente independente. Por outro lado, existem s colunas de H
linearmente dependentes, pois, caso contrario terfamos w(C') > s + 1.
Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto de s — 1 vetores colunas de H ¢é
linearmente independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo temos
que w(C) > s. Mas w(C') nao pode ser maior do que s, pois, neste caso, nos diria
que todo conjunto com s colunas de H ¢ linearmente independente, o que ¢ uma

contradicao. O]
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Capitulo 2

Cdédigos Geometricamente

Uniformes

Forney [4] generalizou os cédigos de grupos de Slepian e cédigos reticulados per-
mitindo que os elementos do grupo gerador sejam isometrias arbitrarias do espaco
euclideano R", ao invés de transformagoes ortogonais ou translagoes consideradas
de forma separadas. Tais cddigos foram denominados codigos geometricamente uni-
formes apresentando propriedades simétricas altamente desejaveis tais como: todas
as regioes de Voronoi sao congruentes, o perfil de distancias é o mesmo para toda
palavra-codigo, as palavras-codigo possuem a mesma probabilidade de erro e o grupo

gerador é isomorfo a um grupo de permutacoes transitivas sobre as palavras-codigo.

2.1 Isometrias

Nesta secao definiremos isometrias daremos alguns exemplos de isometrias e grupos

isométricos, em seguida definiremos uniformidade geométrica.

Definicao 2.1. Seja M um espaco métrico com métrica d e T' uma transformacao em

M, dizemos que T ¢é uma isometria se T preserva a distancia d, ou seja,
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Vx, y€ M temos que
d(z,y) = d(T(x), T(y)).

Neste capitulo vamos considerar o R, um n-espago métrico com a métrica Eu-

clideana dada por:
d*(z,y) = ||z — yl|*.
No R"™ importantes classes de isometrias sao:

e Translagoes: t,(x) = x + a para algum a € R".

e Transformagdes ortogonais: r4(x) = Az onde A é uma matriz n x n ortogonal,

ou seja, ATA = I onde I ¢ a matriz identidade e AT é a matriz transposta de

A.

Definicao 2.2. Uma figura geométrica S é um conjunto de pontos no R™. Duas
figuras Sy e S5 sao geometricamente congruentes se existe uma isometria v de R"

tal que u(Sy) = Ss.

Definicao 2.3. Duas figuras S; e S5 sao geometricamente equivalentes se existem

uma isometria u e um escalar o > 0 tal que u(a.S;) = Ss.

Definicao 2.4. Uma isometria u de R S invariante (ou seja, U(S) = S) é denom-

inada uma simetria de S.

E facil verificar que as simetrias de um conjunto S formam um grupo com a

operac¢ao composigao, este grupo denotaremos por I'(5).

Definicao 2.5. O conjunto de todas as translagoes simétricas de S formam um
subgrupo de I'(S) denotado por T'(S).O conjunto formado por todos os vetores das

translacoes simétricas dado por
AS) =A{a;t, € T(S)}
é um espaco vetorial de dimensao n’ < n chamado de reticulado de S.
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2.2 Conjuntos de Sinais Geometricamente Uni-
formes

Para comunicagao digital as figuras interessantes sao os conjuntos de pontos discretos

S, ou seja, se s € S entdo existe uma vizinhanga V' (s) de s tal que V(s)[S = {s}.

Definigao 2.6. Um conjunto de sinais S é geometricamente uniforme se dado quais-

quer dois pontos s, s € S existe uma isometria u tal que
o u(s)=s
o u(S)==5

Um conjunto finito de sinais S geometricamente uniforme é chamado constela¢ao

uniforme e um conjunto infinito de sinais S é chamado de arranjo regular.

Exemplo 2.7. Consideremos o conjunto S = {(—1,-1),(-1,1),(1,-1),(1,1)} C
R?, existem oito simetrias deste quadrado, estas simetrias sdo os elementos do grupo

diedral Dy, o qual pode ser representado pelo seguinte grupo de matrizes ortogonais:

10 0 —1 -1 0 0 1 1 0 01
01 1 0 0 -1 -1 0 1 -1 10
-1 0 0 -1
0 1 -1 0

Podemos notar que um conjunto S é geometricamente uniforme se a agao do

grupo simétrico I'(S) em S for transitiva, ou se a 6rbita de qualquer ponto s € S

sobre I'(S) é S.

Definig¢ao 2.8. Um grupo gerador U(S) de S é o menor subgrupo de I'(S) suficiente

para gerar S.

No Exemplo 2.7 podemos notar que o subgrupo formado pelas 4 primeiras ma-
trizes é suficiente para gerar o conjunto S dado, tal subgrupo é o grupo das rotacgoes

puras Ry, rotagoes por inteiros multiplos de 90°.
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2.3 Conjuntos de Sinais Geometricamente Uni-
formes e a Comunicacao Digital

Os conjuntos de sinais mais utilizados em comunicacoes digitais sao os conjuntos de
sinais geometricamente uniformes. A seguir alguns exemplos de tais conjuntos sao

dados.

Exemplo 2.9. Seja S = {w/sy,0 < j < M} onde w é uma raiz M-ésima primitiva da
unidade e sy é um nimero complexo diferente de zero, este conjunto é um conjunto de
sinais geometricamente uniforme o qual é denominado constelagcao de sinais M-PSK.
Um grupo gerador natural para S é o conjunto de rotagoes multiplas de 360°/M.
Este grupo é isomorfo a Z,;, o grupo dos inteiros aditivos médulo M.

O grupo simétrico de S é I'(S) = V- Ry, onde V é um grupo com dois elementos
a identidade e uma reflexao pelo ponto médio, este grupo é isomorfo ao grupo M-ario

diedral Dyy.

Exemplo 2.10. Seja S = {—d,d}, onde d € R. S é um conjunto de sinais ge-
ometricamente uniforme unidimensional onde o grupo simétrico de I'(S) = V é
isomorfo ao Z,. O produto cartesiano de conjuntos geometricamente uniforme
¢ um conjunto geometricamente uniforme, basta considerarmos a composicao de
isometrias para cada entrada separadamente, desta forma temos que o conjunto
S ={(—-d,d,—d,d,...,—d,d)} é uma constelagao de sinais. Um grupo gerador natu-
ral para esta constelacao é o grupo V" com 2" elementos, as n-uplas agindo em cada
coordenada individualmente. Segue que V" pode ser representado pelo conjunto
de matrizes ortogonais A = diag(—1,1,—1,1,...,—1,1). O grupo V" é isomorfo ao

(Za)™.

Exemplo 2.11. O conjunto de sinais do tipo reticulado, dado por S = 72 +
(1/2,1/2), possui T(Z?) como seu grupo gerador, o conjunto de todas as translagoes

por inteiros em cada coordenada.
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2.4 Propriedades Simétricas de Conjuntos de
Sinais Geometricamente Uniformes

Um conjunto de sinais geometricamente uniforme S tem a importante propriedade
de que cada um de seus pontos tem a mesma perspectiva com relagao aos outros

pontos.

Definicao 2.12. Seja s € S, o conjunto de todos os pontos de R™ que estao mais
perto de s do que qualquer outro ponto s’ € S é chamado a Regido de Voronoi

associada a s. Tal conjunto sera denotado da seguinte forma,
Ry(s) = {z € R" : ||z — s||” = minges|lz - s'l|*}.
Definicao 2.13. Seja s € S. O conjunto dado por,
DP(s) = {|ls = s'I|* s € S}
¢ chamado de distancia perfil global.
Teorema 2.14. Se S é um conjunto de sinais geometricamente uniforme, entao:

a. Toda Regiao de Voronoi Ry (s) tem a mesma forma e Ry (s') = use[Ry(s)],onde

Use € uma isometria que leva s em §';
b. A distancia perfil global DP(s) é a mesma para todo s € S.

Demonstragao: Pela definigao de Regiao de Voronoi, x € R"™ estd em Ry (s) se, e
somente se,

||z — s||* = minges||z — s"|[%

Seja s’ # s outro ponto em S, entao pela definicao de uniformidade geométrica existe

uma simetria ugy tal que ugzy(s) = s'. Desta forma temos que ugy(x) € Ry (s') pois
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s (@) = 81| = Ntaw(2) = i (3)] (21)
=l s

= mingecs|lr — s"||

= mz’nussl(su)esHuss/(x) — uss’(5//>H
= minyes||usy () — yl|

onde podemos observar que s” varia em S, assim y = usy(s”) também varia em S.

De modo anélogo,

DP(s) = {||s—5"|]*,s" € S} (2.2)
= {||u58/(8) - USS’(SH)HQ? s" € S}
= {HS/ - USS’(S”)Hz? USS’(S”) € S}

= {lIs' —yll;y € S}
= DP(s).

Desta forma temos que a distancia perfil global é a mesma para todos os pontos. [J

O fato de toda regiao de Voronoi de um conjunto de sinais S geometricamente
uniforme ter a mesma forma é uma propriedade simétrica muito forte porque a
forma da regiao de Voronoi determina quase todas as propriedades de S que sao im-
portantes no estabelecimento do sistema de comunicacao digital. A reciproca deste
teorema nao é verdadeira. Em [2], é mostrado que conjunto de sinais, cujas regioes
de Voronoi tenham a mesma forma nao implica que o mesmo seja geometricamente
uniforme. Em [13] é mostrado que se um conjunto de sinais apresenta o mesmo perfil
de distancias, independente do ponto considerado, isto nao implica que o mesmo seja
geometricamente uniforme. Podemos tomar alguma regiao de Voronoi Ry (s) como
uma tipica Regiao de Voronoi de um conjunto de sinais S, e chamé-la A regidgo de

Voronoi de S denotada por Ry (S).
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Da regiao de Voronoi de S podemos determinar as seguintes propriedades:

a. O volume de Ry (S) denominado volume fundamental de S denotado por V()

¢ finito se, e somente se o reticulado de S tem posto NN inteiro.

b. A distancia perfil local DPy(S) = {||s — §'[|*;s' € Sy} onde Sy é um conjunto

finito de face definida de pontos s’ préximos a s.

c. De forma particular a distancia D Py (S) permite determinar a distancia minima

2

ao quadrado d; ;,(S) entre os pontos de S, ou o “raio de empacotamento”.

d. A probabilidade de erro

P(E)=1- / (27T02)_N/2€(||Z_$H2/202)dz,
Ry (s)

onde s é o ponto transmitido sob um canal Gaussiano com variancia o? depende

somente do quadrado da distancia ||z — s||%.

O Teorema 2.14 garante que se S é geometricamente uniforme entao todas estas

propriedades sao as mesmas para todo ponto em S.

2.5 Particoes Geometricamente Uniformes

Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme, U’ um subgrupo normal
ao grupo gerador de S, U(S), e seja U(S)/U’ o grupo quociente correspondente as
classes laterais de U’ em U(S). Se S ¢ a drbita de um ponto sy sob U(S), entdo as

6rbitas de sy sob as classes laterais de U’ sao disjuntas e a uniao delas é todo S.

Definigao 2.15. Uma particdo geometricamente uniforme denotada por S/S’ é
uma particdo do conjunto geometricamente uniforme S com grupo gerador U(S5)
induzida por um subgrupo normal U’ de U(S). Os elementos da partigao S/S’ sdo

os subconjuntos de S que correspondem a classes laterais de U’ em U(.S).
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Teorema 2.16. Seja S/S" uma particao geometricamente uniforme. Entao os sub-
conjuntos de S nesta particio sao geometricamente uniformes mutuamente congru-

entes e tém U’ como um grupo gerador comum.

Demonstracao: Se U’ é um subgrupo normal de U(S) entao as classes laterais a
esquerda e a direita de U’ sao idénticas. Desta forma consideremos a classe lateral a
esquerda de U’; u,U’, de todas as composigoes de alguma u, € U(S) fixa com todas

u € U'. Dai temos que o subconjunto correspondente S’(a) é:

S'(a) = |J ua [u(so)] - u[ U u(so)} = ua(S"). (2.3)

uel’ uel’

Portanto, todo subconjunto S’(a) é congruente a S’.
Consideremos agora uma classe lateral a direita de U’ dada por U'u,, segue que

o subconjunto S’(a) correspondente é dado por,
S'(a) = | ulua(s0)).
uel’
Assim todo subgrupo S’(a) é a 6rbita de um ponto u,(sog) sob U’, logo S’(a) é

geometricamente uniforme e tem U’ como grupo gerador. O]

Exemplo 2.17. Seja M uma poténcia de 2 e M’ um divisor de M. Um conjunto de
sinais M — PSK pode ser particionado em k conjuntos de sinais M’ — PSK, onde
k= |Ry/Rar| = M/M'. O quociente Rys/Ryp é isomorfo a Zyg/ap.

Exemplo 2.18. A constelagdo hipercubo n-dimensional tem como grupo gerador
V™ que ¢é isomorfo a (Zs)™. Um cddigo bindrio linear (n, k) é um subgrupo de (Z)"
de ordem 2*. Pelo Teorema 2.16 este subgrupo induz uma particao geometricamente
uniforme do hipercubo em 2"~* particoes geometricamente uniformes e mutuamente

congruentes.
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2.6 Rotulamentos Isométricos

Definicao 2.19. Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme com grupo
gerador U(S), U’ um subgrupo normal a U(.S) e consideremos A um grupo isomorfo

a U(S)/U’. Chamaremos A de grupo de rétulos das classes de U" em U(5).

A partigao S/S’ é induzida por uma aplicagdo injetora entre os subconjuntos
de S e os elementos de U(S)/U’, assim como o isomorfismo entre os grupos A e

U(s)/U".

Definigao 2.20. A aplicagdo m : A — S/S’ que leva um rétulo a € A no subcon-

junto m(a) € S induzido pela partigdo S/’ é denominada aplicagdo rétulo.

Notamos que o elemento identidade de A é levado por m em S e |S/S'| =

U()/U"] = |Al

Definigao 2.21. Seja A um grupo de rétulos de uma partigdo geometricamente
uniforme S/S’. Chamaremos o isomorfismo A ~ U(S)/U’ de isomorfismo rotulado.
A aplicagao rétulo m : A — S/S” definida pela composi¢ao do isomorfismo rotulado
com a aplicagdo injetora que leva U(S)/S" em S/S" serd denominada rotulamento

isométrico.

O teorema a seguir mostra uma condi¢ao necessaria e suficiente para se obter

um rotulamento isométrico.

Teorema 2.22. Uma aplicagcdo rétulo m : A — S/S" € um rotulamento isométrico
se, e somente se, para todo a € A existe uma isometria u, : S/S" — S/S’ tal que

para todo b € A, m(ab) = uy(m(b)).
Demonstragao: Se m : A — S/S" é um rotulamento isométrico, do isomorfismo
A~U(S)/U temos ab — uguU' e ab — u,U'upyU" = ug,U' de onde obtemos,
UapU' = ugupyU" = {(uqup)u(so);u € U'}
= {uq[upu(so)];u € U'} = ua(m(b)).
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Reciprocamente, se m(ab) = u,(m(b)) Va,b € A entdo uu(S') = uaup(S’), isto
implica que m(ab) = m(a)m(b), portanto m é um homomorfismo, desta forma o

rotulamento é isométrico.

2.7 Propriedades Elementares dos Rotulamentos
Isométricos

Dado um rotulamento isométrico m : A — S/S" existem vérias transformagcoes de
rotulamentos simples que resultam em rotulamentos isométricos. A seguir apre-

sentaremos alguns resultados elementares dos rotulamentos isométricos.

’

Proposicao 2.23. Sem : A — S/S’ é um rotulamento isométrico e T : A — A ¢é
um automorfismo, entdo o rotulamento mT : A — S/S’ definido por a — m[T(a)]

€ também um rotulamento isométrico.

Demonstragao: Como T é um automorfismo de A temos que T leva todos elemen-
tos de A em elementos de A, logo como m é um rotulamento isométrico temos que

mT também é um rotulamento isométrico.

]

Proposicao 2.24. Sem : A — S/S’ é um rotulamento isométrico entao o rotula-
mento mt, : A — S/S’ definido por a — m(ab) para algum b € A € também um

rotulamento isométrico.

Demonstragao: Como m é um rotulamento isométrico temos pelo Teorema 2.22
que existe uma isometria u, : S/S" — S/S" tal que m(ab) = u,(m(b)), Va,b € A.

Logo temos que mt, é um rotulamento isométrico. O

As duas proposicoes acima implicam que se a particao S/S’ admite um rotula-

mento isométrico com grupo de rétulos A, entao alguma transformacao afim definida
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por a — T'(a) + b onde a,b € A, também produz um rotulamento isométrico. E in-
teressante notar que em um espaco onde a métrica natural é a métrica de Hamming

uma transformagao é uma isometria.

Proposicao 2.25. Se m : A — S/S" é um rotulamento isométrico, e u é uma
simetria em U(S), entao o rotulamento u-m : A — S/S" definido por a — u[m(a)]

é um rotulamento isométrico.

Demonstracao: A demonstracao desta proposicao decorre diretamente do Teorema

2.22. [l

2.8 Rotulamentos Binarios Isométricos

Nesta segdo estamos interessados em partigoes S/S’ que admitem rotulamentos
isométricos por alfabetos n — bit binarios, ou seja, alfabetos da forma A = (Z)". A

seguir definiremos um Rotulamento Bindrio de Ungerboeck.

Defini¢ao 2.26. Consideremos uma particao S/S’ geometricamente uniforme 2"-
caminhos. Se existe um refinamento desta particao em n parti¢des 2-caminhos, S =
So/S1/.../ S, = S’ tal que os rétulos dos 2" subconjuntos sao escolhidos em (Zy)™ de
modo que os rétulos de todos os subconjuntos do j-ésimo nivel que pertencem a um
mesmo subconjunto tenham as ultimas coordenadas iguais, entao este rotulamento

¢ chamado de Ungerboeck.

A distancia minima quadrada entre dois pontos com rétulos a e a’ é maior ou

2

igual a d; ;. (S5;) onde j é o nimero de zeros na soma mod2 de a @ a’. Esta distancia

recebe o nome de distancia limite de Ungerboeck.

Teorema 2.27. Se S/S" é uma particio geometricamente uniforme que admite
um rotulamento bindrio isométrico, e S = Sy/Si/.../S, = S € uma cadeia de
particoes 2-caminhos geometricamente uniformes, entio S/S’ admite um rotula-

mento isométrico de Ungerboeck consistente com esta cadeia.
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Demonstragao: Se S/S’ admite um rotulamento bindrio isométrico entao existem

grupos geradores U(S) e U(S’) tais que U(S)/U(S") =~ (Zy)" = A, e se
S =S80/S1/.../Sn =15

¢ uma cadeia de particoes geometricamente uniformes, entao existe uma cadeia

correspondente de grupos geradores
U(S) =U(50)/U(S1)/.../U(Sn) = U(S").

Seja A; a posigao do conjunto de rétulos incluido no subconjunto S; de S. A cadeia

correspondente

A= Ay/A1/. /A, = {0}

¢ uma cadeia de espagos vetoriais binarios, onde a dimensao de A; é igual a n — j.
Consideremos a respectiva classe nao nula na particio A;/A;41, 0 < j < n—1
tomada como algum rétulo (z)"771(10)7 onde x, (10) € (Z2)?. Entdo temos que
A; /A, = A; o espaco vetorial bindrio (n — j) dimensional consistindo de todos os
rétulos 2"77(10)7 e os subconjuntos no j-ésimo nivel consistem da unidao de todos
n-ésimos subconjuntos que tém um j — bit em comum em seu rétulo. Temos assim

um rotulamento de Ungerboeck. [

Os bits conduzidos no rotulamento de Ungerboeck sao chamados bits mais sig-

nificantes e os bits restantes sao chamados bits menos significantes.

Corolario 2.28. Uma particao tipo reticulado S = A+ 7 em classes laterais de um
subreticulado A" admite um rotulamento de Ungerboeck se Z™ N/ N JAZ" forma uma

cadeta de particoes reticulada.

Demonstracgao: Existe um rotulamento isométrico de Ungerboeck 2n — bits de
Zr AT, se |Z /A = 27 e |N'/4Z7| = 22777 entdao um rotulamento de Ungerboeck
de A/A’ pode ser obtido se desconsiderarmos os (2n — j') — bits mais significantes e

os j — bits menos significantes do rotulamento de Z™/4Z". O]
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Os reticulados de Z"™ que tém como um subreticulado o 4Z™ sao chamados de
reticulados bindrios mod4 e as particoes A/A’ tal que Z"/A/N JAZ" é uma cadeia
de particoes reticulada, sao chamadas de particoes de profundidade pu < 4. Assim
todas as particoes de profundidade g < 4 admitem rotulamentos isométricos de

Ungerboeck.

2.9 C(Cdbdigos Geometricamente Uniformes em Es-
pacos de Sinais

Dado uma partigdo geometricamente uniforme S/S” e um rotulamento isométrico
com um grupo de rotulos A, a especificagdo de um cédigo em espaco de sinais C é
completa se for especificado um cédigo rétulo C' cujos elementos sao seqiiencias de
rotulos que selecionam uma seqiiéncia de subconjuntos de S através do rotulamento

isométrico. Devemos notar que C' é um grupo cédigo sobre o grupo rétulo A.

2.9.1 Espacos de Seqiiéncias

Seja S/S’" uma partigao geometricamente uniforme e A um grupo de rétulos associ-
ado a esta particao, temos que um espaco de A’ é o conjunto de todas as seqiiéncias
a = {ag; k € I} onde os elementos a; pertencem ao grupo de rétulos A e o conjunto
de indices I é um subconjunto dos inteiros I C Z. Se I é finito, ou seja, [ = {k;1 <
k < n} entdo Al é o produto n cartesiano de A. Se I ¢ infinito temos que A? é o
produto cartesiano infinito de A . Se A é um grupo com a operagao bindaria * entao
o espaco de seqiiéncias A’ também é um grupo sob * usando a estensao usual, isto &,
Va,b e Al axb= {ay*by; k € I}. A seguir definiremos um cédigo sobre o alfabeto
A.

Definicao 2.29. Um codigo C sobre o grupo de rétulos A é um conjunto de

sequiéncias de elementos de A. Tal cédigo é um subconjunto do espaco de seqiiéncias

AT
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2.9.2 C(Codigos em Espacos de Sinais

Um codigo rétulo C' sobre um grupo de rétulos A define um coédigo em um espago

de sinais como segue:

Definigao 2.30. Sejam S/S’ uma particao geometricamente uniforme, C' um c6digo
rétulo sobre o alfabeto A, I o conjunto de indices e m : A — S/S’ uma aplicacao
rotulo. Um cédigo em um espacgo de sinais é a uniao disjunta
C(5/8:C) = | mle)
ceC

das seqiiéncias de subconjuntos m(c) = {m(cx); k € I}.

Uma seqiiéncia de sinais s é uma seqiiéncia de cédigos em C(S/S’; C) se s € m(c)
para algum ¢ € C, isto é, se s = {sx € m(cx); k € I}. Desta forma temos que um
c6digo em espaco de sinais C(S/S’;C') é um subconjunto do espago de seqiiéncias

ST, o conjunto de todas as seqiiéncias de elementos do conjunto de sinais S.

Exemplo 2.31. Se S é um subconjunto de R", entdao S’ e C(S/S’;C) sao subcon-
juntos do espago de seqiiéncias (R™)?, o conjunto de todas as seqiiéncias reais de
n —uplas. O produto cartesiano (R")! ¢ ainda um espaco Euclideano com a métrica

usual do espaco Euclideano.

Uma codificacao para um cédigo rétulo C' gera uma seqiiéncia de cédigos rétulos
¢ = {cx} que permanecem em C. A seqiiéncia particular ¢ é determinada por uma
sequiencia apropriada de entrada de dados.

A seqiiéncia rétulo ¢ é entdo aplicada a uma seqiiéncia de subconjuntos
m(c) = {m(cy);k € I} através da aplicagdo rétulo m. Uma segunda operacao
entao seleciona uma especifica seqiiéncia de sinal s € m(c) para transmissao sobre
o canal, de acordo com uma segunda seqiiéncia de entrada de dados. A segunda
operacao é de importancia secundaria uma vez que as propriedades do codigo ge-
rador para tal codificacao sao determinadas primeiramente pelas propriedades do

c6digo em espaco de sinais C(S/S’; C') que sao determinadas no primeiro nivel.
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2.9.3 Classes Laterais de Cdédigos (Generalizadas

Sejam S/S’ uma particao geometricamente uniforme gerada pelo grupo gerador da
particdo U(S)/U(S’), A um grupo rétulo isomorfo a U(S)/U(S’) abeliano,
m : A — S/S" um rotulamento isométrico e C' um grupo cédigo sobre o espago
de seqiiéncias A’. Como A é um grupo abeliano temos que A! é também um grupo
abeliano e qualquer subgrupo C de A’ é um subgrupo normal. A seguir definiremos

uma classe lateral de cédigo generalizada .

Definigao 2.32. Uma classe lateral de c6digo generalizada C(S/S’; C') é o conjunto

de todas as seqiiéncias de sinais s € m(c);c € C.

Podemos notar que o rotulamento m : A — S/S" pode ser estendido para
m : Al — (S8/S")! sem perder as suas propriedades e que a particao (S/S)! = S!/S"
é também uma parti¢ao geometricamente uniforme. Se o grupo gerador de S é U(S)
temos que o grupo gerador do conjunto de sinais S’ é o grupo [U(S)]! pois cada ele-
mento s = {s;} € S’ pode ser levado em algum outro elemento de S’ por composigao
de isometrias em U(S) agindo em cada componente s; de s individualmente. Além
disso, se U(S") é um subgrupo normal de U(S) entao [U(S’)]! é um subgrupo normal
de [U(S)]! logo o grupo quociente [U(S")]/[U(S)])! induz a parti¢io geometricamen-
te uniforme S?/S"” de S!. O espago rétulo A! ¢é isomorfo a [U(S)])L/[U(S9)], desta
forma temos que a aplicagao rétulo estendida m : AT — (S/S’)! é um rotulamento
isométrico.

Se C' ¢ um subgrupo de A! entao C(S/S’; C) é um subgrupo de S?, e o quociente
ST/C é isomorfo a A’/C, sobre a estrutura de grupo induzida a S* por [U(S)]’.
Além disso, S é um subgrupo de C e a cadeia ST/C/S" ¢ isomorfa a AT/C/{0}.

A seguir definiremos um rétulo transladado a partir de uma classe lateral de C.

Definicao 2.33. As classes laterais de C' podem ser escritas como C' & a, onde

a € Al. Para cada classe lateral o rotulamento m : A — (S/S5")! define subconjun-
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tos de S’ chamados de rétulos transladados de C dados por

C(5/9;C@a)=Jm(caa)

ceC

Os rétulos transladados de C séo as classes laterais de C em ST sobre a estrutura

de grupo induzida.

Teorema 2.34. Se C(S/S";C) € uma classe lateral generalizada de cédigos, entao
ST/C/S" é uma cadeia de particoes geometricamente uniformes, e os rétulos trans-
ladados C(S/S";C @ a) de C sdo geometricamente uniformes, mutuamente congru-

entes e tem U(C) como grupo gerador em comum.

Demonstragao: Seja S/C/S" estabelecida como uma cadeia de particoes geome-
tricamente uniforme com a estrutura de grupo induzida sobre S’ por [U(S)]! como
observamos acima. Desta forma temos que o Teorema 2.34 é um simples corolario

do Teorema 2.16. OJ

O teorema acima nos garante que qualquer classe lateral generalizada de codigo
C é geometricamente uniforme. Além disso, ele afirma que o conjunto S’ de todas
as seqiiéncias de sinais em S tem uma particao no rotulo transladado de C que é

congruente a C. Segue entao de forma direta o seguinte corolério.
Corolario 2.35. Se C € uma classe lateral de codigo generalizada , entao:

a. A regiao de Voronoi associada a quaisquer duas seqiiéncias de cddigos s,s" € C

sao congruentes.
b. A distancia perfil DP(s) = {||s —§'||*; s’ € C} de uma seqiiéncia s € C para toda
seqiiéncia s € C independe da seqiiéncia s.

Muitos cédigos em espagos Euclideanos sao baseados nos cédigos binarios lineares

C sobre o corpo binério F' = Z,.

Exemplo 2.36. O produto n-cartesiano do rotulamento bindrio usual m : {0,1} —
{=1,41} do conjunto de sinais binirio é um rotulamento bindrio isométrico do

hipercubo N-dimensional usando o alfabeto rétulo F™.
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Qualquer subgrupo aditivo de F™ é também um espaco vetorial de alguma di-
mensao k sobre F'| isto é, um (n, k) bloco binério linear do cédigo C. Conseqiiente-
mente os codigos de espacos binarios C correspondentes a qualquer bloco binéario de
cédigo C' sao geometricamente uniformes. As classes de C' aplicadas em conjuntos
de sinais geometricamente uniformes sao todas congruentes a C, e C e suas classes

laterais formam assim uma particao do hipercubo.

2.10 Outras Nocoes de Uniformidade

Nesta secao compararemos as nocoes de uniformidade usadas até agora com outros

tipos de simetrias que serao previamente introduzidos.

2.10.1 Linearidade

Para partigdes A/A’ de um reticulado A em classes laterais de um subreticulado A’

de A, é possivel ter um rotulamento que é linear no seguinte sentido.

Definicao 2.37. Um rotulamento m : A — A/A’ definido por m(a) = A’ + t(a),

onde t(a) € R™, de uma partigao reticulada é linear se:

mla®b) = N+tladb)
= A +1t(a) + t(b)

= m(b) +t(a)
onde + ¢é a adicao em R".

Pelo Teorema 2.22 um rotulamento linear ¢ um rotulamento isométrico com a
isometria u, dada pela translacao t(a). Isto implica que ¢(0) deve ser um elemento
de A’ pois m(0) = A" +¢(0) = A"

Se C(A/A’; C) é um c6digo em espago de sinais baseado numa partigao reticulada
A/A e em um rotulamento linear, entdo C é linear no sentido de que C é um

grupo aditivo sob uma seqiiéncia aditiva no espaco de seqiiéncias (R")!. Sejam s
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e s’ quaisquer duas seqiiéncias de cédigos em C, pertencentes as classes laterais de
seqiiéncias (A)! + t(c) e (N)! + ('), respectivamente. Entdo a seqiiéncia s + s’
pertence a classe lateral (A)! +t(c) +t(c) = (A)! +t(c® ) e estd em C, assim
como ¢ @ ¢ estd no cédigo C.

Uma classe lateral de um codigo tipo reticulado é um cédigo em espaco de sinais
C[(A+7)/N; C] baseada na parti¢ao do translado A + 7 de A em classes laterais de
A’. Temos que

C[(A+7)/N;C] =C(A/N;C) + 7!

assim tal cddigo é meramente um translado de um cédigo C(A/A’; C') baseado na
particao do préprio A. Ele nao é rigorosamente linear, mas pode ser considerado efe-
tivamente linear. Alternativamente ele pode ser considerado como uma classe lateral
generalizada de cédigos com um rotulamento isométrico onde todas as isometrias

sao translagoes.

Lema 2.38. Um grupo G € isomorfo a (Zs)™ para algum inteiro positivo n se, e
somente se, G é um grupo finito tal que todo elemento g € G satisfaz g> = e onde e

é o elemento neutro de G.

Demonstragao: Se G ~ (Z,)", entdao G ¢é finito e abeliano e qualquer g satisfaz

g> = e. Reciprocamente, se todo elemento de G é seu préprio inverso, entao para

L' = ba, assim G é

quaisquer a, b € G temos que (ab)? = e que implica que ab = b~'a~
abeliano. Denotaremos a identidade de G por 0 e a operacao de G por +. Como G
¢ abeliano e todo elemento de G é seu préprio inverso temos que g + g = 0, a soma
envolvendo multiplos de algum ¢g € G depende somente se o niimero de ocorréncias
é par ou impar. Agora se G # {0}, escolha algum ¢; € G nao nulo, o grupo gerado
por g; é portanto um grupo de dois elementos G; = {0, ¢1}. Se G = G; a afirmativa

é verdadeira. Se G # (G escolha g, nao nulo tal que g, nao pertenga a G, o grupo

gerado por {g1, g2} € o grupo Go = {>_,_;»a;9;;a; € {0,1}}. Se G # G continue
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este processo que € finito pois G é finito. A correspondéncia
Z Cngj —a € (ZQ)”
1<j<n

¢ entdo um isomorfismo entre G e (Zg)™.

]

Portanto A/A’ é isomorfo a (Zy)" se, e somente se, cada classe ndao nula de A’

em A é sua proépria inversa sobre a adicao médulo A'.

Teorema 2.39. Se A’ é um subreticulado de A e AJN € finito entdo existe um

rotulamento bindrio linear de A/N' se, e somente se, 2\ é um subreticulado de N'.

Demonstracao: Seja A’ +t, t € A, alguma classe lateral de A’ em A. Entao
(N +1t)+ (N +1t) = AN + 2t é igual a classe lateral do zero se, e somente se, 2t € A’
Segue que, toda classe lateral de A’ em A é inversa dela mesma se, e somente se,

2t € N Vt € A, isto é, se, e somente se, 2A é um subreticulado de A’. ]

Muitas classes laterais generalizadas de codigos C(A/A’; C) que utilizam codigos
bindrios C' sao baseadas em particoes reticuladas A/A’ que ndo admitem rotulamen-

tos binarios lineares isométricos.

Exemplo 2.40. Nao existe rotulamento binario linear da parti¢ao 4-caminhos Z /47
por A = (Z,)?, visto que se a é o rétulo para a classe lateral 4Z+1, entao a®a = (00)

precisa aplicar-se a 47, nao a 47 + 2, assim a linearidade nao pode ser obtida.

2.10.2 Subconjunto Tempo-Zero

Nesta subsecao definiremos subconjunto Tempo-Zero utilizando cédigos binarios

lineares convolucionais. A seguir daremos a definicao de cédigos convolucionais.

Definicao 2.41. Um cédigo convolucional é um tipo de cédigo corretor de erro em
que cada conjunto de m sinais é transformado em um conjunto de n sinais, onde

n>m.
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Seja C(S/S"; C') um cdédigo em um espago de sinais reticulado, com C' um cédigo
bindrio linear convolucional de indice k/n. Entdo quando a codificagdo estd no
estado “zero” a préxima codificacao pode produzir 2% valores a € F™. Se C ¢ linear
estes valores formam um grupo aditivo ou um subespaco de F". Este subespaco

denotado por Cy é denominado codigo Tempo-Zero.

Definicao 2.42. Seja
m(Co) = {m(a);a € Co}

a imagem do cédigo tempo-zero. Este conjunto recebe o nome de subconjunto de

tempo-zero do conjunto de sinais S.

Se C é uma classe lateral generalizada de codigos, entao o Teorema 2.16 aplica-se

de forma direta ao Teorema 2.43 enunciado abaixo.

Teorema 2.43. Se S/S" € uma particio geometricamente uniforme com um rotu-

lamento isométrico bindrio m : A — S/S’, onde A = (Z2)", entao:
i. O subconjunto Tempo-zero m(Cy) € geometricamente uniforme.
ii. Os rdtulos transladados m(Cy @ b) sao todos congruentes a m(Cy)

iii. A particio 2" *-caminhos de S no rétulo transladado mCy @® b é uma particio

geometricamente uniforme.

A maior parte dos codigos reticulados utilizam codigos convolucionais binarios
C' de taxa k/(k 4+ 1). Neste caso existem apenas dois rétulos transladados, o sub-

conjunto tempo-zero m(Cjp) e seu complemento.

2.10.3 Rotulamentos Regulares

Definiremos abaixo duas nogoes de regularidades, primeiramente uma nocao fraca e

em seguida uma nocao forte de regularidade.
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Defini¢ao 2.44. Uma aplicagao rétulo m : A — A/A’ definida por m(a) = A’ +t(a)
é regular no sentido fraco se a distancia minima ao quadrado entre os elementos de

duas classes laterais depende somente da diferenca dos rétulos:

i [m(a), m(a)] = d,

min

[N +t(a), N +t(d)] = N*(—a @ a)

Definigao 2.45. Uma aplicagao rétulo m : A — A/A’ definida por m(a) = A’ +t(a)
é regular no sentido forte se o conjunto das distancias entre qualquer elemento da
classe lateral A’ +t(a) e todos os elementos de outra classe lateral A’ +¢(a’) depen-
dem somente da diferenga dos rotulos, isto é, se o peso perfil de qualquer diferenca

A —t(a) + t(d’) é igual ao peso perfil da classe lateral A" — £(0) + t(—a & o).

Segue entao que regularidade no sentido forte implica em regularidade no sentido

fraco.

Proposicao 2.46. Um rotulamento isométrico de uma particao reticulada é reqular

no sentido forte.

Demonstracao: Se m(a) = A’ 4 t(a) é um rotulamento isométrico, entdo pelo

Teorema 2.22 existe uma isometria u_, tal que:
m(—a®ad)=N+t(—a®ad)=u_[AN+t(a)];

m(—a®a) =m(0) = A +t(0) = u_o[A +t(a)].

Como u_, é uma isometria, o conjunto das distancias de qualquer elemento de
N + t(a) a todos os elementos de A’ + t(a’) é o mesmo conjunto de distancias de
qualquer elemento de A’ 4+ ¢(0) a todos elementos de A’ + t(—a & a’), que tem o
mesmo peso perfil da classe lateral A’ — ¢(0) + ¢(—a @ d’), que depende somente da

diferenca entre rétulo —a ® a’. O

Assim mostramos que existe um rotulamento binario isométrico e portanto regu-
lar no sentido forte para qualquer partigao A/A’ tal que Z™ /A /N JAZ" é uma parti¢ao

reticulada.
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Capitulo 3

Cdédigos Hiperbodlicos

Geometricamente Uniformes

Neste capitulo generalizaremos o conceito de codigos geometricamente uniformes,
primeiramente explorados em espagos Euclideanos, aos espacos Hiperbdlicos. Tam-
bém mostraremos uma caracterizagao de classes laterais generalizadas de cddigos
através do conceito de cédigos G-lineares.

Um dos principais objetivos de c6digos geometricamente uniformes é a construcao
de particoes geometricamente uniformes e em particular classes laterais generaliza-
das.

Estenderemos os conceitos de conjuntos de sinais, reticulados e conjuntos parti-
cionados para o plano hiperbdlico, marcando assim o uso das tesselagoes hiperbdlicas
regulares associadas aos seus correspondentes grupos de simetrias.

Embora os grupos de isometrias hiperbdlicos tenham maior complexidade que
os grupos de isometrias Euclideanos os procedimentos e os conceitos para particoes
geometricamente uniformes podem ser considerados os mesmos.

Em [3] é mostrado que a probabilidade de erro associada a uma constelac¢do
de sinais depende da curvatura k, tendo melhor performance quando consideradas

superficies com curvatura constante negativa.
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3.1 Tesselacoes Hiperbdlicas

Para a Teoria da Comunicacao uma das estruturas algébricas mais importantes é
o espaco vetorial, que é um espaco cuja a métrica é compativel com a norma, por
exemplo os espagos Euclideanos. O uso desta estrutura possibilita modelar e a-
nalisar novos sistemas de comunicag¢ao, novos esquemas de modulagao, técnicas de
processamento de sinais entre outras. A seguir definiremos uma tesselagao regular

no plano hiperbdlico SPD.

Definicao 3.1. Uma tesselagao regular do plano hiperbdlico SPD é uma particao de
SPD por poligonos regulares com o mesmo nimero de lados os quais se interceptam
inteiramente ou apenas nos vértices. Uma tesselacao regular na qual ¢ poligonos

regulares se encontram em cada vértice é denotada por {p, ¢}.

Associado com cada tesselacao {p, ¢} existe um grupo chamado grupo simétrico
de {p, q} e denota-se por [p, ¢q]. Este grupo é o grupo de isometrias de SPD, gerado
por reflexdes em retas hiperbdlicas em que as tesselagoes {p, ¢} auto refletem. O
grupo [p, q] é gerado pelas reflexées 11, 15 € r3 no bordo do triangulo hiperbdlico

romox

com angulos 7, > a

A apresentacao do grupo [p, q] associado com a tesselacao {p, ¢} é dada por,
(ri,ro,r3 172 =15 =12 = (1911)F = (r372)% = (r173)* =€)

Dado uma tesselagao {p,q} com grupo simétrico [p, q] a tesselagdo dual desta é
{¢,p} com grupo simétrico [q,p]. Os grupos [p,q| e [q,p] s@o isomorfos, entretanto
as tesselagoes {p,q} e {q,p} coincidem se, e somente se, p = ¢q. O caso p = ¢ é
chamado de dual préprio.

Se p = ¢ = 4g, onde g é um inteiro maior ou igual a 2, a tesselagao {4g,4g}
produz uma cobertura universal para SPD. O grupo fundamental desta superficie
de género g dado por

9
g = (a1, . ag, by, ooy b = [ [las, 0] = 1)

=1
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¢ um subgrupo normal de [4g, 4g]. Desta forma segue que o grupo [4¢,4g| pode ser

escrito como o produto semidireto
[4g,4g] = 7y X Dy,

onde Dy, denota o grupo diedral com 8¢ elementos. Para maiores informagoes sobre

tesselagoes ver [7].

3.2 Conjuntos de Sinais Associados a Grupos

Assim como no espag¢o Euclideano um conjunto de sinais em um espago hiperbdlico

¢ um subconjunto discreto de SPD.

Definicao 3.2. Um conjunto de sinais S em SPD se corresponde com um grupo G,
se existe uma aplicacdo sobrejetiva m : G — S tal que Vg,¢' € G d(m(g),m(g")) =
d(m(g~'¢'), m(e)). Tal aplicagao m ¢ denominada aplicagio correspondéncia. Se m

1 ¢ um rotulamento de correspondéncia.

é injetiva, entao m~
Se m : G — S é uma aplicagao correspondéncia entao H = m~*(m(e)) é um
subgrupo de G e g = ¢'modH se, e somente se, m(g) = m(g’). Assim para cada
aplicagao correspondéncia m podemos estabelecer uma correspondéncia bijetiva en-
tre as classes laterais gH e os elementos m(g) de S. Imediatamente seque que se
H > G, entao a aplicagao m : % — S é um rotulamento de correspondéncia.
Dizemos que um rotulamento m : G — S é um rotulamento efetivo se H nao
contém nenhum subgrupo normal nao trivial de G. Neste caso, dizemos que S é

efetivamente correspondido a G.

Exemplo 3.3. Seja A um espago métrico com uma métrica invariante d4 e G um
grupo com uma métrica de grupo dg tal que existe uma aplicagdo m : G — A que

é uma isometria. Entao para quaisquer g, h € G temos

da(m(g), m(h)) = da(g, k) = do(gh™, €) = da(m(gh™"), m(e))
resultando que m é um rotulamento de correspondéncia.
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A seguir definiremos um cédigo G-linear onde G é um grupo.

Definicao 3.4. Um cédigo C' C ST é G-linear se existe uma isometria p : G — S,
um grupo cédigo D < G! e uma permutacio o € ST tal que o(C) = u(D), u também

denota a extensdo p: GT — ST,

3.3 Conjuntos de Sinais Geometricamente Uni-
formes Hiperbdlicos

Conforme Definicao 2.6 dada no Capitulo 2 um conjunto de sinais S é chamado

geometricamente uniforme se a agao do grupo de simetrias I'(S) em S é transitiva.

Exemplo 3.5. Considere a tesselagao {8, 8} no plano hiperbélico. Entao o conjunto
S consistindo de centro de massa dos octégonos da tesselagao (ou equivalentemente
os vértices dos octdgonos da tesselacdo dual ) é geometricamente uniforme, para

cada x € S fixo, temos que S = {T'(x) : T € [8, 8] }.

Slepian, [12] nos fornece um exemplo de um conjunto de sinais S com 10 sinais em
R> que nao é érbita de qualquer subgrupo de simetrias de R®. Portanto nem todos
os subconjuntos de sinais, mesmo os euclideanos, sao geometricamente uniformes.

Como ja vimos no Capitulo 2 um subgrupo U(S) de I'(S) é um gerador de S, se
S = {u(sg);u € U(S)}.

3.4 Particoes Geometricamente Uniformes Hiper-
bélicas

O conceito de particoes geometricamente uniformes mostrado no Capitulo 2 foi in-
troduzido por Forney em [4], no contexto de conjuntos de sinais Euclideanos. Como

mencionado anteriormente embora os grupos de isometria hiperbdlicos
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tenham uma maior complexidade quando comparados aos grupos de isometrias eu-
clideanos, é possivel estender o conceito de particoes geometricamente uniformes,

como exemplificaremos nesta secao.

Exemplo 3.6. As partigoes de Ungerboeck [15] sdo parti¢oes bindrias geometrica-
mente uniformes associadas com um conjunto de sinais M — PSK com M = 2% ¢
os subgrupos da forma 2/ — PSK (nao necessariamente normais) determinam uma
seqiiéncia de partigdes. Os poligonos S associados as tesselagoes hiperbdlicas (p
poligonos regulares ) tém D, como seu grupo de simetrias. Assim os poligonos S

sao constelacgoes geradas por p — PSK.

Exemplo 3.7. No caso Euclideano, se A é um reticulado e A’ é um subreticulado
de A de indice finito, entdo o conjunto de sinais S = A + a é particionado em |A/A’|
subconjuntos geometricamente uniformes.

No caso hiperbdlico temos alguns pontos a considerar. Como a tesselacao dual é
gerada por translagdes entdo uma condigao equivalente a T'(A) = A, onde T' denota

translagao, é exatamente o fato de a tesselagao ser auto-dual, do tipo {p, p}.

3.5 Cdbdigos Geometricamente Uniformes em Es-
paco de Sinais Hiperbdlicos

Seja S/S’ uma particdo geometricamente uniforme no espaco hiperbélico induzida
pelo grupo U(S)/U(S"). Seja A ~ U(S)/U(S"), os conceitos de isomorfismo rdtulo

e rotulamento isométrico dados no Capitulo 2 se aplicam também a essa particao.

Definigao 3.8. Seja S/S’ uma partigao geometricamente uniforme com grupo rétulo

A e D < Al entao uma classe lateral generalizada de cédigos é o subconjunto
C(S/S"; D) = {m(c) : c€ D} C S’

O préximo teorema promove uma conexao entre G-linearidade e as classes laterais

generalizadas de codigos.

42



Teorema 3.9. Sobre as hipoteses da Definicao 3.8 uma classe lateral generalizada

de cddigos é um cddigo U(S) — linear.

Demonstragao: Seja

U(S S
p:U(S) — (3.1)
u — u(So)
um rotulamento de correspondéncia para algum ponto fixo sy € S.
Tomemos
A=U(8)/U(S) ={uU(S);u € U(S)}
e o rotulamento
m:A—S/S
(3.2)

ulU(S") — u(S).
Temos que se ulU(S’) = vU(S’) entao u~'v € U(S") onde u'v(S’) = ', portanto
u(S") = v(S").
Seja H = {u € U(S);uU(S") € D}. Assim se u,v € H, uU(S5"),vU(S") € D,
como D < A segue que uv 'U(S") € D e wv™! € H. Desta forma, como e € H
temos que H < U(S). Em outras palavras, como

W(H) = fu(so) sue Hy = | J u(S) =|Jm(e) = C(5/8 D),

uU(S")eD
isso mostra que C(S/S"; D) é U(S) — linear. O

No contexto hiperbdlico, uma generalizacao da definicao euclideana dada no
Capitulo 2 de classes laterais generalizadas de codigos nos obriga a condigao que o
cédigo D seja um subgrupo normal de A”.

O préximo teorema nos assegura a validade da seguinte versao do Teorema 2.34

nas classes laterais generalizadas de cédigos em espacgos de sinais hiperbélicos.

Definicao 3.10. As classes laterais de D podem ser escritas como Da, onde a € A”.
Para cada classe lateral o rotulamento m : A? — (S/S’)! define subconjuntos de S*

chamados de rétulos transladados de C dados por

C(S/8'; Da) = | m(ca).

ceD
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Teorema 3.11. Se C(S/S’; D) é uma classe lateral generalizada de cédigos, entao
ST/C(S/S'; D)/ (S")! € uma cadeia de partigoes geometricamente uniformes e 0s
rétulos transladados C(S/S'; Da) de C(S/S’; D) sao geometricamente uniformes,

mutuamente congruentes e tém o grupo de simetrias U(C(S/S"; D)) =V em comum.
A demonstracao deste teorema decorre dos trés lemas demonstrados a seguir.
Lema 3.12. Se C(S/S'; D) € uma classe lateral generalizada de cddigos, entao
(S7/(8")") = (S/8)

¢ uma partigio geometricamente uniforme e m : A — (S/S")1 é um rotulamento

1sométrico para esta particao.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que U(S?) = U(S)!. De fato, temos
U(ST) CU(S)!. Agorase H <U(S)" entao H =[], ., Hx onde H, < U(S) Vk € I,
ese U(ST) = H S U(S)! temos que Hy, S U(S) para qualquer k € I, mas entao S =
H sy contrariando a minimalidade de U(S). Portanto U(S’) = U(S)?. Temos ainda
que U(S)E <U(S)! pois U(S") QU(S). Assim m : AL — (S/S’) é uma isometria,
onde U(S)!/U(S")! produz uma particio geometricamente uniforme S?/(S’)? com

espaco rétulo AL ~ U(S)1/U(S")!. O

Lema 3.13. Se D < A! entdao com a estrutura induzida, (S") < C(S/S’; D) < ST,

temos 0s isomorfismos:
ST/C(S/S'; D) ~ A/D; C(S/S":D)/(S) ~D/ear ~ D; ST/(S") ~ A Je 1 ~ AL,

que € a cadeia de parti¢oes dos grupos ST/C(S/S';D)/(S") e Al/D/eyr sao iso-

morfas.

Demonstragao: Consideremos o caso |I| = 1. Para o caso geral basta estender as
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consideracoes a cada coordenada.

uwsh — S’

(a) Primeiramente vamos mostrar que C(S/S"; D) < S. Se ¢,¢ € C(S/S"; D) entao
existe ¢1, co € D tal que ¢ € m(cy) e € m(cq). Se f: U(S) — S é uma bijecao
que induz a estrutura de grupo em S, entao existe v, w € U(S) tal que f(v) = ¢
e f(w) = 1. Entdo vw € u,U(S") u,U(S") = uque,U(S") = tee,U(S),
e fow) = ¢ € m(ciez). Portanto, ¢ € C(S/S"; D). Como vU(S") =
ue, U(S') temos que (vU(S")™ = (ue,U(S"))™! ou v 'U(S") = u'U(S") =
u1U(5"). Portanto, ¢~ € m(e;t) € C(S/S"; D) e C(S/S'; D) < S.

(b) Agora mostraremos que S’ < C(S/S"; D). Como C(S/S";D) = U.cpm(c),
definimos V = f~1(C(S/S’; D)). Isto implica que V < U(S) e

Vo= f(C(S/S D))

= f(|Jm()
= U rtm) = JuU(s).

Em particular, m(1) = U(S") C V, segue que S’ C C(S/S";D) ou §" <
C(S/S"; D).

(¢) A/D ~ S/C(S/S"; D). Como V = f~1(C(S/S’; D)) temos que
U(S)/V ~ S/C(S/S"; D).

Counsiderando

p: A — U5V

a ugV
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¢ é bem definida e o Ker¢ = D. Portanto,

AJD ~ U(S)/V ~ S/C(S/S"; D).

(d) D~C(S/S";D)/S’. Considerando,
g: A= U(S)/U(S)
e o isomorfismo rétulo como g(c) = u U(S"), temos
g(D) = V/U(S).

( De fato, se u.U(S") € g(D), por defini¢ao u.U(S") C V, e assim u.U(S") €
V/U(S") entao ulU(S") = wU(S") se

w € U uU(S") ou w = ucuy para c € D e up € U(S).

ceD

Assim g(D) = V/U(S") ). Segue que
D ~V/U(S"). (3.3)

Dai, temos que V/U(S’) é a imagem de C(S/S’; D) pelo isomorfismo rétulo,

ou equivalentemente,

V= |J w(s)=JoD)

u€g(D)

Seja f|V temos,
V/U(S") ~C(S/S";D)/S, (3.4)

de (3.3) e (3.4) temos que D ~ C(S/S"; D)/S".
Por fim A ~ S/S’ decorre diretamente do isomorfismo rétulo. ]

Lema 3.14. Os rdtulos transladados de C(S/S’; D) sdo as classes laterais a direita

de C(S/S'; D) em ST sobre a estrutura de grupo induzida.
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Demonstragao: Consideremos o caso |I| = 1. Para o caso geral basta estender as
consideragoes a cada coordenada. Seja

f1(C(S/S'; Da)) = f*1< U m(c.a)) = U ft(m(c.a)) = U UeU(S)

ceD ceD ceD

= Ywew(8) = [ Jw($)]ua = [ U £'m(e)| £ (f(wa)

= [FUm@)] ) = 17 [ U mi@)] fu)]

= fIC(S/S"; D.a)] f (ua)]

Segue que C(S/S’; D.a) = C(S/S"; D). f(uq) O
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Conclusao

O presente trabalho teve como finalidade estender ao plano hiperbdlico as definigoes
de conjuntos de sinais, particoes geometricamente uniformes e classes laterais de
cédigos generalizadas. Além de estabelecer uma relagao entre os cédigos e a definigao
de G-linearidade. Para isso estruturamos o texto como a seguir.

No Capitulo 1 apresentamos alguns requisitos para o bom entendimento da dis-
sertacao. Descrevemos propriedades béasicas de estruturas algébricas e métricas de
maior importancia para a teoria de comunicac¢ao. Introduzimos também a teoria de
codigos corretores de erros.

Ja no Capitulo 2 foram definidos conjuntos de sinais geometricamente uniformes
em espacos euclideanos e verificamos algumas propriedades destes conjuntos. Exi-
bimos a teoria das particoes geometricamente uniformes e definimos rotulamentos
isométricos. Em seguida, introduzimos o conceito de cédigos geometricamente uni-
formes em espacos de sinais, concluindo este capitulo com outras nocoes de uni-
formidade.

No ultimo capitulo, Capitulo 3, definimos G — linearidade, tesselacoes regulares

e estendemos ao plano hiperbdlico a teoria das particoes geometricamente uniformes.
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