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Resumo

Guimarães, Angelo . Existência e Multiplicidade de Soluções de Problemas
Elípticos Com Termo Semilinear Côncavo-Convexo. Goiânia, 2017. 67p.
Dissertação de Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade
Federal de Goiás.

Neste trabalho estudaremos existência e multiplicidade de soluções fracas do problema

#

´∆pu“ σ|u|p
˚´2u`λ|u|q´2u` f em Ω,

u|BΩ “ 0,
(0-1)

onde ΩĂ RN é um dominio limitado, σě 0, λą 0, 1ă pă N, ∆pu“ divp|∇u|p´2∇uq,

1 ă q ă p˚, f P Lp1pΩq, p˚ “ pN
N´p é o expoente crítico de Sobolev e p1 “ p

p´1 , é o
conjugado de Lebesgue de p. Ao tomarmos f ” 0 e σ“ 1 temos um problema homogêneo
com expoente crítico de Sobolev em que utilizamos o Teorema do Passo da Montanha
para encontrar existência de uma solução quando p ă q ă p˚. Utilizamos o gênero de
Krasnoselskii para encontrar infinitas soluções quando 1ă qă p. Quando f ı 0 e σ“ 0
temos um problema do tipo não homogêneo que provamos possuir infinitas soluções
utilizando um método desenvolvido por P. Rabinowitz.

Palavras–chave

problemas elipticos quasilineares, termo semilinear concavo-convexo, expoente
crítico de Sobolev, mutiplicidade, métodos variacionais.



Abstract

Guimarães, Angelo . Existence and Multiplicity of Solutions of Eliptic Pro-
blems with Semilinear Concave Convex Term. Goiânia, 2017. 67p. MSc. Dis-
sertation. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we study existence and multiplicity of weak solutions for the problem

#

´∆pu“ σ|u|p
˚´2u`λ|u|q´2u` f in Ω,

u|BΩ “ 0,
(0-2)

where Ω Ă RN is a bounded domain σ ě 0, λ ą 0, 1 ă p ă N, ∆pu “ divp|∇u|p´2∇uq,

1 ă q ă p˚, f P Lp1pΩq, p˚ “ pN
N´p is the critical Sobolev exponent and p1 “ p

p´1 , is the
Lebesgue conjugate of p. If we take f ” 0 and σ “ 1 we have a problem homogeneous
with critical Sobolev exponent in which we use the Mountain Pass Theorem to find
existence of a solution when p ă q ă p˚, and when 1 ă q ă p we use the genus of
Krasnoselskii finding infinitely many solutions. If f ı 0 and σ “ 0 we have a non
homogeneous problem that we prove to have infinitely many solutions, using a method
developed by P. Rabinowitz.

Keywords

quasilinear eliptic problems, concave-convex semilinear term, Sobolev critical
expoent, multiplicity, variational methods.
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CAPÍTULO 1
Introdução

Neste trabalho, estudamos existencia e multiplicidade de soluções fracas do
problema côncavo-convexo envolvendo o operador p-Laplaciano

#

´∆pu“ σ|u|p
˚´2u`λ|u|q´2u` f em Ω,

u|BΩ “ 0,
(1-1)

onde ΩĂ RN é um dominio limitado,

σě 0, λą 0, 1ă pă N,

∆pu“ divp|∇u|p´2
∇uq,

1ă qă p˚, f P Lp1
pΩq,

onde p˚ “ pN
N´p é o expoente crítico de Sobolev e p1 “ p

p´1 , é o conjugado de Lebesgue
de p.
Utilizaremos como técnica principal, métodos variacionais aplicados ao funcional energia

Fpuq “
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´
σ

p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx´
ż

Ω

f u dx, u PW 1,p
0 pΩq (1-2)

No capítulo 5, estudaremos o caso em que f ” 0 (caso homogêneo) e σ“ 1, de modo que
(1-1) se reescreve como

#

´∆pu“ |u|p
˚´2u`λ|u|q´2u em Ω,

u|BΩ “ 0,
(1-3)

Assim o funcional (1-2) se torna

Fpuq “
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´
1
p˚

ż

Ω

|u|p
˚

dx, u PW 1,p
0 pΩq (1-4)

Apresentamos a seguir os resultados principais do capítulo 5 que são devidos a [13].
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Teorema 1.1 Suponha pă qă p˚ e f ” 0. Então existe λ0 ą 0 tal que para cada λą λ0

o problema (1-3) tem uma solução não trivial u em W 1,p
0 pΩq.

O teorema abaixo, diz que ao tomarmos um menor intervalo para q conseguimos ampliar
o intervalo ao qual λ pertence.

Teorema 1.2 Suponha maxtp, p˚´ p{pp´ 1qu ă q ă p˚. Então para cada λ ą 0 existe

uma solução não trivial para o problema (1-3).

As demonstrações dos Teoremas 1.1 e 1.2 serão feitas no Capítulo 5, e são baseadas no
Teorema do Passo da Montanha. Para contornar dificuldades técnicas devido a presença
do expoente crítico de Sobolev no problema (1-3) utilizamos o método de Concentração-
Compacidade devido a [18]. Referimos o leitor a [7, 9] onde também são utilizadas
técnicas variacionais.

No capitulo 6 provaremos que o problema (1-3) possui infinitas soluções quando
1ă qă p.

Teorema 1.3 Suponha 1 ă q ă p. Então existe λ1 ą 0 tal que, para 0 ă λ ă λ1, existem

infinitas soluções o problema (1-3).

A demonstração do Teorema 1.3 utiliza o gênero de Kranoselskii. Veja o Capítulo 3 para
definição e propriedades.
No Capítulo 7 fazemos σ“ 0 de modo que (1-1) se reescreve como

#

´∆pu“ λ|u|q` f em Ω

u|BΩ “ 0
(1-5)

onde Ω é um retângulo do RN . Neste caso o funcional energia se escreve como

Ipuq “
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´
ż

Ω

f u dx (1-6)

Teorema 1.4 Suponha q
q´1 ă

pq
Npq´pq ´ 1. Então para cada λ ą 0, (1-5) tem infinitas

soluções, que correspondem a uma sequência de valores críticos do funcional (1-6). A

sequência tende ao infinito.

Na demonstração do teorema 1.4 não é possível aplicar o genero de Krasnoselskii, pois
o funcional I não é par. Entretanto, foi possível obter um número infinito de soluções fa-
zendo o uso de uma generalização de um método desenvolvido por P. Rabinowitz para o
caso p“ 2 (ver [13, 19, 20]).
No capítulo 2 introduzimos uma breve revisão sobre medidas de Radon e apresentamos
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resultados sobre Concentração-Compacidade com suas respectivas demonstrações.
No capítulo 3 apresentamos alguns resultados sobre o gênero de Krasnoselskii ver [8, 25].
No apêndice A colecionamos várias propriedadades do p-Laplaciano, tais como princi-
pios de comparação e de máximo.
No apêndice B relembramos resultados de regularidade de pertubações semilineares do
p-Laplaciano.
No apêndice C apresentamos alguns resultados sobre medida de Borel e sua relação com
medida de Radon, via Teorema da Representação de Riesz.



CAPÍTULO 2
Medidas de Radon
Concentração-Compacidade

Neste capítulo faremos uma breve revisão sobre medidas de Radon e apresen-
taremos alguns resultados envolvendo Concentração-Compacidade. Para um maior com-
plemento veja o Apêndice C. Sugerimos também [21, 22, 25].

Definição 2.1 Seja Ω um subconjunto aberto de RN . Definimos

(i) KpΩq :“ tu PCpΩq; supp u é um subconjunto compacto de Ωu

(ii) BCpΩq :“ tu PCpΩq; |u|8 :“ supxPΩ |upxq| ă 8u

(iii) C0pΩq :“ KpΩq
|¨|8

Definição 2.2 Uma medida de Radon em Ω é um funcional linear contínuo em C0pΩq.

A norma de uma medida de Radon µ é definida por

‖µ‖ :“ sup
uPC0pΩq
|u|8“1

|xµ,uy| (2-1)

Denotamos por M pΩq o espaço das medidas de Radon definidas em Ω. Dizemos que
uma sequência pµnq converge fraco para uma medida µ em M pΩq, e escrevemos

µn á µ (2-2)

se
xµn,uy Ñ xµ,uy, u PC0pΩq. (2-3)

Uma sequencia tµnu ĂM pΩq é dita limitada se dado f PC0pΩq, xµn, f y ă 8 para todo
n P N. Valem as seguintes propriedades das medidas de Radon.

Proposição 2.3 Seja pµnq ĂM pΩq uma sequência. Se µn á µ em M pΩq então pµnq é

limitada e ‖µ‖ď liminf‖µn‖.
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Lema 1 (Compacidade de Medidas) Seja pµnq ĂM pΩq, uma sequência limitada. En-

tão existe uma subsequência pµn jq de pµnq e µ PM pΩq tal que µn j á µ em M pΩq.

Demonstração do Lema 1:
Para cada n P N seja Ωn “ tx PΩ; dpx,BΩq ě 1{nu e faça Kn “ Bnp0q

Ş

Ωn. Então,

K1 Ă K2 Ă ¨¨ ¨ Ă Kn Ă ¨¨ ¨ ĂΩ,

Agora dado um subconjunto K ĂΩ defina

C0,KpΩq :“ tu PCpΩq; supp uĂ Ku (2-4)

Então temos

C0,K1pΩq ĂC0,K2pΩq Ă ¨ ¨ ¨ ĂC0,KnpΩq Ă ¨ ¨ ¨ ĂC0pΩq

Temos que |µnp f q| ďC f , @ f PC0,K1pΩq. Como C0,K1pΩq é um espaço de Banach, segue
do princípio da limitação uniforme que supnPN‖µn‖pC0,K1pΩqq

˚ ă8.
Deste modo, pelo teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe uma subsequencia de
pµnq, digamos pµ1

nq e µ1 P pC0,K1pΩqq
˚ tal que µ1

n á µ1. A sequencia pµ1
nq é limitada em

C0,K2pXq e novamente uzando o princípio da limitação uniforme concluimos que

sup
nPN

‖µ1
n‖pC0,K2pΩqq

˚ ă8 (2-5)

E novamente pelo temorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe uma subsequencia de
pµ1

nq, digamos pµ2
nq e µ2 P pC0,K2pΩqq

˚ tal que, µ2
n á µ2. Observe que dada f PC0,K1pΩq Ă

C0,K2pΩq, então xµ2
n, f y á xµ1, f y pois f PC0,K1pΩq e µ2

n á µ1 em pC0,K2pΩqq
˚, portanto

xµ2, f y “ xµ1, f y@ f PC0,K1pΩq.
Prosseguindo com uma idéia similar encontramos para cada j PN, uma subsequência pµ j

nq

de pµ j´1
n q e um funcional µ j P pC0,k jpΩqq

˚ tal que µ j
n á µ j com µ j ” µi em C0,KipΩq para

cada iď j.
Defina agora o funcional µ : C0pΩq Ñ R dado por xµ, f y “ xµl, f y onde l P N é o menor
indicie tal que suptp f q Ă Kl .
Afirmamos que µ PM pΩq.
De fato, sejam f1, f2 PC0pΩq e Kl1,Kl2 compactos com l1, l2 P N os menores indices tais
que suppp f1q P Kl1, suppp f2q P Kl2 . Seja ainda Kl1,2 o compacto tal que l1,2 PN é o menor
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indice com suptp f1` f2q Ă Kl1,2 . Assim

xµ, f1` f2y “ xµl1,2, f1` f2y

“ xµl1,2 , f1y`xµl1,2, f2y

“ xµl1, f1y`xµl2, f2y

“ xµ, f1y`xµ, f2y

e também
xµ,a f y “ axµ, f y, @a P R.

Ou seja µ é linear.
Seja agora K ĂΩ um subconjunto compacto qualquer. Temos então que existe um menor
indice l, tal que K Ď Kl . Assim C0,KpΩq ĎC0,KlpΩq e portanto pC0,KlpΩqq

˚ Ď pC0,KpΩqq
˚.

Como em C0,KlpΩq temos µ“ µl e µl P pC0,KlpΩqq
˚, concluímos que µ P pC0,KpΩqq

˚. Assim
µ PM pΩq. Considere a sequência diagonal pµk

kq, então µk
k á µ.

De fato seja f PC0pΩq e Kl compacto onde l P N é o menor indice tal que f PC0,KlpΩq.
Assim se n ě l tem-se que pµn

nq é subsequencia de pµl
nq e portanto xµk

k, f y á xµl, f y “

xµ, f y, isto é µk
k á µ em M pΩq. l

O resultado abaixo é um dos Teoremas de Concentração-Compacidade devidos a Lions
[18].

Lema 2 Sejam, Ω Ă RN um aberto limitado, punq ĎW 1,p
0 pΩq uma sequência que con-

verge fraco para u em W 1,p
0 pΩq. Suponha que

|∇un|
p
á µ em M pΩq (2-6)

|un|
p˚
á ν em M pΩq. (2-7)

Então,

i) existe um conjunto de indices contável J, pontos distintos tx ju jPJ ĂΩ e valores não

negativos tµ j,ν ju tais que

ν“ |u|p
˚

`
ÿ

jPJ

ν jδx j (2-8)

µě |∇u|p`
ÿ

jPJ

µ jδx j , (2-9)

ii) mais ainda, ν j ďCp˚
p µp˚{p

j , p j P Jq,

iii) se u ” 0 e νpΩq1{p
˚

ě Cp ¨ µpΩq1{p, então J se reduz a um único ponto com

ν“ γδx0 “Cp˚
p pµqp˚{p, para algum x0 PΩ e algum γą 0.



16

Para demonstração do Teorema anterior, precisamos do seguinte resultado.

Lema 3 Sejam ΩĂRN um conjunto aberto, ν e µ duas medidas de Radon não negativas

e limitadas em Ω satisfazendo para alguma constante C ě 0

ˆ
ż

RN
|ϕ|

qdν

˙1{q

ď C

ˆ
ż

RN
|ϕ|

pdµ
˙1{p

, ϕ PC80 pΩq (2-10)

Onde 1ď pă r ď`8. Então existem um conjunto de indices contável J, familias px jq jPJ

de pontos distintos de Ω, pv jq jPJ P p0,8q tais que

ν“
ÿ

jPJ

ν jδx j , µě C´p
ÿ

jPJ

ν
p{q
j δx j “

ÿ

jPJ

µ jδx j (2-11)

então em particular,
ÿ

jPJ

ν j ă8. Adicionalmente, se vale

νpΩq
1{q
ě C ¨µpΩq1{p (2-12)

J se reduz a um único ponto e ν“ γδx0 “ C qµq{p, para algum x0 PΩ e algum γą 0.

Demonstração do Lema 3:
Pela desigualdade reversa de Hölder (2-11), a medida ν é absolutamente continua com
respeito a µ. Como consequência existe f P L1pΩq, f ě 0, tal que ν “ f µ. Ainda em
(2-11), utilizamos um argumento de densidade do espaço das funções C80 no espaço das
funções continuas para obter

νpAq ď C q
pµpAqqq{p, (2-13)

para todo conjunto boreliano AĂΩ. Em particular, f P L8pΩq.
Por outro lado, a decomposição de Lebesgue de µ com respeito a ν nos dá (ver [3])

µ“ gν`σ, onde g P L1
pdνq, gě 0 (2-14)

e σ é uma medida positiva e limitada, singular com respeito a ν, ou seja, se K é o suporte
de σ, então νpKq “ 0.
Agora considere (2-11) aplicada a função teste

ϕ“ g1{pq´pq
χtgďnuψ (2-15)
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nós obtemos

ˆ
ż

Ω

|ϕ|
rdν

˙1{r

“

ˆ
ż

Ω

gr{pr´pq
|ψ|

r
χtgďnudν

˙1{r

ď (2-16)

ď C

ˆ
ż

Ω

g1`p{pr´pq
|ψ|

p
χtgďnudν

˙1{p

ď C

ˆ
ż

Ω

gr{pr´pq
|ψ|

p
χtgďnudν

˙1{p

(2-17)

Então chamando de dνn “ gr{r´pχtgďnudν, a seguinte desigualdade de Hölder reversa
vale

ˆ
ż

Ω

|ψ|
rdνn

˙1{r

ď C

ˆ
ż

Ω

|ψ|
pdνn

˙1{p

, (2-18)

e em particular, para cada boreliano AĂΩ temos

pνnpAqq
1{r
ď C pνnpAqq

1{p . (2-19)

Tomando em conta que pă r então ou νnpAq “ 0 ou

νnpAq ě C´p 1
p´

1
r q “ δ, δą 0 (2-20)

Como consequência, dado um ponto x P Ω, então ou νnpxq “ 0, ou νnpxq ě δ e isso
significa que νn é uma combinação linear de massas de Dirac, que necessáriamente deve
ser finita pois νn é limitada. Tomando o limite de nÑ8 nós concluimos que

ν“
ÿ

jPJ

ν jδx j . (2-21)

Mais ainda a desigualdade (2-11) aplicada para cada x j nos dá,

µě C´p
ÿ

jPJ

ν

p
r
j δx j “

ÿ

jPJ

µ jδx j . (2-22)

Agora suponha que vale a desigualdade (2-12), então

νpΩq
1{q
“ C µpΩq1{p,

νpΩq “
ÿ

jPJ

ν j ď
ÿ

jPJ

C qµq{p
j ď C q

˜

ÿ

jPJ

µ j

¸q{p

ď C qµpΩqq{p (2-23)

implicando que
ÿ

jPJ

ν j “
ÿ

jPJ

C qµq{p
j e µpΩq “

ÿ

jPJ

µ j

Suponha que ν j0 ă C qµq{p
j0 para algum j0 P J, então o fato de νk ď C qµq{p

k nos da que
ÿ

jPJ

ν j ă
ÿ

jPJ

C q{pµq{p
j oque nos dá uma contradição. O mesmo ocorre se supormos que
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existe um conjunto mensurável E tal que E ĘD :“
ď

jPJ

x j e µpEq ą 0. Logo µ se concentra

em D e temos que ν“ C qµq{p.
Dados dois pontos x1,x2 PD , temos

νptx1,x2uq “ C qµq{p
ptx1,x2uq “ C q

pµ1`µ2q
q{p (2-24)

por outro lado

νptx1,x2uq “ νptx1uq`νptx2uq “ C q
pµ1q

q{p
`C q

pµ2q
q{p (2-25)

ou seja
C q
pµ1`µ2q

q{p
“ C q

pµ1q
q{p
`C q

pµ2q
q{p (2-26)

e como q ą p ą 0 a igualdade acima implica que µ1 ou µ2 é nulo, e temos a concetração
de µ e ν em um único ponto. l

Podemos agora provar o Lema 2.

Demonstração do Lema 2: Vamos primeiro assumir u ” 0. Escolhendo φ P C80 pΩq,
nós temos pela desigualdade de Sobolev que,

ˆ
ż

Ω

|φun|
p˚dx

˙1{p˚

ďCp

ˆ
ż

Ω

|∇pφunq|
pdx

˙1{p

(2-27)

como un Ñ u” 0 fortemente em Lp
locpΩq, podemos deduzir

ˆ
ż

Ω

|φ|
p˚dν

˙1{p˚

ďCp

ˆ
ż

Ω

|∇φ|
pdµ

˙1{p

. (2-28)

E o lema 3 nos dá os itens (i), (ii) e (iii) para u” 0.
Agora considere uı 0 e escreva gk “ uk´u, então gk é limitada, assim utilizando o lema
1 e alguns resultados de imersão (ver [6])

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

gk á 0, em W 1,p
0 pΩq

gk
q.t.p.
ÝÑ 0, em Ω

|∇gk|
p á µ em M pΩq

|gk|
p˚ á ν em M pΩq

(2-29)

e os cálculos feitos acima valem para gk. Observe que o lema de Brezis-Lieb nos garante
(ver [4])

ż

Ω

|φ|
p˚
|uk|

p˚dx´
ż

Ω

|φ|
p˚
|gk|

p˚dxÝÑ
ż

Ω

|φ|
p˚
|u|p

˚

dx (2-30)
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por outro lado temos

ż

Ω

|φ|
p˚
p|uk|

p˚
´|gk|

p˚
qdxÝÑ

ż

Ω

|φ|
p˚dν´

ż

Ω

|φ|
p˚dν̄ (2-31)

então
ż

Ω

|φ|
p˚dν´

ż

Ω

|φ|
p˚dν̄“

ż

Ω

|φ|
p˚
|u|p

˚

dx (2-32)

e o teorema da representação de Riez nos dá que ν“ |u|p
˚

` ν̄“ |u|p
˚

`
ÿ

jPJ

ν jδx j .

Para toda φ em C80 pΩq

ˆ
ż

Ω

|φ|
p˚dν

˙1{p˚

C´1{p
ď

ˆ
ż

Ω

|φ|
pdµ

˙1{p

`

ˆ
ż

Ω

|∇φ|
p
|u|pdν

˙1{p

(2-33)

Tomando φ PC80 pRNq, 0ď φď 1, φp0q “ 1, supp φ“Bp0,1q e aplicando a desigualdade
para φ

´

x´x j
ε

¯

, εą 0, j P J. (ver [16]).

ν
1{p˚
j C´1{p

p ď µpBpx j,εqq
1{p
`

1
ε

˜

ż

Bpx j,εq
|∇φ

ˆ

x´ x j

ε

˙

|
p
|u|pdx

¸1{p

(2-34)

ď µpBpx j,εqq
1{p
`

1
ε

˜

ż

Bpx j,εq
|∇φ

ˆ

x´ x j

ε

˙

|
Ndx

¸1{N ˜
ż

Bpx j,εq
|u|p

˚

dx

¸1{N

(2-35)

ď µpBpx j,εqq
1{p
`Cε

˜

ż

Bpx j,εq
|u|p

˚

¸1{p˚

(2-36)

Fazendo o limite de εÑ 0 obtemos C´1
p ν j ď µptx juq e logo, µěC´1

p

ÿ

jPJ

ν
p˚{p
j δx j :“ µK.

Como un á u em W 1,p
0 pΩq e o operador

u ÞÑ
ż

Ω

φ|∇u|pdx, φ PC80 (2-37)

é convexo e contínuo,
ż

Ω

φ|∇u|pdxď liminf
ż

Ω

φ|∇un|
pdx“

ż

Ω

φdµ (2-38)

e assim temos que µ ě |∇u|p, e como |∇u|p e µK são mutuamente singulares, então
µě |∇u|p`C´1

p

ÿ

jPJ

ν
p˚{p
j δx j ou mais precisamente µě |∇u|p`

ÿ

jPJ

µ j l



CAPÍTULO 3
Gênero de Krasnoselskii

Vamos agora introduzir a teoria do gênero de Krasnoselskii, para isso precisamos
de algumas propriedades do grau de Brouwer, ver ([8, 10]).

Definição 3.1 Dados um conjunto aberto e limitado ΩĂRN , um elemento p PRN e uma

função continua f : ΩÑRN , tal que p R f pBΩq. Associamos a eles um inteiro dp f ,Ω, pq.

O número dp f ,Ω, pq é chamado e grau de f em Ω, na seginte forma

i) Se f é diferenciável e p é um valor regular de f , então

dp f ,Ω, pq “
ÿ

xP f´1ppq

signpdetpD f pxqqq

ii) Se f é diferenciável e p não é um valor regular de f , então escolhemos p1 P RN ,

tal que p1 seja um valor regular e também, para todo λ P r0,1s e todo x P BΩ,

f pxq ‰ ´pλp`p1´λqp1q e definimos

dp f ,Ω, pq ” dp f ,Ω, p1q.

A existencia de tal p1 é garantida pelo Teorema de Sard, veja [8].

iii) Se f não é uma função diferenciável então escolhemos uma função diferenciável

g : ΩÑR, tal que para todo λ P r0,1s e todo x P BΩ, λgpxq`p1´λq f pxq ‰ p (esta

função f sempre existe em virtude do teorema de Stone-Weierstrass) e definimos

dp f ,Ω, pq ” dpg,Ω, pq.

Apresentamos abaixo alguns resultados que serão utilizados.

Proposição 3.2 Seja ΩĂ RN um aberto e f PC1pΩq. Defina

S f pΩq “ tx PΩ : detrJacp f pxqqs “ 0u

então µp f pS f pΩqqq “ 0, onde µ denota a medida de Lebesgue n-dimensional.



21

Apresentamos agora o Teorema de Borsuk e uma demonstração devido a [10]

Teorema 3.3 (Borsuk) Seja Ω um conjunto aberto, limitado e simétrico. Se f : ΩÑ RN

é impar e t0u PΩ, então o dp f ,Ω,0q é impar.

Demonstração do Teorema 3.3: Podemos assumir que f P C1
pΩq :“ C1pΩqXC0pΩq e

detrJacp f p0qqs ‰ 0. Para isso, aproxime f P CpΩq por g1 P C1
pΩq, considere a parte

impar g2pxq “ 1
2pg1pxq ´ g1p´xqq e escolha um δ que não é autovalor de g12p0q. Então

˜f pxq “ g2pxq´δx está em C1
pΩq, é impar com detrJacp f̃ p0qqs ‰ 0, e está perto de f , se δ

e |g1´ f |0 :“maxt| f pxq| : x PΩu forem escolhidos para ser pequenos o suficiente. Então
dp f ,Ω,0q “ dp f̃ ,Ω,0q.
Seja f P C1

pΩq e detrJacp f p0qqs ‰ 0. Para provar o teorema, é suficiente mostrar que
existe uma função impar g PC1

pΩq suficientemente proxima de f tal que 0 R gpSgq, então

dp f ,Ω,0q “ dpg,Ω,0q “ sgnpdetrJacpgp0qqsq`
ÿ

xPg´1p0q
x‰0

sgnpdetrJacpgpxqqsq (3-1)

onde a soma é impar desde que, gpxq “ 0 se e somente se gp´xq “ 0 e detrJacpgp¨qqs é
impar.
Então a função g será definida por indução como segue. Considere Ωk “ tx P Ω : xi ‰

0 para algum i ď ku e uma função impar ϕ P C1pRq tal que ϕ1p0q “ 0 e ϕptq “ 0 se e
somente se t “ 0.
Considere f pxq “ f pxq{ϕpx1q no aberto limitado Ω1 “ tx “ px1, . . . ,xnq P Ω : x1 ‰ 0u.
Pela proposição 3.2, encontramos y1 R f pS f pΩ1qq com |y1| tão pequena quanto se queira.
Então, 0 é valor regular para g1pxq “ f pxq´ϕpx1qy1 em Ω1, desde que g11pxq “ ϕpx1q f 1pxq

para x PΩ1. talque g1pxq “ 0. Agora suponha que já temos uma função impar gk PC1
pΩq

perto de f em Ω tal que 0 R gkpSgkpΩkqq, para algum k ă n. Então definimos gk`1pxq “

gkpxq ´ ϕpxk`1qyk`1 com |yk`1| pequena e tal que 0 é um valor regular de gk`1 em
tx PΩ : xk`1 ‰ 0u.
Evidentemente, gk`1 PC1

pΩq é impar e perto de f em Ω. Se x P Ωk`1 e xk`1 “ 0 então
x P Ωk, gk`1pxq “ gkpxq e g1k`1pxq “ g1kpxq, então detrJacpgk`1pxqqs ‰ 0, e então 0 R
gk`1pSgk`1pΩk`1qq. Logo g“ gn é impar, perto de f em Ω e é tal que 0 R gpSgpΩ´t0uqq,
desde que Ωn “ Ω´t0u. Pelo passo de indução nós vemos que g1p0q “ g11p0q “ f 1p0q;
então 0 R gpSgpΩqq

l

Corolário 3.4 Para jăN, não existem funções continuas e impares f : SN´1ÑR j´t0u.

Corolário 3.5 Seja Ω como no teorema de Borsuk. Se j ă N então não existe função

impar f : BΩÑ R j, que seja contínua.



22

Iremos agora definir a noção de gênero de um conjunto.

Definição 3.6 Seja E um espaço de Banach, denotamos por

SpEq :“ tAĂ E´t0u;A é fechado e simétrico em relação a origemu.

Definição 3.7 Seja A P SpEq. Diremos que A tem gênero n, se n for o menor natural para

o qual existe uma função continua e impar ϕ : AÑRn´t0u. O gênero de A será denotado

por γpAq. Se A “H definimos γpAq “ 0, se A ‰H e para nenhum n P N existem funções

continuas impares f : AÑ Rn´t0u definimos γpAq “ 8.

No que segue, A e B denotarão elementos de SpEq.

Proposição 3.8 O gênero possui as seguintes propriedades:

1. Se existe uma função continua e impar f : AÑ B, então γpAq ď γpBq;

2. Se AĂ B, então γpAq ď γpBq;

3. Se existe um homeomorfismo impar f : AÑ B, então γpAq “ γpBq;

4. Se SN´1 é a esfera de RN , γpSN´1q “ N;

5. γpAYBq ď γpAq` γpBq;

6. Se γpBq ă 8, então γpA´Bq ě γpAq´ γpBq;

7. Se A é compacto então γpAq ă 8, e existe δ ą 0 tal que γpAq “ γpNδpAqq, onde

NδpAq “ tx P E;dpx,Aq ă δu;

8. Se A é homeomorfo, via homeomorfismo impar, a fronteira de uma vizinhança

simétrica e fechada de t0u em RN , então γpAq “ N

9. Sejam X e Y dois subespaços vetoriais de E, tais que E “ X ‘Y . Se γpAq ą dim X

então AXY ‰H.

Demonstração da Proposição 3.8:

1. Seja γpBq “N então tome g : BÑRN´t0u uma função continua e impar. A função
h“ g˝ f : AÑ RN´t0u é continua e impar. Logo γpAq ď N “ γpBq.

2. Basta notar que a função imerção de A em B é continua e impar, o resultado segue
do item anterior.

3. O item 1 nos da que γpAq ď γpBq e tomando a inversa da função f temos também
pelo item 1 que γpAq ě γpBq, portanto γpAq “ γpBq.
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4. Temos que γpSN´1q ď N pois a função i : SN´1 Ñ RN ´t0u é continua e impar.
O corolário do teorema de Borsuk nos dá que não existe função continua impar
ϕ : SN´1 Ñ R j´t0u, se j ă N. O que conclui nossa demonstração.

5. Da definição do gênero segue que existem funções continuas e impares ϕ : A Ñ

RγpAq´t0u e ψ : B Ñ RγpBq´t0u. E o teorema da extensão de Tietze nos dá que
ϕ e ψ podem ser extendidas a todo E com valores em RγpAq e RγpBq respectivamente.
Denote por ϕ, ψ estas extensões. Observe que podemos supor que ϕ e ψ são
impares, pois se não são, basta considerar ϕpxq´ϕp´xq

2 e ψpxq´ψp´xq
2 . Construimos

então,
f “ pϕ,ψq : E Ñ RγpAq`γpBq.

f é continua e impar e não se anula em AYB, logo γpAYBq ď γpAq` γpBq.

6. Como AĂ pA´BqYB, temos que γpAq ď γppA´Bqq` γpBq ou seja

γpAq´ γpBq ď γppA´Bqq.

7. Para cada x P A e cada 0ă ră ||x||, seja Apr,xq “ Bpx,rqYBp´x,rq. Podemos notar
que γpApr,xqq “ 1. Como A é compacto, existe uma família finita tApri,xiqu

n
i“1 tal

que AĂ
Ťn

i“1 Apri,xiq. Logo γpAq ď n. Seja agora ϕ : AÑ RγpAq, continua e impar.
E seja ϕ : E Ñ RγpAq uma extensão continua e impar. Como ϕ não se anula em A e
A é compacto, existe δ talque ϕ, não se anula em NδpAq ou seja γpNδpAqq ď γpAq. E
a parte 2 nos garante a igualdade.

8. Seja V uma vizinhança de t0u em RN utilizando o item 3, resta a nós provar que
γpBV q “ N. Defina a seguinte função

f : BV Ñ SN´1 (3-2)

x ÞÑ
x
|x|

(3-3)

f é continua e impar, logo γpBV q ď N. Suponha por absurdo que γpBV q ă N, então
existe uma função continua e impar g : BV Ñ R j, com j ă N, o que gera uma
contradição com o corolário 2 do teorema de Borsuk.

9. Seja P : E Ñ X a projeção de E em X . Se AXY “ H então Ppuq “ u, @u P A,
logo P : A Ñ X ´t0u é uma função continua e impar, o que contradiz o fato de
γpAq ą dim X . Logo AXY ‰H.

l

Exemplos: Tomando E “R2, A“ tx PR2; ‖x‖“ 1u e B“ tx PR2;‖x‖“ 2u, então temos
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que γpAYBq “ 2ă 4“ γpAq` γpBq.
Sejam agora A “ tpx,yq P R2; |x| “ 1u e B “ tpx,yq P R2; |y| “ 1u. Como A e B são não
vazios e ϕpx,yq “ x, ψpx,yq “ y são funções continuas impares e que não se anulam em A

e B respectivamente, temos que 1“ γpAq “ γpBq. Definindo C“ tpx,yq PR2; |x| “ 1, |y| ď
1uYtpx,yq PR2; |x| ď 1, |y| “ 1u, então CĂ AYB. C é homeomorfo, via homeomorfismo
impar, a S1 então temos γpAYBq ě γpCq “ γpS1q “ 2. Logo γpAYBq “ 2“ γpAq` γpBq.

Definição 3.9 Seja F : E Ñ R um funcional C1pEq e c um número real. Uma sequencia

tu ju Ă E é de Palais-Smale em um nível c se

Fpu jq Ñ c, (3-4)

F 1pu jq Ñ 0 P E˚ (3-5)

Se a definição 3.9 implicar na existência de uma subsequencia tu jku Ă tu ju que converge
em W 1,p

0 pΩq, dizemos que G verifica a condição de Palais-Smale ou (P-S). Se essa
subsequencia convergente forte ocorre somente para alguns valores de c, dizemos que
G verfica uma condição local de Palais-Smale ou (P-S)c.

Lema 4 (Lema de Deformação de Clark) Suponha que G satisfaça (P-S). Seja c P R e

U uma vizinhança de Kc, então existe d0 tal que se d0 ą d1 ą d ą 0, existe uma função

contínua η : r0,1sˆE Ñ E que satisfaz

a) ηp0,xq “ x para todo x P E

b) para todo t, ηpt,xq “ x se |Fpxq´ c| ą d1

c) para todo t, ηpt,xq “ x é um homeomorfismo de E sobre E

d) Fpηpt,xqq ď Fpxq para todo pt,xq P r0,1sˆE

e) Fpηp1,xqq ď c´d se Fpxq ď c`d e x RU

f) se Kc “H podemos tomar U “H, e por fim

g) se F é par, η é impar.

Demonstração do Lema 4:
Para a demonstração veja [8, 20]. l

Denotaremos por fc o conjunto tx P E : f pxq ď cu.
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Teorema 3.10 (Lustenik-Shnierelmann) Seja F : E Ñ R um funcional C1, par, que

satisfaça (P-S) e tal que Fp0q “ 0. Para cada mď dimE, seja

cmpFq “ inf
γpAqěm

ˆ

sup
xPA

Fpxq
˙

(3-6)

Se ´8ă cmpFq ă 0 então

Km :“ tx P E;Fpxq “ cmpFq,F 1pxq “ 0u

é não vazio e compacto. Mais ainda, se m ď n e ´8 ă cmpFq “ cnpFq “ c ă 0 então

γpKmq ě n´m`1

Demonstração do Teorema 3.10:
Seja tunu

8
n“1 Ă Km uma sequência limitada, como F satisfaz (P-S), temos que existe

uma subsequência tunku Ă tunu convergente, com limite u. Agora observe que para
cada n P N, Fpunq “ c, F 1punq “ 0, e como F P C 1pEq, Fpuq “ cmpFq, e F 1puq “ 0,
ou seja u P Km, e Km é compacto. Se Km “ H o teorema de Clark nos dá a existência
de um número real d ą 0 tal que cmp f q ` d ă 0 e uma função contínua e ímpar na
segunda variável η : r0,1s ˆ E Ñ E tal que ηp1,FcmpFq`dq Ă Fcmp f q´d. Seja A P SpEq,
tal que γpAq ě n e supxPA Fpxq ă cmp f q` d, logo A1 “ ηp1,Aq é um conjunto fechado e
simétrico. Como ηpt, ¨q : E Ñ E é um homeomorfismo para cada t P r0,1s, γpA1q ě m.
Mas supxPA1

Fpxq ď cmpFq´d o que contradiz a definição de cmpFq logo Km ‰H.
Como Km é compacto, pela proposição 3.8 (7), γpKmq ă8. Seja U uma vizinhança aberta
e simétrica de Km tal que U P SpEq e γpUq “ γpKmq. Sejam d ą 0 tal que c` d ă 0 e
η : r0,1sˆE Ñ E tal que ηp1,Fc`dq Ď Fc´d . Pela definição de cnpFq, segue que existe
A P SpEq tal que AĎ Fc`d e γpAq ě n.
Seja B“ A´U , novamento por 3.8 (6) temos que

γpKmq “ γpUq ě γpAq´ γpBq (3-7)

Também temos que B P SpEq e ηp1,Bq Ď Fc´d . Por 3.8 (3) γpBq “ γpηp1,Bqq. Se γpBq ěm

teríamos uma contradição com a definição de c, logo γpBq ď m´ 1. De (3-7) temos
γpKmq ě n´m`1 e o teorema está demonstrado. l

Seja F : E Ñ R uma função C1, par e tal que Fp0q “ 0. Definimos:

i1pFq “ lim
aÑ0´

γpFaq (3-8)

i2pFq “ lim
aÑ´8

γpFaq (3-9)
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Teorema 3.11 Suponha que F satisfaz 3.9. Se i1pFq ą i2pFq, então para cada inteiro m

tal que i2pFq ă m ď i1pFq, existe pelo menos um par pxm,´xmq de pontos críticos de F

tais que Fpxmq “ cmpFq.

Demonstração do Teorema 3.11:
Vejamos primeiro que cmpFq ă 0 se e somente se m ď i1pFq. Com efeito, se cmpFq ă 0,
podemos tomar A P SpEq tal que γpAq ě m e supxPA Fpxq ď cmpFq{2. Logo se aă 0 e aą

pcmpFqq{2, se tem que γpFaq ě γpAq ě m e isto implica que i1pFq ě m. Reciprocamente,
se m ď i1pFq, existe a ă 0 tal que γpFaq ě m. Como Fa é fechado e simétrico, temos que
cmpFq ď aă 0.
Agora mostremos que m ą i2pFq se e somente se cmpFq ą ´8. Primeiro seja cmpFq ą

´8, então suponha por contradição que i2 ě m logo para todo a, γp faq ě m ou seja
cmp f q “ ´8 oque nos dá uma contradição. Seja agora i2p f q ă m logo existe a tal que
γp fbq ă m para todo bď a ou seja cmp f q ą a e portanto cmp f q ą ´8

Isto combinado com o teorema anterior nos dá que Km‰H e o teorema está demonstrado.
l



CAPÍTULO 4
Convergência de Sequências de Palais-Smale

No problema 1-3, a principal dificuldade é a falta de compacidade na inclusão
de W 1,p

0 pΩq Ă Lp˚ . Provaremos então uma condição local de Palais-Smale, que será
suficiente apesar de algumas restrições. A relação 2 com a hipótese que a constante c

em 3.9 é pequena o suficiente, permite-nos mostrar que a parte singular das medidas deve
ser zero, e teremos então uma condição local de Palais-Smale.

Lema 5 Seja tv ju Ă W 1,p
0 pΩq uma sequencia de Palais-Smale para o funcional F,

definido em (1-2).
Então temos

1. Se pă qă p˚, e că
S

N
p

N
, então existe uma subsequencia tv jku Ă tv ju, convergindo

forte em W 1,p
0 pΩq.

2. Se 1 ă q ă p, e c ă
S

N
p

N
´Kλβ, onde β “ p˚{pp˚´qq e K é uma constante depen-

dendo de p, q, N e Ω. Então existe uma subsequencia tv jku Ă tv ju, convergindo

forte em W 1,p
0 pΩq.

Demonstração do Lema 5:
Vamos provar que a sequencia tv ju é limitada em ambos os casos.
Para o caso 1 observe que

Fpv jq´
1
q
xF 1pv jq,v jy “

ˆ

1
p
´

1
q

˙

‖v j‖p
`

ˆ

1
q
´

1
p˚

˙

‖v j‖p˚
p˚ ě

ˆ

1
p
´

1
q

˙

‖v j‖p

Tomando εą 0, existe j0 P N, tal que para todo j ě j0

‖Fpv jq‖`
1
q
‖F 1pv jq‖‖v j‖ă c`

ε

2
`δ‖v j‖ (4-1)
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implicando que
´

1
p ´

1
q

¯

‖v j‖p´δ‖v j‖ă c` ε

2 . Portanto tv ju é limitada em W 1,p
0 pΩq.

Já para o caso 2 temos

Fpv jq´
1
p
xF 1pv jq,v jy “ λ

ˆ

1
p
´

1
q

˙

‖v j‖q
q`

ˆ

1
p
´

1
p˚

˙

‖v j‖p˚
p˚ ě

λK
ˆ

1
p
´

1
q

˙

‖v j‖q
p˚`

ˆ

1
p
´

1
p˚

˙

‖v j‖p˚
p˚ (4-2)

ùñ ‖v j‖p˚ ďC0

Então v j P Lr,@ 1ă r ď p˚ e também

Fpv jq “
1
p
‖v j‖p

´
λ

q
‖v j‖q

q´
1
p˚

‖v j‖p˚
p˚ ă c` ε (4-3)

Ou seja, tv ju é limitada em W 1,p
0 pΩq. Portanto limitada em ambos os casos.

Agora tomando uma subsequencia apropriada se necessário, conseguimos em ambos os
casos que

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

v j á v em W 1,p
0 pΩq

v j Ñ v em Lr, 1ă r ă p˚, e q.t.p.

|∇v j|
p á dµě |∇v|p`

ÿ

kPJ

µkδxk

|v j|
p˚ á dν“ |v|p

˚

`
ÿ

kPJ

νkδxk

(4-4)

Tomando xk PΩ, no suporte da parte singular de dµ e dν, consideremos φ PC80 pRNq, tal
que φ” 1 em Bpxk,εq, φ” 0 em Bpxk,2εqc, |∇φ| ď 2

ε
. Podemos ver fácilmente que tφv ju

é limitada em W 1,p
0 pΩq então usando o fato de F 1pv jq convergir para zero emW´1,p1pΩq,

ż

Ω

φdν`

ż

Ω

|v|qφdx´
ż

Ω

φdµ“ lim
jÑ8

ż

Ω

|∇v j|
p´2v j∇v j∇φ dx (4-5)

Pela definição da φ e pelas representações de dµ e dν, utilizamos Hölder para obter

0ď lim
jÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

|∇v j|
p´2v jp∇v j,∇φqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď c

˜

ż

Bpxk,2εq

|v|p
˚

dx

¸1{p˚

ÝÑ
εÑ0

0 (4-6)

Então
0“ lim

εÑ0

"
ż

Ω

φdν`λ

ż

Ω

|v|qφdx´
ż

Ω

φdµ
*

“ νk´µk (4-7)

E como µk ě S.νp{p˚

k (vide 2), ou seja νk ě S.νp{p˚

k , então νk “ 0 ou νk ě S
N
p . Vamos

agora provar que esta segunda desigualdade não pode ocorrer.
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Assuma que existe k0 com νk0 ‰ 0 ou seja νk ě S
N
p . Por (3-5) e (4-2)

c“ lim
jÑ8

Fpv jq ě Fpvq`
ˆ

1
p
´

1
p˚

˙

ÿ

k

νk ě Fpvq`
S

N
p

N
(4-8)

Mas por hipótese că
S

N
p

N
e Fpvq ă 0. Em particular v não é nula, e

0ă
1
p

ż

Ω

|∇v|pdxă
1
p˚

ż

Ω

|v|p
˚

dx`
λ

q

ż

Ω

|v|qdx (4-9)

isto é

c“ lim
jÑ8

Fpv jq “ lim
jÑ8

"

Fpv jq´
1
p
xF 1pv jq,v jy

*

ě (4-10)

1
N

ż

Ω

|v|p
˚

`
S

N
p

N
`λ

ˆ

1
p
´

1
q

˙
ż

Ω

|v|qdx.

Agora vamos separar novamente nos casos 1 e 2.

1. Se p ă q ă p˚ então c ą
S

N
p

N
o que já nos dá uma contradição, então νk “ 0, para

todo k P J e lim
jÑ8

ż

Ω

|v j|
p˚
“

ż

Ω

|v|p
˚

por (2.6) concluimos que v j Ñ v em Lp˚ e

pela continuidade do operador inverso ∆´1
p , v j Ñ v em W 1,p

0 pΩq (ver Apêndice A).

2. se 1ă qă p, aplicamos Hölder a (4-10) e obtemos

cě
S

N
p

N
`

1
N

ż

Ω

|v|p
˚

´λ

ˆ

1
q
´

1
p

˙

|Ω|
p˚´q

p˚

ˆ
ż

Ω

|v|p
˚

˙q{p˚

(4-11)

Seja f pxq “ c1xp˚ ´ λc2xq, f possui um mínimo absoluto no ponto x0 “

pλc2
q

p˚ c1q
1{pp˚´qq, isto é f pxq ě f px0q “´Kλβ mas isto contradiz as hipóteses para

o caso em questão, logo νk “ 0 para todo k P J e concluimos que v j Ñ v em Lp˚ e
pela continuidade do operador inverso ∆´1

p , v j Ñ v em W 1,p
0 pΩq. l

Acabamos de provar que abaixo dos níveis S
N
p {N e S

N
p {N´ kλβ, o funcional F

verifica uma condição local de Palais-Smale para pă qă p˚ e 1ă qă p respectivamente.



CAPÍTULO 5
Existência de Solução
Caso Homogêneo

Neste capítulo provaremos os Teoremas 1.1 e 1.2 apresentados na Introdução.
Relembramos abaixo uma versão do Lema do Passo da Montanha de Ambrosett Rabi-
nowitz, com o objetivo de provar a existência de uma solução para o problema (1-3).

Lema 6 (Passo da Montanha) Seja F um funcional em um espaço de Banach X , F P

C1pX ,Rq. Assuma que existem r, R positivos tais que

(i) Fpuq ą r, @u P X com ‖u‖“ R

(ii) Fp0q “ 0 e Fpω0q ă r para algum ω0 P X com ‖ω0‖ą R

Defina C “ tg PCpr0,1s : Xq : gp0q “ 0, gp1q “ ω0u e c“ inf
gPC

max
tPr0,1s

Fpgptqq. Então existe

uma sequência tu ju Ă X tal que Fpu jq Ñ c e F 1pu jq Ñ 0 em X˚.

Demonstração do Lema 6:
Para a demonstração veja [1]. l

Iniciaremos com a prova do Theorema 1.1 que é basicamente verificar que o funcional
(1-4) satisfaz as condições (i) e (ii) do Lema 6.
Demonstração do Teorema 1.1: Aplicando F em tv, v PW 1,p

0 pΩq, t P p0,8q obtemos,

Fptvq “
t p

p
‖v‖p

´
tqλ

q
‖v j‖q

q´
t p˚

p˚
‖v‖p˚

p˚ (5-1)

e como as normas de v em cada um desses espaços é constante em relação a t, temos um
polinômio generalizado na variável t.

lptq “ a1t p
´a2tq

´a3t p˚ (5-2)

lp0q “ 0, para R pequeno o suficinte, o fato de pă qă p˚ implica que lpRq ą 0, portanto
existe um r ą 0 de modo que lpRq ą r e também lim

tÑ8
lptq “ ´8 implicando a existência
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de um t0 ą R tal que lpt0q ă r, assim concluímos que F satisfaz as condições acima.
Se pudermos provar agora que

că S
N
p {N (5-3)

então o lema 6, juntamente com o lema 5 nos dá a existência de um pontio crítico de F .
Para esta estimativa, nos escolhemos

v0 PW 1,p
0 pΩq com ‖v0‖p˚ “ 1 (5-4)

e o fato de lim
tÑ8

Fptv0q “ ´8 nos da a existência de um tλ ą 0 tal que suptě0 Fptv0q “

Fptλv0q e então tλ verifica

0“ xF 1ptλv0q,v0y “ t p´1
λ

ż

Ω

|∇v0|
pdx´ t p˚´1

λ
´λtq´1

λ

ż

Ω

|v0|
qdx (5-5)

Portanto temos

0“ tq´1
λ

ˆ

t p´q
λ

ż

Ω

|∇v0|
pdx´ t p˚´q

λ
´λ

ż

Ω

|v0|
qdx

˙

(5-6)

Observe que

t p˚´q
`λ

ż

Ω

|v0|
qdx ÝÑ

λÑ8
8 (5-7)

e então (3.4) implica que tλ ÝÑ
λÑ8

0. Pela continuidade de F ,

lim
λÑ8

ˆ

sup
tě0

Fptv0q

˙

“ 0 (5-8)

logo existe λ0 tal que para todo λě λ0,

sup
tě0

Fptv0q ă
S

N
p

N
. (5-9)

Se tomarmos ω0 “ sv0 com s grande o suficiente para se ter Fpω0q ă 0 conseguimos

cď max
tPr0,1s

Fpg0ptqq, g0ptq “ tω0 (5-10)

então c ď suptě0 Fptv0q ď S
N
p {N ficando provada a estimativa (5-3) para λ grande o

suficiente. l

Provaremos agora o Teorema 1.2.
Demonstração do Teorema:1.2
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A escolha natural é tomar um truncamento de

Uεpxq “ pε` c|x´ x0|
p{pp´1q

q
pp´Nq{p (5-11)

por que etas são funções em W 1,p
0 pRNq que assumem a melhor constante da imersão

de Sobolev (ver [15]). É bem conhecido que elas são únicas e positivas, exceto por
translações e dilatações. Podemos assumir que 0 PΩ e a equação acima se torna

Uεpxq “ pε` c|x|p{pp´1q
q
pp´Nq{p.

Seja φ uma função em C80 pΩq, com φpxq “ 1 em uma vizinhança da origem. Definimos
agora, uεpxq “ Uεpxqφpxq. Para ε Ñ 0 o comportamento de uε, se assemelha ao com-
portamento de Uε, e podemos estimar o erro ao tomar uε no lugar de Uε. Deste modo,
calculamos

∇uε “ tpε`|x|
p

p´1 q
p´N

p ∇φpxq´
pN´ pq

p
φpxqpε`|x|

p
p´1 q

p´N
p |x|

2´p
p´1 xu (5-12)

ż

Ω

|∇uε|
pdx“ k1ε

p´N
p `Op1q, εÑ 0, k1 “ ‖U1‖p

LppRNq
(5-13)

ˆ
ż

Ω

|uε|
p˚
˙p{p˚

“ k2ε
p´N

p `Op1q, εÑ 0, k2 “ ‖U1‖p
Lp˚pRNq

(5-14)

ż

Ω

|uε|
p
“

$

’

’

&

’

’

%

Op1q` kε
p2´N

p , εÑ 0, N ą p2

Op1q` k lnpεq, εÑ 0,N “ p2

Op1q` kε
p2´ N

p´1 , εÑ 0, pă N ă p2

(5-15)

tomando vε “
uε

‖uε‖p˚
, obtemos as seguintes estimativas (ver [5, 12, 15])

a) Estimativa para o gradiente

‖∇vε‖p
p “ S`OpεpN´pq{p

q (5-16)

b) Estimativa para ‖vε‖q

Se qą p˚p1´1{pq então

C1ε
ppp´1q{pqpN´qpN´pq{pq

ď ‖vε‖q
q ďC2ε

ppp´1q{pqpN´qpN´pq{pq (5-17)

Se q“ p˚p1´1{pq então

C1ε
pN´pqq{p2

| lnpεq| ď ‖vε‖q
q ďC2ε

pN´pqq{p2
| lnpεq| (5-18)
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Se qă p˚p1´1{pq então

C1ε
pN´pqq{p2

ď ‖vε‖q
q ďC2ε

pN´pqq{p2
(5-19)

Observer que se pă qă p˚ então ‖vε‖q
q ÝÑ

εÑ0
0

Usando estas estimativas, nós vamos mostrar a existência de um ε ą 0 pequeno o
suficiente de modo que

sup
tě0

Fptvεq ă
SN{p

N
(5-20)

Então concluiremos como no teorema anterior, utilizando os lemas 5 e 6. Vamos conside-
rar as funções

gptq “ Fptvεq “
t p

p

ż

Ω

|∇vε|
pdx´

t p˚

p˚
´λ

tq

q

ż

Ω

|vε|
qdx (5-21)

e

gptq “ Fptvεq “
t p

p

ż

Ω

|∇vε|
pdx´

t p˚

p˚
(5-22)

É claro que gptq ÝÑ
tÑ8

´8, então suptě0 Fptvεq é assumido para algum tε ą 0 e

0“ g1ptεq “ t p´1
ˆ
ż

Ω

|∇vε|
pdx´ t p˚´p

ε ´λtq´p
ε

ż

Ω

|vε|
qdx

˙

(5-23)

então
ż

Ω

|∇vε|
pdx“ t p˚´p

ε `λtq´p
ε

ż

Ω

|vε|
qdxą t p˚´q

ε (5-24)

ou seja

tε ď
ˆ
ż

Ω

|∇vε|
pdx

˙1{pp˚´pq

(5-25)

que implica que

ż

Ω

|∇vε|
pdxď t p˚´q

ε `λ

ˆ
ż

Ω

|∇vε|
pdx

˙

q´p
p˚´p

ˆ
ż

Ω

|vε|
qdx

˙

(5-26)

Escolhendo ε pequeno o suficiente, por (5-16) e ‖vε‖q
q ÝÑ

εÑ0
0, temos que

t p˚´p
ε ě S{2 (5-27)

ou seja, temos um limite inferior para tε independente de ε. Agora estimamos gptεq. A
função g assume seu máximo em t “

`ş

Ω
|∇vε|

pdx
˘1{pp˚´pq e é crescente no intervalo
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”

0,
`ş

Ω
|∇vε|

pdx
˘1{pp˚´pq

ı

. Então usando (5-16), (5-25) e (5-27) temos

gptεq “ gptεq´
λ

q
tq
ε

ż

Ω

|vε|
qdxď (5-28)

gp
ˆ
ż

Ω

|∇vε|
pdx

˙1{pp˚´pq

q´
λ

q
tq
ε

ż

Ω

|vε|
qdxď (5-29)

SN{p

N
`Cεε

N´p
p ´

λ

q

ˆ

S
2

˙q{pp˚´pq ż

Ω

|vε|
qdx (5-30)

vamos supor qą p˚p1´1{pq. Então temos (5-18) e

gptεq ď
S

N
p

N
`C3ε

N´p
p ´λC1

ˆ

S
2

˙

q
p˚´p

ε
tppp´1q{pqpN´qpN´pq{pqu (5-31)

Se
N´ p

p
ą

p´1
p

ˆ

N´
qpN´ pq

p

˙

então para ε pequeno o suficiente temos que gptεq ă S
N
p

N . Isto conclui a demonstração. l

Obs. 1 Se N ě p2,

p˚´
p

p´1
ď

ˆ

1´
1
p

˙

p˚ ď p

e se pă qă p˚, temos

qą p˚´
p

p´1

E assim q verifica (5-18) e obtemos o resultado de [15].

Se N ă p2,

pă p˚
ˆ

1´
1
p

˙

ă p˚´
p

p´1

Note que para pă qă p˚´ p
p´1 a estimativa não é o suficiente.



CAPÍTULO 6
Existência de infinitas Soluções
Caso Homogêneo

Agora estudaremos o caso em que 1 ă q ă p. Para encontrar soluções para
o problema (1-3), vamos construir uma classe mini-max de pontos críticos, usando o
conceito e algumas das propriedades do gênero. Veja o capítulo 3.
Dado o funcional F a hipótese qă p nos dá, pela desigualdade de Sobolev, que

Fpuq ě
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
1

p˚Sp˚{p

ˆ
ż

Ω

|∇u|pdx
˙p˚{p

´
λ

q
cp,q

ˆ
ż

Ω

|∇u|pdx
˙q{p

(6-1)

se definirmos
hpxq “

1
p

xp
´

1

p˚S
p˚
p

xp˚
´

λ

q
cp,qxq (6-2)

então
Fpuq ě hp‖∇u‖pq (6-3)

e um cálculo simples nos permite mostrar a existência de um λ1 tal que se 0 ă λ ď λ1, h

atinge seu máximo positivo.
Vamos assumir 0 ă λ ď λ1. Escolhendo R0 e R1 como sendo a primeira e a segunda
respectivamente raizes positivas de hpxq temos o seguinte truncamento de F . (ver [13])
Seja τ : R`Ñ r0,1s não crescente e C8, definida por

τpxq “

#

1, se xď R0

0, se xě R1
(6-4)

Defina então ϕpuq “ τp‖u‖q. Considere agora o funcional truncado

Jpuq “
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´
1
p˚

ż

Ω

|u|p
˚

ϕpuqdx (6-5)
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como em (6-3) Jpuq ě hp‖u‖q com

hpxq “
1
p

xp
´

τpxq

p˚S
p˚
p

xp˚
´

λ

q
cp,qxq (6-6)

Observe que para xď R0, h“ h e para xě R1, h“ 1
pxp´ λ

q cp,qxq.

As principais propriedades de J são:

Lema 7 (i) J PC1pW 1,p
0 pΩqq;

(ii) Se Jpuq ď 0 então ‖u‖ă R0 e Fpvq “ Jpvq, para todo v em uma pequena vizinhança

de u;

(iii) Existe λ1 ą 0 tal que se 0ă λă λ1 então J verifica uma condição local de Palais-

Smale para cď 0

Demonstração do Lema 7:
O fato de J PC1pW 1,p

0 pΩqq decorre diretamente de ϕ PC8pW 1,p
0 pΩqq.

Para mostrar o item (ii) basta notar que hpxq possui duas raizes positivas, uma em
R0 e outra em R1. Quando x ą R0,hpxq ą 0, logo se ‖u‖ ą R0 então Jpuq ą 0 pois
Jpuq ě hp‖u‖q.
Para provar o item (iii), observe que toda sequência de Palais-Smale para c ď 0 deve ser
limitada, então pelo lema 5, se λ verifica SN{p

N ´ kλβ ě 0 existe subsequência fortemente
convergente. l

Obs. 2 Pelo item (ii) do lema 7 se encontrarmos algum valor crítico negativo para J,

então temos um valor crítico negativo para F.

Agora vamos construir uma sequência mini-max apropriada de valores críticos negativos
para o funcional J.

Lema 8 Dado n P N, existe ε“ εpnq ą 0 tal que

γptu PW 1,p
0 pΩq : Jpuq ď ´εuq ě n.

Demonstração do Lema 8: Fixe n, seja En um subespaço n-dimensional de W 1,p
0 pΩq.

Tomando un P En com ‖un‖“ 1. Para 0ă ρă R0 temos

Jpρunq “ Fpρunq “
1
p

ρ
p
´

1
p˚

ρ
p˚
ż

Ω

|u|p
˚

dx´
λ

q
ρ

q
ż

Ω

|u|qdx (6-7)
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En é um espaço de dimensão finita e portanto todas as suas normas são equivalentes. Se
definirmos

αn “ inft
ż

Ω

|un|
p˚dx : u P En,‖un‖“ 1u ą 0 (6-8)

βn “ inft
ż

Ω

|un|
qdx : u P En,‖un‖“ 1u ą 0 (6-9)

Temos que

Jpρunq ď
1
p

ρ
p
´

αn

p˚
ρ

p˚
´

βnλ

q
ρ

q (6-10)

E podemos escolher ε pequeno o suficiente, dependendo de n e ηă R0, tais que Jpηunq ď

´ε, se un P En, e ‖un‖“ 1.
Seja Sη “ tu PW 1,p

0 pΩq : ‖u‖“ ηu

SηXEn Ă tu PW 1,p
0 pΩq : Jpuq ď ´εu

E pela proposição 3.8

γptu PW 1,p
0 pΩq : Jpuq ď ´εuq ě γpSηXEnq “ n (6-11)

l

Lema 6.1 Sejam Σk :“ tC ĂW 1,p
0 pΩq´t0u, C “C “´C, γpCq ě ku,

ck :“ inf
CPΣk

sup
uPC

Jpuq e

Kc :“ tu PW 1,p
0 pΩq;J1puq “ 0,Jpuq “ cu.

Suponha 0ă λă λ1, onde λ1 é a constante do lema 7. Então se c“ ck “ ck`1“ ¨¨ ¨ “ ck`r,

γpKcq ě r`1 (em particular, os ck’s são valores críticos de J).

Demonstração do Teorema 6.1: Na prova vamos usar o lema 4 Por simplicidade denota-
remos J´ε :“ tu PW 1,p

0 pΩq;Jpuq ď ´εu. Pelo lema 8, para todo k P N, existe εpkq ą 0 tal
que γpJ´εq ě k. Como J é par e contínuo, J´ε P Σk, então ck ą ´8 para todo k. Vamos
assumir que c “ ck “ ck`1 “ ¨¨ ¨ “ ck`r. Observe que se c ă 0, J verifica a condição de
Palais-Smale em Kc e é fácil ver que Kc é compacto. Se γpKcq ď r, existe um conjunto
fechado e simétrico U, Kc Ă U tal que γpUq ď r. Pelo lema de deformação, existe um
homeomorfismo ímpar

η : W 1,p
0 pΩq ÑW 1,p

0 pΩq (6-12)

tal que ηpJc`δ´Uq Ă Jc´δ, para algum δ ą 0 (0 ă δ ă ´c, pois J verifica 3.9 em J0, e
precisamos Jc`δ Ă J0). Por definição c “ ck`r “ inf

cPΣk
sup
uPC

Jpuq então existe A P Σk`r, tal
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que sup
uPA

Jpuq ă c`δ que implica que AĂ Jc`δ e

ηpA´Uq Ă ηpJc`δ
q Ă Jc´δ. (6-13)

Mas γpA´Uq ě γpAq ´ γpUq ě k e γpηpA´Uqq ě γpA´Uq ě k. Então ηpA´Uq P Σk

oque contraria 6-13. De fato ηpA´Uq P Σk implica que sup
uPηpA´Uq

Jpuq ě ck “ c l

Podemos então finalmente demonstrar o Teorema 1.3.

Demonstração do Teorema 1.3: O Teorema é consequência imediata do lema 7 e
do Teorema 6.1. l

Obs. 3 O teorema acima também pode ser demonstrado utilizando os Teoremas 3.10 e

3.11.



CAPÍTULO 7
Existência de Infinitas Soluções
Caso não Homogêneo

Provaremos agora alguns resultados que irão nos auxiliar na demonstração do
Teorema 1.4. A dificuldade em questão é falta de controle da parte não simétrica do
funcional I. A ideia é encontra algum truncamento apropriado de I, para obter um
funcional J, onde a parte não simétrica possa ser estimada, tal que a existência de pontos
críticos de J implique na existência de pontos críticos de I. Vamos começar com uma
estimativa a priori, que nos dará uma ideia para realizar o truncamento.

Lema 9 Existe uma constante A“ Ap‖ f‖p1q ą 0 tal que, se I1puq “ 0 então

λ

q

ż

Ω

|u|qdxď A.p|Ipuq|p`1q1{p (7-1)

Demonstração do Lema 9: Seja I1puq a derivada de Frechet em relação a u. Em um ponto
crítico de I temos

Ipuq “ Ipuq´
1
p

I1puq (7-2)

“
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´
ż

Ω

f u dx´
1
p

„
ż

Ω

|∇u|pdx´λ

ż

Ω

|u|qdx´
ż

Ω

f u dx


ě λ

ˆ

1
p
´

1
q

˙
ż

Ω

|u|qdx´
ˆ

1´
1
p

˙

‖ f‖p1‖u‖p

usando o fato de que q ą p, as desigualdades de Hölder e Young, vemos que para todo
εą 0

Ipuq ě λ

ˆ

1
p
´

1
q

˙
ż

Ω

|u|qdx´
1
p1

´

ε‖u‖q
p`βpεq‖ f‖q1

p1

¯

ě (7-3)

ě λ

ˆ

1
p
´

1
q

˙
ż

Ω

|u|qdx´
1
p1

´

Cε‖u‖q
q`βpεq‖ f‖q1

p1

¯

. (7-4)
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Agora escolhemos 2p1ε“ λ

C

´

q´p
pq

¯

e temos

|Ipuq| ě λ

ˆ

1
p
´

1
q

˙
ż

Ω

|u|qdx´
λ

2

ˆ

1
p
´

1
q

˙
ż

Ω

|u|qdx´β0‖ f‖q1

p1 “ (7-5)

“
λ

2

ˆ

1
p
´

1
q

˙
ż

Ω

|u|qdx´β0‖ f‖q1

p1 (7-6)

Tome k “ 2p
q´p então

k
´

|Ipuq|`β0‖ f‖q1

p1

¯

ě
λ

q

ż

Ω

|u|qdx (7-7)

kβ0‖ f‖q1

p10

¨

˝

|Ipuq|

β0‖ f‖q1
p1
`1

˛

‚ď
Ap‖ f‖p1,qq

2
p|Ipuq|`1qp{p

ď (7-8)

ď
Ap‖ f‖p1 ,qq

2
p2p
p|Ipuq|p`1qq1{p “ Ap‖ f‖p1 ,qqp|Ipuq|

p
`1q1{p (7-9)

onde A“ 2 ¨maxtkβ0‖ f‖q1

p1 ,1u. Concluimos assim a demonstração. l

Com esta estimativa, fazemos o seguinte truncamento:
Sejam χ : RÑ r0,1s, χ PC8 e ψ : W 1,p

0 pΩq Ñ r0,1s tais que

χpxq “

#

0, se xě 2
1, se xď 1

(7-10)

Satisfazendo ´2ď χ1pxq ď 0 e

ψpuq “ χ

#

λ

q

ş

Ω
|u|qdx

2A.p|Ipuq|p`1q1{p

+

(7-11)

Defina
Jpuq “

1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´
ż

Ω

ψpuq f u dx (7-12)

Em particular o lema anterior implica que se I1puq “ 0 então J1puq “ 0. Mas só precisamos
da reciproca desta afirmação. Agora vamos provar algumas das propriedades do funcional
J, mas primeiro precisamos da seguinte estimativa:

Lema 10 Seja u P suppψ, então

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď α1p|Ipuq|q`1q (7-13)

onde α1 depende de ‖ f‖p1 .
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Demonstração do Lema 10:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ‖ f‖p1‖u‖p ď α2‖u‖q (7-14)

se u P suppψ então ‖u‖q
q ď 2Ap|Ipuq|p`1q1{p ď α3p|Ipuq|`1q logo

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď α2pα3p|Ipuq|`1qq1{q ď α1p|Ipuq|1{q`1q (7-15)

l

Lema 11 Existe uma constante β1 dependendo de ‖ f‖p1 , tal que u PW 1,p
0 pΩq,

|Jpuq´ Jp´uq| ď β1p|Jpuq|1{q`1q

Demonstração do Lema 11: Observe que |Jpuq´ Jp´uq| “ pψpuq`ψp´uqq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

pψpuq`ψp´uqqα1p|Ipuq|1{q`1q (7-16)

mas temos também |Ipuq| ď |Jpuq|`2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Logo pψpuq`ψp´uqq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pψpuq`ψp´uqqα1

˜

|Jpuq|1{q`2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1{q

`1

¸

pψpuq`ψp´uqq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pψpuq`ψp´uqqα1

ˆ

|Jpuq|1{q` ε

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`βpεq`1
˙

p1´ εqpψpuq`ψp´uqq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pψpuq`ψp´uqqα1

´

|Jpuq|1{q`βpεq`1
¯

e por fim

pψpuq`ψp´uqq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď β1p|Jpuq|1{q`1q (7-17)

como queriamos. l

Lema 12 Existem constantes M0, α0 ą 0, e dependendo de ‖ f‖p1 tais que, sempre que

M ě 0, Jpuq ěM e u P suppψ, então Ipuq ě α0M.

Demonstração do Lema 12: Observe que Ipuq ě Jpuq ´
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f u dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, e se u P suppψ, o

lema 10 nos dá
Ipuq`α1|Ipuq|1{q ě Jpuq´α1 ě

M
2

(7-18)



42

para algum M0 grande o suficiente.
Se Ipuq ď 0

α
q1
1

q1
`

1
q
|Ipuq| ě α1|Ipuq|1{q ě

M
2
`|Ipuq| (7-19)

que é impossivel se M0 ě
2α

q1
1

q1 , que podemos assumir ser o caso. Então Ipuq ą 0 e

Ipuq`
1
q

Ipuq`
α

q1
1

q1
ě

M
2

(7-20)

Ipuq ě
q1M´2α

q1
1

2q1
q

q`1
“ α0M (7-21)

Como queriamos. l

Lema 13 Existe uma constante M1 ą 0 tal que Jpuq ě M1 e J1puq “ 0 implica que

Jpuq “ Ipuq e I1puq “ 0.

Demonstração do Lema 13: É suficiente mostrar que ψpuq “ 1 e ψ1puq “ 0, e pela
definição de ψ, este será o caso se

λ

q

ş

Ω
|u|qdx

2A.p|Ipuq|p`1q1{p
ď 1 (7-22)

que é o que vamos verificar agora. Para simplificar a notação denotaremos por

I puq :“ 2A.p|Ipuq|p`1q1{p

J1puqu“
ż

Ω

|∇u|pdx´λ

ż

Ω

|u|qdx´
ż

Ω

pψpuq`ψ
1
puquq f u dx (7-23)

onde

ψpuq “ χp¨ ¨ ¨ q

ψ
1
puqu“ χ

1
p¨ ¨ ¨ qI puq´2

„

I puqλ
ż

Ω

|u|qdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdxI 1
puqu



e I 1
puqu“ 2Ap|Ipuq|p`1q1{p´1Ipuqp´1

„
ż

Ω

|∇u|pdx´λ

ż

Ω

|u|qdx´
ż

Ω

f u dx


logo,

J1puqu“ p1`T1puqq
ż

Ω

|∇u|pdx´p1`T2puqq
ż

Ω

|u|qdx´pψpuq`T1puqq
ż

Ω

f u dx (7-24)
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Em que

#

T1puq “ χ1p¨ ¨ ¨ qI puq´2 λ

q

ş

Ω
|u|qdx 2Ap|Ipuq|p`1q

1
p´1Ipuqp´1 ş

Ω
f u dx

T2puq “ χ1p¨ ¨ ¨ qI puq´1λ
ş

Ω
f u dx`T1puq

(7-25)

Jpuq“ Jpuq´
1

pp1`T1puqq
J1puqu“

ˆ

1`T2puq
pp1`T1puqq

´
1
q

˙

λ

ż

Ω

|u|qdx`
ˆ

1
p
´1

˙
ż

Ω

f u dx

(7-26)
Se T1puq “ T2puq “ 0, estamos precisamente na situação de 7-2 e 7-22 se reduz a 7-
1. Se T1puq e T2puq são suficientemente pequenos, as estimativas do lema 9 transferem
a este caso, trocando o fator A em 7-1 por 2A. Então o lema segue se provarmos que
T1puq, T2puq Ñ 0, quando M Ñ 8. Observe que e u P suppψ, então T1puq “ 0, já se
u R suppψ, os lemas 10 e 12 nos dão

T1puq “ χ
1
p¨ ¨ ¨ qI ´2

puq
λ

q

ż

Ω

|u|qdx 2Ap|Ipuq|p`1q
1
p´1Ipuqp´1

ż

Ω

f u dx

χ
1
p¨ ¨ ¨ qI ´2

puq
λ

q

ż

Ω

|u|qdx I puq
ˆ

2A
2A

˙p

p|Ipuq|p`1qp´
1
p qpIpuqp´1

ż

Ω

f u dx“

“ χ
1
p¨ ¨ ¨ q p2Aqp

pI puqq´pp`1q λ

q

ż

Ω

|u|qdxIpuqp´1
ż

Ω

f u dx

|T1puq| ď 4p2Aqp
pI puqq´p Ipuqp´1

ż

Ω

f u dxď

4α2I puq´1
ż

Ω

f u dxď 4α2I puq´1
α1pIpuq

1
q `1q ď

4α2I puq´1
α1rpIpuqp

`1q
1
p

1
q `1s ď α3I puq´1

„

I puq1{q`
1

p2Aq1{q



ď

α3M
´1` 1

q
1 `α3

M´1
1

p2Aq1{q
M1Ñ8
ÝÑ 0

E como T2puq “ χ1p¨ ¨ ¨ qI ´1puqλ
ş

Ω
f u dx`T1puq,

|T2puq| ď 2kM´1` 1
q `|T1puq|

M1Ñ8
ÝÑ 0

Como queriamos.
l

Lema 14 J P C1pW 1,p
0 pΩqq e existe uma constante M2 ą 0 tal que J satisfaça (P-S) em

AM2 :“ tu PW 1,p
0 pΩq|Jpuq ěM2u

Demonstração do Lema 14: Como I P C1, resta a nós provar apenas que Fpuq “
ş

Ω
ψpuq f u dx, é C1. Podemos ver facilmente que F é derivável, com derivada

F 1puqv“
ż

Ω

ψ
1
puqv f u`ψpuq f v dx (7-27)
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Novamente o segundo termo da soma dentro da integral, é continuo. Assim se provarmos

que
ż

Ω

ψ
1
puqv f u dx é continua, fica claro que J PC1.

ψ
1
puqv“ χ

1
p¨ ¨ ¨ qI puq´2

„

I puqλ
ż

Ω

|u|q´2uv dx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdxI 1
puqv



(7-28)

portanto

ż

Ω

ψ
1
puqv f u dx“ χ

1
p¨ ¨ ¨ qI puq´2

„

I puqλ
ż

Ω

|u|q´2uv dx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdxI 1
puqv


ż

Ω

f u dx

(7-29)
que é continua, como queríamos.
Para verificar 3.9, agimos como no lema 13. Supunha pumq ĂW 1,p

0 pΩq com

M2 ď Jpumq ď K e J1pumq Ñ 0

Então para algum m grande,

Jpumq´ρJ1pumqum ď K´ρJ1pumqum ď K`|J1pumq| |um| ď ρ‖um‖`K “
ˆ

1
p
´ρp1`T1pumqq

˙
ż

Ω

|∇um|
pdx`

„

λρp1`T2pumqq´
λ

q


ż

Ω

|um|
qdx`

`rρpψpumq`T1pumqq´ψpumqs

ż

Ω

f u dx

onde ρ é livre até o momento. Agora temos:

ρ‖um‖`K ě
ˆ

1
p
´ρp1`T1pumqq

˙

‖um‖p
`rqρp1`T2pumqq´1s

λ

q
‖um‖q

q` (7-30)

`ρpψpumq`T1pumqq

ż

Ω

f u dx´ψpumq‖ f‖p1‖um‖p

onde para um M2 grande o suficiente, ou seja T1,T2 pequenos o suficiente,

ρ‖um‖`K ě
ˆ

1
p
´ρp1`T1pumqq

˙

‖um‖p
`rqρp1`T2pumqq´1s

λ

q
‖um‖q

q`

´rρp1`T1pumqq`1s‖ f‖p1‖um‖p´α3‖um‖p
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Escolhendo ρ P

´

1
q ,

1
p

¯

e εą 0 tal que

1
pp1`T1pumqq

ą ρ` εą ρ´ εą
1

qp1`T2pumqq
, ou seja

1
p
´ρp1`T1pumqq ą

1
p
´

1
p

1`T1pumq

1`T1pumq
` ε, e também

´
1
q
`ρp1`T2pumqq ą ´

1
q
`

1
q

1`T2pumq

1`T2pumq
` ε

ocorra uniformemente em m. Então (7-30) mostra

ρ‖um‖`K ě ε‖um‖p
` ε

λ

q
‖um‖q

q´α4‖um‖p (7-31)

Usando imersão de Sobolev, finalmente obtemos

ρ‖um‖`K ě ε‖um‖p
´ c‖um‖ (7-32)

oque implica que um é limitada em W 1,p
0 pΩq.

Por fim, o fato de

`

J1pumq´ J1puq
˘

pum´uq ÝÑ 0 (7-33)
ż

Ω

r|um|
q´2um´|u|q´2uspum´uqdxÝÑ 0 (7-34)

ż

Ω

pψpumq´ψpuqq f pum´uq` f pψ1pumq´ψ
1
puqqpum´uqdxÝÑ 0 (7-35)

juntamente com

`

J1pumq´ J1puq
˘

pum´uq “
ż

Ω

p|∇um|
p´2

∇um´|∇u|p´2
∇uq∇pum´uq (7-36)

´

ż

Ω

r|um|
q´2um´|u|q´2uspum´uqdx (7-37)

´

ż

Ω

pψpumq´ψpuqq f pum´uq` f pψ1pumq´ψ
1
puqqpum´uqdx (7-38)

nos dá que
ż

Ω

p|∇um|
p´2

∇um´|∇u|p´2
∇uq∇pum´uq ÝÑ 0 (7-39)

A desigualdade de Simon nos fornece então

ż

Ω

p|∇um|
p´2

∇um´|∇u|p´2
∇uq∇pum´uq ě

#

cp
ş

Ω
|∇um´∇u|pdx, 2ď p

cp
ş

Ω

|∇um´∇u|2

p1`|∇um|`|∇u|q2´p dx, pă 2
(7-40)
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E em ambos os casos temos convergencia forte em W 1,ppΩq, já que para o caso p ă 2
a convergência é garantida pelas imersão de LppΩq em L2pΩq, concluindo assim que J

satifaz (3.9). l

Observe que apartir do lema 13, se encontrarmos algum valor crítico de J e este for grande
o suficiente, então temos soluções para o problema (1-5). Vamos construir uma sequência
de valores críticos de J, tendendo ao infinito.
Para simplificar a notação vamos assumir Ω “ p0,1qN . Seja Ek, um subespaço k-
dimensional de W 1,p

0 pΩq, gerado pelas primeiras k autofunções da base

tpsenk1πx1 . . .senkNπxNq,ki P N, i“ 1, . . . ,Nu (7-41)

Neste espaço de dimensão finita se pode construir uma sequência crescente de números
R j ą 0 (tão grande quanto se queira), tal que:

Jpuq ă 0, se u P E jXBc
R j

(7-42)

Basta notar que

Jpuq “
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´
ż

Ω

ψpuq f u dx (7-43)

“
1
p
‖u‖p

´
λ

q
‖u‖q

q´

ż

Ω

ψpuq f u dxď
1
p
‖u‖p

´ ck
λ

q
‖u‖q

`

ż

Ω

ψpuq f p´uq dx (7-44)

ď
1
p
‖u‖p

´ ck
λ

q
‖u‖q

` c1k‖ f‖p1‖u‖ dx
R jÑ8
ÝÑ ´8 (7-45)

Seja D j “ BR j XE j e defina

G j “ th PCpD j;W
1,p
0 q : h é impar, h|BBR jXE j “ Idu (7-46)

b j “ inf
hPG j

max
uPD j

Jphpuqq (7-47)

Primeiro mostraremos que a sequência tbku está bem definida e é crescente. Precisamos
do seguinte Lema.

Lema 15 Existe uma constante cą 0, tal que se u P Ec
k , então

‖u‖ď k´
1
N ‖∇u‖p (7-48)

Demonstração do Lema 15:
Para a demonstração veja [14] l
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Proposição 7.1 Seja bk definida por (7-47), então existe βą 0, tal que

bk ě βkσ (7-49)

onde σ“
pq

Npq´pq ´1

Demonstração da Proposição 7.1:
Dado h P Gk, e ρă R j, podemos provar que hpDkqXBBρXEc

k´1 ‰H.
De fato, é suficiente mostrar que γphpDkqXBBρq ě k, e aplicar o item 9 da proposição 3.8.
Seja A“ tx PDk : hpxq P Bρu. É claro que 0 P A, pois h é impar, então definimos A0 como
sendo a componente conexa de A contendo 0. A0 é uma vizinhança simétrica, limitada
de 0 em Ek, então γpBA0q “ k Ainda mais hpBA0q Ă BBρ. Suponha que não, então dado
x P BA0, tal que hpxq P Bρ, se x P Dk, existe uma vizinhaça de x, U tal que hpUq Ă Bρ,
então x R BA0. Logo x P BDk, mas h|BDk “ Id, e isto implica que ‖hpxq‖ “ ‖x‖ “ Rk ą ρ,
oque nos da uma contradição. Agora, se definirmos

B“ tx P Dk : hpxq P BBρu

Temos BA0 Ă B e γphpDkqXBBρq “ γphpBqq ě γpBq ě γpBA0q “ k

Note que a condição de h ser impar é essêncial para obter o resultado, então é um elemento
importante de Gk.
Seja u P BBρXEk´1, então

Jpuq ě
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q

ż

Ω

|u|qdx´ c1‖u‖p

onde c1 “ c1p‖ f‖p1q. Usando a desigualdade de Galiardo-Niremberg

ˆ
ż

Ω

|u|qdx
˙

ďC
ˆ
ż

Ω

|∇u|p
˙

a
p
ˆ
ż

Ω

|u|p
˙p1´aq{p

(7-50)

Com a“ pN{pqp1´ p{qq, obtemos

Jpuq ě
1
p

ż

Ω

|∇u|pdx´
λ

q
C
ˆ
ż

Ω

|∇u|p
˙q a

p
ˆ
ż

Ω

|u|p
˙q p1´aq

p

´ c1‖u‖p (7-51)

Ainda mais, u P Ec
k´1, então pelo lema 15

‖u‖p ď
c‖∇u‖p

k1{N (7-52)
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Finalmente por (7-51) e (7-52) obtemos

Jpuq ě
1
p

ρ
p
´ c1

ˆ

c
kqp1´aqN

˙

ρ
q
´

ˆ

c3

k1{N

˙

ρ“ ρ
p
ˆ

1
p
´

c2

kqp1´aq{N
ρ

q´p
˙

´
c3

K1{N ρ

(7-53)
Agora escolhemos

ρk “

#

kqp1´aq{N

2pC2

+1{pq´pq

(7-54)

então
Jpuq ě

1
2p

ρ
p
k ´

c3

k1{N ρk ě ckpq p1´aq
Npq´pq (7-55)

para um k grande o suficiente. Então, por (7-50) e (7-55) obtemos para toda h P

Gk, max
uPDk

Jphpuqq ě ckσ, onde

σ“
pqp1´aq
Npq´ pq

“
pq

Npq´ pq
´1 (7-56)

e isto implica (7-49). l

Se tentarmos provar que bk é valor crítico de J, vamos encontrar uma obstrução im-
portante, a menos que f ” 0. De fato, no caso f ı 0 o funcional associado J, não é par, e
o lema de deformação nos dá um homeomorfismo que não é impar. Então, dado h P Gk,
em geral η˝h R Gk, e a prova clássica não funciona.
Entretanto, a sequência tbku nos permite mostrar que outras sequências mini-máx que
serão construidas, estão bem definidas e verificam as estimativas apropriadas. Defina

Uk “ tu“ tek`1`ω, t P r0,Rk`1s, ω P BRk`1XEk, ‖u‖ď Rk`1u (7-57)

Λk “ tH PCpUk,W
1,p
0 pΩqq,H|Dk P Gk, h|pBBRk`1XEk`1qYpBRk`1XBc

Rk
XEkq “ Idu (7-58)

ck “ inf
HPΛk

max
uPUk

JpHpuqq (7-59)

Esta sequência minimax possui o mesmo problema que a bk; Se h|Dk P Gk, então H|Dk é
impar, mas η ˝H|Dk não é impar. Entretanto, é claro que ck ě bk, e se ck ą bk, podemos
resolver nosso problema, como a seguinte proposição mostra.

Proposição 7.2 Se ck ą bk ąM1 (onde M1 é a constante do lema 13), dado δ P p0,ck´bkq

nós definimos

Λkpδq “ tH P Λk;JpHpuqq ď bk`δ, @u P Dku (7-60)

ckpδq “ inf
HPΛkpδq

max
uPUk

JpHpuqq. (7-61)
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Então ckpδq é valor crítico de J.

Demonstração da Proposição 7.2: Pela definição (7-47) fica claro que Λkpδq ‰H. E por
(7-59) e (7-61) também é claro que ckpδq ě ck.
Soponha que ckpδq não é valor crítico e tome ε ă 1

2pck ´ bk ´ δq. Pelo lema de defor-
mação de Clark, obtemos um homeomorfismo η : W 1,p

0 pΩq ÑW 1,p
0 pΩq com as seguintes

propriedades:

ηpJckpδq`ε
q Ă Jckpδq´ε (7-62)

ηpuq “ u, se u R J´1
prckpδq´2ε,ckpδq`2εsq (7-63)

Note que se u P Dk e H P Λkpδq, então (7-64)

JpHpuqq ď bk`δă ck´2ε (7-65)

ou seja, se H P Λkpδq, por (7-63) e (7-64), então η ˝H|Dk “ H|Dk P Gk. Resolvemos
então a falta de simetria em η. Agora é fácil concluir, nós provamos que η˝H P Λkpδq e
encontramos uma contradição com (7-61) e (7-62) l

Resta a nós provar que é impossível se ter ck “ bk para todo k, para isto precisare-
mos do seguinte Lema devido a Bahri e Berestycki (ver [2]).

Lema 16 Seja pdkq
8
k“1 uma sequência de números positivos tal que 0ď dk`1´dk ď δdkθ,

para todo k ě k0 P N, δ ą 0, e 0 ă θ ă 1. Então existe uma constante C ą 0 tal que

dk ďCk1{1´θ, para todo k ě k0.

Demonstração do Lema 16: Defina δk “ k´1{p1´θqdk ą 0, queremos mostrar que δk é
uma sequência limitada quando k Ñ 8. Usando o fato de que p1` tqξ ě 1` ξt para
ξ“ 1{p1´θq ą 1 e t ą 0, nós concluimos de 0ď dk`1´dk ď δδθ

kk´1, que

1{p1´θqδk`1K´1
`δk`1´δk ď δδ

θ

kK´1, (7-66)

de onde segue que:

(i) ou δk`1 ď δk

(ii) ou δk ď δk`1 ď δp1´θqδθ

k , que implica que δk ď rδp1´θqs1{p1´θq e então, δk`1 ď

rδp1´θqs1´θ “M.

Logo nós sempre temos δk`1 ď maxtδk,Mu, para todo k ě k0, de onde segue que
δk ďmaxtδk0,Mu e a sequência δk é limitada. l
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Proposição 7.3 Se ck “ bk, @k ě k˚, existe alguma constante cą 0, e k1 ě k˚, tal que

bk ď ck
q

q´1 , @k ě k1 (7-67)

Demonstração da Proposição 7.3: Basicamente a ideia é usar que Dk`1 “ pUkqYp´Ukq,
e se H P Λk é possivel extendê-la para uma função de Gk. Por (7-58) e (7-59), podemos
escolher H P Λk tal que

max
uPUk

JpHpuqq ď ck` ε“ bk` ε (7-68)

e por (7-47), tomando a extensão de H, nós temos

bk`1 ď max
uPDk`1

JpHpuqq (7-69)

se o máximo é atingido em Uk então

bk`1 ď max
uPDk`1

JpHpuqq “max
uPUk

JpHpuqq ď ck` εď bk` ε (7-70)

se o máximo é atingido em ´Uk, podemos usar o lema 13 da seguinte maneira:
Suponha maxuPDk`1 JpHpuqq “ JpHpωqq, para algum ω P ´Uk. Então

JpHp´ωqq ě JpHpωqq´βp|JpHp´ωqq|
1{q
`1q (7-71)

ě bk`1´βppbk` εq
1{q
`1q ě bk`1´βppbk`1` εq

1{q
`1q ą 0 (7-72)

para k grande.
Se JpHp´ωqq ą 0

bk`1 ď JpHp´ωqq “ Jp´Hp´ωqq

ď JpHp´ωqq`βpJpHp´ωqq
1{q
`1q (7-73)

ď bk` ε`βppbk` εq
1{q
`1q

fazendo ε Ñ 0 em (7-70) e (7-73) obtemos bk`1 ď bk ` βpb1{q
k ` 1q. Finalmente, esta

desigualdade juntamente com o lema 16 implicam 7-67. l

Demonstração do Teorema 1.4:
Basta utilizar a proposição 7.3 juntamente com 7.1 e 7.2. l



APÊNDICE A
Sobre o operador p-Laplaciano

Vamos estudar o operador p-laplaciano definido por

∆pu” divp| ∇u |p´2
∇uq, 1ă pă8

Note que se p “ 2 ele se torna o operador Laplaciano classico. Nesta seção vamos
trabalhar com o problema de Dirichlet,

#

∆pu“ f pxq se x PΩ

u|BΩ “ 0 se x P BΩ,
(A-1)

onde Ω P RN , f PW´1,p1pΩq, p1 “ p{pp´ 1q. A condição de fronteira será entendida
como u PW 1,p

0 pΩq.
Nós temos os seguintes resultados elementares do Calculo de Variações.

Teorema A.1 Assuma ΩĂ RN um dominio limitado e f PW´1,p1pΩq, então o problema

(A-1) tem uma solução u PW 1,p
0 pΩq no sentido fraco,

ż

Ω

px| ∇u |p´2
∇u,∇φy´ f φqdx“ 0 (A-2)

Demonstração do Teorema A.1: O funcional

Jpuq “
1
p

ż

Ω

| ∇u |p dx´
ż

Ω

f pxqu dx, u PW 1,p
0 pΩq (A-3)

Pode ser visto como soma dos seguintes funcionais

Ipuq “
1
p

ż

Ω

| ∇u |p dx , Lpuq “
ż

Ω

f pxqu dx (A-4)

como Lpuq é linear e diferenciável, sua derivada é ele mesmo. Queremos agora
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derivar o funcional Ipuq.

lim
tÑ0

Ipu` tvq´ Ipuq
t

“ lim
tÑ0

ż

Ω

|∇u` t∇v|p´|∇u|p

t
dx (A-5)

como
lim
tÑ0

´|∇u|p`|∇u` t∇v|p

t
“

q.t.p.
|∇u|p´2

∇u∇v (A-6)

o teorema do valor médio nos da a igualdade

(A-5)“ lim
tÑ0

ż

ω

|∇u|p´2
∇u∇vtdxď (A-7)

lim
tÑ0

ż

ω

|∇u|p´1
|∇v|dx ă

Holder
`8 (A-8)

Logo I(u) é derivável, implicando ser J(u) derivável, com derivada

xJ1puq,vy “
ż

Ω

tx| ∇u |p´2
∇u,∇vy´ f vudx (A-9)

E nosso problema se resume em encontrar um ponto critico para J. Mas temos que:

i) J é coercivo pois

Jpuq ě
1
p
||u||p

W 1,p
0
´|| f ||p1 ||u||p (A-10)

ě
1
p
||u||p

W 1,p
0 pΩq

´K|| f ||p1 ||u||W 1,p
0 pΩq

(A-11)

“
1
p
||u||W 1,p

0 pΩq
p||u||p´1

W 1,p
0 pΩq

´K|| f ||p1q (A-12)

ii) J é semicontínuo inferiormente pois o seu primeiro termo é a norma em W 1,p
0 pΩq

e o segundo é continuo. Então podemos afirmar que J tem um mínimo, ou seja um
ponto crítico.

l

Obs. 4 Para a unicidade, sejam u1 e u2 soluções do problema, então

ż

Ω

x| ∇u1 |
p´2

∇u1´ | ∇u2 |
p´2

∇u2,∇φydx“ 0, @φ PW 1,p
pΩq

se tomarmos φ“ u1´u2 temos

ż

Ω

x|∇u1 |
p´2

∇u1´ |∇u2 |
p´2

∇u2,∇pu1´u2qydxě

$

&

%

cp
ş

Ω
|u1´u2|

p, se pě 2

cp
ş

Ω

|u1´u2|
2

p|u1|` |u2|q2´p , se 1ă pă 2
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logo,
$

&

%

cp
ş

Ω
|u1´u2|

p ď 0, se pě 2

cp
ş

Ω

|u1´u2|
2

p|u1|` |u2|q2´p ď 0, se 1ă pă 2

que em ambos os casos implica u1 “ u2 e o problema possui solução única.

Na observação foi utilizado o seguinte lema.

Lema 17 Seja x,y P RN e x¨, ¨y o produto escalar canônico do RN . Então

x|x|p´2x´|y|p´2y,x´ yy ě

$

&

%

cp|x´ y|p se pě 2

cp
|x´ y|2

p|x|` |y|q2´p se 1ă pă 2
(A-13)

Demonstração do Lema 17: Pela homogeneidade podemos assumir que |x| “ 1 e |y| ď 1.
E então escolhendo uma base conveniente de RN podemos assumir

x“ p1,0, ...,0q, y“ py1,y2,0, ...,0q, e
b

y2
1` y2

2 ď 1.

i) Caso 1ă pă 2. É fácil ver que a desigualdade é equivalente a

$

&

%

¨

˝1´
y1

`

y2
1` y2

2

˘

2´p
2

˛

‚p1´ y1q`
y2

2

py2
1` y2

2q
2´p

2

,

.

-

´

1´
b

y2
1` y2

2

¯2´p

p1´ y1q2` y2
ěC.

(A-14)
Mas

1´
y1

py2
1` y2

2q
2´p

ě

$

&

%

1´
y1

|y1|2´p ě pp´1qp1´ y1q, se 0ě y1 ě 1

1´ y1 ě pp´1qp1´ y1q, se y1 ď 0

Então

pp´1qtp1´ y1q
2
` y2

2
u
p1` y1` y2q

2´p
2

p1´ y1q2` y22 ě p´1

ii) Caso pě 2. A desigualdade é equivalente a provar que

”

1´ y1py1
2` y2

2q
p´2

2

ı

p1´ y1q` y2
2py1

2` y2
2q

p´2
2

pp1´ y1q2` y22q
p
2

ěC.

Denote t “
|y|
|x|

e s“
xx,yy
|x||y|

então, nos precisamos mostrar que a função

f pt,sq “
1´pt p´1` tqs` t p

p1´2ts` t2q
p
2

,
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é limitada por baixo. Se fixarmos t temos que
B f
Bs
“ 0 se

1´pt p´1
` tqs` t p

“ p1´2ts` t2
q
t p´2`1

p

então para o s crítico de f temos

f pt,sq “
t p´2`1

p
1

p1´2ts` t2q
p´2

2

ě

1
p

t p´2`1
pt`1q´2 ě

1
p

min
0ďtď1

t p´2`1
pt`1q´2 ě

1
Cp

l

Estamos interessados nas propriedades do operador inverso

p´∆puq´1 : W´1,p1
pΩq ÑW 1,p

0 pΩq

que são colocadas no seguinte teorema.

Teorema A.2 Seja ΩĂ RN um domínio limitado.

A) ´∆p : W 1,p
0 pΩq ÑW´1,p1pΩq é uniformemente continuo em conjuntos limitados

B) O operador inversop´∆pq
´1 : W´1,p1pΩq ÑW 1,p

0 pΩq, existe e é contínuo

C) O operador composto

p´∆pq
´1 : W´1,p1

pΩq ÑW 1,p
0 pΩq ãÑ Lq

pΩq

é compacto se 1ď qă
pN

N´ p
.

Demonstração do Lema A.2:
A) Considere C ĂW 1,p

0 pΩq um conjunto limitado, ou seja,

‖u‖W 1,p
0 pΩq

ăM, se u PC

Então para u,v PC nós temos

‖´∆pu´p´∆pvq‖W´1,p1pΩq
“ sup

‖φ‖
W1,p

0 pΩq

ż

ω

x∆pu´∆pv,∇φydxď

ď

$

’

&

’

%

Cp sup‖φ‖
W1,p

0 pΩq

ş

ω
p|∇u|p´2`|∇v|p´2q|∇u´∇v||∇φ|dx, se pě 2

Cp sup‖φ‖
W1,p

0 pΩq

ş

ω
|∇u´∇v|p´1|∇φ|dx, se pď 2
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Ver [17].
E então pela desigualdade de Hölder nós podemos concluir que

‖´∆pu´p´∆pvq‖W´1,p1pΩq
ď

#

2CpMp´2‖∇u´∇v‖p, se pě 2
CpM‖∇u´∇v‖p, se pď 2

(A-15)

B)Pode ser demonstrado como na observação 4;
C) É consequeência direta de B) e da Imersão de Sobolev. l

Lema 18 (Princípio de Comparação Fraca) Seja Ω um domínio limitado em RN , com

fronteira suave. Se u1, u2 satisfazem

#

´∆pu1 ď´∆pu2 no sentido f raco em Ω

u1 ď u2 em BΩ
(A-16)

Então u1 ď u2 em Ω.

Demonstração do Lema 18: Tome como função teste φ “ maxtu1´ u2,0u, que é não
negativa e utilizando Stampacchia, provamos que φ PW 1,p

0 pΩq. Então temos

ż

Ω

x| ∇u1 |
p´2

∇u1´ | ∇u2 |
p´2

∇u2,∇φydxď 0 (A-17)

E então concluimos pelo lema 17 que o conjunto onde φ‰ 0 tem medida nula. l

Lema 19 Seja Ω um domínio limitado com fronteira suáve. Se u PC1ŞW 1,p
0 e verifica:

$

’

&

’

%

´∆puě 0 em D 1

uą 0 em Ω

u|BΩ “ 0

(A-18)

Então
Bu
Bη
ă 0 em BΩ. Onde η é a normal exterior a BΩ.

Demonstração do Lema 19: Vamos assumir que Ω satisfaz a condição da esfera interior.
Considere x0 P BΩ e uma bola interior tangente a BΩ, denotada por,

Brpyq ĂΩ, Brpyq
č

BΩ“ tx0u (A-19)

Defina

vpxq “

#

A|x´ y|
p´N
p´1 `B, se N ‰ p

A ln |x´ y|`B, se N “ p
(A-20)

Onde A “ r2
N´p
p´1 ´1s´1r

N´p
p´1 , B “ r1´2

N´p
p´1 s´1 se p N e A “ ´plog2q´1, B “

logr
log2

se

p“ N. A Função v satisfaz
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1. vpxq ” 1 em BB r
2
pyq e vpxq ” 0 em BBrpyq,

2. 0ă vpxq ă 1 se x P Brpyq´B r
2
pyq e

|∇vpxq| ą cą 0, para alguma constante positiva c.

Mas upxq ą 0 em Ω, então τ“ inftupxq;x P BB r
2
pyqu ą 0,

e colocando τv“ w obtemos que w satisfaz

$

’

&

’

%

´∆pw“ 0, se x P Brpyq´B r
2
pyq

wpxq “ τ, se x P BB r
2
pyq e

wpxq “ 0, se x P BBrpyq.

(A-21)

Agora como wď u na fronteira do anel Brpyq´B r
2
pyq e ∆pwď ∆pu em Ω no sentido fraco,

então, o princípio de comparação fraco implica que w ď u em Brpyq´B r
2
pyq. Tomando

em conta que upx0q “ wpx0q “ 0, então

Bu
Bη
px0q “ lim

tÑ0

upx0´ tηq
t

“ lim
tÑ0

wpx0´ tηq
t

“
Bw
Bη
px0q “ τ

Bv
Bη
px0q ă 0. (A-22)

l



APÊNDICE B
Regularidade de Soluções para o p-Laplaciano

A limitação das soluções no caso p ě N é uma consequencia do Teorema de
Morrey e o bootstrapping.
Um dos poucos resultados gerais para problemas com crescimento crítico é o que segue
na regularidade C1,α. Vamos nos concentrar no seguinte problema:

#

´∆pu“ f px,uq em Ω,

u|BΩ “ 0
(B-1)

Onde ΩĂ RN é um domínio limitado com fronteira suáve, 1ă pă N e f satisfaz

| f px,uq| ďCp1`|u|rq, com r`1ď p˚ “
N p

N´ p
. (B-2)

A regularidade da solução de (B-1) para r ă p˚´ 1 é consequencia dos resultados no
paper escrito por [23] sobre estimativas L8 e os resultados obtidos por [11, 24], para a
regularidade C1,α. Vamos precisar do seguinte lema para dar continuidade a teoria.

Lema 20 Assuma φ : r0,8q Ñ r0,8q , ser não crescente e tal que se h ą k ě k0, para

algum αą 0, βą 1, se tenha:

φphq ď
C

ph´ kqα
¨ rφpkqsβ (B-3)

Então φpk0`dq “ 0, onde dα “C ¨2
αβ

β´1 rφpk0qs
β´1

Demonstração do Lema 20: Tomando d como no enunciado defina kn “ k0` d ´
d
2n ,

vamos utilizar indução para chegar ao resultado. Temos que:

φpk1q ď
φpk0q

2´
α

1´β

(B-4)
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Utilizando a hipótese de indução obtemos

φpkn´1q ď
φpk0q

2´
pn´1qα

1´β

(B-5)

que juntamente com (B-3) nos dá

φpknq ď
C

pkn´ kn´1qα
¨ rφpkqsβ “

dα ¨ rφpkn´1qs
β

dα

2nα
¨2

αβ

β´1 rφpk0qsβ´1
ď (B-6)

ď
dα ¨ rφpk0qs

β

dα

2nα
¨2

αβ

β´1 rφpk0qsβ´12´
pn´1qβα

1´β

“ (B-7)

“
2nαφpk0q

2
nαβ

β´1

“
φpk0q

2
´nα

1´β

. (B-8)

Agora aplicando o limite de nÑ8 e observando que knÑ k0`d temos que φpk0`dq ď 0,
e como φ é não negativa obtemos a igualdade φpk0`dq “ 0, como queriamos. l

Teorema B.1 Seja u PW 1,p
0 pΩq uma solução fraca de

$

&

%

´∆pu“ g em Ω, g PW´1,qpΩq,qą
N

p´1
u|BΩ “ 0

(B-9)

Então u P L8pΩq.

Demonstração do Teorema B.1: Podemos escrever g “ divF, F “ pF1,F2, ...,FNq onde
cada Fi P LqpΩq. Desde que u seja solução fraca de (B-9), podemos escrever

ż

Ω

|∇u|p´2
x∇u,∇vydx“

ż

Ω

xF,∇vydx,@v PW 1,p
0 (B-10)

Para k ą 0 vamos considerar a função teste

v“ signpuq ¨ p|u|´ kq “

$

’

&

’

%

u´ k se uą k

0 se u“ k

u` k se uă k

(B-11)

Então u “ v` ksignpuq e uxi “ vxi em Apkq “ tx P Ω; |upxq| ą ku, v “ 0 em Ω´Apkq e
v PW 1,p

0 . Daí (B-11) se torna

ż

Apkq
|∇v|pdx“

ż

Ω

xF,∇vydx, (B-12)
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e pela desigualdade de Hölder obtemos

ż

Ω

xF,∇vydxď

˜

ż

Apkq
|F |qdx

¸1{q˜
ż

Apkq
|∇v|pdx

¸1{p

|Apkq|1´
1
p´

1
q (B-13)

logo
˜

ż

Apkq
|∇v|pdx

¸1´1{p

ď

˜

ż

Apkq
|F |qdx

¸1{q

|Apkq|1´
1
p´

1
q (B-14)

e então pela imersão de Sobolev chegamos a

S

˜

ż

Apkq
|v|p

˚

dx

¸p{p˚

ď

˜

ż

Apkq
|F |qdx

¸1{q

|Apkq|1´
1
p´

1
q (B-15)

Observe que para 0ă k ă h, Aphq Ă Apkq e então

|Aphq|1{p
˚

ph´kq“

˜

ż

Aphq
ph´ kqp˚dx

¸1{p˚

ď

˜

ż

Aphq
|v|p

˚

dx

¸1{p˚

ď

˜

ż

Apkq
|v|p

˚

dx

¸1{p˚

(B-16)
e juntando B-15 com B-16, temos

|Aphq| ď
‖F‖p˚{pp´1q

q

Sp˚ph´ kqp˚ ¨ |Apkq|
r1´p 1

p`
1
q qs

p˚
p´1 (B-17)

Agora aplicamos o lema anterior para φphq “ |Aphq|, α “ p˚, β “ p˚p 1
p ´

1
qpp´1qq ą

1, C “ ‖F‖p˚{pp´1q
q

Sp˚ . Temos que φp0q “ |Ω| e o lema nos dá que φpdq “ 0, para d “

C‖F‖
1

p´1
q

S1{p |Ω|
p 1

p´
1

qpp´1q´
1

p˚ q. Assim concluímos que

‖u‖8 ď
C‖F‖

1
p´1
q

S1{p |Ω|
p 1

p´
1

qpp´1q´
1

p˚ q (B-18)

l

Teorema B.2 Seja u PW 1,p
0 pΩq uma solução de B-1. Se f verifica a condição B-2, então

u P L8pΩq.

Demonstração do Lema B.2: Vamos assumir r` 1 “ p˚ e u ě 0, se não for o caso
podemos trabalhar com as parte negativa e positiva da função u de maneira analoga.
Defina para cada l ą 0 e βą 1

Fpuq “

#

uβ se uď l

βlβ´1pu´ lq` lβ, se uą l
(B-19)
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e

Gpuq “

#

upβ´1qp`1 se uď l

βppβ´1qp`1qlpβ´1qppu´ lq` lpβ´1qp`1, se uą l
(B-20)

Podemos ver que

(i) Gpuq ď uG1puq

(ii) Para alguma constante C independente de l, CrF 1puqsp ď G1puq

(iii) up´1Gpuq ďC1rFpuqsp, com C1 independendo de l

(iv) Se u PW 1,p
0 pΩq, então Fpuq,Gpuq PW 1,p

0 pΩq, pois F e G são lipschitzianas.

Escolha βą 1 de modo que βpă p˚ e considere a função teste ξ“ ηpGpuq, onde η P C8
0

será fixada. Então temos
ż

Ω

|∇u|p´2
x∇u,∇pηpGpuqqydx“

ż

Ω

f px,uqηpGpuqdx (B-21)

para εą 0 um cálculo direto no lado esquerdo da equação nos da

ż

Ω

|∇u|p´2
x∇u,∇pηpGpuqqydxď (B-22)

ε

ż

Ω

|∇u|pη
pG1puqdx`C1

ż

Ω

|η|
p
pup´1Gpuqqdx`

ż

Ω

f px,uqηpGpuqdx (B-23)

onde nos usamos a propriedade (i) e as desigualdades de Hölder e Young. Então pela
escolha de um ε pequeno o suficiente

ż

Ω

|∇u|pη
pG1puqdxď C1

ż

Ω

|∇η|
p
rFpuqspdx`C2

ż

Ω

η
pup˚´p

rFpuqspdx`C3|Ω|

(B-24)
onde uzamos que Gpuq f px,uq ď C3p1`up˚´1Gpuqq, motivados pelas hipóteses (B-2) e a
propriedade (iii). O lado esquerdo da equação pode ser estimado pela propriedade (ii), i.e.
G1puq ěCrF 1puqsp,

ż

Ω

|∇u|pη
pG1puqdxě C

ż

Ω

|ηFpuq∇u|pdx, (B-25)

mas então
ż

Ω

|∇pηFpuqq|pdxď C4

ż

Ω

|∇η|
p
rFpuqspdx`C5

ż

Ω

η
pup˚´p

rFpuqspdx`C6|Ω| (B-26)

Aplicando agora a desilgualdade de Sobolev, podemos encontrar

ˆ
ż

Ω

rFpuqsp
˚

η
p˚dx

˙p{p˚

ď C4

ż

Ω

|∇η|
p
rFpuqspdx`C5

ż

Ω

η
pup˚´p

rFpuqspdx`C6|Ω|
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dado x0 PΩ escolhemos η PC80 tal que supppηq “ Bpx0,Rq então ‖u‖p˚´p
Lp˚pBpx0,Rqq

ď
1

2C5
.

Então pela desigualdade de Hölder

C5

ż

Ω

η
pup˚´p

rFpuqspdxď
1
2

ˆ
ż

Ω

η
p˚
rFpuqsp

˚

dx
˙p{p˚

(B-27)

E finalmente temos
ż

Ω

η
p˚
rFpuqsp

˚

dxď C5

ż

Ω

|∇η|
p
rFpuqspdx`C6|Ω| (B-28)

Tomando o limite de l Ñ8 concluimos

´

ηp˚uβp˚dx
¯p{p˚

ď C pηq

ż

Ω

uβpdx`C6|Ω| (B-29)

e como βpă p˚ temos que u P Lβp˚
loc , então u é a solução da equação

´∆pu“ apxqup´1
`bpxq (B-30)

onde

apxq “

$

&

%

0 se uă 1
f px,uq
up´1 se uď 1

e

bpxq “

#

0 se uă 1
f px,uq se uď 1

e então apxq P Lr com rą
N
p

e b P L8. Assim concluímos pelo teorema anterior que u P L8

e mais, o teorema 1 em [23] nos dá que u PC1,α para u satisfazendo ´∆pu“ f px,uq. l



APÊNDICE C
Medidas de Borel e Teorema da Representação
de Riesz

Neste apêndice temos por objetivo mostrar alguns resultados de medidas de
Borel, como tambem estabelecer uma relação destas medidas com as medidas de Radon
através do Theorema da representação de Riesz. (Ver tambem [21, 22]).

Definição C.1 Chamamos de espaço mensurável o par pX ,Mq, que consiste de um

conjunto X e uma σ-álgebra M de subconjuntos de X. Um subconjunto E de X é dito

mensurável com respeito a M se E PM

Definição C.2 Chamamos µ de uma medida em um espaço mensurável pX ,Mq, um

função não negativa

µ : M Ñ r0,8s

tal que µpHq “ 0 e µ é contável aditiva, no sentido de que para toda coleção contável e

disjunta tEku
8
k“1 de conjuntos mensuráveis

µp
8
ď

k“1

Ekq “

8
ÿ

k“1

µpEkq

.

Definimos o espaço mensurável pX ,M,µq como sendo o espaço mensurável pX ,Mq

juntamente com a medida µ definida em M.
Seja agora X “ RN , vamos definir uma medida m e uma σ-álgebra M pmq em RN .

Definição C.3 Um conjunto A é dito elementar se é uma união finita de blocos do RN . Se

B é um bloco da forma
śN

i“1pai,biq, definimos

mpBq “
N
ź

i“1

pbi´aiq.

E se A é elementar, definimos mpAq “
řk

i“1 mpBiq4, com A“
Ťk

i“1 Bi
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Definição C.4 Uma função φ não negativa e aditiva, definida no conjunto

E :“ tAĂ RN ; A é elementaru

é dita regular se para todo A P E e todo εą 0, existirem F,G P E , F fechado e G aberto,

F Ă AĂ G e

φpGq´ εď φpAq ď φpFq` ε

Definição C.5 Seja µ não negativa, aditiva, regular e finita em E . Considere coberturas

contaveis de qualquer conjunto E Ă RN , por abertors elementares.

E Ă
8
ď

i“1

Ai.

Defina

µ˚pEq “ inf
8
ÿ

i“1

µpAiq

onde o infimo pe tomado sobre todas as coberturas contáveis de E por abertos elementa-

res. µ˚ é chamada de medida exterior.

Seguem abaixo algumas das propriedades da µ˚ veja [22]

Proposição C.6 1. µ˚pEq ě 0 @E

2. µ˚pE1q ě µ˚pE2q se E1 Ă E2

3. @A P E , µ˚pAq “ µpAq

4. se E “
Ť8

i“1 Ei então µ˚pEq ď
ř8

i“1 µ˚pEiq

Definição C.7 Para qualquer A,BĂ RN definimos

SpA,Bq “ pA´BqYpB´Aq (C-1)

dpA,Bq “ µ˚pSpA,Bqq. (C-2)

Dizemos que An Ñ A se lim
nÑ8

dpA,An “ 0q

Se existe uma sequencia tAnu de conjuntos elementares tais que An Ñ A, dizemos que A é
finitamente µ-mensurável, escrevemos A PMFpµq. Se A é a união de uma coleção contável
de conjuntos finitamente µ-mensuráveis, dizemos que A é µ-mensurável e escrevemos
A PM pµq.

Teorema C.8 M pµq é uma σ-álgebra e µ˚ é contável aditiva em M pµq.
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Agora quando A PM pµq trocamos µ˚pAq por µpAq. Quando µ“m chamamos m de medida
de Lebesgue. Se restringirmos M pmq a σ-álgebra de Borel, chamamos m de medida de
Borel.

Lema 21 (Princípio da limitação uniforme) Sejam E e F espaços de Banach e pTiqiPI ,

uma família (não necessáriamente contável) de operadores lineáres contínuos de E em F.

Assuma que

sup
iPI

‖Tix‖ă8, @x P E (C-3)

Então

sup
iPI

‖Ti‖L pE,Fq ă8. (C-4)

Em outras palavras, D, cą 0 tal que ‖Tix‖ď c‖x‖, @x P E,@i PI

Definição C.9 A topologia fraca σpE,E˚q em E é a mais grosseira topologia associada

a coleção pϕ f q fPE˚ de funcionais lineares ϕ f : E Ñ R.

Lema 22 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitária fechada

BE˚ “ t f P E˚;‖ f‖ď 1u

é compácta na topologia fraca σpE˚,Eq.

Definição C.10 Diz-se que uma medida λ se concentra em um conjunto A Ă X se

λpEq “ 0, @E Ă X , EXA“H.

Definição C.11 Dadas duas medidas λ1 e λ2, dizemos que λ1 é mutuamente singular

a λ2 se existem A1 e A2, A1
Ş

A2 “ H, com λ1 e λ2 se concentrando em A1 e A2

respectivamente.

Teorema C.12 (Representação de Riesz) Seja X um espaço de Hausdorf localmente

compácto, e seja Λ um funcional linear positivo em C0pXq. Então existe uma σ-álgebra χ

em X que contém todos os Borelianos de X, e existe uma única medida positiva µ P χ que

representa Λ no sentido que

a) Λ f “
ş

X f dµ, para toda f PC0pXq, com as propriedades que seguem:

b) µpKq ă 8 para todo conjunto compacto K Ă X;

c) Para todo E P χ, temos µpEq “ inftµpV q : E ĂV, V abertou;

d) A relação µpEq “ suptµpKq : K Ă E, K compactou, vale para todo aberto E, e para

todo E P χ com µpEq ă 8;

e) Se E P χ, AĂ E com µpEq “ 0 então A P χ.
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