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Resumo

Toledo, Anna Carolina Gomes. A conjectura de Wilf do ponto de vista da pro-
fundidade de um semigrupo numérico e outros invariantes. Goiania, 2022.
82p. Dissertacdo de Mestrado. Programa de P6s Graduagdo em Matemadtica, Ins-
tituto de Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

Neste trabalho serd apresentada a chamada Conjectura de Wilf, que questiona sobre uma
relacdo entre invariantes de semigrupos numéricos. Partindo de exemplos de familias de
semigrupos numéricos conhecidas que satisfazem a conjectura, serd apresentada a abor-
dagem de Eliahou [5] que corrobora com a validade da conjectura através de ferramentas
desenvolvidas a partir da profundidade. Tal estudo contribui significativamente com mé-
todos de abordagem da conjectura e determina um novo invariante a se estudar a respeito
de semigrupos numéricos: o nimero de Eliahou. Serdao apresentados alguns conceitos e
propriedades bdsicas sobre semigrupos numéricos, assim como 0s pré-requisitos para o
método de Eliahou para provar que semigrupos numéricos com profundidade g < 3 satis-

fazem a conjectura de Wilf.

Palavras—chave

Semigrupos numéricos, conjectura de Wilf, niimero de Wilf, nimero de Eliahou



Abstract

Toledo, Anna Carolina Gomes. The Wilf’s conjecture from the depth of nu-
merical semigroups and other invariants. Goidnia, 2022. 82p. MSc. Disser-
tation. Programa de P6s Graduacdo em Matematica, Instituto de Matematica e
Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

In this work, it will be presented the so-called Wilf’s conjecture, which asks about a
relation between invariants of numerical semigroups. Starting with examples of known
families of numerical semigroups satisfying the conjecture, it will be shown the Eliahou’s
approach [5] that corroborates to the validity of the conjecture through tools from the
depth of a numerical semigroup. This study greatly contributes with the methods for the
conjecture and determines a new invariant to be studied in numerical semigroups: the
Eliahou number. It will be presented some basic concepts and properties about numerical
semigroups, as well as the prerequisites for the method of Eliahou to prove that numerical

semigroups with depth g < 3 satisfy the Wilf’s conjecture.

Keywords

Numerical semigroups, Wilf’s conjecture, Wilf number, Eliahou number
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Introducao

O principal objeto de estudo neste trabalho sdo os chamados semigrupos numé-
ricos, cujo conceito parte de um submonoide definido a partir de nimeros inteiros nao
negativos com complementar finito.

Os primeiros estudos de semigrupos numéricos datam do final do século XIX
com Frobenius e Sylvester a partir de problemas de combinatéria [11, 12] em estruturas

com caracterizacdo de semigrupos numéricos como na seguinte questao:

(Problema do Troco de Frobenius) Considere que existem moedas dos
seguintes valores coprimos: vi,Vva,...,v,. Qual o maior valor que ndo pode

ser pago utilizando tais moedas sem receber troco?

E apenas no meio do século XX com a relagdo entre semigrupos numéricos e
objetos estudados na Geometria Algébrica que determinados invariantes de semigrupos
numéricos foram considerados mais significativos, permitindo um estudo mais indepen-
dente da drea, voltados a explorar seus respectivos invariantes e relacoes.

Em 1978, Wilf [14] publicou um trabalho onde apresenta algoritmos para o
célculo do condutor de um semigrupo numérico. Seguindo a ideia de se estudar algumas
relagdes envolvendo invariantes de semigrupos numéricos, Wilf propds as seguintes

questoes:

g(s)

a) E verdade que dada a quantidade minimal de geradores 7, a razdo o(s) entre género
e condutor de um semigrupo numérico S é no maximo 1 — %, atingindo a igualdade
apenas para os semigrupos gerados por n,n+1,...,2n— 17

b) Seja f(c) o nimero de semigrupos numéricos cujo condutor é c. Qual a ordem de

magnitude para f(c) quando ¢ — o ?

Para a segunda parte do item a), a respeito da igualdade na cota fornecida,
existe existe uma infinidade de semigrupos numéricos que contradizem o proposto, como
os semigrupos numéricos com 2 geradores apresentados na Sec¢do 1.3. No entanto, o
questionamento principal, acerca da validade da desigualdade, permanece insoldvel e é
comumente formulado pela seguinte conjectura, conhecida atualmente como a Conjectura
de Wilf:
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Para um semigrupo numérico S com nimero de Frobenius F(S), dimensao

n e com |L(S)| elementos a esquerda, é verdade que
n|L(S)| > F(S)+1?

Tal problema tem instigado matemdticos nos ultimos anos, como pode ser
observado no survey [3], o qual passou a ser explorado a partir da seguinte desigualdade
equivalente a anterior: L)1

L
ECIS

Desta forma, é possivel associar a conjectura com o conceito de densidade
das lacunas de um semigrupo numérico, isto €, a propor¢cdo dos ndmeros inteiros nao
negativos que ndo pertencem ao semigrupo numérico em relacdo ao total de elementos
menores que o condutor permite ter medir o quao “grande” € o espaco sem elementos do
semigrupo numérico e que, segundo a Conjectura de Wilf, seria limitada em fun¢do do
numero de geradores do semigrupo numérico.

O objetivo deste trabalho é explorar a solu¢do desenvolvida por Eliahou em [5]
no estudo da conjectura de Wilf a partir da profundidade do semigrupo numérico. A
importancia desta abordagem decorre do resultado de Zhai [15] ao provar a conjectura

de Zhao proposta em [?]:

Sejam n, 0 nimero de semigrupos numericos com género g e ng, o nimero de

semigrupos numéricos com género g e profundidade ¢ < 3. Entdo

/
n
lim & =1.

g ng

Em outras palavras, a medida que o género cresce, a “maioria” dos semigrupos
numéricos tem profundidade no maximo 3. Com isso, a validade da conjectura para g < 3
viria a estabelecer que a “maioria” dos semigrupos numéricos satisfazem a conjectura de
Wilf. Os casos g = 1 e ¢ =2 ja eram de conhecimento comum, restando o desafio de se
solucionar o caso g = 3.

Para este propdsito, a dissertagio estd organizada da seguinte forma.

No Capitulo 1 serdo abordados conceitos basicos sobre semigrupos numéricos
e seus invariantes, de modo a também caracterizd-los a partir de um conjunto gerador
minimal. Também serd apresentada a conjectura de Wilf, dada através de uma relacdo
entre invariantes, e algumas das principais familias de semigrupos numéricos estudadas
nas quais a conjectura de Wilf € conhecida ser satisfeita, como semigrupos numéricos de

dimensao maximal e semigrupos numéricos irredutiveis.
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O Capitulo 2 € dedicado a abordar a técnica de Eliahou através de uma particao
conveniente dos elementos do semigrupo numérico e da construcdo de uma dalgebra
graduada a partir de elementos do semigrupo numérico. E a partir desta dlgebra graduada e
de um resultado decorrente do Teorema de Macaulay que estimativas essenciais a solu¢ao
do problema serdo estipuladas. Serd apresentado, por fim, a demonstracao da validade da
Conjectura de Wilf para semigrupos numéricos de profundidade g = 3 e a conclusio da
validade da conjectura para semigrupos numéricos com profundidade g < 3.

Tal abordagem da conjectura de Wilf, entretanto, nio € suficiente para a com-
provacdo da mesma no caso geral, haja visto que existem semigrupos numéricos S de
profundidade ¢ > 3 que ndo é possivel comprovar que satisfazem a conjectura pela téc-
nica abordada no Capitulo 2. Assim, no Capitulo 3 serdo apresentadas as constru¢des mais
recentes de estudos de familias de semigrupos numéricos com profundidade g = 4.

O Apéndice A deste trabalho analisa certas relagdes envolvendo binomiais
necessdrias para a Se¢do 2.3 a fim de contribuir com a determina¢do da a versdo mais
adequada do Teorema de Macaulay para esta abordagem.

No decorrer de todo o trabalho serdo apresentados, a partir de exemplificacoes,
como utilizar ferramentas do pacote NumericalSgps [1] no software GAP [7] para o
estudo de semigrupos numéricos em geral e as ferramentas criadas especificamente para

o estudo da conjectura de Wilf através da técnica de Eliahou.



CAPITULO 1

Semigrupos numéricos, seus invariantes e a

conjectura de Wilf

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos fundamentais para o estudo
de semigrupos numéricos. Partindo da defini¢do mais abstrata da estrutura algébrica, serd
apresentada uma caracteriza¢io de semigrupos numéricos por meio de um conjunto gera-
dor finito a partir do qual novos invariantes sao determinados e por fim, serd apresentada
a conjectura de Wilf que relaciona diferentes invariantes por meio de uma expressao dada
inicialmente por Wilf em [14]. Tal conjectura € vélida para importantes familias de se-
migrupos numéricos e algumas destas serdo abordadas ao fim deste capitulo. O contetido

deste capitulo tem como referéncias principais [3, 4, 12, 14].

1.1 A definicao de semigrupos numéricos

A construgdo de um semigrupo numérico &, essencialmente, a constru¢io de um
submonoide no conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. Apesar da singela defini¢dao
de suas propriedades, uma vasta variedade de implica¢des decorrem das mesmas e servem

de base para estudos mais profundos envolvendo semigrupos numéricos.

Definicao 1.1 Um conjunto M é definido como semigrupo quando é munido de uma

operagdo bindria + associativa e comutativa.

Exemplo 1.2 O conjunto niimeros naturais N = {1,2,...} com a operagdo + convenci-

onal é um semigrupo.

Definicdo 1.3 O semigrupo (M,+) é chamado monoide quando o conjunto M possui um

elemento identidade, isto é, existe 0 € M tal que m+0 = 0+ m = m para todo m € M.

Exemplo 1.4 O conjunto niimeros inteiros ndo negativos No = {0,1,2,...} com a ope-

ragcdo + convencional é um monoide.
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O conceito de submonoide decorre diretamente da defini¢do de um subconjunto
que preserva as propriedades do monoide. A partir de um subconjunto A C M sera definido

o submonoide gerado por A.

Definicio 1.5 Sejam (M,+) um monoide e A C M. O submonoide gerado por A é dado

por
(A ={har+---+Apap, : meN, Ay,...., N, €No, ay,...,ay € A}.

O conjunto A é dito um conjunto gerador do submonoide (A). Quando A = {s1,s2,...,5n},

o conjunto (A) serd denotado por (s1,52,...,8y).

Pode-se mostrar que o (A) é o menor submonoide de M, com relagdo a inclusao,

que contém A.

Exemplo 1.6 Seja A = {2} C No. O submonoide (A) representa o conjunto dos niimeros

pares.

A partir das defini¢Ges anteriores € possivel definir o objeto de estudo deste
trabalho.

Definicao 1.7 Seja Ny o monoide aditivo dos inteiros ndo negativos. Um submonoide de

No com complemento finito em Ny é chamado de semigrupo numérico.

Em outras palavras, um subconjunto S C Ny serd um semigrupo numérico se

forem satisfeitas as seguintes condi¢des:

1. x+y €S, para todos x,y € S;
2.0€8;e
3. o complemento Ny \ S € finito.

Exemplo 1.8 1. O conjunto S = {0,2,—} = No\ {1} é um semigrupo numérico
(— indica que todos os elementos subsequentes pertencem ao conjunto) com

complemento {1} em Ny. Mais geralmente, dado a € N\ {1}, o conjunto
{0,a,—}

é um semigrupo numérico. Esta familia é conhecida como semigrupos numéricos
ordindrios.
2. O submonoide (2) = {0,2,4,...} ndo é um semigrupo numérico, pois seu comple-

mentar em Ny ndo ¢é finito .
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1.2 Invariantes basicos de um semigrupo numérico e suas

relacoes

O semigrupo numérico S, do ponto de vista de uma estrutura de conjuntos, é
completamente caracterizado pelos inteiros nao negativos complementares a S, isto &,

No\S. E a partir deste conjunto que alguns de seus invariantes sio definidos.

Definicao 1.9 Seja S um semigrupo numérico. Um elemento de Ny que ndo pertence a S

é dito uma lacuna de S e o conjunto das lacunas de S é definido por
G(S) :=Np\S.

A cardinalidade do conjunto das lacunas é chamada de género de S, denotada por g(S).

Definicao 1.10 Seja S um semigrupo numérico. O menor elemento ndo nulo de S é

chamado de multiplicidade e serd denotado por
m(S) := min(S\{0}).

Definicio 1.11 Seja S um semigrupo numérico. O maior inteiro de 7\ S recebe o nome

de niimero de Frobenius de S e serd denotado por
F(S) :=max(Z\ ).

Quando S # Ny, tem-se que F(S) = max(G(S)). O nimero de Frobenius foi
assim denominado em homenagem ao matemaético alemao Ferdinand Georg Frobenius,
responsdvel pela questdo conhecida como “Problema do Troco de Frobenius” que serd

apresentada posteriormente.

Exemplo 1.12 /. Considere S = Ny. Seus invariantes sdo G(S) =0, m(S) =1 e
F(S)=—1.
2. Seja S ={0,a,—} um semigrupo numérico ordindrio. Seus invariantes sdo G(S) =
{1,2,...,a—1}, m(S) =aeF(S)=a—1.
Com a noc¢do de que um submonoide pode ser gerado por um conjunto, € natural

definir o conceito de conjunto gerador para um semigrupo numeérico.

Definicao 1.13 Seja S um semigrupo numérico. Um conjunto A C Ny ¢é dito um conjunto
gerador de S se S = (A). Mais ainda, um conjunto gerador A de S é dito minimal se
S # (A") para todo A’ C A.

A partir do conceito de conjunto gerador, o resultado a seguir apresenta uma

defini¢do equivalente para semigrupo numérico.
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Lema 1.14 Seja A um conjunto ndo vazio de Ny. Entdo o conjunto (A) é um semigrupo

numérico se, somente se, mdc(A) = 1.

Prova. (=) Considere (A) um semigrupo numérico. Entdo o conjunto Ny \ (A) € finito.
Logo, existe o nimero de Frobenius F(S) = ny € Z tal que para todo a > ng, tem-se
a € (A). Considere d = mdc(A). Como d|a para todo a € A, segue que d|s para todo
s € (A). Em particular, como d|ng+ 1 e d|ng+2, tem-se d|ng+2 — (ng+ 1) = 1. Assim,
obtém-se que d = 1 ja que mdc(A) > 0.

(<) Considere (A) um submonoide cujo mdc(A) = 1. E preciso mostrar que o
complementar de (A) em Ny € finito, isto &, apresentar um elemento ng € Z tal que a > ng
implica que a € (A). Como mdc(A) = 1, entdo existem a; --- ,a, €A e Aj--- , A, € Z tais
que

Aag+ -+ Aa, = 1.

Reorganizando a expressdo de maneira conveniente para que todos os coeficientes multi-

plicando os termos aj - - - ,a, sejam positivos e reindexando, € possivel escrever:
Miaj+---+Xja; = hirait + -+ -+ Ma; + 1.
Definindo s = Aj1ai1 + - - - + Nia; € (A), segue que
s+1=MAjjaji+---+Ajaj € (A).

Colocando ng = (s — 1)s + (s — 1), resta provar que n € (A) para todo n > ng. Dado
n > ny > s, existem ¢ e r inteiros tal que n = gs +r, com 0 < r < 5. Reescrevendo n

como combinacao linear de s e s+ 1, obtém-se que que
n=qgs+r+rs—rs=(q—r)s+r(s+1).

Resta provar que ¢ —r > 0, pois isso implica que n € (A). Como r satisfaz r < s— 1, entéo
a desigualdade

n=gs+r>ny=(s—1)s+(s—1)
implica que ¢ > (s — 1) > r > 0. Dai, ¢ — r > r —r = 0, de onde conclui-se que n € (A).

Portanto, o complementar de (A) em Ny € finito e (A) é um semigrupo numérico. O]

Em poucas palavras, submonoides de Ny gerados por elementos coprimos sao
semigrupos numéricos. A partir desta caracterizagdo, o problema do troco de Frobenius

J4 mencionado na introdug¢do adquire uma condi¢do para ser solucionado.

(Problema do Troco de Frobenius) Considere que existem moedas de
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valores coprimos vi,...,v,. Qual o maior valor que ndo pode ser pago

utilizando tais moedas sem receber troco?

A solucao deste problema existe quando os valores v, vy, ...,V, S0 coprimos e
assim € possivel construir um semigrupo numérico S = (vi,vy,...,v,), a partir do qual a
solugdo do problema do troco de Frobenius é dada por F(S). Para um panorama a respeito

do Problema de Frobenius, vejaem [11].

Exemplo 1.15 Dadas as moedas de valores vi = 4,vy =5, o conjunto gerado por

combinacoes de 4 e 5 é
§=1{0,4,5,8,9,10,12,—1}.

O sistema de dlgebra computacional GAP [7] pode ser utilizado para calcular invariantes
de um semigrupo numérico através do pacote NumericalSgps [3] pelos comandos:

gap >s := NumericalSemigroupByGenerators([4,5]);;

gap >Gaps(s);

1,2,3,6,7,11]

gap >Genus(s);

6

gap >Multiplicity(s);

4

gap >FrobeniusNumber(s);

11

Isto é, S é um semigrupo numérico com conjunto de lacunas G(S) =
{1,2,3,6,7,11}, género g(S) = 6, multiplicidade m(S) = 4 e niimero de Frobenius

F(S) = 11, que é a solugdo para este Problema do Troco de Frobenius.

No resultado a seguir serd exibido um conjunto gerador de um semigrupo
numérico com a propriedade que estd contido em qualquer outro conjunto gerador. Para

isso, considere S* = S\ {0} no seguinte lema:

Lema 1.16 Seja S um semigrupo numérico. Entdo o conjunto S*\ (S*+S*) € um conjunto

gerador de S. Além disso, S* \ (S* + S*) é o menor conjunto gerador de S .

Prova. Tomando um elemento s € S*, se s ¢ S*\ ($*+5), entdo existem x,y € S* tais que
s=x+y,
onde0<x<seO<y<s. Sex¢S*\ (S +S5%), entdo existem xj,y; € S* tais que

X =Xx1+y1,
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onde 0 < x; < x e 0 <y <x. Repetindo esse processo recursivamente, obtém-se pares
(xi,y;) de nimeros inteiros positivos e cada vez menores. Como hd uma quantidade finita
de valores positivos aos quais x; € y; podem assumir, entdo haverd uma etapa em que
obrigatoriamente x; € S\ (S* +5*). Essa constatacdo vale para todos os termos x;,y;
cuja a soma final € s, logo, pode-se concluir que s pode ser escrito como a soma finita
de termos de S*\ (S* + S*). Esse processo vale para qualquer elemento s € S*, logo,
S = (5*\ (S 4+ 5%)). Resta provar que dado um outro conjunto gerador qualquer A de S,
para todo s € S*\ (§* + %), tem-se que s € A. Como S = (A), dado s € $*\ (§* +5%), é

possivel escrevé-lo como combinacgdo linear dos elementos do conjunto gerador de S

s = Z?»jaj, 7\.]‘ S No,aj cA.
j>0

Como s € Sx\ (S*-+S%) implica que s ndo pode ser a soma de mais de dois elementos nao

nulos do semigrupo, segue que s = A;a; para algum i > 0. Além disso, se A; # 1, entdo
s=a;+ (A — 1)a,

e dai s € (S*+S5%), o que contradiz s € $*\ (§* + §*). Com isso, A, = 1 e s = a; € A.
Como esse processo vale para todo elemento s € S*\ (S* + §*), pode-se concluir que
S*\ (§* 4 8%) C A, isto é, todo conjunto gerador de S contém o conjunto S*\ (S* +S5*). O

Assim, todo semigrupo numérico S tem S* \ (S* 4+ S5*) como o menor conjunto
gerador. O chamado conjunto de Apéry de S a seguir serd usado para mostrar a existéncia
de um conjunto gerador finito de S e, como consequéncia, que todo semigrupo numérico

admite um unico conjunto gerador minimal finito.

Definicao 1.17 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. O conjunto
Ap(S,n)={seS :s—n¢S}

é chamado conjunto de Apéry de S em relacdo a n..

A partir da definicdo de conjunto de Apéry, o resultado a seguir caracteriza
seus elementos a partir de representantes das classes de equivaléncia dos elementos do

semigrupo numérico S médulo n.

Lema 1.18 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entdo

Ap(S,n) ={0=w(0),w(1),...,w(n—1)},

onde w(i) é o menor elemento de S que é congruente a i médulo n.
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Prova. Considere w(i) o menor elemento de S que é congruente a i médulo n. Pela

defini¢do, w(i) = i+ g;n para algum g; € Ny e, com isso,
wi)—n=i+gn—n=i+(qg—1)né¢Ss

pois i+ (g; — 1)n também € congruente a i médulo n e € menor do que w(i). Desta forma,
todo o conjunto
{0=w(0),w(1),...,w(n—1)} C Ap(S,n).

Suponha por absurdo que existaw € Ap(S,n)\ {0 =w(0),w(1),...,w(n—1)}. Entdiow =
gn+ipara algum 0 < i < n e a partir de w ndo pertencer a {0 =w(0),w(1),...,w(n—1)},
considere o elemento r =i+ (¢ — 1)n € S. Com isso, w —n = r € S. Portanto, w nao

pertence a Ap(S,n), o que contradiz a suposi¢do de que

w e Ap(S,n) \ {w(0),w(1),...,w(n—1)}.
Logo, Ap(S,n) ={0=w(0),w(1),...,w(n—1)}. O
Observacao 1.19 Sejam S um semigrupo numérico e n € S. Para todo s € S, existe um
tinico par ordenado (k,w) € No x Ap(S,n) tal que

s =kn-+w.
Tal escrita decorre diretamente do fato que dado s € S*, vale que
s=w modn

para algum w € Ap(S,n). Como s > w e pela defini¢do de mddulo, sabe-se que s —w = kn

para algum k € N.

Dado um semigrupo numérico S, qualquer elemento s € S pode ser escrito como
uma soma de um mdltiplo de n com um elemento de Ap(S,n). Assim, S pode ser gerado
pelo conjunto (Ap(S,n)\ {0})U{n} que possui n elementos, de onde conclui-se que

semigrupos numéricos possuem conjuntos geradores finitos.

[©\N

Corolario 1.20 Todo semigrupo numérico possui um conjunto gerador finito, isto é,

finitamente gerado.

Além disso, a partir do Lema 1.16, conclui-se que o conjunto S*\ (S*+ %) é
o menor conjunto gerador de S com relagdo a inclusdo. Por essa razdo, tal conjunto é
chamado de o conjunto gerador minimal de S. A partir do conjunto gerador minimal,

define-se um novo invariante de semigrupos numéricos.
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Definicao 1.21 Seja S um semigrupo numérico. A cardinalidade do conjunto gerador

minimal de S é chamada de dimensdo de S e serd denotada por e(S).

Exemplo 1.22 . Seja S ={0,a,a+ 1,a+2,—} um semigrupo numérico ordindrio.
O conjunto
A={a,a+1,...,a+(a—1)}

é o conjunto gerador minimal de S, ou seja, A = S* \ (S* + S*). A dimensdo de S, é
portanto, e(S) = |A| = a.

2. Os conjuntos A = {4,5}, B ={4,5,9} e C = {0,4,5,10,15} geram o mesmo
Semigrupo nUmerico:

§=1{0,4,5,8,9,10,12,—}.

E possivel comparar os semigrupos numéricos gerados pelos conjuntos A, B e C
acima usando a seguinte lista de comandos no GAP:

gap >a := NumericalSemigroupByGenerators([4,5]);;

gap >AperyList(a);

[0,5,10,15]

gap >b := NumericalSemigroupByGenerators([4,5,9]);;

gap >c := NumericalSemigroupByGenerators([0,4,5,10,15]);;

gap >a=b;b=c;

true

true

gap >MinimalGenerators(b);

[4,8]

gap >EmbeddingDimension(a);

2

Logo, S = (A) e A € o conjunto gerador minimal de S. Portanto, S tem dimensdo
e(S) =2.

Outro importante invariante de um semigrupo numérico trata-se da disjun¢ao
de seus elementos niao nulos em decomponiveis e primitivos. A partir desta defini¢do, é
possivel fornecer uma caracteriza¢do para o conjunto gerador minimal do semigrupo a

partir de seus elementos primitivos.

Definicao 1.23 Seja S um semigrupo numérico. Um elemento s € S* é dito decomponivel
se s €S+ 8% isto é, s =51+ 50 em que s1,s3 € S*. Caso contrdrio, o elemento s ¢é dito
primitivo. Os conjuntos dos elementos decomponiveis de S e dos elementos primitivos de

S serdo denotados respectivamente por D(S) e P(S).
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A partir da defini¢do de D(S) e P(S) em relagdo aos elementos ndo nulos de S,
tem-se que
$* =D(S) UP(S).

Além disso, por defini¢do, o conjunto
P(S) =S"\($"+5%),

e portanto |P(S)| = e(S).
Considere a notacdo de intervalo deste trabalho sempre restrita aos nimeros

inteiros, exceto quando citado o contrario. Isto é:
yl={neZ : x<n<y}, xy={neZ: : x<n<y}

Dado um semigrupo numérico S com nimero de Frobenius F(S), o conjunto
No \ [0,F(S)] C S, isto é todo nimero inteiro maior que F(S) pertence ao semigrupo
numérico S. Desta forma, dois importantes invariantes de semigrupos numéricos estao

relacionados aos elementos de S que pertencem ao intervalo [0, F(S)].

Definicao 1.24 Dado um semigrupo numérico S, o condutor de S é definido como

O conjunto de elementos a esquerda de S é definido como
L(S) :=[0,c(S)—1]NS.

A partir do condutor, todo nimero inteiro pertence a S. Mais ainda, o condutor € o
menor elemento de S com essa propriedade. Os elementos a esquerda de S sdo elementos
do semigrupo numérico intercalados por lacunas. Além disso, como |[0,F(S)]| = c(S),

conclui-se a seguinte relagdo
|L(S)|+g(S) =F(S)+ 1 =c(S). (1-1)

O resultado a seguir estabelece uma cota inferior para o género a partir do

numero de Frobenius (e o condutor).

Lema 1.25 Se S é um semigrupo numérico, entdo

F(S)+1

g8) =2 —
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Prova. Dado s € S, pode-se inferir que o elemento F(S) — s é uma lacuna de S pois, caso
contrario,
F(S) = s+ (F(S) —s) € S.

Assim, tomando qualquer elemento s € S tal que s < F(S) implica que F(S) —s € G(S).

Com isso, tem-se que
{F(S)—s : s€L(S)} C G(S). (1-2)
Por outro lado, veja que
{E(S) —s : s € L(S)}| = [L(S)[. (1-3)
A partir de (1-1), (1-2) e (1-3), segue que
{E(S) —s = s € L)} +IL(S)] = 2IL(S)| < [L(S)| +&(S) = F(S) + 1.

Reescrevendo a relag@o (1-1) em fungdo de g(S) e usando que 2|L(S)| < F(S) + 1, tem-se
que
2g(S) =2F(S)+2—-2|L(S)| > 2F(S)+2—F(S)—1=F(S)+1,

e conclui-se o resultado. O

Sera provado posteriormente que tal cota € atingida pelos semigrupos numéricos

de dimensao 2.

Proposicao 1.26 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entdo:

Prova.

1. O semigrupo numérico S = Ny satisfaz a relacdo. Basta notar que Ap(Np,n) =
{0,...,n—1} en—1—n=—1=F(Np). Considere entdo S # Ny. Desta forma, o

nimero de Frobenius serd dado por
F(S) = max(G(S)).
Pela definicdo de elemento no conjunto de Apéry,

max Ap(S,n) —n ¢ S.
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Dado um niimero x > max Ap(S,n) —n, t€m-se x+n > max Ap(S,n) e x +n nao
pertence a Ap(S,n). Resta provar que x+n € S e assim x+n—n = x € S pela
defini¢do de conjunto de Apéry. Como x+n > max Ap(S,n), pela divisdo euclidiana

de x+n por n, existem 0 <i<nek>0emque
x+n=kn+i>w(i.
Como w(i) = kjn+i para algum k| < k, é possivel reescrever x +n como
x+n=(k—ki)n+w(i

e assim, x +n € § pois é combinacdo nio negativa de elementos de S. Com
isso, x € S. Pela definicdo de nimero de Frobenius, como todo elemento maior
que maxAp(S,n) —n pertence ao semigrupo numérico, conclui-se que F(S) =
max Ap(S,n) —n.

2. No caso em que S = Ng, como Ap(S,n) = {0,...,n— 1}, segue que

1 n—1 1 ("= n—1
- w|— =-(Yi]- =0=g(S).
"(we/%%('S-,n) ) 2 ”(!Z(')> 2

Para S # Ny, dado w(i) € Ap(S,n), tem-se w(i) = kjn+ i, com k; > 0. Para todo
x =kn+icom 0 < k < k;, obtém-se que x & S, pois w(i) = k;jn+i é o menor

elemento de S congruente a i médulo n pelo Lema 1.18. Assim,
{i;n+1i,....,(ki— 1)n+i} C G(S),

isto é, existem k; elementos em G(S) congruentes a i médulo n. Como cada

elemento de G(S) é congruente a algum i = 1,2,--- ,n— 1, segue que

g(S)=ki+k+-+kp

= l(k]n—l—kzn—f—---—|—kn_1n)

- —1
Z (kin+1) inZZ
1"
S L

i=1
—1

( ) n—1
weAp(S 2

:I»—
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Exemplo 1.27 Usando o semigrupo numérico S = (5,18) pode-se verificar as relagées
do Lema 1.25 e da Proposicdo 1.26 através do GAP:

gap >3 := NumericalSemigroupByGenerators([5,18]);

gap >Genus(S) = Conductor(S)/2;

true

gap >Maximum(AperyList(S)) —Multiplicity(S) = FrobeniusNumber(S);

true

gap >Sum(AperyList(S))/Multiplicity(S)— (Multiplicity(S)—1)/2 = Genus(S);

true

A seguir serd introduzido o conceito de profundidade que serd fundamental para

0 proximo capitulo.

Definicdo 1.28 Dado um semigrupo numérico S com condutor c(S) e multiplicidade

m(S), existem q(S),p(S) € Ny tais que
c($) =m($)q(S) —p($),
com p(S) € [0,m(S) — 1]. O inteiro q(S) é chamado de profundidade de S.

Pode-se ver que a profundidade do semigrupo numérico S € dada equivalente-

mente por

Q(s) = [ ;(éﬂ , (1-4)

onde, para x € R, define-se [x| = min{y € Z : y > x}. Assim, por exemplo, tem-se que

q(No) = {ﬂ =0.

A profundidade contribui com a determinacdo de estimativas para invariantes de
semigrupos numéricos e é propriamente majorada pelo género do semigrupo numérico

pela proposicao a seguir.
Proposicao 1.29 Seja S um semigrupo numérico de género positivo. Entdo

1<q(S) < g(9).
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Prova. A partir do Lema 1.25 e do género ser positivo, é vélida a seguinte desigualdade

cujos os termos podem ser divididos pela multiplicidade:

c($)
m(S

_28(5)

~ m(S)

Resta observar que dados a,b € R, é védlido que

1<

~—

[a-b] <[a]-[b].

A desigualdade acima decorre imediatamente das relagdes a < [a]| e [a] =a se a € Z.

Aplicando o teto, que é uma operacdo ndo-decrescente, em cada termo da desigualdade,

<o S | S sy | < | |

Como o género de S é positivo, sabe-se que m(S) > 2. Logo, 0 < ﬁ <1, de onde

segue que

conclui-se que
1<q(S) < 1-g(8).

Exemplo 1.30 /. Dado um semigrupo numérico ordindrio S, sua profundidade é
dada por q(S) = [%-‘ = 1 pois c¢(S) = m(S), atingindo a cota inferior da
desigualdade anterior.

2. Dado g € N, o semigrupo numérico

S, =1{0,2,4,...,2¢,2g+1,—}

é conhecido como semigrupo hipereliptico e tem q(S) = [C(S) W = [%ﬂ = g. Suas
lacunas sdo dadas por

G(S)=1{1,3,...,2¢— 1}.
Assim, g(S) = q(S), atingindo a cota superior da desigualdade anterior.

Pelos exemplos anteriores, conclui-se que a desigualdade dada pela Proposi-
¢do 1.29 apresenta a melhor cota possivel para a profundidade de um semigrupo numérico.
A profundidade serd mais explorada posteriormente ao se determinar uma forma
conveniente de se particionar elementos de um semigrupo numérico a partir deste invari-

ante.
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A seguir, serd definido o conjunto dos elementos pseudo-Frobenius, o qual é uma

extensao natural da defini¢do do nimero de Frobenius.

Definicao 1.31 Seja S um semigrupo numérico. Um elemento x € 7.\ S é chamado de
pseudo-Frobenius se x+s € S para todo s € S*. O conjunto formado por todos os

elementos pseudo-Frobenius serd denotado por
PE(S)={x€Z\S : x+s€S, Vse S}

A cardinalidade de PF(S) é chamada de tipo de S e serd denotada por t(S).

Por defini¢do, pode-se observar que F(S) = maxPF(S). A préxima proposi¢do

depende da seguinte relacdo de ordem parcial definida nos elementos de Z. Dados a,b € Z,
a<gbseb—a€s.
Veja que a partir desta relacao,
PF(S) = Maximal< (Z\ S). (1-5)

Suponha que exista f € PF(S) tal que f ¢ Maximal<,(Z\ S). Entdo existiria
g€Z\Semque g— f=s para algum s € S. Isto é, f+s5 =g &S, o que contradiz a
defini¢do de elementos pseudo-Frobenius. Por outro lado, caso f € Maximal<,(Z\ S)
ndo pertenca a PF(S), entdo existem s € S* e g € G(S)emque f+s=g.Istoé, g— f =
e f <s g, 0 que contradiz f ser maximal na relacdo <g.

Proposicao 1.32 Seja S um semigrupo numérico. Entdo

g(8) <uS)[L(S)]-

Prova. Para cada elemento x € G(S) é possivel encontrar ao menos um elemento f €
PF(S) de modo que f —x € S, pois PF(S) = Maximal</(Z\ S) pela relagdo (1-5). Dado
x € G(S), define-se

fr=min{f €PF(S) : f—x€S},

a funcdo dada por
G(S) — PF(S) x L(S)

x = (fxr fr—X)
estd bem definida pois como f, —x <F(S) —xe F(S) —x € [0,F(S)] NS, logo fy —x € L(S).

Pela injetividade da func¢do, € possivel majorar a cardinalidade do dominio a partir da
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cardinalidade do contradominio, obtendo portanto

g(8) <t(S)[L(S)]-

A desigualdade da Proposicao 1.32 € equivalente a
F(S)+1 < (t(S)+ 1)|L(S)], (1-6)

jaque |L(S)|+g(S) =c(S) =F(S)+1.

Wilf [14] questionou sobre a validade de uma desigualdade semelhante a
anterior utilizando a dimensdo, conhecida hoje como a conjectura de Wilf. A proxima
secdo serd dedicada a explorar tal conjectura e algumas familias de semigrupos numéricos
nas quais € conhecida ser verdadeira.

Antes, porém, € introduzido o invariante a seguir que serd utilizado para compre-

ender a formulagdo original da questdo proposta por Wilf em [14].

Definicao 1.33 Dado um semigrupo numérico S, a densidade das lacunas de S é a razdo

Tal invariante fornece uma no¢do de densidade do conjunto das lacunas no
intervalo [0,F(S)].

1.3 A conjectura de Wilf e algumas familias especiais de

semigrupos numeéricos

Herbert Wilf publicou “A Circle-of-Lights Algorithm for the Money-Changing
Problem” [14] em 1978 onde apresenta algoritimos para calcular o condutor de um
semigrupo numérico e, devido ao longo tempo desse método para problemas com um
maior nimero de geradores, Wilf propds um algoritmo chamado Circulo das Luzes para
determinar o condutor e a partir dele determinou uma cota superior para a condutor em
termos de seu conjunto gerador minimal.

Seguindo a ideia de se determinar cotas superiores para invariantes de semigru-
pos numéricos, ao fim do artigo Wilf propds as seguintes questdes:

a) E verdade que para um semigrupo numérico S com dimensio 7, a fragio % é no
maximo 1 — %? Fixado n, € verdade que o tinico semigrupo numérico de dimensao

n que atinge a igualdade é (n,n+1,...,2n—1)?
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b) Seja f(c) o nimero de semigrupos numéricos cujo condutor € c. Qual a ordem de

magnitude para f(c) quando ¢ — oo ?

Nao € verdade que a igualdade ocorre apenas para semigrupos ordindrios, isto &,
semigrupos numéricos gerados por n,n+1,---,2n— 1. O contra-exemplo serd dado ao se
apresentar semigrupos numéricos com 2 geradores.

A primeira parte da questdo do item a) € sabida ser verdadeira para varias
familias de semigrupos numéricos, porém o caso geral ainda é desconhecida, e por esta

razdo € comumente conhecida como a conjectura de Wilf a seguir:

Conjectura 1.34 (de Wilf) Para um semigrupo numérico S vale a relagdo
e(S)LES) ZF(S)+1 . (1-7)

Neste trabalho a Questao de Wilf serd explorada a partir da seguinte desigualdade

andloga a anterior
LS _ LS 1
F(S)+1 c(S) ~e(S)

A partir dessa desigualdade, € evidente a equivaléncia de (1-7) com % <1- ﬁ

proposta por Wilf, basta ver que:

IL(S) I
s Slas T
(8- ILE)| . 1

5 T ae©

g8 _, 1

c(S) e(S)

Neste trabalho, ambas as formas equivalentes de enunciado da conjectura de Wilf
serdo utilizadas. No restante desta se¢do, a conjetura de Wilf serd mostrada véalida para

algumas familias especiais de semigrupos numéricos.

Semigrupos numéricos ordinarios
O semigrupo numérico ordindrio satisfaz a conjectura de Wilf atingindo igual-

dade na relacdo proposta por Wilf, como afirmado pelo préprio em [14].

Teorema 1.35 Seja S = {0,a,—} um semigrupo numérico ordindrio. Entdo S satisfaz a

conjectura de Wilf com igualdade.
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Prova. O semigrupo numérico S tem conjunto gerador {a,...,2a — 1}, de modo que
c(S)=a,e(S)=aeG(S)={l,...,a— 1}, isto é, a densidade das lacunas é dada por

g(8) _a-1
c(S) a
Por outro lado,
1 1 a-1
l———=1—-= .
e(S) a a
Assim, % =1- e(l—S) e S satisfaz a conjectura de Wilf com igualdade. 0

Semigrupos numéricos com 2 geradores
Os semigrupos numéricos com dois geradores sdo um exemplo cldssico para
o problema de Frobenius ja que ja € conhecido um modo de se calcular o nimero de

Frobenius a partir de seus geradores.

Proposicio 1.36 Sejam a e b inteiros positivos com mdc(a,b) = 1. Entdo:

1. Sem perda de generalidade, considere a < b. Veja que
Ap({a,b),a) ={0,b,2b,...,(a—1)b}.

Basta perceber que nenhum dos a termos possui a mesma congruéncia médulo a,
isto €,
b#£2b#...#(a—1)b moda,
e todos pertencem ao conjunto Ap({(a,b),a) pois ib—a ¢ (a,b) para todo 0 < i <
a— 1. Aplicando a Proposicao 1.26, temos que F({a,b)) = (a—1)b—a=ab—a—b.
2. De maneira andloga, aplicando a Proposi¢do 1.26,

2a 2
(b—1)(a—1)
N 2
ab—a—b—+1
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OJ
Assim, no caso em que um semigrupo numérico S possui 2 geradores, vale
F(S)+1
a(s) = "L (1-8)

que constitui um exemplo em que a igualdade na cota da desigualdade apresentada no

Lema 1.25 € atingida.

Teorema 1.37 Seja S um semigrupo numérico com 2 geradores coprimos quaisquer. O

semigrupo numérico S satisfaz a conjectura de Wilf com igualdade.

F 1
Prova. Sabendo que |L(S)| =F(S)+1—g(S) e g(S) = %, entao
F(S)+1
L(s)| =

e a dimensdo de S € n = 2. Substituindo na expressao (1-7) da conjectura de Wilf, tem-se
que 2|L(S)| =F(S) + 1. O

Assim, semigrupos numéricos com 2 geradores sdo exemplos de semigrupos
que atingem a cota mdxima dada pela conjectura de Wilf contradizendo parte da questio

inicialmente proposta por Wilf.

Exemplo 1.38 O exemplo a seguir ilustra o uso do GAP para verificar as formulas para
género e niimero de Frobenius de um semigrupo numérico com 2 geradores.

gap >s := NumericalSemigroupByGenerators([5,18]);;

gap >FrobeniusNumber(s) =5%18 — 5 — 18;

true

gap >Genus(s) = (5%18—5—18+1)/2;

true

Semigrupos numéricos de dimensao maximal
Semigrupos numéricos de dimensdo maximal sdo exemplos de semigrupos nu-

méricos cuja dimensao atinge a cota maxima da seguinte proposicao.

Proposicao 1.39 Seja S um semigrupo numérico. Entdo

e(S) <m(S).
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Prova. Recorde da Observagdo 1.19 que o conjunto (Ap(S,m(S))\ {0}) U {m(S)} é
um conjunto gerador de S com m(S) elementos. Logo, a dimensao e(S) de S satisfaz a
desigualdade. [

Um semigrupo numérico S tal que e(S) = m(S) é chamado de semigrupo

numérico de dimensiao maximal.

Exemplo 1.40 Seja S = {0,a,—} um semigrupo numérico ordindrio. O semigrupo nu-
mérico S é um semigrupo de dimensdo maximal pois {a,...,2a— 1} é o conjunto gerador
minimal de S e e(S) = a =m(S).

Para provar que semigrupos numéricos de dimensdao maximal satisfazem a
conjectura de Wilf, serd necessario majorar o tipo do semigrupo numérico. Para isso,

€ preciso utilizar a seguinte proposicao.
Proposicao 1.41 Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entdo
PF(S) ={w—n : w € Maximal<,Ap(S,n)}.

Prova. Sejax € PF(S). Como x € Se x+n € S paratodo n € §*, segue que x+n € Ap(S,n).
Para provar que x +n € Maximal<; Ap(S,n), suponha que existe w € Ap(S,n) tal que

x+n <gw e serd mostrado que w = x+n. De x +n <g w tem-se que
w—x—n = s paraalgum s € S.

Em outras palavras,

w—n=x-+s.

Mas x € pseudo-Frobenius e w —n ¢ S, o que implica que s = 0. Assim, x =w—n e

portanto w € maximal em relacdo a ordem <g. Considere agora
w € Maximal<,Ap(S,n).

Por w € Ap(S,n), logo w—n ¢ S. Supondo que w —n ndo é pseudo-Frobenius, entdo
w—n+s ¢S para algum s € S*. Neste caso, w+s € Ap(S,n) e w <gw+s, 0 que

contradiz a maximalidade de w. Logo, w — n € pseudo-Frobenius. UJ

Como consequéncia do resultado anterior,

t(S) =|{w—n : we Maximal<,Ap(S,n)}|.
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Como 0 nunca serd um elemento maximal de Ap(S,m(S)) e |Ap(S,m(S))| =

m(S), conclui-se o seguinte corolario.

Corolario 1.42 Seja S um semigrupo numérico. Entdao
t(S) <m(S)—1.

Para o caso em que S tem dimensao maximal, o resultado do coroldrio atinge sua

cota.

Proposicao 1.43 Seja S um semigrupo numérico de dimensdo maximal. Entdo
t(S)+1=m(S).

Prova. Como o conjunto (Ap(S,m(S))\ {0}) U {m(S)} é um conjunto gerador de S e
| Ap(S,m(S))| =m(S), no caso em que S é um semigrupo numérico de dimensao maximal,
¢ possivel concluir que (Ap(S,m(S))\ {0})U{m(S)} é o conjunto gerador minimal de S.

Em outras palavras,

e(S) = [(Ap(S,m($)) \ {0}) U {m(S)}|.

A Proposicao 1.41 garante que t(S) = [{w —m(S) : w € Maximal<,Ap(S,m(S))}| e
portanto basta provar que todo w € Ap(S,m(S)) \ {0} é maximal com rela¢do a ordem

<s. Para isso, suponha que existam w;, w; € Ap(S,m(S)) ndo nulos e distintos em que
w; <swj,

isto € ,w; —w; = s € §*. Em outras palavras, w; = w; + s seria um elemento decompo-
nivel, o que contradiz o fato de que (Ap(S,m(S)) \ {0}) U{m(S)} é o conjunto gerador
minimal de S. Assim, todo elemento ndo nulo de Ap(S,m(S)) sdo maximais com relagdo

a ordem <g. Assim,

m(S) = e(S) = | Ap(S,m(8))\ {0} U{m($)}| = t($) + 1.

Corolario 1.44 Seja S um semigrupo numérico de dimensdo maximal. Entdo S satisfaz a

conjectura de Wilf.

Prova. Da Equacdo (1-6), tem-se que

F($) +1 < (t(S) + DIL(S)].
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Por outro lado, pela Proposigao 1.43 tem-se que t(S) + 1 = e(S). Assim,
F($)+1 <e(S)|L(S)],

como propde a conjectura de Wilf. 0

Semigrupos numéricos irredutiveis

Dado um semigrupo numérico S, defina
SG(S) = {x € PE(S) : 2x € S}.

Os elementos de SG(S) sdo chamados de lacunas especiais de S.

Note que [SG(S)| > 1 ja que F(S) € SG(S) em qualquer semigrupo numérico S.

Lema 1.45 Seja S um semigrupo numérico e x € G(S). Entdo SU{x} é semigrupo

numérico se, e somente se, x € SG(S).

Prova. (=) Se SU{x} é um semigrupo numérico, segue que s+x € S para todo s € S o
que implica que x € PF(S). Além disso, 2x € S, logo x € SG(S).

(<) Definindo o conjunto 7 = SU {x}, o complemento de 7 em Ny ¢ finito
pois esta contido em G(S). O elemento neutro 0 € 7. Resta provar que o conjunto 7 é
fechado para adi¢@o. Por defini¢do de 7', s6 € necessario mostrar que s +x € S para todo
s € §*. Da hipétese de x € PF(S) decorre que x+ s € S para qualquer s € S*. Além disso,
como 2x € S, logo o conjunto T é fechado para soma, concluindo que 7 é um semigrupo

numérico. O

Definicao 1.46 Um semigrupo numérico S é dito irredutivel se ndo pode ser expresso

como uma intersegdo de outros dois semigrupos numéricos que contém S propriamente.

O teorema a seguir fornece equivaléncias para a no¢ao de irredutibilidade por
meio de propriedades de seus invariantes que pode podem ser verificadas de maneira

mais pratica dentro do estudo de semigrupos numéricos.

Teorema 1.47 Seja S um semigrupo numérico. Entdo sdo equivalentes as seguintes

afirmagoes:

1. S éirredutivel;
2. S é maximal (com respeito a inclusdo) no conjunto dos semigrupos numéricos com

niimero de Frobenius F(S);
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3. |SG(S)| = 1.

7z

Prova. (1. = 2.) Caso T seja um semigrupo numérico com S C T e F(S) = F(T), é

possivel escrever o semigrupo S como a interse¢@o dos seguintes semigrupos numéricos
S=SU{F(S)})NT.

Como S é irredutivel e S # SU{F(S)}, segue que T = S. Assim pode-se deduzir que S é
maximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos com niimero de Frobenius F'(S).
(2. = 3.) Se S é maximal no conjunto dos semigrupos numéricos com nimero
de Frobenius F(S), caso |SG(S)| > 1, entdo existe x € SG(S) com x # F(S) de modo
que SU{x} é um semigrupo numérico com nimero de Frobenius F(S) pelo Lema 1.45.
Entretanto, S C SU {x} contradiz a maximalidade de S. Assim, |SG(S)| = 1.
(3. = 1.) Suponha que |SG(S)| =1 e S ndo € irredutivel , isto é, existem S| e S»

semigrupos numéricos tais que S = §1 NS> com S C S; e § € S». Considere
s =max(S;\S) e s =max(S52\S9).

Veja que s; € SG(S) para i = 1,2, pois s; + s € S para todo s € §* e 2s; € S uma vez
que 2s; > s; e pela maximalidade de s;. De |SG(S)| = 1 conclui-se que 51 = 57 , e logo
s1 € S1 NSy = S, contradizendo 51 € S7\ S. O

Definicao 1.48 Seja S um semigrupo numérico irredutivel. O semigrupo numérico S é
chamado de simétrico quando F (S) é impar. Caso contrdrio, o semigrupo numérico S é

chamado de pseudossimétrico.

A partir da divisdo de semigrupos irredutiveis em simétricos e pseudossimétri-
cos, o numero de Frobenius tornou-se peca chave no estudo de semigrupos numéricos
irredutiveis. Assim, € possivel apresentar uma caracterizagdo equivalente para um semi-

grupo ser irredutivel a partir do nimero de Frobenius com os seguintes teoremas.

Teorema 1.49 Seja S um semigrupo numérico. Entdo sdo equivalentes as seguintes

afirmagoes:

1. S é simétrico;
2. F(S) éimpar e x € Z\ S implica que F(S) —x € S;
F(S)+1
3. g(S)= )T
Prova. (1. = 2.) Como S é simétrico, vale que F(S) é impar. Resta provar que x € Z\ S

implica que F(S) — x € S. Suponha que ndo, entdo existe x € Z\ S em que F(S) —x & S.
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Assim, existe
h=max{y € Z\ S tal que F(S)—y & S}.

Pela maximalidade de /& tem-se que i > F(S) — h, isto é, 2h > F(S). Por outro lado, h+s €

S para todo s € S*, pois, caso contrdrio valeria que 1+ s € G(S) e pela maximalidade de h
F(S)—(h+s)=te€S.

Isto €,
F(S)—h=t+s€S,

o que contradiz a hipétese que F (S) —h & S. Assim, h € SG(S) e SU{h} é um semigrupo
numérico com nimero de Frobenius F (S), contradizendo a hipdtese de que S € irredutivel
pelo Teorema 1.47. Assim, x € Z \ S implica que F(S) —x € S.

(2. =3.) Como x € Z\ S implica que F(S) —x € S, vale a seguinte afirmagdo

G(S)={li < <F(S)=lys5)} = {F(S) — g5y <--- <F(S) =i} CL(S),
de onde se conclui que g(S) < |L(S)|. Da equacdo (1-1), tem-se que
F($)+1=|L(S)|+&(S) = 2¢(S),

0 que implica em

F(S)+1
g(5) > L ;
F(S)+1
Assim, pode-se concluir que g(S) = ( )2+
F(S)+1

(3.=1.) De g(S) =

quantidade de lacunas possivel associado a um semigrupo numérico tendo F(S) como

e o Lema 1.25 conclui-se que S possui a menor

nimero de Frobenius. Isto é, para qualquer semigrupo numérico 7 com nimero Frobe-
nius F(S) e S C T vale que S =T, o que implica em S ser irredutivel pelo Teorema 1.47.

Portanto F(S) é impar, o que conclui que S é simétrico. 0J

Corolario 1.50 Seja S um semigrupo numérico com e(S) = 2. Entdo S é simétrico.

Prova.Segue diretamente do teorema anterior e a relacdo dada em (1-8). O



1.3 A conjectura de Wilf e algumas familias especiais de semigrupos numéricos 39

Teorema 1.51 Seja S um semigrupo numérico. Entdo sdo equivalentes as seguintes

afirmagoes:

1. S é pseudo-simétrico;
2. F(S) éparexcZ\S implica que ou F(S) —x € S ou x =F(S)/2;

3 a(s) = %

Prova. (1. = 2.) Como S é pseudossimétrico, vale que F(S) é par. Resta provar que
x € Z\ S implica que F(S) —x € S ou x = F(S) /2. Suponha que ndo, entdo existe x € Z\ S
comx #F(S)/2e F(S) —x & S. Assim, existe

h=max{y € Z\Stalque F(S)—y & Sey#F(S)/2}.

Pela maximalidade de &, vale que A > F(S) —h. Como h # F(S)/2, segue que h >
F(S) — h, isto é, 2h > F(S). Por outro lado, h+ s € S para todo s € S*. Caso contrdrio,
valeria que 1+ s € G(S) e pela maximalidade de h

F(S)—(h+s)=te€S.

Isto é,
F(S)—h=t+seS

contradizendo a hipdtese que F(S) —h & S. Assim, h € SG(S) e SU{h} é um semigrupo
numérico com nimero de Frobenius F(S), contradizendo que S € irredutivel pelo Teo-
rema 1.47. Logo, x € Z \ S implica que ou F(S) —x € Soux = F(S)/2.

(2.=3.) Como x € Z\ S implica que F(S) —x € S ou x =F(S) /2, vale a seguinte
afirmacao

GS)={L < <F(S)=lys)} = {F(S) = lgsy < - <F(S) =L} \{F(S)/2} C L(S),

de onde segue que g(S) — 1 < |L(S)|. Da equagdo (1-1), tem-se que

Isto €,
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Assim, pode-se concluir que

F(S)+1 F(S)+2
2 2

g(S) e

Como F(S) é par e g(S) é inteiro, conclui-se que g(S) = F(52>+2.

(3.2 1.) De g(§) = L) *+2

quantidade de lacunas possivel associado a um semigrupo numérico tendo F(S) como

e o Lema 1.25, conclui-se que S possui a menor

nimero de Frobenius. Isto €, para qualquer semigrupo numérico 7' com niimero Frobenius
F(S)e S CT vale que S =T, o que implica em S ser irredutivel pelo Teorema 1.47.
Portanto F(S) é par, o que conclui que S é pseudossimétrico.

OJ

Corolario 1.52 Seja S um semigrupo numérico. Entdo S é irredutivel se, e somente se,

8(8) = [%w :

Prova. Observe que

{F(S)qtl-‘_ FOTL e F(S) é impar
2

4 se F(S) é par

em funcdo da definicdo de teto de um nimero real. Com isso, o coroldrio segue direta-

mente dos teoremas anteriores. O

Com os teoremas anteriores, € possivel provar a validade da conjectura de Wilf
para semigrupos numéricos irredutiveis a partir da caracterizacdo do género em funcao

do nimero de Frobenius.

Teorema 1.53 Se S é um semigrupo numérico irredutivel, entdo S satisfaz a conjectura
de Wilf.

Prova. Caso e(S) = 1, o semigrupo numérico irredutivel se reduz a S = Ny, que satisfaz a

conjectura de Wilf. Se S € simétrico e e(S) > 2, entdo

IL(S)| =F(S)+1—g(S)
_2F(S)+2—1-F(S)

N 2

F(S)+1

—
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Logo, substituindo na expressdo da conjectura de Wilf,
e(S)IL(S)| = 2IL(S)] = F(S) + 1.
Se S é pseudossimétrico, entdo
IL(S)| =F(S)+1—g(S)

_2F(S)+2-2—F(S)
B 2

_F(S)
=
Sabendo que todo semigrupo numérico com dois geradores € simétrico pelo Corolé-
rio 1.50, entdo e(S) > 3. Logo, substituindo a relagdo obtida na expressdo da conjectura
de Wilf, tem-se que
F(S)

=F(S)+—— > F($)+1,

ja que F(S) > 2. O]



CAPITULO 2

A conjectura de Wilf para semigrupos

numéricos com profundidade q < 3

Eliahou [5] estudou familias de semigrupos fixando a profundidade. Para isso,
propds uma particao dos elementos do semigrupo pela qual a cardinalidade das parti¢des
facilitaria o uso de estimativas para se provar a conjectura de Wilf. E a partir desta
particdo que o grande objetivo desta secdo, provar a validade da conjectura de Wilf para
semigrupos numéricos com profundidade < 3, serd atingido.

Com a defini¢do de um invariante a partir desta particdo, se recorreu a construgao
de uma 4dlgebra graduada a partir dos elementos primitivos de um semigrupo numérico
com profundidade g = 3 e perfil (p;,0). Utilizando de uma generalizagdo do Teorema de
Macaulay, que pode ser vista em [8], sobre funcdes de Hilbert aplicadas nesta algebra
graduada para determinar cotas superiores para este semigrupo numérico, o resultado
final levou a concluir que todo semigrupo numérico de profundidade g < 3 satisfaz a
Conjectura de Wilf, o que corrobora com a validade da conjectura a partir do resultado de

Zhai em [15]. O contetudo deste capitulo tem como referéncia principal [5].

2.1 Uma particao conveniente no estudo de semigrupos

numéricos

A partir de uma separagdo dos elementos a esquerda do semigrupo numérico feita
de modo a coloca-los convenientemente em intervalos de tamanho igual a multiplicidade,
uma grande variedade de propriedades foi determinada. Nao apenas os elementos do
semigrupo numérico em si, mas também de elementos primitivos, decomponiveis e de

Apéry puderam ser contados, ou estimados, por meio destes subconjuntos.

Definicio 2.1 (Particdo de Eliahou) Dado um semigrupo numérico S, considere p(S) =

q(S)m(S) —c(S). Para cada i € Ny, defina os subconjuntos

Si =S8N [im(S) —p(S), (i+1)m(S) —p(S)[-
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Os subconjuntos acima formam a seguinte particdo do semigrupo numérico S.
S=SyUS| US2U~--USq_1 USqU--~ .

Tal particdo permite, dentre outras propriedades, determinar a cardinalidade dos

elementos a esquerda de um semigrupo numérico S a partir dos respectivos subconjuntos
IL(S) = [So| +[S1]+ -+ +[Sg-1], (2-1)

jdque S; = [c(S),c(S) +m(S)[.

E possivel observar que |So| = 1, pois subconjunto Sy contém apenas o elemento
0. Para isso, basta ver que Sy = SN[—p(S),m(S) — p(S)[ e o tnico elemento de S menor
que a multiplicidade € o 0.

De maneira analoga, os elementos decomponiveis e primitivos de S (veja a

Defini¢ao 1.23) ficam também particionados pela particao de Eliahou. Definindo
D;=S;ND(S) e P, =S8NP(S),

€ possivel descrever todos os elementos decomponiveis e primitivos pela particao de

Eliahou pelo seguinte resultado.

Proposicao 2.2 Seja S um semigrupo numérico. Os elementos decomponiveis e primiti-

vos de S podem ser particionados pela particdo de Eliahou da seguinte forma:

1.
D(S) =Dy U---UDy_1UDyU---.
2.
P(S) =P UP,U---UP,_| UP,.
Prova.

1. Como Sy = {0}, resta provar que D; = 0. Para isso, sé é preciso observar que o
menor elemento de S em S* + S* é 2m. Ainda, 2m € SN[2m —p,3m —p] = S. Ou
seja, S1 N D = 0 e ndo ha elementos decomponiveis em D;.

2. Como Sy = {0}, segue que Py = 0. Além disso, veja que para qualquer s € S; com
i >q+1,existe n € Ntal que s = ¢(S) +m(S) +n. Como c(S) +n € S por definigdo

de condutor, vale que
s=m(S)+ (c(S)+n) e S +S5*

e assim todo s € decomponivel a partir de s € S; com i > g+ 1. Portanto, P; = 0 para
i>q—+1.
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As cardinalidades dos subconjuntos da parti¢do serdo denotadas por
pi=|P| e di=|Di,

e serdo fundamentais nas secdes seguintes ao se definir invariantes essenciais na compro-

va¢do da validade da conjectura de Wilf para determinados semigrupos numéricos.

Definicao 2.3 Dado um semigrupo numérico S com profundidade q, o perfil de S é dado
pela (q—1)—upla (p1,p2,...,pg—1) € N(qfl.

O exemplo a seguir ilustra como € possivel determinar a parti¢do de Eliahou para
elementos primitivos e decomponiveis de um semigrupo numérico, bem como seu perfil

através de uma rotina no GAP com o pacote NumericalSgps.

Exemplo 2.4 Considere o semigrupo numérico
s ={0,14,22,23,28,36,37,42,44,45,46,50,51,56,—},

em que q(S) = (%W =4.

gap >s := NumericalSemigroupByGenerators([14,22,23,57,61,62,63]);;
gap >S :=EliahouSlicesOfNumericalSemigroup(s);
[[14,22,23],[28,36,37],[42,44,45,46,50,51]]

gap >P :=MinimalGenerators(s);;

gap >S54 := [Conductor(s)..Conductor(s) +Multiplicity(s)—1];;
gap >IntersectionSet(P,S[1]); IntersectionSet(P,S[2]);
IntersectionSet(P,S[3]); IntersectionSet(P,S4);

14,22, 23]

[]

[]

[67,61,62,63]

gap >Difference(S[2],P);Difference(S[3]|,P);Difference(S4,P);
[28,36,37]

[42,44,45,46,50,51]

[56,58,59,60,64,65,66,67,68,69]

gap >Profile0fNumericalSemigroup(s);

[3,0,0]

Assim, é possivel particionar os elementos primitivos por

P={14,22,23} U0U0OU{57,61,62,63}.
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De maneira andloga, se particiona os elementos decomponiveis por
D = {28,36,37}U{42,44,45,46,50,51} U{58,59,60,64,65,66,67,68,69} U--- .
Por fim, o perfil de S é dado pela tripla ordenada (3,0,0).

Utilizando a particdo de Eliahou também € possivel estudar o conjunto de
Apéry de um semigrupo numérico S em relagdo a m(S). Aqui serd utilizado a notagdo

Ap(S,m(S)) = X. Considere os subconjuntos
X;i=S5;NX,

que satisfazem o seguinte resultado.

Proposicao 2.5 Seja S um semigrupo numérico. Os elementos do conjunto de Apéry X

podem ser particionados por
X=XUX U--- UXq,1 UXq.

Prova. Veja que para qualquer s € S; com i > g+ 1, vale que s > ¢(S) + m(S), portanto,
que

s—m(S) >c(S).
Logo, s —m(S) € S e assim s € X por defini¢do de elemento de Apéry de S, de onde se

conclui a proposicao. U

Com a parti¢cdo dos elementos de X apresentada, pode-se definir a partir das

cardinalidades dos subconjuntos X; os seguintes coeficientes:
‘Xi’7 i < q— 1

Tais coeficientes serdo de suma importancia a principal demonstracdo deste

capitulo por meio das férmulas fornecidas pelo seguinte.

Proposicao 2.6 Seja S um semigrupo numérico. Entdo

q—1
L|L(S)] = ) (g — D)ot
i=0
q
2. d,=Y a
i=0

Prova.



2.1 Uma parti¢cdo conveniente no estudo de semigrupos numéricos 46

1. Como € possivel calcular a cardinalidade dos elementos a esquerda de S por
IL(S)| = [Sol + [Si[+ -+ +[Sg-1],

resta encontrar uma relacdo entre a cardinalidade dos subconjuntos das parti¢des de

Se X. Observe que para 1 <i<g—1, vale que
S; = (m(S)—i—S,-,l)UXi

jd que para todo s € S;, ou s € X e portanto s —m(S) € S, ou s —m(S) € S;_1. Assim
|Si| = |Si—1| + o, para 1 <i < g — 1, e portanto,

|S()| =0y

IS1| = o+ o,

1S2| = o+ oy + 0,

‘Sq,1| =0p+0 +0+ -+ 0y—1.

Somando as i parcelas de o, ; das expressdes anteriores, conclui-se que

q—1
IL(S)| =} (q—Da.

i=0

2. Pela Lema 1.18, tem-se que |X| = m(S). Por outro lado, por defini¢des dos coefici-

entes o;, vale que
q—1
1X| = Z o; + (0lg + pg),
i=0

ja que |X,| = o, + p, pois todo elemento primitivo de S pertence a X. Como

Sq = [c(S),c(S) +m(S)[, sabe-se que |S,| = m(S). Além disso, |S,| = py +d,.
Reunindo essas informagdes, tem-se que
g—1
Pgtdg= Z ; + (0lg + pg)-
i=0
Subtraindo p, da igualdade, conclui-se a afirmac@o da proposicéo.
O

As definicdes a seguir permitem determinar a validade da conjectura de Wilf por
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meio dos invariantes.

Definicao 2.7 Dado um semigrupo numérico S, o niimero
W(S) = e(S)IL(S)| —c(S)
é chamado de niimero de Wilf de S.

Veja que se W(S) > 0, entdo

ZOE

c(8) ~e(S)’

e consequentemente estd provada a conjectura de Wilf. Logo, uma forma de mostrar a

validade da conjectura de Wilf para um semigrupo numérico € provar que seu nimero de
Wilf é ndo negativo.

A seguir serd considerado um invariante chave que, com propriedade semelhante
ao numero de Wilf, permite concluir a validade da conjectura de Wilf para um semigrupo

numérico.

Definicao 2.8 Dado um semigrupo numérico S, o niimero
Wo(S) = [P(S) NL(S)|IL(S)| —q(S)dy +p(S)

é chamado numero de Eliahou de S.

A partir dos invariantes que compdem a expressdo do nimero de Wilf e do

nimero de Eliahou, uma importante relacdo pode ser determinada entre estes. Veja:

Wo(S) + p(IL(S)] = q(S)) = [P(S) NL(S)IL(S)| — a(S)dg + p(S) + p4(IL(S)| —4(S))
= (IP(S) NL(S)[+ pg) [LAS) = (Pg +dg) () +p(S) (2-2)

A expressdo anterior serd estudada por partes. Primeiramente, sabendo que
IP(S)| = e(S) e PLU---UP,—1 C L(S), é possivel determinar o total de elementos
primitivos por |P(S) NL(S)| 4+ pg = |P(S)|. Assim, em relagdo ao primeiro termo da

expressao, vale que
(IP(S) NL(S)| + pg)IL(S)| = e(S)IL(S)]- (2-3)

Por outro lado, é possivel concluir que p, +d,; = m(S), pois S; = [c(S),c(S) +

m(S)[. Assim, os demais termos da expressao implicam em

—(Pg+dg)a(S) +p(S) = —m($)q(S) +p($) = —c(S). (2-4)



2.2 Semigrupos numéricos com profundidade 1 ou 2 48

Aplicando (2-3) e (2-4) em (2-2), chegamos a expressao
Wo(S) + py(IL(S)[ —q(S)) = e(S)|L(S)| —c(S) = W(S). (2-5)

Tal expressdo relaciona o nimero de Wilf com o nimero de Eliahou como visto a seguir.

Proposicao 2.9 Seja S um semigrupo numérico. Entdo
W(S) > Wy(S).
Prova. Da equacio (2-5), vale que

W(S) = Wo(S) + p4(IL(S)[ — 4(5)),

para que W(S) > Wy(S), basta provar que |L(S)| > ¢(S). Como os elementos de S

satisfazem
entdo |L(S)| > ¢(S). Consequentemente,

Pq(|L(S)| —¢q(S)) > 0 e portanto W (S) > Wy(S).

O

Assim, provar que nimero de Eliahou de um semigrupo numérico € ndo negativo

também garante a validade da conjectura de Wilf para o semigrupo numérico.

2.2 Semigrupos numéricos com profundidade 1 ou 2

A partir da defini¢do dos nimeros de Wilf e Eliahou, uma continuidade natural
para o estudo € a de analisar semigrupos numéricos a partir de um invariante, neste caso,

a partir da profundidade.

Proposicio 2.10 Seja S um semigrupo numérico com profundidade q(S) = 1. Entdo a

conjectura de Wilf é vdlida para S.

Prova. Sabendo que q(S) = 1, vale que

c($) =m(S) —p(S).
Como, para semigrupos numéricos em geral, pode-se afirmar que

c(8) = m(S),
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se deduz que ¢(S) = m(S). Assim S = {0,m(S), —}, concluindo que S é um semigrupo

numérico ordindrio, que satisfaz a conjectura de Wilf. 0

Os semigrupos numéricos de profundidade q(S) = 1 sdo, portanto, semigrupos
ordindrios. Por outro lado, sabe-se que m(S) = c¢(S) quando S ¢ ordinario, e logo, q(S) = 1.
Deste resultado decorre imediatamente o seguinte corolario concluindo a caracteriza¢io

de semigrupos numéricos de profundidade ¢ = 1.

Corolario 2.11 Um semigrupo numérico S é ordindrio se, somente se, tem profundidade
q(8) =1.

A seguir serd provado que semigrupos numéricos com profundidade 2 também
satisfazem a conjectura de Wilf a partir da ideia de majorar o valor do niimero de Eliahou

do semigrupo numérico.

Proposicao 2.12 Seja S semigrupo numérico com profundidade q(S) = 2. Entdo a con-

Jectura de Wilf é vdlida para S.

Prova. Pela relacao (2-1),
IL(S)|=p1+1.

Considere p(S) = p. Por defini¢do de nimero de Eliahou,
Wo(S) —p = [P(S) N L(S)[IL(S) = 2d2 = p1(p1 +1) = 2d>.

O préximo passo é majorar d, ao notar que D, C (P + Py). Assim, o total de todas as
possiveis combinacdes de 2 elementos dentre p; elementos € o maximo que d» pode

atingir. Sabendo disso, vale a desigualdade

&< (P = ppi=l) pilpi 1)
2 2 2
Logo, pi1(p1+1)—2d, > 0. Por fim,
WO(S)—p20:>W0(S)2p20

e vale a conjectura de Wilf para S. 0J

Aqui é importante ressaltar como a sutileza da defini¢do do niimero de Eliahou
simplificou as demonstragdo deste caso. Uma demonstragdo anterior mais complexa é

dada em [9] para o caso de um semigrupo numérico S em que c(S) < 2m(S).
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E possivel determinar uma infinidade de semigrupos numéricos com profundi-
dade g = 2. Veja que para qualquer valor par ¢ > 4, existe um semigrupo numérico S de

modo que q(S) =2ec(S) =c.

Exemplo 2.13 Dado n € N\ {1}, o semigrupo numérico
S=(n2n+1,2n+2,...,3n—1)

possui multiplicidade m(S) = n e condutor c¢(S) = 2n. Isto é, a profundidade de S é dada
por q(S) = 2. Para o caso de n = 10, o semigrupo numérico deste exemplo seria dado
por:

gap >s := NumericalSemigroupByGenerators([10,21,22 23,24, 25 26,27,28,29|);;
gap >q:= Ceil(Float(Conductor(s)/Multiplicity(s)));

2

O caso de semigrupos numéricos S com profundidade q(S) = 3 serd tratado nas

proximas se¢des apds mais ferramentas para o estudo serem apresentadas.

2.3 Algebras graduadas e o Teorema de Macaulay

O objetivo desta sec¢do, além de determinar uma versdo conveniente para o
Teorema de Macaulay que serd usada na andlise na conjectura de Wilf para semigrupos
numéricos de profundidade g = 3, é de introduzir conceitos basicos referentes a dlgebras
graduadas que serdo utilizados neste trabalho.

O primeiro passo € entender a estrutura algébrica de édlgebras graduadas e o

conceito de funcdo de Hilbert associado a elas.

Definicao 2.14 Uma dlgebra graduada é uma dlgebra comutativa R sobre um corpo K

munida de uma decomposicdo de espagos vetoriais

R=EPR;,
i>0
em que Ry =K, RiRj CR;jparatodoi,j>0 e queR éumaK-dlgebra finitamente ge-
rada por elementos de Ry. Os elementos x € R; sGo chamados de elementos homogéneos

de grau i.

Tais algebras graduadas sdo conhecidas por dlgebras graduadas padrdo. Aqui,
por simplicidade, serd usada apenas a terminologia dlgebra graduada.
A seguir, serd provado um lema que caracteriza a dlgebra graduada dada pelo

quociente de uma algebra e um ideal como feito em [13]. Para isso, um ideal / de uma
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dlgebra graduada R = ;> R; € dito um ideal graduado se

I=L e L=INR;:.

i>0

Lema 2.15 Seja R = @;>oR; uma dlgebra graduada e I um ideal de R. Valem as

seguintes afirmagoes:

1. Oideal I é graduado se, somente se, é gerado por elementos homogéneos.
2. Se I é um ideal graduado, entdo R/I = @;~o(R/I); é uma dlgebra graduada com
(R/I); = (R;+1)/I. Mais ainda, R/I ~ @;>o(R;/(INR;)).

Prova. Veja [13], na Proposicdo B-5.15. 0J

A funcdo de Hilbert definida a seguir representa um invariante fundamental para
o estudo de dlgebras graduadas e igualmente representa um grande desafio de ser estimada

a partir de determinadas condi¢des.

Definicdo 2.16 A funcdo de Hilbert de uma dlgebra graduada R = ®;>0R; define para

cada i a dimensdo de R; como um K-espago vetorial, isto é,
i— h; =dimgR;.

O uso de algebras graduadas para se estimar cardinalidades dentro de semigrupos
numéricos estd intrinsecamente atrelado a estimativas das dimensdes dadas pela funcdo de
Hilbert. Para encontrar tais estimativas, serdo determinadas cotas para a funcdo de Hilbert
a partir do estudo de bindmios generalizados.

Dados i € N e x € R, considere o bindmio generalizado de x e i por

(x) xx—1)-(x—i+1)

i i!

Fixado i € N, a fun¢do x — (’f) ¢ uma fun¢do polinomial cuja maior raiz tem valor i — 1.

Além disso, dados y,z € Rcomy > z>i— 1, segue que
y—j>z—J, paratodo j € [1,i—1],

de onde se conclui que (f) > (f) , 1sto €, é uma funcao crescente. Tal fungdo também tem
a propriedade de ser continua e consequentemente bijetiva do intervalo real [i — 1,00[ a0
intervalo [0, co[.

A partir do bindmio generalizado, € possivel representar um nimero inteiro como

uma soma de bindmios a partir da chamada representacdo de Macaulay. Para provar
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o resultado que garante a existéncia e unicidade de tal representacdo, serd utilizada a
conhecida Relacdo de Stifel:

Lema 2.17 (Relacao de Stifel) Dadosi € Nex € R com 1 <i<x, vale a relacdo
) =1. + . .
i i—1 i

Prova. Pela defini¢do do bindmio generalizado, tem-se que

(f:ll) + (le) = (= 1) (x=2) - (r— (= 1)) <ﬁ+?)

= (D=2 1) (45

i! i!

= - Dx=2) (- - 1) ()

()

Lema 2.18 Seja i um inteiro positivo. Qualquer a € N pode ser escrito unicamente na

=1 (%)

coma; > a;_1 > -+ >aj > 0 inteiros.

forma

Prova. Seré prova por inducdo sobre i, isto €, a quantidade de bindmios. Para i = 1, vale
de forma natural a = (Cl‘), logo, a = a;. Suponha que a existéncia da representagdo seja

valida para o inteiro i — 1. Defina

k
ai:max{kEN : () ga}.
i

(‘;"), definaa; = j—1paral < j<i. Assim, (a]f) = (j;l) =0.Sea > (‘;"), entdo

Sea=
a; ., . ~ . .

a— ( _l) > (. Por hipétese de indugao, existem a;—1 > --- > a; > 0 tais que
i

(-5 ()-+-5())
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Agora € preciso provar que a; > a;—1. Suponha por absurdo que @;—1 > a;. Logo, vale que

()= (2= (1) - ()

pela Relacdo de Stifel. Pela defini¢do de a;, sabe-se que (ai fl) > a, € assim

()= (7))o (D=5 ()= ()

que € uma contradi¢do. Dai, conclui-se que a; > a;_1.
Resta agora provar a unicidade dos coeficientes a;’s. Para isso, basta provar

que se a = 9:1 (bjf), entdo b; = max {k eN: (]:) < a}. A prova desta afirmacdo sera

dada indutivamente sobre a. Para a — 1, de fato, tem-se 1 = (i) +Zj-;ll (j ;l) com

[ = max {k eN: (ll‘) < 1}. Agora sejaa =Y (bjf) > 1 e suponha por absurdo que b;

Jj=1
ndo satisfaz a relacdo de maximalidade proposta, isto €, (b ";Ll)

()07 ()-(%)

pela relacao de Stifel. Por outro lado, b; > b;_1 implica em

(5)-(65)

i—1
. bj
J4 pela hipotese de inducdo, sabe-se que a — (lz.’) = Z ( / ) implica em
=1 \J

k b;
bi_lzmax{kEN: < )Sa—(f)}.
i—1 i
Entretanto, a relacdo
b\ _ b\ (b
i—1 i—1)— i

contradiz a hipétese de inducdo. A contradi¢do partiu da afirmagdo que b; ndo satisfaz

< a. Em outras palavras,

a relacdo de maximalidade sobre i. Logo, vale que b; = max {k eN : (Il‘) < a}, 0 que

resulta na unicidade dos coeficientes a@; > a;—1 > --- > a; > 0 da representacao. O

Definicao 2.19 Dados a > i > 1 inteiros positivos, a i-ésima representacdo de Macaulay

=1 (%)

de a é dada por
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onde a existéncia e unicidade dos inteiros a; > a;—1 > --- > ay > 0 sdo garantidos pelo

resultado anterior.

A partir da i-ésima representacdo de Macaulay de a, € possivel definir o nimero
i
(i) o a j + 1) 2.6
a' = . -

Exemplo 2.20 A 5-ésima representacdo de 11 é dada por

10+ 0)

Basta ver que (g) =6, (Z) =5e (%) = G) = ((1)) = 0. Jd o mimero 11%) ¢ dado por

=2 C) ) ()-ren

A partir dos conceitos definidos anteriormente, pode-se enunciar o resultado

chave para o desenvolvimento das proximas se¢des, conhecido por Teorema de Macaulay.
Teorema 2.21 (Macaulay) Considere uma dlgebra graduada R = €~ R; sobre o corpo
K com funcdo de Hilbert h; = dimgR; e i um inteiro positivo, entdo

hiv1 < h,@-

Prova. A demonstracdo deste resultado foge ao escopo deste trabalho. Ela pode ser

encontrada no Teorema 6.3.8, pagina 108 da referéncia [8]. 0

Tendo apresentado a versdo acima do Teorema de Macaulay, uma versao mais
conveniente para este trabalho decorre do seguinte teorema que determina uma cota
superior para o nimero al. Sua demonstrag@o envolve o uso de um resultado que decorre
de relagdes sobre os bindmios generalizados. Por simplicidade e clareza da exposi¢ao, tais

ferramentas serdo tratadas e apresentadas no Apéndice A.

Teorema 2.22 Sejam a > 0,i > 1 inteiros e x > i — 1 o uinico niimero real tal que a = (f)

o < (’f“).
—\i+1

Prova. A demonstracgao serd feita por indugado sobre i. Parai =1 e a = x, a 1-representacdo

Entdo

de Macaulay de a é a = (‘1’) Dai,

<1> (a—i—l) (X+1>
a = = .
i+1 i+1
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Assuma i > 2 e suponha que o teorema vale para qualquer representagdo de Macaulay de

indice menor que i. Defina b = Z’j_:l] (a]f ) Desta forma, € possivel escrever a como

a—= (a,i)—i—b e a<i>:b<i1>+(6{i+l>.
I i+1

Por hipétese de indugdo, existe um tnico y > i — 2 tal que

() )
i—1 i

Logo, a') < (le.rl) + (‘i’j:ll) Resta provar que (yJi“l) + (?:11) < (’:11) para concluir o

teorema. Para isso, veja que por definicdo de x e y, é possivel escrever a como

o= () -(9)+(2)

No Apéndice A ha uma série de relagdes envolvendo binomiais que culminam na Propo-

sicdo A.3 que garante que, nas condi¢des dadas, vale

G207 () 2o
i+1) — i i+1) —

concluindo o teorema. O

Corolario 2.23 Sejam R = @~ R; uma dlgebra graduada sobre o corpo K com fungdo
de Hilbert h; = dimgR;, r e x inteiros tais que x > r—1 e h, = (’;) Entdo

x+1
hey < )
o< (m)
(r)

Prova.De fato, o Teorema de Macaulay determina que 4,41 < h;’ €, no teorema 2.22,
h, = (%) implica que R < (fii) O
Na préxima sec@o serd construida uma dlgebra graduada na qual a dimensdo de suas
graduacdes permitird determinar cotas superiores para a cardinalidade de certos conjuntos
formados por elementos de Apéry de um semigrupo numérico. A cota para essa dimensao
serd dada por meio da versdo conveniente do teorema de Macaulay determinada no

corolario anterior.
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2.4 Uma algebra graduada na contagem de elementos de
Apéry

Seja S um semigrupo numérico de profundidade q(S) = 3 e perfil (p1,0). Por
abuso de nota¢do, a multiplicidade serd dada por m. Considere o subconjunto primitivo
da parti¢do de Eliahou Py = {m = a; < ay < --- < ax} = {m} UX) e defina a dlgebra

graduada
R=K[t"u,...,t%u], 2-7)

em que K é um corpo e t e u s@o varidveis comutativas sobre K com grau 0 e 1

respectivamente. A dlgebra R é uma subélgebra da dlgebra polinomial de K[r,u] e

R = @;>oRi em que Ry = K e R; € o espago vetorial sobre K com base {t“'u,...,t%u}.
A partir da particdo P, a notacdo iP; representa 0 conjunto

i—vezes

) PN,
iPpb=P+---+P.

Os lemas a seguir apresentam resultados necessarios para se majorar cardinalida-
des de conjuntos referentes ao calculo do nimero de Eliahou de um semigrupo numérico
de profundidade 3.

Lema 2.24 Sejam S um semigrupo numérico de profundidade q(S) = 3 e perfil (p1,0) e
R =K[t“u,... ,t%u| a dlgebra graduada definida em (2-7). Entdo

1. As dimensées das componentes de R sdo dadas por
dim(R;) = |iPy|;
2. Vale a relagdo
2PINX, =2X1NXy e 3PINX3z=3X1NX3;

3. Vale a relagdo
P+ (2P1 \Xz) C 3P \X3.

Prova.
i—vezes

——
1. De fato, sabendo que R; = R{R; - - - Ry, € possivel definir o conjunto

A= {td Lty C Ry,
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em que di,...,dn, € iPy e |iP;| = n;. O conjunto A; é formado por monémios da
varidvel t com n poténcias distintas. L.ogo, € um conjunto linearmente independente.
Assim,

dim(R,-) > ’iply.

Por outro lado,
dim(R;) < dim(R;) x dim(Ry) X --- x dim(R) = idim(R;) = i|Py].

Conclui-se entdo que dim(R;) = |iP}| e A; é uma base para R;.
2. Sabendo que P; = {m} UXj, os elementos de 2P; podem ser dados pelas somas de

elementos com m e sem m, isto €,
2Py = (m+ P)U2X;.
Por definicdo de elementos de Apéry, (m+S)NX = 0. Logo,
2PINXy =2X1 N Xs.
Analogamente, como P, = 0 devido o perfil (p;,0), segue que
3P, = (m+2P)U(2m+ P) U3X;.

Logo
3P NX3 =3X1 NXj.

3. Observe que Py + (2P \ X») C 3P ¢ imediato. Resta provar que
(P] + (2P1 \Xz)) NX;=0.
Determinando os valores extremos para 2P, sdo validas as seguintes inclusoes

2P\ X2 C (S2US3)\ X2
C (SZ\Xz) USs3
C (m+S)USs.

Calculando os possiveis elementos de P; + (2P; \ X2) que estariam em X3,

N

(P1+(2P1\X2)) N X3 C (P + (m+S)) N X3) U((P1 +53) N X3)
=0 =0
=0.
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O primeiro conjunto vazio decorre de Py + (m+S) C m+S. O segundo decorre das

particoes de Eliahou
P+ 83 CS4USs = X3N(S4USs) =0.

Assim,
P+ (2P1 \Xz) C 3P \X3.

O

Com isso, € possivel provar o seguinte lema a respeito da cardinalidades de certos

subconjuntos da parti¢do de Eliahou do conjunto de Apéry.

Lema 2.25 Seja S um semigrupo numérico de profundidade q(S) = 3 e perfil (p1,0). Seja

X
|2X1 ﬂX2| = (2) .

1
13X1NX3| < (X—;— >

Prova. A partir da defini¢ao da dlgebra graduada R em (2-7), considere a dlgebra quociente

xeRtalquex>1e

Entdo

R = R/J em que o ideal J é dado por
J={Pu? 14’ : be 2P\ X, c €3P\ X3}).

Sendo J gerado por elementos homogéneos, R’ € uma algebra graduada pelo Lema 2.15.

R =PR;.

i>0

Considere

Provando que dimR), = |2X; NX>| e dimR} = |3X; N X3/, pode-se concluir o lema a partir
do Corolario 2.23. O objetivo desta demonstracdo € entdo determinar as dimensdes das

componentes R}, e R;. Recorde que
A= {1ty C Ry,

em que di,...,d,, € iP e |iPi| = n;, ¢ uma base para R;. Assim, é possivel contar os
elementos de uma base para R} a partir dos elementos de A, que ndo pertencem a J.
Assim,

dimR, = [{t°u?® : b€ 2P NXy}| = 2P NX,).

Pelo Lema 2.24, vale que
|2P1 ﬂX2| = |2X1 ﬂX2|.
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De maneira andloga, para a dimensdo de R} serd dada uma expressdo semelhante.
Inicialmente, é preciso verificar que os polindmios de {t’u> : b € 2P, \ X} nido
“diminuem” a quantidade de elementos de A3 ao se contar os elementos para a base de
R. E claro que polindmios na forma r’u? ndo possuem grau correspondente a elementos
de R3, mas como R3 = R R», € possivel que algum elemento da base de R3 seja escrito da
forma

Pu? -ty talque a€ P, e be2P,.

Dai,
dimR} = |[{ru’ : c € 3P NX3}\ {t"T® : be 2P\ Xy, ac P}

Agora, como b € 2P; \ X, segue que b+a € 3P; \ X3, ja que pelo Lema 2.24,
a+be P+ 2P\ X)) C3P\ Xs.
Em outras palavras, que vale que
{t°% : ce3PNX3}\{"T 3 - be2P \Xo, ac P} ={t® : ce3PNX;).

Assim, ndo hd mais elementos da base para R, a se retirar, tem-se portanto que
dimR} = [3P; N X3|. Conclui-se do Lema 2.24 que dimR} = [3X; N X3| e a desigual-

dade enunciada segue pelo Corolério 2.23. 0J

2.5 Semigrupos numéricos com profundidade 3

O primeiro passo para se estudar a validade da conjectura de Wilf em semigrupos
numéricos com profundidade q(S) = 3 é determinar uma implica¢do a partir da qual se
prove ter o nimero de Eliahou ndo negativo utilizando um semigrupo numérico com perfil

mais simples.

Proposicio 2.26 Seja S um semigrupo numérico com profundidade q(S) = 3 e perfil
(p1,p2). Defina S" = (P U[c(S),c(S) +m(S)]). O conjunto S" é um semigrupo numérico
com perfil (p1,0), multiplicidade m(S) e condutor c(S).

Prova. Veja que S’ é um semigrupo numérico pois Py U [¢(S),c(S) +m(S)[ é um conjunto
de elementos coprimos ja que contém elementos consecutivos. A multiplicidade de S’ é a
mesma de S devido a que o menor elemento gerador de ambos ser m(S). Ja o condutor de
S" € c(S). Tal afirmagéo decorre de S’ C S implicar que G(S) C G(S'). Isto é, F(S) ¢ S’ e
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c(S) € §'. Resta provar que
s>c(S)+m(S)=ses.
Veja que s — ¢(S) =i mod m(S) para algum 0 <i < m(S)— 1. Isto é,
s—c(S)=km(S)+i paraalgum k€ N.

Sabe-se que ¢(S) +i € S’ pois ¢(S) +i € [c(S),c(S) +m(S)[, ja que 0 < i <m(S)— 1. Por
outro lado, km(S) € §'. Assim, é possivel concluir que s = (¢(S) +i) +km(S) € S' e ¢(S) é
o condutor de §’. Tendo mesmo condutor e multiplicidade, S’ e S possuem mesma parti¢io
de Eliahou e de imediato percebe-se que Py (S’) = Py (S). Por fim, é preciso que P»(S') =0
para que o perfil de S’ seja (pi,0). Por definic@o,

Py(S) =S,NP(S") C SHN (P U[c(S),c(S) +m(S)]).

Por outro lado, o conjunto gerador de §’ satisfaz P; C S; € [¢(S),c(S) +m(S)[C S3. Como

o conjunto gerador contém P(S’), vale que P(S’) NS> = 0 e conclui-se o resultado. O

Proposicio 2.27 Seja S um semigrupo numérico com profundidade q(S) = 3 e perfil
(p1,p2)- Defina o semigrupo numérico S' = (Py U [c(S),c(S) +m(S)[) e considere as
notacdes p(S) = p(S') = p e D3(S) = Ds. Entdo

Wo(S) > Wo(S') —p.
Prova. Para provar que Wy(S) > Wy(S) — p, veja que por definig¢do
Wo(S) = [P(S) NL(S)||L(S)| —3d3+p

e serd preciso majorar dz. Como os elementos de D3 sdo os elementos de D3(S’) e os

decomponiveis na forma P, 4+ S*, seus elementos sdo dados por
Ds = D3(S/) U((P+P)NS3)U(2P,NS3),

segue que
dy <ds(S') +|(P1+P) NS3|+ (2PN S3)|

< ds(S')+ pip2+min(p, p2(p2 +1)/2).
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A cotas aplicadas decorrem de duas relagdes
|PL[P2] = [P+ P

2P,NS3 C [4m—2p,6m —2p[N[3m —p,4m —p| = [4m —2p,4m —p|,

de modo que |2P, N S3| < p. Por outro lado, 2P, tem no méximo o total de combinagdes
de 2 elementos escolhidos dentre P, isto &, 2P| < p2(p2 —1)/2 < pa(p2+1)/2. Além

disso, a seguinte desigualdade pode ser provada

p—3min(p, p2(p2+1)/2) = —p2(p2+1)
supondo cada caso possivel para minimo, veja:
p<p2p2+1)/2implicaemp—3p=—-2p > —par(p2+1);

p > pa(p2+1)/2implicaem p— pa(p2+1)/2—p2(p2+1) > 0—pa(p2+1).

Assim, substituindo as estimativas encontradas na expressao para o cdlculo do nimero de

Eliahou, tem-se que
Wo(S) > |P(S) NL(S)||L(S)| —3d3(S") = 3p1p2 — p2(p2+1). (2-8)
Pela Proposi¢@o 2.6, vale que |PNL| = p;+ p2 e |L| = 1+ p; + p2 +d>. Logo,

|P(S) NL(S)||L(S)| —3d53(S") =(p1 + p2) (1 + p1 + p2 +dr) — 3d3(S")
=p5+pa(1+2p1 +do) +|L'NP||L'| - 3d5(S')
=p5+ p2(1+2p1 +da) + Wo(S') — p.

Substituindo na expressao (2-8), tem-se que
Wo(S) > pa(da — p1) +Wo(S') — p.
Como m+ Py C Dy, conclui-se que dy > p; e, portanto, que
Wo(S) > Wo(S') —p.

OJ

Logo, para verificar que um semigrupo numérico S com profundidade q(S) = 3

e perfil (py, p2) satisfaz a conjectura de Wilf basta verificar que Wy (S') > p.
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Proposicao 2.28 Seja S um semigrupo numérico com q(S) =3, p(S) = p e perfil (k,0).
Entdo
Wo(S) > p.

Prova. Por hipétese, P, = 0, P(S)NL(S) = P, = {m} UX; com X| = {ay,a3,...,a;} e
m < ap. Para calcular Wy (S), serd preciso majorar d3. Pela Observacdo 1.19, todo elemento
de D3 pode ser representado com a soma de um elemento de Apéry do conjunto X e um

miltiplo de m(S), ou seja,
D; = {3m} U (2m+X1) U (m+X2) U (X3 \P)

Definindo as cardinalidades em termos dos indices o, como feito uma linha acima da

Proposicéo 2.6, tem-se que |Xz| = o e | X3\ P| = 03. Logo, vale
dy=k+oy+az e |[L(S)|=3+2(k—1)+0p =2k+1+ap.
Dai, tem-se
Wo(S) —p = [L(S) N P(S)[IL(S)| — q(S)dq(S)
=k(2k+1+ay) —3(k+ 0y +a3)
k

:4(2) + ko —3(ap + 03).

Para estimar (0, + ai3), veja que P, = 0 implica que X C D», isto é, X, C 2X). Por outro

lado, como os dnicos primitivos de S estdo em P; = X; UP, vale que X3 \ P C 2X; U3X],
pois 2X, C 4X; C S4. Assim,

X
Oy = |X2| = |2X1 ﬂX2| = (2)

o3 = |X3\ P| = |2X1 N X3| + |3X1 N X3].

Veja que a3 foi estimado a partir do fato que P, = 0 por definicdo do perfil de S e
Di(S) = 0, de modo que os decomponiveis em X3 sdo dados por X; + Xj, 2X| + X.
Aplicando o Lema 2.25, vale que [3X] NX3| < (x ng) = )%1 (’zc) e pode-se mensurar O +- 03
por

oo + 03 = 2X1 N Xy | + |2X1 N X3] + |3X N X5

< 12X+ 13X N X3

()50)
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Substituindo tais relagdes em Wy(S) — p, obtém-se que

510 =4(5) ka5
QMR

_|_

o) 74(3) )
(&)~ () 0 (3)

X
Q) Q&ﬂ&hﬂ%ﬂ<pﬂk—()

conclui-se que x < k e, portanto, que Wy(S) —p > (k—x) > O

Como

Corolario 2.29 Todo semigrupo numérico S de profundidade q(S) = 3 satisfaz a conjec-
tura de Wilf.

Prova. Basta notar que para todo semigrupo numérico S com profundidade 3, o semigrupo
numérico S’ dado por §" = (P; U [c(S),c(S) +m(S)[) satisfaz Wy(S") > p pela Proposigéo
2.28 e isso implica que o semigrupo numérico S tem Wy(S) > 0 pela Proposi¢do 2.27.

Portanto, S satisfaz a conjectura de Wilf. 0

Reunindo as conclusdes anteriores a respeito da validade da conjectura de Wilf
a partir da andlise da profundidade de um semigrupo numérico, chega-se a seguinte

consequéncia relevante:

Corolario 2.30 Todo semigrupo numérico S de profundidade q(S) < 3 satisfaz a conjec-
tura de Wilf.

Prova. Segue da Proposicdo 2.10, Proposi¢do 2.12 e Corolario 2.29. 0J

A importancia de se provar a conjectura de Wilf para semigrupos numéricos S
com profundidade q(S) < 3 decorre do resultado de Zhai [15] ao provar a conjectura

proposta por Zhao proposta em [?]:

Teorema 2.31 Sejam ng 0 niimero de semigrupos numéricos com género g e nig o niimero
de semigrupos numéricos com género g e profundidade q < 3. Entdo
n

lim & =1.
g—r> Ng
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Em outras palavras, quanto maior o género, maior € a chance de o semigrupo
numérico ter profundidade no méximo 3, e tais casos ja estdo provados que satisfazem a
conjectura de Wilf. Assim, a maioria dos semigrupos numéricos, a medida que o género
cresce, satisfazem a conjectura de Wilf.

Entretanto, tal método de demonstragdo a partir do estudo do ndmero de Eliahou

ndo € suficiente para se provar a conjectura de Wilf de maneira geral, veja:

Exemplo 2.32 Dado o semigrupo numérico
s ={0,14,22,23,28,36,37,42,44,45,46,50,51,56,—}.

Os invariantes de niimero de Eliahou e niimero de Wilf podem ser calculados da seguinte
forma.

gap >s := NumericalSemigroupByGenerators([14,22,23,57,61,62,63]);;

gap >q:= Ceil(Float(Conductor(s)/Multiplicity(s)));

4

gap >EliahouNumber(s);

-1

gap >WilfNumber(s);

35

Logo, vale a conjectura de Wilf para um semigrupo com profundidade q(S) = 4
mesmo que tenha nimero de Eliahou negativo, isto €, ndo é possivel provar a partir do
numero de Eliahou que vale a conjectura de Wilf para semigrupos com profundidade 4.

Assim, o método de Eliahou ndo soluciona a conjectura de Wilf, mas corrobora
significativamente com a validade da conjectura e inaugura uma nova linha de estudo
a se explorar: semigrupos numéricos com nimero de Eliahou negativo. Em [3] e [6]
sdo apresentadas familias de semigrupos numéricos que possuem numero de Eliahou

negativo. Alguns desses resultados serdo apresentados no préximo capitulo.



CAPITULO 3

Algumas familias de semigrupos numéricos com

nimero de Eliahou negativo

As secdes a seguir decorrem das construcdes de familias de semigrupos numéri-
cos do trabalho desenvolvido por Eliahou e Fromentin [6] tendo ndmero de Eliahou dado

n

por —(3) comn € N.

3.1 Semigrupos numéricos com nimero de Eliahou —1

A construcdo desta sec@o busca apresentar semigrupos numéricos com nimero
de Eliahou —1. Para isso, serd apresentado um semigrupo numérico S a partir de um
conjunto A e um nimero natural ¢ de modo que o ¢ seja uma cota superior para o condutor
de S e A apresenta propriedades similares a um conjunto gerador do semigrupo numérico.

Tal construcdo estende a defini¢do de S’ feita no Capitulo 2.

Proposicio 3.1 Sejam A C N um conjunto ndo vazio e ¢ € N. Defina m = min(A). Entdo
0 conjunto

(A)e={AU[c,c+m)
é um semigrupo numérico com condutor c({A).) < c.

Prova. O conjunto (A). ser um semigrupo numérico decorre imediatamente do fato que

AU c,c+ m[ é um conjunto de nimeros coprimos de N. Resta provar que
s>ct+m=s€(A).
Vejaque s —c =i modm para algum 0 <i <m— 1. Isto &,
s=c+i+km paraalgum k€ N.

Sabe-se que ¢+ i € (A), pois ¢+ i € [c,c + m[. Por outro lado, km € (A).. Assim, é
possivel concluir que s € (A). e, portanto, que ¢ > ¢((A).). O
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A partir desta construcdo, serd provado que sob certas condi¢des sobre o0s

elementos a,b,m € N, vale que
S = (m,a,b)an

¢ um semigrupo numérico com Wy(S) = —1.

Para isso, serd necessdrio provar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.2 Sejam a,b,m € N satisfazendo
Bm+1)/2<a<b<(5m—1)/3.

Defina A = {a,b}. Entdo

1. Valem as desigualdades
m+1<a<b<2m-2;

3m+1<2a<2b<4m-2;
dm+1<3a<3b<5m-—1;

2. O niimero 4m—1 & (m,a,b);

3. O monoide gerado por a e b satifaz a relacdo
(a,b)N[0,4m[= {0} UAU2A.
Prova.
1. Da desigualdade (3m+1)/2 < (5m—1)/3 é vélido que
IMmM+3<10m—2=5<m.
Logo, m > 5. Além disso,
a> (3m—|—1)/2:m+mT+1 >m+1,

pois m > 5 > 1. De maneira andloga,

I
b< (5m—1)/3:2m—% <om—2,

pois m > 5 implica que mTH > 2, isto é, —mTH < —2. A segunda desigualdade

decorre da relacdo a partir da hipdtese e da relagdo anterior,

Bm+1)/2<a<b<2m—-2 = (Bm+1)<2a<2b<4m—4<4m-2.
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A tultima desigualdade decorre também a partir da hip6tese e da relag@o anterior,
dm+1<4m+2=0CBm+ 1)+ (m+1)<3a<3b<5m—1.
2. Para provar que 4m — 1 ¢ (m,a,b), observe que, pelo Item 1,
({m}UA)N[B3m+1,4m—1] = 2m+A) U2A,
pois
2A C [2a,2b] C Bm+1,4m—2]e 2m+A) C 2m+a,2m+b] C [3m+1,4m —2]

implica em
2AU(2m+A) C [3m+1,4m —2].

Além disso, qualquer outra combinacdo de mdltiplos de m com multiplos de
elementos de A ndo pertence ao intervalo [3m+ 1,4m — 1] a partir do item anterior,
ouseja, ({m}UA)N[B3m+1,4m—1] = (2m+A)U2A, . Por fim, de

({m}UA)YN[Bm+1,4m—1] = 2m+A)U2A C Bm+1,4m—2]
conclui-se que 4m — 1 & (m,a,b).
3. Os elementos de (a,b) sdo dados por AU2AU---UnAU---. Como max2A = 2b,
pelo item anterior sabe-se que 2b < 4m — 2. Assim,

AU2A C [0,4m).

Por outro lado, min3A = 3a > 4m+ 1,0u seja, 3AN[0,4m| = 0 e qualquer elemento

de (a,b) maior que 3a também ndo pertence ao intervalo. Assim,

(@,b) N[0, 4m[= {0} UAU2A.

Proposicao 3.3 Sejam a,b,m € N satisfazendo (3m+1)/2 <a < b < (5m—1)/3. Defina

A ={a,b} e assuma que

AU2AU3A ={a,b,2a,a+b,2b,3a,2a+b,a+2b,3b}
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é formado por elementos distintos entre si modulo m. Entdo
S = (m,a,b)an
satisfaz Wo(S) = —1.

Prova. Da desigualdade (3m+1)/2 < (5m—1)/3 tem-se que 5 < m. Logo, m > 5 > 0.
Pelo Item 1 da Proposicao 3.2, vale que 0 < m < a < b e assim m é a multiplicidade de
S. E preciso determinar os valores dos invariantes que compdem a defini¢do do niimero
de Eliahou de S para calculd-lo. Por construcdo, sabe-se que c(S) < 4m. Resta provar que
4m — 1 ¢ S para determinar o valor do condutor como ¢(S) = 4m, ¢(S) =4 e p(S) = 0.
Pelo Item 2 da Proposi¢do 3.2, 4m — 1 & (m,a,b) e 4m — 1 < 4m. Logo, por ndo ser

combinagao de nenhum gerador menor que ele, conclui-se que 4m —1 ¢ Se
c(S) =4m.

Tendo o conjunto gerador minimal P(S) C {m,a,b,4m,...,5m—1} e c¢(S) = 4m, vale que
P(S)NL(S) C {m,a,b}. Como m < a < b < 2m, tém-se que m,a e b sdo primitivos e

P(S)NL(S) = {m,a,b}.

Resta determinar o valor de |L(S)| e da, os quais podem ser calculados pelas féormulas
dadas na Proposi¢ao 2.6 em fun¢do da cardinalidade de subconjuntos formados por
elementos de Apéry de S denotados por X. Como X N (S +m) = 0, vale que Xo U X; U
X, UX3 C (a,b) N[0,4m]. Por outro lado, pelo Item 3 da Proposicéo 3.2 sabe-se que

(a,b)N[0,4m[= {0} UAU2A.

Além disso, o elementos de {0} UA U2A sdo distintos entre si médulo m por hipétese da

proposic¢do e por 0 < m < a, concluindo que sdo elementos de X. Assim,
XoUX1UXUX3 C (a,b)N[0,4m[= {0} UAU2A C X,
de onde se conclui que
XoUX UXoUX3 = {0} UAU2A.

Como Xy = {0}, basta determinar a qual intervalo, [m,2m — 1], [2m,3m — 1] ou [3m,4m —

1], pertence cada elemento de A U2A para determinar X; U X, U X3. Pelo Item 1,

ACla,b)C[m2m—1] e 2AC[2a,2b]C [3m,4m—1].
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De onde se conclui que X; = A, X, =0 e X3 = 2A, isto é,
X1 =2, [X2| =0, |X3]=3.

Por fim, X4 \ P = X4 N D é formado pelos elementos decomponiveis em [4m,5m — 1] ndo

gerados por m. Em outras palavras,
X4ND = (a,b)N[4m,5m —1].

Pelo Item 1 da Proposi¢do 3.2, 34 C [3a,3b] C [4m,5m — 1]. Além disso, por hipétese,
4a > (3m+1)-2 =6m+2, de onde se determina que os elementos de X4 estio em 3A.

Como 2b < 2m — 4 tem-se que nao hé elementos de 2A em X4. Assim
|X4ND| =1|3A| =4.
Aplicando as férmulas dadas para |L(S)| e ds, tem-se que
IL(S)| = 4|Xo| + 3|X1| +2|X2| + |X3] =4-1+3-24+2-0+3 = 13;
dy = | Xo|+ | X1|+|X2| +|X3| +|XaND|=14240+3+4+4 = 10.
Calculando o nimero de Eliahou,
Wo(S) =|P(S)NL(S)||L(S)| —4ds+p=3-13—4-10=—1.

O

A partir desta proposicdo, é possivel construir semigrupos numéricos com nu-
mero de Eliahou negativo e satisfazerem a conjectura de Wilf, fato que serd provado na
préxima secdo.

O coroldrio a seguir apresenta uma forma para construir semigrupos numéricos

que satisfazem as hip6teses suficientes para que seu nimero de Eliahou seja —1.

Corolario 3.4 Sejam k,m inteiros tais que k > 2,m > 3k+8 e m = k mod 2. Defina

a = (3m-+k)/2. Entdo o semigrupo numérico
S=(mya,a+1)apn

satisfaz Wy (S) = —1.

Prova. Para garantir que S satisfaz as condig¢des da Proposi¢do 3.3, tome b =a+1 e
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A ={a,b}. Dai, sabendo que k > 2 e k < (m—8)/3, vale que

a=Bm+k)/2>(Bm+1)/2 e

10m —8
1=

9m+m—8)
6

b= Gm4k)/2+1< 1= (10m—2)/6 = (5m—1)/3.

Resta provar que AU2AU3A = {a,a+1,2a,2a+1,2a+2,3a,3a+ 1,3a+2,3a+3} sdo
distintos entre si mddulo m. Pelo Item 1 da Proposicdo 3.2, valem as desigualdades

mt+l<a<a+1<2m-—2;

3m+1<2a<2a+2<4m-—2;
dm+1<3a<3a+3<5m-1;

Como m > 14, pois k > 2, segue que 9 nimeros diferentes entre 4m e Sm sdo incongruen-
tes entre si médulo m. Logo, para provar que os elementos de A U2A U3A sdo incongruen-
tes entre si, basta provar que (A +3m)U (2A+m)U3A C [4m+ 1,5m — 1] e sdo distintos

entre si. Pelas desigualdades anteriores, vale que
dm+1<2a+m<2a+14+m<22a+2+m=a+(a+1)+1+m

<a+(2m-2)+14+m=a+3m—1<a+3m<a+1+3m
<a+2a=3a<3a+1<3a+2<3a+3<5m—1.

Assim, todos os elementos sdo distintos médulo m e satisfazem as condicdes da proposi-
cdo.
0

Teorema 3.5 Seja S = ({m} UA)4y, um semigrupo numérico construido a partir das
hipdteses da Proposi¢do 3.3. Entdo W(S) > 9.

Prova. Da Equacdo (2-5), vale que
W(S) = Wo(S) + p4(IL(S) = 4($)),
e, por hipétese, Wp(S) = —1, ¢(S) =4 e |L(S)| = 13, ds = 10, isto &,
W(S) =—1+9pa.

Resta provar que ps > 1. Sabendo que ps +dy = m, vale que ps = m —dy = m— 10. Por
outro lado, hd 10 elementos em {0} UAU2AU3A = {a,a+ 1,2a,2a+ 1,2a+2,3a,3a+
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1,3a+2,3a+ 3} com elementos incongruentes médulo m, isto é, m > 10. Se m = 10,
entiao
(Bm+1)/2=155<a<b<(5m—1)/3=16,3.

Segue que 16 € o unico inteiro entre 15,5 e 16,3, o que contradiz a hipdtese que a < b.

Novamente, caso m = 11. tem-se
Bm+1)/2=17<a<b<(5m—1)/3=18.
No semigrupo (11,17, 18)44, sabe-se que {18,51 =17+ 17+ 17} CAU2AU3Ae
18=7=51 modll,
o que contradiz a hipétese do teorema. Assim, vale que m > 11, concluindo que
W(S)=—149ps>—-1+9(11-10) =8,

W(S)>9.

O

A partir do teorema, se conclui que os semigrupos numéricos descritos pela
Proposi¢do 3.3 satisfazem a conjectura de Wilf.

Ja é de conhecimento geral que dentre os semigrupos numéricos com género
g <60, ha apenas 5 exemplos de semigrupos numéricos com nimero de Eliahou negativo,
veja em [6]. Tais exemplos serdo apresentados a seguir e sdo construidos a partir da

proposicao anterior e seu corolério.

Exemplo 3.6 Sejam
s=(14,22,23)56, t = (16,25,26)¢64, u= (17,26,28)¢s, v=(17,27,28)63, w = (18,28,29)7,.

Os semigrupos numéricos s,t,u,v e w satisfazem as condicoes da Proposicdo 3.3 e

portanto tem niimero de Eliahou —1 e niimero de Wilf maior ou igual a 9.

gap >s := NumericalSemigroup(14,22,23,56,57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69);;

gap >EliahouNumber(s);

-1

gap >WilfNumber(s);

35

gap >t := NumericalSemigroup(16,25,26,64,65,66,67,68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79);;
gap >EliahouNumber(t);

-1

gap >WilfNumber(t);



3.2 Consideragoes finais 72

53

gap >u := NumericalSemigroup(17,26,28,68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79,80,81,82,83,84);;
gap >EliahouNumber(u);

-1

gap >WilfNumber(u);

62

gap >v := NumericalSemigroup(17,27,28,68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79,80,81,82,83,84);;
gap >EliahouNumber(v);

-1

gap >WilfNumber(v);

62

gap >w := NumericalSemigroup(18,28,29,72,73,74,75,76,77,78,79,80,81,82,83,84, 85, 86,87, 88,89); ;
gap >EliahouNumber(w);

—1

gap >WilfNumber(w);

71

Estendendo a caracterizagdao de semigrupos numéricos com nimero de Eliahou
—1 para uma maior variedade de valores negativos, a proxima sec¢do apresentard uma
generalizacdo para uma familia de semigrupos numéricos com nimero de Eliahou — (g‘) ,
a qual inclui o caso desta se¢do para n = 3. Também serd verificado que essa familia

satisfaz a conjectura de Wilf.

3.2 Consideracoes finais

Uma generaliza¢io da construcdo do semigrupo numérico anterior foi dada em
[6], a partir da qual se conjecturou a respeito de semigrupos numéricos com profundidade
q = 4 e ndmero de Eliahou negativo na qual esta secao esta interessada.

Para entender a generalizacdo, € necessario ter no¢ao minima dos conjuntos By,

proveniente de estudos combinatdrios.

Definicao 3.7 Sejam G um grupo abeliano, A C G um subconjunto ndo vazio e h > 1 um

inteiro positivo. Entdo A é um conjunto By, se vale a relagdo
Al+h—1
hA| < (' Hh )

Tal defini¢ao equivale a:

Qualquer lista de elementos de A ay,...,an,b1,...,b, € A satisfaz
ai+---+ap=b1+---+by.

se, somente se, (aj,...,ay) for uma permutacgio de (by,...,by).
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O resultado a seguir caracteriza uma infinidade de semigrupos numéricos com

numero de Eliahou — (g’) a partir de um conjunto A que indus um conjunto Bz em Z/mZ.

Teorema 3.8 Sejam m,a,b,n € N satisfazendon > 3 e
Bm+1)/2<a<b<(5m—1)/3.

Dado um conjunto A C N com cardinalidade |A| = n— 1, minA = a, maxA = b e

induzindo um conjunto Bz em Z./mZ. Entdo o semigrupo numérico
S= ({m} UA>4m

satisfaz Wo(S) = — (gl)

Prova. A demonstracdo deste resultado foge ao escopo deste trabalho. Ela pode ser

encontrada na Proposi¢ao 3.3, pagina 9 da referéncia [6]. O

Tomando n = 3, tem-se A = {a, b} satisfazendo
Bm+1)/2<a<b<(5m—1)/3

com todos os elementos de A U2A U 3A distintos médulo m. Logo, o semigrupo numérico
S dado pelo teorema tem nimero de Eliahou Wy(S) = — (g) = —1 e ja foi provado que
satisfaz a conjectura de Wilf na se¢do anterior.

De fato, todo semigrupo numérico S descrito pelo Teorema 3.8 satisfaz a conjec-
tura de Wilf a partir da garantia que W(S) > 9, como pode ser visto em [6]. E a partir
deste resultado que se faz a seguinte conjectura a respeito de Semigrupos numéricos com

profundidade g = 4.

Conjectura 3.9 Seja S um semigrupo numérico com profundidade q(S) =4 e |P(S)N
L(S)| = n. Entao Wo(S) > —(3).

A construcdo da secdo anterior serve de exemplo de semigrupos numéricos que
satisfazem com igualdade a Conjectura 3.9. A seguir, serd dado uma exemplo de um

semigrupo numérico que satisfaz a conjectura com um valor acima da estimativa.

Exemplo 3.10 O semigrupo numérico
S=(3,10,14),

possui [P(S)NL(S)| =2 e Wo(S) = 2. Logo,

Wo(S) =2 > —@) =0.
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gap >s := NumericalSemigroup(3,10,14);;

gap >Ceil(Float((Conductor(s),Multiplicity(s)));

4

gap >EliahouNumber(s);

2

gap >IntersectionSet(MinimalGenerators(s),SmallElements(s));
3,10]

Assim, caso satisfeita a Conjectura 3.9, esta serd a melhor estimativa para o nu-
mero de Eliahou de semigrupos numéricos com profundidade 4 e contribuird significa-
tivamente com o estudo do caso geral de semigrupos numéricos de profundidade 4 na
conjectura de Wilf devido a relagcdo entre nimero de Wilf e niimero de Eliahou.

Outro resultado que permite construgdes de semigrupos numéricos para testar
hipdteses feitas a respeito de semigrupos numéricos com nimero de Elihaou negativo foi

dado pelo Corolario provado por Delgado em [2].

Teorema 3.11 Dados n,N € 7Z, existe uma infinidade de semigrupos numéricos S com
Wo(S)=neW(S)>N.

Prova. A demonstracdo deste resultado foge ao escopo deste trabalho. Ela pode ser

encontrada no Corolério 57, pagina 21 da referéncia [2]. [

Tendo em vista os ja presentes resultados a respeito de semigrupos numéricos
com numero de Eliahou negativo e a amplitude de possibilidades a se explorar a respeito
destes, um caminho natural para estes estudos segue na direcao de buscar entender melhor
como o ndmero de Eliahou influencia na estimativa do nimero de Wilf e, além disso,
determinar mais parametros por meio do nimero de Eliahou negativo que levem ao

semigrupo numérico satisfazer a conjectura de Wilf.



APENDICE A

Algumas relacoes envolvendo binomiais

O resultado de uma proposi¢ao que determina relacdes a partir da igualdade entre
somas de bindmios é necessdrio para a demonstracdo do Teorema 2.22. O mesmo decorre
de relacdes que dependem do lema provado por Lovész [10]. A prova deste lema, por sua
vez, depende de 3 relagdes que serdo demonstradas a seguir. O conteudo deste capitulo
tem como referéncias principais [5, 10].

Considere a seguinte notagdo a partir da expansdo binomial de (x+1)":

ety =Y (Z)xk,

k=0

entdo [x"](x+1)" = (1).

m
Isto &, [x™] de uma expansdo binomial € o coeficiente que acompanha a m-ésima

poténcia de x. Desta no¢do, decorrera a proposi¢ao.

Proposicao A.1 Dados m,n,r,a,b € R k € N. A partir da definicdo de

) 1) = ()

m
valem as relagoes

1. O binémio do oposto de um niimero é dado por

—r r+k—1 k
= —1)".
()= e
2. O inverso da expansdo binomial satisfaz a rela¢do
1 v (bt &
<1—z>b+1‘,§0( k )Z'

3. O m-ésimo coeficiente do produto de expansoes binomiais satisfaz a relacdo

(1 42) (1 4+ x) & = (“"‘).

m—k
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Prova.

1. Pela defini¢do da fung¢do binomial, dada por um polindmio e estendida a nimeros

negativos, € possivel escrever:

(—r) —r(=r—1)--(—r—k+1)
k) k!
_ r(r—l—l)---(r+k—1)(_1)k

k!

_ (r+k—1)---(r+ l)r(_l)k
k!

_ (H—i— 1)(_1),(‘

2. Escrevendo a fragdo de forma conveniente, t€ém-se que:

e .

R (-,
L")
> (b+1) ik

(—1
L (e

Pelo item 1, vale que

(—(bk+1))(_1)k: (b+1:k—1)(_l)k<_1>k: (b;:k)‘

Substituindo em todas as parcelas da série, resulta em:

1

()

3. Para se determinar o coeficiente da m-ésima poténcia de x, € preciso escrever a

expressao como uma soma de poténcias, isto €é:

W) (1) (1) ™% = [k (140

i Z ( ) ( pela expansdo binomial de (14 x)4~)

e i (7 )

j=0
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O coeficiente que acompanha x™ no somatoério € o que acompanha o termo
W= = j=m—k,

isto é, (}f:;c) :

A partir de tais itens, vale o seguinte lema.

Lema A.2 Dados a,b € R e m € N tais que m < b, vale que

(a—}—’l;—i—1> :é(bik) (:;i)

Prova. Por definicdo de coeficiente de uma expansao binomial, tem-se que

(a+b+1) (14

= [ (1 4+x)7(1+ 21!
1
(T =/ (T 0)PFT

= (1 +x)

Aplicando o Item 2 da Proposicdo A.1 com z = ﬁ entao

("*ffl) :M]<1+x>“g(b:k> (fm)k

= btk
= K" (14 x)%% (1 +x)7*.
L (" ey

Por fim, aplicando o item 3 da Proposi¢ao A.1, conclui-se que
a+b+1 _i b+k\ (a—k
m B =\ k m—k)’
O

A partir deste lema serd provada a proposicado, da qual o segundo item serd utilizado no
Teorema 2.22.

Proposicao A.3 Seja r > 2 um inteiro e u > v > w niimeros reais tais que v>r—1 e
w > r—2. Entao (*) = (!) + (,",) implica em duas desigualdades:

r r—1

(1) = () + ().

1.
2. () = G+ (7).

Prova.
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1. O bindmio (%) pode ser escrito a partir do Lema A2 coma=w+1,b=u—w—

2,m = r. Assim,

(Lrt) _ (cH—II;—l— 1) :kf‘b(wj—l;k) (u—w;2+k)'

De maneira analoga, calcula-se que

(=)

Assim, por hipétese e calculando a parte o primeiro termo do somatério, podemos

0= (- () () |
(== g (TR ()0

- (rv_”1> (u—v—l)—f—;(w:'_l;k) [(u—w;Z—i—k) B (v—w;2+k>}(A—1)

Utilizando os mesmos passos anteriores, podemos escrever a diferenca entre bino-
u 1% w
r—1 r—1 r—2

(e R ([T e

O objetivo da demonstragdo € provar que (,",) — (.",) — (,"*,) < 0. Para isso,
(r—1)
(w—r—=2)

mios

veja que (rv_vl) X = (rv_vz) e assim € possivel escrever 0 como em (A-1)

da seguinte forma.

(w—r—2)

O e Y G| G R P | =
(oo L ()RS () ()]
Vale a desigualdade anterior pois

(r—1) (r—k)
(w—r—2) ” (w—r—2)

parak=2,3,---r.

), pela expressao dada na Equacdo (A-2), conclui-

Como (w+1—k) ( (r=k) _ (w+1—k

r—k ) (w—r-=2) r—1—k
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se que

o= (") w0 £ ([ ()
- (rﬁ1> B (r11> B (rv—vz)

2. Suponha inicialmente que
u % w
< + .
(r + 1) <r + 1) ( r)

Entdo pelo bindmio ser uma fun¢do bijetiva crescente, existe z > u inteiro tal que

(Hz—l) - <r11) ! (V:)

Pelo Item 1 da Proposicdo A.3,

(=0)(")=()

De onde se conclui que z < u, o que contradiz o fato de z > u. Logo, vale que

()=

Somando (%) = (¥) + (,",) em (A-3),

r

) ()= () 0) () ()

Pela relagao de Stifel dada em 2.17, segue que
u u u+1
_|_
<r+ 1) (r) (r—l— l)
v v v+1
+
r+1 r r+1
()=(2)= (7))
+ .
r r—1 r
u+1 v+1 w1
> + .
r+1/) — \r+1 r

Assim,
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Assim, dados r > 2 um inteiro e ¥ > v > w nimeros reais tais que v>r—1 e
w > r—2. Entdo (Lr‘) = (V) + (rvfl) implica em

()
(1)=e=(2)-(2)

dada no Teorema 2.22 em que a > 0,i >2 ey >0 inteiroscomx >i—1ley>i—2,

Veja que a relacao

satisfaz as hipéteses da Proposicdo A.3 e, com isso, se conclui que

x+1 S y+1 + ai+1 ‘
i+1) i i+1

Desta forma, a demonstracdo do teorema segue a partir desta desigualdade.
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