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Resumo

da Rocha Damke, Caíke.Problemas Elípticos Assintoticamente Lineares.
Goiânia - GO, 2012. 89p. Dissertação de Mestrado. Institutode Matemática
e Estatística, Universidade Federal Goiás.

Nesta dissertação analisamos questões de existência e multiplicidade de soluções do

problema de Dirichlet elíptico assintoticamente linear. Para obtermos os nossos principais

resultados utilizamos métodos variacionais, tais como o Teorema do Passo da Montanha

e um Teorema de Linking. Além disso, utilizamos a redução de Liapunov-Schmidt.

Palavras–chave

Problema de Dirichlet, Assintoticamente Linear, Métodos Variacionais, Redução

de Liapunov-Schmidt



Abstract

da Rocha Damke, Caíke.An Asymptotically Linear Elliptic Problem . Goiânia
- GO, 2012. 89p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemáticae Estatística,
Universidade Federal Goiás.

In this dissertation we analyze questions of existence and multiplicity of solutions

for Dirichlet problem in the asymptotically linear case. Toobtain our main results we use

variational methods, such as Montain Pass Theorem and Linking Theorem. Moreover, we

use the Liapunov-Schmidt reduction.

Keywords

Dirichlet problem, Asymptotically Linear, Variational Methods, Liapunov-

Schmidt Reduction
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Notações

Notações Gerais

Ω ⊂ R
N conjunto aberto e limitado deRN

∂Ω fronteira deΩ
|Ω| medida do conjuntoΩ
∇u=

(

∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, · · · , ∂u
∂xN

)

gradiente da funçãou : Ω → R

∆u=
N

∑
i=1

∂2u

∂x2
i

Laplaciano deu

Dαu=
∂|α|u

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . .∂xαN

N

onde o multi-índiceα é dado porα =

(α1,α2, . . . ,αN ), |α|=
N

∑
i=1

αi

⇀ convergência fraca

→֒ imersão contínua
cpt.→֒ imersão compacta

Espaços de Funções

Ck(Ω) espaço das funções contínuas ek-

diferenciáveis

C0,α(Ω) =

{

u ∈ C(Ω) : sup
x,y∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x−y|α < ∞, comx 6= y e 0< α < 1

}

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) :Dju ∈ C0,α(Ω),para todo|j| ≤K}
Lp(Ω) = {u : Ω → R : u é mensurável e

∫
Ω |u|p < ∞}, 1≤ p < ∞

L∞(Ω) = {u : Ω → R : u é mensurável e|u(x)| ≤ C q.t.p. emΩ para

alguma constanteC > 0}
W k,p(Ω) =

{

u : Ω ⊆ R
N →R : u ∈ Lp(Ω) e Dαu ∈ Lp(Ω), ∀0≤ |α| ≤ k

}

W k,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
‖·‖k,p

H1
0(Ω) =W 1,2

0 (Ω)

‖ · ‖p norma no espaçoLp(Ω)

‖ · ‖ norma no espaço H10(Ω)



Introdução

O objetivo deste trabalho é o de estudar problemas de existência e multiplicidade

de soluções para equações do tipo−∆u = f(x,u) em um espaço de Sobolev adequado,

com condição de fronteira de Dirichlet. Tais equações modelam estados estacionários de

equações que dependem do tempo e são, naturalmente, aplicadas na biologia, química e

física.

Estudaremos equações elípticas semilineares, com um comportamento assinto-

ticamente linear no infinito. Discutiremos os resultados deexistência e multiplicidade via

Métodos Variacionais e de redução de Liapunov-Schmidt.

Mais precisamente, consideraremos o problema de Dirichletelíptico

{

−∆u = f(x,u), x ∈ Ω
u = 0, sobre ∂Ω

(D)

ondeΩ ⊂ R
N ,N ≥ 1 é um domínio limitado,∂Ω é suave ef : Ω×R→R é uma função

Carathéodory subcrítica.

Soluções do problema (D) são precisamente os pontos críticos do funcional

J(u) =
1
2

∫
Ω
|∇u|2dx−

∫
Ω
F (x,u)dx,∀u ∈H1

0(Ω) (0-1)

ondeF (x,u) =
∫ u

0 f(x,s)ds. O espaço de Sobolev no qual o funcional está definido é

escolhido de acordo com as condições de fronteira, no nosso caso a condição de fronteira

de Dirichlet sugere o espaço H1
0(Ω). Para obter os pontos críticos do funcionalJ , mostra-

se que o funcional possui certa estrutura geométrica e que o conjunto dos seus pontos

críticos possui um tipo de compacidade, condição de Palais-Smale ou de Cerami.

Uma das principais dificuldades no estudo de tais problemas éque a não

linearidadef não satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, ou seja,para algumθ >2

eM > 0 tem-se

0< θF (x,s)≤ f(x,s)s, q.t.p.x ∈ Ω e |s| ≥M

a qual é utilizada para demonstrar que as sequências de Palais-Smale são limitadas para o
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caso onde a não linearidadef é superlinear.

Para o caso assintoticamente linear é necessário dividir o estudo do problema

(D) em dois casos. A saber, o caso ressonante e não-ressonante. Dizemos que o problema

(D) é ressonante quando o limite assintótico da não-linearidade pertence ao espectro do

Laplaciano. Mais especificamente, (D) é um problema ressonante quando

lim
|t|→+∞

f(x,t)

t
= λ ∈ σ(−∆,H1

0(Ω)).

No caso em que

lim
|t|→+∞

f(x,t)

t
= λ /∈ σ(−∆,H1

0(Ω))

dizemos que (D) é não ressonante. Nos últimos anos o problema(D) tem sido ex-

tensivamente estudado, ondef é assintoticamente linear. Para maiores detalhes veja

[5, 11, 12, 16, 20, 28, 29, 30].

Nosso trabalho foi motivado por alguns resultados obtidos por Costa e Magal-

hães [11], Castro e Lazer [9] e Hirano e Nishimura [16].

Costa e Magalhães baseando-se no Teorema do Passo da Montanha e usando a

hipótese de não-quadraticidade no infinito sobre a funçãof dada por

lim
|t|→+∞

f(x,t)t−2F (x,t)
tµ

=+∞, para algumµ > 0 (CM)

mostrou a existência de uma solução, não necessariamente positiva, do problema (D).

Via o método de redução de Liapunov-Schmidt e considerandof ∈ C1(R;R),

f(0) = 0, f ′ limitada, satisfazendo

λm−1 < f ′(0)< λm, λk < lim
|t|→∞

f ′(t)< λk+1

e

sup
t∈R

f ′(t)< λk+1.

para alguns inteiros 0<m≤ k, Castro e Lazer [9] demonstraram a existência de ao menos

duas soluções não triviais para o problema (D). Utilizando-se do mesmo método, Hirano

e Nishimura [16], supondof(t) = λkt+g(t), g ∈ C2(R,R) com

lim
|t|→∞

g(t)

t
= 0, lim

|t|→∞
g(t)t=+∞,
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que oug é limitada ou lim
|t|→∞

inf |g(t)|> 0. Além disso, suponha que

λm−1 ≥ λk+ inf
t∈R−{0}

g(t)

t
≥ λk+g

′(0)< λm

e

λk+sup
t∈R

g′(t)< λk+1.

Então o problema (D) possui ao menos duas soluções não triviais.

No primeiro capítulo estudamos a formulação variacional deum problema de

autovalor com peso indefinido. Em um segundo momento, expomos os Teoremas do Passo

da Montanha, de Linking e Brezis-Niremberg e enunciamos alguns lemas de redução.

No segundo capítulo, consideramos as seguintes hipóteses sobref

(A-1) f ∈ C(Ω×R); f(x,0) = 0, ∀x ∈ Ω; f(x,t)≥ 0, ∀t≥ 0, x ∈ Ω e

f(x,t)≡ 0, ∀t≤ 0, x ∈ Ω;

(A-2) t 7−→ f(x,t)

t
é não decrescente para cadat≥ 0 e q.t.p.x ∈ Ω;

(A-3) lim
t→0

f(x,t)

t
=µ; lim

t→∞

f(x,t)

t
= l uniformemente q.t.p.x∈Ω, ondeµ∈ [0,+∞), l ∈

(0,+∞] são constantes eµ < λ1 ≤ l e λ1 é o primeiro autovalor do Laplaciano

(−∆,H1
0(Ω)).

Deste modo, verificamos a existência de solução do problema (D) para o caso

não-ressonante e demonstramos um resultado de existência de solução para o problema

(D), a saber:

Teorema 0.1 Se as condições(A-1), (A-2) e (A-3) valem, então

1. o problema(2-1)não possui solução positiva sel < λ1;

2. seλ1 < l <+∞ então o problema(2-1)possui uma solução positiva;

3. sel = λ1 então o problema(2-1) possui uma solução positivau ∈ H1
0(Ω) se, e

somente se, existe uma constantec > 0 tal queu(x) = cϕ1(x) ef(x,u) = λ1u(x).

Utilizamos o método variacional para verificar que o funcional J satisfaz a

condição de Cerami que é uma condição mais fraca que a condição de Palais-Smale.

O terceiro capítulo, aborda a questão da multiplicidade de solução do problema

(D) utilizando-se do método de redução de Liapunov-Schmidte o consagrado Teorema de
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Linking de Brezis e Niremberg [7]. Os dois resultados centrais deste capítulo são descritos

abaixo:

Teorema 0.2 Sejaf é uma função Carathéodory subcrítica e suponha que existea <

λk+1 tal que
f(x,s)−f(x,t)

s− t ≤ a, (0-2)

para todos, t ∈ R, s 6= t e q.t.p. emΩ. Assuma que

F (x,t)− 1
2
λkt

2 |t|→∞−−−→+∞ (0-3)

uniformemente para q.t.px ∈ Ω e que existemδ > 0, b > 0 ek ≥m> 0 tais que

1
2
λm−1t

2 ≤ F (x,t)≤ 1
2
(λm− b)t2 (0-4)

para todo|t| ≤ δ e q.t.p. emΩ. Então o problema(3-1) possui ao menos duas soluções

não triviais emH1
0(Ω).

Adicionalmente, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 0.3 Suponha quef ∈ C(R,R) é subcrítica e que

sup
t∈R

f ′(t)< λk+1. (0-5)

Assuma que

f(t)t−λkt2
|t|→∞−−−→+∞ (0-6)

e que existemδ > 0 ek ≥m> 0 tais que

λm−1 ≤ inf
0<|t|<δ

f(t)

t
, f ′(0)< λm. (0-7)

Então o problema(3-1)possui ao menos duas soluções não triviais.

No apêndice, contém alguns resultados clássicos de análisefuncional, espaços

de Sobolev, princípio do máximo que são utilizados ao longo da dissertação, além de um

resultado sobre regularização da solução do problema (D).



CAPÍTULO 1
Preliminares

Nas preliminares desta dissertação, estudaremos o problema de autovalor:

{

−∆u = λmu em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(1-1)

ondeΩ ⊂ R
N é um domínio aberto, suave e limitado em : Ω → R é chamada de função

peso, pertencente aLr(Ω) comr > N
2 .

Verificaremos, por meio da formulação variacional do problema e sob hipóteses

adequadas sobrem, que o primeiro autovalor positivo do problema (1-1) é simples e

a autofunção associada a este autovalor pode ser tomada estritamente positiva emΩ.

Tal resultado é conhecido como Teorema de Krein-Rutman. Deste modo, necessitamos

analisar os operadores lineares simétricos e compactos definidos em um espaço de Hilbert.

Observação 1.1 1. Este caso é mais geral que o problema de autovalor(−∆,H1
0(Ω)).

2. O resultado pode ser aplicado ao operadorLu = −
N

∑
i,j=1

∂

∂xj

(

aij(x)
∂u

∂xi

)

+

a0(x)u fortemente elíptico definido emΩ ⊂ R
N no lugar do Laplaciano em(1-1),

comaij ∈ L∞(Ω), a0 ∈ L
N
2 (Ω), a0(x)≥ 0 emΩ eaij = aji (cf. [13]).

Dizemos que o operador acima é fortemente elíptico se existeuma constantec > 0

tal que
N

∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ c|ξ|2; ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ R
N . (1-2)

1.1 Análise Espectral de Operadores Simétricos e Com-

pactos

SejamH um espaço de Hilbert, onde denotamos por(·, ·) o seu produto interno

e ‖ · ‖ a sua norma eT : H → H um operador linear, simétrico e compacto. Temos a
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seguinte caracterização do primeiro autovalor para o operadorT :

Lema 1.2 Seµ1 = sup{(Tx,x) : ‖x‖= 1, x ∈H}> 0, então existeφ1 ∈H normalizada

tal que

(Tφ1,φ1) = µ1 e Tφ1 = µ1φ1 (1-3)

Prova: Pela desigualdade de Cauchy-Scharwz temos que|(Tx,x)| ≤ ‖Tx‖‖x‖, de onde

obtemos que∀x∈H, com‖x‖= 1, (Tx,x)≤‖T‖, ou seja,µ1<∞. Assim, pela definição

de supremo, existe uma sequência{xn} emH, com‖xn‖= 1, tal que(Txn,xn)
n→∞−−−→ µ1.

Mas{xn} é uma sequência limitada emH então, a menos de subsequência, existeφ1 ∈H
tal quexn ⇀ φ1, onde “⇀” designa convergência fraca. ComoT é compacto então

Txn → Tφ1. Logo, (Txn,xn)
n→∞−−−→ (Tφ1,φ1) ([6], pg. 58) e pela unicidade do limite

obtemos que(Tφ1,φ1) = µ1.

Agora, devemos obter que‖φ1‖= 1. Sabemos que‖φ1‖ ≤ liminf ‖xn‖= 1 ([6],

pg. 58). Suponha, por absurdo, que‖φ1‖< 1, então

µ1 = (Tφ1,φ1)<
µ1

‖φ1‖2 =

(

T

(

φ1

‖φ1‖

)

,
φ1

‖φ1‖

)

= (Tφ1,φ1)
1

‖φ1‖2

o que é um absurdo, pela definição deµ1.

Devemos verificar queTφ1 = µ1φ1. Para isto, definaA = µ1I −T , ondeI é o

operador identidade. Claramente, temos que(Aφ1,φ1) = 0. Mas(Ax,x) ≥ 0,∀x ∈ H,

pois caso contrário(Ax,x) < 0 implicaria queµ1 <
(Tx,x)

‖x‖2 , para todox ∈ H. Em

particular, tomando‖x‖ = 1, obtemos uma contradição. Definax = φ1+ ty, ondet ∈ R

e y ∈ H são arbitrários. Entãot2(Ay,y)+2t(Aφ1,y) ≥ 0. Escrevat = θ(Aφ1,y), com

θ ∈ R. De onde obtemos que

θ(Aφ1,y)
2[2+θ(Ay,y)]≥ 0

Analisando esta desigualdade, verificamos que(Aφ1,y) = 0, pois caso contrário, pode-

mos tomarθ tão pequeno quanto se queira de maneira que a desigualdade acima se torne

negativa, o que é um absurdo. Portanto,Tφ1 = µ1φ1

�

Analogamente ao lema anterior, demonstra-se o seguinte resultado.

Lema 1.3 Seµ−1 = inf{(Tx,x) : ‖x‖= 1} < 0, então existeφ−1 ∈H, com‖φ−1‖ = 1,

tal que

(Tφ−1,φ−1) = µ−1 e Tφ−1 = µ−1φ−1. (1-4)



1.1 Análise Espectral de Operadores Simétricos e Compactos 19

Observação 1.4O autovalor obtido em(1-3) é o maior autovalor deT . De fato, sejaµ

um autovalor qualquer deT eφ a autofunção associada aµ com‖φ‖= 1. Então

µ1 = sup
‖x‖=1

(Tx,x)≥ (Tφ,φ) = µ(φ,φ) = µ.

Similarmente, obtemos queµ−1 em (1-4) é o menor autovalor deT . Observe que se

V = span{φ1} teremos queH = V ⊕ V ⊥, então podemos aplicar o mesmo processo

e obterµ2 = sup{(Tx,x) : ‖x‖ = 1, x⊥φ1} > 0 é autovalor deT com φ2 sendo a

autofunção normalizada associada aµ2. Isto ocorre porque, seV ⊂ H é um subespaço

deH tal queT (V ) ⊂ V entãoT : V ⊥ → V ⊥ é simétrico e compacto. Utilizando este

raciocínio, temos:

Proposição 1.5Se

µn = sup{(Tx,x) : ‖x‖= 1, x⊥φ1, . . . ,φn−1}> 0, (1-5)

então existeφn ∈H, com‖φn‖= 1, tal que

(Tφn,φn) = µn e Tφn = µnφn. (1-6)

Analogamente, obtemos o resultado para

µ−n = sup{(Tx,x) : ‖x‖= 1, x⊥φ−1, . . . ,φ−(n−1)}< 0. (1-7)

O próximo resultado é sobre alguns fatos dos operadores lineares e compactos.

Lema 1.6 SejaT :H →H um operador linear e compacto. Então:

1. Autovetores correspondentes a diferentes autovalores são ortogonais;

2. Seµ é um autovalor deT , então o núcleo do operadorTµ=T−µI possui dimensão

finita;

3. Os autovalores deT não podem se acumular em um pontoµ 6= 0.

Prova: 1. Sejamµ1 6= µ2 em R dois autovalores deT com φ1 e φ2 suas respectivas

autofunções. ComoT é um operador simétrico, temos que

(Tφ1,φ2) = (φ1,Tφ2)

Então,

µ1(φ1,φ2) = (µ1φ1,φ2) = (Tφ1,φ2) = (φ1,Tφ2) = µ2(φ1,φ2).
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Logo, comoµ1 6= µ2,

(φ1,φ2) = 0

Os itens2. e 3.podem ser obtidos no livro do Kreyszig em [18], Capítulo 8, Teoremas

8.3-3 e 8.3-1, respectivamente.

�

Observe que na Proposição 1.5 obtemos autovalores do operador T linear,

simétrico e compacto. Afirmamos, agora, que todos os autovalores diferentes de 0 do

operadorT são obtidos pelo processo descrito na proposição 1.5. Mas para demonstrar

tal fato, necessitamos do seguinte lema:

Lema 1.7 Para cadax ∈H nós temos

Tx=
+∞

∑
i=−∞

µi(x,φi)φi (1-8)

onde na soma acima não consideramosi= 0. Em particular, se não existirem autovalores

negativos temos o seguinte somatório

Tx=
+∞

∑
i=1

µi(x,φi)φi (1-9)

Sabemos que seT : H → H é um operador linear contínuo, a norma de tal

operador no espaço dos operadores lineares e contínuos é dada por

‖T‖= sup
‖x‖=1

‖Tx‖.

Para demonstrar o Lema 1.7 precisamos de uma caracterizaçãoda norma acima:

Lema 1.8 SejaT :H →H um operador simétrico em um espaço de HilbertH. Então

‖T‖= sup
‖x‖=1

|(Tx,x)|. (1-10)

Prova:Veja [18], Capítulo 9, Teorema 9.2-2.

�

Vamos à demonstração do Lema 1.7

Prova(Lema 1.7):Seja

xn = x−
n

∑
i=−n

(x,φi)φi, i 6= 0
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Basta mostrar queTxn
n→∞−−−→ 0. Comoxn⊥φi, para cadai= −n, . . . ,−1,1, . . . ,n, temos

pela Proposição 1.5 e o Lema 1.8 que

‖Txn‖ ≤ max{|µ−n|;µn}‖xn‖.

e

‖xn‖2 = ‖x−∑n
i=−n(x,φi)φi‖2 = ‖x‖2−2∑n

i=−n(x,φi)
2+∑n

i=−n(x,φi)
2

= ‖x‖2−∑n
i=−n(x,φi)

2 ≤ ‖x‖2

Então

‖Txn‖ ≤ max{|µ−n|;µn}‖x‖.

de onde concluímos queTxn → 0 quandon→+∞.

�

Então, demonstrado o Lema 1.7, podemos afirmar que todos os autovalores de

T diferentes de 0 são obtidos conforme a Proposição 1.5. De fato, suponha que existe um

autovalorµ 6= 0 e diferente dosµi, para todoi. Então do Lema 1.6 item 1, a autofunção

φ associada ao autovalorµ é ortogonal àφi, para todoi. De (1-8),Tφ = 0, o que é um

absurdo.

Observe que (1-5) e (1-7) exigem o conhecimento dos autovalores positivos e

negativos precedentes, respectivamente. O próximo resultado melhora nossas condições.

Proposição 1.9Para cadan positivo temos que

µn = inf
Fn−1

sup{(Tx,x) : ‖x‖= 1,x⊥Fn−1} (1-11)

onde o ínfimo é tomado sobre todos os subespaçosFn−1 deH com dimensãon− 1.

Analogamente, temos que

µ−n = sup
Fn−1

inf{(Tx,x) : ‖x‖= 1,x⊥Fn−1}. (1-12)

Prova: Vamos denotar porΓn o lado direito da igualdade na equação (1-11). Tomando

Fn−1 como sendo o subspaço gerado porφ1, . . . ,φn−1, temos da Proposição 1.5 que

Γn ≤ µn. Por outro lado, sejah1, . . . ,hn−1 um sistema qualquer de vetores dois a

dois disjuntos emH e Fn−1 o subspaço gerado por estes vetores. Considere um vetor

φ =
n

∑
i=1

αiφi tal que(φ,hj) = 0 paraj = 1, . . . ,n−1 e normalizado, o que implica que
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n

∑
i=1

α2
i = 1. Como‖φ‖= 1 eµn ≤ µi para cadai= 1, . . . ,n então

(Tφ,φ) =
n

∑
i=1

α2
iµi ≥ µn.

Assim,

sup{(Tx,x) : ‖x‖= 1,x⊥Fn−1} ≥ µn, ∀Fn−1

de onde segue o resultado.

�

Na equação (1-11) temos o inconveniente de que o sup(Tx,x) está sendo tomado

em um espaço de dimensão infinita. O seguinte resultado facilita o cálculo para cada

autovalorµn eµ−n.

Proposição 1.10Para cadan positivo

µn = sup
Fn

inf{(Tx,x) : ‖x‖= 1,x ∈ Fn} (1-13)

onde o supremo é tomado sobre todos os subespaçosFn deH com dimensãon. Analoga-

mente,

µn = inf
Fn

sup{(Tx,x) : ‖x‖= 1,x ∈ Fn} (1-14)

Prova: Denotaremos, novamente, o lado direito de (1-13) porΓn. TomandoFn o sube-

spaço gerado porφ1, . . . ,φn, temos que para todox=
n

∑
i=1

αiφi ∈Fn com‖x‖=
n

∑
i=1

α2
i = 1

(Tx,x) =
n

∑
i=1

α2
iµi ≥ µn, (1-15)

poisµi ≥ µn, ∀i= 1, . . . ,n−1. EntãoΓn ≥ µn. Por outro lado, dado qualquer subespaço

Fn de dimensãon, tomex∈Fn tal quex⊥φ1, . . . ,φn−1. Pela Proposição 1.5(Tx,x)≤µn.

Assim,

inf
x∈Fn

(Tx,x)≤ µn, ∀Fn,

o que implica queΓn ≤ µn.

�

Observação 1.11Os ínfimos e os supremos das caracterizações, obtidos nos resultados

acima, são atingidos. Logo, podemos trocá-los por mínimos emáximos, respectivamente.
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1.2 Os Autovalores do Problema com Peso Indefinido:

Formulação Variacional

Inicialmente, lembramos que a desigualdade de Poincaré afirma que existe uma

constantec > 0 tal que

‖u‖L2 ≤ c‖u‖H1, ∀u ∈ H1
0(Ω) (1-16)

onde, recordando,Ω ⊂R
N é um domínio limitado,∂Ω é suave e H10(Ω) :=C∞

0 (Ω)
‖·‖

H1 ∩
W 1,2(Ω). Além disso, definimos

W 1,2(Ω) =

{

u : Ω ⊆ R
N →R : u ∈ L2(Ω) e

∂u

∂xi
∈ L2(Ω),∀i= 1, ...,N

}

chamado de espaço de Sobolev. Para maiores detalhes, veja o Apêndice A.1. Vamos

utilizar ‖ · ‖2 para denotar a norma no espaço de LebesgueL2(Ω).

Da desigualdade (1-16), obtemos que os produtos internos

∫
Ω

∇u ·∇v dx e
∫

Ω
[∇u ·∇v+uv] dx, ∀u,v ∈ H1

0(Ω),

são equivalentes em H1
0(Ω). Então utilizaremos a seguinte norma em H1

0(Ω):

‖u‖H1
0
=
(

∫
Ω
|∇u|2 dx

)
1
2
.

Estudaremos o problema (1-1) na sua formulação fraca, dada por:







(u,v) = λ

∫
Ω
muv, ∀v ∈ H1

0(Ω)

u ∈ H1
0(Ω)

(1-17)

onde(·, ·) : H1
0(Ω)×H1

0(Ω)→ R é o produto interno em H10(Ω) dado por

(u,v) =
∫

Ω
∇u ·∇v dx.

Sabemos das imersões de Sobolev, que H1
0(Ω) →֒ Lq(Ω), continuamente se

1≤ q≤ 2∗ =
2N
N −2

, e compactamente se 1≤ q < 2∗. Então a expressão
∫

Ω
muv está bem

definida∀u,v ∈ H1
0(Ω). Das desigualdades de Hölder (A.6) e Poincaré (A.13), temos

|(u,v)| =
∣

∣

∣

∫
Ω

∇u ·∇v
∣

∣

∣
≤

∫
Ω
|∇u ·∇v|

≤ ‖∇u‖2‖∇v‖2 ≤ C‖u‖H1‖v‖H1
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Além disso,

(u,u) =

∫
Ω
|∇u|2 dx= ‖u‖H1.

Sejau∈ H1
0(Ω) fixado. Pela desigualdade de Hölder, o funcional linear dadopor

v 7→
∫
muv

é limitado em H1
0(Ω). Pelo Teorema da Representação de Riesz A.3, existe um elemento

em H1
0(Ω), denotado porTu, tal que

(Tu,v) =
∫

Ω
muv (1-18)

É facil ver queT : H1
0(Ω) → H1

0(Ω) é linear e simétrico. Vamos provar agora que este

operador é compacto. Com efeito, seja{un} uma sequência limitada em H1
0(Ω). Passando

para uma subsequência, pelos Teoremas de Imersão de Sobolev, temos queun ⇀ u em

H1
0(Ω) e un → u emLs, para 1≤ s < 2∗. Assim, utilizando a desigualdade de Hölder

generalizada (A-3) com1
s +

1
r +

1
2∗ = 1 temos

‖Tun−Tu‖2 = (T (un−u),Tun−Tu) =
∫

Ω
m(un−u)(Tun−Tu)

≤ ‖m‖r‖un−u‖s‖Tun−Tu‖2∗

de onde obtemos que‖Tun−Tu‖≤ c‖un−u‖s, ou seja,Tun→ Tu em H1
0(Ω). Portanto,

T é compacto. Além disso,T é contínuo, pois

‖Tu‖2 = (Tu,Tu)

=
∫

Ω
muTu

≤ C‖m‖r‖u‖‖Tu‖

Neste caso, conseguimos reescrever a nossa formulação variacional (1-17) do

problema (1-1) da seguinte maneira:

{

(u,v) = λ(Tu,v), v ∈ H1
0

u ∈ H1
0

(1-19)

Desta maneira, conseguimos aplicar a teoria desenvolvida acima, para ope-

radores lineares, simétricos e compactos em um espaço de HilbertH, para descrever as

autofunções e autovalores do problema (1-1).

De (1-19) temos queTu= 1
λu. Em outras palavras, os autovalores não nulos de

(1-19) são os inversos dos autovalores do operadorT . Assim, somos capazes de provar o

seguinte resultado:
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Proposição 1.12O problema(1-17)possui uma dupla sequência de autovalores

· · · ≤ λ−2 ≤ λ−1 < 0< λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ,

cujas caracterizações variacionais são

1
λn

= sup
Fn

inf
{

∫
Ω
mu2 : ‖u‖= 1,u ∈ Fn

}

1
λ−n

= inf
Fn

sup
{

∫
Ω
mu2 : ‖u‖= 1,u ∈ Fn

}
(1-20)

ondeFn varia sobre todos os subespaços de dimensãon de H1
0. As autofunçõesφn

correspondentes aos autovalores citados acima são tais que

(φn,v) = λn

∫
Ω
mφnv, ∀v ∈ H1

0 (1-21)

e

(φn,φn) = 1 ;
1
λn

=
∫

Ω
mφ2

n (1-22)

Pelos resultados anteriormente vistos, os autovalores (1-20) não se acumulam,

exceto em+∞ e−∞. Necessitamos garantir a existência de tais sequências de autovalores,

ao qual é demonstrado no seguinte resultado.

Proposição 1.13SejamΩ+ = {x ∈ Ω :m(x)> 0} e Ω− = {x ∈ Ω :m(x) < 0}. Então

1. Se|Ω+|= 0, então não existeλn positivo;

2. Se|Ω−|= 0, então não existeλ−n negativo;

3. Se|Ω+|> 0, então existe uma sequência deλn →+∞ positivos;

4. Se|Ω−|> 0, então existe uma sequência deλ−n →−∞ negativos.

onde| · | denota a medida de Lebesgue do conjunto.

Prova:

item 1: Vamos supor queλn > 0 e sejaφn 6= 0 a autofunção associada, para cadan.

Tomandov = φn em (1-21), obtemos que(φn,φn) = λn

∫
Ω
mφ2

n. Por outro lado, temos

que (φn,φn) = ‖φn‖2
H1 > 0. Comoλn > 0, temos

∫
Ω
mφ2

n > 0, o que nos mostra que

|Ω+|> 0, a qual é uma contradição.

item 2:Análogo aoitem 1.

item 3:SejamB1, . . . ,Bn bolas, duas a duas disjuntas, emΩ tais queBi∩Ω+ possuem

medida positiva. Considereu1, . . . ,un funções de classeC∞
0 com suporte nas correspon-

dentes bolas e que
∫
mu2

i > 0, para cadai = 1, . . . ,n. Podemos tomar tais funções da
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seguinte maneira: sejaǫ > 0 tal que‖mχBi∩Ω+‖1 > ǫ, ondeχBi∩Ω+ designa a função

característica emBi ∩Ω+. ComoC∞
0 (Bi) é denso emLr′(Bi), com

1
r′
+

1
r
= 1, ǫ > 0,

existevi ∈ C∞
0 (Bi) tal que

‖vi−χBi∩Ω+‖r′ <
ǫ

‖m‖r
, vi ≥ 0.

Pela desigualdade de Hölder, temos

∣

∣

∣

∣

∣

∫
Ω
m
(

vi−χBi∩Ω+

)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ‖m‖r‖vi−χBi∩Ω+‖r′ ≤ ǫ

assim, ∫
Ω
mvi >

∫
Ω
χBi∩Ω+ − ǫ > 0.

Tomandovi = u2
i e normalizando-os de tal forma que

∫
Ω
mu2

i = 1, parai = 1, . . . ,n,

obtemos as funções desejadas. Falta mostrar queλn > 0. De fato, sejaFn o subespaço

gerado pelas funçõesui (que são ortogonais duas a duas, já que as bolas são disjuntas).

Então parau=
n

∑
i=1

αiui ∈ Fn temos

∫
Ω
mu2 =

n

∑
i=1

α2
i

∫
Ω
mu2

i =
n

∑
i=1

α2
i

e

(u,u) =
n

∑
i=1

α2
i (ui,ui)≤ c

n

∑
i=1

α2
i

ondec= max
i=1,...,n

a(ui,ui). Logo,

∫
Ω
mu2 ≥ 1

c
(u,u), ∀u ∈ Fn

Tomando o ínfimo sobreu ∈ Fn, com‖u‖= 1 e depois o supremo sobre os subespaços

de dimensãon de H1
0 temos que, por (1-20), o resultado desejado.

item 4:Análogo aoitem 3.

�

O próximo resultado nos mostra comoλn = λn(m) varia como uma função de

m.

Proposição 1.14Sejamm,m : Ω → R duas funções emLr(Ω), comr > N
2 , tais que

m(x) ≤m(x) q.t.p. emΩ. Suponha que, para um dadon ∈ Z
∗, os autovaloresλn(m) e
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λn(m) existam. Então

λn(m)≥ λn(m).

Além disso, sem(x) < m(x) em um subconjunto de medida positiva deΩ, então a

desigualdade acima é estrita.

Prova: A demonstração é simples. Vamos verificar primeiramente para n > 0. Por

hipótese,m(x) ≤ m(x) q.t.p. emΩ. Multiplicando poru2 ≥ 0 a desigualdade anterior,

integrando emΩ, tomando o ínfimo dasu ∈ Fn, ondeFn é o subespaço de H1
0 de

dimensãon e depois o supremo de todos estes subespaços de dimensãon, temos a

seguinte desigualdade:

sup
Fn

inf
u∈Fn

∫
Ω
u2m(x)≤ sup

Fn

inf
u∈Fn

∫
Ω
u2m(x).

Consequentemente, temos que

1
λn(m)

≤ 1
λn(m)

.

Paran < 0 a demonstração é análoga.

�

O próximo resultado nos garante a continuidade da funçãoλn(m) na norma

L
N
2 (Ω).

Proposição 1.15λn(m) é uma função contínua emm, na normaL
N
2 . Isto é, se{mj} é

uma sequência emLr que converge para umm ∈ Lr na normaL
N
2 , então

λn(mj)
j→+∞−−−−→ λn(m).

Observação 1.16Observe que sem(x) = 1 e denotando porλj(1) = ξj temos que, pela

Proposição 1.13 item 3, não existemξj comj negativo.

Neste momento, provaremos um resultado de caracterização do primeiro auto-

valor e da primeira autofunção de (1-19).

Teorema 1.17 (Krein-Rutman) Sejam : Ω → R uma função pertencente aLr(Ω), com

r > N
2 , não necessariamente positiva. Suponha quem> 0 em um subconjunto de medida

positiva deΩ. Então o primeiro autovalor positivoλ1 de (1-19)é simples eφ1 pode ser

tomada positiva emΩ.

Prova (Teorema 1.17):

Nossa demosntração é dividida em 3 partes.
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1. Sejaw ∈ H1
0(Ω) uma autofunção correspondente ao primeiro autovalor positivo λ1.

Observe que não podemos afirmar queλ1 é diferente dosλj ’s e consequentementew pode

ser tomada como combinação linear dosφj ’s. Em qualquer situação,w é uma solução de

(w,v) = λ1

∫
Ω
mwv, ∀v ∈ H1

0.

Queremos provar quew não muda de sinal emΩ. Vamos supor, por contradição, que isto

ocorre e defina

w+(x) =max(w(x),0) e w−(x) =min(w(x),0).

Sabemos quew+ ew− também estão em H10. Como
∫

Ωmw
+w−dx= 0, então

∫
Ω
mw2dx=

∫
Ω
m(w+)2dx+

∫
Ω
m(w−)2dx= α1+α2

e

(w,w) = (w+,w+)+(w−,w−) = β1+β2, β1,β2 > 0.

Agora, de (1-21) e (1-22), temos que

α1+α2

β1+β2
=
α1

β1
=
α2

β2
ou

α1+α2

β1+β2
<max

(α1

β1
,
α2

β2

)

e
1
λ1

=

∫
Ωmw

2dx

(w,w)
=

∫
Ωm(w+)2dx+

∫
Ωm(w−)2dx

(w+,w+)+(w−,w−)

o que nos implica quew+ e w− são autofunções associadas aλ1. Assim, devido ao

Corolário 8.1 de [23],w+ > 0 q.t.p. emΩ ew− < 0 q.t.p. emΩ o que não pode ocorrer.

De fato, supondo quew+ 6= 0 ew− 6= 0, considere o cone das funções positivas:

K := {u ∈ C1(Ω;R) : u(x)≥ 0 em Ω e u(x) = 0 sobre ∂Ω}.

Facilmente vemos queK é fechado, convexo, não vazio e quew+,−w− ∈K. Utilizando

o Teorema A.5, obtemos que existe um únicou ∈K tal que

(u,v−u)≥ λ1(Tu,v−u); ∀v ∈K (1-23)

onde estamos tomandoζ = λ1
2 Tu na desigualdade (A-1). Desta desigualdade comv ≡ 0

obtemos
1
2
(u,u)− λ1

2
(Tu,u)≤ 0 (1-24)
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Como(·, ·) é simétrico, então

min
v∈K

{1
2
(v,v)− λ1

2
(Tv,v)

}

≤ 0. (1-25)

Por outro lado,w+ ∈K e
1
λ1

=

∫
Ωm(w+)2dx

(w+,w+)
temos que

0=
1
2
(w+,w+)− 1

λ1
(Tw+,w+)≥ min

v∈K

{1
2
(v,v)− 1

λ1
(Tv,v)

}

.

Portanto, o mínimo é atingido pelow+ ∈K que fica caracterizado por

0=
1
2
(w+,w+)− 1

λ1
(Tw+,w+) = min

v∈K

{1
2
(v,v)− 1

λ1
(Tv,v)

}

.

Analogamente, obtemos que−w− ∈K fica caracterizado por

0=
1
2
(w−,w−)− 1

λ1
(Tw−,w−) = min

v∈K

{1
2
(v,v)− 1

λ1
(Tv,v)

}

.

Mas pela unicidade do Teorema A.5 concluímos que ouw+ ≡ 0 ouw− ≡ 0. No nosso

caso, tomaremosw− ≡ 0 ew = w+ ≥ 0 que é a autofunção associada ao autovalorλ1

e pelo resultado de G. Stampacchia [23] temos quew > 0. Comoφ1 ≥ 0 temos pelos

mesmos argumentos anteriores obtemos queφ1 pode ser tomada estritamente positiva.

2. Agora provaremos que a multiplicidade geométrica deλ1 é 1. Com efeito, sejamw1 e

w2 autofunções correspondentes aλ1. Pelo passo anterior, sabemos que para cadaα ∈ R,

a autofunçãow1+αw2 tem sinal definido. Então os conjuntos

A= {α : w1+αw2 ≥ 0} e B = {α : w1+αw2 ≤ 0}

são não-vazios, fechados eA∪B =R. Logo, existe umα ∈A∪B tal quew1+αw2 = 0,

ou seja,w1 ew2 são linearmente dependentes.

3. A multiplicidade algébrica deλ1 é 1, isto é,λ1 é um autovalor simples. Para isto,

devemos provar queN(I − λ1T )
2 = N(I − λ1T ). Sejau ∈ N(I − λ1T )

2. Então pelo

passo anterior, para algumt∈R, tem-se queu−λ1Tu= tφ1. Tomando o produto interno

comφ1 temos
t(φ1,φ1) = (u−λ1Tu,φ1)

= (u,φ1)−λ1(Tu,φ1)

= (u,φ1)− (u,λ1Tφ1)

= (u,φ1)− (u,φ1)

= 0.

De onde obtemos quet= 0. Portanto,u ∈N(I−λ1T ).
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�

1.3 O Teorema do Passo da Montanha, de Linking e um

Teorema de Brezis-Nirenberg

Nesta seção abordaremos alguns resultados que são importantes para as de-

monstrações dos principais teoremas desta dissertação. Primeiramente, enunciaremos

alguns teoremas do tipo min-max.

SejaH um espaço de Hilbert. Considere as seguintes definições:

Definição 1.18Seja{un} uma sequência emH eJ : H →R um funcional de classeC1.

1. Dizemos que{un} é uma sequência de Palais-Smale paraJ , ou simplesmente

(PS), emH se{J(un)} é limitado eJ ′(un)−→ 0, quandon→ ∞. SeJ(un)−→ c,

então a(PS)-sequência é denotada por(PS)c-sequência.

2. Similarmente, dizemos que uma sequência{un} emH é uma sequência de Cerami

no nívelc ∈ R se

J(un)
n→∞−−−→ c e (1+‖un‖)‖J ′(un)‖H∗

n→∞−−−→ 0.

Definição 1.19ConsidereJ : H → R um funcional de classeC1.

1. Dizemos que o funcionalJ satisfaz a condição(PS), respectivamente(PS)c, em

H, se para toda(PS)-sequência, respectivamente(PS)c-sequência, possui uma

subsequência convergente na norma.

2. Dizemos queJ satisfaz a condição de Cerami se para toda sequência de Cerami

no nívelc ∈ R possui uma subsequência convergente na norma.

No Teorema do Passo da Montanha usual definimos um funcionalJ ∈C1(H;R)

que satisfaça duas condições descritas a seguir.

(PM-1) J ∈ C1(H,R), J(0) = 0 e∃r,ρ > 0 tais que

J(u)≥ ρ, ∀u ∈ Sr = {u ∈ H : ‖u‖= r}.

(PM-2) ∃e ∈ H com‖e‖> r tal queJ(e)≤ 0.

Dizemos que um funcionalJ que satisfaz as condições(PM-1) e (PM-2) possui

uma geometria do Passo da Montanha. Além disso, denote porΓ o conjunto de todos os



1.3 O Teorema do Passo da Montanha, de Linking e um Teorema de Brezis-Nirenberg 31

caminhos contínuos que ligamu= 0 eu= e, isto é,

Γ = {γ ∈ C([0,1],H) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}. (1-26)

ClaramenteΓ 6=∅, poisγ(t) = te é tal queγ ∈ Γ.

Utilizando queγ ∈ C([0,1],H) e Sr divide o espaço em duas componentes

conexas, uma sendo limitada e a outra ilimitada. Então podemos considerar:

c= inf
γ∈Γ

max{J(γ(t)) : t ∈ [0,1]} ≥ ρ > 0. (1-27)

ondeρ é obtido da condição(PM-1).

O resultado a seguir garante que o valorc, dado por (1-27), é um valor crítico

para o funcionalJ .

Teorema 1.20 (Passo da Montanha)Suponha queJ ∈ C1(H;R) satisfaz as condições

(PM-1), (PM-2) e (PS)c, ondec é dado por(1-27). Entãoc é um valor crítico não nulo

paraJ , ou seja, existez ∈ H, não nulo, tal queJ(z) = c eJ ′(z) = 0.

Prova:Veja [2], Capítulo 8, Seção 8.1.

�

Um exemplo de aplicação do Teorema 1.20 é para obter uma solução positiva do

seguinte problema de Dirichlet:

{

−∆u = f(x,u), x ∈ Ω
u = 0, x ∈ ∂Ω,

(1-28)

ondef : Ω×R→ R se comporta comoλu+up quandou→ 0+ eu→ +∞. Assumimos

também quef(x,u)≡ 0 parau < 0, f ∈ Fp com 1< p < N+2
N−2 e que

lim
u→0+

f(x,u)

u
= λ > 0, q.t.p. x ∈ Ω (1-29)

e

∃r > 0, θ ∈
(

0,
1
2

)

: 0< F (x,u)≤ θuf(x,u) ∀x ∈ Ω, u≥ r. (1-30)

Denotamos porF (x,u) =
∫ u

0 f(x,s) ds e porFp a classe das funções Hölder contínuas

que satisfazem a seguinte condição: existema1 ∈ L
2N
N+2(Ω) ea2 > 0 tais que

|f(x,u)| ≤ a1(x)+a2|u|p; ∀(x,u) ∈ Ω×R

ondep < 2∗−1= N+2
N−2.



1.3 O Teorema do Passo da Montanha, de Linking e um Teorema de Brezis-Nirenberg 32

A condição (1-30) é conhecida como condição de Ambrosetti-Rabinowitz.

Teorema 1.21Sef ∈ Fp, com1< p < N+2
N−2 e satisfaz a condição(1-29), comλ < λ1, e

(1-30), então o problema(1-28)possui uma solução positiva.

Prova:Para maiores detalhes, veja [2], Capítulo 8, Seção 8.2 .

�

Vamos agora introduzir uma generalização da geometria e do Teorema do Passo

da Montanha. Inicialmente, considereN uma variedade com fronteira∂N emH, C um

subconjunto deH eH = {h ∈ C(N ;H) : h(u) = u, ∀u ∈ ∂N}.

Definição 1.22Dizemos que∂N eC estão enlaçados se

C ∩h(N) 6=∅, ∀h ∈H .

Observação 1.23 1. SejamX um espaço de Hilbert eL um conjunto de índices.

Entendemos por variedade em um espaço de HilbertX de classeCk, como um

espaço topológicoM emX no qual existe uma cobertura{Ui}i∈L aberta deM e

uma família de aplicaçõesϕi : Ui →X satisfazendo as seguintes condições:

• Vi = ϕi(Ui) é um conjunto aberto emX eϕi é um homeomorfismo deUi em

Vi;

• ϕj ◦ϕ−1
i : ϕi(Ui∩Uj)→ ϕj(Ui∩Uj) é de classeCk.

Cada par(Ui,ϕi) é chamado de carta. As aplicaçõesϕj ◦ϕ−1
i são conhecidas como

mudança de cartas e o par(Vi,ϕ
−1
i ) é chamado parametrização local deM . Não

iremos aprofundar nestes conceitos, pois não é o objetivo deste trabalho;

2. Uma ilustração da Definição 1.22 é dada na Figura 2.1 abaixo:

b

Ch(N)

N

∂N

Figura 2.1
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3. Observe que se tomarmosC como sendo a esferaSr = {u ∈ H : ‖u‖ = r},

N como o segmento[0, e] = {u = te : 0 ≤ t ≤ 1}, ∂N = {0, e}, com e ∈ H e

H = {h ∈C(N ;H) : h(0) = 0 , h(e) = e}, ondeH nada mais é do que o conjunto

de caminhosΓ que definimos em(1-26)anteriormente, teremos que∂N eC estão

enlaçados. Em outras palavras, as hipóteses da geometria doPasso da Montanha

satisfazem a Definição 1.22. Veja Figura 2.2

b

0 e
b

N

Sr

Figura 2.2

4. Vamos supor queH seja escrito como soma direta de dois subespaços fechados

V eW e quedim(V ) = k < +∞. TomandoC =W e ∂N = {v ∈ V : ‖v‖ = r},

ondeN é a bola de raior emV e os conjuntosh(N), h ∈ H , são as superfícies

k dimensionais geradas por∂N que é a esfera de raior emV , então podemos

mostrar, através da teoria do grau (ver [2], Capítulo 3), que∂N e C estão

enlaçados, veja Figura 2.3. Não entraremos em detalhes paraverificação desta

afirmação, pois não é o objetivo deste trabalho, mas este resultado nos será útil

para o próximo teorema.

b

b

V

h(N)

∂NN =Br

r

C =W

Figura 2.3

SejamJ ∈ C1(H;R) e N,C dois subconjuntos deH tais que∂N e C estão

enlaçados. Vamos assumir que:

(L-1) J é limitado inferiormente emC e defina

ρ := inf
u∈C

J(u)>−∞;

(L-2) ρ > β := sup
u∈∂N

J(u).

As condições(L-1) e (L-2) para o funcionalJ são mais gerais que(PM-1) e

(PM-2). De fato, tomandoC = Sr,N = {u= te : 0≤ t≤ 1} eH = Γ então as condições

(PM-1) e (PM-2) são satisfeitas (veja observação 1.23 item 3).
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Seja

c= inf
h∈H

sup
u∈N

J(h(u)). (1-31)

Este nívelc é chamado de nível delinking deJ correspondente aN eC .

Lema 1.24 Se∂N e C estão enlaçados e vale(L-1) para um funcionalJ ∈ C1(H;R),

entãoc≥ ρ.

Prova:Pela Definição 1.22, temos queC ∩h(N) 6=∅, ∀h ∈H . Logo,

sup
u∈N

J(h(u))≥ inf
u∈C∩h(N)

J(u)≥ inf
u∈C

J(u) = ρ

Como a desigualdade acima vale para todoh ∈H , entãoc≥ ρ.

�

Este lema nos fornece uma caracterização do nosso nívelc. Já o próximo teorema

garante que sob certas condições o funcionalJ possui um ponto crítico exatamente no

nível c.

Teorema 1.25 (Linking) SejaH = V ⊕W , ondeV e W são subespaços fechados e

0< dim(V ) = k <+∞. Vamos supor queJ ∈ C1(H,R) satisfaz as seguintes condições:

(L-3) existeρ > 0 tal que

J(w)≥ ρ, ∀w ∈W,

(L-4) existemr > 0 eβ < ρ tais que

J(v)≤ β, ∀v ∈ V, ‖v‖= r

e que(PS)c vale. EntãoJ possui um ponto críticoz no nívelc.

O Teorema 1.25 pode ser aplicado para verificar a existência de uma solução não

trivial do problema (1-28), mas impondo condições menos restritivas do queλ < λ1 em

(1-29). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.26Sef ∈ Fp, com1< p < N+2
N−2 e satisfaz as condições(1-29)e (1-30), para

qualquerλ ∈ R. Então o problema(1-28)possui uma solução não trivial.

Prova:Para maiores detalhes desta demonstração veja [2], Capítulo 8, Seção 8.3.1.

�
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Encerraremos esta seção com o enunciado de um resultado devido a H. Brezis

e L. Nirenberg [7], o qual é conhecido como Linking local na origem. Este resultado

fornecerá suporte na demonstração de um dos resultados principais desta dissertação.

Teorema 1.27 (Brezis e Nirenberg)SejaE um espaço de Banach com uma decom-

posição em soma diretaE = V1⊕V2, ondedim(V1)<+∞. SejaJ um funcional de classe

C1 emE comJ(0) = 0, satisfazendo(PS). Assuma que para algumδ0 > 0

J(v)≥ 0, ∀v ∈ V2 com ‖v‖ ≤ δ0

e

J(v)≤ 0, ∀v ∈ V1 com ‖v‖ ≤ δ0.

Além disso, suponha que o funcionalJ é limitado inferiormente einf
v∈E

J(v)< 0. EntãoJ

possui ao menos dois pontos críticos diferentes de zero.

Este teorema pode ser encontrado com maiores detalhes no artigo do S. Li e M.

Willem [19], Seção 2.

1.4 Lemas de Redução

Nesta seção, enunciaremos dois lemas de redução que dão suporte para a de-

monstração dos resultados do Capítulo 3.

Lema 1.28 SejamX e Y subespaços fechado de um espaço de HilbertH tal que

H = X ⊕ Y e J : H → R um funcional de classeC1. Se existe uma função crescente

φ : (0,∞)→ (0,∞) tal queφ(t)→ ∞ quandot→ ∞ e

〈J ′(x+y)−J ′(x+y1),y−y1〉 ≥ ‖y−y1‖φ(‖y−y1‖), (1-32)

para todox ∈X, y,y1 ∈ Y , comy 6= y1, então

1. existe uma função contínuaθ :X → Y tal que

J(x+θ(x)) = min{J(x+y) : y ∈ Y };

além disso,θ(x) é o único ponto crítico do funcionalJX : Y → R, dado por

JX(y) = J(x+y).

2. a funçãoJ :X →R, dada porx 7→ J(x+θ(x)) é de classeC1 e

〈J ′(x),x1〉= 〈J ′(x+ r(x)),x1〉, ∀x,x1 ∈X. (1-33)
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Observação 1.29Observe que na definição de(3-22)estamos utilizando o seguinte fato:

−J(x+θ(x)) = −min{J(x+y) : y ∈ Y }
= max{−J(x+y) : y ∈ Y }.

Lema 1.30 Nas hipóteses do Lema 1.28, seJ é de classeC2, entãoJ é de classeC2.

Podemos obter um resultado análogo ao Lema 1.28 para decomposição deH

na soma direta de três subespaços fechados. Para maiores detalhes da demonstração dos

lemas acima veja artigo de A. Castro [10].



CAPÍTULO 2
O Problema de Dirichlet Assintoticamente

Linear

2.1 Análise do Problema

Neste capítulo estudaremos o seguinte problema de Dirichlet:

{

−∆u = f(x,u), x ∈ Ω
u = 0, sobre ∂Ω,

(2-1)

ondeΩ ⊂ R
N ,N ≥ 1 é um domínio limitado,∂Ω suave ef satisfaz:

(A-1) f ∈ C(Ω×R); f(x,0) = 0, ∀x ∈ Ω; f(x,t)≥ 0, ∀t≥ 0, x ∈ Ω e

f(x,t)≡ 0, ∀t≤ 0, x ∈ Ω;

(A-2) t 7−→ f(x,t)

t
é não decrescente para cadat≥ 0 e q.t.p.x ∈ Ω;

(A-3) lim
t→0

f(x,t)

t
=µ; lim

t→∞

f(x,t)

t
= l uniformemente q.t.p.x∈Ω, ondeµ∈ [0,+∞), l ∈

(0,+∞] são constantes eµ < λ1 ≤ l e λ1 é o primeiro autovalor do Laplaciano

(−∆,H1
0(Ω)).

Sabemos que encontrar soluções fracas não triviais para o problema (2-1) equi-

vale a encontrar os pontos críticos não nulos do funcional declasseC1(H1
0(Ω),R) dado

por

J(u) =
1
2

∫
Ω
|∇u|2dx−

∫
Ω
F (x,u)dx,∀ u ∈H1

0(Ω) (2-2)

onde

F (x,u) =

∫ u

0
f(x,s)ds; x ∈ Ω, u ∈ R.

Além disso, por(A-1) e pelo princípio do máximo forte (ver D. Gilbarg e N. Trudinger

[15], capítulo 8, seção 8.7), um ponto crítico não nulo deJ é de fato uma solução positiva

do problema (2-1).
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Observação 2.1Para obter que o funcional(2-2) é de classeC1 sugerimos ao leitor o

livro de A. Ambrosetti e G. Prodi [3], Teorema 2.9, no qual a idéia consiste basicamente

em verificar que o funcional

Φ(u) =

∫
Ω
F (x,u)dx

é de classeC1.

Para encontrar um ponto crítico não trivial do funcional (2-2) utiliza-se o Teorema 1.20

(Teorema do Passo da Montanha). Neste caso, necessitamos deuma hipótese adicional

sobre a funçãof , conhecida como condição de Ambrosetti-Rabinowitz, descrita em

(1-30), isto é, existemθ < 1
2 e r > 0 tais que

0<
1
θ
F (x,t)≤ f(x,t)t, q.t.p. x ∈ Ω e |t| ≥ r. (2-3)

Veja seção 1.3 para maiores detalhes. Quando aplicamos o Teorema do Passo da Mon-

tanha, a condição (2-3) desempenha um papel importante na verificação de que o fun-

cional J , dado por (2-2), possui a geometria do Passo da Montanha(PM-1), (PM-

2) mostrando adicionalmente que a sequência(PS)c relacionada é limitada.

Estas ideias podem ser obtidas em A. Ambrosetti e A. Malchiodi [2], Capítulo 8,

Seção 8.2 e nos artigos de A. Ambrosetti e P.H. Rabinowitz [4], D.G. Costa e C.A. Ma-

galhães [11], Schechter [21] e M. Willem [27]. Mas observe que neste trabalho estamos

supondo quef é assintoticamente linear no infinito. Consequentemente, assumindo (2-3),

temos que

lim
t→+∞

F (x,t)

t2
=+∞, x ∈ Ω.

Neste caso, dizemos quef é superlinear no infinito. De fato, denotando porξ = 1
θ e da

condição (2-3) obtemos que para todot, t0 ≥M ,

∫ t

t0

f(x,s)

F (x,s)
ds≥

∫ t

t0

ξ

s
ds.

De onde temos que

|F (x,t)| ≥
[

|F (x,t0)|
|t0|ξ

]

|t|ξ.

Primeiramente, desta desigualdade, obtemos queF (x,t)
t→+∞−−−−→ +∞, poisξ > 2. Então,

dividindo port2 a última desigualdade

F (x,t)

t2
≥ C(to, ξ)|t|ξ−2,
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ondeC(t0, ξ) =
|F (x,t0)|
|t0|ξ . Então supondo a condição (2-3) segue quef é superlinear no

infinito.

O interesse em estudar problemas que são assintoticamente linear aparecem em

alguns problemas físicos como campos eletromagnéticos (ver Stuart [24, 25]), ondas

viajantes (ver Volterra [26]), ondas de choque e reação de difusão (ver Smoller [22]). No

artigo de J. Busca e B. Sirakov [8] encontram-se alguns exemplos na área da matemática

financeira, teoria da probabilidade e biomatemática.

Neste capítulo, provaremos através de uma versão simples doTeorema do

Passo da Montanha, alguns resultados de existência de soluções para o problema (2-1)

assumindo as condições(A-1), (A-2) e (A-3).

2.2 Problema assintoticamente linear: caso não-

ressonante

Considere o seguinte problema de Dirichlet assintoticamente linear:

{

−∆u = f(x,u), x ∈ Ω
u = 0, sobre ∂Ω,

(2-4)

ondeΩ ⊂ R
N ,N ≥ 1 é um domínio limitado,∂Ω suave,f(x,0) = 0, f ∈C1(Ω×R) ef

satisfaz o seguinte limite

lim
|t|→∞

f(x,t)

t
= l ∈ R. (2-5)

Observação 2.2Comof ∈ C1(Ω×R) e supondo quelim
|t|→∞

f(x,t)

t
= l < ∞ temos que

|f(x,t)| ≤ C2(1+ |t|),

para todot ∈ R, x ∈ Ω e para alguma constanteC2 > 0.

De fato, dadoε > 0 existeMε > 0 tal que

|f(x,t)| ≤ (l+ε)|t|, ∀ |t| ≥Mε ex ∈ Ω. (2-6)

Por outro lado, comof ∈ C1, então existem umδ > 0 e uma constanteCε > 0 tais que

∣

∣

∣

∣

∣

f(x,t)

t

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (|f ′(x,0)|+ε), ∀ |t| ≤ δ ex ∈ Ω, (2-7)

e

|f(x,t)| ≤ Cε ∀ δ ≤ |t| ≤Mε ex ∈ Ω, (2-8)
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pois lim
|t|→0

f(x,t)

t
= f ′(x,0) e os intervalos[−Mε,−δ] e [δ,Mε] são compactos, respecti-

vamente. De(2-6), (2-7)e (2-8)obtemos

|f(x,t)| ≤ C2(1+ |t|),

para todot ∈ R ex ∈ Ω.

Vamos verificar que seλk < l < λk+1, para algumk ∈ N, então o funcional

associado ao problema (2-4)

J(u) =
1
2

∫
Ω
|∇u|2 dx−

∫
Ω
F (x,u) dx, ∀u ∈ H1

0(Ω), (2-9)

ondeF (x,u) =
∫ u

0
f(x,t) dt, satisfaz(PS)c, para todoc ∈ R.

De fato, dado uma(PS)c-sequência{un} paraJ , temos que{un} é limitada.

Com efeito, se{un} é ilimitada, obtemos que

J(un)
n→∞−−−→ c

J ′(un)
n→∞−−−→ 0 e

‖un‖ n→∞−−−→ +∞.
(2-10)

Defina

vn =
un

‖un‖
.

Temos que‖vn‖= 1, para todon∈N. Então, a menos de subsequência, existev ∈ H1
0(Ω)

tal que

1) vn ⇀v; em H1
0(Ω),

2) vn → v; emLp(Ω); 1≤ p < 2∗,

3) vn(x)→ v(x); q.t.p. emΩ,
4) |vn(x)| ≤ h(x); para algumah ∈ Lp(Ω), com 1≤ p < 2∗.

Assim, obtemos

〈J ′(un),ϕ〉
‖un‖

=
1

‖un‖

∫
Ω

∇un ·∇ϕ dx−
1

‖un‖

∫
Ω
f(x,un)ϕ dx

=

∫
Ω

∇vn ·∇ϕ dx−
∫

Ω

f(x,un)

‖un‖
ϕ dx

=
∫

Ω
∇vn ·∇ϕ dx−

∫
Ω

f(x,un)

un
vnϕ dx,
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para todaϕ ∈ H1
0(Ω). Tomando o limite, obtemos

0=
∫

Ω
∇v ·∇ϕ dx− lim

n→∞

∫
Ω

f(x,un)

un
vnϕ dx.

Considere os seguintes conjuntos:

A= {x ∈ Ω : |v(x)| 6= 0}

e

B = Ω\A= {x ∈ Ω : v(x) = 0}.

Sex ∈ A, então dadoε > 0 existen0 = n0(x) tal que|vn(x)| ≥ ε
2, para todon≥ n0. De

fato,

|vn(x)| ≥ |vn(x)−v(x)|− |v(x)| ≥ ε− ε

2
=
ε

2
> 0.

Assim, temos

|un(x)|= |vn(x)|‖un‖ ≥
ε

2
‖un‖→+∞. (2-11)

Além disso, conforme a observação (2.2), existe uma constanteC1 > 0 tal que

∣

∣

∣

∣

∣

f(x,un)

un
vnϕ

∣

∣

∣

∣

∣

=
|f(x,un)|

|un|
|vnϕ|

≤ C1|vnϕ|
≤ C1|hϕ|,

ondeh é obtido de 4) acima. Pela desigualdade de Hölder, obtemos quehϕ ∈ L1(Ω).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada (ver [17], Capítulo 15, Teorema 15.33)

temos

lim
n→∞

∫
A

f(x,un)

un
vnϕ dx=

∫
A

lim
n→∞

f(x,un)

un
vnϕ dx=

∫
A
lv(x)ϕ(x) dx.

Por outro lado, sex ∈ B, então vemos que

lim
n→∞

∫
B

∣

∣

∣

∣

∣

f(x,un)

un
vnϕ

∣

∣

∣

∣

∣

dx = lim
n→∞

∫
B

∣

∣

∣

∣

∣

f(x,un)

‖un‖
ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

dx

≤ lim
n→∞

∫
B

C2(1+ |un|)
‖un‖

|ϕ| dx

= lim
n→∞

[

C2

‖un‖
‖ϕ‖1+C2

∫
B

|un|
‖un‖

|ϕ| dx
]

= lim
n→∞

C2

∫
B
|vn||ϕ| dx.
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Aqui usamos (2-5) ef ∈ C1(Ω×R), obtendo uma constanteC2 > 0 (veja Observação

2.2) tal que

|f(x,u(x))| ≤ C2(1+ |u(x)|), x ∈ Ω; u ∈ R.

Observe que existeh ∈ L2(Ω) tal que

|vnϕ| ≤ h|ϕ|.

Novamente, pela desigualdade de Hölder temos quehϕ ∈L1(Ω) e pelo Teorema

da Convergência Dominada obtemos que

lim
n→∞

∫
B
|vn||ϕ| dx

∫
B

lim
n→∞

|vn||ϕ| dx= 0.

Assim, temos que

0=
∫

Ω
∇v ·∇ϕ dx− l

∫
Ω
vϕ dx.

Em outras palavras,v é solução fraca do problema

{

−∆u = λu, x ∈ Ω
u = 0, sobre ∂Ω,

(2-12)

o que é um absurdo, poisλk < l < λk+1, para algumk ∈ N.

Agora, basta verificar quev 6= 0. De fato, pela Proposição A.8 temos

‖v‖ ≤ liminf ‖vn‖= 1.

Então, obtemos

〈J ′(un),un〉
‖un‖2 =

∫
Ω
|∇vn|2 dx−

∫
Ω

f(x,un)

‖un‖2 un dx

= 1−
∫

Ω

f(x,un)

‖un‖2 un dx.

Tomando o limite quandon→ ∞, segue que

0= 1− lim
n→∞

∫
Ω

f(x,un)

‖un‖2 un dx. (2-13)

Como{vn} é uma sequência limitada, do item 4 acima, obtemos

∣

∣

∣

∣

∣

f(x,un)

‖un‖
un
‖un‖

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C2

‖un‖
|vn|+C2|vn|2

≤ C2

‖un‖
|h1|+C2|h2|2,
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para algumah1 ∈ L1(Ω) eh2 ∈ L2(Ω). Assim,

C2

‖un‖
|h1|+C2|h2|2 ∈ L1(Ω)

e pelo Teorema da Convergência Dominada temos que

∫
Ω

lim
n→∞

f(x,un)

‖un‖2 un dx.

Agora, sev = 0 então

∣

∣

∣

∣

∣

f(x,un)

‖un‖
un

‖un‖

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C2

‖un‖
|vn|+C2|vn|2 n→+∞−−−−→ 0 q.t.p. emΩ,

poisvn(x)
n→+∞−−−−→ v(x) = 0 q.t.p. emΩ. O que é um absurdo, de (2-13). Portanto,v 6= 0.

Resumindo, verificamos que o funcionalJ satisfaz a condição(PS)c. Mas

necessitamos verificar queJ possui a seguinte geometria

1. J(u)→−∞, quando‖u‖→+∞, ondeu ∈ span{ϕ1, . . . ,ϕk−1} := V1;

2. J(u)→+∞, quando‖u‖→+∞, ondeu ∈ span{ϕk,ϕk+1, . . .} := V2.

e concluir pelo Teorema 1.25 queJ possui um ponto crítico no nívelc. Com efeito, pela

regra de L’Hopital segue que

lim
|t|→∞

2F (x,t)
t2

= lim
|t|→∞

f(x,t)

t
= l,

então dadoε > 0, existeδε > 0 tal que

∣

∣

∣

∣

∣

2F (x,t)
t2

− l
∣

∣

∣

∣

∣

< ε; ∀|t| ≥ δε.

Assim, obtemos
l−ε

2
t2 ≤ F (x,t)≤ l+ε

2
t2; ∀|t| ≥ δε. (2-14)

Mas o intervalo[−δε, δε] é um compacto, então existe uma constanteCε > 0 tal que

F (x,t)≥ l−ε
2
t2−Cε; ∀t ∈ [−δε, δε]. (2-15)
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Logo, pelas desigualdades (2-15) e (A-8) temos que para todou ∈ V1,

J(u) ≤ 1
2
‖u‖2−

(

l−ε
2

)

‖u‖2
2+Cε|Ω|

≤ 1
2

(

1− l−ε
λk

)

‖u‖2+Cε|Ω|

=
1
2

(

λk− (l−ε)
λk

)

‖u‖2+Cε|Ω| ‖u‖→+∞−−−−−→−∞,

pois paraε > 0 suficientemente pequeno temos queλk < l−ε.
De modo análogo, temos que

F (x,t)≤ l+ε

2
t2+Cε; ∀t ∈ [−δε, δε]. (2-16)

Então de (A-9) e (2-16), dadou ∈ V2 obtemos:

J(u) ≥ 1
2
‖u‖2−

(

l+ε

2

)

‖u‖2
2−Cε|Ω|

≥ 1
2

(

1− l+ε

λk+1

)

‖u‖2−Cε|Ω|

=
1
2

(

λk+1− (l+ε)

λk+1

)

‖u‖2−Cε|Ω| ‖u‖→+∞−−−−−→+∞,

pois paraε > 0 suficientemente pequeno temos quel+ ε < λk+1. Portanto,J possui um

ponto crítico não trivialz no nívelc, ou seja,J ′(z) = 0.

Neste momento estudaremos o seguinte caso:

lim
|t|→∞

f(x,t)

t
= l < λ1 (2-17)

temos queJ também possui um ponto crítico não trivial dado por minimização. De fato,

dadoε > 0 suficientemente pequeno, de (2-16) temos que

J(u)≥ 1
2

(

λ1− (l+ε)

λ1

)

‖u‖2−Cε|Ω| ‖u‖→+∞−−−−−→+∞.

Em outras palavras,J é coercivo.
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Agora, seJ é coercivo então dada uma(PS)c-sequência{un} paraJ obtemos

que{un} é limitada. Com efeito, suponha que{un} é ilimitada, então temos que

J(un)
n→∞−−−→ c

J ′(un)
n→∞−−−→ 0 e

‖un‖ n→∞−−−→ +∞.

Assim temos uma contradição, pela coercividade. Utilizando o mesmo argumento verifi-

camos queJ é limitado inferiormente.

Sejam

inf
u∈H1

0(Ω)
J(u) = α >−∞ e (2-18)

{vn} em H1
0(Ω) tal que

J(vn)→ α.

Pela coercividade, temos que para algumC > 0,‖vn‖ ≤C. Então, a menos de subsequên-

cia, existev ∈ H1
0(Ω) tal que

1) vn ⇀ v; em H1
0(Ω),

2) vn → v; emLp(Ω); 1≤ p < 2∗,

3) vn(x)→ v(x); q.t.p. deΩ,
4) |vn(x)| ≤ h(x); para algumah ∈ Lp(Ω).

Então, podemos provar que

α= lim
n→+∞

inf J(vn) =
1
2

lim
n→+∞

inf ‖vn‖2+ lim
n→+∞

inf

(

−
∫

Ω
F (x,vn) dx

)

≥ 1
2
‖v‖2−

∫
Ω
F (x,v) dx

= J(v),

pois o operadorΦ(w) =

∫
Ω
F (x,w) dx é fracamente contínuo, para todow ∈H1

0(Ω) (veja

(2-37) na demonstração do Teorema 2.3 item 2). Pela definiçãode ínfimo, temos que

α= J(v), ou seja, o ínfimo é atingido. Assim, existev ∈ H1
0(Ω) tal que

inf
u∈H1

0(Ω)
J(u) = J(v).

De [2], Teorema 5.5, obtemos que

〈J ′(v),h〉= 0
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para todoh ∈ H1
0(Ω), ou seja,J possui um ponto críticov no nívelα.

2.3 Resultados de existência para o problema(2-1)

Considere 0< λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ·· · ≤ λj ≤ ·· · os autovalores de(−∆,H1
0(Ω)) e

ϕ1 > 0 a primeira autofunção associada àλ1. Temos então o nosso principal resultado

deste capítulo:

Teorema 2.3 Se as condições(A-1), (A-2) e (A-3) valem, então

1. o problema(2-1)não possui solução positiva sel < λ1;

2. seλ1 < l <+∞ então o problema(2-1)possui uma solução positiva;

3. sel = λ1 então o problema(2-1) possui uma solução positivau ∈ H1
0(Ω) se, e

somente se, existe uma constantec > 0 tal queu(x) = cϕ1(x) ef(x,u) = λ1u(x).

Corolário 2.4 Suponha que as condições(A-1), (A-2) e (A-3) são satisfeitas. Sel=+∞
ef(x,t) é subcrítica, isto é, parap ∈

(

1, N+2
N−2

)

seN ≥ 3 ou parap ∈ (1,+∞) seN = 1,2

temos que

lim
t→+∞

f(x,t)

tp
= 0 (2-19)

uniformemente q.t.p. emΩ, então o problema(2-1)possui uma solução positiva.

A demonstração do item 1 não requer grandes dificuldades. Masos itens 2 e 3

exigem alguns requisitos. A prova do Corolário 2.4 é uma consequência do Teorema 2.3

o qual será verificado no final da seção.

Neste momento consideraremos o seguinte resultado referente à geometria do

Passo da Montanha.

Proposição 2.5 (Costa – Miyagaki)SejaE um espaço de Banach real e suponha que

J ∈ C1(E;R) satisfaça a condição

max{J(0),J(u1)} ≤ α < β ≤ inf
‖u‖=ρ

J(u)

para algunsα < β, ρ > 0 eu1 ∈ E com‖u1‖> ρ. Sejac≥ β caracterizado por

inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

J(γ(t)),

ondeΓ = {γ ∈ C([0,1],E) : γ(0) = 0 e γ(1) = u1}. Então existe uma sequência{un}
emE tal que

J(un)
n→∞−−−→ c≥ β e (1+‖un‖)‖J ′(un)‖E∗

n→∞−−−→ 0.
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A Proposição 2.5 garante a existência de uma sequência de Cerami conforme

Definição 1.18, item 2 e pode ser obtida no trabalho do D. G. Costa e O. H. Miyagaki

[12], Teorema 1.

Demostraremos, agora, dois lemas técnicos auxiliares na demonstração do Teo-

rema 2.3.

Observação 2.6A partir de agora, estamos utilizando a seguinte notação‖.‖ = ‖.‖H1
0

para fazer referência à norma emH1
0(Ω) e ‖.‖p para a norma nos espaçosLp(Ω) com

1≤ p≤ ∞.

Lema 2.7 Sejaϕ1 > 0 a primeira autofunção normalizada associada ao primeiro auto-

valor λ1 do problema(−∆,H1
0(Ω)). Suponha(A-1) e (A-3), então temos:

1. existemρ,β > 0 tais queJ(u)≥ β, ∀u ∈ H1
0(Ω) com‖u‖= ρ;

2. J(tϕ1)
t→+∞−−−−→−∞ sel ∈ (λ1,+∞].

Prova:Sejaǫ > 0 dado. Vamos verificar que sel ∈ (λ1,+∞) ou sel =+∞, então existem

A= A(ǫ)> 0,B =B(ǫ) eC tais que

F (x,t)≤ 1
2
(µ+ ǫ)t2+Atp+1, (2-20)

e

F (x,t)≥
{

1
2(l− ǫ)t2−B; se l ∈ (λ1,+∞)

λ1t
2−C; se l =+∞,

(2-21)

para todo(x,t) ∈ Ω×R e p ∈
(

1, N+2
N−2

)

seN ≥ 3 oup ∈ (1,+∞) seN = 1,2. De fato,

como

lim
t→0

f(x,t)

t
= µ,

existe umδ = δ(ǫ)> 0 tal que para todo|t|< δ ex ∈ Ω tem-se que

∣

∣

∣

∣

f(x,t)

t
−µ
∣

∣

∣

∣

≤ ǫ,

a qual implica

−t(ǫ+µ) ≤ f(x,t)≤ t(ǫ+µ).

Integrando com relação at obtemos que para todo|t|< δ ex ∈ Ω

F (x,t)≤ 1
2
(µ+ ǫ)t2. (2-22)

Por outro lado, sabemos que

∣

∣

∣

∣

F (x,t)

|t|p+1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

F (x,t)

t2
.
t2

|t|p+1

∣

∣

∣

∣

|t|→∞−−−→ 0. (2-23)
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Pois, utilizando a regra de L’Hopital segue que

lim
|t|→∞

2F (x,t)
t2

= lim
|t|→∞

f(x,t)

t
= l <+∞

Além disso, comop > 2, temos que

lim
|t|→∞

t2

|t|p+1 = 0.

Assim, de (2-23) existeM =M(ǫ) > 0 tal que para todo|t|>M ex ∈ Ω tem-se

−ǫ|t|p+1 < F (x,t)< ǫ|t|p+1. (2-24)

Mas observe que o intervaloM(ǫ)≥ |t| ≥ δ é um intervalo compacto e a função
F (x,t)

tp+1 é

contínua neste intervalo, logo existe uma constantec > 0 tal que para todoM(ǫ)≥ |t| ≥ δ

ex ∈ Ω, vale

sup

∣

∣

∣

∣

F (x,t)

|t|p+1

∣

∣

∣

∣

≤ c <+∞. (2-25)

Portanto, das desigualdades (2-22), (2-24) e (2-25) obtemos a desigualdade (2-20).

Analogamente, obtemos que sel ∈ (λ1,+∞) então

F (x,t)≥ 1
2
(l− ǫ)t2−B,

para todo(x,t) ∈ Ω×R.

Agora, se lim
|t|→∞

f(x,t)

t
=+∞, então exiteδ = δ(ǫ)> 0 tal que

f(x,t)

t
≥ ǫ, ∀|t|> δ e x ∈ Ω.

O intervalo[−δ,δ] é compacto eF (x,t) é contínua neste intervalo, portanto existeC > 0

tal que

sup
t∈[−δ,δ]

|F (x,t)| ≤ C <+∞.

Tomandoǫ = λ1 e destas considerações acima, obtemos que sel = +∞, então vale a

segunda desigualdade em (2-21).

Considere

J(u) =
1
2

∫
Ω
|∇u|2dx−

∫
Ω
F (x,u)dx.



2.3 Resultados de existência para o problema (2-1) 49

De (2-20) obtemos

J(u) ≥ 1
2‖u‖2− 1

2(µ+ ǫ)
∫

Ωu
2 dx−A

∫
Ωu

p+1 dx

= 1
2‖u‖2− 1

2(µ+ ǫ)‖u‖2
2−A‖u‖

p+1
p+1.

Comop+1< 2∗ = N+2
N−2 +1, então H10(Ω) →֒ Lp+1 (ver Apêndice A, Teorema

A.11). Consequentemente, existe uma constantea1> 0 tal que‖u‖p+1
p+1 ≤ a1‖u‖p+1 e pela

Desigualdade Variacional (A-7) obtemos:

J(u) ≥ 1
2‖u‖2− 1

2(µ+ ǫ)
‖u‖2

λ1
−Aa1‖u‖p+1

=
1
2

(

1− µ+ ǫ

λ1

)

‖u‖2−Aa1‖u‖p+1.

Observe que

(

1− µ+ ǫ

λ1

)

> 0, poisµ+ ǫ < λ1, paraǫ > 0 suficientemente pequeno

e p+1> 2. Então tomando‖u‖ = ρ suficientemente pequeno na última desigualdade,

teremos que

J(u)≥ β > 0,

o que conclui a primeira parte do lema.

Seja l ∈ (λ1,+∞). Tomandoǫ > 0 de tal forma queλ1 < l− ǫ e da primeira

desigualdade em (2-21) temos

J(u) = 1
2‖u‖2− ∫

ΩF (x,u) dx

≤ 1
2‖u‖2− 1

2(l− ǫ)
∫

Ωu
2 dx+B

∫
Ω dx

= 1
2‖u‖2− 1

2(l− ǫ)‖u‖2
2+B|Ω|,

onde|Ω| denota a medida deΩ. Tomandou= tϕ1, com‖ϕ1‖= 1 e utilizando que

‖ϕ1‖2 = λ1‖ϕ1‖2
2,

temos que
J(tϕ1) ≤ 1

2t
2‖ϕ1‖2− 1

2(l− ǫ)t2‖ϕ1‖2
2+B|Ω|

=
1
2

(

1− l− ǫ
λ1

)

t2+B|Ω| t→+∞−−−−→−∞,

onde usamos que(l− ǫ)/λ1 > 1.

Por outro lado, sel =+∞, da segunda desigualdade (2-21), obtemos que

J(tϕ1)≤−1
2
t2+C|Ω| t→+∞−−−−→−∞.

�
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Lema 2.8 Considere o funcionalJ dado por(2-2). Dada uma sequência{un} emH1
0(Ω)

tal que

〈J ′(un),un〉 n→+∞−−−−→ 0, (2-26)

então existe uma subsequência, ao qual denotaremos ainda por {un}, tal que

J(tun)≤
(1+ t2)

2n
+J(un), (2-27)

para todot > 0, n ∈ N.

Prova:Do limite (2-26), dadoǫ > 0, existen0 ∈ N tal que para todon≥ n0 tem-se que

∣

∣〈J ′(un),un〉
∣

∣< ǫ

Tomandoǫ= 1
n e usando que

〈J ′(u),u〉= ‖u‖2−
∫

Ω
f(x,u)u dx,

obtemos que

−1
n
< ‖un‖2−

∫
Ω
f(x,un)un dx <

1
n
, ∀n≥ n0.

Primeiramente, vamos provar que para qualquert > 0 en ∈ N temos

J(tun)≤
t2

2n
+

∫
Ω

{

1
2
f(x,un)un−F (x,un)

}

dx. (2-28)

Sejamx ∈ Ω fixado,t > 0 qualquer. Definimos

h(x,t) :=
1
2
t2f(x,un)un−F (x,tun).

Derivandoh com relação at, segue que

h′(t) = tf(x,un)un−unf(x,tun)

= tun

{

f(x,un)−
f(x,tun)

t

}

.

Parat≤ 1 temos, por(A-2), que

f(x,un)−
f(x,tun)

t
≥ 0
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e parat≥ 1 que

f(x,un)−
f(x,tun)

t
≤ 0.

Assim, temos que

h′(t) =

{

≥ 0 se 0< t≤ 1

≤ 0 se t≥ 1.

Comoh′(1) = 0, obtemos queh(t)≤ h(1), para todot > 0. Sendo assim,

J(tun) = 1
2t

2‖un‖2−
∫

ΩF (x,tun) dx

<
1
2
t2
{

1
n
+

∫
Ω
f(x,un)un dx

}

−
∫

Ω
F (x,tun) dx

=
t2

2n
+

∫
Ω

{

1
2
t2f(x,un)un−F (x,tun)

}

dx

=
t2

2n
+

∫
Ω
h(x,t) dx

≤ t2

2n
+

∫
Ω
h(x,1) dx

=
t2

2n
+

∫
Ω

{

1
2
f(x,un)un−F (x,un)

}

dx,

a qual demonstra a desigualdade (2-28).

Por outro lado, temos que

J(un) = 1
2‖un‖2− ∫

ΩF (x,un) dx

≥ 1
2

{

− 1
n
+

∫
Ω
f(x,un)un dx

}

−
∫

Ω
F (x,un) dx

= − 1
2n

+

∫
Ω

{

1
2
f(x,un)un−F (x,un)

}

dx.

Consequentemente, temos

∫
Ω

{

1
2
f(x,un)un−F (x,un)

}

dx≤ 1
2n

+J(un). (2-29)

Portanto, das desigualdades (2-28) e (2-29), concluimos que

J(tun) ≤ t2

2n
+

∫
Ω

{

1
2
f(x,un)un−F (x,un)

}

dx

≤ t2

2n
+

1
2n

+J(un)

=
(1+ t2)

2n
+J(un),

para todot > 0 en ∈ N.

�
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Vamos à demonstração do Teorema 2.3.

Prova (Teorema 2.3):

item 1.Vamos supor, por contradição, queu ∈ H1
0(Ω) é uma solução fraca positiva do

problema (2-1), isto é,u satisfaz

∫
Ω

∇u∇v dx=
∫

Ω
f(x,u)v dx, ∀ v ∈ h.

Fazendov = u e utilizando as hipótese(A-2) e (A-3), obtemos

∫
Ω
|∇u|2 dx=

∫
Ω
f(x,u)u dx=

∫
Ω

f(x,u)

u
u2 dx≤ l

∫
Ω
u2 dx

a qual implica que

‖u‖2 ≤ l‖u‖2
2.

Mas da desigualdade variacional (A-7) tem-se que

λ1‖u‖2
2 ≤ ‖u‖2 ≤ l‖u‖2

2,

o que é um absurdo, pois estamos supondo quel < λ1.

item 2.Comol ∈ (λ1,+∞), pelo Lema 2.7, existet0 > 0 suficientemente grande tal que

J(t0ϕ1)< 0. Definimos

Γ = {γ ∈ C([0,1],H1
0(Ω)) : γ(0) = 0,γ(1) = t0ϕ1}, (2-30)

c = inf
γ∈Γ

max
x∈[0,1]

J(γ(x)). (2-31)

Do Lema 2.7 novamente, verificamos que nosso funcionalJ satisfaz as hipóteses

da Proposição 2.5, ou seja, existemα < β eρ > 0 com‖t0ϕ1‖> ρ, tais que

max{J(0),J(t0ϕ1)} ≤ α < β ≤ inf
‖u‖=ρ

J(u),

e c≥ β. Então existe uma sequência{un} em H1
0(Ω) tal que

J(un)
n→∞−−−→ c≥ β e (1+‖un‖)‖J ′(un)‖ n→∞−−−→ 0.

Assim, podemos escreverJ(un) = c+on(1). Mais especificamente

on(1) = 〈J ′(un),un〉= ‖un‖2−
∫

Ω
f(x,un)un dx,
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onde observamos que

0≤ |〈J ′(un),un〉| ≤ ‖J ′(un)‖‖un‖ ≤ (1+‖un‖)‖J ′(un)‖ n→∞−−−→ 0.

Afirmamos que a sequência de Cerami obtida acima é limitada emH1
0(Ω). Sendo isso

verdade, conforme o Teorema de Imersão de Sobolev A.11, a menos de subsequência,

existeu ∈ H1
0(Ω) tal que

un ⇀u; em H1
0(Ω)

un → u; emLp(Ω); ∀1≤ p < 2∗.

Todavia a funçãof é subcrítica, de modo que o operadorK : H1
0(Ω)→ (H1

0(Ω))∗, dado

por

〈K(u),ϕ〉=
∫

Ω
f(x,u)ϕ dx,

é compacto (veja [2] capítulo 1, Teorema 1.8).

Note que,

〈J ′(un),ϕ〉= (un,ϕ)H1
0
−

∫
Ω
f(x,un)ϕ dx. (2-32)

Por outro lado, usando{un} é uma sequência de Cerami no nívelc, então

(1+‖un‖)‖J ′(un)‖→ 0,

quandon→ ∞. Independentemente, se nossa sequência é limitada ou ilimitada, teremos

que‖J ′(un)‖→ 0.

Deste modo (2-32) implica que〈J ′(un),ϕ〉 → 0, quandon → ∞. Mas a

Proposição 3.5 de [6], usando a convergência fraca em H1
0(Ω) e que o operadorK é

compacto, obtemos que

(un,ϕ)
n→∞−−−→ (u,ϕ) e∫

Ω f(x,un)ϕ dx
n→∞−−−→

∫
Ω f(x,u)ϕ dx,

(2-33)

respectivamente. Logo, obtemos

(u,ϕ) =
∫

Ω
f(x,u)ϕ dx; ∀ ϕ ∈ H1

0(Ω). (2-34)
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Tomandoϕ= u em (2-34), segue que

‖u‖2 =
∫

Ω
f(x,u)u dx= lim

n→∞
〈K(un),u〉

= lim
n→∞

〈J ′(un),un〉− (un,un)H1
0

= lim
n→∞

‖un‖2

Portanto,un ⇀u em H1
0(Ω) e‖un‖→ ‖u‖ provando queun → u em H1

0(Ω).

Provaremos que{un} é limitada em H10(Ω). Suponha, por contradição, que

‖un‖ n→∞−−−→+∞. Considere a seguinte sequência:

wn = tnun = 2
√
c
un

‖un‖
, ondetn =

2
√
c

‖un‖
. (2-35)

Observe que{wn} é uma sequência limitada em H1
0(Ω). Logo pelas Imersões de

Sobolev, a menos de subsequência, existew ∈ H1
0(Ω) tal que

wn ⇀w; em H1
0(Ω)

wn → w; emLp(Ω); ∀1≤ p < 2∗

wn(x)→ w(x); q.t.p. emΩ
|wn(x)| ≤ g(x); para algumag ∈ Lp(Ω)

(2-36)

Vamos verificar quew 6= 0.

Suponha quew ≡ 0. Então da convergência fraca em (2-36) e utilizando que o operador

Φ(wn) =

∫
Ω
F (x,wn) dx é fracamente contínuo obtemos que

Φ(wn)
n→∞−−−→ Φ(w) = 0. (2-37)

Em particular, vemos que

J(wn) =
1
2
‖wn‖2+o(1) = 2c+o(1), ondeo(1) =

∫
Ω
F (x,wn) dx.

Por outro lado,‖un‖→+∞, a qual mostra quetn = 2
√
c

‖un‖ → 0. Do Lema 2.8 temos

J(wn) = J(tnun)≤
1+ t2n

2n
+J(un)

n→∞−−−→ c.

Mas J(wn) → 2c, o qual fornece uma contradição, visto quec > 0. Deste modo fica

estabelecido quew 6= 0.
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Usando quew 6= 0, então podemos provar quew ∈ H1
0(Ω) satisfaz

∫
Ω
{∇w ·∇ϕ− lwϕ} dx= 0; ∀ϕ ∈ H1

0(Ω). (2-38)

Defina

pn(x) =







f(x,un(x))

un(x)
; seun(x)> 0

0; seun(x)≤ 0.
(2-39)

Note que,un(x) = 1
2
√
c
wn(x)‖un‖ tende para+∞ sew(x)> 0. Além disso,un(x)→−∞

sew(x)< 0. Assim,

lim
un→+∞

f(x,un)

un
= l. (2-40)

Usando que
f(x,t)

t
é não-decrescente com respeito àt, obtemos que

0≤ pn(x)≤ l, ∀n ex ∈ Ω. (2-41)

Observe que{pn} ⊂ Lp(Ω), ∀1≤ p≤ ∞, pois{pn} é dominada por uma função

emLp(Ω), a saber,g(x) = l. Em particular, temos que

sup
n∈N

∫
Ω
p2
n dx <+∞.

Passando a uma subsequência, se necessário, temos que existeh ∈ L2(Ω) tal que

1) pn ⇀h; emL2(Ω)

2) pn(x)→ h(x); q.t.p emΩ.

Para verificar o item 2), basta observar que sepn ⇀h, então

∫
Ω
pnϕ dx→

∫
Ω
hϕ dx, ∀ϕ ∈ L2(Ω).

Em particular, paraϕ= ϕ1 > 0 temos

∫
Ω
pnϕ1 dx→

∫
Ω
hϕ1 dx,

o que implica quepnϕ1 → hϕ1 emL1(Ω). Logo,

(pnϕ1)(x)→ (hϕ1)(x), q.t.p. emΩ.

Comoϕ1 > 0, então

pn(x)→ h(x), q.t.p. emΩ.
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De 2) e (2-40), obtemos 0≤ h(x)≤ l, q.t.p. emΩ. Usando quepn ∈C1(Ω;R) é

não-decrescente com relação à segunda variável, segue que

lim
un→+∞

pn(x) = lim
un→+∞

f(x,un)

un
= l = h(x); q.t.p. emΩ sew(x)> 0. (2-42)

Agora, para todoϕ ∈ L2(Ω) temos

2
√
c
〈J ′(un),ϕ〉

‖un‖
= 2

√
c
(un,ϕ)

‖un‖
− 2

√
c

‖un‖

∫
Ω
f(x,un)ϕ dx

=
(

2
√
c
un

‖un‖
,ϕ
)

−
∫

Ω

f(x,un)

un
wnϕ dx

= (wn,ϕ)−
∫

Ω

f(x,un)

un
wnϕ dx

=

∫
Ω

∇wn ·∇ϕ dx−
∫

Ω

f(x,un)

un
wnϕ dx,

(2-43)

onde(·, ·) é o produto interno em H10(Ω).

Por outro lado,pnwn ∈L2(Ω), poispn ∈L∞(Ω) ewn ∈ H1
0(Ω)⊂L2(Ω). Ainda,

temos que{pnwn} é uma sequência limitada emL2(Ω). Novamente, seguindo as mesmas

ideias discutidas na página anterior, a menos de subsequência, temos que

pnwn ⇀hw emL2(Ω).

A qual implica

(pnwn,ϕ)L2 =
∫

Ω
pn(x)wn(x)ϕ dx

n→∞−−−→
∫

Ω
h(x)w(x)ϕ dx.

Adicionalmentewn
L2

−→ w, implica que

∫
Ω

∇wn ·∇ϕ dx n→∞−−−→
∫

Ω
∇w ·∇ϕ dx.

Note que
2
√
c

‖un‖
〈J ′(un),ϕ〉 → 0, para todaϕ ∈ L2(Ω). Então

∫
Ω
{∇w ·∇ϕ−h(x)w(x)ϕ(x)} dx= 0; ∀ϕ ∈ L2(Ω). (2-44)

Mas do Lema 2.7,∀ϕ ∈ H1
0(Ω) obtemos

∣

∣

∣

∣

∣

∫
Ω
{∇wn ·∇ϕ−pn(x)wn(x)ϕ(x)} dx

∣

∣

∣

∣

∣

= tn|〈J ′(un,ϕ〉|

≤ 2
√
c

‖un‖
‖J ′(un)‖(H1

0)
∗‖ϕ‖→ 0.
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Logo,

lim
n→∞

∫
Ω
{∇wn ·∇ϕ−pn(x)wn(x)ϕ(x)} dx= 0, ∀ϕ ∈ H1

0(Ω).

Veja quewn ⇀w em H1
0(Ω) epnwn ⇀hw emL2(Ω). Então

∫
∇wn ·∇ϕ→

∫
∇w ·∇ϕ ∀ϕ ∈ H1

0(Ω).

Além disso, temos que

∫
pnwnϕ→

∫
hwϕ; ∀ϕ ∈ L2(Ω),

respectivamente. Em particular, isto ocorre∀ϕ ∈ H1
0(Ω). Logo, pela unicidade do limite,

obtemos ∫
Ω
{∇w ·∇ϕ−h(x)w(x)ϕ(x)} dx= 0; ∀ϕ ∈ H1

0(Ω). (**)

Definaw+(x) = max(w(x),0). Temos que, de(A-2) e da desigualdade (2-41),

h(x) = l. Da equação(∗∗)
∫

Ω
{∇w+ ·∇ϕ− lw+ϕ} dx= 0; ∀ϕ ∈ H1

0(Ω).

Defina tambémw− = min(w(x),0). Então sabemos quew− ≡ 0. De fato, tome

ϕ= w− e de(∗∗) obtemos

∫
Ω
{∇w ·∇w−−h(x)ww−} dx= 0; ∀ϕ ∈ H1

0(Ω).

Mas paraw < 0, tem-seun(x) →−∞, então existe umn0 ∈ N tal quepn(x) = 0, q.t.p.

emΩ, para todaun ≤ 0 comn≥ n0 a qual implicah(x) = 0. Assim,

∫
Ω

∇w ·∇w− dx= 0.

Sew = w+, então∇w+ ·∇w− = 0. Logo a única possibilidade éw = w−, uma vez que

w 6= 0. Logo

‖w−‖2 =

∫
Ω
|w−|2 dx= 0.

Obtemos então quew− = 0. Assim,w = w+ ≥ 0, q.t.p. emΩ. Mas pelo Princípio do

Máximo Forte (ver D. Gilbarg e N. Trudinger [15], capítulo 8,seção 8.7, Teorema 8.19),

temos quew(x)> 0 emΩ. Portanto, de (2-38) comϕ= ϕ1 tem-se que

∫
Ω

∇w ·∇ϕ1 dx= l
∫

Ω
wϕ1 dx,
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ondeϕ1 > 0 é a primeira autofunção relativa àλ1. Entãol = λ1, pois

∫
Ω

∇w ·∇ϕ1 dx= λ1

∫
Ω
wϕ1 dx,

o que é uma contradição, pois estamos supondol > λ1.

Portanto, nossa sequência{un} é limitada em H10(Ω) concluindo o resultado

conforme discutido anteriormente.

item 3.Sejaml= λ1 eϕ1> 0 a primeira autofunção relativa àλ1 do problema de autovalor

(−∆,H1
0(Ω)). Então

∫
Ω

∇ϕ1 ·∇ϕ dx= λ1

∫
Ω
ϕ1ϕ dx; ∀ϕ ∈ H1

0(Ω). (I)

Seu ∈ H1
0(Ω) é solução do problema (2-1) tal queu(x) > 0, multiplicando porϕ1 no

problema (2-1) e integrando por partes, segue que

∫
Ω

∇u ·∇ϕ1 dx=
∫

Ω
f(x,u)ϕ1 dx.

Tomandoϕ= u na equação (I) temos

∫
Ω
[f(x,u)−λ1u]ϕ1 dx= 0.

Mas de(A-2) e (A-3), obtemos quef(x,u)≤ λ1u(x). Então, vemos que

0=
∫

Ω
[f(x,u)−λ1u]ϕ1 dx≤

∫
Ω
[λ1u(x)−λ1u(x)]ϕ1 dx= 0.

Em particular, temos que

f(x,u) = λ1u(x) =−∆u.

Assim,u(x) é autofunção associada àλ1, isto é, existec> 0 tal queu(x)= cϕ1(x), x∈Ω.
Por outro lado, sejac > 0 tal queu(x) = cϕ1(x)> 0. Então, segue que

f(x,cϕ1) = −∆(cϕ1) = −c∆ϕ1

= cλ1ϕ1 = λ1u

= lu = f(x,u) =−∆u

Portanto,cϕ1 > 0 é solução do problema (2-1).

�

Prova (Corolário 2.4):

Utilizaremos os passos da demonstração do Teorema 2.3 item 2com algumas

modificações.
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Observe que pela Proposição 2.5 existe uma sequência{un} ∈ H1
0(Ω) tal que

(1+‖un‖)‖J ′(un)‖→ 0.

De modo análogo, devemos mostrar que esta sequência é limitada em H1
0(Ω). Supondo,

por contradição, que‖un‖ → +∞ considere a sequência{wn} em H1
0(Ω) e a sequência

de funções{pn}, ambas definidas como na demonstração do Teorema 2.3 item 2. Vamos

mostrar que ∫
Ω
pn(x)w

2
n(x) dx→+∞; quandon→ ∞ (II)

Note que

pn(x)
n→∞−−−→ 0; ∀x ∈A= {x ∈ Ω : w(x)< 0}.

De fato, paran suficientemente grandewn(x) < 0 poiswn(x)→ w(x) < 0 q.t.p. emΩ.

Como

un(x) =
1

2
√
c
‖un‖wn(x),

entãoun(x) < 0, paran suficientemente grande. Logo, da definição depn(x) obtemos

quepn(x)
n→∞−−−→ 0.

EscrevaA′ = B1∪B2 onde

B1 = {x ∈ Ω : w(x)> 0}
B2 = {x ∈ Ω : w(x) = 0}.

Note que 0≤ pn(x)≤ l ew2
n(x)≥ 0 entãopn(x)w2

n(x) ≥ 0. Pelo Lema de Fatou (ver C.

Isnard [17], capítulo 7, seção 7.2, Lema 7.20) obtemos que

lim
n→∞

inf
∫
B1

pn(x)w
2
n(x) dx≥

∫
B1

lim
n→∞

inf(pn(x)w
2
n(x)) dx

n→∞−−−→+∞,

poisun(x) =
1

2
√
c
‖un‖wn(x)→ +∞ e pn(x) =

f(x,un)

un
→ l = +∞, sex ∈ B1. Então,

vemos que

lim
n→∞

inf
∫

Ω
pn(x)w

2
n(x) dx≥ lim

n→∞
inf

∫
B1

pn(x)w
2
n(x) dx=+∞.
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Por outro lado, podemos mostrar que

0 ≤ lim
n→∞

∫
Ω
|∇wn|2 dx

= lim
n→∞

∫
Ω
t2n|∇un|2 dx

= lim
n→∞

4c
‖un‖2

∫
Ω
|∇un|2 dx

= 4c <+∞.

Contudo observamos que

∫
Ω
|∇wn|2 dx−

∫
Ω
pn(x)w

2
n(x) dx= tn〈J ′(un),wn〉 n→∞−−−→ 0,

ao qual contradiz o limite (II).

�

2.3.1 Discussão dos resultados obtidos

No artigo do D. G. Costa e C. A. Magalhães [11], utilizando umaversão do

Teorema do Passo da Montanha, obtém-se um resultado de existência de uma solução

do problema (2-1) (não necessariamente positiva) análogo ao Teorema 2.3 item 2, com a

condição (CM) de não-quadraticidade no infinito descrita abaixo:

lim
t→±∞

inf
f(x,t)t−2F (x,t)

tξ
≥ k > 0, (CM)

para algumk > 0 eξ > 0. Esta condição implica que

lim
t→±∞

f(x,t)t−2F (x,t) =±∞ (2-45)

Assumindo a condição (2-45), conseguimos obter a existência de uma solução

para o problema (2-1), não necessariamente positiva (ver [11]), para o caso del= λj , j ∈
N. Aqui a dificuldade principal é verificar que o funcionalJ satisfaz a condição de Palais-

Smale, conforme vimos na Seção 2.2 do capítulo anterior parao caso não-ressonante.

O Teorema 2.3, desde que
f(x,t)

t
seja não decrescente, melhora os resultados

contidos em [11] (em [11] foram utilizadas (CM) e (2-45)). Pois temos o exemplo de uma

função que satisfaz as condições(A-1), (A-2) e (A-3), mas não satisfaz a condição (2-45).

Um outro exemplo mostra uma função que satisfaz ambas as condições.

Exemplo 1.Sejag ∈ C1(R) tal queg(0) = 0, g(t)≥ 0 set≥ 0 eg(0)≡ 0 set≤ 0. Além

disso, vamos considerar queg′(t) ≥ 0 parat > 0 e que existeml > 0 e t0 > 0 tais que
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g(t) = l para todot≥ t0. Defina

f(x,t) = g(t)t, (x,t) ∈ Ω×R (2-46)

Claramentef satisfaz(A-1). Agora, para verificar(A-2), sejam 0≤ t1 < t2, temos

f(x,t1)

t1
=
g(t1)t1
t1

= g(t1)≤ g(t2),

poisg′(t)≥ 0, ∀t > 0, isto é,g é não-decrescente.

Note que

lim
t→0

f(x,t)

t
= lim

t→0
g(t) = g(0) = 0= µ

lim
t→∞

f(x,t)

t
= lim

t→∞
g(t) = l; poisg(t) = l, ∀t≥ t0,

mostrando que(A-3) é satisfeita.

Vamos verificar agora quef não satisfaz a condição (2-45). Considere

F (x,t) =
∫ t

0
f(x,s) ds=

∫ t

0
g(s)s ds.

Integrando por partes, obtemos

F (x,t) =
t2

2
g(t)− 1

2

∫ t

0
s2g′(s) ds.

Assim,

f(x,t)t−2F (x,t) =
∫ t

0
s2g′(s) ds.

Mas∀t≥ t0, g(t)≡ l. Assim obtemos queg′(t) = 0,∀t≥ t0. Logo,

f(x,t)t−2F (x,t) =

∫ t0

0
s2g′(s) ds

= s2g(s)
∣

∣

∣

t0

0
−2

∫ t0

0
sg(s) ds

≤ t20g(t0) = t20l

Portanto, a condição (2-45) não vale, o que implica que (CM) não vale também.

Exemplo 2.ConsidereQ ∈ C(Ω),Q(x)> 0 e paraα > 0, l > 0 defina:

f(x,t) =







lQ(x)tα+1

1+Q(x)tα
; t≥ 0,

0 ;t≤ 0,
(2-47)



2.3 Resultados de existência para o problema (2-1) 62

(A-1): ComoQ ∈ C(Ω) e Q(x) > 0 em Ω, entãof ∈ C(Ω×R). Pela definição daf

temos:
f(x,0) = 0 ;∀x ∈ Ω,

f(x,t) =
lQ(x)tα+1

1+Q(x)tα
≥ 0 ;∀t≥ 0 ex ∈ Ω,

f(x,t) = 0 ;∀t≤ 0 ex ∈ Ω.

(A-2): Basta analisar a derivada def com relação àt, parat≥ 0. Temos

∂f

∂t
(x,t) =

lQ(x)tα(α+1+Q(x)tα)
(1+Q(x)tα)2 ≥ 0; ∀t≥ 0.

Logo,f é não-decrescente com relação àt.

(A-3):

lim
t→0

f(x,t)

t
= lim

t→0

lQ(x)tα

1+Q(x)tα

= lim
t→∞

lQ(x)tα

Q(x)tα
(

1
Q(x)tα +1

) = 0

e

lim
t→∞

lQ(x)tα

1+Q(x)tα
= lim

t→∞

lQ(x)tα

tα
(

1
tα +Q(x)

)

= l.

Vamos mostrar que seα∈ (0,1] entãof satisfaz a condição (2-45). Vejamos que:

∂f

∂t
(x,t)t−f(x,t) = lQ(x)tα+1α

(1+Q(x)tα)2 ≥ 0; ∀t≥ 0.

Aplicando a regra de L’Hopital,

lim
t→∞

{∂f

∂t
(x,t)t−f(x,t)

}

= lim
t→∞

α(α+1)tαlQ(x)
2(1+Q(x)tα)αtα−1Q(x)

= lim
t→∞

(α+1)tl
2(1+Q(x)tα)

= lim
t→∞

(α+1)t1−αl

2
(

1
tα +Q(x)

)

= +∞

paraα ∈ (0,1). Agora, paraα= 1, temos

lim
t→∞

lQ(x)t2

t
(

1
t +Q(x)

)2 =+∞.
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Logo,

lim
t→∞

{∂f

∂t
(x,t)t−f(x,t)

}

=+∞,

uniformemente emx ∈ Ω seα ∈ (0,1], isto é, existemk > 0 et0 = t0(k)> 0 tal que

∂f

∂t
(x,t)t−f(x,t) ≥ k; ∀t≥ t0 ex ∈ Ω.

Integrando por partes, tem-se

f(x,t)t−2F (x,t) = f(x,t)t−2
∫ t

0
f(x,s) ds

= f(x,t)t−
[

∫ t

0
f(x,s) ds+

∫ t

0
f(x,s) ds

]

= f(x,t)t−
[

f(x,s)s
∣

∣

t

0−
∫ t

0

∂f

∂s
(x,s)s ds

]

−
∫ t

0
f(x,s) ds

=
∫ t

0

{∂f

∂s
(x,s)s−f(x,s)

}

ds

≥
∫ t

t0
k ds

= k(t− t0) t→+∞−−−−→+∞,

pois
∫ t0

0

{∂f

∂s
(x,s)s−f(x,s)

}

ds≥ 0.



CAPÍTULO 3
Multiplicidade das Soluções do Problema

Assintoticamente Linear

Neste capítulo, abordaremos dois teoremas que garantem duas soluções não tri-

viais do problema de Dirichlet assintoticamente linear aosquais generalizam os resultados

de A. Castro e A. C. Lazer [9] e N. Hirano e T. Nishimura [16]. Osmétodos que

utilizaremos na demonstração dos resultados são o de redução de Liapunov-Schmidt e

o Teorema 1.27 de H. Brézis e L. Niremberg.

Considere o problema de Dirichlet assintoticamente linear

{

−∆u = f(x,u), x ∈ Ω
u = 0, sobre ∂Ω

(3-1)

ondeΩ ⊂ R
N , N ≥ 1 é um domínio limitado,∂Ω suave ef : Ω×R→ R é uma função

Carathéodory subcrítica, isto é, existem constantes positivasC1 eC2 tais que

|f(x,t)| ≤ C1|t|p−1+C2 (3-2)

para todot ∈ R, x ∈ Ω q.t.p. ep ∈ (2, 2N
N−2), paraN ≥ 3, ep ∈ (2,+∞), seN = 1,2.

Sejam 0< λ1<λ2<λ3< · · · a sequência dos autovalores distintos do problema

{

−∆u = λu, x ∈ Ω
u = 0, sobre ∂Ω.

(3-3)

Então iniciaremos a seção com os seguintes resultados sobremultiplicidade de

soluções para o problema (3-1)

Teorema 3.1 Suponha quef ∈ C1(R,R), f(0) = 0 e f ′ limitada. Assuma que existem

k ≥m> 0 tais que

λm−1 < f ′(0)< λm, λk < lim
|t|→∞

f ′(t)< λk+1 (3-4)
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e

sup
t∈R

f ′(t)< λk+1. (3-5)

Então o problema(3-1)possui ao menos duas soluções não triviais.

Teorema 3.2 Suponha quef(t) = λkt+g(t), g ∈ C2(R,R), onde

lim
|t|→∞

g(t)

t
= 0, lim

|t|→∞
g(t)t=+∞. (3-6)

Além disso, suponhag limitada ou lim
|t|→∞

inf |g(t)|> 0. Assuma que existemk ≥m> 0 tais

que

λm−1 ≥ λk+ inf
t∈R−{0}

g(t)

t
≥ λk+g

′(0)< λm (3-7)

e

λk+sup
t∈R

g′(t)< λk+1. (3-8)

Então o problema(3-1)possui ao menos duas soluções não triviais.

O Teorema 3.1 é devido a A. Castro e A. C. Lazer [9]. Sua abordagem é baseada

no método de redução de Liapunov-Schmidt, ou seja, assumindo (3-4) e (3-5), existem

funçõesψ em um espaço de dimensão finitaV gerado pelas autofunções correspondentes

aos autovaloresλ1, · · · ,λk e uma funçãoθ : V → H1
0(Ω) tal quev ∈ V é um ponto crítico

deψ se, e somente se,v+θ(v) é uma solução do problema (3-1). Sob as hipóteses (3-4) e

(3-5), uma solução não trivial do problema (3-1) é um ponto crítico deψ em queψ atinge

seu máximo.

O Teorema 3.2 é obtido no artigo do N. Hirano e T. Nishimura [16]. Sua

demonstração é baseada no método de Liapunov-Schmidt.

3.1 Resultados sobre multiplicidade do problema(3-1)

Nesta dissertação, obtemos dois teoremas sobre multiplicidade que generalizam

e unificam os Teoremas 3.1 e 3.2. Nossa abordagem é baseada, também, no método de

redução de Liapunov-Schmidt e Teorema de Brezis-Niremberg[7] (veja Teorema 1.27).

Os principais resultados deste capítulo podem ser descritos da seguinte forma:

Teorema 3.3 Sejaf é uma função Carathéodory subcrítica e suponha que existea <

λk+1 tal que
f(x,s)−f(x,t)

s− t ≤ a, (3-9)
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para todos, t ∈ R, s 6= t e q.t.p. emΩ. Assuma que

F (x,t)− 1
2
λkt

2 |t|→∞−−−→+∞ (3-10)

uniformemente para q.t.px ∈ Ω e que existemδ > 0, b > 0 ek ≥m> 0 tais que

1
2
λm−1t

2 ≤ F (x,t)≤ 1
2
(λm− b)t2 (3-11)

para todo|t| ≤ δ e q.t.p. emΩ, ondeF (x,t) =
∫ t

0
f(x,s) ds. Então o problema(3-1)

possui ao menos duas soluções não triviais emH1
0(Ω).

Teorema 3.4 Suponha quef ∈ C1(R,R) é subcrítica e que

sup
t∈R

f ′(t)< λk+1. (3-12)

Assuma que

f(t)t−λkt2
|t|→∞−−−→+∞ (3-13)

e que existemδ > 0 ek ≥m> 0 tais que

λm−1 ≤ inf
0<|t|<δ

f(t)

t
, f ′(0)< λm. (3-14)

Então o problema(3-1)possui ao menos duas soluções não triviais.

Uma consequência direta do Teorema 3.4 é o seguinte resultado.

Corolário 3.5 Suponha queg ∈ C1(R,R) e que

sup
t∈R

g′(t)< λk+1−λk. (3-15)

Assuma que

g(t)t
|t|→∞−−−→+∞ (3-16)

e que existemδ > 0 ek ≥m> 0 tais que

λm−1−λk ≤ inf
0<|t|<δ

g(t)

t
, g′(0)< λm−λk. (3-17)

Então o problema
{

−∆u = λku+g(u), x ∈ Ω
u = 0, sobre ∂Ω

(3-18)

possui ao menos duas soluções não triviais.
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Observação 3.6O Teorema 3.1 é uma consequência do Teorema 3.4.

De fato, pela regra de L’Hopital e da condição(3-13)temos que

lim
|t|→∞

f ′(t) = lim
|t|→∞

f(t)

t
.

Da condição(3-4)obtemos

0< lim
|t|→∞

{

f(t)

t
−λk

}

< λk+1−λk.

Então

f(t)t−λkt2 = t2

(

f(t)

t
−λk

)

|t|→∞−−−→+∞.

Da primeira desigualdade de(3-4) tem-se que

inf
0<|t|<δ

f(t)

t
≥ λm−1

para algumδ > 0.

Exemplo 1. Temos funçõesf ∈ C1(R,R) que satisfazem o Teorema 3.4, mas não

satisfazem o Teorema 3.1. Por exemplo, considere a seguintefunção:

f(t) =











1
2
(λk+1+λk)t−

1
4
(λk+1+λk−2λm−1)

t

|t| , para|t| ≥ 1

λm−1t+
1
4
(λk+1+λk−2λm−1)|t|t, para|t| ≤ 1.

(3-19)

Vamos verificar quef ′(0) = λm−1 e quef satisfaz a condição (3-13). Com efeito, por um

cálculo direto obtemos

f ′(0+) = lim
t→0+

f(t)

t

= lim
t→0+

{

λm−1−
1
4
(λk+1+λk−2λm−1)|t|

}

= λm−1.

De modo análogo, temos quef ′(0−) = λm−1. Por outro lado,

f(t)t−λkt2 =
1
2
(λk+1+λk)t

2− 1
4
(λk+1+λk−2λm−1)

t2

|t| −λkt
2

=
1
2
(λk+1−λk)t2−

1
4
(λk+1+λk−2λm−1)

t2

|t| .
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Como o termo(λk+1−λk)> 0 então

lim
|t|→∞

{

1
2
(λk+1−λk)t2−

1
4
(λk+1+λk−2λm−1)t

}

=+∞.

Portanto,

f(t)t−λkt2
|t|→∞−−−→+∞.

Observação 3.7O Corolário 3.5 generaliza o Teorema 3.2.

De fato, o Corolário 3.5 não necessita que

lim
|t|→∞

g(t)

t
= 0,

e queg seja limitada ou lim
|t|→∞

inf |g(t)|> 0. Além disso, a condição

λm−1 ≤ λk+ inf
t∈R−{0}

g(t)

t

é substituída pela condição mais fraca

λm−1−λk ≤ inf
0<|t|≤δ

g(t)

t
,

para algumδ > 0.

Exemplo 2.Existem funçõesg ∈ C1(R,R) que satisfazem o Corolário 3.5, mas que não

satisfazem as hipóteses do Teorema 3.2. Com efeito, considere

g(t) = f(t)−λkt,

ondef é tomada como noExemplo 1. Assim, temos que

lim
|t|→∞

g(t)

t
= lim

|t|→∞

(

f(t)

t
−λk

)

> λk+1−λk > 0.

Logo, segue que

lim
|t|→∞

g(t)

t
6= 0.

Por outro lado, podemos provar que

inf
0<|t|<δ

g(t)

t
−λk = inf

0<|t|<δ

f(t)

t
≥ λm−1,
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g(t)t= f(t)t−λkt2
|t|→∞−−−→+∞

e

sup
t∈R

g′(t) = sup
t∈R

(f ′(t)−λk)< λk+1−λk.

Observação 3.8Das Observações 3.6 e 3.7 obtemos que o Teorema 3.4 unifica e gene-

raliza os Teoremas 3.1 e 3.2.

Considere o funcionalϕ(u) =−J(u), ondeJ é definido em (2-2), ou seja,

ϕ(u) =−1
2
‖u‖2+

∫
Ω
F (x,u) dx, u ∈ H1

0(Ω). (3-20)

Neste caso segue que

〈ϕ′(u),v〉=−
∫

Ω
∇u ·∇v dx+

∫
Ω
f(x,u)v dx, (3-21)

para todou,v ∈ H1
0(Ω). Defina os seguintes espaços:

V = span{ϕ1, . . . ,ϕk} eW = V ⊥.

Agora, aplicando o Lema 1.28, definimos um funcionalψ da seguinte maneira:

ψ(v) = sup
w∈W

ϕ(v+w); v ∈ V. (3-22)

Observação 3.9Temos que o funcionalJ , com a condição(3-9) e a < λk+1, satisfaz as

hipóteses do Lema 1.28. Em particular,ϕ satisfaz o Lema 1.28.

De fato, para todou ∈ V = span{ϕ1, . . . ,ϕk} e v,v1 ∈W = V ⊥, comv 6= v1,

temos

〈J ′(u+v)−J ′(u+v1),v−v1〉 = ‖v−v1‖2−
∫

Ω
(v−v1)

(

f(x,u+v)−f(x,u+v1)
)

dx

≥ ‖v−v1‖2−a
∫

Ω
(v−v1)

2 dx

= ‖v−v1‖2−a‖v−v1‖2
2

≥ ‖v−v1‖φ(‖v−v1‖),

ondeφ(‖v−v1‖) =
(

λk+1−a
λk+1

)

‖v−v1‖.

Podemos reescrever o Lema 1.28 para o funcionalϕ da seguinte maneira:
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Lema 3.10 Suponha quef satisfaz(3-2) e (3-9). Entãoψ : V → R definida em(3-22)é

continuamente diferenciável e

〈ψ′(v),v1〉= 〈ϕ′(v+θ(v)),v1〉, ∀v1 ∈ V,

ondeθ : V →W é uma função contínua satisfazendo

ψ(v) = ϕ(v+θ(v)), ∀v ∈ V.

Observação 3.11 1. Claramente sev é um ponto crítico deψ, entãov+ θ(v) é um

ponto crítico deϕ.

2. Para obter demonstração do Lema 1.28, consequentemente do Lema 3.10, veja o

artigo de A. Castro [10].

3. Temos que〈ψ′(v),w〉= 0, para todow ∈W .

De fato, pela definição(3-22)obtemos

lim
ε→0+

ψ(v+εw)−ψ(v)
ε

≤ 0

lim
ε→0−

ψ(v+εw)−ψ(v)
ε

≥ 0.

Vamos verificar um resultado que garante que o funcionalϕ é coercivo, isto é,

lim
v∈V,‖v‖→∞

ϕ(v) = +∞. (3-23)

Lema 3.12 Suponha(3-2)e(3-10). Entãoϕ é coerciva. Consequentemente,ψ é coerciva.

Prova:De (3-10) existeM > 0 tal que

F (x,t)− 1
2
λkt

2 ≥ 0, ∀|t| ≥M e q.t.p. emΩ.

Para todo|t| ≤M e q.t.p. emΩ temos

|F (x,t)| ≤
∫ t

0
|f(x,s)| ds

≤ C1

∫ t

0
|s|p−1 ds+C2

∫ t

0
ds

≤ C1

p
Mp+C2M.
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Neste caso, obtemos

F (x,t)≥ 1
2
λkt

2− 1
2
λkM

2− C1

p
Mp−C2M, (3-24)

para todot ∈ R e q.t.p. emΩ.

Suponha queϕ não é coerciva, então existeM0 > 0 e uma sequência{vn} ⊂ V

tal que‖vn‖→ ∞, masϕ(vn)≤M0. Considere a seguinte decomposição

vn = an+ bn,

ondean ∈ span{ϕ1, . . . ,ϕk−1} e bn ∈ span{ϕk}, para cadan ∈ N. Então

‖vn‖2 = ‖an‖2+‖bn‖2.

Vamos verificar que{an} é uma sequência limitada. Vamos supor que{an} possui uma

subsequência{ani
} tal que

‖ani
‖ i→∞−−−→+∞.

Então temos

ϕ(vni
) = −1

2
‖vni

‖2+

∫
Ω
F (x,vni

) dx

≥ −1
2
‖ani

‖2− 1
2
‖bni

‖2+
1
2
λk

∫
Ω
v2
ni
dx− 1

2
λk

∫
Ω
M2 dx

−C1

p

∫
Ω
Mp dx−C2

∫
Ω
M dx

= −1
2
‖ani

‖2− 1
2
‖bni

‖2+
1
2
λk‖ani

‖2
2+

1
2
λk‖bni

‖2
2−C3,

ondeC3 =

(

1
2
λkM

2+
C1

p
Mp+C2M

)

|Ω|. Comobni
∈ span{ϕk}, então

−∆bni
= λkbni

.

Assim, temos

‖bni
‖2 = λk‖bni

‖2
2 e λk−1‖ani

‖2
2 ≥ ‖ani

‖2.

Então

ϕ(vni
)≥

(

λk−λk−1

λk−1

)

‖ani
‖2

2
−C3

i→∞−−−→+∞,

ao qual contradizϕ(vn)≤M0.

Portanto,{an} é limitada, digamos por uma constanteC4. Como‖vn‖ → +∞,

então‖bn‖→ +∞. Segue do artigo [5], Lema 3.2, que para todoα > 0 existemα > 0 tal



3.1 Resultados sobre multiplicidade do problema (3-1) 72

que

|A|< α,

ondeA= {x ∈ Ω : |v(x)|<mα‖v‖}, ∀v ∈ span{ϕk}. Sejam

An = {x ∈ Ω : |bn(x)| ≥mα‖bn‖}

e

Ω\An = {x ∈ Ω : |bn(x)|<mα‖bn‖}.

Assim, obtemos que|Ω\An|< α.

Por outro lado, usando quedimV < ∞, então existe uma constanteC5 > 0 tal

que

sup
x∈Ω

|an(x)| ≤ C5, ∀n ∈ N. (3-25)

De fato, em espaços de dimensão finita as normas são equivalentes. Logo, existem

constantes̄C eC5 tais que

‖an‖∞ ≤ C̄‖an‖ ≤ C5.

ComoF (x,t)− 1
2
λkt

2 |t|→∞−−−→+∞, então dadoβ > 0, existeMβ tal que

F (x,t)− 1
2
λkt

2 ≥ β, ∀|t| ≥Mβ e q.t.p. emΩ. (3-26)

Defina

Bn = {x ∈ Ω : |vn(x)| ≥Mβ}.

Usando que

|bn|− |an|= |bn|− |bn−vn| ≤ |bn− bn+vn|= |vn|,

temos para cadax ∈ An as seguintes desigualdades:

|vn(x)| ≥ |bn(x)|− |an(x)| ≥mα‖bn‖−C5. (3-27)

Mas‖bn‖→+∞, então paran suficientemente grande, obtemos

mα‖bn‖−C5 ≥M.

Assim, dadox ∈ An en suficientemente grande, temos que

|vn(x)| ≥M. (3-28)
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Em outras palavras,An ⊂ Bn paran suficientemente grande. Logo,

∫
Ω

(

F (x,vn)−
1
2
λk|vn|2

)

dx ≥ β

∫
Ω
dx

= β

∫
Bn

dx+β

∫
Ω\Bn

dx

= β|Bn|+β|Ω\Bn|.

Observe que−
(

1
2
λkM

2+
C1

p
Mp+C2M

)

< 0, poisM,C1,C2 > 0. Então

∫
Ω

(

F (x,vn)−
1
2
λk|vn|2

)

dx ≥ β|Bn|−
(

1
2
λkM

2+
C1

p
Mp+C2M

)

|Ω\Bn|

≥ β|An|−
(

1
2
λkM

2+
C1

p
Mp+C2M

)

|Ω\An|

≥ β{|Ω|−α}−
(

1
2
λkM

2+
C1

p
Mp+C2M

)

α,

pois|Ω\An|< α implica que|An|> |Ω|−α. Tomando o limite inferior na desigualdade

acima, obtemos

lim
n→∞

inf
∫

Ω

(

F (x,vn)−
1
2
λk|vn|2

)

dx≥ β{|Ω|−α}−
(

1
2
λkM

2+
C1

p
Mp+C2M

)

α.

Como esta desigualdade vale para qualquerα > 0, então tomandoα→ 0, temos que

lim
n→∞

inf
∫

Ω

(

F (x,vn)−
1
2
λk|vn|2

)

dx≥ β|Ω|.

Masβ > 0 também é arbitrário, o qual implica

lim
n→∞

inf
∫

Ω

(

F (x,vn)−
1
2
λk|vn|2

)

dx=+∞.

Portanto, segue que

lim
n→∞

infϕ(vn)≥ lim
n→∞

inf
∫

Ω

(

F (x,vn)−
1
2
λk|vn|2

)

dx=+∞,

onde usamos a desigualdade variacional (A-8) obtendo que

ϕ(vn)≥
∫

Ω

(

F (x,vn)−
1
2
λk|vn|2

)

dx,

Assim temos uma contradição.

�
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O próximo lema garante que o funcionalψ possui uma geometria particular.

Lema 3.13 SejamV1 = span{ϕ1, . . . ,ϕm−1} e V2 = span{ϕm, . . . ,ϕk}. Suponha que

valem as condições(3-9) e (3-11). Então existe umδ0 > 0 tal que

ψ(v)≥ 0, ∀v ∈ V1 e‖v‖ ≤ δ0 (3-29)

e

ψ(v)≤ 0, ∀v ∈ V2 e‖v‖ ≤ δ0. (3-30)

Prova: Como as normas em espaços de dimensão finita são equivalentes, então existe

C6 > 0 tal que

‖v‖∞ = sup
x∈Ω

|vn(x)| ≤ C6‖v‖, ∀v ∈ V1.

Tomeδ1 =
1
C6
δ, ondeδ > 0 é obtido de (3-11). Assim, para todov ∈ V1 com‖v1‖ ≤ δ1,

temos

ψ(v) = sup
w∈W

ϕ(v+w)≥ ϕ(v).

De (3-11), para todo‖v‖ ≤ δ1 temos queF (x,v)≥ 1
2
λm−1v

2. Então obtemos que

ψ(v)≥ ϕ(v) ≥ −1
2
‖v‖2+

1
2
λm−1

∫
Ω
v2 dx

= −1
2
‖v‖2+

1
2
λm−1‖v‖2

2

≥ −1
2
‖v‖2+

1
2
‖v‖2 = 0.

Por outro lado, dividindo a desigualdade (3-11) port, aplicando L’Hopital temos que

0= lim
|t|→0

(1
2
λm−1t

)

≤ lim
|t|→0

f(x,t)≤ lim
|t|→0

(1
2
(λm− b)t

)

= 0.

Então, segue quef(x,0) = 0 q.t.p. emΩ. Logo, tomandos= 0 et qualquer na desigual-

dade (3-9) temosf(x,t)≤ at, x ∈ Ω e t ∈ R. Integrando, obtemos

F (x,t)≤ 1
2
at2, ∀t ∈ R, x ∈ Ω.
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Assim, para todo|t| ≥ δ, x ∈ Ω, segue que

F (x,t)≤ 1
2
at2 =

1
2
(λm− b)t2+ 1

2
(b−λm)t2+

1
2
at2

=
1
2
(λm− b)t2+ 1

2
(a+ b−λm)t2

≤ 1
2
(λm− b)t2+ 1

2
|a+ b−λm|δ2−p|t|p.

Então, temos que

F (x,t)≤ 1
2
(λm− b)t2+C7|t|p, x ∈ Ω, t ∈ R, |t| ≥ δ

para algumC7 >
1
2
|a+ b−λm|δ2−p. Mas observe que de (3-11)

F (x,t)≤ 1
2
(λm− b)t2, ∀|t| ≤ δ.

Assim, para todot ∈ R e q.t.p. emΩ temos

F (x,t)≤ 1
2
(λm− b)t2+C7|t|p.

Agora, H1
0(Ω) →֒ Lp(Ω) para 1≤ p≤ 2∗, então existeC8 > 0 tal que

‖u‖p ≤ C8‖u‖, ∀u ∈ H1
0(Ω).

Como a funçãoθ : V →W = V ⊥ é contínua emV , então a funçãov 7→ v+θ(v) também

é contínua emV . Em particular, é contínua na origem 0∈ V , ou seja, dadoε > 0, existe

δ′ > 0 tal que para todo‖v‖ ≤ δ′ ev ∈ V tem-se que‖v+θ(v)‖ ≤ ε. Tomando

ε=

(

b

2λmC7C
p
8

)
1

p−2

e δ0 = min(δ′, δ1),

obtemos que

‖v+θ(v)‖ ≤
(

b

2λmC7C
p
8

)
1

p−2

,

para todov ∈ V2 e‖v‖ ≤ δ0.
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Portanto, segue que

ψ(v) = ϕ(v+θ(v)) =−1
2
‖v+θ(v)‖2+

∫
Ω
F (x,v+θ(v)) dx

≤ −1
2
‖v+θ(v)‖2+

1
2
(λm− b)

∫
Ω
(v+θ(v)) dx+C7

∫
Ω
|v+θ(v)|p dx

= −1
2
‖v+θ(v)‖2+

1
2
(λm− b)‖v+θ(v)‖2

2+C7‖v+θ(v)‖pp
≤ −1

2
‖v+θ(v)‖2+

1
2
(λm− b)‖v+θ(v)‖2

2+C7C
p
8‖v+θ(v)‖p.

Comoλm ≤ λk+1, v+θ(v) ∈W = V ⊥ temos que

‖v+θ(v)‖2 ≥ λk+1‖v+θ(v)‖2
2 ≥ λm‖v+θ(v)‖2.

Em particular, podemos provar que

ψ(v) ≤ 1
2

(

−1+
λm− b
λm

)

‖v+θ(v)‖2+C7C
p
8‖v+θ(v)‖p

= − b

2λm
‖v+θ(v)‖2+C7C

p
8‖v+θ(v)‖p

= ‖v+θ(v)‖2

[

− b

2λm
+C7C

p
8‖v+θ(v)‖p−2

]

≤ ‖v+θ(v)‖2

[

− b

2λm
+C7C

p
8

b

2λmC7C
p
8

]

= 0,

para todov ∈ V2 e‖v‖ ≤ δ0.

�

Agora, utilizando a coercividade obtida no Lema 3.12 e a geometria que o

funcionalψ satisfaz no Lema 3.13 obtemos os dois resultados centrais deste capítulo.

Prova (Teorema 3.3):

Pelo Lema 3.12 temos queϕ é coerciva. ComodimV < ∞ e pela coercividade,

obtemos queϕ é limitada inferiormente. Segue de [2], página 107, queϕ satisfaz a

condição(PS). Vamos verificar queψ satisfaz a condição(PS), então a sequência(PS)

vinculada aψ é limitada.

De fato, suponha, por absurdo, que a(PS)-sequência{vn} deψ não seja limitada, então

temos que
1) {ψ(vn)} é limitada;

2) ψ′(vn) → 0,

quando‖vn‖→+∞, o que implica que‖vn+wn‖→+∞, para qualquer sequência{wn}
emW . Com efeito, suponha que existemc > 0 en0 ∈N tais que‖vn+wn‖ ≤ c, ∀n≥ n0.
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ComoW é o complemento ortogonal deV , obtemos que

‖vn‖2 ≤ c2−‖wn‖2.

Se‖wn‖2 →+∞, entãoc2−‖wn‖2 ≤ 0,∀n≥ n0. O que é um absurdo, pois‖vn‖→+∞.
Agora, se‖wn‖2 for limitada, então‖vn‖2 é limitada, o que nos dá outra contradição.

Consequentemente temos que

ψ(vn) = sup
wn∈W

ϕ(vn+wn)≥ ϕ(vn+wn).

Masϕ é coerciva, ou seja,ϕ(vn+wn) → +∞, quando‖vn+wn‖ → +∞, o que é um

absurdo pelo item 1 acima.

Por outro lado, sabemos que para todoh ∈ V temos

〈ψ′(v),h〉= lim
ε→0

ψ(v+εh)−ψ(v)
ε

.

Se inf
v∈V

ψ(v) = 0 então conforme o Lema 3.13 temos queψ(v) = 0,∀v ∈ V2 com‖v‖ ≤ δ0

eψ(v)≥ 0,∀v ∈ V1 com‖v‖ ≤ δ0. Logo, segue que

〈ψ′(v),h〉 ≥ 0 seh ∈ V1;

〈ψ′(v),h〉 = 0 seh ∈ V2,

para todov ∈ V2 com‖v‖ ≤ δ0. Pela continuidade daψ, obtemos que〈ψ′(v),h〉= 0 para

todoh ∈ V ev ∈ V2 com‖v‖ ≤ δ0, o que implica queψ possui infinitos pontos críticos.

No caso que inf
v∈V

ψ(v)< 0 temos que

inf
v∈V

ψ(v)>−∞.

De fato, tome{vn} ⊂ V tal que lim
n→∞

ψ(vn) = infψ(v). Afirmamos que{vn} é limitada,

pois caso contrário teríamos

ψ(vn)
‖vn‖→+∞−−−−−−→ infψ(v)< 0,

o que é um absurdo, pela coercividade daψ. Logo, como{vn} é limitada eψ é contínua

em um compacto, entãoψ possui um ínfimo. Portanto, estamos nas hipóteses do teorema

de Brezis e Niremberg 1.27 de onde concluímos que o problema (3-1) possui ao menos

duas soluções não triviais em H1
0(Ω).

�
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Vamos agora a demonstração do Teorema 3.4, que é uma consequência do

Teorema 3.3.

Prova (Teorema 3.4):

Sejaa= sup
t∈R

f ′(t). Usando o Teorema do Valor Médio e (3-12) temos

f(s)−f(t)
s− t = f ′(ξ)≤ a= sup

t∈R
f ′(t),

para todos, t ∈ R coms 6= t. Assim, a condição (3-9) está satisfeita.

Aplicando (3-13), para todoβ > 0 existeM > 0 tal que

f(t)t−λkt2 ≥ β,

para todo|t| ≥M . Consequentemente, temos que

f(t)−λkt≥
β

t
, |t| ≥M.

Integrando, obtemos

F (t)−F (M)− 1
2
λkt

2+
1
2
λkM

2 ≥ β lnt−β lnM.

EscrevendoCM = F (M)− 1
2λkM

2−β lnM , temos

F (t)− 1
2
λkt

2 ≥ β lnt+CM
t→+∞−−−−→+∞.

Parat≤−M , obtemos

F (r)− 1
2
λkr

2 ≥ β lnr+CM ,

ondeCM = F (M)− 1
2λkM

2−β lnM e r = −t ≥M. Comor→ +∞ quandot→−∞,

então

F (t)− 1
2
λkt

2 ≥ β lnt+CM
t→−∞−−−−→+∞.

Portanto, a condição (3-13) é satisfeita.

Por outro lado, de (3-14) temos que∀ 0< |t|< δ

λm−1|t| ≤ f(t)

o que implica, pela continuidade daf , quef(0) = 0. Definab =
1
2
(λm− f ′(0)). Agora,



3.1 Resultados sobre multiplicidade do problema (3-1) 79

da segunda desigualdade em (3-14), existeδ0 ∈ (0, δ) tal que

f(t)

t
≤ λm− b,

para todo 0< |t|< δ0. Com efeito, suponha que

f(t)

t
> λm− b= 1

2
λm+f ′(0).

Então, segue que

0= lim
|t|→0

{

f(t)

t
−f ′(0)

}

>
1
2
λm,

ao qual é um absurdo.

Logo, temos que

λm−1t
2 ≤ f(t)t≤ (λm− b)t2,

∀|t|< δ0. Integrando, mostrando que

1
2
λm−1t

2 ≤ F (t)≤ 1
2
(λm− b)t2,

para todo|t| < δ0, de onde obtemos (3-11). Portanto, do Teorema 3.3 segue-se que o

problema (3-1) possui duas soluções não triviais.

�



APÊNDICE A
Resultados de Análise Funcional

Definição A.1 Dizemos que um operador linearT :N1 →N2, ondeN1 eN2 são espaços

normados, é compacto se o fecho da imagemT (A) de todo subconjunto limitadoA⊂N1

é compacta. Em outras palavras, para toda sequência limitada {un} emN1, a sequência

{Tun} possui subsequência convergente emN2.

Proposição A.2 Seja um operador linear e compactoT : N1 → N2, ondeN1 eN2 são

espaços normados. Seun ⇀u emN1, entãoTun → Tu.

Teorema A.3 (Teorema da Representação de Riesz)Sejam1< p < ∞ e ζ ∈ (Lp(Ω))∗.

Então existe uma única funçãou ∈ Lq(Ω) tal que

(ζ,f) =

∫
uf, ∀f ∈ Lp(Ω)

Definição A.4 Uma forma bilineara : H×H → R, ondeH é um espaço de Hilbert, é

chamada

1. contínua, se existe uma constanteC tal que

|a(u,v)| ≤ C|u||v|, ∀u,v ∈H;

2. coerciva, se existe uma constanteα > 0 tal que

a(u,u)≥ α|u|2, ∀u ∈H.

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [18], Capítulo 5, Seção 5.3

para o Teorema devido a Stampacchia e Capítulo 4, Seção 4.2 para a desigualdade de

Hölder e sua generalização.

Teorema A.5 (Stampacchia)Suponhaa é uma forma bilinear, contínua e coerciva em

um espaço de HilbertH. SejaK ⊂H um subconjunto não vazio, fechado e convexo em
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H. Então, dado qualquerζ ∈H∗, exite um único elementou ∈K tal que

a(u,v−u)≥ 〈ζ,v−u〉, ∀v ∈K. (A-1)

Além disso, sea é simétrico, entãou é caracterizado pela propriedade:

1
2
a(u,u)− (ζ,u) = min

v∈K

{1
2
a(v,v)− (ζ,v)

}

. (A-2)

Teorema A.6 (Desigualdade de Hölder)Sejamf ∈Lp(Ω) eg ∈Lq(Ω), com1≤ p≤ ∞

e
1
p
+

1
q
= 1. Entãofg ∈ L1(Ω) e

∫
|fg| ≤ ‖f‖p‖g‖q

Considere a seguinte generalização da desigualdade de Hölder:

Observação A.7 (Desigualdade de Hölder Generalizada)Sejamf1,f2, . . . ,fk funções

tais quefi ∈ Lpi(Ω), 1 ≤ i ≤ k, onde 1
p = 1

p1
+ 1

p2
+ · · ·+ 1

pk
≤ 1. Então o produto

f = f1f2 . . .fk está emLp(Ω) e vale

‖f‖p ≤ ‖f1‖p1‖f2‖p2 . . .‖fk‖pk (A-3)

O próximo resultado fornece algumas propriedades de convergência fraca e pode ser

encontrado no livro do H. Brézis [6].

Proposição A.8 Seja{xn} uma sequência em um espaço de BanachB. Então

1. xn ⇀x emB se, e só se,〈f,xn〉 → 〈f,x〉, ∀f ∈ B∗;

2. Sexn → x, entãoxn ⇀x emB;

3. Sexn ⇀x emB, então{‖xn‖} é limitada e‖x‖ ≤ liminf ‖xn‖;

4. Sexn ⇀x emB efn → f emB∗, então〈fn,xn〉 → 〈f,x〉.

A.1 Espaços de Sobolev

SejamΩ um aberto limitado deRN , p ≥ 1 e k ≥ 0 um inteiro. Definimos o

seguinte conjunto de funções

W k,p(Ω) =
{

u : Ω ⊆ R
N → R : u ∈ Lp(Ω) e Dαu ∈ Lp(Ω), ∀0≤ |α| ≤ k

}

,
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ondeα é um multi-índice eDαu denota a derivada no sentido fraco. O espaçoW k,p(Ω)

é chamado de espaço de Sobolev. Definimos também

W
k,p
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)
‖·‖k,p

.

Em outras palavras,u∈W k,p
0 (Ω) se, e somente se, existe uma sequência{un} emC∞

0 (Ω)

tal queun → u emW k,p
0 (Ω).

Na dissertação estamos trabalhando com os seguintes espaços de Sobolev:

W 1,2(Ω) =

{

u : Ω ⊆ R
N →R : u ∈ L2(Ω) e

∂u

∂xi
∈ L2(Ω),∀i= 1, ...,N

}

e

W
1,2
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)∩W 1,2(Ω).

Em ambos os espaços vetoriaisW 1,2(Ω) eW 1,2
0 (Ω) definimos o produto interno:

〈u,v〉=
∫

Ω
uv+

N

∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
= 〈u,v〉L2 +

N

∑
i=1

〈

∂u

∂xi

∂v

∂xi

〉

L2
(A-4)

Deste produto interno, obtemos a seguinte norma nos espaçosW 1,2(Ω) eW 1,2
0 (Ω):

‖u‖W 1,2 =

(∫
Ω |u|2+

N

∑
i=1

∫
Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂xi

∣

∣

∣

∣

2)1/2

= ‖u‖L2 +
N

∑
i=1

∥

∥

∥

∥

∂u

∂xi

∥

∥

∥

∥

L2

(A-5)

Observação A.9Não demonstraremos, mas os espaçosW 1,2(Ω) e W 1,2
0 (Ω) são de

Hilbert. Para maiores detalhes das propriedades dos espaços de Sobolev, assim como

dos espaçosLp(Ω), o leitor está convidado a consultar o livro do H. Brezis [6],capítulos

4 e 9.

Denotaremos durante todo o texto H1
0(Ω) =W 1,2

0 (Ω).

As propriedades que conferem importância aos espaços de Sobolev são as

de imersões contínuas e compactas destes espaços nos espaços Lp(Ω), para algump

especificado logo abaixo. Mas antes definimos o que vem a ser imersão contínua e

compacta.

Definição A.10 SejamE e F espaços vetoriais normados (não necessitamos que a

norma no espaçoE seja a mesma do espaçoF ).

1. Dizemos que a inclusãoE ⊂ F é uma imersão contínua se a aplicação inclusão

I : E → F , dada porIx = x, é contínua. Isto é, seE está imerso continuamente
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emF equivale dizer que existe uma constanteC tal que

‖x‖F ≤ C‖x‖E ∀x ∈ E.

Denotamos esta propriedade porE →֒ F ;

2. Se, além disso, a aplicação inclusão for compacta, dizemos que a imersãoE →֒ F é

compacta. Em outras palavras, sequências limitadas emE possuem subsequências

convergentes emF . Utilizaremos a seguinte notaçãoE
cpt.→֒ F para as imersões

compactas.

Considere agora os seguintes teoremas de imersão.

Teorema A.11 (Imersões deW k,p
0 ) SejamΩ um domínio limitado emRN com o bordo

suave,k ∈ N e1≤ p < ∞. Então valem as seguintes imersões

1. sekp < N , entãoW k,p
0 (Ω) →֒ Lq(Ω), para todo1≤ q ≤ Np

N−kp ;

2. sekp=N , entãoW k,p
0 (Ω) →֒ Lq(Ω),para todo1≤ q < ∞;

3. sekp > N , entãoW k,p
0 (Ω) →֒ Ck−[Np ]−1,α(Ω), onde

α=

{

[Np ]+1− N
p , seN

p 6∈ Z;

qualquer número entre(0,1), seN
p ∈ Z.

e [Np ] denota o maior inteiro menor do queNp .

Teorema A.12 (Imersões compactas deW 1,p
0 ) SejaΩ um domínio limitado emRN com

o bordo suave, então as seguintes imersões são compactas

1. se1≤ p < N , entãoW 1,p
0 (Ω)

cpt.→֒ Lq(Ω), para todo1≤ q < Np
N−p ;

2. sep=N , entãoW 1,p
0 (Ω)

cpt.→֒ Lq(Ω),para todo1≤ q < ∞;

3. sep > N , entãoW 1,p
0 (Ω)

cpt.→֒ C0,α(Ω), para todo0< α < 1− N
p .

Proposição A.13 (Desigualdade de Poincaré)Suponha que1≤ p <∞ eΩ um conjunto

aberto e limitado deRN . Então existe uma constanteC (dependendo deΩ ep) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω), ∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

Em particular, a expressão‖∇u‖Lp(Ω) é a norma a qual é equivalente a norma‖u‖W 1,p.

EmH1
0(Ω) a expressão

N

∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
é um produto escalar que induz a norma‖∇u‖L2

a qual é equivalente a norma‖u‖H1.



Apêndice A 84

A desigualdade de Poincaré implica que as normas

‖u‖H1
0
=

(∫
Ω
|u|2+

N

∑
i=1

∫
Ω

∣

∣

∣

∣

∂u

∂xi

∣

∣

∣

∣

2)1/2

e ‖u‖=
(∫

Ω
|∇u|2

)1/2

são equivalentes em H1
0(Ω).

Observação A.14 1. Para funções emH1
0(Ω), a desigualdade de Poincaré fornece:

∫
Ω
|u|2 dx≤ c

∫
Ω
|∇u|2 dx, ∀u ∈ H1

0(Ω) (A-6)

ondec= c(Ω,N) é uma constante que depende deΩ eN , mas não deu.

2. A caracterização variacional(1-11)dos autovalores obtida no Capítulo 2, seção 1,

aplicada ao problema de autovalor(−∆,H1
0(Ω)), fornece a seguinte desigualdade

variacional

λ1

∫
Ω
|u|2 dx≤

∫
Ω
|∇u|2 dx, ∀u ∈ H1

0(Ω). (A-7)

A observação A.14, item 2, possui uma generalização importante descrita a

seguir.

Proposição A.15 (Desigualdades Variacionais)SejaH1
0(Ω) = Hk ⊕H⊥

k , ondeHk é o

subespaço deH1
0 gerado pelas as autofunçõesϕi, com i = 1, · · · ,k, associadas aos

autovalores do problema(−∆,H1
0(Ω)) eH⊥

k é o seu complemento ortogonal. Neste caso,

valem as seguintes desigualdades

∫
Ω
|∇u|2 dx≤ λk

∫
Ω
u2 dx ∀u ∈Hk; (A-8)

e ∫
Ω
|∇u|2 dx≥ λk+1

∫
Ω
u2 dx ∀u ∈H⊥

k . (A-9)

A demonstração deste resultado pode ser encontrada no livrodo Djairo [13],

capítulo 1.

A.2 Princípio do Máximo e Regularidade

Considere um operador

Lu=−
N

∑
i,j=1

(aij(x)uxi)xj +a0(x)u (A-10)
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que seja uniformemente elíptico, isto é, existe uma constante c≥ 0 tal que

c|ξ|2 ≤
N

∑
i,j=1

aij(x)ξiξj x ∈ Ω e ξ ∈ R
N ,

onde assumimosaij = aji e a0(x) ≥ 0 em Ω. Suponha que|aij(x)| ≤M , para algum

M ≥ 0. Então temos o seguinte resultado:

Teorema A.16 SejaL o operador(A-10) com as hipóteses acima. Então as soluções não

negativas deLu= 0 são positivas ou identicamente nulas.

Corolário A.17 (Princípio do Máximo Forte) SejaL o operador(A-10). Então uma

solução da equaçãoLu = 0 que atinge o máximo ou o mínimo em um ponto deΩ é

constante.

Estes resultados são encontrados no trabalho de G. Stampacchia [23], Seção 8.

Agora, enunciaremos dois resultados que ajudam a mostrar que sob certas hipóteses a

solução fracau ∈ H1
0(Ω) do problema (2-1) é solução clássica e podem ser obtidos em

[14].

Teorema A.18 Suponha queΩ ⊂ R
N é um domínio limitado eu ∈W 1,2

0 (Ω) é solução

fraca do problema
{

−∆u = f, emΩ
u = 0, sobre ∂Ω,

(A-11)

então

1. (Agmon, Douglis e Nirenberg [1]) seΩ é de classeC2 e f ∈ Lp(Ω), 1< p < ∞,

entãou ∈W 2,p(Ω) e existe uma constanteC = C(Ω,p)> 0 tal que

‖u‖W 2,p(Ω) ≤ C‖f‖Lp(Ω).

2. (Schauder [15]) seΩ é de classeC2,α(Ω), f ∈ C0,α(Ω) e u ∈ C0,α(Ω), então

u ∈ C2,α(Ω) e existe uma constanteC = C(Ω,p)> 0 tal que

‖u‖C2,α(Ω) ≤ C‖f‖C0,α(Ω).

Teorema A.19 Suponha queΩ é um aberto limitado de classeC2,α, f ∈ C1(Ω×R) e,

para algumC > 0, f satisfaz

|f(x,u(x))| ≤ C(1+ |u(x)|), ∀x ∈ Ω.

Seu ∈ H1
0(Ω) é uma solução fraca de(A-11) entãou é solução clássica.
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Prova : Utilizaremos um argumento conhecido como “bootstrap” parademonstrar este

resultado.

Pelo Teorema (A.11) temos

u ∈ H1
0(Ω) →֒ L2∗(Ω),

entãoC(1+ |u(x)|) ∈ L2∗(Ω), o que implica quef(x,u(x)) ∈ L2∗(Ω). Do Teorema

(A.18), item 2, obtemos que

u ∈W 2,2∗(Ω).

Mas novamente pelas Imersões de Sobolev, tem-se que

u ∈W 2,2∗(Ω) →֒ L2∗∗(Ω), onde 2∗∗ =
2∗N

N −2.2∗
.

Utilizando este argumento recursivamente, obtemos uma sequência de índicesβn, onde

β1 = 2∗, β2 = 2∗∗, β3 = 2∗∗∗, . . .

tais queβn →+∞ quandon→+∞. Assim, paran suficientemente grande temosβn > p

de onde obtemos, pelo Teorema (A.11),u ∈ W 2,p(Ω) →֒ C1,α(Ω). Por outro lado,

f ∈ C1(Ω), entãof(x,u(x)) ∈ C1(Ω) →֒ C0,α(Ω). Sendo assim,

−∆u ∈ C0,α(Ω).

Pelo Teorema (A.18), item 2,u ∈ C2,α(Ω).

�
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