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Resumo

da Rocha Damke, Caikéroblemas Elipticos Assintoticamente Lineares
Goiania - GO, 2012, 89p. Dissertacdo de Mestrado. Instifletdlatematica
e Estatistica, Universidade Federal Goias.

Nesta dissertacao analisamos questdes de existénciaiglicidide de solu¢des do
problema de Dirichlet eliptico assintoticamente linearaPobtermos 0s nossos principais
resultados utilizamos métodos variacionais, tais comoovefea do Passo da Montanha
e um Teorema de Linking. Além disso, utilizamos a redugaoidpunov-Schmidt.

Palavras—chave
Problema de Dirichlet, Assintoticamente Linear, Métodagacionais, Reducao
de Liapunov-Schmidt



Abstract

da Rocha Damke, Caik&n Asymptotically Linear Elliptic Problem . Goiania
- GO, 2012[8Bp. MSc. Dissertation. Instituto de Matemagc&statistica,
Universidade Federal Goias.

In this dissertation we analyze questions of existence amitipficity of solutions
for Dirichlet problem in the asymptotically linear case.dlatain our main results we use
variational methods, such as Montain Pass Theorem andrigritieorem. Moreover, we
use the Liapunov-Schmidt reduction.

Keywords
Dirichlet problem, Asymptotically Linear, Variational Nfeods, Liapunov-
Schmidt Reduction



Sumario

Resultados de existéncia para o pro

| — | ol

blema @

12

13

17
17
23
30
35

37
37
39
46
60

64
65

80
81
84

87



Notacoes

Notacdes Gerais

QCRYN
0Q
Jol
Au = S @
& 0xF
Doy — olaly,

a1 Qo an
0x1'0x5° ... 01y

—\

(%
cpt.
<_>
Espacos de Funcgdes

Q)

coQ) = {u cC(Q): sup
z,y€eQ

|u(z) —u(y)]

|z —y|*

conjunto aberto e limitado de™¥
fronteira deQ

medida do conjunt®

gradiente da funcdo: Q — R

Laplaciano de:

onde o multi-indicex € dado pora =
N

(a17a27"' ,(IN), |a| = Zlai
=

convergéncia fraca
imersdo continua

imersao compacta

espaco das funcgdes continuas ke
diferenciaveis

< 0o, comx#ye0<a<l}

Ck(Q) = {u e C*Q): Diuec C%(Q),paratodd;j| < K}
LP(Q) ={u:Q— R:uémensuravel g, |u|P <o}, 1<p <o
L?(Q) ={u:Q — R:uémensuravel fi(z)| < C g.t.p. emQ para

alguma constant€' > 0}

Wk (Q) = {u QCRY »R:u€ LP(Q)e D€ LP(Q), VO < |a| < k}

Wo,p( )=Cg(@ )H llk.p
HY(Q) = Wy*(Q)

-1l

norma no espagH?(Q)
norma no espago Q)



Introducéo

O objetivo deste trabalho € o de estudar problemas de esia@multiplicidade
de solugBes para equacdes do tiphu = f(x,u) em um espago de Sobolev adequado,
com condicao de fronteira de Dirichlet. Tais equac¢des namdelstados estacionarios de
equacdes que dependem do tempo e sdo, naturalmente, apli@biologia, quimica e
fisica.

Estudaremos equac0des elipticas semilineares, com um camanto assinto-
ticamente linear no infinito. Discutiremos os resultadoexdsténcia e multiplicidade via
Métodos Variacionais e de reduc¢do de Liapunov-Schmidt.

Mais precisamente, consideraremos o problema de Dirielifgttco

{—Au = f(z,u), x€Q D)

u = 0, sobre 0Q

ondeQ c RY, N > 1 é um dominio limitado)Q é suave & : Q x R — R é uma funcéo
Carathéodory subcritica.
Solugdes do problema (D) séo precisamente os pontos sricéuncional

_:_L 2 — r,u)axr,vu 1 -
J(u)—Z/Q|Du| dz /QF( u)dz,Yu € H(Q) (0-1)

ondeF(z,u) = [y f(x,s)ds. O espago de Sobolev no qual o funcional esta definido é
escolhido de acordo com as condi¢des de fronteira, no nasscaccondicdo de fronteira
de Dirichlet sugere o espagc%(—ﬂ'z). Para obter os pontos criticos do funciofiaimostra-
se que o funcional possui certa estrutura geométrica e qoajanto dos seus pontos
criticos possui um tipo de compacidade, condicao de P8haizle ou de Cerami.

Uma das principais dificuldades no estudo de tais problemgseéa néo
linearidadef ndo satisfaz a condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz, ou peja algunt > 2
eM > 0tem-se

0<OF(z,s) < f(z,s)s, qtp.xreQels|>M

a qual é utilizada para demonstrar que as sequéncias ds-Bataie sdo limitadas para o
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caso onde a néo linearidade® superlinear.

Para o caso assintoticamente linear é necessario dividitudl@ do problema
(D) em dois casos. A saber, 0 caso ressonante e ndo-ressddaeimos que o problema
(D) é ressonante quando o limite assintético da néo-lidade pertence ao espectro do
Laplaciano. Mais especificamente, (D) € um problema resgemmando

. t
im L) )\ ¢ o(-aHyQ)).
lt| >+ T
No caso em que

im L% )\ ¢ ocaHy@)
[t|—+0 T

dizemos que (D) € ndo ressonante. Nos Ultimos anos o problBngem sido ex-
tensivamente estudado, ongeé assintoticamente linear. Para maiores detalhes veja
[5,11,[12]/ 16, 20, 28, 29, 30].

Nosso trabalho foi motivado por alguns resultados obtidwsGwsta e Magal-
haes([11], Castro e Lazerl/[9] e Hirano e Nishimura [16].

Costa e Magalhdes baseando-se no Teorema do Passo da Moatasdndo a
hipotese de ndo-quadraticidade no infinito sobre a furfgd@ada por

|t|——+o0 tH

= 400, paraalgum: >0 (CM)

mostrou a existéncia de uma solugéo, ndo necessariamesitiggaao problema (D).
Via 0 método de reducéo de Liapunov-Schmidt e considergnda@(R;R),
f(0) =0, ' limitada, satisfazendo

A1 < F10) < Ay g < lim f/(8) < Ao

[t|—o0

supf’(t) < Agt1-
teR

para alguns inteiros@ m < k, Castro e Lazef [9] demonstraram a existéncia de ao menos
duas solucdes ndo triviais para o problema (D). Utilizasd@o mesmo método, Hirano
e Nishimural[16], supondd(t) = Ayt + g(t), g € C?(R,R) com

lim 9(0) =0, lim g(t)t = +oo,

[t|]—o0 T |t|—>o0
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gue oug € limitada ou| ‘Iiminf lg(t)| > 0. Além disso, suponha que
t|—00

. 9<t) /
A1 > A inf 2> )\ 0) < A
m-1> k+teR—{O} 2 k+9(0) <Ay

Ak +supy’(t) < A1
teR

Entdo o problema (D) possui ao menos duas solugdes naadtrivia

No primeiro capitulo estudamos a formulacdo variacionalimleproblema de
autovalor com peso indefinido. Em um segundo momento, exposideoremas do Passo
da Montanha, de Linking e Brezis-Niremberg e enunciamasraldemas de reducéo.

No segundo capitulo, consideramos as seguintes hipotasess
(A1) feC(QxR); f(2,00=0,VzeQ; f(x,t) >0, Vt>0,x€Qe

flz,t)=0,Vt <0, z€Q;

(A-2) t+— f(%’t) € ndo decrescente para cadalO e q.t.px € Q;
f(z,1) f(z,1t)
t

(A-3) lim =p; lim
t—0 t t—o0 ] _ _

(0,4+] séo constantes @ < A\; <1 e A1 é o primeiro autovalor do Laplaciano

(-4, H3(Q)).

= [ uniformemente q.t.pc € Q, ondey € [0, +), [ €

Deste modo, verificamos a existéncia de solucédo do problBinpara o caso
nao-ressonante e demonstramos um resultado de existéns@utéo para o problema
(D), a saber:

Teorema 0.1 Se as condi¢cog#\-1), (A-2) e (A-3) valem, entéao
1. o problemg2-1) ndo possui solugdo positiva s \1;
2. se\1 <[ < 4o entdo o problem#2-1) possui uma solucao positiva;

3. sel = )1 entdo o problema2-1) possui uma solug&o positivac H3(Q) se, e
somente se, existe uma constanteO tal queu(z) = cp1(z) € f(z,u) = Mu(x).

Utilizamos o método variacional para verificar que o funeio# satisfaz a
condicdo de Cerami que € uma condi¢cdo mais fraca que a corakdaalais-Smale.

O terceiro capitulo, aborda a questdo da multiplicidadeotiegdo do problema
(D) utilizando-se do método de reducao de Liapunov-Schenidtonsagrado Teorema de
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Linking de Brezis e Nirember@[7]. Os dois resultados cesttaste capitulo sdo descritos
abaixo:

Teorema 0.2 Sejaf € uma funcdo Carathéodory subcritica e suponha que existe
A1 tal que

f(SC,S) _f(xvt)

s—1
paratodos,t € R, s #t e g.t.p. enf2. Assuma que

<a, (0-2)

1 -
F(r,t) = 50f? M2, o (0-3)

uniformemente para q.t;pe Q e que existem > 0, b > 0 ek > m > Otais que

1

EAm_ltz < F(x,t) < (A —b)t? (0-4)

NI =

para todo|t| < § e g.t.p. emQ. Entdo o problemg3-1) possui ao menos duas solucdes
nao triviais emH3(Q).

Adicionalmente, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 0.3 Suponha qu¢g € C(R,R) é subcritica e que

SUpf’(t) < Ak+1. (0-5)
teR
Assuma que
POt = 2t2 12 4o (0-6)
e que existem > 0ek >m > Otais que
Aa< inf 1O o)<, 0-7)

o<|t|<s T
Entéo o problemd3-1) possui ao menos duas solu¢cdes néo triviais.

No apéndice, contém alguns resultados classicos de ahatisenal, espacos
de Sobolev, principio do maximo que sao utilizados ao loragdiglsertacéo, além de um
resultado sobre regulariza¢do da solugéo do problema (D).



CAPiITULO 1

Preliminares

Nas preliminares desta dissertagcéo, estudaremos o prablemutovalor:

(1-1)

—Au = Amu em Q,
u = 0 sobre 0Q,

ondeQ c RY é um dominio aberto, suave e limitada®e Q — R é chamada de funcéo
peso, pertencenteld (Q) comr > %

Verificaremos, por meio da formulacéo variacional do pnotale sob hipoteses
adequadas sobma, que 0 primeiro autovalor positivo do problenia (1-1) é sispé
a autofuncdo associada a este autovalor pode ser tomadanesiite positiva enf.
Tal resultado € conhecido como Teorema de Krein-RutmanteDesdo, necessitamos
analisar os operadores lineares simétricos e compactagasfem um espaco de Hilbert.

Observagdo 1.1 1. Este caso é mais geral que o problema de autov@aldy, H(Q)).

2. O resultado pode ser aplicado ao operadbr = — S i( i ( )%> +
' g P g B uz_l 9\ o,

ao(x)u fortemente eliptico definido e c RY no lugar do Laplaciano erl-1),
coma;;j € L®(Q), ap € L%(Q), ag(xz) > 0emQ ea;; = aj; (cf. [13]).

Dizemos que o operador acima é fortemente eliptico se axiséeconstante > 0
tal que

N
S aij(@)&ig; > ¢ vz e Q, ve e RY. (1-2)
ig=1

1.1 Analise Espectral de Operadores Simétricos e Com-

pactos

SejamH um espaco de Hilbert, onde denotamos @) 0 seu produto interno
el || asuanorma & : H— H um operador linear, simétrico e compacto. Temos a



1.1 Andlise Espectral de Operadores Simétricos e Compactos 18

seguinte caracterizacao do primeiro autovalor para o dpefa

Lema 1.2 Seus =sup{(Tz,x) : ||z|| =1, = € H} > 0, entdo existe; € H normalizada
tal que
(T'¢1,¢1) = p1 e Thr = paoa (1-3)

Prova: Pela desigualdade de Cauchy-Scharwz temog(que z)| < ||Tz||||z||, de onde
obtemos qu&z € H, com|z|| =1, (Tx,z) < ||T||, ou sejau1 < . Assim, pela definicdo
de supremo, existe uma sequénicia} emH, com||z, || = 1, tal QUE(T Ty, Ty ) ——— p1.
Mas{z,} € uma sequéncia limitada efhentdo, a menos de subsequéncia, existe H
tal quex,, — ¢1, onde “~” designa convergéncia fraca. Cormibé compacto entéo
Tz, — T¢1. Logo, (Txp, ) daN (T'¢1,91) ([6], pg. 58) e pela unicidade do limite
obtemos quéT o1, ¢1) = 1.

Agora, devemos obter qui@1 || = 1. Sabemos quigy1 || < liminf ||z, || = 1 ([6],
pg. 58). Suponha, por absurdo, dlg || < 1, entdo

_r Mo _ (g 1\ o1 ) T 1
S N P ( <||¢1|| Tl ) = O e

0 que é um absurdo, pela definicaoide
Devemos verificar qué'¢, = u1¢1. Para isto, defindl = p11 — T, ondel € o

operador identidade. Claramente, temos qde;, 1) = 0. Mas (Ax,x) > 0,Vx € H,
(Tz,)
_ |l
particular, tomanddz|| = 1, obtemos uma contradi¢do. Defina= ¢1 + ty, ondet € R
ey € H s8o arbitrarios. Entat?(Ay,y) + 2t(A¢y1,y) > 0. Escreva = §(A¢y,y), com

6 € R. De onde obtemos que

pois caso contrariqAz,x) < 0 implicaria queu; < , para todox € H. Em

0(Ad1,y)2[2+0(Ay,y)] >0

Analisando esta desigualdade, verificamos qde;,y) = 0, pois caso contrario, pode-
mos tomaid tdo pequeno quanto se queira de maneira que a desigualdiadesactorne
negativa, o que é um absurdo. Portafitg; = p1¢1

O

Analogamente ao lema anterior, demonstra-se o0 seguinika@s.

Lema 1.3 Sepu_1 = inf{(Tz,z) : ||z| = 1} <0, entdo existe>_1 € H, com||¢p_1|| =1,
tal que
(Tp-1,9-1) =p-1eTop_1=p_14-1. (1-4)
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Observacéao 1.40 autovalor obtido enf1-3) € o maior autovalor d€". De fato, sejau
um autovalor qualquer d&’ e ¢ a autofuncdo associadajacom||¢|| = 1. Entdo

p1 = Hsr_pl(Tx,x) > (To,0) = u(9,9) = p.

Similarmente, obtemos que 1 em (I-4) é o menor autovalor d&. Observe que se
V = span{¢1} teremos qued =V @ V=, entdo podemos aplicar 0 mesmo processo
e obteruy = sup{(Tx,z) : ||z|| = 1, xL¢1} > 0 é autovalor deT’ com ¢, sendo a
autofuncdo normalizada associadaua. Isto ocorre porque, s& C H € um subespaco
de H tal queT(V) C V entdoT : V+ — V-, é simétrico e compacto. Utilizando este
raciocinio, temos:

Proposicéao 1.5Se
pn =SUR{(T'z,x) : ||z]| =1, 2L¢1,...,¢pn-1} >0, (1-5)
entdo existe,, € H, com||¢,|| = 1, tal que

(Tén, dn) = pn € Ton = pindn. (1-6)
Analogamente, obtemos o resultado para
p—n = SUPR{(Tx,z) : ||z =1, 2Ld-1,...,0_(n_1)} <O. 1-7)
O proximo resultado € sobre alguns fatos dos operadoresdise compactos.

Lema 1.6 Sejal" : H — H um operador linear e compacto. Entéo:
1. Autovetores correspondentes a diferentes autoval@@si<ogonais;

2. Seu € um autovalor dé’, entdo o nucleo do operad@f, = 7' — n possui dimenséo
finita;

3. Os autovalores dé n&o podem se acumular em um poptg 0.

Prova: 1. Sejamuy # p2 em R dois autovalores d& com ¢; e ¢ suas respectivas
autofuncdes. Com®d é um operador simétrico, temos que

(T'¢1,¢2) = (91, T2)

Entao,

pa(P1,02) = (101, 92) = (T'o1,92) = (41, TP2) = p2(d1, ¢2).
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Logo, comou1 # 2,

(¢1,¢2) =0

Os itens2. e 3.podem ser obtidos no livro do Kreyszig em[18], Capitulo &réenas
8.3-3 e 8.3-1, respectivamente.
0

Observe que na Proposic@o ]1.5 obtemos autovalores do opefatinear,
simétrico e compacto. Afirmamos, agora, que todos os aw@sdiferentes de 0 do
operador]’ sdo obtidos pelo processo descrito na proposicdo 1.5. Masdeanonstrar
tal fato, necessitamos do seguinte lema:

Lema 1.7 Para cadaxr € H nés temos

+00
Tr= > i, di) ¢ (1-8)

1=—00

onde na soma acima ndo considerames0. Em particular, se ndo existirem autovalores
negativos temos o seguinte somatoério
+00
Te=" pi(w,¢:i)di (1-9)

1=

Sabemos que s€ : H —+ H € um operador linear continuo, a norma de tal
operador no espaco dos operadores lineares e continuoa patad

1T = sup || Tx].
Jol=1

Para demonstrar o Lerha lL.7 precisamos de uma caracterdag@oma acima:

Lema 1.8 Sejal : H — H um operador simétrico em um espaco de HilkértEntao

1T = HS‘1|JD1|(TI,SC)\- (1-10)

Prova: Veja [18], Capitulo 9, Teorema 9.2-2.

Vamos a demonstracdo do Lemal 1.7
Prova(Lema 1.7)Seja

n

SL’nZSC—_Z (x,0i)bi, 1£0
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Basta mostrar quéx,, 7% 0. Comoz,, L ¢;, paracadda = —n,...,—1,1, ... n, temos
pela Proposicaio 1.5 e o Lemall.8 que

[T n | < max{|p—nl; pn} [ 2nll

lznll? = llo = 3 (z,00)¢ill? = lll® =23 (2,00 + ¥ (2, 60)

|22 = i (2, 60)% < |||

Entao
| T || < max{|p—nl; pn |-

de onde concluimos quér,, — 0 quandar — +-oo.
U

Entdo, demonstrado o Lerhall.7, podemos afirmar que todosmsbres de
T diferentes de 0 sdo obtidos conforme a Proposicdo 1.5. Desiaponha que existe um
autovaloru # 0 e diferente dog,;, para toda. Entdo do Lema 116 item 1, a autofuncéo
¢ associada ao autovalpré ortogonal &;, para toda. De (1-8),7¢ = 0, 0 que € um
absurdo.

Observe que (115) € (1-7) exigem o conhecimento dos aut@sgfmsitivos e
negativos precedentes, respectivamente. O préximo agsutbelhora nossas condicdes.

Proposigao 1.9Para cadan positivo temos que
o = }nf sup{(Tz,z) : ||z|| =1z LF,_1} (1-11)
n—1

onde o infimo é tomado sobre todos os subespatogs de H com dimensédao — 1.
Analogamente, temos que

p—p = supinf{(Tz,z) : ||z|| =L,z LF,_1}. (1-12)
n—1
Prova: Vamos denotar pofr,, o lado direito da igualdade na equag¢@o (1-11). Tomando
F,_1 como sendo o subspaco gerado par...,¢, 1, temos da Proposi¢cdo 1.5 que
I, < u,. Por outro lado, seja;,...,h,—1 um sistema qualquer de vetores dois a
dois disjuntos en¥ e F,,_1 0 subspaco gerado por estes vetores. Considere um vetor
o= S a;¢; tal que(o,hj) = 0 paraj = 1,...,n —1 e normalizado, o que implica que

1=
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n
Zlaiz =1.Como||¢|| =1 epu, < u; paracada=1,...,n entéo

1=
n

1=

Assim,
sup{(T'z,x) : ||z]| =L, aLFh_1} > ppn, VF1

de onde segue o resultado.
0

Na equacaad (1-11) temos o inconveniente de que (I8up) esta sendo tomado
em um espacgo de dimensao infinita. O seguinte resultaddtdacilcalculo para cada
autovalofyi, € pi—p.

Proposicao 1.10Para cadan positivo

pn =supinf{(T'z,z) : ||z =1,z € F,,} (1-13)
onde o supremo é tomado sobre todos os subesggcds H com dimensaa. Analoga-
mente,

fn = i}gf sup{(Tz,x) : ||z|]| =1,z € F,,} (1-14)

Prova: Denotaremos, novamente, o lado direito [de ([L-13)IporTomandoF,, o sube-
n n

spaco gerado pafy, . .., ¢,, temos que paratodo= Y «;¢; € F,, com||z| = Ziaiz =1
= =
n

(Tz,x) = ;a;?m > fin, (1-15)

=
PoIS 1; > pin, Vi =1,...,n— 1. Entdodl,, > u,. Por outro lado, dado qualquer subespago
F,, de dimensée, tomez € F,, tal quer L ¢1,...,¢,—1. Pela Proposicdo 13"z, x) < i,
Assim,

inf (Tz,z) < py, Yy,

xzelF,

0 que implica qué ,, < .

Observacédo 1.110s infimos e os supremos das caracteriza¢gdes, obtidos ndtass
acima, sao atingidos. Logo, podemos troca-los por minimaxdmos, respectivamente.
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1.2 Os Autovalores do Problema com Peso Indefinido:
Formulacéao Variacional

Inicialmente, lembramos que a desigualdade de Poincandzafjue existe uma
constante > 0O tal que
lull g2 < ellulle, Yu € HH(Q) (1-16)

onde, recordand@® c RY é um dominio limitado)Q é suave e Q) := W”"‘Hl N
W2(Q). Além disso, definimos

WA%Qy:&quRNﬁR;ueﬁ@negﬁeL%Qpﬁ:Lmaﬁ
Ty

chamado de espaco de Sobolev. Para maiores detalhes, vggéndlige[A.]l. Vamos
utilizar || - ||> para denotar a norma no espaco de Lebedd(@).
Da desigualdadé (1-116), obtemos que os produtos internos

/ Ou-Ovdx e / [Ou-Ov+uv] de, Yu,v € H3(Q),
Q Q
s&o equivalentes em3R). Entéo utilizaremos a seguinte norma eg{®)):

1
2
lullg = ( /Q Ouf? dr) .

Estudaremos o problema (1-1) na sua formulacgéo fraca, dada p

{ (u,v) = )\/Qmuv, Vv € H3(Q) (1-17)

u € H}(Q)
onde(-,-) : H}(Q) x H}(Q) — R é o produto interno em Q) dado por
(u,v) = / Ou - Ov dex.
0

Sabemos das imersdes de Sobolev, qgeh — L4(Q), continuamente se

2N ~ ~ .
1<g<2"= N2 e compactamente se<lg < 2*. Entdo a expressap muwv esta bem
— Q

definidavu,v € H}(Q). Das desigualdades de Holder (A.6) e Poindaré (A.13), temos

|(u,v)] = ’/QDU-DU < /Q|Du-Dv|

< |[Dul2|Bollz < Cllullgaflol 2
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Além disso,
(w,0) = [ 100 dz = [l .
Q

Sejau € H}(Q) fixado. Pela desigualdade de Hélder, o funcional linear gado

v»—)/muv

é limitado em H(Q). Pelo Teorema da Representacdo de Riesz A.3, existe umrgteme
em H(Q), denotado pof v, tal que

(Tu,v):/Qmuv (1-18)

E facil ver queT : H}(Q) — H3(Q) é linear e simétrico. Vamos provar agora que este
operador é compacto. Com efeito, sgjg } uma sequéncia limitada em}). Passando
para uma subsequéncia, pelos Teoremas de Imersdo de Stbwles ques, — u em
H3(Q) e u, — uw em L%, para 1< s < 2*. Assim, utilizando a desigualdade de Hélder
generalizadd (Ad3) comh+ 1 + 1 = 1 temos

Ty —Tul2 = (T(un—u),Tun—Tu):/Qm(un—u)(Tun—Tu)

< Imllrllun = wlls[|Tun = Tulj2-

de onde obtemos quid u,, — Tu|| < c||u, — u|s, ou sejal'u,, — Tu em H;(Q). Portanto,
T é compacto. Além dissd, é continuo, pois

|Tul? = (Tu,Tu)
= mulu

< Clmll [ull[I Tl

Neste caso, conseguimos reescrever a nossa formulacaciensl (1-1V) do
problemal(1-1) da seguinte maneira:

{ (,0) = A(Tu,v), v e H (1-19)

uGH(l)

Desta maneira, conseguimos aplicar a teoria desenvolviiaaa para ope-
radores lineares, simétricos e compactos em um espaco laertHil, para descrever as
autofuncdes e autovalores do problemal(1-1).

De (1-19) temos qué'u = %u Em outras palavras, os autovalores néo nulos de
(I-19) sé&o os inversos dos autovalores do oper@ddéissim, somos capazes de provar o
seguinte resultado:
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Proposicao 1.120 problema(l-17) possui uma dupla sequéncia de autovalores
<A <A1 <0< M <<,

cujas caracterizacdes variacionais sao

= supinf{/muz: HuH:l,uEFn}
F, Q

(1-20)
— 2. —
= I}I;l:c Sup{/Qmu Hull =1ue Fn}

1
Ao
1
An
onde F}, varia sobre todos os subespacos de dimensate Hé. As autofuncbes,
correspondentes aos autovalores citados acima séo tais que

(6 0) = A /Q ménv, Vo € Hb (1-21)

N (1-22

n
Pelos resultados anteriormente vistos, os autovalpr@gl(héo se acumulam,
exceto emt-o e —co. Necessitamos garantir a existéncia de tais sequénciasalakres,
ao qual é demonstrado no seguinte resultado.

Proposigéo 1.13SejamQ; = {xr € Q :m(z) >0} e Q_ = {x € Q:m(x) < 0}. Entdo

1. SelQ.| =0, entdo ndo exista,, positivo;
2. Se|Q_| =0, entdo ndo exista_,, negativo;
3. Se|Q.| > 0, entdo existe uma sequéncialie— +oo positivos;

4. Se|Q_| > 0, entdo existe uma sequénciaxls, — —e negativos.
onde| - | denota a medida de Lebesgue do conjunto.

Prova:

item 1: Vamos supor que,, > 0 e sejap,, # 0 a autofuncdo associada, para cada

Tomandov = ¢,, em [1-21), obtemos qug,,, ¢,) = )\n/ mdﬁ- Por outro lado, temos
Q

que (¢n, dn) = Hgan%l > 0. Como),, > 0, temos/ngb% > 0, 0 que nos mostra que
|Q4| > 0, a qual € uma contradicao.

item 2: Analogo adtem 1

item 3:SejamB4, ..., B, bolas, duas a duas disjuntas, @mais queB; N Q. possuem
medida positiva. Considere, ..., u, fungdes de class€y com suporte nas correspon-

dentes bolas e qu muiz > 0, para cada = 1,...,n. Podemos tomar tais funcdes da
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seguinte maneira: seja> 0 tal que|mxp;na. ||1 > €, ondexp,nq, designa a fungéo
. , / 1 1
caracteristica en?; N1 Q. ComoCg(B;) € denso enl.” (B;), com— +— =1,¢ >0,
T T
existev; € Cg (B;) tal que
€

lvi = xBing. [l < Tl U2 0.

Pela desigualdade de Hdolder, temos

< [mllrllvi = xBina, I <€

‘ /Q m(vi—xBnQ. )

assim,
/mvi>/>(3img+—e>0.
Q Q

Tomandov; = uf e normalizando-os de tal forma q muiz =1 parai=1,...,n,
: Q .
obtemos as funcdes desejadas. Falta mostrangueO. De fato, sejaF;,, o subespaco
gerado pelas func¢des (qQue sdo ortogonais duas a duas, ja que as bolas sao disjuntas
n

Entdo para: = Zlaim € F,, temos

1=

ondec = max a(u;,u;). Logo,

i=1..n

1
/ mu? > =(u,u), Yu e F,
Q C
Tomando o infimo sobre € F},, com ||u|| = 1 e depois o0 supremo sobre o0s subespagos
de dimensda de H} temos que, pof(1-20), o resultado desejado.
item 4:Analogo aatem 3.
O

O proximo resultado nos mostra comg = A\, (m) varia como uma funcéo de
m.

Proposicdo 1.14Sejamm,m : Q — R duas fungdes eni”(Q), comr > % tais que
m(z) <m(z) g.t.p. emQ. Suponha que, para um dados Z*, os autovalores\,,(m) e
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An () existam. Entéo
An(m) > A ().

Além disso, sen(z) < m(x) em um subconjunto de medida positiva @eentdo a
desigualdade acima é estrita.

Prova: A demonstracdo é simples. Vamos verificar primeiramenta par 0. Por
hipéteseyn(z) < m(x) q.t.p. emQ. Multiplicando poru? > 0 a desigualdade anterior,
integrando enQ, tomando o infimo das € F,, onde F;,, € 0 subespaco decl)l—de
dimensédon e depois 0 supremo de todos estes subespacos de diment&aos a
seguinte desigualdade:

supinf [ u?m(z) <supinf [ u?m(z).

F, uek, JQ F, uekl, JQ

Consequentemente, temos que

Paran < 0 a demonstragdo é analoga.
U

O proximo resultado nos garante a continuidade da furigde:) na norma
L2 (Q).

o . ~ ] N . ]

Proposicéo 1.15\,(m) € uma fungéo continua em, na normal 2. Isto €, se{m;} €
A N x

uma sequéncia erl” que converge para um € L" na normal 2, entao

) 2212 N n(m).

)\n(mj
Observagéo 1.160bserve que se(z) = 1 e denotando pok; (1) = ¢; temos que, pela
Proposicéd 1.13 item 3, n&o existémcom; negativo.

Neste momento, provaremos um resultado de caracterizacfardeiro auto-
valor e da primeira autofuncéo de (1+-19).

Teorema 1.17 (Krein-Rutman) Sejam : Q — R uma funcgéo pertencente/d (Q), com
r> % nao necessariamente positiva. Suponhasgue 0 em um subconjunto de medida
positiva deQ. Entao o primeiro autovalor positiva; de (1-19) é simples &, pode ser
tomada positiva en.

Prova (Teorem& 1.17):
Nossa demosntracéo é dividida em 3 partes.
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1. Sejaw € Hé(Q) uma autofuncéo correspondente ao primeiro autovaloriposit.
Observe que nao podemos afirmar gueé diferente dos ;’s e consequentemeniepode
ser tomada como combinagéo linear dg's. Em qualquer situa¢ée; € uma solugéo de

(w,v) = )\1/Qmwv, Yo € H}.

Queremos provar que nao muda de sinal ef@. Vamos supor, por contradicdo, que isto
ocorre e defina

wh(z) =mar(w(z),0) e w (r) =min(w(z),0).

Sabemos que™ ew~ também estdo emHComo [, mw*w~dz = 0, entdo

/mwzdx:/m(w+)2dx+/m(w_)2dx:a1+a2
Q Q Q

(w,w) = (W, W)+ (w™,w™) =1+ P2, f1,62>0.
Agora, de[(1-211) € (1-22), temos que

al+a2 a1 a2 a1+ ap a1 a2
= = <max( )

BitBa B Ba " BitPe 81 B2

1 Jomw?dz _ Jam(wh)2dz+ [om(w™)?dx
A1 (w,w) (wr,wh) + (w=,w™)

0 que nos implica quev™ e w~ séo autofuncdes associadasa Assim, devido ao
Corolério 8.1 del[[23]w™ > 0 q.t.p. emQ ew™ < 0 g.t.p. emMQ 0 que n&o pode ocorrer.
De fato, supondo que™ # 0 ew™ # 0, considere o cone das fungées positivas:

K :={ue CYQ;R) :u(z)>0em Q e u(z) =0 sobre HQ}.

Facilmente vemos quE é fechado, convexo, ndo vazio e qué, —w~ € K. Utilizando
o Teorem& A.b, obtemos que existe um Unico K tal que

(u,v—u) >N (Tu,v—u); YveK (1-23)

onde estamos tomando= %Tu na desigualdadé (Al1). Desta desigualdade eaa0
obtemos

%(u,u) - %(Tu,u) <0 (1-24)
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Como(-,-) é simétrico, entao

152? {%(v,v) - %(Tv,v)} <0. (1-25)

1 Jom(wT)2dz

Por outro ladowt e Ke—=22"~_"_" temos que
w A (wt,wt) 9
1 1 1 1
0= (w" w")— = (Tw",w" >min{— E—— }
2(w ,w') Al( W, w )_UeK 2(v,v) A1< v,v)

Portanto, o minimo é atingido pelot € K que fica caracterizado por

1 1 .1 1
0= é(w+,w+) — A—l(Tw+,w+) = 52%{5(1),1}) — A—l(TU,U)}.

Analogamente, obtemos quav~ € K fica caracterizado por

0= %(w_,w_) — )\il(Tw_,w_) = E?{%(v,v) — )\il(Tv,v)}.
Mas pela unicidade do Teorema A.5 concluimos quevdu= 0 ouw™ = 0. No nosso
caso, tomaremos~ =0 ew = w' > 0 que é a autofuncdo associada ao autovajor
e pelo resultado de G. Stampacchial [23] temos @ue 0. Como¢, > 0 temos pelos
mesmos argumentos anteriores obtemosigueode ser tomada estritamente positiva.
2. Agora provaremos que a multiplicidade geométricagdé 1. Com efeito, sejanw; e
wo autofungdes correspondentesiaPelo passo anterior, sabemos que para aad®,

a autofuncéav; + aw, tem sinal definido. Entdo os conjuntos

A={aiwi+aws >0} e B={a:wi+aws <0}

sdo ndo-vazios, fechadosie) B = R. Logo, existe unv € AU B tal quew1 +aw2 =0,
ou sejaw1 e wo sao linearmente dependentes.
3. A multiplicidade algébrica de\; é 1, isto é,A1 é um autovalor simples. Para isto,
devemos provar qué/(I — \T)%2 = N(I — \T). Sejau € N(I — \1T)?. Entdo pelo
passo anterior, para algung R, tem-se quer — \17Tu = t¢1. Tomando o produto interno
come1 temos
t(p1,01) = (u—MTu,¢1)

= (u,¢1) = M(T'u,¢1)
) - (u, )\1T¢51)
) — (u,¢1)

<u7¢l
<u7¢l
0

De onde obtemos que= 0. Portantoy € N (I — 7).



1.3 O Teorema do Passo da Montanha, de Linking e um TeoremeedisBlirenberg 30

1.3 O Teorema do Passo da Montanha, de Linking e um
Teorema de Brezis-Nirenberg

Nesta secdo abordaremos alguns resultados que sdo imesrpara as de-
monstracdes dos principais teoremas desta dissertagateif@mente, enunciaremos
alguns teoremas do tipo min-max.

SejaH um espaco de Hilbert. Considere as seguintes defini¢coes:

Definigdo 1.18 Seja{u, } uma sequéncia ei e .J : H — R um funcional de classe™.

1. Dizemos qudu,} € uma sequéncia de Palais-Smale paraou simplesmente
(PS),emH se{J(uy)} é limitado eJ'(u,) — 0, quandon — . SeJ (u,) —> ¢,
entdo a(PS)-sequéncia é denotada poPS).-sequéncia.

2. Similarmente, dizemos que uma sequéficid emH é uma sequéncia de Cerami
no nivelc € R se

J(un) === ¢ e (L [[un|) | (wn) 1+ == 0.

Definicdo 1.19 ConsidereJ : H — R um funcional de classe™.

1. Dizemos que o funciondl satisfaz a condica¢PS), respectivamentépPs)., em
H, se para toda PS)-sequéncia, respectivament®s).-sequéncia, possui uma
subsequéncia convergente na norma.

2. Dizemos quéd satisfaz a condi¢cdo de Cerami se para toda sequéncia de Ceram
no nivelc € R possui uma subsequéncia convergente na norma.

No Teorema do Passo da Montanha usual definimos um funciondl*(H; R)
gue satisfaga duas condicdes descritas a seguir.
(PM-1) J € C*(H,R), J(0) =0 e3r,p > 0 tais que

J(u) > p,Vue S, ={ueH:||ul|=r}

(PM-2) Je € H com ||e|| > r tal queJ(e) <O.
Dizemos que um funcional que satisfaz as condico@3M-1) e (PM-2) possui
uma geometria do Passo da Montanha. Além disso, denofe @aonjunto de todos os
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caminhos continuos que ligam= 0 eu = e, isto €&,
F={yeC([0,1,H) : 7(0) =0e~(1) =e}. (1-26)

Claramentd # &, poisv(t) = te é tal quey € T.
Utilizando quey € C([0,1],H) e S, divide o espago em duas componentes
conexas, uma sendo limitada e a outra ilimitada. Entédo podeonsiderar:

c= infrmax{J(y(t)) :te€[0,1]} >p>0. (1-27)
veE
ondep é obtido da condi¢a(PM-1).
O resultado a seguir garante que o valpdado por[(1-27), € um valor critico
para o funcional/.

Teorema 1.20 (Passo da MontanhaBuponha que’ € C1(H;R) satisfaz as condigdes
(PM-1), (PM-2) e (PS)., ondec é dado por(1-Z7) Entdoc € um valor critico ndo nulo
para./, ou seja, existe € H, ndo nulo, tal que/(z) =ce J'(z) =0.

Prova: Veja |2], Capitulo 8, Secéo 8.1.
0

Um exemplo de aplicac@o do Teoreima 1.20 é para obter umasgbositiva do
seguinte problema de Dirichlet:
T Q
U f(z,u), z€ (1-28)
u = 0, x € 0Q,

ondef : Q x R — R se comporta comau + u? quandou — 0" e u — +oc0. ASsSumimos

tambem quef(z,u) =0 parau <0, f € F,com 1< p < %—f% e que

im L% _ S0 gtp ren (1-29)
u—0F U
© 1
Ir>0,0¢ (0,§> D 0< F(z,u) <Ouf(x,u) Ve e Q, u>r. (1-30)

Denotamos po¥'(z,u) = [y’ f(x,s) ds e porF, a classe das fungdes Holder continuas
gue satisfazem a seguinte condicdo: exisigra L (Q) eay > 0 tais que

|f(z,u)| < a1(z) + aglulP; V(z,u) € QxR

ondep < 2* — 1= {2,
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A condicao[(1-3D) é conhecida como condicdo de AmbroseiiHiowitz.

Teorema 1.21Sef € [F,,, coml < p < %—fg e satisfaz a condicafl-29) com\ < A\, e

(1=30), ent&o o problem§I-28) possui uma solucéo positiva.

Prova: Para maiores detalhes, veja [2], Capitulo 8, Secéo 8.2 .
0]

Vamos agora introduzir uma generalizacado da geometria edieiha do Passo
da Montanha. Inicialmente, considefeuma variedade com fronteitdV emH, ¢ um
subconjuntodéd e H = {h € C(N;H): h(u) =u, Yu € IN}.

Definicdo 1.22 Dizemos qué&N e ( estéo enlagados se
CNh(N)#2, Vhe H.

Observagdo 1.23 1. SejamX um espac¢o de Hilbert & um conjunto de indices.
Entendemos por variedade em um espaco de Hilllede classeC*, como um
espaco topoldégicd/ em X no qual existe uma cobertufd; },- , aberta deM e
uma familia de aplicagdeg; : U; — X satisfazendo as seguintes condigdes:

e V; =;(U;) € um conjunto aberto et e p; € um homeomorfismo d§ em
Vi,
® 090{1 L oi(UinUj) — ¢;(U;NU;) é de class€™.

Cada par(U;, ¢;) € chamado de carta. As aplicacGeso goi_l sdo conhecidas como
mudanca de cartas e 0 pz{ﬂ/;,@;l) € chamado parametrizagdo local dé. Nao
iremos aprofundar nestes conceitos, pois nao € o objetistedeabalho;

2. Umailustracéo da Definicdo 1.P2 é dada na Figura 2.1 abaixo

h(N) C

Figura 2.1
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3. Observe que se tomarm@s como sendo a esferd, = {u € H : |[u|| = r},
N como o segment@.e] = {u =te:0<t <1}, ON = {0,e}, come e H e
H={heC(N;H):h(0)=0, h(e) =e}, ondeH nada mais é do que o conjunto
de caminho$™ que definimos erfl-26) anteriormente, teremos qugV e C estao
enlacados. Em outras palavras, as hipéteses da geometriadso da Montanha
satisfazem a Defini¢cdo 1.22. Veja Figura 2.2

S,

Figura 2.2

4. Vamos supor qukl seja escrito como soma direta de dois subespacos fechados

VeW equedim(V) =k < +oc. TomandoC =W edN ={v eV : ||v|]| =r},
ondeN é a bola de raio- emV e os conjunto&(N), h € #, séo as superficies
k dimensionais geradas pa@rN que € a esfera de raio emV, entdo podemos
mostrar, através da teoria do grau (ver![2], Capitulo 3), ga&v e C estédo
enlagados, veja Figura 2.3. Nao entraremos em detalhes pearidicacéo desta
afirmacdo, pois ndo é o objetivo deste trabalho, mas estdtagkunos sera util
para o proximo teorema.

Figura 2.3

SejamJ € C1(H;R) e N, C dois subconjuntos dél tais quedN e C estdo
enlagados. Vamos assumir que:

(L-1) J é limitado inferiormente engd’ e defina

p = inf J(u) > —oo;
uelC

(L-2) p> B := sup J(u).

As condi¢cbeqL-1) e (L-2) para o funcional/ sdo mais gerais qué&M-1) e
(PM-2). De fato, tomand@ = S,, N ={u=te:0<t <1} e H =T entdo as condi¢bes
(PM-1) e (PM-2) sao satisfeitas (veja observa¢ao 1.23 item 3).
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Seja

= inf supJ(h . 1-31
¢= inf sup.J(h(u) (1-31)

Este nivelk: € chamado de nivel dimking de J correspondente & e C.

Lema 1.24 SedN e C estdo enlacados e valg-1) para um funcional/ € C1(H;R),
entaoc > p.

Prova: Pela Definicdd 1.22, temos q@en h(N) # @, Vh € 4. Logo,

J(h > inf J(u) > inf J(u) =
SupI ()2 )00 2 10T ) =

Como a desigualdade acima vale para thdo#/, entaoc > p.
0

Este lema nos fornece uma caracterizagao do nossaniéed proximo teorema
garante que sob certas condi¢fes o funciohpbssui um ponto critico exatamente no
nivelec.

Teorema 1.25 (Linking) SejaH =V & W, ondeV e W sado subespacos fechados e
0 < dim(V) =k < 4. Vamos supor qué € C1(H,R) satisfaz as seguintes condi¢oes:
(L-3) existep > Otal que

J(w) > p, YweW,
(L-4) existemr > 0 e 5 < p tais que
JW)<p, YweV, |v|=r
e que(PS). vale. Entda/ possui um ponto critice no nivelc.

O Teorema 1.25 pode ser aplicado para verificar a existéaaiand solucédo nao
trivial do problemal(1-28), mas impondo condi¢cbes menasitigas do que\ < A1 em
(1-29). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.26 Sef € IF,,, coml < p < £2 e satisfaz as condi¢o¢E-29) e (I-30), para
qualquer) € R. Entdo o problemg1-28) possui uma solug&o nao trivial.

Prova: Para maiores detalhes desta demonstracdolveja [2], Ga®jtBbcao 8.3.1.
O
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Encerraremos esta se¢cdo com o enunciado de um resultadio deki. Brezis
e L. Nirenberg|[¥], o qual é conhecido como Linking local neggem. Este resultado
fornecera suporte na demonstracéo de um dos resultadogppigdesta dissertacdo.

Teorema 1.27 (Brezis e Nirenberg)Seja £ um espago de Banach com uma decom-
posicdo em soma diretéd = V1 @ V5, ondedim (V1) < 4. SejaJ um funcional de classe
ClemE com.J(0) = 0, satisfazendoPS). Assuma que para algudg > 0

J(v) >0, Yve Vo com ||v]| < do

J(v) <0, Yv e Vi com ||v]| < do.

Além disso, suponha que o funcionaé limitado inferiormente én}; J(v) < 0. EntdoJ
ve
possui ao menos dois pontos criticos diferentes de zero.

Este teorema pode ser encontrado com maiores detalhesgwdutS. Li e M.
Willem [19], Secéao 2.

1.4 Lemas de Reducao

Nesta secdo, enunciaremos dois lemas de reducdo que datesuga a de-
monstracao dos resultados do Capitulo 3.

Lema 1.28 Sejam X e Y subespacos fechado de um espaco de Hilbértal que
H=X@®Y eJ:H— R um funcional de class€’. Se existe uma funcéo crescente
¢ :(0,00) — (0,0) tal quep(t) — o quandot — o e

(J'(x+y)— T (x+y1),y—y1) > lly —vallo(ly — vall), (1-32)

paratodox € X, y,y1 € Y, comy # y1, entdo

1. existe uma funcéo continda X — Y tal que
J(z+0(z)) =min{J(z+y):y €Y},

além dissod(z) é o unico ponto critico do funcionaly : Y — R, dado por
Ix(y) = J(x+y).
2. afuncdo/ : X — R, dada porz — J(z +6(z)) é de class€* e

—/

(J (z),21) = (J'(x +7r(x)),21), Vo,r1 € X, (1-33)
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Observacéao 1.290bserve que na definicdo &22)estamos utilizando o seguinte fato:

—J(x+0(x)) = —min{J(z+y):yeY}
= maxq{—J(z+y):yeY}

Lema 1.30 Nas hipéteses do Lerha 1128,.5€ de class€?, entdo.] € de class€?.

Podemos obter um resultado analogo ao Lemal 1.28 para desmpdpale/d
na soma direta de trés subespacos fechados. Para mai@keslela demonstragédo dos
lemas acima veja artigo de A. Castro/[10].



CAPITULO 2
O Problema de Dirichlet Assintoticamente
Linear

2.1 Analise do Problema

Neste capitulo estudaremos o seguinte problema de Dirichle

{—Au = f(zu), 2€Q (2-1)

u = 0, sobre 0Q,

ondeQ c RY, N > 1 é um dominio limitado)Q suave ef satisfaz:
(A-1) feC(QxR); f(2,00=0,VreQ; f(x,t) >0, Vt>0,x€Qe

flz,t)=0,Vt <0, z€Q;

t
(A-2) t — f(j’ ) € ndo decrescente para cadal e g.t.px € Q;

3 lin P55 =ty £

(0,4+o] séo constantes @ < A\; <1 e A1 é o0 primeiro autovalor do Laplaciano
(—0, H5(Q)).

Sabemos que encontrar solucdes fracas nao triviais pa@btepra(2-1) equi-
vale a encontrar os pontos criticos n&o nulos do funcionaladseCt(H3(Q),R) dado
por

= [ uniformemente q.t.pc € Q, ondey € [0, +), [ €

J(u) = %/ \Du|2d:c—/ F(z,u)dz,¥ u € H3(Q) (2-2)
Q Q
onde

F(a:,u):/ f(z,s)ds; x€Q, ueR.
0

Além disso, por(A-1) e pelo principio do maximo forte (ver D. Gilbarg e N. Trudinge
[15], capitulo 8, se¢&o 8.7), um ponto critico ndo nuld/dede fato uma solugéo positiva
do problemal(241).
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Observacao 2.1Para obter que o funciongP-2) é de class&'! sugerimos ao leitor o
livro de A. Ambrosetti e G. Prodi [3], Teorema 2.9, no qual a@iaconsiste basicamente
em verificar que o funcional

P(u) = / F(x,u)dz
o
é de class&'!.

Para encontrar um ponto critico nao trivial do funciohaPj2#tiliza-se o Teorema 1.20
(Teorema do Passo da Montanha). Neste caso, necessitammosad@poétese adicional
sobre a funcagf, conhecida como condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz, d@sem
(I=30), isto &, existeri < 1 er > 0 tais que

1
0< EF(x,t) < f(z,t)t, gtp.z€Qelt|>r. (2-3)

Veja secéo 1.3 para maiores detalhes. Quando aplicamosreniaa@o Passo da Mon-
tanha, a condicad (2-3) desempenha um papel importanterifigagiio de que o fun-
cional J, dado por [(2-R), possui a geometria do Passo da Montéakkl), (PM-
2) mostrando adicionalmente que a sequéngid). relacionada € limitada.

Estas ideias podem ser obtidas em A. Ambrosetti e A. Malcf2pdCapitulo 8,
Secéo 8.2 e nos artigos de A. Ambrosetti e P.H. Rabinowita}4}. Costa e C.A. Ma-
galhdes([11], Schechter [21] e M. Willem |27]. Mas observe gaste trabalho estamos
supondo qu¢ é assintoticamente linear no infinito. Consequentemessenaindol(2-3),

temos que
. F(x,t
im (:(; )
t—doo

=40, Q.

Neste caso, dizemos queé superlinear no infinito. De fato, denotando goet % e da
condicaol(2-B) obtemos que para tadig > M,

b fz,s) 3
o F(z,5) dsz/togds.

De onde temos que

F(x,t)| >
Pt |

|F(a:,to)\] "

Primeiramente, desta desigualdade, obtemosHjuet) ALY pois¢ > 2. Entéo,

dividindo por¢? a dltima desigualdade

F(x,t)

tz Z C<t07§)|t‘€727
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ondeC(to,&) = % Entéo supondo a condi¢do (R-3) segue ¢ superlinear no
infinito.

O interesse em estudar problemas que sao assintoticanmeaedparecem em
alguns problemas fisicos como campos eletromagnéticasStuart [24, 25]), ondas
vigjantes (ver \Volterre [26]), ondas de choque e reacaofdeab (ver Smoller [22]). No
artigo de J. Busca e B. SirakaV [8] encontram-se alguns elkkesm@a area da matematica
financeira, teoria da probabilidade e biomatematica.

Neste capitulo, provaremos através de uma versao simplékea®ma do
Passo da Montanha, alguns resultados de existéncia déeslpara o problema(2-1)
assumindo as condicdés-1), (A-2) e (A-3).

2.2 Problema assintoticamente linear: caso nao-
ressonante

Considere o seguinte problema de Dirichlet assintoticaerarear:

{—Au = f(z,u), z€Q (2-4)

u = 0, sobre 0Q,

ondeQ c RY, N > 1 é um dominio limitado)Q suave f(z,0) =0, f € C}(QxR) e f
satisfaz o seguinte limite

lim fat) =leR. (2-5)
[t|—o0
Observagdo 2.2Comof € C1(Q x R) e supondo qu‘d|im f<:§’t) = [ < o temos que
t|—roo
|f(z,)] < C2(1+]t]),
paratodot € R, x € Q e para alguma constanté, > 0.
De fato, dada > 0 existe)M, > Otal que
|f(@, )| < (U+e)lt], V]| =M exeQ. (2-6)

Por outro lado, comgf € C, entdo existem ud> 0 e uma constant€. > 0 tais que

<(|f'(x,0)| +¢), V|t|<dexeQ, (2-7)

'ﬂ%ﬂ
t

F@t)<C. Vo< <M. exe, (2-8)
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= f'(x,0) e os intervalog— M., —¢] e [, M.] sé&o compactos, respecti-

pois lim f(@.t)
[t}—0 1

vamente. D€2-6), (2-7) e (2-8) obtemos
|f(z.t)] < Ca(1+]t]),
paratodot e Rex € Q.

Vamos verificar que se; < I < A\x11, para algumk € N, entdo o funcional
associado ao problema(2-4)

J(u) = %/Q\szdaz—/QF(x,u) dz, Yu € H3(Q), (2-9)

u

ondeF (z,u) :/ f(z,t) dt, satisfaz( PS)., para toda: € R.
0
De fato, dado umdPS).-sequéncidu, } para.J, temos que{u,} é limitada.
Com efeito, s€u,, } é ilimitada, obtemos que

n— o
J(up) —— ¢
J(uy) =2 0 e (2-10)

lunl] 2% o,

Defina
Un,

]

Un

Temos quév, || = 1, para toda: € N. Entdo, a menos de subsequéncia, existéd3(Q)
tal que

1) vy, —w; em H;(Q),
2) vy, —v; emLP(Q); 1<p<2F,
3) wvp(z) = ov(x); Qq.t.p.emQ,

)

N

lun(x)| < h(x); paraalguma € LP(Q), com 1< p < 2*.

Assim, obtemos

! 1 1
('un) 0) /Dun-Dgodx——/f(x,un)cpdx
[n| [unl| Jo [unl| /o

= /Dvn-Dcpdx—/ f(x’un>cpdx
Q Q

[

= /Dvn~D<pdx—/Mvn<pdx,
Q Q Un
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para todap € H3(Q). Tomando o limite, obtemos

O:/Dv-Dgodx—lim/Mvncpdx.
Q Q Unp,

n—o

Considere os seguintes conjuntos:

A={zeQ:|v(x)| £0}

B=Q\A={zxecQ:v(z)=0}.

Sex € A, entdo dade > 0 existeng = no(z) tal quejv,(z)| > §, para todo > ng. De
fato,
[00(2)] > Jva(2) = v(@)| = [v(z)| > e — 5 = 5 >0,

Assim, temos
19
[un(2)] = [vn(@)l[unll 2 S llunll = +oe. (2-11)

Além disso, conforme a observacao (2.2), existe uma caiestan> O tal que

f .Z',Un f xvun
), | ]
Up, | n|
< Cilvpy|
< Cilhyl,

ondeh € obtido de 4 acima. Pela desigualdade de Holder, obtemos/gue L1(Q).
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver [17], tGlapl5, Teorema 15.33)
temos

lim / WUMO der= [ lim f(:j;un)vnapda::/Alv(x)@(x) dx

n—o J A AN—®

Por outro lado, se € B, entdo vemos que

im [ |ZE0) g = gim [ [LE)
noeJB| Un n—e ”un”
. C 1
nse /5 ([ugl
= i [ el o [ 1l da
n=seo | [Jup| [l
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Aqui usamos[(235) ¢ € C1(Q x R), obtendo uma constant > 0 (veja Observagado
2.2) tal que
|f(z,u(z))| < Co(1+ |u(x)]), € Q; uek.

Observe que existe € L?(Q) tal que
lone| < hlepl.

Novamente, pela desigualdade de Holder temosigue L1(Q) e pelo Teorema
da Convergéncia Dominada obtemos que

im [ jeallelde [ im [o.]l¢| da =

Assim, temos que
0:/DU~D<pdx—l/v<pdaz.
Q Q

Em outras palavras, é solucédo fraca do problema

—Au = A\ Q
U u, T e (2-12)
u = 0, sobreodQ,
0 que & um absurdo, pals <[ < ;. 1, para algunk € N.
Agora, basta verificar que# 0. De fato, pela Proposicéa A.8 temos
||v]| < liminf [jv, || = 1.
Entdo, obtemos
!/
M — /‘Dvn|2dx /fxug un d
[[n]| [[n]|
f(z,up)
5 Un, dz.
Q |funl
Tomando o limite quande — o, segue que
0—1—tim [ L&), o (2-13)

oo lun|?

Como{wv,} é uma sequéncia limitada, do item 4 acima, obtemos

C>

[ nH

'f(w,un) Un ]+ ol

[unl Jlunll

IN

|h1|-|—C.2|h2|2

I nH
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para alguma; € L1(Q) e hp € L?(Q). Assim,

|| || 22|+ Colhal? € LH(Q)
n

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que

dz.
/ww o ||2 R

Agora, sev = 0 entéo

|2 n——+0o

‘f(x’u") Un 7750 g.tp.emQ,

funll unll

C>
< ‘Un|+02|vn
[[un|

poiswvy, () note, v(z) =0 g.t.p. emQ. O que é um absurdo, de (2}13). Portante; 0.
Resumindo, verificamos que o funciondlsatisfaz a condi¢a¢Prs).. Mas
necessitamos verificar quepossui a seguinte geometria

1. J(u) — —oo, quandg|u|| — +oo, ondeu € span{p1,...,or-1} = V1,
2. J(u) — oo, quandd|u|| — +oo, ondeu € span{ g, pr+1,... } = Va.

e concluir pelo Teorenfa 1.25 quepossui um ponto critico no nivel Com efeito, pela
regra de L'Hopital segue que

lim M: lim M:l,

[t} 12 t}—e T

entdo dada > 0, existe). > 0O tal que

2F (x,t)
Assim, obtemos | l
%‘gtz < F(x,t) < ‘;5t2 V)t > 0. (2-14)

Mas o intervald—d.,d-] € um compacto, entdo existe uma constéhte 0 tal que

Fla,t) > Z_Tgtz—cg; Vt € [=6.,0.]. (2-15)
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Logo, pelas desigualdadés (2-15) e (A-8) temos que paraitedo,

1 l—e¢
Sl <7> Juli3+Cle]

l
1- —) lull?+ C-|Q|

J(u)

IN

IN
NI NI

—c
Ak

A—(l—¢ ||| 400
Ak

)> [P+ Celo) 22, g

pois para > 0 suficientemente pequeno temos gue< [ —e.
De modo analogo, temos que

F(z,t) < HTgter Cs; Yt € [—0e,0¢]. (2-16)

Entdo del(A-9) €[(2-16), dadoe V> obtemos:

1 l+e
Sllull? - <7> Jul3-C-l0

[+¢€
1- )IIUIIZ—CEIQI

J(u)

v

AV
NI NI

)\k+1

A — (I o0
k+1 ( +€) HuHZ—Cg\Q| [lull—+ T oo,
Akl

pois para > 0 suficientemente pequeno temos gues < \;, 1. Portanto,/ possui um
ponto critico ndo triviak no nivelc, ou seja,)’(z) = 0.

Neste momento estudaremos o seguinte caso:
f(z,t)

lim
[t[—>o0

=l<\ (2-17)

temos que/ também possui um ponto critico ndo trivial dado por minimpéiza De fato,
dados > 0 suficientemente pequeno, de (2-16) temos que

1/ M= o
1

Em outras palavrag é coercivo.
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Agora, seJ é coercivo entdo dada uni&S).-sequéncigu, } paraJ obtemos
que{u,} € limitada. Com efeito, suponha q{ie, } é ilimitada, entéo temos que

n—o

J(up) —— ¢
J(up) =5 0e
un]] 225 oo,
Assim temos uma contradicéo, pela coercividade. Utilibamthesmo argumento verifi-
camos que’/ é limitado inferiormente.
Sejam
inf J(u)=a>—w e (2-18)
uEH%(Q)
{v,} em H}(Q) tal que
J(vn) = a.

Pela coercividade, temos que para alguin 0,
cia, existev € H}(Q) tal que

vy || < C. Entdo, a menos de subsequén-

1) v, —v; em H(Q),
2) v, — v emLP(Q); 1<p< 2,
3) vp(z) = v(z); q.t.p.deQ,
4) |vp(z)| < h(z); paraalguma € LP(Q).

Entdo, podemos provar que

N 1. . N
a= lim infJ(v,) = Enl_l)ﬂ;:oolnfanHZJrnILrnoolnf(—/QF(JI:,UTL) d:c)

n—+o
1
> —||v||2—/F(x,v) do
2 Q
J(v),

pois o operado®(w) = / F(z,w) dz é fracamente continuo, para tode H3(Q) (veja
Q

(2-31) na demonstragao do Teorema 2.3 item 2). Pela definiedafimo, temos que

o =J(v), ou seja, o infimo é atingido. Assim, existe H}(Q) tal que

inf  J(u) = J(v).
ueH%(Q)

De |2], Teorema 5.5, obtemos que

(J'(v),h) =0
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para todd: € H3(Q), ou seja,/ possui um ponto critico no nivela.

2.3 Resultados de existéncia para o problem®@-1)

Considere B< Ay < A2 < A3 <--- < \; < --- 0s autovalores dég-A, H%(Q)) e
p1 > 0 a primeira autofungdo associada@ Temos entdo 0 nosso principal resultado
deste capitulo:

Teorema 2.3 Se as condi¢cog#\-1), (A-2) e (A-3) valem, entéao
1. o problema2-1) ndo possui solucao positiva $e \1;

2. se)\1 < | < 4o entdo o problem#2-1) possui uma solugédo positiva;

3. sel = \; entdo o problemd2-1) possui uma solugdo positivac H3(Q) se, e
somente se, existe uma constanteO tal queu(z) = cp1(z) € f(z,u) = Mu(x).

Corolario 2.4 Suponha que as condi¢co@s-1), (A-2) e (A-3) sdo satisfeitas. Se= +
e f(z,t) é subcritica, isto é, parp€ (1,4-2) seN > 3 ou parap € (1,+) seN = 1,2
temos que

fat) _,

lim =
t—+o tP

uniformemente q.t.p. e, entdo o problem§2-1) possui uma solugao positiva.

(2-19)

A demonstracao do item 1 ndo requer grandes dificuldadesoMdsns 2 e 3
exigem alguns requisitos. A prova do Coroldriol 2.4 é umaeguéncia do Teorenia 2.3
o qual sera verificado no final da secéo.

Neste momento consideraremos 0 seguinte resultado refeiegeometria do
Passo da Montanha.

Proposicéo 2.5 (Costa — Miyagaki)Seja £ um espaco de Banach real e suponha que

J € CY(E;R) satisfaca a condig&o

mex(J(0),/(ur)} Sa << inf J(u)

para algunsa < 3, p > 0ewuy € E com|ui| > p. Sejac > 3 caracterizado por

inf
Qro@%ﬁj (v(1)),

ondel = {y € C([0,1],E) : v(0) =0e (1) = u1}. Entdo existe uma sequéndia,, }
emkE tal que

n—o n—o

J(un) —=c=p e (1+|lun]) 7 (un)| 2+ — 0.
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A Proposicad 2J5 garante a existéncia de uma sequéncia denCawnforme
Definicdo[1.18, item 2 e pode ser obtida no trabalho do D. GtaG®®©. H. Miyagaki
[12], Teorema 1.

Demostraremos, agora, dois lemas técnicos auxiliaresmartstracdo do Teo-
rema 2.8.

Observacéo 2.6A partir de agora, estamos utilizando a seguinte notafdo— H.HH%
para fazer referéncia & norma ehtj(Q) e ||.||, para a norma nos espagds’(Q) com
1<p<oo.

Lema 2.7 Sejap1 > 0 a primeira autofuncado normalizada associada ao primeirtoau
valor A1 do problema —A, H3(Q)). SuponhgA-1) e (A-3), entdo temos:

1. existenp, 8 > Otais queJ(u) > 3, Vu € H}(Q) com|u|| = p;
2. J(ty1) 21 o sel € (A1, +00].

Prova: Sejae > 0 dado. Vamos verificar que $& (\1,+) ou sel = +o, entdo existem
A= A(e) >0,B = B(¢) eC tais que

1
F(z,t) < é(,u—l—e)tz-i—Atp“, (2-20)
© 1
1(1—e)t?—B; le (A
Flegy> ] 2079 e e ) (2-21)
Ate = C; se | =400
para todo(z,t) e Q xRepe (1,%) seN >3oupe€ (1,+w) seN =1,2. De fato,
como
t—=0

existe umy = §(e) > 0 tal que para tod@| < § e x € Q tem-se que

e

—

a qual implica
—t(e+p) < fz,t) <t(e+p).

Integrando com relacaotaobtemos que paratodg < dex € Q

1
F(z,t) < é(u—l—e)tz. (2-22)
Por outro lado, sabemos que
F(z,t)| |F(x,t) t* | lt}ow
P _’ 7z T 0. (2-23)
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Pois, utilizando a regra de L'Hopital segue que

m 2F (z,t) im f(z,t)

|t]—o0 12 |t]—o0

Além disso, com@ > 2, temos que
2

im —— =0.
[t]—o0 |t‘p+1

Assim, de[(2-2B) existé/ = M (¢) > O tal que para tod| > M ex € Q tem-se

—e|tPtt < F(x,t) < e|t|PtL. (2-24)
: L Fx,t) |
Mas observe que o intervald (¢) > |t| > ¢ € um intervalo compacto e a fun(;ate]ﬁ—l e

continua neste intervalo, logo existe uma constant® tal que para todd/(¢) > |t| > ¢
ex € Q, vale

F(x,t)

jt[P*

<c < +oo, (2-25)

sup'

Portanto, das desigualdades (2-22), (P-24) e (2-25) olstendesigualdadé (2-20).
Analogamente, obtemos quelse (A1, +) entao

1
F(x,t) > 5(1 —e)t?— B,
para todqz,t) € Q x R.
Agora, se‘ |Iim@ = +o0, entéo exitd) = o (e) > O tal que
t|—o0

(1)

; >e, V[t|>dexeQ.

O intervalo[—§, ] € compacto &(z,t) é continua neste intervalo, portanto existe 0
tal que
sup |F(x,t)] < C < +oo.
te[—0,9]
Tomandoe = \1 e destas consideracdes acima, obtemos que=se«, entdo vale a
segunda desigualdade €m(2-21).
Considere

J(u) = %/Q|Du|2dx—/QF(x,u)dx.
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De (2-20) obtemos

Ju) = Flul®=3(n+e) fou? de—AJqutt do

+1
allull? = 3+ e)ull3 — Allully 1.

Comop+ 1< 2* = 2+ 1, entdo B(Q) — LP*1 (ver Apéndice A, Teorema
[A17). Consequentemente, existe uma constanteO tal que||u||§ﬁ < aq||ul[P*! e pela
Desigualdade Variaciondl (A-7) obtemos:

2
Jw) > Yul?~ L+ oL — Aagflulpt?

1
= 5 (1= Il - Aaaul

Observe quel 1 — M}\—ﬂ > 0, poisu + € < A1, parae > 0 suficientemente pequeno
1

ep+1> 2. Entdo tomanddu|| = p suficientemente pequeno na Ultima desigualdade,
teremos que

J(u)>5>0,

0 gque conclui a primeira parte do lema.
Sejal € (A1,+). Tomandoe > 0 de tal forma que\; < [ — ¢ e da primeira
desigualdade e (Z-R1) temos

J) = P~ JoF(e,u)de
Yul2— (- 6) fgu? do+ B fq da

Hlul2= 11 —e)ljull3+ BlQl,

IN

onde|Q| denota a medida d2. Tomandou = typ1, com||p1|| = 1 e utilizando que

lpall® = Aallepall3,
temos que
J(ter) < 3t%e1l?—3(1—e)t?|eall5+ BIQ|
1/ 1— "
= Z(1-5)24 B0 52—,
2 M

onde usamos queé —¢)/A1 > 1.
Por outro lado, sé= +, da segunda desigualdafe (2-21), obtemos que

1 o
I(tp1) < =512 +C1Q)| 1 o,



2.3 Resultados de existéncia para o problédmd (2-1)

50

Lema 2.8 Considere o funcional dado por(2-2). Dada uma sequéncigu,, } emH3(Q)

tal que

(T (un), un) 222250,

entdo existe uma subsequéncia, ao qual denotaremos aimda:p¥, tal que

(1+%)
n

J(tuy) < + J(un),

paratodot > 0, n € N.

(2-26)

(2-27)

Prova: Do limite (2-26), dada > 0, existeng € N tal que para toda > ng tem-se que

}(J'(un),un)} <e€
Tomandoe = % e usando que

(W) = ull?= [ o u)uds.

obtemos que
1 1
——< ||un||2—/ fz up)uy de < —, ¥n > no.
n Q n

Primeiramente, vamos provar que para qualgqued en € N temos

J(tuy,) §2——|—/{ flx,up)u F(:E,un)}dx.

Sejamz € Q fixado,t > 0 qualquer. Definimos
1,
h(z,t) = ét f(x,up)uy — F(z,tuy).
Derivandoh com relacéo &, segue que

R (t) = tf(z,up)un—unf(z,tuy)

= tun{f(x,un)—w}-

Parat <1 temos, pofA-2), que

f(x, tuy)

>0
; =

f(a:,un)—

(2-28)



2.3 Resultados de existéncia para o problédmd (2-1) 51

e parat > 1 que

f(a:,un)— t =

Assim, temos que

>0 0<t<1
By =1 = se <
<0 se t>1

Comoh/(1) = 0, obtemos qué(t) < h(1), para toda > 0. Sendo assim,

J(tuy) = %t2||un||2—fQF(:p,tun)dx

< %tz{%+/9f(:c,un)un da:}—/QF(az,tun) dx

t 1
= Zn + {étzf(:p,un)un — F(:E,tun)} dx

a qual demonstra a desigualdade (2-28).
Por outro lado, temos que

J(up) = 2HunH2 fQ T,Up) dr

_{__ /f undqj} /qun)d:c

ot [ = P | e

v

Consequentemente, temos

1 1
/Q{éf(x,un)un—F(x,un)} dx < %—I—J(un). (2-29)

Portanto, das desigualdades (2-28) e (2-29), concluimes qu

J(tuy,) < ﬁ—l—/g{%f(x,un)un—F(az,un)}d:v

A
|
+
|
_I_
P
<
2

paratoda >0en € N.
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Vamos a demonstracdo do Teoréma 2.3.
Prova (Teorema 213):
item 1.Vamos supor, por contradicdo, que= Hé(Q) € uma solucao fraca positiva do
problemal(2-11), isto & satisfaz

/DuDvdx:/f(x,u)vdx, Ve h.
Q Q

Fazenda = u e utilizando as hipoteqé\-2) e (A-3), obtemos

Oul?de = | f(x,u)uds = Muz de <1 [ u?dx
Q Q Q (% Q

a qual implica que
2 2
[[ull® < Ulull3

Mas da desigualdade variacional (A-7) tem-se que
2 2 2
Adffullz < lull” < ull2,

0 que é um absurdo, pois estamos supondd gus;.
item 2.Comol € (A\1,+), pelo Lemd 2J7, existg) > 0 suficientemente grande tal que
J(top1) < 0. Definimos

r = {7€C((0,1,H5(Q)):7(0) = 0,7(1) = tows}, (2-30)
¢ = inf max J(vy(x)). (2-31)
el z€(0,1]

Do Lemd2.¥Y novamente, verificamos que nosso funcidsatisfaz as hipéteses
da Proposicalo 2.5, ou seja, existera § e p > 0 com||top1|| > p, tais que

max(J(0), J(topr)} Sa < F < inf J(u),
ull=p

ec > f. Entdo existe uma sequéndia, } em H;(Q) tal que

n—o

J(un) —=c =B e (14 un|) [ (un)]

n—o

—— 0.

Assim, podemos escrevé(u,,) = ¢+ o, (1). Mais especificamente

on(2) = (' (un) ) = 2= [ () dir
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onde observamos que

n—o

0 < [{J"(un) un)| < ([T (un) [l < (L4 [fun| ]| (un) || == O.

Afirmamos que a sequéncia de Cerami obtida acima é limitadei¥®). Sendo isso
verdade, conforme o Teorema de Imersdo de Soljolev A.11, asmEnsubsequéncia,
existeu € H3(Q) tal que

uy, —u; emH(Q)
up, = u; emrLP(Q); V1<p< 2~

Todavia a fungagf é subcritica, de modo que o operador H3(Q) — (H3(Q))*, dado
por

(K(w.) = [ flau)pdo.
€ compacto (veja [2] capitulo 1, Teorema 1.8).

Note que,
(7 (). ) = (ns Py = [ flasun)eo da (2-32)
Por outro lado, usandf:,, } € uma sequéncia de Cerami no niwetntdo
(L4 [[unl DI (un) | = O,

guandon — . Independentemente, se nossa sequéncia € limitada otadenieremos
que||J"(un)|| — O.

Deste modo [(2-32) implica quéJ'(u,),¢) — 0, quandon — «. Mas a
Proposicdo 3.5 de [6], usando a convergéncia fraca %(Q)—Ie que o operadof é
compacto, obtemos que

(un,p) 2 (u,) €

fof(run)ede 22 o f(zu)e dr, (2:33)

respectivamente. Logo, obtemos

(1, 0) = /Q f(au)p du; ¥ € HY(Q). (2-34)
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Tomandaop = u em (2-34), segue que

a2 = [ flewyudo= im (K (un).u)
Q n—00
= Iim <J'( n)sUn) —(un,un)Hé
= im P
n—o
Portantog,, — u em H5(Q) e ||uy,|| — ||| provando quex, — u em H;(Q
Provaremos qudu,} é limitada em H(Q). Suponha, por contradi¢do, que

[un|| === +00. Considere a seguinte sequéncia:

2y/c

ondet,, = Tunll
mn

Up
Wy, = tplly = 2\/_Hu R
n

(2-35)

Observe quédw,} € uma sequéncia limitada en§(®). Logo pelas Imersdes de
Sobolev, a menos de subsequéncia, existeH3(Q) tal que

Wy, — W, em I-%(Q

Wy, — W, emLP(Q); V1<p<2*
wp(z) = w(z); g.t.p.emQ

lwp ()| < g(x); paraalgumg € LP(Q)

(2-36)

Vamos verificar quev # 0.
Suponha quev = 0. Entao da convergéncia fraca dm (2-36) e utilizando quezcadior
d(wy,) = / F(z,wy) dx é fracamente continuo obtemos que
Q

D(wn) —=5 d(w) = 0. (2-37)
Em particular, vemos que

1
J(wn) = §||wn||2+0(1) = 20+0( ondeo / F x wn

Por outro lado||u, || — 4, a qual mostra qug, = HZ\[H — 0. Do Lemd 2.8 temos

14142 o

J(wy) = J(thuy) < +J(up) —c.

n

Mas J(w,) — 2¢, o qual fornece uma contradi¢éo, visto que 0. Deste modo fica
estabelecido que # 0.
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Usando quev # 0, entdo podemos provar ques Hé(Q) satisfaz

/Q (Ow-Op — lwe} dr = 0; Vg € HY(Q). (2-38)
Defina i (2))
pa@) =] ) ¢ om0 (2-39)

0; seup(z) <O0.

Note que, (r) = ziﬁwn(x) ||y, || tende para-oo sew(x) > 0. Além dissoy, (z) — —oo
sew(z) < 0. Assim,
lim 4 (F2tn)
Up—+o Uy,

=1. (2-40)

(z,1)

Usando que% € ndo-decrescente com respeito abtemos que
0<pnp(x)<I, Ynex e Q. (2-41)

Observe quép, } C LP(Q), V1 < p < o, pois{p, } € dominada por uma fungéo
emLP(Q), a saberg(x) = I. Em particular, temos que

sup [ p? dx <+,
neNJQ

Passando a uma subsequéncia, se necessario, temos geig exist Q) tal que

1) pn—h emL?(Q)
2) pp(x) = h(z); q.t.pemQ.

Para verificar o item 2 basta observar que sg — h, entdo
/ pnyp dx — / he dz, Yo € L*(Q).
Q Q

Em particular, para = ¢1 > 0 temos

/ Pnp1 dr — / he dz,
Q Q

0 que implica que,, 1 — he1 emLY(Q). Logo,

(pne1)(z) = (he1)(z), g.t.p. emQ.

Comoy1 > 0, entdo
pn(z) = h(x), q.t.p.emQ.
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De 2) e (2-40), obtemos & h(z) <1, q.t.p. emQ. Usando que,, € C1(Q;R) é
nao-decrescente com relacdo a segunda variavel, segue que

im po(z) = lim L&)

Uy —>+00 Up—>+0 Uy

== h(z); q.t.p. emQ sew(x) > 0. (2-42)

Agora, para todg € L?(Q) temos

2\/—<Jl(un) ®) _ 2\/5(“7%90 /f (2, un)p dv
[[wnl [[wnl ||Un||
= (2\/5 tn ,<p> —/ /(. un)wn<p dx
[l Q  up (2-43)
= (wn,p) — f(l?: Un)wn(p dx
= /Dwn-Dcp dr — /(@ un) e dx,

onde(-,-) é o produto interno emHQ).

Por outro ladop,,w,, € L?(Q), poisp, € L*(Q) ew, € H}(Q) c L?(Q). Ainda,
temos que p,w, } € uma sequéncia limitada ef(Q). Novamente, seguindo as mesmas
ideias discutidas na pagina anterior, a menos de subsegu&mios que

Pnwy, — hw emL?(Q).
A qual implica

(pnwn,w)LF/Qpn(x) sodxm/ h(z)w(z)p da.

2
Adicionalmentew,, LI w, implica que
/ Dwn-DgodeH—OO)/ Uw - Oy dz.
Q Q

Note que%(](un) ©) — 0, para toda € L?(Q). Entédo
Un,

/Q{Dw O — h(z)w(z)e(x)} de = 0; Yo € L3(Q). (2-44)
Mas do Lema2]7yp € H3(Q) obtemos

| {8 Dp—pu(a)un @@}y da| = tal( (i)
2//c

— |l

17 ()| gyl = .
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Logo,

n—o

im, [ (O, Do =pa(@)wa (@)p(a)} d =0, Vi € HY(Q).
Veja quew, — w em H(Q) e p,w, — hw emL?(Q). Ent&o
/Dwn-Dcp—> /Dw-Dcp Vo € H3(Q).

Além disso, temos que
/pnwnw — /hww: Vo € LA(Q),

respectivamente. Em particular, isto ocortec H3(Q). Logo, pela unicidade do limite,
obtemos

/Q{Dw e —h(x)w(z)p(x)}de =0; Yy € H%(Q). (**)

Definaw™(z) = max(w(z),0). Temos que, déA-2) e da desigualdade(2341),
h(z) = [. Da equaGag*x)

/Q{Dw+ Do —lwt )} de=0; Yo € H3(Q).

Defina tambémuv™ = min(w(x),0). Entdo sabemos que~ = 0. De fato, tome
¢ =w" e de(xx) obtemos

/Q{Dw Ow™ — h(z)ww™} dz = 0; Vo € H3(Q).

Mas paraw < 0, tem-seu, (x) — —o, entdo existe umg € N tal quep,(z) = 0, g.t.p.
emQ, para todas,, <0 comn > ng a qual implicak(z) = 0. Assim,

/Dw~Dwd:c:O.
Q

Sew = w™, entdolw™ - Jw™ = 0. Logo a Unica possibilidade® = w~, uma vez que
w # 0. Logo
||w—||2:/ |2 dx = 0,
Q

Obtemos entdo que~ = 0. Assim,w = w* > 0, g.t.p. emQ. Mas pelo Principio do
Maximo Forte (ver D. Gilbarg e N. Trudinger [15], capitulosgcéo 8.7, Teorema 8.19),
temos quev(x) > 0 emQ. Portanto, de€(2-38) com = ¢1 tem-se que

/Dw-Dgplda::l/wapld:c,
Q Q
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ondeys > 0 € a primeira autofuncéo relativa\a. Entdol = A1, pois

/Dw-Dcpldx:)\l/ w1 dx,
Q Q

0 que é uma contradicéo, pois estamos suponda;.

Portanto, nossa sequéndia,,} € limitada em H(Q) concluindo o resultado
conforme discutido anteriormente.
item 3.Sejam/ = \1 e p1 > 0 a primeira autofuncao relativa\a do problema de autovalor
(—A,H3(Q)). Entéo

/Q Op1-Op dx = )\1/Qcp1<p dz; Yo € H3(Q). ()

Seu € H}(Q) é solucdo do problema(2-1) tal quér) > 0, multiplicando pory; no
problemal(2-11) e integrando por partes, segue que

/ Ou - Oy d;z::/ f(z,u)p1 d.
Q Q
Tomandoy = u ha equacao (I) temos
/Q[f(ifau) — Mulpr dz = 0.
Mas de(A-2) e (A-3), obtemos qu¢ (z,u) < \u(z). Entdo, vemos que
0= /Q[f(x7u) — Mufpr dr < /Q[Alu(:c) — Mu(z)]p1dz =0.

Em particular, temos que
f(x,u) = Mu(x) = —Au.

Assim,u(x) é autofuncdo associadag isto &, existe > 0 tal queu(z) = cp1(z), z € Q.
Por outro lado, seja> 0 tal queu(z) = cp1(x) > 0. Entdo, segue que

f(z,co1) = —Dlepr) = —cbpr
= cA\1p1 = A\u
= lu = f(z,u) =—Au

Portantogypi > 0 é solugao do problema(2-1).

Prova (Corolario 2.4):
Utilizaremos os passos da demonstracédo do Teorema 2.3 itmm Zlgumas
modificacdes.
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Observe que pela Proposiddol2.5 existe uma sequémglas H3(Q) tal que
(L lunl)N T (un) |l = O.

De modo analogo, devemos mostrar que esta sequéncia élbneita I-ﬂ;(Q). Supondo,
por contradi¢do, quéu, | — +o considere a sequéncfa,} em H;(Q) e a sequéncia
de funcdeqp,, }, ambas definidas como na demonstragcéo do Tedrema 2.3 iteamdsV
mostrar que

/ pn(2)w?(x) dz — +o0; quandon — o (I

Q
Note que
pn(z) Z=20; Ve e A= {z € Q:w(zx) <0}
De fato, paran suficientemente grande, (x) < 0 poisw,(z) — w(x) < 0 g.t.p. emQ.
Como 1
un(7) = Z—\EHunHwn(ﬁc),

entdou, (z) < 0, paran suficientemente grande. Logo, da definicdapgér) obtemos

quep, () > 0.
Escrevad’ = B1U B, onde

B1 = {xe€Q:w(x)>0}
By, = {xe€Q:w(x)=0}

Note que O< p,(z) <l ew?(x) > 0 entlap, (x)w?(z) > 0. Pelo Lema de Fatou (ver C.
Isnard [17], capitulo 7, se¢éo 7.2, Lema 7.20) obtemos que

lim inf [ po(2)w?(z) de 2/ lim inf(py(2)w2(x)) de "= 4oo,
B

n—00 B | N

. 1 ~
POIS Uy (x) = == ||up||wn(x) — +0 e py(z) = J(@;un) — | =+, sex € B;y. Entéo,

2./c U,
vemos que

lim inf [ p,(z)w?(x) dz > liminf [ p,(z)w?(z) de = 4.
n—oo Q n—oo B
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Por outro lado, podemos mostrar que

0 < Iim/\Dwn\zda:
n— oo
= lim fti|Dun|2dx
n—o /o

, 4c
= lim 2/\Dun‘2da:
e [[ug |2 /o

= 4d¢c < Hoo0.

Contudo observamos que

18w o~ [ pue)wd (@) do = tal (). ) = 0,

ao qual contradiz o limite (I1).

2.3.1 Discussao dos resultados obtidos

No artigo do D. G. Costa e C. A. Magalhaés|[11], utilizando weesdo do
Teorema do Passo da Montanha, obtém-se um resultado déneiastle uma solucéo
do problemal(241) (ndo necessariamente positiva) analmdeaema 2)3 item 2, com a
condi¢céo (CM) de ndo-quadraticidade no infinito descritab

i i f@ )t —2F(,)
t—oo t&

>k >0, (CM)
para algunk > 0 e{ > 0. Esta condi¢ao implica que
tlngmf(x,t)t —2F(z,t) = £oo (2-45)

Assumindo a condicad (2-45), conseguimos obter a exigté@leiuma solucao
para o problema(2}+1), ndo necessariamente positival () [fara o caso de= \;, j €
N. Aqui a dificuldade principal é verificar que o funciona$atisfaz a condi¢ao de Palais-
Smale, conforme vimos na Se¢aqgl2.2 do capitulo anteriorgpeaso nado-ressonante.

O Teorema 23, desde que(x’—t) seja ndo decrescente, melhora os resultados
contidos em([11] (em_[11] foram utiliztadas (CM)e(2+45))ifPmmos o exemplo de uma
funcdo que satisfaz as condic@8sl), (A-2) e (A-3), mas nao satisfaz a condi¢do (2-45).
Um outro exemplo mostra uma funcéo que satisfaz ambas ag;6esd
Exemplo 1.Sejag € C(R) tal queg(0) = 0, g(t) > 0 set > 0 eg(0) = 0 set < 0. Além
disso, vamos considerar qy&t¢) > 0 parat > 0 e que existeni > 0 ety > 0 tais que
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g(t) =l paratoda > tg. Defina
fxt) =g(t)t, (z,t) e QxR (2-46)

Claramentef satisfaz/A-1). Agora, para verificafA-2), sejam 0< t1 < t2, temos

f(gm _ g<ttll>t1 — g(t1) < g(t2),

poisg’(t) > 0,Vt > 0, isto é,g é ndo-decrescente.

Note que
 f(z,t)
m———>= = I|im = ¢g(0)=0=
ll 0f<t ) ll Og() 9(0) H
. i .
) _ _ . _ >
tllmoo ; = tllmwg(t) = [; poisg(t) =1, Vt > to,

mostrando quéA-3) é satisfeita.
Vamos verificar agora qugnao satisfaz a condi¢c&lo (2145). Considere

F(x,t) :/Otf(x,s) ds:/otg(s)s ds.

Integrando por partes, obtemos

F(x,t)=

Assim, .
f(z, )t —2F (z,t) = /0 s2¢'(s) ds.

MasVt > to, g(t) = I. Assim obtemos qu¢ (t) = 0, Vt > to. Logo,

Fla,t)t—2F(2,1) = /msg()d

to
:sg —2/ sg(s

< thg(t )_to

Portanto, a condi¢cad (2-45) nao vale, o que implica que (Cid)vale também.
Exemplo 2.Considere) € C(Q), Q(z) > 0 e parax > 0, [ > 0 defina:

Q@
flat)=¢ 14+Q)t> "~ 7 (2-47)
0 it <0,
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(A-1): ComoQ € C(Q) e Q(z) >0 emQ, entdof € C(Q x R). Pela definicdo dg
temos:

f(z,0) = 0O Vo e Q,
lQ(:E)tOH_l
t 2 >0 Vt>0 Q,
flx,t) Tt 0@ > >0exrc€
f(zt) = 0 Vt<0exeQ.

(A-2): Basta analisar a derivada deeom relacéo &, parat > 0. Temos

of _1Q@)t*(a+1+Q(x)t") _ .
o T @m0
Logo, f/ é ndo-decrescente com relacdo a
. (@1 @
- flxt) 1Q(x)t™
Lmo t Jelﬂ% 1+ Q(x)t>
: 1Q(z)t
= lim =0
" Q@ (g +Y)
) Q) Q)

jim — i
o 14 Q) ti'!ota<t%+Q(x))

= .

Vamos mostrar que sec (0, 1] entdof satisfaz a condi¢cad (2-45). Vejamos que:

of _ Q@)
E(watﬁ_ f(l‘,t) - (1+Q(:E)to‘)2 =0, vt =0
Aplicando a regra de L'Hopital,
. (0f L ala+1)tYQ(x)
fim {Spe0t=f@0} = Jim 21+ Q(2)t")ato 10 ()
— im (a+ 1)t
0 2(14+Q()t)
 (a+ D)t
= lim—F——
t—ro0 Z(t% +Q(l‘>>
= oo
paraa € (0,1). Agora, parax = 1, temos
lim M = 400,

t%oot(% -l—Q(:p))z
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Logo,
lim {%(:p,t)t—f(x,t)} = +o00,

t—o0

uniformemente em € Q sea € (0,1], isto €, existent > 0 etg = to(k) > O tal que

g—{(%t)t—f(x,t) >k Vt>toer e Q.

Integrando por partes, tem-se

Pl )t —2F () = f(a,t)t—2 /0 " os) ds
= f(x,t)t—[/Otf(x,s)ds—i—/otf(:c,s)ds}
= f(z,t)t— [f(:p,s)s’g—/otg—f(x,s)s ds] —/Otf(x,s) ds
= /Ot{g—i(x,s)s—f(az,s)}ds

t
> /kds
to
t—+00

= k(t—to) /= 4o,

pOiS/()to{g—‘i(x,s)s—f(x,s)} ds > Q.



CAPITULO 3
Multiplicidade das Solugdes do Problema
Assintoticamente Linear

Neste capitulo, abordaremos dois teoremas que garantessadugdes nao tri-
viais do problema de Dirichlet assintoticamente lineara@ss generalizam os resultados
de A. Castro e A. C. Lazer [9] e N. Hirano e T. Nishimural[16]. @g&todos que
utilizaremos na demonstragao dos resultados séo o de redechiapunov-Schmidt e
o Teorema 1.27 de H. Brézis e L. Niremberg.

Considere o problema de Dirichlet assintoticamente linear

{—Au = flzu), v€Q (3-1)

u = 0, sobre 0Q

ondeQ c RV, N > 1 é um dominio limitado)Q suave ef : Q x R — R é uma funcgéo
Carathéodory subcritica, isto é, existem constantesiyassit; e C tais que

f(z,t)| < Caft]P 1+ Co (3-2)

paratoda € R, z € Q q.t.p. ep € (2, %), paraN > 3,ep € (2,4»),seN =1 2.
Sejam O< A1 < A2 < A3 < --- asequéncia dos autovalores distintos do problema

—Au = A Q
{ U u, T e (3_3)

u = 0, sobre0Q.

Entdo iniciaremos a se¢cdo com 0s seguintes resultados rsolttiplicidade de
solucdes para o problenia (B-1)

Teorema 3.1 Suponha qug € CX(R,R), f(0) =0 e f’ limitada. Assuma que existem
k > m > 0tais que

A1 < f1(0) < Ay, A < |t!‘im () < Ay (3-4)
—300
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SUpf’(t) < Ak+1. (3-5)
teR

Entéo o problemd3-1) possui ao menos duas solu¢cdes néo triviais.
Teorema 3.2 Suponha qué (t) = M\t +g(t), g € C?(R,R), onde

lim 9t) =0, lim g(t)t = +oco. (3-6)

[t]—o0 t [t|—o0

Além disso, suponhalimitada ou |
t

| ‘im inf|g(t)| > 0. Assuma que existefr> m > Otais
—00

que
. 9<t) /
An—1> A inf —2>\ 0) <\, 3-7
1> k+teR_{0} 2 k+9'(0) (3-7)
e
Ak +supg’(t) < Mgyt (3-8)

teR

Entéo o problem#3-1) possui ao menos duas solugdes néo triviais.

O Teorema 3]1 é devido a A. Castro e A. C. Lazer [9]. Sua aberdagbaseada
no método de reducdo de Liapunov-Schmidt, ou seja, assonfad) e [3-5), existem
funcdesy em um espaco de dimenséao finifayerado pelas autofuncdes correspondentes
aos autovaloress,--- , A\ e umafuncédd : vV — H(l)(Q) tal quev € V € um ponto critico
de se, e somente se;6(v) € uma solucédo do problema (B-1). Sob as hipétéseks (3-4) e
(3-5), uma solucao néo trivial do problerha (3-1) é um poniticorde) em quey atinge
seu maximo.

O Teoremd_3J2 é obtido no artigo do N. Hirano e T. Nishimurg].[Bua
demonstracao é baseada no método de Liapunov-Schmidt.

3.1 Resultados sobre multiplicidade do problem#3-1)

Nesta dissertacdo, obtemos dois teoremas sobre mutigudieique generalizam
e unificam os Teoremas 8.1 e13.2. Nossa abordagem € baseatéanmano método de
reducao de Liapunov-Schmidt e Teorema de Brezis-Nirem@g(geja Teorema 1.27).

Os principais resultados deste capitulo podem ser desddtseguinte forma:

Teorema 3.3 Sejaf é uma funcdo Carathéodory subcritica e suponha que existe
A1 tal que

f(:E,S) —f(l‘,t)

s—t

<a, (3-9)
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paratodos,t € R, s #t e g.t.p. enf2. Assuma que

|| —o0

1
F(x,t)— éAktz S 4w (3-10)

uniformemente para q.t;pe Q e que existem > 0, b > 0 ek > m > Otais que

1 1
5Am-1t? < F(z,t) < 5 (0 — )17 (3-11)

t
para todo|t| < § e g.t.p. enQ, onde F(x,t) :/ f(z,s) ds. Entdo o problemd3-1)
0

possui ao menos duas solu¢des ndo triviaid—%(rﬂ).

Teorema 3.4 Suponha qu¢ € C*(R,R) é subcritica e que

suﬂgf’(t) < Mgt (3-12)
te
Assuma que

FO)t—Apt? 2, 4o (3-13)

e que existem > 0ek >m > Otais que

e f
)\m_]_ S 0<|‘r2|f<5T, f (O) < )\m (3'14)

Ent&o o problemd3-1) possui ao menos duas solugdes néo triviais.
Uma consequéncia direta do Teorédma 3.4 é o seguinte resultad

Corolario 3.5 Suponha qug € C*(R,R) e que

supg’(t) < Ajpa1 — Ak (3-15)
teR
Assuma que
g(t)t M +00 (3-16)

e que existem > 0 e k > m > Otais que

. t
da A< inf 10 (0) < A= (3-17)

Ent&o o problema

“Au = )\ Q
{ u ru+g(u), z€ (3-18)

u = 0, sobre 0Q

possui ao menos duas solugdes néo triviais.
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Observacgéo 3.60 Teorema 3]1 é uma consequéncia do Teofema 3.4.
De fato, pela regra de L'Hopital e da condicd8-13)temos que

lim f/(t) = lim M
[t] o0 [t[—e0 T
Da condigao(3-4) obtemos
0< lim {E—Ak} <)\k‘+l_)\k-
[tf=e | 1
Entéo

FO)t— \pt? = 12 (@ - Ak> 72 4

Da primeira desigualdade d@-4) tem-se que

inf @ZAm,1
o<|t|<s ¢

para algumd > 0.

Exemplo 1. Temos fungbesf € C1(R,R) que satisfazem o Teoremia 13.4, mas n&o
satisfazem o Teorenia 8.1. Por exemplo, considere a seuing&o:

1 1 t

é()\k+1+)\k)t_ Z()\k+1—|—)\k—2>\m_1)m, paralt| > 1

ft) = 1 (3-19)
Am—1t + Z()\;Hljt A — 2\m—1)|t|t, para|t| < 1.

Vamos verificar qug’(0) = \,,,_1 € quef satisfaz a condigad (3-113). Com efeito, por um
calculo direto obtemos

£ = fim Y

De modo analogo, temos qy§0~) = \,,,_1. Por outro lado,

1 1 2
f()t— )\ktz = E(A]H_l + )\k)tz — Z()\k+1 + A\ — ZAm_l)m — )\ktz
1 t2

1
= Z(O\pe1—M)E2—=(\ A — 2N\ 1) —.
2( k1l — k) 4( ka1 + Ak m 1>|t|
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Como o termd ;1 — A\x) > 0 entdo

|| —o0

. 1 1
lim {E(Akﬂ — Ap)tP— 2 Ak — 2)\m1>t} = 0.

Portanto,
[t[—>o0

F(O)t = Mpt? —= +o0.

Observacgéo 3.70 Corolario[3.5 generaliza o Teorerha B.2.
De fato, o Corolarid 3.6 ndo necessita que

lim @ =0,

teo ¢

e queg seja limitada ou| I‘im inf|g(t)| > 0. Além disso, a condi¢éo
t|—00

o g(t)
A1 < A inf —=
1= At teR—{0} ¢

€ substituida pela condi¢cdo mais fraca

. t
Am—1— A < inf @,
o<|t|<é T

para algumd > 0.

Exemplo 2.Existem fungbeg € C*(R,R) que satisfazem o Corolario 3.5, mas que néo
satisfazem as hip6teses do Teoréma 3.2. Com efeito, coaside

g9(t) = f(t) = Axt,

ondef é tomada como nBxemplo 1 Assim, temos que

lim @: lim (@—Ak> >)\k+1—>\;€>0.

[t| 2o T [t|—o0

Logo, segue que
lim @ # 0.

te

Por outro lado, podemos provar que

inf @—Ak: inf @ka,l,
o<|tj<s T o<|t|<s T
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[t| e

gt = f(t)t — Mpt? —— o0

supg’(t) = SUp(f'(t) = ) < k1 — g
teR teR

Observacgéo 3.8Das Observacdds 3.6 B.7 obtemos que o Tedrema 3.4 unificee ge
raliza os Teoremas 3.1[e 3.2.

Considere o funcionab(u) = —J(u), ondeJ é definido em[(242), ou seja,
o) = —%||u||2+/QF(x,u) dz, ueHYQ). (3-20)
Neste caso segue que
(o (u),v) = —/Q Ou - Ov d:E-l—/Qf(x,u)v dz, (3-21)
para todau,v € H%(Q). Defina os seguintes espacos:
V =span{p1,...,or} €W = v
Agora, aplicando o Lenfa_1.P8, definimos um funciohala seguinte maneira:

Y(v)= supe(vt+w); veV. (3-22)
weWw

Observacgdo 3.9Temos que o funcional, com a condi¢ag@3-9) e a < )\, 1, Satisfaz as
hipéteses do Lemia 1128. Em particularsatisfaz o Lema_1.28.

De fato, para toda € V = span{e1,..., o1} €v,01 € W = V1, comuv # vy,
temos

(J'(u+v)—J (u+tv1),v—v1) = ||v—v1||2—/Q(v—vl)(f(x,u—I—v)—f(:p,u-i—vl)) dx
> Hv—vlﬂz—a/g(v—vl)zd:c

= Jlo—vi]®~allv—vil3
> lv—wvillo(llo—wal]),

Aky1—a
Ak+1
Podemos reescrever o Lefna 1.28 para o funciprdd seguinte maneira:

ondeg(|[v —wv1l]) = lo—wal]
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Lema 3.10 Suponha qu¢ satisfaz(3-2) e (3-9). Entdoy : V — R definida em(3-22) é
continuamente diferenciavel e

(@' (v),v1) = (¢'(v+0(v)),v1), Vvr €V,
onded : V — W é uma funcéo continua satisfazendo
Y(v) = p(v+6(v), Yo eV.

Observacéo 3.11 1. Claramente se é um ponto critico de», entdov + 0(v) € um
ponto critico dep.

2. Para obter demonstragéo do Lema 1.28, consequentemeriterda 3.10, veja o
artigo de A. Castrol([10].

3. Temos quéy’(v),w) = 0, para todow € V.
De fato, pela definica@@-22) obtemos

Y(vtew) —9(v)

lim < 0
e—0t £
i YETE)—U)
e—0— IS

Vamos verificar um resultado que garante que o funcipr@toercivo, isto €,

im  o(v) = +o. (3-23)

veV,||v||—oeo

Lema 3.12 Suponhd3-2) e (3-10). Entaoy é coerciva. Consequentementes coerciva.

Prova: De (3-10) existeV > 0 tal que
1,2
F(x,t)— Ekkt >0, VY|t| > M eq.t.p.em.

Para toddt| < M e g.t.p. emQ temos

t

| 1ol ds

0

t t
Cl/ |s|p_1ds+C’2/ ds
0 0

g]\Jp—l—Czjw.
p

IN

|F(,1)]

IN

IN



3.1 Resultados sobre multiplicidade do problemal(3-1) 71

Neste caso, obtemos

1 1 C
F(z,t) > éAktZ ~ EAkMZ ~ Iy oy, (3-24)
p
paratoda € R e q.t.p. em.
Suponha que ndo é coerciva, entdo existéy > 0 e uma sequéncigy,} C V

tal que||v,|| — 0, masp(v,) < M. Considere a seguinte decomposicao
Up = Gp + by,
ondea,, € span{y1,...,pr_1} €by, € span{py}, para cada € N. Entdo
lonll? = llanll? + 16n]l*.

Vamos verificar quda,, } € uma sequéncia limitada. Vamos supor §ug} possui uma

subsequénciga,, } tal que
lan, | == +oo.

Entdo temos

1

plon) = —SlonlP+ | Favn) do

1 2 1 2 1 2 1 / 2
—Sllan 1= = S 1o |7+ A dr— )\, | M?d

gllond” = 3lbnl+5 o [2 do = [ M2
=t [ M de—Cy [ Mds

£, 1 %
= —lonl® =S l*+5

\%

1
Akllan, |15+ SAkbn; 15— Cs,

1 C x
ondeC3 = <§AkM2 + 2+ 02M> |Q|. Comob,,, € span{yy}, entdo
D

—Aby, = Abn,.

Assim, temos
2 2 2 2
100 17 = Akl[bn; 15 € A—allan, 15 > [lan, ||

Entao

)\k—)\k_]_ ||an||2 1—00
) > il _¢ too
QO(Unl) = < )\k_]_ ) 2 3 )

ao qual contradiz(v,,) < M.
Portanto{a,} € limitada, digamos por uma constaltg Comol||v,| — +,
entdo||b, || — +. Segue do artigo [5], Lema 3.2, que para teds 0 existem,, > 0 tal
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que
Al < e,

ondeAd = {z € Q:|v(z)| <mqullv|}, Yv € span{py}. Sejam

An = {x € Qb ()| = malbnll}

O\ A, = {2 € Q: |ba(2)] < m0]|bal]}-

Assim, obtemos quE \ 4,| < a.
Por outro lado, usando quém V' < o, entdo existe uma constanig > O tal
que
sup|a,(z)| < Cs, ¥n € N. (3-25)

reQ
De fato, em espacos de dimenséo finita as normas sao eqtegléiwgo, existem
constanteg’ e (' tais que
lanlle < Cllan|| < Cs.

1 o0 .
ComoF(z,t) — éAktz h +o0, entdo dadg@ > 0, existeM tal que

F(x,t)— %)\ktz >3, V|t|> Ms e q.t.p.enQ. (3-26)

Defina
B, ={x€Q:|v,(x)| > Mgs}.

Usando que
bn| — |an| = [bn| = [br —vp| < by — by +vn| = |,

temos para cadac A, as seguintes desigualdades:
v ()] = [bp ()] = |an(z)| = mal|byl| — Cs. (3-27)
Mas||b, || — +oo, entdo para suficientemente grande, obtemos
maanH —Cs > M.
Assim, dadar € A, e n suficientemente grande, temos que

[on ()| > M. (3-28)
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Em outras palavrasi,, C B,, paran suficientemente grande. Logo,

/g)(F(x,vn)—})\k\vnF) de > [ dx

2
_ Bj;dx—i—ﬁ/g\Bndx
= ﬁ‘Bn‘+ﬁ‘Q\Bn|'

1 C . ~
Observe que- (E)\kM2+ ?1MP+CZM> < 0, poisM,C1,C> > 0. Entao

1 1 C
/(F(x,vn)——kk\vnF) dr > B|Bu|— | 2AM2+ 207+ CoM | |Q\ By
0 2 2 p
1 2 C]_
> BlAn| - EA]CM +?MP+CZM Q\ Ay
1
> B{IQ]—a} - <§AkM2+%Mp+czM>a,

pois|Q\ A,| < a implica que|A,| > |Q| — «. Tomando o limite inferior na desigualdade
acima, obtemos

n—o

_ 1 1

lim inf (F(:E,vn) - ékanﬁ) dr > B{|Q[ —a) — <§AkM2 + 9y 02M> a.
Q p

Como esta desigualdade vale para qualquer0O, entdo tomanda — 0, temos que

o 1
lim inf (F(x,vn)——Ak|vn|2> dz > 6|Q|.
) 2

n—o

Mas > 0 também é arbitrario, o qual implica

o 1
lim inf (F(:E,vn) - é)\k|vn|2> dz =+,

n—oo Q

Portanto, segue que
o L 1 )
lim infp(v,) > lim inf (F(:c,vn) - Ekk\vn| ) dx = oo,

n—00 n—00 0

onde usamos a desigualdade variacidnall(A-8) obtendo que

o(vp) > /Q (F(:C,vn) — %)\k|vn|2> dz,

Assim temos uma contradicao.



3.1 Resultados sobre multiplicidade do problemal(3-1) 74

O proximo lema garante que o funcionapossui uma geometria particular.

Lema 3.13 SejamVi = span{¢1,...,om-1} € Vo = span{om,...,¢r}. Suponha que
valem as condic6g8-9) e (3-11) Entao existe umg > 0tal que

¥(v) >0, Ve Vi elo] < do (3-29)

Y(v) <0, YoeVsel|v| < do. (3-30)

Prova: Como as normas em espacos de dimensao finita sdo equivakemi®s existe
Cg > O tal que

]| = suplvp(z)| < Cellv||, Vv e Vi
xeQ
1

Tomed; = c
6

temos

d, onded > 0 é obtido de[(3-11). Assim, para tode V3 com||vy|| < 01,

¥(v) = supp(v+w) = ¢(v).
weW

1
De (3-11), para tod¢v|| < 01 temos queF (z,v) > =\,,,_10%. Entdo obtemos que

2
1 1
YO Ze0) 2 =Sl An [ vPda
1
- —éuvuﬂ?mluvr\%
> —Z|v|l?+=|jv]|>=0.
> —Sllol?+5]2=0

Por outro lado, dividindo a desigualdade (3-11) paplicando L'Hopital temos que

1 1
O=Ilim (zAp_1t) < lim t)y < lim (=z(A\n—0)t) =0.
t|aO(2 mt ) - \tHof(x’ = |t—>0<2( m—b) )

Entéo, segue qug(z,0) = 0 g.t.p. emQ. Logo, tomanda = 0 et qualquer na desigual-
dade[(3-9) temog(x,t) < at, x € Q et € R. Integrando, obtemos

1
F(x,t) < Eatz, VteR, z€Q.
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Assim, para toddt| > §, = € Q, segue que

1 1 1 1
F(at) S Sat? = S(m =)+ (b= M)t + Sat?

= Z(Am—b)t2+Z(a4+b—\p)t?

5O — b)t% + Sla+b- A |027P|t[P.

IA

Entéo, temos que

F(z,t) < S\ —b)2+ColtlP, € Q, t R, [t|>6

NI =

1
para algunC7 > §|a+ b— )\m|52‘p. Mas observe que de (3111)

F(z,t) < =(An— D)2, V|t| < 6.

NI =

Assim, para todo € R e q.t.p. enf) temos

[ —

F(z,t) < Z(Ap —b)t2 4 C7|t|P.
Agora, H(Q) — LP(Q) para 1< p < 2%, ent&o exist€’s > 0 tal que
lullp < Callull, ¥Yu € HG(Q).

Como afungdd : V — W = V* é continua en¥, entdo a fungéo — v+ 6(v) também
€ continua enV. Em particular, é continua na origen€0/, ou seja, dade > 0, existe
8’ > 0 tal que para todgv|| < ¢’ ev € V tem-se quélv+6(v)|| < e. Tomando

, 7
=|l=—— 6o =min(¢', 6

obtemos que

12
b -
0 < | ——m—

para toda € V5 e ||v]| < do.
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Portanto, segue que

D) = go(v+¢9(v))———Hv—|—9 H2+/Fa:v+9( ) de
< —%uvww)uz i( =) [0 +00)) det Cr [ o 0P do
= —%||U+9(U)||2 %( —b)|Jv+0(v) |5+ Crllv+0(v)||?
< —§||U+9(U)||2 = (A —b)[[v+0(v) |15+ C7Ch|[v+0(v)|[P.

Como\,, < A\pi1, v+0(v) € W =V temos que
[v+0(0) 12> Aegallo+0()[15 > Amllv+06(v)]%

Em particular, podemos provar que

1 Am —b
Y(v) < E(‘” \ )Hv+9(v)|]2+C7C§HU—i—@(v)Hp
b
= o v+l )1+ C7Cllv+0(v) "
2 b D p—2
= lo+0@)I*| - 55—+ CrCgllo+ow)]
< Jo+6@)|?*| - ORI R
= 2 TBLGCE |

para toda € V> e||v|| < do.
0

Agora, utilizando a coercividade obtida no Lema B.12 e a gtoanque 0
funcionaliy satisfaz no Lem@a 3.13 obtemos os dois resultados centistis cipitulo.
Prova (Teorema 313):

Pelo Lema 3.12 temos queé coerciva. Comadim V' < o e pela coercividade,
obtemos quep € limitada inferiormente. Segue de [2], pagina 107, gusatisfaz a
condicao( P.S). Vamos verificar que satisfaz a condigd@PS), entédo a sequénci@.s)
vinculada a) é limitada.

De fato, suponha, por absurdo, quér¥s)-sequéncid v, } dev ndo seja limitada, entéo
temos que

1) {«(v,)} € limitada;

2)  Y(v,) —0,

quandd|v,|| — +o0, 0 que implica quév,, +w,|| — +o, para qualquer sequéndia,, }
emWW. Com efeito, suponha que existeny 0 eng € N tais qué||v,, +w,|| < ¢, Vn > no.
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ComolV é o complemento ortogonal d& obtemos que
lon|? < & — wa|®

Se||wy||? = +oo, entdac? — ||wy,||? < 0,Vn > ng. O que € um absurdo, pdjs,, || — 4.
Agora, se||w,||? for limitada, entad|v, || é limitada, o que nos da outra contradigao.
Consequentemente temos que

Y(vp) = sup (v, +wn) > @(vn +wp).
wp €W
Mas ¢ é coerciva, ou sejay(v, + wy,) — 4o, quando||v,, + wy| — +, 0 que é um
absurdo pelo item 1 acima.
Por outro lado, sabemos que para tade V' temos

(0 (0),h) — lim L EEM Z00)

e—0 E

Se ir}}‘w(v) =0 ent&o conforme o Lena3]13 temos gue) =0, Vv € V> com||v|| < do
vE

ey (v) >0,Vv € V3 com||v|| < dp. Logo, segue que

(¢¥'(v),h) >0 seheVi;
('(v),h)y =0 sehe Vs,

para toda € V, com|v|| < do. Pela continuidade da, obtemos quév’(v),h) = 0 para
todoh € V ev € Vo com||v|| < dp, 0 que implica que) possui infinitos pontos criticos.
No caso que i‘r)i/;(v) < 0 temos que
ve

inf > —o00,

Inf 4(v) > —oo

De fato, tome{v,} C V tal que limi(v,,) = infy(v). Afirmamos que{v, } é limitada,
n—o

pois caso contrario teriamos

[lon]| =4 .
-

¥(vn) infy(v) <0,

0 que é um absurdo, pela coercividade/d&ogo, como{v, } € limitada e} é continua
em um compacto, entdo possui um infimo. Portanto, estamos nas hipéteses do teorema
de Brezis e Nirembeilg_1.P7 de onde concluimos que o prob@slia fossui ao menos
duas solugdes nao triviais en§(Q).

O]
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Vamos agora a demonstracdo do Teoréma 3.4, que é uma comsieqdé
Teoremd 3.3.

Prova (Teorema 314):
Sejaa = supf’(t). Usando o Teorema do Valor Médiole (3-12) temos
teR
s)—f(t
TOZT0 _ pre) < o= supr(1),
S— teR

para todos,t € R coms # t. Assim, a condi¢ad (319) estéa satisfeita.
Aplicando [3-18), para todg > 0 existeM > O tal que

FO)t—Nt? > B,

para toddt| > M. Consequentemente, temos que

B

F) =Mt > 51l = M

Integrando, obtemos

1 1
F(t)—F(M) - émz + é)\kMz > BInt —BIn M.

Escrevend@), = F(M) — 3\, M? — BIn M, temos

1 o0
F(t) = 5Akt? 2 It +Cy 2F% oo,
Parat < —M, obtemos 1
F(r)— é)\krz > plnr+ Cq7,

ondeCy; = F(M) — 3\:M2—3InM er = —t > M. Comor — +o quandot — —o,
entao 1
F(t) = 5Akt? 2 It +Cy 272 oo,

Portanto, a condi¢cdf (3-113) é satisfeita.
Por outro lado, dé (3-14) temos qué < |t| < ¢

Am-[t] < f(2)

o que implica, pela continuidade gaque f(0) = 0. Definab = %(Am — £(0)). Agora,
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da segunda desigualdade ém (3-14), existe (0,9) tal que
@ S )\m - ba
t
para todo < |¢| < 9. Com efeito, suponha que

/@) _1 /
T>>\m_b—§)\m+f(o>'

Ent&o, segue que

ao qual € um absurdo.
Logo, temos que
>\m—1t2 < f(t>t < (Am - b)tza

V|t| < do. Integrando, mostrando que

1 1

“Am_1t2 < F(t) < Z(An — b)12,

2 2

para todojt| < dp, de onde obtemo$ (3-11). Portanto, do Teorémha 3.3 segueese (
problemal(3-11) possui duas solucbes nao triviais.

O



APENDICE A

Resultados de Analise Funcional

Definicdo A.1 Dizemos que um operador line@r: N1 — N, ondeN1 e N> SA0 espacos
normados, é compacto se o fecho da imadém) de todo subconjunto limitadd C N;
é compacta. Em outras palavras, para toda sequéncia liraifagl } em N1, a sequéncia
{Tu,} possui subsequéncia convergente/gm

Proposicéao A.2 Seja um operador linear e compacto: N1 — Np, ondeN; e N2 s&o
espacos normados. &g — u emN1, entdol u,, — Tu.

Teorema A.3 (Teorema da Representacdo de Ries8ejaml < p < o e € (LP(Q))*.
Ent&o existe uma Unica funcaos L9(Q) tal que

.5 = [uf vf e (@)

Definicdo A.4 Uma forma bilineara : H x H — R, ondeH € um espaco de Hilbert, &
chamada

1. continua, se existe uma constatéal que

la(u,v)| < Clul|v|, Yu,v € H;

2. coerciva, se existe uma constante 0 tal que

a(u,u) > alul?, Yu e H.

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [18uloapi Secdo 5.3
para o Teorema devido a Stampacchia e Capitulo 4, Secao raamesigualdade de
Holder e sua generalizagéo.

Teorema A.5 (Stampacchia)Suponha: € uma forma bilinear, continua e coerciva em
um espaco de Hilbert/. Sejak’ C H um subconjunto ndo vazio, fechado e convexo em
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H. Entdo, dado qualquef € H*, exite um Unico elementoe K tal que
a(u,v—u) > ((,v—u), Yv € K. (A-1)

Além disso, se € simétrico, entda é caracterizado pela propriedade:

30l = () = min{ Zalo,0) = o)} (A2

veK

Teorema A.6 (Desigualdade de Holder)Sejamf € LP(Q) eg € L1(Q),coml < p <

1 1
e-+-=1L1Entdofgec L}(Q)e
p q

1551 = 1415l

Considere a seguinte generalizacao da desigualdade derHold

Observacéo A.7 (Desigualdade de Holder Generalizad®gejamf1, fo, ..., fr funcdes
tais que f; € LPi(Q), 1 < i < k, onde% = p% +pi2 +---+pik < 1. Entdo o produto
f=fifz...fr estaem P(Q) e vale

11l < L fallpoll S2llp - - L Frl (A-3)

O préximo resultado fornece algumas propriedades de cgénela fraca e pode ser
encontrado no livro do H. Brézis|[6].

Proposigéo A.8 Seja{x, } uma sequéncia em um espago de Banackntéo
1. x, ~xemBse, esOsef x,) — (f,z), Vfe€ B
2. Sex, — x, entdor,, — x emB;

3. Ser, — x emB, entdo{||z, |} é limitada e||z|| < liminf ||z,

4. Sex, ~xemBef, — femB* entdo(f,,x,) — (f,z).

A.1 Espacos de Sobolev

SejamQ um aberto limitado d&®”, p > 1 ek > 0 um inteiro. Definimos o
seguinte conjunto de fungbes

wh(Q) = {u:QCRY S Riue IM(Q) e Due LM(Q), VO< Ja| <k},
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ondea € um multi-indice eD*u denota a derivada no sentido fraco. O espgage’(Q)
€ chamado de espaco de Sobolev. Definimos também

k, ool
WyP(Q) :=Cg(Q) .
Em outras palavras, € Wé“’p(Q) se, e somente se, existe uma sequépgiga emCy (Q)

tal queu,, — u em Wg’p(Q).
Na dissertagéo estamos trabalhando com os seguintes ssj@gaSobolev:

w2(Q) = {u QCRY 5 R:ueL?(Q)e g—“ € L3(Q),Vi= 1,...,N}
Ty

Wy?(Q) = CP(Q) NWH2(Q).

Em ambos os espacos vetoridis?(Q) e W&’Z(Q) definimos o produto interno:

N Ju v N/ ou ov
(u,v) _/qu—i_iZ\/Q 90 0 (u,v>L2+i;<a—xia—xi>L2 (A-4)

Deste produto interno, obtemos a seguinte norma nos espatéE) e W&’Z(Q):

N 2\ 1/2
e = (fab+ 3 [|5])
= (A-5)

Nl ou
LN

ou
8:@

L2

Observacdo A.9N&o demonstraremos, mas os espafiis?(Q) e W&’Z(Q) séo de
Hilbert. Para maiores detalhes das propriedades dos espagoSobolev, assim como
dos espacgos?(Q), o leitor esta convidado a consultar o livro do H. Brezis [6pitulos
4e09.

Denotaremos durante todo o text§() = Wol’Z(Q).

As propriedades que conferem importancia aos espacos dee8okio as
de imersdes continuas e compactas destes espacos nossespazp para algump
especificado logo abaixo. Mas antes definimos o que vem a sFsam continua e
compacta.

Definicdo A.10 Sejam E/ e F' espacos vetoriais normados (ndo necessitamos que a
norma no espacé’ seja a mesma do espag¢g.

1. Dizemos que a inclusab C F' é uma imersdo continua se a aplicacéao inclusao
I: E — F, dada poriz = z, € continua. Isto é, s& estd imerso continuamente
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emF equivale dizer que existe uma constafiteal que
|zl < Cllz||lp Yo € E.

Denotamos esta propriedade pbr— F';

2. Se, além disso, a aplicacao inclusao for compacta, dizeue a imersad — F é
compacta. Em outras palavras, sequéncias limitadagigmssuem subsequéncias
convergentes emi’. Utilizaremos a seguinte notacad cﬁ% F para as imersodes
compactas.

Considere agora os seguintes teoremas de imersao.

Teorema A.11 (Imersdes déV(’f’p) SejamQ um dominio limitado er®®" com o bordo
suavek € Nel < p < c. Entdo valem as seguintes imersdes

1. sekp < N, entdolVy”(Q) — L9(Q), para todol < ¢ < 4
2. sekp= N, entéowg’p(Q) — L1(Q),paratodol < ¢ < oo;

3. sekp > N, entaoW*(Q) — C*~ 31 L(Q), onde

a_{ [+1-%, sel ¢7;

qualquer ntimero entr¢0, 1), se’l € Z.

e[2}] denota o maior inteiro menor do qu.

Teorema A.12 (ImersGes compactas dé’, ’p) SejaQ um dominio limitado e® " com
o bordo suave, entédo as seguintes imersdes sdo compactas

1. sel < p< N, entaoW " (Q) &5 L4(Q), para todol < ¢ < et
2. sep= N, entéoWé’p(Q) Kt L4(Q),paratodol < g < oo;
3. sep> N, entéoW&’p(Q) - C%(Q), paratodo0 < a < 1— &,

Proposicéo A.13 (Desigualdade de Poincaréyuponha qué < p < co e Q um conjunto
aberto e limitado d&R” . Ent&o existe uma constante(dependendo d@ e p) tal que

lull o) < Cll0ul o). Yu e WP (Q).

Em particular, a expressaHﬂuHLp € a norma a qual é equivalente a normha|| ;1.

EmH}(Q) a expressao /
0( ) P z; Qox; 8:@
a qual é equivalente a normgu|| ;.

Y & um produto escalar que induz a norfiau|| ;2
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A desigualdade de Poincaré implica que as normas

N 2\ 1/2 1/2
Il = ([l 3 [ N5 ) e b= ( o)

s&o equivalentes emi).

ou
83%

Observagdo A.14 1. Para funcdes e3(Q), a desigualdade de Poincaré fornece:
/ lul? dx < c/ |Oul? dz, Yu e H3(Q) (A-6)
Q o

ondec = ¢(Q, N) € uma constante que dependeQle N, mas ndo de:.

2. A caracterizacédo variaciongll-11)dos autovalores obtida no Capitulo 2, secéo 1,
aplicada ao problema de autoval¢r-A, H3(Q)), fornece a seguinte desigualdade

variacional
)\1/ lu|? dx §/ |Oul|? dz, Vu e H3(Q). (A-7)
Q Q

A observacdd _A.14, item 2, possui uma generalizacdo impertdescrita a
seqguir.

Proposicéo A.15 (Desigualdades Variacionais$ejaHé(Q) = H, ® H, ondeH), é o
subespaco d(H(l) gerado pelas as autofungbes, comi = 1,---  k, associadas aos
autovalores do problem@-A,H}(Q)) e H;- é o seu complemento ortogonal. Neste caso,
valem as seguintes desigualdades

/Q|Du|2dx§)\k/Qu2dx Vu € Hy; (A-8)

/Q\Du|2dx2>\k+1/gu2dx Vu € Hi . (A-9)

A demonstragéo deste resultado pode ser encontrada nadbivijairo [13],
capitulo 1.

A.2 Principio do Maximo e Regularidade

Considere um operador

N
Lu=— Z (aij(7)uz,;)z; + ao(z)u (A-10)
i=1
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gue seja uniformemente eliptico, isto é, existe uma cotestan 0 tal que

N
C|§|2 < Z aij(x)&fj zeQ e{ < RN,
i,7=1

onde assumimos;; = aj; € ap(x) > 0 emQ. Suponha quéu;;(x)| < M, para algum
M > 0. Entdo temos o seguinte resultado:

Teorema A.16 Sejal o operador(A-10) com as hipéteses acima. Entéo as solu¢gfes ndo
negativas dd.u = 0 sdo positivas ou identicamente nulas.

Corolario A.17 (Principio do Maximo Forte) Seja L o operador(A-10). Entdo uma
solucédo da equacéddu = 0 que atinge 0 maximo ou o minimo em um pontadé
constante.

Estes resultados sdo encontrados no trabalho de G. Stamats], Secao 8.
Agora, enunciaremos dois resultados que ajudam a mosteasau certas hipoteses a
solucdo fracas € H(l)(Q) do problemal(241) é solugéo classica e podem ser obtidos em
[14].

Teorema A.18 Suponha qu& c R é um dominio limitado & € Wol’z(Q) é solugéo
fraca do problema

{—Au = f, emQ (A-11)

u = 0, sobre 0Q,

entao

1. (Agmon, Douglis e Nirenber@[1]) S@ é de class&? e f € LP(Q), 1 < p < o,
entdou € W2P(Q) e existe uma constané@= C(Q, p) > Otal que

ullwar) < Cllf | Lr(q)-

2. (Schauder[[15]) se&Q € de class&0?(Q), f € C%*(Q) e u € C%*(Q), entdo
u € C%*(Q) e existe uma constane= C'(Q,p) > Otal que

||u||02=a(§) < C||f||co,a(§).

Teorema A.19 Suponha qué& é um aberto limitado de classe?®, f € C1(Q xR) e,
para algumC' > O, f satisfaz

|f(z,u(2))| < C(1+u(=)]), Vo€ Q.

Seu € H}(Q) é uma solug&o fraca d@-11) entdou é solucao classica.
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Prova : Utilizaremos um argumento conhecido como “bootstrap” mha@onstrar este
resultado.
Pelo Teoremd (A.11) temos

ue H3(Q) — L? (Q),

entdoC(1+ [u(x)|) € L¥(Q), o que implica quef(x,u(r)) € L* (Q). Do Teorema
(A18), item 2, obtemos que
ue W32 (Q).

Mas novamente pelas Imersdes de Sobolev, tem-se que

Utilizando este argumento recursivamente, obtemos umgseia de indices,,, onde
Pr=2%, fa=2", B3=2"",...

tais ques,, — +o quandon — +. Assim, paran suficientemente grande tem@s > p
de onde obtemos, pelo Teorema (A.14)c W2P(Q) — C1*(Q). Por outro lado,
f e CYQ), entdof (z,u(z)) € C1Q) — C%*(Q). Sendo assim,

—Au € C%(Q).

Pelo Teoremd (A18), item 2,€ C%*(Q).
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