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Resumo

Dorneles, Angellycarllen Marques. Equacdoes de Choquard Concava-
Convexas. Goidnia, 2026. 102p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Mate-
matica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Este trabalho tem como principal referéncia [21], onde os autores estudam a existéncia e
multiplicidade de solucdes para problemas elipticos semilineares que sao obtidos apartir

da equacao de Choquard, sob certas hipéteses, da seguinte forma

M+ V (x)u = (T ) P2+ A2, em RY,
ue H'(RY)

onde A >0, N >3, a € (0O,N). O potencial V é uma func¢ao continua e I denota

*

o potencial de Riesz padrdo. Assuma também que 1 < g < 2, 2o < p < 27, onde
o N+o . N+ao
o=

2" = .

O principal objetivo deste trabalho serd estudar a existéncia e multiplicidade de solucdes

para o problema, onde a linearidade € concavo-convexa. Para isso, serd considerado um
funcional E) cujo ponto critico é equivalente a solugdo fraca da equacgdo principal. Assim,
usando o quociente de Rayleigh ndo linear, serd provado a existéncia de um parametro
A* > 0, e apartir dele, usando o método de Nehari, prova-se que o problema admite
pelo menos duas solugdes para cada A € (0,A*]. A ideia bésica é assegurar que a fibra
t — E, (tu) admita pelo menos dois pontos criticos para cada A € (0,1*).

Além disso, usando um procedimento de sequéncia, serd analisado o comportamento
dessas solugdes quando o pardmetro A tende a zero ou a A*. Também serd trabalhado um
resultado de regularidade para o problema principal. Mais especificamente, serd mostrado

que qualquer solugéo fraca pertence a Cl1 O’E(RN ) para algum B € (0,1).

Palavras—chave
Equagdes de Choquard, Quociente de Rayleigh, Método de Nehari



Abstract

Dorneles, Angellycarllen Marques. Equacdoes de Choquard Convexa-
Concavas: Solucoes via Quociente de Rayleigh Nao Linear. Goiania, 2026.
102p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

The principal reference for this work is [21], in which the authors investigate the existence
and multiplicity of solutions for semilinear elliptic problems obtained from the Choquard

equation, under specific hypotheses, in the form

—Au+V (x)u = (I, * |uP)|ulP~2u+Nu|7"%u, em RV,
uc H' (RN)

where A > 0, N > 3, o € (0,N). The potential V is a continuous function and Iy

denotes the standard Riesz potential. Assume also that 1 < g < 2, 2¢ < p < 2§, where
N+ . N+

20 = N and 2, = ——.

The primary aim of this work is to study the existence and multiplicity of solutions for

problems with concave-convex nonlinearities. To achieve this, we consider a functional Ej
whose critical points correspond to weak solutions of the principal equation. Employing
the nonlinear Rayleigh quotient, we establish the existence of a parameter A* > 0, and
subsequently, using the Nehari manifold method, we demonstrate that the problem admits
at least two solutions for each A € (0,A*]. The fundamental approach involves ensuring
that the fiber ¢ — Ej (tu) admits at least two critical points for each A € (0,1").
Additionally, through a sequence-based procedure, we analyze the behavior of these
solutions as the parameter A approaches zero or A*. We also develop regularity results
for the main problem, specifically showing that any weak solution belongs to Cl] O’E (RM)
for some B € (0,1).

Keywords
Choquard equations, Rayleigh quotient, Nehari method
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Lista de Notacoes

Notacoes Gerais

C,C.Ci,C, Constantes positivas (possivelmente diferentes).
Iy, Potencial de Riesz.

QCRN Dominio (aberto e conexo) limitado de RV.

Q| Medida do conjunto Q.

B, (x) Bola aberta, centrada em x e de raio r > 0.

— Convergéncia forte.

— Convergéncia fraca.

— Imersao continua.

q.t.p. Quase todo ponto.
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Espacos e Normas
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A€ Conjunto formado por elementos x tal que x ¢ A.
C=(RM) Denota o espago das fungdes suaves em RY.
C2(RM) Denota o espaco das fungdes suaves com suporte

compacto em RY.

E* Dual topolégico do espaco E.
A, Conjunto de Nehari.
N, Conjunto das fungdes u € Ay, tal que Ej (u) (u,u) > 0
N, Conjunto das fungdes u € Aj, tal que E; (u)(u,u) < 0.
9\6? Conjunto das fungdes u € Nj, tal que E; (u)(u,u) =0
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/N |u|P dx < +oo,com 1 < p < oo,
H'(Q) uELZ(Q):g—ZELZ(Q)parai:L...,n}.
wkr(Q) {u e LP(Q) : D*u € LP(Q) para todo multi-indice o tal que

o <k}



Espacos e Normas

I lk.p Norma no espaco W57 (RN).
-1l Norma no espago L' (RV), com r € [1,0).
[l Norma no espaco L= (RV).

-] Norma em X.



Introducao

Este trabalho tem como principal objetivo estudar a existéncia e multiplicidade
de solucdes fracas para problemas elipticos semilineares que sdao obtidos apartir da

equagdo de Choquard, descrita a seguir:

—Au+V (x)u = (I * |u?) |ulP~2u+Nu|7"%u, em RV,

(0-1)
uc H'(RN)

Durante todo o texto serdo consideradas as seguintes hipéteses sobre o Problema
(0-1):

* (Q)Valel<g<2epe (2a,23),onde2a:$62&:%;

« (V1) A fungio V : RN — R ¢é continua e existe uma constante Vo > 0 tal que
V(x) > Vp para todo x € RV;

¢ (V5) Tem-se que V=1 € LI (R"), ou seja, a fungio V satisfaz a seguinte condigdo de

integrabilidade

1
——dx < oo,
RNV (x)

Além disso Iy, denotado por Potencial de Riesz, € dado por
Aq(N) N RGN
Io(x) = , x€R" comAg(N
) = e V)= r(%)n¥2e’
onde I denota a fungdo gamma, veja em [16]. Vale ressaltar também que A >0, N >3 e
€ (0,N).
Um exemplo padrio da fung¢do V(x) que satisfaz as hipéteses (Vi) e (Va) é

explicitada no Apéndice B.1.

O espaco de trabalho considerado no Problema (0-1) serd

X = {v e H'(RN): /RNV(x)vza’x< +<>0}, (0-2)
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onde X € um espaco de Banach munido da norma:

]| := (/RN(|W|2+V(x)u2)dx)é

Sob tais hipéteses a imersdo X < L"(RV) é continua para cada r € [1,2%] e

compacta para cada r € [1,2%), onde 2* = N7’ como seré provado na Proposi¢do 2.1.

A equagdo de Choquard tem diversas aplicagdes fisicas importantes. Por exem-
plo, ao considerar N =3, a0 =2, p=2,A=0e V =0, o Problema (0-1) foi investigado em
[17] no contexto da teoria quantica de um polaron em repouso. Essa abordagem forneceu
uma base tedrica para fendmenos como condutividade, absor¢do dptica e recombinacdo
em cristais 10nicos.

Outra aplicac@o importante de equagdes do tipo Choquard surge no cendrio da
fisica de plasmas, na teoria de Hartree—Fock, apresentada em [14]. Lieb demonstrou a
existéncia e unicidade da solucdo minimizante do problema ndo convexo em questdo,
utilizando técnicas sofisticadas de reordenamento simétrico decrescente.

Para cada solucgdo u do Problema (0-1) obtemos a funcio de onda @ : R x RN —
C definida por ®(¢,x) = e’u(x), onde i é a unidade imaginaria. A fungio ®(¢,x) obtida

dessa forma €, na verdade, uma onda solitdria da equacao de Hartree dependente do tempo
—i®; — AP+ W (x)P — (I % | D7) |®|P 2D — A9 2P =0, emRxR",

onde W(x) = V(x) — 1, x € RV, Logo, o Problema (0-1) pode ser entendido como a
equagdo de Hartree ndo linear estaciondria. Nessa direcdo, o trabalho [18] examina a
estabilidade de uma superposicao quantica de duas diferentes distribuicdes de massa
estaciondrias, onde o efeito perturbador de cada distribui¢do sobre a estrutura do espago-
tempo € levado em consideracio.

Portanto, ao investigar as equagdes de Choquard, ndo estamos apenas resolvendo
um problema matematico interessante. Estamos construindo ferramentas tedricas que
podem ser usadas na fisica quantica.

Nas tltimas décadas, problemas elipticos ndo locais do tipo Choquard tém sido
investigados sob diversas hipéteses quanto ao potencial V. Muitas literaturas, como ates-
tado em [1, 13, 15, 16], concentra-se especialmente no cendario em que A = 0, analisando
questdes de existéncia, ndo existéncia e comportamento qualitativo de solugdes fracas. Em
tais estudos, frequentemente assume-se que a nio linearidade apresenta comportamento
superlinear tanto na origem quanto no infinito, esta € uma abordagem consolidada no
tratamento de problemas elipticos semilineares com termo ndo local. Para um panorama
complementar, indicamos também as contribui¢cdes presentes em [5, 12].

No Problema (0-1), a linearidade € de natureza concavo-convexa. Esse tipo de
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comportamento, que combina concavidade e convexidade em diferentes regides, aparece
com frequéncia em modelos mateméticos aplicados e tem sido estudado no contexto de
operadores diferenciais locais e nao locais nos dltimos anos.

Neste sentido, citamos o trabalho pioneiro de Ambrosetti, Brezis e Cerami [2].
Os autores demonstram que, para um problema semilinear, quando o pardmetro A varia
no intervalo (0, A), é possivel concluir a existéncia de pelo menos duas solugdes positivas
em certos intervalos, e a existéncia de infinitas solugdes para o problema simétrico. Além
disso o trabalho estuda a estrutura qualitativa do conjunto de solugdes.

Enquanto [2] estuda problemas em dominios limitados com termos puramente
concavos e convexos, Wu [26] introduz fung¢des peso que podem ser positivas ou negati-
vas em diferentes regides do espaco, o que torna a andlise mais delicada e realista para
aplicacdes fisicas. Além disso, Wu [26] demonstra a existéncia de no minimo duas solu-
¢oes positivas sob condi¢des adequadas nos pardmetros A e u ndo negativos, utilizando
uma combinacdo de métodos variacionais, o método de Nehari e técnicas de Lusternik-
Schnirelman. Nesta direcdo, aos leitores interessados, citamos o trabalho [8].

Tendo em vista o problema estudado por Carvalho, Silva e Goulart [21], o prin-
cipal objetivo em nosso trabalho € utilizar o chamado quociente de Rayleigh, introduzido
por II’yasov [9], para estudar a existéncia e multiplicidade de solu¢des para o Problema
(O-1). Esta ferramenta transforma um problema de multiplicidade de pontos criticos em
um estudo geométrico controlado. Por meio desse quociente, serd demonstrado a existén-
cia de um extremal positivo A* > 0, onde para cada pardmetro A no intervalo (0,A*], o
Problema (0-1) admite pelo menos duas solucdes distintas.

O ponto-chave da demonstragdo reside em garantir que, para todo A nesse
intervalo, a estrutura variacional do problema permite a aplicacdo do método de Nehari,
um procedimento que explora a geometria do funcional de energia para obter solucdes de
diferentes tipos.

Nesta direcdo, em [4], os autores mostram que os quocientes de Rayleigh sdo
empregados como uma ferramenta para separar e identificar diferentes tipos de pontos cri-
ticos na variedade de Nehari. Essa separacdo € viabilizada justamente através do cdlculo
de valores extremais, que atuam como fronteiras analiticas no espago de parametros. Estes
extremais ndo apenas delimitam a regido onde a variedade de Nehari e o0 método variaci-
onal sdo aplicdveis, mas também permitem distinguir entre diferentes ramos de solugdes,
como solucdes positivas, estados fundamentais e solucdes com energias distintas.

Nos dltimos anos varios pesquisadores vém se dedicando em utilizar o método
do quociente de Rayleigh generalizado para estudo de problemas ndo lineares locais e ndo
locais. Para os leitores interessados neste assunto, recomendamos [9], que ndo utiliza os
quociente de Rayleigh explicitamente mas possui a estrutura conceitual e metodoldgica

andloga a apresentada em [4]. Também recomendamos [10]. Nele os autores estudam
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problemas de valor de contorno nao lineares, os quais envolvem o p—Laplaciano, uma nao
linearidade indefinida, e dependem de um pardmetro real A. Eles utilizam o método do
quociente de Rayleigh para encontrar o extremal A* da variedade de Nehari, e provar que
quando A estd acima desse limiar A*, temos no minimo duas solu¢des para o problema.

Como citado acima, para elaboracao desta dissertagdo, tomamos como referéncia
principal o estudo desenvolvido por Carvalho, Silva e Goulart [21]. Neste artigo os autores
demonstram que ao incorporar as hipéteses (Q), (V1) e (V2) ao Problema (0-1), é possivel
assegurar a existéncia de solugdes extritamente positivas para cada valor do parametro
A € (0,A*]. Além disso, por meio da contrucdo e andlise de sequéncias adequadas, os
autores estudam o comportamento assinttico destas solugdes para quando A — A onde
A € (0,A%), para quando A, — A* e A — 0. Mais especificamente foram obtidos 4 resultados
principais, que estdo enunciados a seguir:

Teorema 1.1. Suponha que as hipéteses (Q), (V;) e (V2) sejam vélidas. Entdo
0 < Ay < A* < oo e, para cada A € (0,A%), o Problema (0-1) admite pelo menos duas

solugdes positivas distintas u; , v € X satisfazendo:

s N, ev €N, .

* Ep(up) <0;
Além disso, uy € solucdo de energia minima e vy, satisfaz:

(i) Paracada A € (0,A,), temos Ej (vy) > 0;
(ii) Para cada A = A, deduzimos E; (v;) = 0;
(iii) Para cada A € (A.,A*), temos também Ej (v; ) < 0.

Teorema 1.2. Suponha (Q), (Vi) e (Va). Dado A € (0,A*) fixado, tome a sucessao
(Aj) € (0,A%) tal que A; — A quando j — co. Entdo

i) As funcdes A — £)1 el E)% sdo decrescentes e Z)i < E)%;

ii) As fungdes A — uy_e A — vy sdo continuas, i.e., Uy, = uy

sev, ~vyemX quando

Jj — oo, onde

1 2 1 2
E’X(MX) = fX’ EX(‘)X) = ‘Z:}VL? E)»j(”)uj) = ‘E)Lj e E}\‘j(V}\’j) = ‘Z;)Lj
iii) ﬂ)l;j — %}% quando j — e, ou seja, A — ;| sdo fungdes continuas para cada i = 1,2.

As defini¢oes de Z,)% e £)% podem ser encontradas em (1-17) e (1-18).
Teorema 1.3. Suponha (Q), (V1) e (V2). Tome a sucessdo (A;) C (0,A%) tal que

Aj — 0 quando j — co. Entdo obtemos as seguintes afirmagdes:

1) f)tj —0e Zl)%j — 5 quando j — oo, ou seja, a fungdo A — T,)’» ¢ continua a direita

em A =0 paracadai=1,2.
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i) up, = 0 e vy, = vo em X quando j — oo, onde vo € uma solugdo positiva do
Problema (0-1) com A = 0.

Teorema 1.4. Suponha (Q), (V;) e (V2) e assuma também que A = A*. Entdo,
o Problema (0-1) admite pelo menos duas solucdes positivas uy- € vy-. Além disso,
), < Ej..

Diante do exposto, o objetivo central do presente trabalho consistiu em realizar
uma andlise minuciosa e aprofundada dos teoremas acima, apresentados no Artigo [21].
Buscou-se ndo apenas compreender de forma clara e estruturada as conclusdes alcangadas
pelos autores, mas também detalhar passo a passo os desenvolvimentos matematicos e 0s
célculos envolvidos.

Para alcancar esses objetivos, dividimos esse trabalho em 4 capitulos. No Ca-
pitulo 1 sdo apresentados alguns conceitos preliminares fundamentais para a andlise do
Problema (0-1). Inicialmente, associaremos ao Problema (0-1) um funcional de energia
cujo pontos criticos serdo solugdes fracas da Equagdo (0-1). Em seguida, introduz-se o
Conjunto de Nehari e sua decomposi¢ao em subconjuntos, ferramenta essencial para dis-
tinguir diferentes tipos de pontos criticos e niveis de energia. Na sequéncia, sdo definidos
os quocientes de Rayleigh ndo lineares, que desempenham papel central na aplicacdo do
método de Nehari. Por fim, sdo enunciados os principais resultados do trabalho, com des-
taque ao Teorema 1.1 que trata da existéncia e multiplicidade de solugdes para (0-1).

O Capitulo 2 € dedicado ao desenvolvimento de resultados preliminares indis-
pensdveis para a andlise variacional do funcional associado ao Problema de Choquard.
Inicialmente, sdo estudadas propriedades de imersdao continua e compacta do espago de
trabalho X em espacos de Lebesgue, garantindo as condi¢des de compacidade necessarias
ao método variacional. O capitulo também aborda propriedades essenciais dos quocientes
de Rayleigh ndo lineares e dos funcionais auxiliares associados, bem como o comporta-
mento da fibra do funcional energia. Esses resultados fornecem a base técnica necessaria
para a caracterizacdo dos pontos criticos e sustentam as demonstragdes dos teoremas prin-
cipais apresentados nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 3 serd desenvolvida a demonstra¢do do Teorema 1.1 o qual estabe-
lece a existéncia e a multiplicidade de solucdes para o Problema (0-1). Inicialmente, sdo
analisadas as propriedades geométricas do funcional energia quando restrito aos subcon-
juntos 9\4f e M‘ do Conjunto de Nehari, evidenciando a boa defini¢do e o comporta-
mento dos niveis minimizantes associados E){ e Z',)% respectivamente. Em seguida, prova-
se a existéncia de pontos criticos do funcional Ej por meio de sequéncias minimizantes
nos subconjuntos de Nehari. Por fim, conclui-se a prova do teorema principal, caracteri-
zando a natureza das solucdes obtidas, o sinal de suas energias e a dependéncia desses

resultados em relac@o ao pardmetro A.
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No Capitulo 4 serdo apresentadas as demonstragdes dos Teoremas 1.2, 1.3 e
1.4. Inicialmente analiza-se a continuidade e monotonicidade nos niveis minimizantes Zi
e T,)%, bem como a continuidade das solu¢des quando A varia em (0,A*). Em seguida,
estuda-se o comportamento das solugdes no limite A — 0. Por fim, é abordado o caso
critico A = A*, no qual, apesar das dificuldades associadas a utilizacdo do método de
Nehari, demonstra-se a existéncia de duas solugdes distintas, completando assim a andlise

da estrutura variacional do Problema (0-1).



CAPITULO 1

Fundamentos Teoricos

Neste capitulo, serdo introduzidos ao leitor as principais caracteristicas do Pro-
blema (0-1), principais resultados e teoremas necessarios para cumprir o objetivo deste
trabalho.

1.1 Estrutura Variacional do Problema

Para encontrar solugdes fracas do Problema (0-1), empregaremos o método vari-
acional. Essa abordagem consiste em estudar um funcional associado ao problema, cujos
pontos criticos correspondem as solugdes fracas desejadas. Formalmente, o funcional de

energia relacionado ao Problema (0-1) é dado por

1
B (u) = 5 >~

1

A
— (Ia*|u]p)|u|pdx——/ lul’dx, wueX. (1-1)
2p RN q JrRN

Observacao 1.1. Considere a aplicacdo
E:(0,4)xX - R, E(Au):=E)(u)

onde Ey(u) € dado pela Equagdo (1-1). Afirmamos que E é continua em rela¢do a \.

De fato, note que Ey (u) é da forma
E)(u) =A(u) —AB(u)

onde A(u) e B(u) sdo funcionais que ndo dependem de A. Como Ej é uma fungdo afim em
A sehj— Aeue H' (RN), temos

lim E(Aj,u) = E(A,u).
7\,j—>7\,

Como nosso principal objetivo € determinar pontos criticos do funcional energia

E,, associado ao Problema (0-1), € fundamental calcular a sua derivada de Gateaux. Neste
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contexto, obtém-se o seguinte resultado.

Proposicao 1.1. O funcional Ej é Gateaux diferencidvel, e sua derivada é dada por
EL(u)y = (u, ) — / (Lo 1)) |t P~ 2uegr e — / W luydye. (1-2)
RN RN

Demonstragdo. Por defini¢do, a derivada de Gateaux E!(u) do funcional E; é dada por

E](u)y :=lim Eilury) = Ei(u)

! L ueX e yeH'(RY)
t—0 t

desde que o limite exista.

Para que obtenhamos E;L(u)\p, serd calculada a igualdade acima em cada parte
do Funcional (1-1) considerando y € X, posteriormente veremos que esse resultado pode
ser estendido para todo ¢ € H' (R") (veja Proposigio 2.2).

* Para E(u) = %||u||2, temos.

Lo Nt oglP—Jul® 1 <wutry,utoy > —|uf?
E/ — _1 — —1 )
1)y 2150 t 2150 t
L 42 <y > P~
21t—0 t
assim
. t
Ef(wy =lim (< .y > +3lvl?).
Portanto
Ej(w)y =<u,y>.
* Para E3(u) = ——/N |u|? dx observamos o que segue.
R

Pelo Teorema do Valor Médio existe 6 € (0, 1) tal que
1|7 — [ul? = tqlu-+10y]77> (u+10y)y,
logo

— [ fut eyl dx+ 2 [ [u]?dx

Ej(u)y = tlim

—0 t
—2 [luttyle — [ul dx
t—0 t

. —2 [ 1qJu+ 10|72 (u+ 10y)y dx
=0 t ’
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entao

tu 410y 2 (u+10y)y g

E}(u)y = —Alim / ;

t—0

(1-3)

Note que
|u+ 10|42 (u+10y)y | < |u+10w] | [w| < [Jul+ [w]|?"" v
< (2[max{]ul, )7 | < 2971 (Jul™" + w7y,
Queremos agora mostrar que 29! (|u|9~! 4 |y|9~ 1) |y| € L'(RV). De fato
[ 2l e wldx = [ 20l e+ [ 20 i,

como para todo 1 < r < 2%, a imersdo X — L” € continua, em particular quando

r = g, temos que / 247 y|9dx < oo. Por outro lado, pela desigualde de Holder

g1 1
_ _ _ —1-7 g 4 _ _
[t a2t ()T (fue) =20 g iy

pois u e Y estdo definidos em X < L9. Assim o integrando de (1-3) é dominado por

uma fungio em L' (RV). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

E4(u)y = A / |t 2wy dx.

1
* Para E>(u) = ~2, /]RN (Io * |u|?)|u|? dx, podemos escrever

. Ey(u+ry) —Ey(u
E}(u)y = lim 2( \I;) 2(u)

Por outro lado, temos que

1
Ex(utry) = Bolu) = =5 [ (oo fut- ) -0 = (oo fu)?) uf ).

Somando e subtraindo (Iy * |u|”)|u 4 ty|” na equagdo acima, obtemos

1
Ex(u+1y) — Ex(u) = _E/RN [(loc*\wrtw!p)\wrfw!”—(Ioc*!u\”)lu+twlp

o (Lo ) -0 = (T ) ] |
1
- P _ P P
- 2PAN[(1a*<|u+rw| ul?)) [u+ 1y

o (Lo ) (- r)? = [u}?) | v
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Dividindo por ¢ obtemos

Ep(u+1y) — Ex(u) 1/ [ |u+0y|” — |ul”
=—— I ry|P
t 2p Jry (fo t Jlutrv]
wl|?P — p
U ) 4 "’L 14 [ ax. (1-4)
Note que
. |utrylP —|ulP _
tim VI -2y,
€

lu+ryl? — [ulP quando 7—0, qtpemR",

Andlogo ao que foi feito para E3 € possivel provar que (1-4) é dominada por
uma fungio em L'(RV). Assim, passando ao limite em (1-4), pelo Teorema da

Convergéncia Dominada

. Ey(utty) —Ex(u) 1/ : [ u+1y|? — |ul? P
R ey | L SRR
tw|P — p
+(Ioc*|”|p)|u+ WL . ]dx' (1-5)

Para o primeiro termo temos que

lim
t—0

u+ty|P — |u|? _
(za*’ vl "|u+rw|f’):1u*<p|u|ﬁ Zag) . (1-6)

Para o segundo termo

p_|ylP
tim (o ) P ) plul? Ry (1-7)
t—0 t
Das Equacdes (1-6) e (1-7) obtemos
1 -2 -2
Ejy=—5 /R P s (=209 ul? + pld = ) P~y . (1-8)

Por fim, usando a simetria do produto de convolugdo de Riesz temos

/R [lar (Jul )] u]Pd = /R [l ]l 2oy,
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Substituindo a igualdade acima em (1-8)

1

Ex(u)y = _E/RN [ o (1)) ]P0y + p (T % [ua] ) [u] P~ 2uey] dx

1
_ PY|y,|P—2
~ ZPAszua*W|Mm uydx

Portanto

B0y = — [ (Ta )l uydy.

Somando as trés derivadas obtidas temos

E(w)y=<u,y> —/RN(IOC* |u|p)|u|P_2ul|Idx—7u/RN |u|? 2wy dx.

Isto conclui a demonstragio da proposi¢ao. 0

Vale ressaltar que consideramos a ultima identidade para qualquer fungdo teste
Y € X. No entanto, usando algumas estimativas, podemos estendé-la para qualquer

v € H'(RV), o que ser4 provado a Proposigio 2.2.

Definiciio 1.1. Dizemos que u € H' (RY) é um ponto critico do funcional E se
E'(u)y =0 para toda y € C>(RY),

onde E'(u)y denota a derivada de Giteaux de E em u.

Como ressaltado anteriormente, o objetivo principal deste trabalho € demonstrar
a multiplicidade de solugdes fracas para o Problema (0-1). Para tanto, a partir do problema

principal, consideramos a nao linearidade dada por
Flxu) ==V (x)u+ (Iox|ul?) )P~ 20+ Mu| 9 2u. (1-9)

Usando a Definigio A.1, dizemos que uma fungdo u € H'(RV) é uma solucdo fraca do

Problema (0-1) se satisfaz a seguinte identidade variacional

- Vu-Vydx = /RNf(x,u)de, Yy e C(RY). (1-10)

Dado que C°(RY) ¢ denso em H'!(RM) estabelecer a solugdo fraca para todo
y € H'(RY), implica automaticamente sua validade no conjunto C(RV). A formulagio

acima motiva a defini¢do formal a seguir.

Definicao 1.2. Dizemos que uma funcdo u € X é uma solucdo fraca para o Problema

(0-1) quando satisfaz
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(u,y) — /N(Ia * |ul?) \u|p_2u\|fdx— k/N |u|q_2u\|ldx =0 paratoda y € HI(RN),
R R

onde o produto interno em X é definido por

y) = [ (VuVy+V(uy) dx, uweX.

Comparando a defini¢ao de solugdo fraca do Problema (0-1) apresentada em 1.2
e a derivada de Gateaux de Ej obtida na Proposicdo 1.1 podemos concluir o seguinte

resultado.

Proposicao 1.2. Uma func¢do u € X é uma solugdo fraca do Problema eliptico (0-1) se e

somente se u é um ponto critico do funcional E),.

Observaciio 1.2. E possivel provar que a derivada de Gateaux de E) exposta na Equagdo

(1-2) é continua. Assim Ey é Fréchet diferencidvel (veja em [25, Proposi¢do 1.3]).

Dessa forma, serd aplicada a teoria variacional, aproveitando a imersao continua
X — L"(RV) para todo r € [1,2*]. Essa propriedade é fundamental para assegurar que o
funcional E, pertenga a classe C!(X,R), ou seja, que seja continuamente diferencidvel no
espaco X. Sob essa condicdo, Ej admite pontos criticos, os quais correspondem a solugdes
fracas do Problema (0-1). A existéncia de tais solugdes serd estabelecida formalmente na
Proposicao 3.1.

Para analisar a estrutura variacional do problema e caracterizar os pontos criticos
do funcional Ej, a seguir serd feito o cdlculo da segunda derivada de Gateoux de E)
na direcdo (u,u). Esta quantidade desempenha um papel fundamental na defini¢do do

conjunto de Nehari, que serd explorado adiante.

Proposicao 1.3. Seja u tal que E;L(u)u = 0. A segunda derivada de Gateaux de E) em u,

na dire¢do (u,u) € dada por

E3(u) (u,u) = (2= g) Jull* + (¢ —2p) /RN(Ia * |ul?)ulPdx.

Demonstragcdo. Definindo

H(u) = E'(w)u = |u]|? — /RN(Ioc i [0 P — x/RN Ju|dx

temos que
(H (0, 9) = 200:9) ~2p [ (T ")l Py~ gh [ Jul? 2w
R R

Por hipétese E'(u)u = 0, assim
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Al = P = [ (el
RN RN

H' () = 2Ju])> = 2p/ (I |u|P)|u|de—qx/ ul?dx. (1-11)
RN RN

Logo H'(u)u pode ser escrita da seguinte forma:

=20 =2p [ G )P —q (P [ s )
RN RN

Portanto

B () () = (2= @)l + (g =2p) [ (Fax )"

Isso finaliza a prova. 0

1.2 Conjuntos de Nehari

Para estabelecer a existéncia de solugdes ndo triviais para o Problema (0-1),
adotaremos uma estratégia baseada no Conjunto de Nehari. Esta técnica, amplamente
utilizada no célculo de variagdes, restringe o funcional energia a um subconjunto onde a

analise se torna mais tratavel. Formalmente, o Conjunto de Nehari € definido a seguir

N, = {uGX\{O}: ||u||2—/RN(Ia*|u|”)|u|pdx:7u/RN|u|qu}, A>0. (1-12)

Visto que 1 < g <2 e p > 1, é importante ressaltar que o conjunto de Nehari

pode ser particionado da seguinte maneira

N, = {u e N: Ej (u)(u,u) > 0}, (1-13)
N, = {u € No: E}(u)(u,u) <0}, (1-14)
N = {u € Nj.: By (u)(u,u) = 0} (1-15)

A particdo do conjunto de Nehari nos subconjuntos M“L, 7\6: e 9\6? estd inti-
mamente relacionada com a natureza dos pontos criticos do funcional. Neste contexto,

introduzimos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.3. Uma solucdo ndo trivial u € X é chamada de solucdo de energia minima

para o Problema (0-1) se satisfaz
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Ey(u) =inf{E(v) : v e X\ {0} e E;(v) =0} . (1-16)

Esta defini¢do caracteriza as solucdes que minimizam globalmente o funcional
energia entre todos os pontos criticos ndo triviais. Tais solugdes possuem importincia
particular, pois representam os estados de mais baixa energia. Para alcancar este objetivo,
adotamos uma estratégia que consiste em buscar minimizantes restritos aos subconjuntos
%Q“ e M‘, 0s quais possuem propriedades geométricas distintas que facilitam a andlise
variacional. Sendo assim o principal objetivo desse trabalho € encontrar solugdes para os

seguintes problemas de minimizagao
) = inf{Ep(u): u€ N, }, (1-17)
E; =inf{E) (u): u € N, }, (1-18)

onde E) (u) é o funcional energia dado por (1-1).

E importante ressaltar que ao comparar os niveis de energia dados em (1-16) e
(1-17), qualquer minimizador u; € 9\65“ fornece uma solucdo de energia minima para o
Problema (0-1).

Para encontrar tais minimizadores precisaremos dos resultados abaixo.

Lema 1.1. Seja u € X \ {0},

JulP = [ ()l dx
RN

el

u€e N, seesomentese A=

onde ||u||d = /RN |lu|? dx.

Demonstracdo. Pela definigdo de Ay, se u € A, entdo
M uttdr =l [ (e ful?) ful?
RN RN

Como serd visto na Proposigdo 2.1, X < LI(RY), logo ||ul|§ # 0. Dividindo ambos os

lados por ||u||{, obtemos

= [ Gt )l

el

Por outro lado, se para algum u € X \ {0} vale

JulP = [ (T )} dx
— RN

el
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Como uma consequéncia, podemos concluir que

Hu||2—/ (Ia*|u|p)|u|pdx:7u/ lul dx, ou seja, u € NG
RN RN

O

De modo andlogo ao lema anterior, porém utilizando a definicdo do potencial

E) (1), demonstra-se o seguinte resultando.

Lema 1.2. Dado u € X,

1
P =% [ o ul?)ul”dx

E)(u) =0 se e somente se A= :
g llullg

1.3 Quocientes de Rayleigh

Com base nos resultados anteriores, introduziremos os quocientes de Rayleigh
generalizados ndo lineares Ry,R,: X \ {0} — R associados ao pardmetro A > 0 da

seguinte forma

JulP = [ ()l dx
RN

el ’

Ru(u) = ueX\{0}

P =35 [ ()l

1
g lulld

R.(u) = , ueX\{0}.

Dessa forma, os Lemas 1.1 e 1.2 podem ser reformulados, respectivamente, como

ue N, < R,(u)=AucX\{0}, (1-19)

E)y(u) =0 < R.(u) =AuecX\{0}. (1-20)

Sob essas condi¢des, € necessdrio analisar o comportamento dos funcionais R,
o qual nos auxiliard a garantir a existéncia de solucdes de estado fundamental, e R,,
cuja andlise assegura a existéncia de solu¢des ndo triviais com energia zero para o nosso
problema principal.

A seguir serdo introduzidos os funcionais A, (u),A,(u): X \ {0} — R de classe

C! essenciais para a aplicacio do quociente de Rayleigh nio-linear.
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2202 — 2 PY|ulP
Pl = 55 [ G )

A = R.(tu) =
e(u) := maxRe (tu) = max Ul

Rl =20 [ (Tt )l dx
RN

A, (u) ;= max R, (tu) = max
(1) >0 a >0 Jue] &

Estes fornecem condi¢des precisas para o método de Nehari, garantindo a existéncia de
solugdes u € X para o Problema (0-1) para cada A € (0,1").

Com o intuito de caracterizar os pontos criticos ndo degenerados e o sinal da
energia nesses pontos criticos ndo triviais, definimos duas quantidades fundamentais
conhecidas por valores extremais. A primeira, denotada por A, representa o infimo dos
valores de A para os quais o funcional energia se anula. A segunda, A*, corresponde ao
infimo dos valores de A associados ao conjunto de Nehari. Formalmente, estas grandezas

sdo dadas por

uGXI \{0} ( ) ( )
c
uEXl \{0} ( ) ( )

Sera demonstrado que, para todo A € (0,A*), os pontos criticos Z}L e T,)% sdo
efetivamente atingidos. Além disso, como serd visto na Observacdo 2.6, o conjunto MO
permanece vazio para cada A € (0,A%), o que torna possivel aplicar o método de Nehari
explorando a unicidade das proje¢des sobre 9\@' e 7\6;, veja a Proposicao 2.9. Além disso,
o parAmetro A = A* desempenha um papel crucial pois, como sera visto na Proposicdo 4.6,

este € o primeiro valor positivo para o qual o conjunto 57\6? deixa de ser vazio.

1.4 Principais Resultados

Introduzido tais defini¢cdes, conjuntos e hipdteses, € possivel compreender os teo-
remas principais desse trabalho, que serdo enunciados a seguir. Porém para demonstracao
destes, serd necessdrio resultados adicionais que serdo apresentados nos capitulos seguin-
tes.

A seguir, enunciamos o primeiro resultado principal.
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Teorema 1.1. Suponha que as hipdteses (Q), (V1) e (V2) sejam vdlidas. Entdo 0 < A, <
A" < oo e, para cada A € (0,\*), o Problema (0-1) admite pelo menos duas solugdes

positivas distintas uy, vy € X satisfazendo:

s eN evy €N,

* Ey(up) <0
Além disso, uy, é solugdo de energia minima e vy, satisfaz:

(i) Para cada A € (0,\,), temos E)(v;) > 0;
(ii) Para cada h = A, deduzimos E,(vy) = 0;
(iii) Para cada \ € (s, \*), temos também E) (vy) < 0.

Sob as hipdteses do Teorema acima uy e v sdo solugdes dos problemas de
minimizagao f){ e f)% respectivamente, mais precisamente Z",){ =E)(u)e ZZ)% =Ey(v))-

O teorema acima nos fornece a existéncia e a natureza dos niveis criticos de Ej,
bem como o sinal da energia aplicada em v, com base na relagao de ordem entre A ¢ A*.

Os gréficos a seguir t€m como objetivo fornecer uma interpretacdo geométrica
do comportamento da fibra ¢ — Ej(tvy) em fung¢do do parimetro A. Em particular, o
caso A € (0,A,) é apresentado na Figura 1.1, onde graficamente temos a presenga de
valores estritamente positivos para f% O caso A = A, € apresentado na Figura 1.2, onde
a curva de energia tangencia o nivel O refletindo a condi¢ao T,)%* = 0. E por fim, a Figura
1.3 representa graficamente a fibra sob a condi¢do A € (A,,A*) onde E)% possui valores
estritamente negativos. Dessa forma, as figuras ilustram de maneira intuitiva a transi¢ao
estrutural prevista pelo teorema, conectando o resultado analitico a sua interpretacdo

geométrica.

Figura 1.1: Fibra t — E)(tu) para A € (0,\,)
Fonte: SILVA et al. (2021)
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................

Figura 1.2: Fibrat — E)(tu) para A = A,
Fonte: SILVA et al. (2021)

5)\2 <0 —— .................... : f

8)\ T

Figura 1.3: Fibrat — E)(tu) para A € (A, ")
Fonte: SILVA et al. (2021)

E essencial compreender como os niveis criticos e seus respectivos pontos se
comportam em relagdo ao pardmetro A. O préximo resultado mostra que estas dependén-
cias sao bem comportadas. Os niveis criticos variam de forma mondtona, as solugdes
sdo continuas com relacdo a A e, além disso, os valores criticos convergem quando A se
aproxima de um limite dentro do intervalo (0,A"). Esse comportamento serd fundamental
para a anélise da geometria do funcional associado. A seguir, apresentamos o teorema que

formaliza essas propriedades.

Teorema 1.2. Suponha (Q), (V1) e (V). Dado Ae (0,A%) fixado, tome a sucessdo
(Aj) C (0,A%) tal que \; — A quando j — . Entdo:

i) As fungoes h— E){ en— E)% sdo decrescentes e E){ < TL)%;
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ii) As fungdes L uy, e A vy, sdo continuas, i.e., uy; — U5

5 ey, — vy em X quando

Jj — oo, onde

1 2 1 2
EX(”}Z) = Z:Xv EX(W) = Zi? E?uj(”?uj) = Z;)\j e E?uj (vkj) = E)\j
iii) Zl)l;j — Z}{ quando j — oo, ou seja, A — E)’L sdo fungoes continuas para cada i =1,2.

Assim o Teorema 1.2 garante a continuidade das funcdes A — E!, A+ uy e
A — vy, para A — A € (0,A*) e para cada i = 1,2. No préximo teorema analisaremos o
comportamento destas fun¢des quando A — 0.

Mais precismente, o item i) do teorema abaixo garante que para cada i = 1,2 a
funcdo A — f;\ ¢ continua a direita em A = 0. J4 o item ii) mostra que quando A; — 0 as
sequéncias (uy,) e (vy;) sdo convergentes para 0 e vy respectivamente, que sao solugdes

nao negativas do Problema (0-1).

Teorema 1.3. Suponha (Q), (Vi) e (V2). Tome a sucessdo (Aj) C (0,1*) tal que Lj — 0

quando j — oo. Entdo obtemos as seguintes afirmagoes:

i) T{j —0e Z',)%j — Eg quando j — o, ou seja, a fung¢do A — f}i ¢ continua a direita
em A =0 paracadai=1,2.

ii) up; = 0 e vy, = vo em X quando j — e, onde vo é uma solugdo positiva do
Problema (0-1) com A = 0.

Os Teoremas 1.2 e 1.3 juntos, mostram que tanto as energias quanto as solucoes
variam continuamente com o pardmetro A em todo o intervalo [0,A*), com a particulari-
dade de que, quando A tende a zero, a solugdo u)_converge para a solugdo trivial, enquanto
vy, converge para uma solugdo positiva do Problema (0-1).

Vale ressaltar que pela condicao de Nehari, E;L(u)u = 0. Assim, quando A — 0
JulP = [ (o al”) a7 0.
RN
Note que a tnica solucao que satisfaz
JulP = [ (G ul”)
RN

com uy, € H'(RY) é u = 0. Assim uy — 0 quando A — 0.

O préximo resultado lidard com o caso A = A*. Como foi mensionado antes, A* é
0 menor numero positivo tal que 9\6? € um conjunto ndo vazio, assim, o método de Nehari
nao pode ser aplicado diretamente com esse parametro.

Ainda assim, para demonstracdo desse resultado precisamos garantir que u; € vy,

ndo pertengam a 9\6? , de forma que esses continuem sendo os minimizadores de Z)i e E}%
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Para isso usamos um resultado de regularidade junto com um comportamento assintético
de u; e vy no infinito. Devido ao termo ndo local, consideramos algumas estimativas
refinadas para mostrar que qualquer solugdo fraca para nossos problemas principais é
suave, provando que qualquer ponto critico do funcional Ej ndo pertence a 9\48 Sob

essas condigdes segue o teorema.

Teorema 1.4. Suponha (Q), (Vi) e (Va) e assuma também que A = N*. Entdo, o Problema
(0-1) admite pelo menos duas solugées positivas uy» e vy+. Além disso, Tr){* < Zl)%*

Vale ressaltar que uy« € N, e v+ € A} sdo os minimizadores para E,. e 7.,
respectivamente, assim uj» € vy« sdo solucdes distintas. Além disso, sob as hipéteses do

Teorema 1.4 podemos concluir que uy+ € vy« possuem energia negativa.



CAPITULO 2

Resultados Preliminares

Com base nas defini¢des, conjuntos e resultados apresentados no Capitulo 1,
este capitulo dedica-se ao estudo detalhado da estrutura variacional do funcional Ej, com
énfase na andlise dos quocientes de Rayleigh, R, e R,. Sera tratado também propriedades
essenciais dos funcionais A, e A, e o comportamento da fibra ¢(r) = E) (tu).

A compreensdo desses elementos € crucial para a caracterizacdo dos pontos
criticos de E; e para a investigacdo das propriedades geométricas do funcional. Os
resultados aqui estabelecidos fornecerao base tedrica para as demonstracdes dos Teoremas
1.1 - 1.4, que serdo provados nos capitulos subsequentes.

Inicialmente, consideramos algumas ferramentas fundamentais para o estudo de
problemas elipticos ndo locais associados a equacdo de Choquard. A seguir, descrevemos
a desigualdade de Hardy - Littlewood - Sobolev [16], que é amplamente conhecida e pode

ser enunciada da seguinte forma.

N — 1
NOL ;. =2. Sejam ¢ € L'(RY) e

y € L (RN) fungées fixas. Entdo existe uma constante sharp C = C(N,o,t) > 0 tal que

dd< .
[ [ e ddy < ol

1
Lema 2.1. Sejamt,r > 1e0 <o <N tais que "

Além disso, assumindo que t = r = ——, mencionamos que

Demonstragdo. Ao leitor interessado, a demonstracdo do lema pode ser encontrada em
[16]. 0J

O préximo resultado € fundamental para o estudo desse texto, este mostra

propriedades fundamentais da imersdo dos espagos de trabalho X em L'(R") para r €
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2N
1,2*|, onde 2* = ——.
[ ? ] N o 2
Proposi¢ao 2.1. Suponha que (V1) e (V») sejam vdlidas. Entdo, a imersdo X — L' (RN) é
continua para cada r € [1,2*]. Além disso, a imersdo X — L"(RN) é compacta para cada

re[l,2%).

Demonstragdo. Fixe u € X. Pela desigualdade de Holder para p = g = 2:

/RN juldx = /]RN WWMCZ}C < (/RNV(X)_ICIX> 1/2 ( RNV(X)uzdx> 1/2.

Como a hipétese (V;) € satisfeita e

Jull = ( /RN<|VM|2+v<x>u2>dx)l/2 > ([ viorcas) T e

temos que
12
[ Julax < (/ V(x)ldx) lullx <o, ueX. (22)
RN RN

Mais precisamente, a Desigualdade (2-2) afirma que existe uma constante C tal
que: ||ul[; < C||ul|, assim a imersdo X < L!(R") ¢ continua. Sabendo que X é subespaco
de H', pelo Teorema de Gagliardo-Niremberg A.1, a imersdo X < L* (RN) é continua.

Fixe p* =2* e g € (1, p*). Podemos usar as desigualdades 1/p* < 1/g < 1 para

obter 8 € (0,1) tal que

1 1
= 1-0+6—,
q P

assim

0
1=(1-0)g+—.

*

Segue entdo da desigualdade de Holder que

* (1-6)q
et = a0 < ([ )" ([ e
Q Q Q Q

0 1—-6
]9 < a4 a7,

S

£

[}
P
isto €,

assim
0 1-6
[ellg < [Juel] o [uell ;-

Visto que as imersdes X < L' (RY) e X — L? (RV) sdo continuas, temos:

lullg < Cullull°Callul® < Cllull,  Vu e X.
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Desse modo, a imersdo X < L4(R") é continua para todo ¢ € [1,2*].

Em relagdo a compacidade em r € [1,2*), tome (u;) € X uma sequéncia limitada.
Pelo Teorema de Rellich Kondrachov A.2 para todo R > 0 a imersio H'(Bg(0)) —
L'(Bg(0)) é continua e compacta em Bg(0), assim pela compacidade da imersio, toda
sequéncia limitada (1) em H'(Bg(0)) tém subsequéncia convergente em L' (Bg(0)), sem

perda de generalidade temos que
/ g — uldx — 0 quando k — oo, (2-3)
Bg(0)

¢ valida para cada R > 0.
Por outro lado, dado € > 0 e levando em conta a hipétese (V5), existe R(€) > 0
tal que, para cada R > R(¢)

V(x) ldx <e. (2-4)
Bg(0)°

Usando a desigualdade de Holder para p = g = 2, as Hipéteses (Vi) e (V2) e as
Equagdes (2-4) e (2-1), deduzimos que

1
u—udx:/ u—udx-l—/ V(x)|uy — uldx
Joslow—udax= [ hw—ddes [ VGl

1/2
g/ g — uldx+ (/ V(x)ldx> (/ V(x)\uk—uyzdx)
BR(O) BR(O)C RN

</ g — u|dx+ €2 ug — ul|x
Bg(0)

1/2

§/ |ug — uldx+Ce'/?,
Bg(0)

pois (u;) é uma sequéncia limitada em X.

Por fim, usando a ultima estimativa juntamente com (2-3) e o fato de que € > 0
¢ arbitrdrio, obtemos que ||uy — u||; — 0 quando k — co. Em outras palavras, a imersdo
X < L'(RN) é compacta.

Usando a lei de interpolagdo juntamente com a desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg [3, p. 313], para cada g € (1,2*) temos

et — ully < [leeg — ul]3 [z = ue][;~° 0.
Segue que a imersdo X < L"(RY) é compacta para cada r € [1,2*). O
A propriedade de compacidade para r € [1,2*) serd uma ferramenta crucial

ao longo deste texto, pois permite concluir a convergencia forte em L' (RY) apartir da

convergéncia fraca em X.
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Observe que na Proposicdao 1.1, y estd definida apenas em X. O préximo
resultado ird mostrar que podemos estender esse resultado para qualquer y € H' (RV).

Essa extensdao € importante, pois permite interpretar u como solugdo fraca
da equacgdo associada ao funcional (veja Definicdo A.1), visto que, ao estendermos a
identidade para todo y € H'(R"), ela passa a valer em particular para funcdes teste suaves
com suporte compacto, pois C°(RY) é denso em H'!(R") (veja em [3, p.265]).

Assim, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2. Suponha que (Q), (V1) e (Va) sejam satisfeitas. Seja u € X um ponto
critico do funcional Ey, isto é, E; (u)y = 0 para todo y € X. Entdo

/RN (VuVy +V (x)uy)dx = /RNg(u)\pdx, para todo y € H'(RY), (2-5)

onde g(u) = (I |u|P)|u|P~2u+Au|9>u.
Demonstracdo. Inicialmente considere Wy € H'(RV) uma funcio fixa nio negativa, e
considere (M )ren uma sequéncia ndo decrescente de fungdes em C°(RV) tal que

¢

0<m(x) <1 para todo x € RV,

Ne(x) <Mig1(x), xRV,
Nk(x) =1 se |x| <k,
Nk(x) =0 se |x| >k+1,

IVnk(x)| < C para todo x € RV.

Note que Mx(x)w € HY(RY), pois [Mx(x)w(x)| < |w(x)|, assim mzy estd em

L?>(RM) e como podemos escrever

V(Mky) = VMey + iV, (2-6)

entio V(nyy) estd em L?(RY), visto que o produto de uma funcio limitada por uma
funcdo em L?(RN) estd em L2(RV).

Queremos provar agora que T (x)y — W em H' (RY). De fato fixado x, existe k,
tal que Mg (x) = 1 para todo k > k,, assim

Nk(X)y(x) = y(x) quando k —

q.t.p.em RV,

Além disso,

k()W (x) —wx)| = |k (x) = DW(x)| < [w(x)].
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Como y € L>(RV), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

lim [ ey —wPdv= [ lim |e(x) — D) P =0,
k—oo JRN RN k—oeo

ou seja,

lim ey —wll2 =0.
—>00
Por outro lado, da Equacao (2-6)
V(ey) = Vy = Vg + (e — V.

Assim

IVMew) = Vo < |[Vmwll2 + ||k — 1) V2. (2-7)

2, observe que V) € diferente de zero apenas em

Em relagéo a norma || Vny
B(0,k+ 1)\ B(0,k), entdo

Vw3 =/ V|2 dx < CZ/ y|? dx.
RN B(0k+1)\B(0,k)

Como vy € L2 (RN ), a cauda da integral converge a zero, isto é

/|| ly[?dx — 0 quando k — oo,
x| >k

assim,

/ p2dx < / ydx —0,
B(0,k+1)\B(0,k) x|>k

o que implica

Vw2 — 0.

Em relagéo a norma [|(n; — 1) V||, da desigualdade (2-7), temos que Ny (x) — 1
para todo x € RV, logo (M (x) — 1) — 0 pontualmente. Além disso

|(Me(x) = VY (x)| < [Vy(x)| € L2 (RY).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/RN!(nk—l)lezdx%O,

ou seja,
[k = 1)Vyll2 — 0.

Assim, ||[V(MxW) — V|2 — 0 e portanto 1 (x)y — yem H!' (RY).
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Pelo Coroldrio A.1 do Apéndice, H'(RY) — L"(R") é continua para r € [2,2*],

com2* =

2N
N3’ logo Ny (x)y — yem L (RV) para cada 2 < s < 2*. Além disso, usando
o fato de que V(x) € limitada e que 1 (x)y tem suporte compacto, temos que existe M},

tal que

L vmwds < m [ nepPdx <My [ i<
RN RN RN

Assim, pela defini¢do do conjunto X, (0-2), N (x)y € X para cada k € N.
Como u é ponto critico e tomando M (x)y como funcdo teste na defini¢do de

solucdo fraca, podemos escrever

L1908 uw) +Vuneowlar = [ slumelowds.  @-8)

Usando a convergéncia forte em H'(R") e levando em conta que g é subcritica, deduzi-

mos que
lim [ VuV (o)) dx = / VuVydsx, (2-9)
k—roo JRN RN
lim [ gme(xvdr= [ g(uyas. (2-10)
k—oo JRN RN

Por outro lado, usando o fato de que (M) é uma sequéncia ndo decrescente,

observamos que

X€E [u
(M1 ()W(x) qtp. x€fu

IN

]

0
0]

)
9

v

vale para todo k € N. Agora, usando a tltima afirma¢do em conjunto com o Teorema da

Convergéncia Mon6tona, obtemos

lim

V(x)ung(x)ydx = / V (x)uydx. (2-11)
k—oo JRN RN

Passando ao limite em (2-8) e usando as convergéncias dadas em (B-11), (B-12)

e (B-13), vemos que

/N(VuV\p+V(x)ul|I) dx:/Ng(u)lpdx
R R

é verdade para cada y € H'(R") satisfazendo y > 0 em R”.

Sera provado agora que

/]RN VuVydx < +oo, /RNg(u)\udx < oo, (2-12)
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Para isso, note que em relacao a primeira Desigualdade de (2-12), temos

[, Vuvyds < (/RN(W)%); (/RN(dex)é = |IVall2]| V.

Como u e y estdo em H' (RV) resulta que
/ VuVydx < oo,
RN

Em relagdo a segunda desigualdade de (2-12), pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz, temos

/ 2(u)wdx = / (T |u[P) || P~ 2ol + / Mul9~ 2y, (2-13)
RN RN RN

Em relacdo a primeira integral da equagdo (2-13), temos

\ [ el
R

< | [ s
RN

X)[Plu(y) [P~ |yl
dxdy.
/RN/RN |x — y[V—e Y

Aplicando o Lema 2.1 com ¢ = [u|? e y = |u(y)|P~!|y]|, existem t = r =
N—ao
N

2N
e
N+

1 1 .
O<0(<Ncom;+ + — =2 tais que
r

‘/RN(Ia* JulP) aalP =2 ogeic| < Collful” ][l ] -,

2N
onde C! = Aq(N)C et =71 = Nta Ja sabemos que |||u|?||, < e, em relagdo

[V

[2e]”~"* 1w - temos

N+a N+a
ool - pel %d N B p1) ¥ N Ocd N
e P~ ] < RN(\M! () Vrodx = e (Jue| \\VI fadx | .

Por Holder, para ¢ = -~ temos

p—1 (p_l)ﬂL pr%l p27N % N
I hll < [ ([l ) ([ i |
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2N <N+oc 2N
N+o N-2N+«

. pﬂ el 2N pﬂ % 2N
el il < | ([l L) <o

Portanto

= 2%, segue que

Como p

[ )20 <
R

Em relacdo a segunda integral de (2-13), aplicando Holder com p = N q , temos

< (/|u|q_1.,,z,)

como a imersdo X < L"(RY) é continua para cada r € [1,2%], e g < 2%, temos

q—

1
J— q J—
[t g ol = g~ 1wl

< |t tpwias

/ gu)ydx < Calul|? || < eo.
RN

Assim inferimos que /R NV(x)uwdx < oo ¢ verificado para cada y € H'(RVN)
satisfazendo y > 0 em RY,

Analogamente, prova-se a Identidade (2-5) para cada y € H'(RV) tal que
é nio positiva em RY. A prova para o caso geral y € H'(R") segue imediatamente

escrevendo Yy = Y + Wy, onde Yy = max(w,0) e y~ = min(y,0). O

2.1 Propriedades de R, e R,

Agora consideremos o método de Nehari aplicado ao Problema (0-1). Nosso

objetivo € analisar a geometria da fungdo de fibragcao
0:[0,0) 5 R, 0()=Ep(w), 1>0, ucx\{0}.

E importante lembrar que o mapa de fibracio estd diretamente relacionado 2

variedade de Nehari 4, introduzida anteriormente e definida por

NG, := {u € X\ {0} : ¢/(1) = E3 (u)u = 0},
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ou, equivalentemente,

N, = {u e x\ {0} : ”””Z‘/RNUG* ulP) |u|P dx = x/RN |u|qu} . (2-14)

Assim, um ponto critico da aplicac@o fibracdo ¢ fornece automaticamente um
elemento da variedade de Nehari. De fato, para cada A € (0,A*) e para todo u € X \ {0},
a condi¢do

E; (tu)(tu,tu) <0

garante a existéncia de um unico ¢ > 0 tal que tu € 9\6;, COmo veremos posteriormente na
Proposicao 2.9.

A mesma propriedade permanece valida quando E;: (tu)(tu,tu) > 0, assegurando
novamente a unicidade do parametro que projeta fu na variedade. Além disso, todo ponto
critico ndo trivial do funcional de energia E, pertence necessariamente a A .

Mais geralmente, vemos que.
Proposiciio 2.3. ru € Ay, se, e somente se, ¢ (t) = E; (tu)u = 0.

Demonstragdo. De fato, pela regra da cadeia

0/(1) = B (1) = B} () -

onde E;L(tu) é a derivada de Fréchet de E) no ponto 7u. Assumindo que tu € Aj, temos

que entdo u # 0 et > 0, além disso ru € A, se e somente se, E;b(tu)(tu) =0, assim
E,(tu)(tu) =0 & tE(uu=0 < E;(tu)u=0.
Portanto, pontos criticos para a fibra ¢ nos dao funcdes na variedade de Nehari. 0

Sob essas condi¢Oes, e conforme mencionado na introdugdo, podemos dividir a
variedade de Nehari AAj em trés subconjuntos disjuntos, de acordo com o sinal da segunda

derivada ao longo da fibragcao

N, = {u e Ny, ¢"(1) = E} (u) (u,u) > 0}
N, = {u€ 29" (1) = Ey/(u) (u,u) < 0}
AL = {u € 261 0"(1) = E}/(u) (u,u) = 0}.

Defina agora
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E:={uecX\{0}:E(u)=0}

~{uex\o: e - 5

RN

(za*|u|P)|u|de:%‘/RNWCJX}. (2-15)

Serdo definidos, a seguir, os quocientes de Rayleigh generalizados ndo lineares
R, e R,. Consideramos os funcionais R, R, : X \ {0} — R associados ao pardmetro A > 0

da seguinte forma

el | ot )
RN

Y
/ lu|%dx
RN

1 2 1
lulP =3 [ o lul?)updx

9
1 qdx
Q/RN ’ul

Vale ressaltar que R, e R, sdo quocientes de fungdes Gateaux diferencidveis e

Ry(u) = uecX\{0} (2-16)

Re(u) = uex\{0}. 2-17)

continuas (veja as Equagdes (2-18) e (1-19)). Assim, temos que R, e R, pertencem a
Cc'(x\ {0},R).

E importante destacar que os quocientes de Rayleigh generalizados ndo lineares
estdo diretamente relacionado com as Equagdes (2-14) e (2-15). Mais formalmente temos

as seguintes observacgoes.

Observacio 2.1. Seja u € X \ {0} fixado. Entdo, usando (2-14) obtemos as seguintes

afirmacoes:

i) R,(u) = A se, e somente se, E, (u)u =0,
ii) Ry(u) >\ se, e somente se, E; (u)u >0,
iii) Rn(u) <\ se, e somente se, E; (u)u < 0.

Observacdo 2.2. Seja u € X \ {0} fixado. Entdo, usando (2-15) deduzimos as seguintes

afirmagoes:

i) Re(u) =\ se, e somente se, E) (u) =0,
ii) Re(u) > A se, e somente se, Ej (u) >0,
iii) R.(u) <\ se, e somente se, Ey(u) <0
As Proposicoes 2.4 e 2.5, apresentadas a seguir, estabelecem uma relacdo funda-

mental entre 0 comportamento variacional das fungdes R, (tu) e R,(tu) e as derivadas de

primeira e segunda ordem do funcional E; ao longo da direcdo tu, respectivamente.
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Proposicao 2.4. Suponha (Q), (Vi) e (V2). Assuma também que u € X \ {0} satisfaz
R.(tu) = A para algum t > 0. Entdo

i) LR, (tu) > 0 se, e somente se, E; (tu)tu > 0,
ii) %Re(tu) < 0 se, e somente se, E; (tu)tu <0,
iii) %Re(tu) = 0 se, e somente se, E, (tu)tu = 0.

Demonstragdo. Parat > 0, temos que

1o, 1
—||tu||” — — Io * |tul?)|tu|Pd
2H ul| ; RN(oc*\ul )|tu|Pdx

1
—/ |tu|?dx
q JRN

Defina o funcional auxiliar G : X — R da forma G(u) = / . |u|%dx, u € X. Assim podemos
R

R.(tu) =

escrever
E +2G
Re(i) = x(tul) ;G(tu) _ fx(zu) vy 2.18)

Derivando R, (tu) em relagdo a t, temos

d _ E(tu)uG(tu) — Ey(tu)G' (tu)u
ERe(tu) =q [G(tu)]2
Se R.(tu) = A entdo E) (tu) = 0, assim
d R _ E;(tu)u 0 519
E e(”‘)—q G(tl/{) ) r> ( - )

vale para cada u € X \ {0} tal que R, (fu) = A. Em particular, como G(tu) >0e 1 < g <2

temos que o sinal de ERe(tu) é igual ao sinal de E; (tu)tu. Isto encerra a prova. O

Analogamente para ¢t > 0, observamos que

Htqu—/RN(I(x*\tu]p)|tu\pdx

/ |tu|?dx
RN

Além disso, a derivada de G(ru) na diregdo tu é

R (tu) =

G (tu) (1) = },‘_rf(‘) G(tu+ h(tZ)) —G(tu) '

Note que
G(tu+ h(tu)) :tq(1+h)‘1/N uldx,
R:
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entao

t‘1(1+h)‘1/ |u|qu—tq/ lul9dx
14h)—1
G (tu)(tu) = lim RY RN =19 / - tim UL
h—0 h RN h—0 h

Observe que o limite acima é a derivada de (1+h)? em h =0, que é g

1+h)7—1
lim—( +4) =q,
h—0

portanto

G (tu)(tu) :tq/ |u|qu-q:q/ |tu|?dx.
RN RN

Desta forma, podemos escrever

Ralt) = =1
Assim
R, (tu) = qM +A (2-20)
8 G'(tu)(tu)

Derivando R, (fu) em relag@o a ¢, temos

(E;:(tu) (tu)u+ E;b(tu)u)G’(tu) (tu) — E;L(tu) (ru)(G" (tu) (tu)u+ G’ (tu)u)

d
~-Ru(tu) =¢q (G (1) (1))

dt

Y

Se R, (tu) = A entdo E; (tu)(tu) = 0, assim

d g B} (tu)(tu,tu)
ERn(tu) = ;W, t>0. (2-21)

vale para cada u € X \ {0} tal que R, (tu) = A. Em particular, sabendo que 1 < g <2e

G/ (tu)(tu) > 0, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.5. Suponha (Q), (V1) e (Va) sejam satisfeitas. Assuma também que u €
X \ {0} satisfaz R,(tu) = A para algum t > 0. Entdo obtemos as seguintes afirmagées:

i) %Rn(tu) > 0 se, e somente se, E; (tu)(tu,tu) > 0,
ii) %Rn(tu) < 0 se, e somente se, Ej (tu)(tu,tu) <0,
iii) 4R, (tu) =0 se, e somente se, E; (tu)(tu,tu) = 0.

Demonstragdo. A prova segue de (2-21). 0
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Em outras palavras temos que:

* tu é ponto critico de R.(fu) se, e somente se, € ponto critico de Ej (fu).

tu é ponto de minimo local na diregdo radial para E; se, e somente se, R, (tu) =Ae

R, (tu) é crescente em ¢.

tu é ponto de maximo local na direcdo radial para E),_ se, e somente se, R,(fu) = A

e R, (tu) é decrescente em ¢.

Um ponto de ponto de inflexdo radial para Ej coincide com um ponto critico para
Ry (tu).

Essa caracterizacdo € crucial para a busca de solugdes de problemas variacio-
nais, pois permite buscar pontos criticos de Ej apartir de R, e identificar a natureza destes
estudando o comportamento da funcio R,, que € frequentemente mais simples de se ana-
lisar. Portanto, estas proposi¢cdes fornecem um poderoso critério para classificar solugdes

e entender a estrutura do conjunto de solu¢des do problema associado.

2.2 Propriedades dos quocientes de Rayleigh

Agora serdo abordadas propriedades diferenciais das fibras de R, e de R,. Nesta

etapa, consideramos a fibra de R, para cada r > 0 dada por
Pl =2 [ (e ul?)
RN

tq/ |lu|%dx
RN
1

= [ = [ (e ]
T r

0,(t) =R, (tu) =

Como consequéncia, obtemos a seguinte identidade

(1) = —

H [(2_q>tl_q”””2_<2p_Q)t2p_q_l/RN(Ia*Iul”)Iulpdx]- (2-22)
q

Proposicdo 2.6. Suponha que as hipdteses (Q), (Vi) e (Va) sejam satisfeitas. Defina
On(t) = Ry (tu). Entdo Q,(t) admite um tinico ponto critico t,(u) > 0, dado explicitamente
por

=)
2—¢q ]|

2P [ (ol
RN

t(u) = (2-23)

e este € ponto de mdximo global de Q,,.
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Demonstragdo. Note que o ponto critico #,(u) de Q,(t) é determinado pela condig¢do

Q,,(t,) = 0. Desenvolvendo esta equac@o, obtemos

@il = @p =) 1" [ (o lul?updx

Para isolar f,,(u), reescrevemos a equagdo agrupando os termos em poténcias de #,(u)

2p—qg—1
Cp—qt" [ul|?

1—
2—q)n * / (T |u|?) |u| Pl
RN

Simplificando as poténcias de #,(u)

2p =4, p—q-1)~(1-q) _ ]
n - )
24 [ Gl
RN
2 -qppr_ Il
2 .
20T ()l
RN

Portanto, o ponto critico de Qy(t), t,, é dado explicitamente por

1
2p-2

2-q  |ul?
2P [ (ol
RN

tn:

Como p > 1 e g < 2, esta expressao estd bem definida.

Para provar a unicidade de 7, reescrevemos Q),(¢) na forma fatorada

t1—a

040 = g | 2= P~ 20— [ (s ).

~ullg

e definimos a funcao auxiliar

80 = 2=l = 2p =2 [ (lok lul")uldx
Note que Q,,(r) > 0 se, e somente se, g(¢) > 0. Assim, calculando g(z) no ponto critico

t =t,(u), temos

e-q)  |ul
(2p—aq) * [ulP)|ulPdx
=) [ (arlul?)urd

= 2= q)llul* — 2~q)|lull* = 0.

g(ta(u)) = 2—q)||ull*— (2p —q)

[ s )l
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Analisando a monotonicidade de g(z),
§0)=—(2p—)2p=27" [ (fuxul")ufdx <0

Pela condi¢do (Q) temos que g(#) é estritamente decrescente para r > 0 e se anula em
t,(u). Portanto Q),(¢) > 0 para cada r € (0,,(u)) e Q),(t) < 0 para cada t > 1,,(u). Assim,
o ndmero #,(u) > 0 é o tnico ponto critico para Q,(z) .

Além disso, observe que Q,(0) =0,

t 1
1 an,():h 7 ||u||2_12p—2/ (Ia*|u|”)|u|pdx > 0.
=0 =79 =0 |jullg RN

Assim, Q,(t) é extritamente positivo, e

2p—q
o (10 [ (hasluluax

A0 = I
2p_
L PTI op—ay 2
= um t(p)u—/l*upupdx.
i T (O = [ sl
Isto implica que
[Er‘ir’loo On(t) = —oo

Logo Q,(t) admite maximo global e portanto
On(ty(u)) = max Q,(t).
>0
. L.
Sob essas condigdes, tome A de forma que #,(u) = A22, isto é

e-q)  |ul
(2r—4) * u|?)|u x,
P=a) [ (axlul?)ud

A=

logo, podemos escrever,
[ 2 2p-
0u() = g |1 Nl =27 [l e
q
1 2-q 2p—g
= g (AT AT [ ()]
q

1 2p—q
= A ATl [ (kx|
Jull w
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visto que %ﬁ 1= 2p % 4 1. Note que

12— 2P =)
Al =5 [ e )

Logo

On(ty(u)) = 1qA§§%[2’ {Qp—g) /RN(I“*|”|p)|”|pdx_/]gzv(l°‘*|”|p)|“|pdx}

Wt (2=
_ L (2p=2) s |u|P) |u|Pdx
= g [(2—@ el ‘pd]

2p—q __

Expressando explicitamente A2P fem O, (t,) e sabendo que =2 = 2p % + 1 temos

2—q
2p—-2

2p—q
2p—2
I (2p-2\| (2—9q) o]
o) =1 (355) | o=
ull2 q P—q / (I # 1)) || Pdlx
RN
lullg \ 2—q (2p 6]) (ZP_Q)/N(Ia*|u|p)\u|de
R
b7
= il 57— —
ullg \2P—q (2p q)/RN(Ia*|M|p)|u|de
2—g
22
@G
= 7 — —
lullg \2p—q/) \2p—q /RN(Ia*|u!p)\u|pdx
2-q 2—q
lullg \2p—q/) \2p—q s
(/ (Iq*|u]p)\u|pdx)
RN
Portanto, podemos reescrever Q,(t,) da seguinte maneira
Jul ¥
On(ta(u)) = Cp,q 2-g >

| [ G bl ]

2-qg\72 (2p-2
C[’aq = 2p— 2p— :
pP—q P—q

onde

/RN(IOC* [P | dx.

(2-24)
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Analogamente € possivel encontrar resultados similares para a fibra de R,. Mais

precisamente, consideramos a fun¢do
2 2 L p rq
% |l 2 RN(oc*|“| )|ulPdx

%/N |lu|1dx
R
2— 2p—
t q tl’ q
= - (I * 1)) | dlx | .
Ju] 2p Juy
q

Como consequéncia, a derivada € dada pela seguinte identidade

0.(t) = Ro(tu) =

2

2-q) 1 2p—4) 2p ¢
/t:q{( A= l? — 12Pq1/1*upupdx. 2-25
Como foi feito anteriormente, € possivel mostrar que Q/,(¢) = 0 se, e somente se, f =1, (u),

onde 1
2
(2—q) 2
(2p—q) / (T % |ua|P) |ue|Pdx
RN

to(u) =

Mais uma vez, garantimos que 7,(u#) > 0 é o tnico ponto critico de Q, e Q,(t.(u)) =

max Q. (). Formalmente obtemos o seguinte resultado.
>

Proposicao 2.7. Suponha que as hipdteses (Q), (Vi) e (Va) sejam satisfeitas. Defina
Q. (t) = R.(tu). Entdo Q,(t) admite um tinico ponto critico t,(u) > 0, dado explicitamente

por

(2—q) el

(2-26)
(2p—q) /RN(I“ s |u|?) |ulPdx

te(u) =

e este é ponto de mdximo global de Q..

Além disso mencionamos que

2p—q
. [[uf | P71

Qe(te(u)) = Cpgq T
| [ G bl ]

onde

q
0= (r3 ) (o3
Crg= 1P q > 0.
pa <2p—q 2p—q
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A seguinte proposi¢do estabelece uma relagdo fundamental entre Q,(¢) e Q.().
A ideia € entender como estas funcdes diferem quando variamos . Mais especificamente,
ela mostra que essa diferenca pode ser escrita diretamente em termos da derivada de Q,,

o que simplifica bastante a anélise de resultados futuros.

Proposicao 2.8. Seja u € X \ 0 uma fungdo fixada. Entdo
t
Qn(t) - Qe(t) = ZIQ/e(t)a

para todo t > 0.

Demonstracdo. De fato, temos que R, (fu) — R, (tu) equivale a

1 lz— 2 2p— ST
g | PP =27 [ (o )l |~ L |l = [ (G )l
Julf w Tl 2 Je
Assim
- 2—q —q(2P—4
Raltn) = Refo) = g (2 l? (25 ) =0 (P2 [l
q

(2-27)
Da Igualdade (2-25), obtemos que

d a4 (a—q2(2-4 2p—q-1(2P—4 /
2 (R 4 q cT4\ g1 (2P T4 I PVylPdx )
) = o (- (254 ) [ G

(2-28)
td
Das Equagdes (2-27) e (2-28) obtemos que R, (tu) — R, (tu) = —E(Re(tu)), finalizando a
q
prova. 0

Observacio 2.3. E importante mencionar que R, (tu) = R,(tu) se e somente se t = t,(u).

De fato, a identidade
Ry (tu) = Ro(tu)
vale se, e somente se
2= 2P

= [ el = L |- [ ) uas).
RN P JRN

l2ellg

1
lullg

Simplificando a igualdade acima, chegamos a condi¢ao

- 2- (2P
2 4||u||2(7q) — % Q<%) /RN<10L*|M|P)|M|de:o.
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Reescrevendo de forma mais conveniente, obtemos

_ 2— 1 (2p—
11792 (Tq) _ 2r—a 1<%) /RN(I“*WV))'”WZXZO'

d
Por outro lado, pela Equacdo (2-25), obtemos que E(Re (tu)) = 0 se, e somente se

q 1—q 2 2 q) 2p—q—1 (2[3 q)/ p p > _
— | 7 u — | =1 E— Iy % |u u dx —O

Como % # 0 para todo u € X \ {0}, e #,(u) é o tnico ponto critico de R, (tu), temos

lullg
que R, (tu) = R.(tu) se, e somente se, t = t,(u).

Observacao 2.4. Afirmamos que

Ry(tu) > Ro(tu) se t € (0,t,(u))

R, (tu) < R.(tu) se t€ (to(u), ).

De fato, defina a fun¢do diferenca

D(t) = R,(tu) — R.(tu)
_ m {tquuHZ (1-2) s /RN(IOL* u|?)|ulPdx <1 = %)} .

Assim D(t) > 0 se, e somente se,
1274 |u|2 (1 - g) _2a /RN(Ioc s |u|P)ulPdx (1 - %) >0,

comot>0e / (I * |u|?P) |u|Pdx (1 - i) > 0 podemos escrever
RN 2p

2—¢q
2
. P (25%)

<

124 2p—q\’
I, Py ulPd
[ ()

assim

e-q)  Jul
(2p—q) * ulP)|ulPdx
P=a) [ (axlu?)uid

t<|p

Portanto R, (fu) > R, (tu) set € (0,t,(u)).
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Analogamente prova-se que R, (fu) < R,(tu) set € (t,(u),oo).

2.3 Propriedades de A,(u) e A, (u)

d
Ao definir EQ” (tn(u)) = 0, pela Proposic¢do 2.6, encontramos que #,(u) é unico

e é ponto de méximo global de Q,(¢). O funcional

An(u) = On(tn(u))

possibilita a captura do valor 6timo de @, ao longo da fibra gerada por u.

O préximo lema retine propriedades fundamentais de A,, sua homogeneidade,
a existéncia de um minimo positivo e, especialmente, a ligagdo desse minimo com uma
solugdo fraca de um problema eliptico associado. Essas propriedades serdo essenciais para
a construcao e identificacdo da solu¢cdo desejada. Formalmente descrevemos o seguinte

resultado:

Lema 2.2. Suponha (Q), (V1) e (V) sejam satisfeitas. Seja

2p—q
[Juf| 7T

An(u) = Qu(tn(u)) =Cp 4

p—2
il | [ ol

2—q °
2

q
2— -2 (2p—2
com Cp 4= (2—_q> (2])—_) . Entdo
P—4q P—4q

i) Ay(u) é 0-homogénea, i.e., A, (tu) = Ay(u) para cada t > 0,u € X \ {0},

ii) Existe u € X \ {0} tal que M = A, (u) = ir{f{o} A, (v). Além disso, obtemos que
veX
A > 0.

iii) Considere a fungdo u € X \ {0} dada pelo item ii). Defina a fun¢do v =t,(u)u, onde
tn(u) é dada por (2-23). Entdo v é uma solugdo fraca para o seguinte problema

eliptico:

—2Aw +2V (x)w = 2p(Io % |w[?) [w|P 2w+ gA*[w|? 2w em RV, (2-29)
weX.
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Demonstragdo. Para a parte i) temos

el
ul| »=
An(tu) =Cpq 24

P

| [ s el
RN
£ [l 7
:vaq 2—q

2p—2

2— .
g5 | [ ()l
R

2p—q
2pqupq+c]172p+pq ||u || p—1
=1 - P P

2p-2
q p p
il | [ ol

Logo A,(tu) pode ser escrita como
2p—q
aaf | 7

q -2
el | [ Gl

Ap(tu) =Cpy = An(u).

Portanto A, (tu) = A,(u) complentando assim a prova do item i).
Em relagdo ao item ii), primeiramente mostraremos que A, € limitado inferior-

mente. Para isso, note que podemos escrever

(T ul?)(x) = [ Ao(N)[u()I?

RV |x—y[N-¢

Assim,

_ () [P |u(y) P
/RN(IOC* [P | dx = Ag(N) /RN /RN T J vy,

|x — y|N =@

Aplicando o Lema 2.1 com ¢ = [ul? e Yy = |u
I N-o

t N

P existem t,r > 1 e 0 < a <N com

1
+ — =2 tais que
r
/RN(Ia # [ulP) |ulPdox < A (N)CI|[ue]” ][]

Tomando C; =Aq(N)Cet=r=

2N
, obtemos
N+«
42

aS1as

2
= Cilull 5 -
N+

2N
[ s v < Gl = ([ )
RN N+o RN
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Note que, em vista das hipéteses dadas sobre p em (Q), podemos escrever

2pN 2N N+o 2N

_ _ o,
Nta SNtoaN—2 N—2

Logo pela Proposi¢do 2.1 a imersdo X — L% (RV) é compacta, assim existe C, > 0 tal
que
/N(Ia*|u\p)|u]pdx§C2HuH2p. (2-30)
R

Por outro lado, visto que A, (u) é 0-homogéncia, podemos normalizar u de forma
conveniente, assim pelo Lema 2.1 segue que a imersdo X < LI(R") é compacta para cada
u € X com |ju|| = 1, assim, existe C3 > 0 tal que ||u||, < C3. Com isto, associado ao ftem

i) e a Equagdo (2-30), temos:

q
=2 .
[[ul| {/RN(IQ* |u|”)|u|1’dx} < (C3)1-(Cy) 22,

assim:

1 ~
An(u) > Cpy—————=:C > 0.

2-q
(C3)9(Cy) =2
Em outras palavras A, é limitado inferiormente.
Visto que o quociente de Rayleigh, definido em (1-22), é dado por A* :=

11{f{ }An(v), assim A* > 0 como foi mencionado anteriormente.
veX\{0

Provaremos agora que existe u € X \ {0} tal que A* = A, (u). De fato considere
uma sequéncia minimizante (1) € X \ {0} ou seja, A, (ux) — A* quando k — co.

Sem perda de generalidade, usando o fato de que A,, € homogéneo de grau zero,
podemos assumir que (i) é normalizada em L4(RY), ou seja, temos ||u ||, = 1 para cada
k € N. Agora afirmamos que (uy) € limitada em X. De fato, usando o fato de que (uy) €

normalizada em LY(RY) e que A, é distante de zero, obtemos

o) 7
An(it) = Cpg i —>C. (2-31)
25—2
[ el
R
Assim,
.
2 C 2-1)
5 < 2 | [ sl drae]
R

C
Usando a Equagdo (2-30) e tomando C' = %Cz
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[\

q=2p q=2
el 7T < C(fJuf|P) 7T

Dividindo ambos os lados por (||u||) »~T temos

q=2p _ plg=2) ,
Jug|| =1 T <

logo
| > €

Assim ||uy|| € distante de zero.

Por outro lado, por contradi¢do, suponha que ||uy|| ndo seja limitada superior-
mente, assim existe uma subsequéncia (u;) := (u;) tal que [lu;| — co. Das Igualdades
(2-31) e (2-30) temos

Jueg | 7

ujl| 7~

An(uj) 2 Cpg=—a
Gy fuy|| »

assim -
An(uj) > Cp,chm|’“j’|q7
portanto A,(uj) — o quando j — oo, 0 que é absurdo, visto que (u;) é uma sequencia
minimizante de A,. Assim, (u#;) é uma sequéncia limitada, logo existe u € X tal que
up —uemX.
Usando a compacidade imersdo X — L"(RV) para cada r € [1,2*), obtemos
também que ||u||, = 1. A dltima afirmacdo implica que u # 0.

Agora, usando o fato de que a norma || - || é fracamente semicontinua inferior-

mente e a imersdo X — L"(RV) é compacta para cada r € [1,2*), observamos que A,

também € fracamente semicontinua inferiormente. Portanto,

An(tt) < liminf A, (i) = A7
k—ro0

Deste resultado e visto que A* é o infimo do conjunto, resulta que

A=A, (u) = inf A,(v).
(u) ve;(r{{o} <V>

Em relagdo ao item iii), note que pela Equagdo (2-24) e lembrando que Q,(t) :=

Ry (tu) podemos concluir que

A= inf A,(v) =A,(u) :=R,(t, )
A (8) = ) 5 R 00
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Além disso, como 1,(u) € o ponto de maximo de Q,(t) := R,(fu), observamos
0= 0, (ta(u)) = (Rn) (ta(w)w)u, wEX. (2-32)
Por outro lado, usando o fato de que u € um ponto critico de A, inferimos que
0= (An) (0w = (Ru(ta(u)u))'w.
Visto que
(Ru(tn(0)u))'w = (Rn)"(tn (w)0) [(tn)' () w]ue + (Rp)' (tu (1) )t ()W = O, (2-33)

para todo w € X, segue das Equagdes (2-32) e (2-33) que (R,)'(t,(u)u)w = 0 vale para
todow € X.

Agora, definindo a fun¢do auxiliar v :=#,(u)u € X \ {0}, podemos escrever

2
WP = [ o )]l ds

V113

A =R,(v) =
Nosso objetivo agora é calcular R}, (v)w, para isso tomemos
A(v) = ||V||2—/ (o [v|7) [v|Pdx,
RN
B(v) = [Iv[Ig-
Assim as derivadas de Gateoux de A(v) e B(v) sdo dadas por
AW =20w) =2 [ (T V")l 2w,
R
B'(v)w= q/ [v[92vwdx,
RN

logo

|:2<V, w) — Zp/]RN(IOc * |v|p)|v|p2vwdx} B(v) —A(v) 'q/]R{N V|9 2vwdx
[BO)J?

R,(v)w=

note que A(v) = A*B(v), assim

{2<V,W> —Zp/RN(Ia*|v|p)|v|p_2vwdx} B(v)—k*B(v)-q/RN|v|q_2vwdx
n(V)w = B2 ,
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portanto obtemos a seguinte identidade

1
0=R,(Mw=-—2 [2(v,w> —2p/ (Ia*|v|p)]v|p_2vwdx—q7»*/ |v|q_2vwdx]
[Ivllg RV RV

vale para todo w € X. A tdltima afirmacao diz que v € uma solucao fraca para o problema

(2-29). Isso conclui a prova do item iii). 0

Observacao 2.5. Observe o funcional

2p—q
el 77T

Ae(u) - Qe(te<u>) = ép,q =
| [ ]

onde
2 s 1
= (rps) (3ma) >0
Note que
Cpq = %quz”qch,q
assim

Ae(v) = CAL(v) (2-34)

para cada v € X onde C € (0,1).
Desta forma, contas andlogas as realizadas no lema acima sdo feitas para
garantir que o funcional A, também é uma funcdo homogénea de grau zero, e que existe

uma fungdo u € X tal que

Usando a Igualdade (2-34), ¢ fdcil inf A inf A, sdo atingidos
ando a Igualdade (2-34), € fdcil ver que FRLL (V) evEX\{O} (v) sdo atingi

pela mesma funcdo u € X, além disso, dada a natureza da constante C observamos que

0 < Ay < A* < oo, Formalmente, obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.3. Suponha (Q), (V1) e (Va) sejam satisfeitas. Seja

Ael) = Qulte(u)) = Gy el .

2p—2

P
il | [ ol




2.4 Existéncia de ponto critico para ¢(7) 55

. g\ 22 _ s : ~
com Cp 4 = (p%) g (q%) > 0. Entdo obtemos as seguintes afirmagoes:

i) Ae(u) é0-homogénea, i.e., A,(tu) = A.(u) para cadat > 0,u € X \ {0},

ii) Existe u € X \ {0} tal que A, = A.(u) = 11{11 }Ae(v). Além disso, obtemos que
veX\{0
A >0;

iii) Considere a fungdo u € X \ {0} dada pelo item ii). Defina a fungdo v = t,(u)u, onde
te(u) é dada por (2-26). Entdo v é uma solugdo fraca para o seguinte problema

eliptico

—2Aw +2V (x)w = 2p(Io.* [w|P) [w[P 2w + g\ || 2w em RY, (2-35)
weX.

2.4 Existéncia de ponto critico para ¢(¢)

Agora, usando os Lemas 2.2 e 2.3, podemos mostrar que a fibra ¢(t) = E; (tu)
tem exatamente dois pontos criticos distintos para cada A € (0,1*), veja o gréfico de Q,(t)

na Figura 2.1 e Observacdo 2.1. Mais especificamente, provamos o seguinte resultado:

Proposicao 2.9. Suponha que (Q), (Vi) e (Va) sejam satisfeitas. Entdo, para cada
A€ (0,A) e u e X\ {0}, a fibra ¢(t) = Ey(tu) tem exatamente dois pontos criticos
distintos 0 < t£’+(u) <ty(u) < t;j_(u) Além disso

i) A fungdo t;’+(u) é um ponto de minimo local para a fibra ¢ que satisfaz t;7+(u)u €
M+. Além disso, o funcional t;’_(u) é um ponto de mdximo local para a fibra ¢
que verifica t,”” (u)u € N, .

ii) As fungdes u t;:”L(u) eur 1, (u) pertencem a C' (X \ {0}, R).

Demonstragcdo. Sejam 0 <A < A*eu € X\ {0} fixos. Pela definicdo de A*, temos que
R, (t,(u)u) = On(ty(u)) > A" > A

Para essa demonstrac@o serd usado andlise do gréfico das fungdes Q,(t) e Q.()
que se encontra na Figura 2.1.

Vale ressaltar que na Figura 2.1 foi usado que Q,(t,(u)) = max Q,(t). Como
consequéncia, obtemos que Q,(f) = R,(tu) = A admite exatamente duas raizes, e consi-

deramos suas raizes na seguinte forma
0 <" (u) < ty(u) <" (u).

Portanto, pela Observagdo 2.1, podemos concluir que as raizes t;’Jr (u) ety (u) sdo pontos

criticos para a fibra §(¢) = E; (tu).
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Ap(u)

A*

A (u)

) 5w ta(w) k() (W) £ (W) ?5\

Figura 2.1: As fungdes Q,(t) e Q.(1).
Fonte: SILVA et al. (2021)

Sob essas condi¢des, como visto na Proposi¢ao 2.6 observamos também que
Q{1 () > 0 e @y (3 () < 0. (2-36)

Por outro lado, usando a Equagdo (2-21) e sabendo que G(u) = ||u||] menciona-

mos que

. n7+ul/t n;l—uu’n’_'—uu
0< Q;(l‘;’Jr(u)) — %Rn(l;7+(u)u) = n,Jrq(u) Ex (t}é/((t;?+zigku) ((t;?+(;73u)( ) )

Y

para todo u € X \ {0}. Logo
Ey (" (w)u) (6" (u)u,t," (u)u) > 0.

Assim, t;f'”L(u)u € ponto de minimo local. Além disso, pela defini¢cdo de MJF deduzimos

que
n,+ +
n ()€ N

Da mesma forma, concluimos que tf_ (u) é ponto de méaximo local de Q e que

o (e N,

Estas afirmagdes concluem a prova do item i).
Agora provaremos o item ii). Inicialmente, observamos que pela defini¢do de A*,
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temos que A € (0,A*) implica que A < Q,(#,(u)) = Ry (t,(u)u) para todo u € X \ {0}.
Como foi mencionado anteriormente, pela Figura 2.1 obtemos exatamente duas

raizes para a equagdo R, (fu) = A, e essas raizes satisfazem
0 <" (1) <ty(u) <ty (w),

com IZ’Jr(u)u €N, et; (u)u € N, . Portanto, obtemos que N\j, = N, U, é satisfeito
para cada A € (0,A%), veja defini¢do de Ajj em (1-12). Aqui remetemos o leitor interessado
ao importante trabalho [11].

Sob essas condigdes, usando o fato de que Q, € C'(R*,X) juntamente
com (2-36), segue do Teorema da Funcdo Implicita que as fungdes u +—> t£’+(u) e
u— 1, (u) pertencem a C'(x \ {0},R) para qualquer A € (0,A*). De fato, definindo
L= : (0,00) x (X \ {0}) — R dada por L*(r,u) = Ej (tu)tu, obtemos que L=(r,u) =0
se, e somente se, fu € Aj. Além disso, observamos que %Li(t,u) # 0 para cada
(t,u) € (0,00) x (X \ {0}) tal que ru € .‘M\i. Isso conclui a prova. O

Observacao 2.6. Sob as hipoteses da Proposicdo 2.9, segue que 9\6? € vazio para cada
A € (0,A%). Este fato nos permite aplicar o método de Nehari levando em conta a
unicidade das projecoes em 9\63“ e 57\6:. Esta é a principal caracteristica para o pardmetro
A =A* > 0. Em relacdo ao pardmetro A = \* temos que este o primeiro niimero positivo

tal que 9\6? ndo é vazio, veja [11].

Similar as contas apresentadas na Proposicao 2.9, € possivel provar um resultado
andlogo usando o funcional Q, em vez de Q,. Mais especificamente, consideramos o

seguinte resultado.

Proposicédo 2.10. Suponha que valham (Q), (V1) e (Va). Entdo, para cada h € (0,A,) e
u € X\ {0}, a fibra ¢(t) = Ey(tu) admite dois pontos 0 < t§’+(u) <to(u) <1, (u) tais

que

) £ 0 £ (W € E e QL (1)) <0 < QL ().
i) ur t§’+(u) eu— 1, (u) pertencem a C'(X\{0},R).

Ademais, mencionamos que 0 < t;f”L(u) < t;’+(u) <tn(u) < to(u) <t (u) <
1y (u) < oo vale para cada ) € (0, ).



CAPITULO 3

Demonstracao do Teorema 1.1

Neste capitulo provamos nosso primeiro resultado principal. Em relacdo a exis-
téncia dos pontos criticos, usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, veremos
que se u € M_ U .‘Mf é um minimizador local para Ej em Aj, entdo u é um ponto critico
de E; em X, (veja Lema 3.3). Para garantir a existéncia desses minimizadores, nos Lemas

A
3.4 ¢ 3.6 consideramos duas sequéncias minimizantes (v) em A~ e (i) em A, e vemos
que essas sequéncias convergem para valores vy e uy em X \ {0} respectivamente. Além

disso esses lemas garantem que

Er=E(n) e E=Ew).
Por outro lado, usando resultados apresentados no Capitulo 2, € facil de concluir
que Zl){ <0.

3.1 Caracteristicas deZ, e Z;

Primeiramente, provaremos um resultado o qual garantird que sequéncias mini-

mizantes sdo limitadas.

Lema 3.1. Suponha que as hipdteses (Q), (V1) e (Vo) sejam satisfeitas. Entdo o funcional
de energia E, é coercivo sobre N, para cada A > 0. Em particular, o funcional E) é

limitado inferiormente em N,

Demonstracdo. Note que para cada u € Aj, temos que E'(u)u = 0, assim

[ ) e = P =2 [l
RN RN

Consequentemente

1 1 A
Bat) = gl (1l = [ ) = [ Jufra.
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Usando a continuidade da imersdo X < L"(RY) para cada r € [1,2*), temos que

(e

e usando o fatode que p > 1 e 1 < g < 2 deduzimos que

q
< CJu),

1 1 I 1
E)(u) = 3 (1 —;) lul|> =& (5_5) /RN |u|9dx > Cy||u][* — ACa||u] |7

vale para algumas constantes C1,C; > 0. Assim E; € limitado inferiormente em Af,.
Por fim, como g < 2, Ej (1) — 4o 2 medida que ||u|| — +eo com u € Aj. Isso
completa a demonstracao. [

O lema a seguir estabelece propriedades fundamentais para os conjuntos do tipo
Nehari. Ele assegura que as sequéncias minimizantes associadas a esses conjuntos perma-
necem afastadas da origem, o que é fundamental para mostrar que qualquer minimizador
sobre M‘ ¢ ndo nulo. Além disso, o lema afirma que .‘7\6: e MO sdo conjuntos fechados,
o que fornece a compacidade necessdria para garantir a existéncia de extremos na minimi-
zacdo, o que serd indispensavel para a demonstracio dos resultados de existéncia que se

seguem no trabalho.

Lema 3.2. Suponha que (Q), (V1) e (Va) sejam satisfeitas. Assuma também que A € (0, "]
vale. Entdo, para cada u € 9\6: U 9\40 existe uma constante ¢ = ¢(N, p,q) > 0 que ndo
depende de A de tal forma que ||u|| > c. Em particular

* Quando A € (0,A*), o conjunto 7\6: é fechado;
* Quando \ € (0,A*], o conjunto N, é fechado.

Demonstracdo. Seja u € N, uma fungdo fixa com A € (0,1*). Neste caso, assumimos
t," (u) = 1. Segue de (2-23) e (2-30) que

2
(2—q) el

> [Cllul> 2772, (3-1)
(2p—q) /RN(Ioc*|M|p)|u|pdx

Assim

Como 2 —2p < 0 segue que ||u|| > C; é verdadeira para algum C; = C;(N, p,q) > 0 com
A € (0,1*). Observe que A,’ = 0 para cada A € (0,1%).
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Para o caso A = A* também observamos que 7\6\‘1 # (. Tome agora, u € 9\6;, pela
definicao de A* sabemos que A* < A, (u). Suponha, por absurdo, que A* = A, (u), assim
pela Figura 2.1, parat = 1, temos que R}, («) = 0, logo E” (1) (u,u) = 0 o que contradiz a
hipétese de u € N[, , assim A* < A, (u).

Sabendo que A, (1) = r;1>ag(Rn (tu), podemos concluir que Q/,(1) < 0. Em outras
palavras, em ¢t = 1 a func@o Q,(t) é descrescente, e como #,(u) é ponto de méximo global,
segue que f,(u) < 1. Usando ideias similares as apresentadas em (3-1) inferimos que
existe C; = Cy(N, p,q) tal que ||u|| > C; para cada u € Aj, .

Tomemos agora u € 9\@ pela Proposi¢do 2.5 obtemos que R/ (tu)fu = 0 para
t = 1. Observando a Figura 2.1 temos que A* = A,(u). Como #,(u) é o Gnico ponto
de méximo para a fungdo Q,, segue que #,(u) = 1. Como consequéncia, usando as
mesmas ideias empregadas em (3-1), obtemos que |[u|| > C3 é verdadeira para algum
C3 =C3(N,p,q) > 0 onde u € AJ.

Portanto, obtemos que |lu|| > C para qualquer u € A; UA onde C =
min(Cy,C,,C3) > 0.

Por fim, suponha que {u;} C 9\6? seja uma sequéncia convergente para algum
u € X. Como ||ug|| > ¢ > 0 para todo n, o limite u também satisfaz ||u|| > ¢ > 0. Além

disso, temos
E; (i) () — E3 (u)(u) e Ey(ue) (e, ure) — Ey () (u,u).
Como u, € N, temos Ej (ux) (ux) = 0 e E} (ug) (ug, ux) = 0. Passando ao limite, obtemos
Ey(u)(u)=0 e Ej(u)(u,u)=0.

Isso implica que u € 9\6? , € portanto 57\6? ¢ um conjunto fechados.
Por outro lado, tome a sequéncia convergente (uy) € M_, tal que uy — u € X.
Bem como o caso em 9\6?, passando ao limite, temos as seguintes duas possibilidades. A
primeira
E" (u)(u,u) <0,

neste caso u esti em 9\6:, ou
E”(u)(u,u) =0,

€ neste caso u € 9\&0, 0 que ndo ocorre pois MO ¢ vazia quando A < A*, ou u = 0, o que
ndo ocorre pois ||ug|| > ¢ > 0, o que implica que ||u|| > ¢ > 0. Assim, toda sequéncia
convergente de A\, convergente para um elemento de 9, e portanto, /A também &

fechado. Isto encerra a prova. 0

Para o préximo resultado, devemos provar que Aj, é uma restri¢do natural para



3.1 Caracteristicas de’} e E} 61

nosso problema principal para cada A € (0,A*). De fato, serd provado que qualquer
minimizador u € 9\65“ U 9\6: para o funcional de energia E; restrito a variedade de Nehari
€ um ponto critico para Ej em todo o espaco de trabalho X. Mais precisamente, temos o

seguinte resultado.

Lema 3.3. Suponha que as hipdteses (Q), (Vi) e (Vo) sdo satisfeitas. Assuma que
u€ Ny UN," é um minimizador local para Ey em N, Ent@o u é um ponto critico de Ej,
em X, isto é, obtemos que E, (u)y = 0 para cada y € X com A € (0,17).

Demonstracdo. Seja u € X um minimizador local para E; em Aj onde A € (0,A*). Tome
J(u) = E'(u)u, assim J'(u)y = E" (u) (u,¥) + E' (u)y em particular como E" (u)(u,u) =
¢/ (1) #£0eu € N, entdo para W = u temos que J'(u)u = E" (u) (u,u) + E'(u)u # 0.
Como u é um minimizador local de Ej sob a restri¢ao J(u) =0, e como J'(u) #0,,
segue do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange [6] para funcionais que existe u € R
tal que
E;(u) =pJ'(u) emX*, (3-2)

assim
E; (u)u = pJ' (u)u.

Como J'(u)u = E;' (u)(u,u) # 0, e E; (u)u = 0, segue que u = 0. Da Igualdade (3-2) segue

que

E,(u)=0 emX*,

isto €

E; (u)y = 0 para cada y € X. Isso encerra a prova. O

Para o préximo resultado, provaremos que qualquer sequéncia minimizante em
9\6: possui uma subsequéncia que converge fortemente em X o que nos permite afirmar a
existéncia um minimizador local para E; em 7\6:. Usando o Lema 3.3, podemos concluir
que esse minimizador é um ponto critico para o funcional de energia E;. Nesta dire¢do

obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.4. Suponha que as hipéteses (Q), (V1) e (V) seja satisfeitas. Assuma também
que A € (0,1%). Seja (vi) C N, uma sequéncia minimizante. Entdo, tomando uma
subsequéncia se necessdrio, existe vy, € X \ {0} tal que, vy — vj em X onde v) € N\, .

Além disso, obtemos que
2
= En(n).

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos uma sequéncia minimizante (vx) C A, , ou
seja, Ey(vi) = E} +ox(1), onde klim ox(1) = 0, veja Definicdo (1-18). Sem perda de
—»00
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generalidade, assumimos a subsequéncia vy — v; em X. Como consequéncia, usando
a compacidade da imersio X < L"(RY) para cada r € [1,2*), inferimos que vy — v
em L' (RY) e vi(x) — vy (x) g.t.p. em RY. Além disso, usando a tltima afirmacio, existe
h, € L"(R") tal que |vi| < h, q.t.p. em RY, assim

(oo [viel ") v P < (R | P) P[P
Sob estas condicdes, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que

[ Garelvdde = [t o)) v Pdx+ (1)
RN RN

[ e = [+ ou(1). 63

Observe que vy # 0. De fato, argumentando por contradi¢do, assumimos que

vy, =0e vy — 0em X. Agora, defina a sequéncia normalizada

Wi = Yk S Sl
[[vill
onde S! é a esfera unitiria de X. Note que podemos escrever v; como vi =
Vil v/ | viel) = [|ve] [wk, assim [|ve||wi, estd em A}~ Uma vez que £,” (wy) € o tinico
que multiplicado por wy estard em A, entdo necessariamente #," (wy) = |[vk||. Assim,

podemos escrever

ve = [[vellwe =1, (we)wi.

Para facilitar a leitura, usaremos apartir de agora que t; = t;z’_(wk). Em vista
do Lema 3.2 e levando em conta que vy € M‘, existe uma constante C; > 0 tal que
ty > C1 > 0. Além disso, visto que (v) é uma sequéncia minimizante, pelo Lema 3.1,
tx = ||vi|]| < Ca. Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, #y — fo > 0 quando k — oo.
Logo, vy — 0 € equivalente a wy — 0 em X. Note que

A A

0 k

Sob estas condigdes, usando o fato de que v; € A, e a Observagdo 2.1, obtemos

N U w2 — / (oo |1we ) |riwe | Pdx
RN

_27q+0k(1): p—

) I /]RN |tkwk|qu

Y
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visto que 7 > 0 e ||wi|| = 1 temos

2
N L= [ (o boil?) bl
2 +or(1) = 2 q p ’
0 k tk/ |wi|9dx
RN
portanto
2p—2
A L—1F / (o [wie|P) [ wie|Pdx
S—tor(l) = R 7
ty ¢ [Iwllg

Como consequéncia, para cada € > 0, existe kg € N tal que

- A
1-;pr 2/RN(Ia*|wk|p)|wk|de< (rz_‘q+8> [[wel|d (3-5)
0

vale para cada k > ko. Por outro lado, usando o fato de que w; — 0 e a compacidade da

imersdo X — L"(RY) para cada r € [1,2*) temos que

[ o bz = ou1), [ il = o5 (1)
RN RN

Mas usando (3-5) obtemos que

1
P P
Jueo o>
o que € absurdo. Assim, vy # 0.
Por outro lado, pela Proposi¢do 2.9 obtemos que o mapa de fibragdo ¢(r) =
Ey(tu), t >0, admite um tnico ponto critico ;" (vy) > 0 de modo que £, (v)vy, €
Agora, por contradi¢do, suponha que v, ndo converge fortemente para vy em X.
Pela Proposi¢do A.1,

vl <liminf||v¢||. Uma vez que (vx) € Aj ", também mencionamos
que
Ey(svk) < Ep(vk) (3-6)

vale para qualquer s > £, (vy).
Agora afirmamos que ;" (v)) > t;’Jr (vi). A prova desta afirmagdo segue usando

o fato de que v — E; (v)v é fracamente semicontinua inferiormente. De fato, obtemos que
0=E (6, (m)vn < klim infE; ("~ (Vi) vi) Vi
—>00

Assim,
Ei(t;z’i (va)vi)vk >0 (3-7)
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para todo k suficientemente grande. A dltima afirmacdo mostra que

5" (m) € (67T (v, 65 (W),

veja as Figuras 1.1, 1.2 e 1.3. Pela Desigualdade (3-7), como v — Ej (v)v é fracamente

semicontinua inferiormente e (v ) ndo converge fortemente para v temos
Ey(t; (v)va) < lim inf Ey (£~ (va)vg) < lim inf Ep (57 (vie)v),
k—yo0 k—>o00
e pela Inequacdo (3-6), afirmamos que
lim infE) (£, < lim infE = E?
lim inf 3 (1" (viwe) < lim infEp (vi) = E5,

assim
Ex(ty” (m)n) < -

, o~ . n,— —
Isto € uma contradigdo devido ao fato de que 7, (vy)vy, € M .
Em resumo, usando as ultimas afirmag¢des, inferimos que vy — vy em X. Usando
a convergéncia forte em X, segue também que E; = ]}im E) (vk) = Ej(vy). Isto termina a
— 00

prova. 0

Lema 3.5. Suponha (Q), (V1) e (V2). Assuma também que A € (0,A*). Entdo ‘E; < 0.

Demonstracdo. Sejal € (0,A") fixo. Como visto na Observagio 2.4, R, (tu) < R,(tu) vale
se t € (0,2,(u)) e para todo u € X \ {0}. Pela Proposicdo 2.10 temos que t£’+(u) <t(u).
Além disso

Re(t;f’Jr(u)u) < Rn(tx’Jr(u)u) =A

Por fim, usando a desigualdade acima e Observagdo 2.2, temos: Ex(tZ’+(u)u) < 0. Além

disso, usando o fato de que tZ’Jr(u)u € P\Q, inferimos que

Ty = inf Eyp(u) < Ey ()" (u)u) <0.
uGﬂéf

Isso conclui a prova. 0

A andlise de sequéncias minimizantes constitui uma ferramenta fundamental no
célculo variacional. No préximo lema, consideramos sequéncias em %+, que desempe-
nha um papel crucial na busca por solu¢des de energia positiva para o funcional E;. Em
resumo ele demonstra que toda sequéncia minimizante em 9\6»+ admite uma subsequéncia

convergente cujo limite é uma funcao u) € 57\65“.
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Lema 3.6. Suponha (Q), (Vi) e (V2) e A € (0,A%). Seja (ux) C N, uma sequéncia
minimizante para Ey em N\;". Entdo, existe uy € X \ {0} e uma subsequéncia de (u),

tal que, ui; — uy em X onde uy, € Nf. Além disso, obtemos que

Ey = Ey(ny,).

Demonstragcdo. Argumentando como feito na prova do Lema 3.4, obtemos que u; — uy,
em L' (RM), ux(x) — up(x) € |ux| < hy q.t.p. em RY onde h, € L"(RY), r € [1,2%).
Usando o fato de que uy € 17\65“, temos que E, (ux)ux = 0 assim

Hquz/ (1a*\u|P)yu\de+x/ ul? dx.
RN RN

Da igualdade acima e pela Equacdo (1-1) temos que

1 Ag— 21
Ek(uk):%AN(IQ*|ukyp)\uk\de+ . [ el

Assim

(29 \(2(p—1) 2q
x/RN|uk|qczx_ (2_q)( > )/RN(IQ*|uk|p)|uk|pdx—nEx(uk).

Note que, usando a hipétese (Q) temos
2q \ (2(p—1) o
(2_‘1> ( 4p /RN(I(X*‘MI“ )|ug|Pdx > 0.

2q
q =
k/N|uk| dx > > qu(”k)-

Logo

Levando em conta que (uy) C 9\6\+ € uma sequéncia minimizante para E; e usando os

mesmos argumentos de (3-3), temos que

7»/ |u;L|qu:7»/ |lug|2dx + or(1).
RN RN

Por fim, pelo Lema 3.5, inferimos que

29 .
q -1
K/N|ux| dx > > q%>0-

Sendo assim, uy # 0.
De agora em diante, a prova da convergéncia forte u; — u) em X segue ar-
gumentando por contradi¢do. Sendo assim, suponha que (u;) ndo convirja fortemente

para u) em X. Visto que vale a convergéncia fraca, pela Proposicao A.l, obtemos
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|lup || < liminf ||ug||. De acordo com a Proposi¢do 2.9 existe um tnico t£’+(ux) > 0 tal
que z‘;i’Jr(u;L)u;b € A;F. Além disso, sabemos que, /(1" (uy)) = E;b(zf;’Jr(u;b)u;b)u;L =0e
¢(t£’+(ux)) = Ex(t£’+(ux)ux) <0, vejao Lema 3.5.

Usando a compacidade da imersdo X < L"(RY) para cada r € [1,2*), a hipétese

de que a norma ndo converge fortemente em X, e o fato de que (uy) C %Jr, obtemos

d d
EEK(”’!?») = Ei(lux)ux < ]}iilzoinfEi(tuk)uk = I}iigoinfEEx<tuk) <0
vale para qualquer z € (0, 1]. Em vista dessa afirmacéo, temos que t}'f’+(ux) > 1, e como

E, (tu) é ndo crescente em (O,t;:*(u;M)] temos

Ep(ty " (n)up) < Ex(wy,).

Sob estas condi¢des como (u;) é uma sequéncia minimizante, que por hipdtese nao

converge fortemente, deduzimos
Ex(t;ri#(ux)ux) <E\(uy) < klim infE) (u) = E)i
—>00

Usando que tZ’J“(u;L)u;L € 9\6\*, podemos concluir que essa desigualdade estrita é uma

contradi¢cdo provando que u; — uy em X. Isto encerra a prova. 0

3.2 Existéncia de pontos criticos de E),

Vale relembrar que a andlise da existéncia e multiplicidade de solucdes para o
Problema (0-1) € o tema central deste trabalho. Neste contexto, o método utilizado é o
estudo dos pontos criticos do funcional de energia associado.

A Proposi¢do 3.1, que apresentamos a seguir, estabelece um resultado tipico
nessa direcdo. Em geral ele garante, para um pardmetro A € (0,A*), a existéncia de pelo
menos dois pontos criticos distinto, um no subconjunto de Nehari %+ € outro no .‘7\6:.
Além disso, as solugdes obtidas sao estritamente positivas, uma propriedade essencial do

ponto de vista fisico e matematico.

Proposicao 3.1. Suponha que as hipdteses (Q), (V1) e (V2) sejam satisfeitas. Entdo o
funcional de energia E) admite pelo menos dois pontos criticos uy, € ﬂ\éf eV € 7\6:

para cada ) € (0,\%). Além disso, uy, e vy, sdo estritamente positivos em R".
Demonstragcdo. Pelo Lema 3.1 sabemos que Ej € coercivo e limitado inferiormente em
A, . Seja (vx) uma sequéncia minimizante para Ej em A} . Como (v) é minimizante e

E, é coerciva, segue que (vi) € limitada em X.
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A menos de uma subsequéncia, existe vy € X tal que vy — vy em X. Pelo Lema
3.4 temos que v — vy em X, assim £} = Ej (v)) = limE; (v¢) vale para cada A € (0,A*).
Além disso, note que E (0) = 0, assim vy, # 0 e como A, € fechado, v) € N\ . Assim,
vy, € minimizador de E;, portanto, pelo Lema 3.3, vy € uma solugio fraca para o Problema
(0-1).

E claro que o funcional E; é par, logo Ej (vy) = Ej(|vy|), assim E; (Iva)val =
E; (v)v), = 0 e consequentemente |vy| € Aj. Note que v — E,/(v)(v,v) também é um
funcional par, assim Ej([vy|)([val, [va|) = Ey (va)(va,va) <0, provando que || € A, .
Ento |v)| € um minimizador local em 4", mostrando que |v;| € agora um ponto critico
para o funcional de energia E).

Sem perda de generalidade, tome vy > 0 em RN Entdo o funcional E, admite

pelo menos um ponto critico vy € X para cada A € (0,A*) que satisfaz vj > 0 em RV,

B

C

Agora, inferimos que v € CIIL; (RV) para algum B € (0,1), veja o Teorema B.1 no
Apéndice B.

Agora, o principal objetivo € garantir que vy, seja estritamente positiva. Para isso,
por contradi¢iio, suponha que existe xo € RV tal que vy (xp) = 0. Observe também que
vy, € CLB(B,(x0)) para algum B € (0, 1) e para cada r > 0. Portanto, vy, satisfaz as seguintes
desigualdades

—Avy +V(x)vy >0 em B,(xp),

vy >0 em 0B, (xp).

Afim de esclarecimento, considere as seguintes fungdes auxiliares: A : B, (xg) x
R xRY = RY, B:B,(x0) x R xRN — R dadas por A(x,u,Vu) = Vu e B(x,u, Vu) =
—V (x)u, respectivamente. Por defini¢do, a norma em L*(Q2) de uma fungdo V é definida

como.

[V|z=(q) = ess sup,eq|V (x)]
assim

V()| <V |8, (o)

para todo x € B,(xp), € como v > 0, temos:
B(x,v3, V) = =V () = =V 1=(8, (x0)) V2-

para todo x € B,(xo). Logo, usando o fato de que vy € C'(B,(xg)), o Principio do M-
ximo Forte para operadores elipticos de segunda ordem definidos em dominios limitados
e suaves implica que vy > 0 em B,(xg) ou vy =0 em B,(xp), veja por exemplo o Teorema
2.5.10 de [19]. Suponha que v =0 em B,(xg) e usando o fato de que r > 0 é arbitrario,

garantimos que vy = 0 em R". Isto é uma contradicdo, pois pelo lema 3.2 ||v;|| > ¢ >0
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para cada A € (0,A*). Como resultado, obtemos que v, > 0 em RY.

Em relagdo a existencia da segunda solucao, argumentando como foi feito acima.
Sabemos que E; é coercivo e limitado inferiormente em ?\Q'. Seja (uy) uma sequéncia
minimizante para E; em A" E fécil ver que (u;) também é limitada em X. A menos
de uma subsequéncia, existe u) € X tal que ur — u) em X. Pelo Lema 3.6 segue que
ur — uy, em X. Sob esta condigio, temos que E)i =limE) (ur) = E» (uy ). Usando o Lema
3.3, temos que u; € uma solugdo fraca para o Problema (0-1). Lembre-se também que
E; (uy) < 0 para cada A € (0,A*), veja Lema 3.5. A ultima afirmagdo implica que u), # 0
e, argumentando como foi feito antes, assumimos também que u; > 0 em RY.

Uma vez que 9\4: N 9\6\+ = (, obtemos que o Problema (0-1) admite pelo menos
duas solugdes positivas para cada A € (0,A*). Isto encerra a prova. O

Para concluir o primeiro resultado principal, precisamos considerar o caso A = A,.
Em resumo, sob nossas hipdteses, garantimos a existéncia de um ponto critico para o

funcional E) com energia zero. Mais precisamente, consideramos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2. Suponha (Q), (Vi) e (V2). Assuma também que A = A, é vdlido. Entdo
o funcional de energia E)  admite um ponto critico wy, € X \ {0} tal que wy, é um

minimizador para o funcional A,.

Demonstragdo. Primeiramente, recordamos que A, € atingido, veja a Observagdo 2.5.

Como consequéncia, temos que

hei= 0 AY) = Aclu) = Qelte(w)) = Re(te(w))

vale para algum u € X \ {0}. Uma vez que 7,(u) > 0 é o ponto de méximo de Q,(z) :=

R.(tu), observamos que
0=0,(t(u)) = (Re)' (te(u)u)u. (3-8)

Por outro lado, usando o fato de que u € um ponto critico para o funcional A,

inferimos que

Assim
0= [ (w)W][(Re) (te(w)u)u] + (Re) (te(w)u)te(w)w, w € X. (3-9)

Segue de (3-8) e (3-9) que

(R.) (te(w)u)w =0
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vale para todo w € X. Agora, definimos a nova fungio wy_ := f.(u)u, usando a Equagio

(2-19), obtemos as seguintes identidades
0 =R, (wp )w = qllwy, |, ?E;, (wp,)w, paratodow € X.

A ultima afirmacdo diz que E7’L (wy,)w = 0 é verdadeira para cada w € X, assim w;_ ¢é
s . /

ponto critico para o funcional E, .
Além disso, como A, € 0-homogénea, assim wy_ € ponto critico de A, € como

visto na Observagio 2.5 wy € minimizador de A.. Isto conclui a prova. 0J

3.3 Demonstracao do Teorema 1.1

A primeira parte do Teorema 1.1 que afirma a existencia de pelo menos duas
solugdes positivas distintas uy, € N, e vy, € N\, em X para o Problema (0-1) foi provada
na Proposi¢@o 3.1, e a parte que afirma que E) () ) < 0 foi provada no Lema 3.5.

Agora seré estudada a prova dos itens i), ii) e iii) do Teorema 1.1. Para demons-
tracdo destes resultados usaremos amplamente a Observacdo 2.2 para mostrar que o sinal
de Ej (v) varia de acordo com a localizagdo de A no intervalo (0, A*). Mais precisamente,
provaremos que Ej (vy) > 0 para cada A € (0, ), também que Ej (vy ) =0e Ey(v)) <O
para cada A € (A, A").

3.3.1 Partei)

Pela Proposi¢do 3.1, para cada A € (0, A.) obtemos que o Problema (0-1) admite
pelo menos duas solugdes positivas uy, vy € X.

Agora serd provado que v, tem energia positiva para cada A € (0,A,), veja
a Figura 3.1. Como existem projecdes Unicas nas variedades de Nehari 57\6: e 9\652
respectivamente, temos que #," (v3) = 1 > 1,(vy,) vale para cada A € (0,A.).

Por outro lado, pela Observagdo 2.4 temos que R, (1vy) < R.(tv)) vale para cada
t > t,(u). Em particular, pelas Observagdes 2.1 e 2.4 parat =1,"" (v ) = 1, obtemos

A=Ru(va) = Ra(t;)” (m)va) < Re(t; ™ (va)va) = Re(m)-

Portanto pela Observagéo 2.2 temos que T% =E)(vy) >0.

3.3.2 Parteii)

Primeiramente, tome A = A,. Como foi feito na prova do item anterior, obtemos

que o Problema (0-1) admite pelo menos duas solugdes fracas u; , v, € X, veja Proposicao
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Qn(t)

Ro(t0 (0)u) | o,

R(t7* () | [

B (W)

£ (r;) f,\

Figura 3.1: Fungoes Q, e Q. para A € (0, )
Fonte: SILVA et al. (2021)

Qn(t)

A=A (u) = Re(ty (w)u)

Qc(t)

Figura 3.2: Fungoes Q, e Q. para A = A,
Fonte: SILVA et al. (2021)
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"I\nr:“j — Rn“n{“j”‘} .......................................
M= R”f:fr;:' T LT | B + ......... :

N\ e
Ap(u) = Rt ()0 ]oicee focrcersrisianns ......... ¢ .......
A= R(t) (w)u)| e :
AT N A U SUR S R, WU (h)r(t]

Yy

fafu) £ () t.(u) t\

Figura 3.3: Funcédes Q, e Q, para h € (A, \*)
Fonte: SILVA et al. (2021)

3.1.

Segue da Proposi¢do 3.2 e da Defini¢do (1-21) que A, = A (w) ) = rtn>:c18(Re (twa,)
para algum w)_ € X, onde wj_ € um ponto critico para o funcional E, . De fato, a fungdo
wy, pertence a 2\, , ver Figura 3.2.

Agora provaremos que Ej_(w)_ ) = 0. Para isso, observe a Figura 2.1 levando em

consideracdo que A = A, e que A, = A.(w), ) assim temos

e

G (wa,) =te(wa,) =67 (wa,) =17 (w,) =1 (3-10)

visto que wy € 5\6; (veja Figura 3.2). Assim obtemos a seguinte identidade
Ao = Ae(wn,) = Re(te(wa,)wa,) = Re(wy, ).

A tltima afirmagdo juntamente com a Observagdo 2.2 nos diz que Ej (w), ) = 0. Em
outras palavras, podemos encontrar um ponto critico wj € X para o funcional de energia
Ej com energia zero.

Em vista da Proposic@o 3.1 sabemos também que existe v, € N, tal que

Ex(v)) = Wigl;\g_ Ex(w) < Ep(wy,) =0. (3-11)

Portanto, Ey (vy) <0
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A estimativa dada em (3-11) nos diz que R.(vy) < A., veja a Observagdo 2.2.

Note também que como A, := inf A.(u), temos que
uex\ {0}
A < Ae<Vk) = Re(te(vk)vk) (3-12)

¢ verdadeiro para algum #,(v; ) > 0. Além disso, usando a equagdo (3-10) e o fato de que
vy, € N, , tem-se

ta(va) <te(va) <87 () = 1. (3-13)
Como consequéncia, obtemos que A = R, (v;) < R.(vy), haja visto que pela Observacio
2.4 R,(tv) < R,(tv) paracadat >t,(v) comv € X \ {0}.

De acordo com a Observagao 2.2, obtemos que Ej (v ) > 0. Usando essa afirma-
¢do juntamente com a Estimativa (3-11) temos E; (v ) = 0. Novamente pela Observagio
2.2, Re(vy) =A=MA,. Assim, de (3-12) e (3-13), A.(v) = M. Logo Ej (vy) = Ey (wy,) =0.
Como consequéncia, o minimizador em 9\6\‘ tem energia zero. Isto conclui a prova do se-

gundo item do Teorema 1.1.

3.3.3 Parte iii)

Como foi mencionado anteriormente na Proposi¢do 3.1 para cada A € (A, A")
obtemos que o Problema (0-1) admite pelo menos duas solugdes positivas uy , vy, € X.
Sejav € X \ {0} fixado tal que

A <A(v) =R (t.(v)v) < A
Sabendo que R, (#,"" (v)v) = A, temos que
Re(1e(v)v) < Ru(t; " (v)v),

assim analisando a Figura 3.3 deduzimos que 7," (v) € (0,2,(v)).

d
Além disso, para cada t € (0,7(v)) temos que E(Re(tv)) > 0, assim pela
Proposi¢do 2.8 R,.(tv) < R,(tv) quando ¢ € (0,%(v)). Em particular, assumindo que
t =1,"" (v) obtemos R,(t;"~ (v)v) < R,(#;"" (v)v) = A. Entéo pela Observagio 2.2

Ex(ty” (v)v) <0, 1,7 (v) € (0,2.(v)).

Por fim, usando o fato de que £, (v)v € A}, tem-se £} < Ey(t;"" (v)v) < 0, portanto
Ej(vy) < 0. Isto conclui a prova.



CAPITULO 4

Demonstracao dos Teoremas 1.2, 1.3 e 1.4

Neste capitulo serdo provados os Teoremas 1.2, 1.3 e 1.4. O Teorema 1.2 traz
informacdes sobre a continuidade e monotonicidade de ﬂ e £)% em relagdo ao parametro
A € (0,A*), além disso, o Teorema 1.3 aborda o comportamento desses funcionais quando
A — 0. E por fim o Teorema 1.4 discorre sobre a existencia de pontos criticos para
o funcional energia quando A = A*. Vale ressaltar que o caso A = A* ndo entra na
demonstracdo do Teorema 1.1 pois nesse nivel, o conjunto 7\&1 ndo € vazio, assim nao
€ possivel aplicar o método de Nehari diretamente com esse parametro.

Primeiramente consideramos a prova do Teorema 1.2.

4.1 Demonstracao do Teorema 1.2

Nesta segdo, consideraremos (A;) C (0,A*) tal que A; — A € (0,A*) quando
J — oo. Lembre que f,){ =E(uy) e £}% =Ey(v)-

Aqui faremos a prova para a funcio T,){ Uma prova similar pode ser feita para a
funcao T,)%
Proposicao 4.1. Suponha que (Q),(V1) e (V2) sejam satisfeitas. Seja u; € N{ a solugdo
fraca do Problema (0-1), onde \ € (0,A*). Entdo t;:f(ui) — L;#(ui) =1, com j — oo,

n4, n4/
ondetxj (ux)er/x (u

x) sdo dados pela Proposicdo 2.9.

Demonstragdo. Uma vez que u; € N{ ¢ uma solucdo fraca do Problema (0-1) para algum
A € (0,1*), sabemos que L;’“L(ui) =1
A ideia principal aqui é considerar uma fung¢io auxiliar F : (0,A") x (0,00) — R
definida por
F(At) =Ry(tus) =&, L€ (0,A7),1>0.

Note também que F € C'((0,A*) x (0,%0),R). Como u; € ponto critico do funcional

energia, pela Observacio 2.1

FOL1)=h—A=0.
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Além disso, como u; € 7\4%, de acordo com a Proposi¢do 2.4, obtemos

%FO\"[)LI = (R,,)'(ui) (ui) > 0.

Agora, aplicamos o Teorema da Fungdo Implicita [6] provando que existem 6 > 0 e uma
fungio de classe C' denotada por #(-) : (A —8,A+8) — R de tal modo que

i) F(At(\) =0, Ae(A—8,A+8); o
(i) 4F(1)] ) = (Ra) (¢(W)g) (6 (V) > 0, A€ (A—8,1+3).

Como consequéncia, afirmamos que

(V) =167 ().

De fato, dado A € (0,A*) pela Proposi¢do 2.9 para cada u € X \ {0}, em particular para
5, tem-se t;’Jr(zﬁ)u;b € N, Assim

E (5" (u)us)ty
logo, pela Observagao 2.1 temos que
Ru(ty " (u)uz) =%,

portanto
F(h 2y () = Ru(ty " (u )u5) = L = 0.

Além disso, vemos que

iF(X,I) }

7 * :(Rn)’(tg*(ui)ux)(t;*(ux)ui)>O, e (h—8,A+8).

t=n" ()

A dltima afirmagdo implica que t;z”L(ui)uX € N," vale para cada A € (7» — 8 A+ d).
Como consequéncia, usando a unicidade da projecdo na variedade de Nehari M+ dada
pela Proposi¢do 2.9 deduzimos que 7(A) = t;’+(ui) vale. Como resultado, em vista da
continuidade da fun¢@o #(-) : (A— 8,1+ 3) — R obtemos t£,+(”1) — th“(uX) = 1 quando
J — oo. Isto conclui a prova. 0J

E importante mencionar que para cada A; € (0,A*) satisfazendo A; — A existe

um ponto critico uy; de Ej . A partir de agora, iremos considerar f,}{ = Ei,(uxj) e
J ]

2 _ 2 ~ o . . . . -+ —

ij = Exj (V}\,j)’ onde uy; e vy, sdo minimizadores nas variedades de Nehari M} e 9\6»; ,

respectivamente. A caracteristica principal aqui é considerar como as solugdes fracas oy

e vy, se comportam quando j — oo. Nesta dire¢do, provaremos os seguintes resultados:
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Proposicio 4.2. Suponha (Q), (V1) e (V2) sejam satisfeitas. Entdo (uy;) e (vy,) sdo

sequéncias limitadas em X.

Demonstragcdo. Nesta parte, serd feita a prova para a sequéncia (uxj). A prova para a
sequéncia (vy,) € andloga.

Em vista da Observagdo 1.1 e Proposi¢ao 4.1, observamos que

Jj—reo J—re
assim
Ei > limsup E){j = limsup £y (uy,,) (4-2)
J—roo J—e

Note também que como visto na demonstragao anterior uy; € 9\65“, assim, Ei _ (uxj)uxj =0.
J J

Entao
p Pdx = 2, q
[l 1) a1 dx = N P =2 [

Assim

1 1 A
B (i) = gl 1= 5 (I B [l 1) =2 [ e

Segue da imersdo X < LI(RV) e de (4-2) que

1 1 1 1
E > Ey () > i - P=rc(=— = 119
i, = limsup () = imsup [(2 2p> ([ 1 = A; <q 2p) [z, }
vale para algum C > 0. Uma vez que 1 < g < 2, a dltima desigualdade implica que (ux_i)
¢ limitada em X. A prova para a sequéncia (ij) segue usando as mesmas ideias. 0

Proposicao 4.3. Suponha (Q), (Vi) e (Vo) sejam satisfeitas. Entdo, a menos de uma
subsequéncia, existem uz,v; € X de tal modo que uy; — uy e vy, — vy emX quando

Jj—> oo

Demonstragdo. Lembre que pela Proposicao 4.2 (uy,,) e (vy,) sdo sequéncias limitadas
em X. Como consequéncia, a menos de uma subsequéncia, existem uy,v; € X tais que
uy; — uj e vy, — v; em X. Agora consideraremos a prova para a sequéncia (uxj). A prova
para a sequéncia (ij) segue usando as mesmas ideias. Vale lembrar uy,; € solucdo para

Zl)i , assim (”x,-) ¢ uma sequéncia de solucdes para o seguinte problema de minimizacao
J J

1.
‘E)\,j - Wg;\té‘j;Elj(w)
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Além disso, uy,; € um ponto critico para o funcional Ej ; para cada j € N, ou seja, sabemos
que (E; (uy;),y) =0 para todo y € X, vide Lema 3.3. Portanto, <E§»(uﬁ,\|}) =0 vale

j
para todo y € X. Em particular, obtemos

<E;\,j(u7\.j)7u7\,j_u1> =0 e <E§L(u5\,)7u7\,j_ui> =0.

Por outro lado, tomando A = A, u = uy; e Y = uy . — u5 na Equagdo (1-2) temos que

-2 -2
(up;,up; —uz) =Aj /RN‘”MW ij(uxj—ux)dxﬂL/RN(Ia*\uxj|p)!ux_,-\p uy,, (up,, —uz ) dx.

Tomando o médulo na igualdade acima, obtemos

0, )| < [ sl 9 i, =gt (T a1t P~ oy, = .

assim inferimos que

i, =) < [l 17+ (B o, 1), 17 iy, = ] = (1) (4

Analogamente obtemos

|<M7L,u;bj — u;\)‘ < /RN(Muﬂql + (Ioc * ‘uﬂp)luﬂpilﬂuh — uﬂ = oj(l). (4-4)

De acordo com (4-3) e (4-4) obtemos que u); — u5 em X. Este mesmo argumento pode

ser aplicado para a sequéncia (ij)- Isto conclui a prova. 0

Proposicao 4.4. Suponha (Q), (V1) e (V2). Entdo us; € 9\4~:L ev; €N onde uj e vy foram
obtidos pela Proposicdo 4.3.

Demonstragdo. Lembre-se que uy; — u5 e vy, — v; em X para alguns u5,v5 € X, vejaa
Proposicao 4.3. Dividiremos a prova em partes, primeiro serd provado o resultado sobre
u; e porteriormente sobre v; .
Para contemplar a primeira parte, nosso objetivo € garantir que u; # 0,
/ " . . N
E; (uz)uz, = 0 e E5(uz)(uz,u5) < 0. Sendo assim, considere a sequéncia (uy,;) onde
uy,; — uz.. Usando (4-1), o Lema 3.5 e o fato de que E), € continua, inferimos que

lim %, = lim B (u;) = By (uz) < B <0.

j*>oo J ]’*)oo

A ltima afirmag@o assegura que u; # 0.
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Devido ao fato de que Ei,- (up,)w = 0,w € X, usando a continuidade em E} e em
u e a convergencia forte de (uxj), obtemos que Ei(”X)W = 0,w € X. Em outras palavras,
u; € um ponto critico para Ej satisfazendo uz # 0.

Por outro lado, note que pelas Equagdes (2-20) e (2-21), R,,(tu) e sua derivada sdo
continuas. Em particular, como u),; observamos que Ry, (uy,) = A e (Ry)'(un;)(up,) > 0.

Tomando o limite nessas expressoes, deduzimos que

Ri(u3)=A e (Ry) (uz)(u3)>0.
Sabendo que 9\4{) é vazio, pela Proposi¢do 2.5 temos que E;Z (uz) > 0, portanto u5 € ﬂéf.
Agora consideraremos a segunda parte envolvendo a sequéncia (Vki)- E impor-
tante salientar que o argumento similar usado em (4-1) ainda é vélido para £5% Neste caso

obtemos que
limsup E)%j < limsupE), (tﬁfr(”i)”i) = Ei(t%Jr(”i)”x) = %5%
Jj—reo Jj—reo '
Pelas Equacdes (2-23) e (2-30), existe C > 0 tal que a desigualdade 7,(u) >
C||u||?3~2P)/(2P=2) ¢ verdadeira para qualquer u € X \ {0}.

Além disso, usando a Proposicao 2.9, mencionamos também que
2-2p .
Cllva 17772 <ta(va,) <877 () = 1,

assim

c__,

2p—2
2p—2
[[va 12

A ultima desigualdade implica que a desigualdade
Il >C>0 4-5)

¢ verdadeira para qualquer j € N com C > 0. Passando ao limite na expressdo acima
obtemos que C < [|v;|| € satisfeita. Em particular, vemos também que v; # 0 estd agora

verificado. Isto termina a prova. 0

Proposicao 4.5. Suponha que as hipdteses (Q), (Vi) e (Vo) sejam satisfeitas. Entdo
obtemos que A — T?{ el Z)% sdo fungdes decrescentes em (0,1").

Demonstracdo. Sejam Ay, Ay € (0,A*) nimeros fixos satisfazendo A; < A,. Note que
como t;f;_ (v,) e t;;_("}q) sdo pontos criticos de Ej, e E), respectivamente, assim pela

Observagao 2.1



4.1 Demonstracdo do Teorema 1.2 78

A= Rn(t;z;_ (VM>V7»1) < Rn(l‘;;_ (Vk1 )VM) =\.

Uma vez que ty’™ (v, )15 () € (ta(va, ), +o0) € 1 = Ry (tvy,, ) € uma funcdo decrescente
nesse intervalo para todo A em (0,A*), obtemos que t;; (my) < t;fr (m,) =1

Agora afirmamos que ¢ — Ej (fvy,) € crescente em [IZ;JF(V;H),I)"L;*(VM )], veja a
Figura 4.2. A prova desta afirmacdo segue do fato de que # — Ej (¢v;,) tem exatamente
dois pontos criticos dados por t;f(v;”) e t;;_ (v,)- Além disso, sabemos que I;TF (va,)
€ um ponto de maximo local e tzr (va,) € um ponto de minimo local para a fibra
t = ¢(r) = Ey(tu). Usando o fato de que 1)~ (va,),15 () € [t£;+("7»1 )ity (va,)] € facil

ver que

Ey, (6, (va)va,) < Ea, (6, (ag)va,) = E, (va,) (4-6)

Além disso, usando as defini¢cao de £7%1 e sabendo que vy, € minimizador de E;,,

temos

Ey, = Ep,(na,) < Eny (1) ()

além disso, pela defini¢do de E; (u) é claro que

Ey, (6, )v) = Ex (65 (g )vay) — e =)l (v, N1,

como —(Ay —Aq) ||t;2_ (va, v, |4 < 0, pela Equagdo (4-6) podemos concluir

E, < Ey, (60 () < Ea, (0n) = 5 - (4-7)

Assim A — EZ ¢ decrescente em (0,A%).
Usando as mesmas ideias discutidas acima, obtemos algumas propriedades
andlogas para a variedade de Nehari %+. Nomeadamente, podemos mostrar as seguintes

propriedades:

+ + .
. I:t;fl (ux1)<t£2 (up,);

t — Ej, (tuy, ) é decrescente em [0,t£j(u;hl )]s

- - :
Byt ()ur,) < Ea, () (i, Jup,) = En,y (un,):

f)iz < 2‘711’;\'1 <7\.2.

A demonstragdo dos itens acima segue argumentando como foi feito para a variedade de

Nehari A}, . Isto conclui a demonstragao. 0



4.1 Demonstracdo do Teorema 1.2 79

Relembrando o que diz o Teorema 1.2 temos o seguinte.
Suponha (Q), (Vi) e (V2). Dado A € (0,A*) fixado, tome a sucessdo (A ;) C (0,1%)
tal que A; — A quando j — 0. Entdo obtemos as seguintes afirmagdes:

i) As funcdes A — T,)i el T,f sdo decrescentes e f}L < f)%;

ii) As fungdes A uy, € A +— vy, s3o continuas, i.e., uy, — u5 € v, — v; em X quando

Jj — oo, onde

| ) 1 2.
E) =5, E=%, BEwm)=%, ¢ E;0n)=%;

i) Zli — Ei quando j — oo, ou seja, A — E)’L sdo fungdes continuas para cadai =1,2.
]

4.1.1 Partei)

Usando a Proposicdo 4.5, sabe-se que as fungdes A — E)i e A f,)% sao

decrescentes. Além disso, também foi mencionado na Equacgdo (4-7) que

£ < E}.

Estes fatos garantem que o item i) estd agora verificado.

4.1.2 Parte ii)

Segue do item anterior e da definicdo de ’E)i juntamente com a Proposi¢ao 2.9

que afirma que existe u € MJF tal que

Ey(u) = B :=Ep ().

Aqui foi usado o fato de que u,uy € MJF. Em particular, pela Proposi¢do 4.3 obtemos que
existe uma sequéncia (ukj) em X tal que uy; = uy, quando j — eo. O mesmo argumento
pode ser aplicado para a sequéncia (ij) provando que vy, — v) quando j — eo. Isto

conclui a demonstracdo do item ii).

4.1.3 Parte iii)

Por fim, demonstraremos que A +— f)’;,k € (0,A%), i = 1,2, é continua. De
fato, defina a fungdo E : (0,+o0) x X — R dada por E(A,u) := E, (u). Pela Observagio
1.1 E é uma fungdo continua. Em particular, dada qualquer sequéncia A; C (0,A*) tal
que A; — A € (0,A*) pela Proposi¢do 4.3 tem-se que uy; — uy. Portanto, obtemos
T,){j =E(Aj,up;) > E (A, uz) = f% A tltima afirmagdo implica que A — ZL)]L ¢ uma funcio
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continua para cada A € (0,A*). O mesmo argumento pode ser aplicado para a fungdo £}%,

mostrando que o item iii) estd agora verificado. Isto termina a demonstragao.

A2
Al
]—{?1 (!IU)
ty" (v) .f.:; (v) ty, (v) (;)\
Figura 4.1: Fibra t — R, (tv) para A < A,.
Fonte: SILVA et al. (2021)
LS Ty T,
: H : =

Figura 4.2: Fibrat — E (tv) para A < ;.
Fonte: SILVA et al. (2021)

4.2 Demonstracao do Teorema 1.3

Antes da demonstracdo do Teorema 1.3 deve-se considerar alguns resultados

auxiliares que sdo apresentados a seguir.

Lema 4.1. Suponha que as hipdteses (Q), (V1) e (Va) sejam satisfeitas. Entdo Ny~ e Ny

sdo conjuntos vazios.
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Demonstracdo. A demonstracdo segue por contradi¢do. Assuma que existe ug € %O.

Portanto, a funcao ug satisfaz as seguintes identidades

E\(uo)(uo) =0 e E{(uo)(uo,up) =0, com ug#0.

Assim, como A = 0, pelas Equagdes (1-2) e (1-11) temos que

ol = [ (fa o) o] dx = 0

e que
luol® —p/ (I * uo|P)|uo|Pdx = 0,
RN

respectivamente. Logo

(= 1) [ (o w0]")uo|dx =0.
RN
Visto que p > 1 tem-se
/ (Ioo |tt0]) 0| Pdx = 0.
RN

Portanto
[[uol| = 0.

Como consequéncia, uy = 0, o que € um absurdo. A ultima afirmacdo implica que %O =0.
A demonstragdo para %* segue as mesmas ideias discutidas acima, porém
E{/(uo)(uo,up) > 0, assim

ol = [ (ha ol ol i

ol > p [ (ol ol

o que € absurdo pois p > 1. Isto termina a demonstracao. 0

4.2.1 Parte ii)

Suponha que as hipéteses (Q), (Vi) e (V») sejam satisfeitas. Seja (A;) C (0,A%)
uma sequéncia tal que A; — 0. Queremos provar agora que uy; = 0.
De fato, considere a sequéncia (MAJ»), onde uy,; € .‘Mf € uma solucdo fraca para
J

o Problema (0-1) com A = A;. Note que (uy;) € limitada, pois como uy, € Aj; entdo
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E; (u)(u) =0, ou seja

J
2
a2 =2 [ ujitdx= [ (G ugllurd

Substituindo essa integral no funcional Ej (u;) obtem-se

1 1 Aj
By i) =l o (Il = [ e =22 [ joax
11 5 11
R e = = — — .14
~ (395 )l (=50 ) [ ot

Pela compacidade da imersdo X < L"(R") para cada r € [1,2*), obtemos

1 1 ) 1 1
By ) 2 (5= 50 ) sl = (5 = 20 ) s,
onde C > 0. Pelo Lema 3.5 obtemos

11 ) 11
S 1= (-—=)Cllm l7< E <o.
(535 ) I =2 (5 = 5 )l I < 2,

Note que podemos expressar essa desigualdade da seguinte maneira
2
alluj||” = bllu;l|* <0

com a e b positivos e ¢ < 2, portanto, a sequéncia (uy,;) € limitada.
Usando as mesmas ideias discutidas na prova da Proposicdo 4.3, é possivel

deduzir que uy; — up em X. Note que como a condicdo de solucao fraca para uy,; é

<ux,7<P>—%/RN|ux,|q_2ux,-<|>dx—/RN(loc*\ulep)|uxj|p_2ux,¢dX=0 (4-8)

para todo @ € X. Passando ao limite para j — oo cada parcela da expressao (4-8) temos que
pela continuidade do produto interno, o termo linear converge para (ug, ®). Para o termo
com 2, usando novamente a compacidade da imersdo X < L (RN) para cada r € [1,2%)

b [ o, 192 9] < 2,Cl 19 ] 0

poisA; —0e uy,; € limitada. Por fim para o termo nao local

[l 17, 172, 05 [ (o o) ol uop
RN RN
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pela convergéncia forte u); — up em X e continuidade do operador ndo linear. Assim

(0.9) = [ (oo} ol ol =0 @9)

logo ugp é uma solugdo de (0-1) com A = 0. A Equagdo (4-9) também nos diz que ug
satisfaz Eg(uo)(uo) = 0. Além disso, como E;:j(u;hj)(u;hj, uy,) > 0, pela continuidade de
E;fj temos que E{ (uo) (o, uo) > 0.

Portanto ug € A" UAZ U{0}. Em vista do Lema 4.1, os conjuntos A" e Ap’

sdo vazios, como consequéncia deduzimos que ug = 0. A dltima afirmacao diz que

up; =0 quando j— oo (4-10)

Agora considere a sequéncia (ij) onde vy, € 9\6: ¢ uma solucdo fraca para o
J
Problema (0-1) com A = A ;. Note que

Exj (VXJ') = min E;Lj (v) = ’E)%j.

Além disso, como
Aj
_ _ N q
Ex, () = Eofu) ~ /RN lul?dx,
inferimos que
Ty, = Ex, () < Eo(w)

vale para todo u € X. Como A i — 0, temos

A 1
—meHZ =z = Ivllg
logo
1

1o, 1
_ N q__ p p
Ep;(va;) = 5 Ival qllmj||q o oy Jox [V, 7 v [P

E como Ej, (Vx_,-) < foz, obtemos a desigualdade.

1 2 1 1
- _ p Py _ q 2
5 vl ZP/RN(Ia*\vx,I ) v, 1P dx qllvx,-HqS % -

Como vy, € Aj,, vale que

[ e s, P = v, 2= [ o o,
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substituindo no funcional obtem-se

1 Aj 1
Byon,) = 5l 2 =2 [ bt o (Il [ o va)

11 > 11
(LY (L L) [
(2 2p) v, | J(q 2p> o [Vl

como A; < A* e usando a compacidade da imersdo X — L"(R") para cada r € [1,2%),

obtemos L L
2 2 *
232 Byn) 2 (35 ) I P =3 (5= 50 ) el I

Analogamente ao caso de (uy,) conclui-se que (v;) € limitada em X. Usando as ideias
empregadas acima, deduzimos que vy, — vo em X quando j — co. Além disso, usando
as mesmas ideias discutidas na prova da Equacgado (4-5) € possivel concluir que existe
uma constante C > 0 que ndo depende de A tal que C < ||vy [|. A dltima afirmagdo
e a convergéncia forte mostram que vy # 0. Sob estas condi¢des, de forma analoga a
aparesentada para 7y tomando o limite j — oo, segue que vo € uma solucgao fraca para o
Problema (0-1) com A = 0, assim E(vo)(vo) = 0.

Pela continuidade de E,’, obtem-se Ej(vo)(vo,vo) < 0. Agora argumentando por
contradigdo, suponha que a funcdo vy satisfaga E{/(vo)(vo,vo) = 0. Como consequéncia,
usando a mesma estratégia empregada na prova do Lema 4.1, vg = 0. Isto € uma

contradi¢do, provando que a fun¢do v satisfaz as seguintes condicdes

E(/)(V())(Vo) =0 e E(/)/(VO)<V0,V()) < 0.

Portanto, vg € %ﬁ. Assim vy € uma solucdo fraca do Problema (0-1).

4.2.2 Partei)

Como foi visto na Equagdo (4-10) uy; — 0 quando A;j — 0. Usando a continui-
dade do funcional (A,u) — E(A,u) temos que

f’){j :EO\’jvulj) — E(an) =0.

Assim quando uy, — 0 temos E){j — 0. Por outro lado como visto na Se¢do 4.2.1,
Vi, = Vo quando j — oo, onde vy € uma solucéo fraca para o Problema (0-1) com A =0,

assim
;. =E(Ajm,) — E(0,v) = %

Isto conclui a prova.
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4.3 Demonstracao do Teorema 1.4

Nesta secdo o principal objetivo € encontrar existéncia de solugdes fracas para
o Problema (0-1) assumindo que A = A*. Para fazer isso, consideraremos uma sequéncia
Aj € (A, A7) tal que A;j T A", Segue do Teorema 1.1 que existem solugdes fracas uy,
e vy, para o Problema (0-1) para cada j € N. Agora, consideramos alguns resultados
auxiliares que descrevem como a variedade de Nehari se comporta assumindo que A = A*.

Inicialmente, consideramos o seguinte resultado:

Proposicao 4.6. Suponha que as hipdteses (Q) e (Vi) e (Vo) sdo satisfeitas. Entdo
NG # 0.

Demonstracdo. Em vista do Lema 2.2, existe uy« € X \ {0} tal que

A dltima equagdo garante que uy+ € Aj+. Note que pela Equagdo (2-21)

rey_ 4 g By () (s, ups)
QD)= Rl = = G ) ()

e usando o fato de que # = 1 é um ponto de maximo para Q,(r) := R, (tuy), temos que

0— QE;:(MX*)(”X*JMX*)

t G'(up)(uy-)

assim EJ., (u+) (up+, up+) = 0. Portanto uy» € AG2. Isto conclui a prova. O

E importante enfatizar que o método de Nehari funciona bem quando podemos
encontrar um minimizador u € .‘7\45r U 9\6: para o funcional E, paracada A > 0. A principal
razdo € que o multiplicador de Lagrange precisa ser zero e sua derivada diferente de zero.
No entanto, assumindo que u € 9\6? € um minimizador para o funcional Ej restrito a
.‘7\6? , ndo € ficil verificar que u € um ponto critico para o funcional E;. Para resultados
adicionais sobre este assunto, referimos o leitor interessado a referéncia [20]. Para este
contexto, serd provado que qualquer solucdo fraca u € X ndo pertence a 7\&2, mais

especificamente, o seguinte resultado:

Proposicao 4.7. Suponha (Q) e (V1) e (V) sejam satisfeitas. Entdo ndo existem solugoes
fracas u € X para o Problema (0-1) tais que u € 9\651.

Demonstracdo. A prova segue por contradicdo. Suponha que exista u € 57\68” assim
E; (u)(u,u) = 0, de modo que u é uma solugo fraca para nosso problema principal (0-1),
assim

—Au+V (x)u = 2 (T ul”) ]P0+ 20" ||, (4-11)
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e E;.(u)y = 0 para todo y € X. Assim u satisfaz A* = A, (u). Como consequéncia, a

fun¢do u também € uma solugdo fraca de (2-29), logo de (2-29) e (4-11)

2 (T, % |0t P) |0a) P~ 20+ 20 |97 20 = 2p (T [u|P) [P~ 20+ g N |92,

assim

2—q)\"

ST u|?%u, q.tp.emRY.
p_

(oo [ul?)JulP~2u =
A ultima afirmacdo implica que

2—g\

I P\|lylp~4 = X2 4™
(e a0 = 42

q.t.p. em [u # 0]. (4-12)

Por outro lado, observe também que u € CIIO’E(RN ) para algum f € (0,1), o
que pode ser feito usando o Teorema B.l1 no Apéndice. Vale lembrar que a imersdo
X < L"(RV) é continuo para cada r € [1,2*], veja a Proposi¢do 2.1. Em particular, obtem-
se também que u € C ll OE (RMYNLY(RY) para algum B € (0,1). A dltima afirmagdo assegura
que u(x) — 0 quando |x| — oo. Neste caso, usando o principio do mdximo forte e as
mesmas ideias discutidas na prova da Proposi¢do 3.1, mencionamos que u > 0 em RY,
Além disso, usando o Lema B.1 no Apéndice, e sabendo que ||u||;, = 0, existem constantes

C,R > 0 tais que

(o [u]”) (x)
= 2| < C|lull®. 4-13
e R @13)
Além disso, note que como Iy (x) = A"‘go)c, temos que lim /o (x) = 0. Dado € = ——,
x| i oo Clu][

existe R > 0 tal que
|x| > R & Iy (x) <&,

logo
1
In(x) < ——, x€ Bg(0)°. (4-14)
Cllull

Das Equacdes (4-13) e (4-14) obtemos

(Lo [u[P) (x)
Io(x)

2—g)A*
Observe também que, |u|P~9 < C=aV
2p—2

In(x) <1

em Br(0)¢ vale para qualquer R > 0 suficiente-

mente grande. Como produto,



4.3 Demonstrac¢do do Teorema 1.4 87

QoW _ (a0, gy o X

2D qtp. em Br(0)°.
2 e 2y _p 0 dtpem (0)

Isto € uma contradicio, provando que qualquer solu¢do fraca u para o Problema (0-1)

satisfaz u ¢ 7\651 Isto conclui a prova. O

Proposicdo 4.8. Suponha que as hipdteses (Q), (Vi) e (Va) sejam satisfeitas. Seja (vy)
uma sequéncia minimizante para Ey« restrita a N, . Entdo existe vy € X\{0} tal que
vk — vy« em X \{0}.

Demonstragdo. Inicialmente, observamos que existe Y € 7\6; tal que Ey-(y) < 0. De
fato, usando a defini¢@o de A, existe u € X tal que A, < A.(u) < A*. Pela Observagdo 2.5,
como A,(u) # A temos que A,(u) # A*, assim, A, () > A*, provando que 7,7 (u) estd
bem definido.

Além disso, como A,(u) < A*, deduzimos que #,; () < f.(u), veja a Figura 3.3.
Mais uma vez usando o fato de que R, (fu) > R,(tu) para qualquer 7 € (0,7,(u)), a Gltima
desigualdade nos diz que

N = Rt (w)u) > R (£ ()u).

Assim, pelo item iii) da Observagdo 2.2 concluimos que Ej- (1,2 (u)u) < 0.

Para nossos propdsitos, definimos y =, (u)u € N[ . Seja (v¢) uma sequéncia
minimizante para Ej- \%:*. Uma vez que Ej: ’N{* ¢ coerciva, observamos que (vg) é
limitada em X . Portanto, a menos de uma subsequéncia, existe vy« € X tal que vy — vy« em
X. Note também que o funcional u +— F;:(u) é fracamente semicontinuo inferiormente.

Como consequéncia, obtemos que
Ey:(v:) < lim inf Ey. (vi) = EL < Ep (W) <0
—> 00

€ verdadeira para y € 9\6; definido acima. Em particular, a ultima estimativa garante que
De agora em diante, a prova segue argumentando por contradicdo. Suponha que

(vr) ndo convirja para vy em X. A dltima afirmagdo implica que

—>00
Ro(vy:) < lim infR, () = X' (4-16)
—yoo

R;l(v;b*)v;h* < ]}i_rgoinfR;(vk)vk <0. “4-17)
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Em vista de (4-16), inferimos que Ej,(vy:)(va+) < 0, veja a Observagdo 2.1. Lembre
também que Ey (vk) (vk, vk) < 0, que juntamente com 4-17 implica que E; (vy+) (vax, va+) <
0, veja a Proposi¢éo 2.5. Como produto, obtemos que #,. (v3+) < 1 =11 (v) vale para
qualquer k € N. Uma vez que (v¢) ndo converge para vy: em X, deduzimos as seguintes

estimativas

2 n,— . . n.— . . 2
Bie < By (e )vae) < lim infEp- (1 (va-)vi) < lim inf By (vio) = Ey

Isto € uma contradi¢do, provando que vy — v)«. Isto termina a prova. 0J

Agora, recordando que (i) € (v;) sdo solugdes fracas para o Problema (0-1),
onde A; € (Ar,A*) é uma sequéncia tal que A; 1 A*. Portanto, podemos provar o seguinte

resultado:

Proposicao 4.9. Suponha que as hipéteses (Q), (V1) e (Vo) sejam satisfeitas. Assuma
também que N; TN quando j — oo. Entdo, a menos de subsequéncias, existem uy~ € X e
vy € X\ {0} tais que

(i) uy; = Upx € vy, — vy em X;

(ii) uy- € 9\6? e € Ny,

(iii) uys+ e vy« sdo solugdes fracas distintas do Problema (0-1) com A = \*;

(iv) EL < E}.
Demonstragdo. Inicialmente provaremos o item (7). Usando as mesmas ideias discutidas
na prova da prova do item (ii) do Teorema 1.3 apresentado na Subsecdo 4.2.1, inferimos
que (uy;) e (v;) sdo sequéncias limitadas. Agora, usando mais uma vez as mesmas ideias
empregadas na prova da Proposi¢do 4.3, vemos que uy,; — upx € vy, — vy em X.

Agora provaremos o item (i). Note que

Ey () )up; = Ep (v, )va; =0 (4-18)

e como uy;,v); sdo solugdes fracas do Problema (0-1) para A = A, estes sdo pon-

tos criticos do funcional Ej . Além disso, observamos que Ej (uy,)(up;,up;) > 0 e
J

E;L’j (vxj)(vxj,vxj) < 0. Neste estdgio, passando ao limite em (4-18) e usando a conver-

géncia forte citada no item (i), deduzimos que
/ /
Ej. (up)ups = Ey(vas)vpe = 0.
Da mesma forma, também obtemos

E}/\{* (I/l}ﬁ)(l/t?\‘* y M}b*) Z O € E}/\{* (V)\'*)(V)\'* s V;\‘*) S O (4—19)
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Além disso, usando o Lema 3.2, obtemos vy« 7 0. Pela segunda desigualdade de
(4-19) temos que vy+ € 9\6; U 9\685. No entanto, ndo existe nenhuma solucgdo fraca v € X
para o Problema (0-1) tal que v € 9\62, veja a Proposicdo 4.7. Assim v« estd em 9\6;.

Segundo a Proposi¢do 4.5, sabemos que (ff){j)x_i ¢ uma sequéncia decrescente.

Assim, usando que A; T A" e uy,; — up- em X, inferimos também que
Ey - (“X*) = }LHOIOEM(MM) < E?»j(ukj) = T’){_,‘ <0, VjelN

assim Ej:(uy+) < 0 logo, uy~ # 0. Analogamente ao que foi feito para V), prova-se que
uy € N . Isso conclui a prova do item (ii).
Em relagdo ao item (iii), note que pela Defini¢do 1.2 de solucéo fraca de (0-1),

uy, . satisfaz
J

<Mx,7‘lf>—/RNUa*qu,|p)|ij|p_zuxj\lfdx—7¥/RNqu,\q_zux,\l!dXZQ yeH' (RY).

Pela compacidade da imersdo X < L"(RY) para cada r € [1,2*), e pela convergéncia forte
dada no item (i) obtemos que uy« é solugdo fraca do Problema (0-1). A distin¢do entre
uy+ e vy~ vem do item (if).

A prova do item (iv) segue do fato, de que existe 1 (vy: vy € 9\@ tal que
ZL}%* = Ej+(vy+). Note também que t;;;Jr (vy+) > 0 estd bem definido, veja a Proposicéo 2.9.

Como consequéncia, mencionamos que

,+
Eype < Epe (12 (i )var) < Epe () = i

Isso conclui a prova. 0J

Como mencionado anteriormente, consideramos uma sequéncia A; € (A,,A*) tal
que A; T A*. Segue do Teorema 1.1 que existem solugdes fracas uy,; e vy; para o Problema
(0-1) para cada j € N.

Pela Proposi¢do 4.9 temos que uy, — uy- € vy, — vy em X, além disso essa
proposi¢cdo garante que uj« € vy« sdo solugdes fracas distintas para o Problema (0-1). E o
item (iv) garante que E;, < EZ..

Vale ressaltar que, usando as mesmas ideias empregadas na prova da Proposi¢ao

3.1, observamos que uy- > 0 e vy~ > 0em R,

Observacio 4.1. E possivel obter duas solucdes para A € (N, \* +¢), para € suficiente-

mente pequeno. Basta aplicar as tecnicas usadas em [23].
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APENDICE A

Espacos de Sobolev

No presente Apéndice reunimos algumas defini¢des e resultados basicos sobre

continuidade e Espacos de Sobolev, extraidos dos Capitulos 3, 8 € 9 de [3].

Defini¢do A.1 (Solugdo fraca). Seja f € L2 (RN). Dizemos que u € H'(RY) é uma
solucdo fraca da equagcdo

—Au=f emRN,

se

/Vu-V(pdx:/ fodr, YoeCo(RY).
RN RN

Seja E um espago de Banach, E* o espago dual de E (conjunto de todos os
funcionais lineares continuos definidos em E) e seja f € E*. Denotamos por @7 : E — R
o funcional linear @(x) = (f,x). Quando f percorre E*, obtemos uma cole¢io (@) re+
de aplicagdes de £ em R. Ignoramos agora a topologia usual em E (associada a norma

Il - ) e definimos uma nova topologia no conjunto E da seguinte forma:

Definicao A.2. A topologia fraca 6(E,E*) em E ¢é a topologia mais grosseira associada

a colegdo (Qr) fee>
Se uma sequéncia (x,) em E converge para x na topologia fraca 6(E,E*),
escrevemos

Xp — X.

Definicao A.3. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que X estd continuamente

imerso em Y, denotado por X — Y, se

1. X CY (como conjuntos),

2. A aplicagdo identidade 1 : X — Y, 1(x) = x, é trivialmente linear e continua.

Equivalentemente, existe C > 0 tal que
[xlly < Cllxllx, VxeX.

Proposicao A.1. Seja (x,) uma sequéncia em E. Entdo
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(i) [xn = xemo(E,E*)] < [(f,xn) — (f,x) Vf € E"].

(ii) Se x, — x, entdo x, — x em 6(E,E™).
(iii) Se x, — x em 6(E,E*), entdo (||x,||) é limitada e ||x|| < liminf ||x,||.
(iv) Se x, = xem 6(E,E*) e se fy — f em E* (i.e., || fu — fllgx — 0), entdo (f,,x,) —

(f>%)-

Demonstragdo. A prova desse teorema pode ser encontrada na pagina 58 da Referéncia
[3]. 0J

Teorema A.1 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 < p < N. Entdo

* 1 1 1
whP(RNY c LP(RY),  onde p* é dad — ===,
(R™) (R™) onepeaoporp* SN
e existe uma constante C = C(p,N) tal que
lullpr < ClIVull,  VueWhP®RY). (17)

Demonstragcdo. A prova desse teorema pode ser encontrada na pagina 278 da Referéncia
[3]. 0

Corolario A.1. Seja 1 < p < N. Entdo

WP (RY) C L(RY) Vg€ [p,p']
com imersdo continua.

Demonstragdo. A prova desse teorema pode ser encontrada na pagina 281 da Referéncia
[3]. [

Teorema A.2. (RellichKondrachov) Suponha que Q seja limitado e de classe C'. Entdo

temos as seguintes imersoes compactas:

1 1
WIP(Q) C LI(Q) Vge[l,p*), onde — =———, sep<N,
@cri@) e llp) Ll

WhP(Q) CLUQ) Vg€ [p,+e), sep=N,

whP(Q) c C(Q), sep>N.
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Em particular, WHP(Q) C LP(Q) com imers@o compacta para todo p (e todo
N).

Demonstragdo. A prova desse teorema pode ser encontrada na pagina 285 da Referéncia
[3]. OJ



APENDICE B

Resultados sobre Equacoes de Choquard

Neste Apéndice, reunimos alguns resultados tteis para problemas elipticos nao

locais envolvendo a equacdo de Choquard.

Exemplo B.1. Considere a funcdo
_ 26 2y |, .2 21¢
V(x)=1+4x"[(senx;)+x5+- - +xx] "

onde x = (x1,x2,...,xy) € RN, max{B(N —1),1/y} < £ < B/y, B>1leO<y<

1
N1’ N > 3. Entao V (x) satisfaz as hipoteses (Vi) e (Va).
Demonstragdo. Note que

. x%ﬁ > 0 (poténcia par),
s (sinx;)® >0,
© X34 +x% >0,

logo o termo entre colchetes é > 0 e elevado a ¢ > 0 continua > 0. Portanto,
B 2, 2 21> 1=V >0
X [(senx) Y+ x5 4+ +ay] > 1=V > 0.

Assim a hipétese (V) é satisfeita. Por outro lado, observe que

* 1
dx; = C(B,y,0) < oo. B-1
/°°1+X%B(SCIDC1)2€Y l (B %) B

Note que podemos escrever (B-1) da forma

*© 1 i 1
/ B dx; =2 5 dx;. (B-2)
—eo 14 x7" (senxy )20 0 1+4x7"(senxy )24

2
Sabendo que lim ( Sent ) =1, 0onde k € N com k > 1, temos que dado € > 0 existe
xi—kn \ x| — kT

0 > 0 tal que
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(1—€)(x; — km)*" < (senx; )Y < (1 +€)(x; — km)>™, (B-3)

sempre que kT — O < x; < km+ d. Defina os seguintes intervalos
i=[kn—8,kn+08] e Ly= (kn+9,2kn—2J), keN, k>1.

Assim podemos escrever

oo 1 B TC—S 1
/ 2B 2 dxi _/ 2B 20 dx
0 1+4x] (senxy )Y 0 14+x) (senx )2ty

- 1
+ / dxy
kz’] ( I 1+x$B(senx1)2eY )

- 1
+ / 5 dxi |. (B-4)
k=1 \/Lx 14 x7"(senx; )20Y

Agora mostraremos que cada uma das séries de integrais acima sao finitas. De

falto, para cada k € N com k > 1, temos por (B-3) que

1 1
dxy S/
/Ik 1 +x$B(senx1)2€Y i 1+ (km—8)2B(1 —g)(xy — km)2tY

dxy. (B-5)

Fazendo a mudanga de varidvel y = x; — km em (B-5) obtemos que

1 8 1
/ dx; = / dy
5 14 (ke —8)2B(1 — &) (xy — k)2t 5 1+ (km—8)2B(1 —g)y2tv
5 1
< dy.
- /_5 1 —e+ (km—8)2B(1 —g)y2y Y
Usando a desigualdade acima em (B-5) temos a seguinte estimativa
/ ! dx, < C(e) / ’ ! d (B-6)
X1 > y. -
I 1 +x%B(senx1)2€Y 8 14 ((km — 8)P/try) 20
Fazendo a mudanca de varidvel z = (kr — 8)P/?Yy em (B-6) obtemos que
) 1 1 S(km—-d)F/
dy = —/ — = dz. B-7
/_5 1+ ((km— 8)B/try)2ty Y (ke — 8)B/ Y J _§(km—s)p/ev 1+ 2200 : ®B-7)

Observe que podemos escrever

S(kn—-8)F/ S(kn—-8)B/ 4
T an =2 ——pdz. B-8
/_s(kn_s)ﬁ/fv 1+ 2% /0 14 20 % (B-8)
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Usando que max{B(N —1),1/y} < £ < B/y, temos que £y > 1. Assim, obtemos a seguinte

S(kn—8)P/fr
——dz <
/0 14220 /0 142200 Z+/

para alguma constante C > (. Usando (B-9) em (B-8), temos que

8(km—8)B/t 1
——;dz<Cy.
/S(kna)ﬁ/éy 1+ 220 =0

estimativa

542G, (B-9)

Aplicando esta tltima estimativa em (B-7) obtemos de (B-6) que

/ ! dx < S®)
il (senxy 20 (kn— )P/

Usando esta dltima desigualdade e o fato de ¢y < 3, temos que

y ! k) _
; </Ik 1+X B(Senxl)zgydxl) S/; (kn—S)B/KY <o (B-10)

Para as integrais sobre os intervalos L;, observemos primeiramente que existe uma

constante o dependendo de & tal que (senx; )Y > o para todo x| € L;. Desta forma

1 2kn—38 1
/ 2B dX < / —Z[del'
Li 1+ x7" (senxy )20 k8 1+ oy

Assim, usando que B > 1, temos

= 1 = 1
; </Lk 1+x B(senxl)w ) 1;1 (/Lk l—i—ochBd )

a’x1
Uk 1 Lk 1—|—(X.x

/RH—(xx

- (xl/2B /R 1+y2B

IN

IN

dy < oo (B-11)

onde aqui foi feita a mudanca de varidvel y = al/ 2Bx1. Usando as estimativas (B-10) e

(B-11) temos que (B-1) € verificada.

1

Agora, para verificarmos que [V (x)] ™" € integrdvel, dado A > 0, escrevemos

/RNﬁdX:/KA (/R%x)dxl) ait | (/Rﬁdxl) dx, (B-12)
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onde ¥ = (xy,...,xy). Mostremos primeiramente que

Jeall

1
d dx < oo,
V(x) X1> x <

De fato, usando (B-1) temos

/|’Z|<A (/R ﬁd)q) = /J?<A </R 1+xiﬁzsinx1)2 dXI) =

<[ C@y.0)di<. (B-13)

[el<A

Para verificarmos que / ( /

|xI>A \/R

1 . 1 -

/ / dxy | dx < / / B 7 dx | dx
i>4 \JR V(x) A \JR 1427 (G + - +o3)

1 (/ 1 ) 5
_ dy ) d. (B-14)
W24 (24 a3) P R T+

onde aqui foi feita a mudanga de varidvel y = x; (x2 4+ 4x ) t2p . Usando que § > 1,

v dx1> dX < oo, usamos as seguintes estima-

tivas

temos que existe uma constante pos1t1va C1 tal que

1
——dy < (.
/Rl—f—yzﬁ Yy 1

Usando essa informacdo em (B-14), temos da férmula da coarea que

1
—dxl) d)ZSCl/
/IxI>A (/ >4 (B4 4x )4/25

2. _ 2B gy < oo )
< CZ/A (rz)E/zﬁ’N dr = C2/ N2 B ar < (B-15)
onde aqui foi usado que ¢ > B(N — 1). Por fim, juntando (B-13) e (B-15) em (B-12),
temos que [V (x)]~! é integravel. O

O préximo resultado foi motivado pelo Lema 6.2 de [15].

Lema B.1. Suponha que N > 3,a. € (0,N) e 2o, < p < 2, se verificam. Entdo existe uma
constante C > 0 tal que

(o [u|”) (x)
Iy (x)

—lullb| <Cllullh, ueX.
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Demonstragdo. Inicialmente, observamos que existe uma constante C > 0 tal que

1 1
pe—yV e

< C
— |x‘Nfoc

vale para todos x,y € R", veja Lema 6.2 de [15]. Como consequéncia, obtemos

1 p
| v _ e dx < C [[ul[
xX—y X

T ueckX.

| (T [0a]7) (x) = T () e[| < / jul?

RN

Isto conclui a prova. 0J

Neste ponto, demonstraremos um resultado de regularidade para nosso problema

principal. Mais especificamente, consideramos o seguinte resultado:

N
Teorema B.1. Suponha queV €L} (R¥)el<q<2*ep€ (24,2%). Assuma que u € X é

loc

uma solugdo fraca do Problema 0-1. Entdo u € W' (RN) ﬂCl’B(RN) paratodor € (1,00)

loc loc

e para algum B € (0,1).

Demonstragdo. Sejau € X uma solucgdo fraca do Problema 0-1, isto €, temos que
—Au+V (x)u = (I * [ul”)u)"2u+Au|7%u, emRV.

Aqui definimos

a(x) g(x,u)

1 |ul

onde g(x,u) = (I * |ulP)|ulP~2u 4+ Au|?"2u — V(x)u, x € RN. Agora reescrevemos o

problema ndo local dado acima como segue
—Au=a(x)(1+ul), xcRN,
Nao € dificil ver que

7\‘|u|q—l S{ 7\‘(l—i_|u|)7 parag € (1,2), (B—16)

Aul=2(1+[u]), parag € [2,27],

V() |u] <V () (1+[u]),

(Too [u?) Jul P~ < (R Jul ) a2 (1 + [u]).

Como consequéncia, também vemos que
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D[

¥ [T |u]P) P2+ A+ V()] 2, parag € (1,2), B17)

a() .
(o )l =2 4 Aul72 4 V()] ¥, para g € [2,27.

Agora dividiremos a prova em trés casos. No primeiro, assumimos que 1 < (¢ —2)N/2.

N
Observe que (g — 2)5 < 2% onde 2* =2N/(N —2) para cada N > 3. Como consequéncia,

2N
usando a imersdo de Sobolev H!(RY) — LI (RN), r € [1,2%],2* = N_72 deduzimos

loc

N/2

N
que Au|772 € L,/ “(RY). No segundo caso, assumimos que 0 < (g — 2)5 < 1. Para este

Caso, observamos que

Mu‘(q—Z)N/Z < 7"a para ‘u| <1, (B-18)
Mul, para [u] > 1

N/2

Portanto, usando a dltima estimativa, garantimos que Aju|9~2 € L. (RV) para cada ¢

N
satisfazendo 0 < (g — 2)5 < 1. Resta considerar o terceiro caso, onde 1 < g < 2 ¢

verdadeiro. Para este caso, usando (B-16), mencionamos que 7»|bt|q*1 <M1+ |uf). Além
disso, afirmamos que (I * |u|?)|ulP~=2 € L%éz
acima, inferimos que a € Lxéz

(RN) ¢ valido. Assumindo a afirmacdo dada
(RM). Isso pode ser feito usando a afirmagdo juntamente
com as Equacdes (B-17) e (B-18). Em vista do Lema B3 de [24], concluimos que
ue Wli’Cr(RN ) é verdadeiro para qualquer r > 1. Aqui foi usado o Teorema de Calderon-
Zygmund, veja o Teorema 9.9 de [7]. Agora, usando a imersdo de Sobolev, inferimos que
uc CI’B(RN) para algum 3 € (0, 1). Resta provar que

loc

(I * [u]P)[uP~% € LN/2(RY).

loc

Para provar isso, definimos » : R¥ — R dada por

[ et )" 2, para u 0,

0 para u = 0.

b(x) =

Portanto, usando a desigualdade de Holder, para qualquer Bg(0) C RN, R > 0, obtemos

T o

[ peolfars ([ ¥ ar) o=
Bg(0) Bg(0)
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4 ) o . .
onde r = ——— = > 1. A dltima estimativa pode ser reescrita na seguinte forma
(N=2)(p—2)

1
[ perEars ([ sty ) .
Bg(0) Bg(0)

Para nosso propdsito, € suficiente garantir que
2*
| ()7 < oo
Bg(0)

Em vista do Lema 2.1, a tltima integral ¢ finita desde que |u|? € LS(R") onde
*

N.
s € (1,N/a) satisfaz a seguinte condigao S . A dltima identidade pode ser
N—-as 2*—p
2N

4+20—(N—-2)(p—2)

escrita na seguinte forma s = . Sob estas condigdes, inferimos
que

2Np
/ u|Pdx = / TN < oo,
Br(0) B(0)
Aqui também usamos o fato de que

2Np N 2N

1< <=1
“44+20—(N-2)(p—2)~ "  N-2

As tltimas estimativas sdo verificadas devido ao fato de que 2o < p < 275 < 2*.

Isto conclui a prova. [
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