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Resumo

Costa, Maria Eduarda Pereira. Boa colocacao do problema de Cauchy para
a equacao de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK). Goiania, 2025.
67p. Dissertagdo de Mestrado. Programa de P6s Graduacdo em Matemadtica,
Instituto de Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias
(UFG).

Nesta dissertacdo, estudamos o problema de valor inicial associado a equagdo de Benja-
min—Ono—Zakharov—Kuznetsov. Provamos a boa colocacio local do PVI nos espacos de
Sobolev usuais H*(R?), s > 2, e nos espacos anisotropicos H 1% (R?), sp > 2, 51 > sp.
Também estudamos as propriedades de persisténcia da solucdo e a boa colocacdo local

em espacos de Sobolev com peso
Zr= HS(R®NLA((1+ 22 + y?)" dxdy),

onde s > 2, r >0, e s > 2r. Principios de continuacao tinica também sdo demonstrados,

mostrando que nossas propriedades de persisténcia sao sharp.

Palavras—chave

Equacdo BO-ZK, Problema de Cauchy, Boa colocacdo local, Persisténcia.



Abstract

Costa, Maria Eduarda Pereira. Boa colocacao do problema de Cauchy para
a equacao de Benjamin-Ono-Zakharov-Kuznetsov (BO-ZK). Goiania, 2025.
67p. MSc. Dissertation. Programa de Pés Graduacao em Matemadtica, Instituto
de Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

In this dissertation we study the initial value problem associated with the Benjamin-Ono-
Zakharov-Kuznetsov equation. We prove the local well-posedness of the IVP in the usual
Sobolev spaces H* (Rz), s > 2, and in the anisotropic spaces H *">*2 (RQ), Sp > 2, 81 > So.
We also investigate the persistence properties of the solution and the local well-posedness

in weighted Sobolev spaces
Z, .= HSR?) N LA((1 + 2%+ 9?)" dzdy),

where s > 2, r > 0, and s > 2r. Unique continuation principles are also proved, showing

that our persistence properties are sharp.

Keywords

BO-ZK equation, Cauchy problem, Local well-posedness, Persistence.
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CAPITULO 1

Introducao

Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) sdo utilizadas para modelar fendmenos na-
turais, fisicos, quimicos, biolégicos, entre outros. O estudo de suas solu¢gdes € importante,
pois, por meio dele, é possivel compreender tais fendmenos.

Dentre as EDPs, temos as do tipo dispersivo, como a equacdo de Benjamin-
Ono (BO), que descreve o comportamento de ondas internas unidimensionais em aguas

profundas, e € dada por
ut+7—[8§u+uuz =0, z,teR, t>0,

onde H denota a transformada de Hilbert

o1 u(t, y)
Hu(t,z =I|m—/ dy q.t.p.
(¢, ) 07 )y aze y—2 Y q.tp

Na teoria das EDPs, é fundamental o conceito de boa colocacdo local. A
definicao desse conceito, entendida no sentido de Kato, é dada a seguir. Sejam X e YV

espacos de Banach, e considere o problema de valor inicial (PVI):

u = G(t,u(t)) € X, t €0, T1,
u0) = €Y,

(1-1)

onde G :[0,T] x Y — X é continua. Dizemos que (1-1) é localmente bem colocado se

as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

1) Existéncia de solucdo: Existe T € [0, T] e uma aplicacdo v € C([0, T; Y) tal que

u(0)=de
u(t+h) — u(t)

" — Gltu(n)

=0,
X

lim
h—0

onde as derivadas em ¢t =0 e ¢t = 7' sdo calculadas, respectivamente, pela direita e
pela esquerda.
2) Unicidade: Existe no maximo uma solugado de (1-1) em C([0, T]; YV);
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3) Dependéncia continua: A aplicacdo ¢ € Y +— u € C([0,T]; V) é continua. Mais
precisamente, dados ¢ € Y, u(0) =, u € C([0,T];Y), un(0) = ,, e as solugdes
correspondentes u,, € C([0, T,,]; Y), se ¢, — ¢, entdo as u, podem ser estendidas

ao intervalo [0, 7] para n suficientemente grande e

lim  sup [|un(t) — u(t)]|y = 0.
= ¢ef0,T)
Observe que, nesta defini¢do, estd implicita a propriedade de persisténcia da solugdo, isto
é,se ¢ € Y, entdo u(t) € Y paratodo ¢ € [0, T']. Diremos que (1-1) é globalmente bem
colocado se 1)-3) forem satisfeitas para 7' > 0 arbitrério.
Este trabalho € baseado no artigo [4], que consiste em um estudo sobre o PVI

para a equacdo de Benjamin—Ono—Zakharov—Kuznetsov (BO—ZK):

ut+7-[8:%u+uzyy+uuw =0, (z,y) €R?, ¢t >0,

u(z,y,0) = d(z,y),

(1-2)

onde u = u(z, y, t) € uma funcdo de valores reais e H representa a transformada de Hilbert
definida como
1 u(z,y,1)

Hu(z,y,t) =v.p.—

dz = F~\(—i sgn(&)d)(z, y, t).
TJR T —Z

Lembrando que v.p. denota o valor principal de Cauchy.

A equacdo BO-ZK foi introduzida em [15] e [18], tendo aplicagbes na descri¢ao
da eletromigracdo em nanocondutores finos depositados sobre um substrato dielétrico.
Além disso, pode ser vista como uma generalizacdo bidimensional natural da equacdo
BO.

Pesquisas anteriores trazem resultados referentes ao problema (1-2). Entre elas,
destacam-se aquelas que tratam das propriedades de continuagdo tnica, abordadas em [7],
nas quais os autores mostraram que, se uma solucdo suficientemente suave possui suporte
contido em um retangulo para todo ¢ no intervalo de existéncia da solu¢do, entdo ela deve
anular-se identicamente.

O PVI (1-2) possui caracteristicas semelhantes as da equacdo BO. De fato,
seguindo as ideias de [20], os autores de [6] estabeleceram a md colocacdo de (1-2),
no sentido de que a equagdo ndo € bem colocada nos espacos de Sobolev usuais (ou
anisotropicos), com base em um teorema do ponto fixo.

Agora, voltando aos resultados do presente texto, comegamos com o seguinte.

Teorema 1.1 Seja s > 2. Entdo, para ¢ € H*(R?), existem T = T(||d| gs) positivo e
uma tinica solucdo u € C([0, T]; H*(R?)) do PVI (1-2). Além disso, a aplicacdo ¢ — u(t)
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é continua na norma H*, e existe uma fungdo p € C([0, T];R) tal que ||u(t)||%s < p(t),
tel0, 1]

Com respeito aos espagos de Sobolev anisotrdpicos, temos o seguinte.

Teorema 1.2 Seja & € H**2(R?), onde sp > 2 e sy > sp. Entdo existem T = T(||d s, .5,)
e uma tnica solucdo u € C([0, T]; H*%2(R?)) do PVI (1-2). Além disso, a aplicacdo
b — u(t) é continua na norma H**%2, e existe uma funcdo p € C([0, T;R) tal que

w2 ., < p(t), t €]0, T).

51,82 —

Os Teoremas 1.1 e 1.2 sdo provados utilizando o método da regularizacao para-
bélica. Como as suas demonstragdes sdo bastante semelhantes, apresentaremos apenas a
prova do Teorema 1.2.

O nosso foco principal € provar propriedades de persisténcia e boa colocacdo
local em espacos de Sobolev com pesos. Abordaremos a seguinte questao: suponha que
tenhamos um dado inicial no espaco de Sobolev H *(R?), com algum decaimento adicional
no infinito; serd que a soluc¢do herda o mesmo decaimento?

Para a BO, esta questdo foi abordada, por exemplo, em [9, 8, 12, 13], e a resposta
produz resultados bastante interessantes. Em particular, ndo existem solu¢des ndo triviais
com decaimento forte.

Nosso primeiro resultado nessa direcdo diz respeito a persisténcia e a boa
colocaciio local nos espagos de Sobolev com peso H*(w?) (veja a defini¢do no Capitulo
2).

Teorema 1.3 Seja w um peso suave, cujas derivadas de primeira a terceira ordem sdo

limitadas. Entdo, o PVI (1-2) é localmente bem colocado em H*(w?), s > 2.

Para provar o Teorema 1.3, seguimos os argumentos de [13] e [19], com algumas
adaptagdes para o nosso problema.
Envolvendo o estudo do problema de Cauchy em espagos de Sobolev com pesos

fraciondrios, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4 As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

(i) Se s >2e rc[0,1], entdo o PVI (1-2) é localmente bem colocado em Z; . Além
disso, se v € (1,5/2) e s > 2r, entdo o PVI (1-2) é localmente bem colocado em
Zs

(ii) Se r €[5/2,7/2) e s > 2r, entdo o PVI (1-2) é localmente bem colocado em ZS‘T.

O Teorema 1.4 € inspirado no resultado obtido por Fonseca e Ponce [9] para a

equacdao BO (veja também [8, 10, 12, 13]). Aqui, estendemos suas ideias para o caso
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bidimensional a fim de estabelecer nossos resultados. Obviamente, como (1-2) inclui
uma derivada de terceira ordem e os pesos em questdo sdo bidimensionais, esperam-se
problemas adicionais em comparacdo com a equacdo BO. No entanto, com estimativas
adequadas, somos capazes de lidar com essas dificuldades.

Note que o Teorema 1.4 estabelece um equilibrio entre a regularidade e a taxa
de decaimento do dado inicial. Em particular, a condicdo s > 2r € necessaria quando
7 > 1. De fato, vejamos essa afirmagdo para pesos inteiros. Seja ¢ € L?(R?) e suponha
que u(t) € L3(R?), para todo t € [0, T'. Entdo,

. 2\ A~ - 2 -~

a{d _ 8£€Zt(|5\5+5n )q) + o HE[E+EN )85(1)
. 2\ A~ - 2 -~
= it(2|]| +n2)elt(|i\£+5n )(D"' o H(E|E+EN )aa(b:

pelo membro direito da ultima igualdade devemos ter
EdA) cl? e nQEI\J e 2.
Por outro lado,

. 2\ ~ . 2 -~
O = aﬂeu‘(\EI&én Vb + ttUEIE+EN )0

. 1 2y~ . 2 ~
= 2itEn e HIEEHEN) ¢ | pit(E[ErEN )0, b,

portanto
ind € [2
Entdo, o dado inicial ¢ deve pertencer ao espagco
H? = {p € L% : 00, 32, 0,0, € L2}

Em particular, se ¢ € H?(R?), entdo ¢ pertence a este espaco. Se ¢ € L3, observe que

0%t = ([Zz‘t sgn(€) — 12(2]&] +1?)?) + it (2] €| +n) e b + a@) HE[E+EN?)

i = ({2t 2i(1En) 1 + 2nfiin G+ ) 1)

Para garantirmos a persisténcia da solu¢iio u em L2, o dado inicial ¢ deve pertencer ao

espago
11 = { € L2R2): b, 02, O, Du(w), 202, G202 () € L2(RD)}.

Observe que H* > H*. Isto nos leva a buscar solu¢des da BO-ZK nos espagos da forma
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Zs r,onde s > 2r.
O Teorema 1.4 € sharp, como evidenciam os principios de continuagdo tnica a

seguir.

Teorema 1.5 Seja u € C([0, T; Z4,2) uma solugdo do PVI (1-2). Se existem dois tempos
distintos 11,12 € [0, T] tais que u(tj) € Z55/5, j = 1,2, entdo u(0,n,t) = 0 paratodon € R
etel0, 7]

Teorema 1.6 Seja v € C([0, T'); Z4.2) uma solugdo do PVI (1-2). Se existem trés tempos
distintos 1, tp, 3 € [0, T tais que u(lj) € Z77/2, j =1,2,3, entdo u(z,y,t) =0 para todo
r,y € Retel0,T]

A partir dos Teoremas 1.5 e 1.6, temos duas conclusdes importantes. A primeira
€ que a condi¢do dA)(O,n) =0, para todo n € R, é necessdria para obter a propriedade
de persisténcia em Z, 5,5, s > 5. Em particular, isso mostra que a parte (i) do Teorema
1.4 é sharp. A segunda é que, se um dado inicial ¢ tem um decaimento mais forte do
que |(z, y)\7/ 2, entdo a propriedade de persisténcia nio é garantida, a menos que ele se
anule identicamente. Isso mostra que a parte (ii) do Teorema 1.4 também € sharp. Uma
conclusdo semelhante para a equacao BO foi obtida em [9].

No Capitulo 2, introduziremos as notag¢des utilizadas ao longo deste trabalho e
apresentaremos alguns resultados preliminares que serdo necessarios para provar nossos
resultados. Usando o método da regularizacdo parabdlica, provaremos no Capitulo 3 a
boa colocacdo local de (1-2) em espacos de Sobolev. Os Capitulos 4 e 5 sdo dedicados a
demonstrar os Teoremas 1.3 e 1.4, respectivamente. Finalmente, no Capitulo 6 provamos

os principios de continuag¢do unica, isto €, os Teoremas 1.5 e 1.6.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Notacoes e resultados preliminares

Primeiramente, introduziremos algumas notacdes. Para as constantes, usaremos
c; também utilizaremos subscritos para indicar dependéncia de parametros, se necessario.
Ao usarmos [A, B], referimo-nos ao comutador dos operadores A ¢ B. Por |- ||, deno-
taremos a norma usual L”, e por || - || a norma L?, que serd frequentemente utilizada. O
produto escalar em L? serd representado por (-,-). Note que, em particular, se f = f(z, )
entdo ||f]| = ||||f(a:,y)||L%||L%, onde || || ;2 € a norma L2 com respeito a varidvel 2. Além
disso, [ f denotard usualmente a integral em R2: caso contrario, serd especificado.

Como é usual, S(R?) denotard o espaco de Schwartz, que é o conjunto de todas
as funcdes f € C*°(IR?) tais que

I lap = sup|2%0P f(z)] < oo,

para todo «, 3 € N?. Além disso, S’(R?) denotard o conjunto de todas as distribuicdes
temperadas, que por defini¢do sdo funcionais lineares continuos em S(R?).

A transformada de Fourier € definida como
FHEm =fem) = [ e, y) do dy,

Dado s € R, o espaco de Sobolev H* := H*(R?) é a colecio de todas as funcdes
f € S8'(R?) tais que (1 + &2 +n2)%f € L2(R? d&dn), isto &, f € uma fun¢@o mensuravel e

2= [+ +nf el dedn < oc.

Dado z € C, definimos os operadores /7, J;, e J? via suas transformadas de

Fourier por

TZF(EM) = (14 E2)7/2F(E,m);

TzF(EM) = (1+m2)7/2f(&,m);
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727(5,1']) = (1+&2 +T]2)Z/2JE(E.,T1)-

Dados 51,52 € R, o espaco de Sobolev anisotrépico H*'% = H*%2(R?) & o

conjunto de todas as distribui¢des temperadas f tais que

U5, = NI+ T2+ 1] T2 12 < o0

$1,82 ©

O produto escalar em H ***2 serd denotado por (-, -)s, s,

Dados s € R e w : R? — [0, 00), definimos o espaco de Sobolev com peso por
H¥(w?) = H*(R?) N L3(w?dz dy).
Em particular, para > 0, denotamos
Zsr = HS RN L2,

onde 2 := [2((z,y)?" dz dy) com (z,y) = (1 +22+y?)z. A norma em Z,, é dada por
|- H%M =115 + HHQL% Além disso, o subespaco Z; - de Z; - é definido como

Zs,r = {f € Zs,r | f(O,ﬂ) =0,me R}

Suponha ¢ € Z; ;. e seja u a solugdo local suficientemente regular de (1-2). Pela

regularidade, temos que u se anula em —oo € 0o, e, portanto, podemos escrever

81/ u(x,y,t)dx:/ w(z,y,t)dr
R R

/ —(HOPu+ Ugyy + Ul ) dT
—0o0

o0 o0 o0
- / HOPudz — / Ugyyyy AT — / g dx
—00 —00 —00

00 u2 o
= —/ PHudr — uyy|* — —
. 2|
2190
oo o0 U
= _a’fHu‘—oo - Uyy|_oo - ?
—00

=0.

Logo, [p u(z,y,t)dz é constante em relagdo a t, ou seja, [p u(z,y,t)dx = c(y) para todo
t € Re y € R. Pela condi¢ao inicial de (1-2),

/]R w(,y,0)ds = /]R bz, y)dv = /]R (., y)do = c(y),
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e, portanto, para todo ¢t € R,

/u(x,y,t)dx:/d)(x,y)dx, y €R, 2-1)
R R

desde que a solugdo exista.

Note que isto implica que

A

u(0,n, 1) = (0 neR, (2-2)
para todo ¢ em que a solugdo existe. De fato,

i(0,m, t) = / —10znY) gy (4, y, t)dzdy

/R e_z(o"””y/ (x,y,t)dx)dy
/R e Z(("’“T‘y/d)as ) dx)dy

/e 0TMY) b (x, y) dzdy

0

=

—

0,m).

Em particular, se ¢ € ZS,,, entdo 4(0,m,t) =0, para todon € R e ¢t em que a
solucdo existe.
Seja N € Z*. Definimos uma fun¢@o 3 : R — R por

(x) se|x| <N,
N(z) = (2-3)
2N se |z| > 3N,

1 . , . PR ~
onde (z) = (1+22)2. Também assumimos que [ € suave, simétrica e ndo decrescente
em |z| com B’y (z) <1, para qualquer z > 0, e que existe uma constante ¢, independente
de N, tal que |B(z)] < cd2(z) (veja mais em [9]). Agora podemos definir os pesos

truncados
=B n(r), (2-4)

)
onde (r) = (22 + y?)z.
A seguir, apresentaremos alguns resultados que serdo uteis nas demonstragcoes

dos préximos capitulos.

Definicao 2.1 Dizemos que uma funcdo ndo-negativa w € L}OC(R) satisfaz a condigdo

Ap, com1 < p < oo, se

s e 1—p’ p_1_ )
Qiitif?wlo(|c2|/gw)(|@|/cg” ) = v <o, )
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onde1/p+1/p’ =1.

Como, posteriormente, trataremos de espacos com peso, precisamos lidar com a
transformada de Hilbert nesse tipo de espacgo. Para tanto, temos o seguinte teorema, cuja

demonstrac@o ndo serd apresentada aqui devido a sua extensao.

Teorema 2.2 A condicdo (2-5) é necessdria e suficiente para a limita¢cdo da transfor-
mada de Hilbert H em LP(w(x)dz), isto é,

o) 1/p o0 1/p
(/ |Hf|pw(x)dx> <c* (/ |f|pw(m)dx> ) (2-6)

Prova. Ver [11]. U]

Observacio 2.3 Note que |z|* satisfaz a condigdo A, para p =2 se, e somente se,
€ (—1,1). De fato, suponha Q = (a,b), a,b € R e p =2 em (2-5). Assim, p' = 2. Temos

que

/H"‘d sgn(x |$!°‘+1 _ sgn(b)|b|**! — sgn(a)] a|**"
T =
a o+ 1
e
/b, gy S8l 7" sgn(Db7 — sgn(a)lal
X T = =
a o+ 1 a —x+1
Entdo,

. by 1B[2 — ab(|b/al* + |a/b|“>+|a|2>
Sa”z'3< /">< ), 17 >‘fa”z'3< (b— ap(—al+1) |

b

Escreva t = u > 0 e s =sgn(ab). Colocando |a|2 em evidéncia, temos que a expressao a
o " |

qual o supremo estd sendo calculado pode ser escrita como

12— st(t%+t=%) +1
(ts —1)2(1 — &?)

FOC(ts s) =

Observe que:

* Se || > 1, entdo para (a,b) = (0,b) temos que fob |z| =% diverge enquanto fob || *
converge. Isto é, c(|x|*) em (2-5) ndo ¢é finita;

* Se|a| <1, entdo Fy(t,s) é uma fun¢do limitada.

Logo, c(|z|*) em (2-5) é finito se, e s6 se, o« € (—1,1). Em geral, |x|* satisfaz a condi¢do
Ap se, e 50 se, x € (—1,p —1). Entretanto, para realizarmos as demonstrag¢des de nossos

resultados nos interessa apenas o caso p = 2.
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Os trés resultados a seguir serdo amplamente utilizados na demonstragdo do

Teorema 1.4.

Teorema 2.4 Para p € [2,00), a desigualdade (2-6) é vdlida com c¢* < c(p)c(w), onde
c(p) depende apenas de p e c(w) é como em (2-5). Além disso, para p = 2, a estimativa é

sharp.

Prova. Ver [16]. O

O teorema a seguir € uma generalizag¢do da estimativa do comutador de Calderén
[3], com aplicagdes a diversos modelos dispersivos. A demonstragdo pode ser encontrada
em [5].

Teorema 2.5 Para quaisquer p¢€ (1,00) e I,meZ*U{0}, [+m>1, existe
¢ =c(p;l;m) > 0 tal que

1051#, aO;" fllp < cll0 ™ alloc |l - 2-7)

Lembremos que L% := (1 — A)~3/2[P(R™), onde A denota o Laplaciano. Esses

espacos podem ser caracterizados pelo seguinte resultado, demonstrado em [22].

Teorema 2.6 Sejam b € (0,1) e 2n/(n+2b) < p < oo. Entdo, f € LIZ(R”) se, e somente

se,

(a) [ € LPR"),
(b)

2 1/2
R

n |l‘ _ y|n+2l)

com
1 oo = 10 =2 2F = 1 Fllp = I Ll + ID°F 1 = I Ll + 1D F e (2-8)
onde, para s € R, Df = (—A)*/2f = .7-"_1(\5]5?), com D* = (HO,)® sen=1.
Pela parte (b) do teorema anterior, com p =2 e b € (0,1), temos

ID(fo)|| < Ilf D gl| + lgDf|. (2-9)
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De fato,
_ 2
(D' (fg)())? = / n !f(z)uf'J;xi yﬁ(j;z)bg(y)l ay

_ [ @9 —f@)gw)+f@)gw) — F )
_/n |z — y[n+2b Yy

/@) |g(z) — g()]?+19(n) P1f (x) — f(y) 2
S/n |z — y|+2b dy
e [ gl —gw)P L9 PIf () — f()]?
= /(@) /andw/n P

l9W)PIf () = f ()2

e L e e

O que implica que

2 _ 2
[ @ e < [ poproigmpas [[ TV SO,
RN RN n

|x_y|n+2b

_ 2
_ |f(x)|2(Db(g)(:E))2d:1:+/ (|g(y)|2/ de) ay
R7 R7 R

n |l‘ _ y|n+2b

n

= [ @PD @)@)*dr+ / 92D () dy.
Ento, lembrando que a norma em L?(R") é dada por ||f|| = (Jgn |f(z)[?dz) 1/2, temos

1D (f)I? < IFD (9P +11 gD (F)| 2.

Logo,
1/2
I Ul < (7D @2+ 19D (IE) ™ < 1D gl +9D"f

Observacio 2.7 O operador DP introduzido no Teorema 2.6 é chamado de derivada de
Stein de ordem b. A iltima equivaléncia em (2-8) indica que a norma em Lg pode ser
calculada tanto usando DP quanto DP. No entanto, utilizar D® é mais vantajoso, pois
permite realizar estimativas pontuais de forma direta, como na Proposigdo 2.8 (provada

em [21]) e no Lema 2.9 a seguir.
Proposicao 2.8 Seja b € (0,1). Para quaisquer t >0 e z € R,

Db(e~lely < (882 4 £0]2]"). (2-10)
Lema 2.9 Seja b € (0,1). Entdo, para todo t >0 e z,m € R,

DY (™M) < (b2 e?, (2-11)
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onde c(b) so depende de b.

Prova. Note que, pelo item (b) do Teorema 2.6,

L, 2
e [ 12T,
y‘1+2b

e tomando y :=x — v,
itz _ [ e et
(D / ’y’nzb dy
2
=/ |€m] I|‘|y1‘1_+2§ - y|2dy
/“ Iy!:tzzylzdy-

Fazendo a mudanca de varidveis — 12y := y, entdo dy = —gl—% e obtemos

1 —eiy|2 1

T2 g2 dz

(Db (it Ty)2 R]—
m?

20 11— Zy|2
T] t / ‘1+2b
1 ‘ _ zy|2 |1_ez'y‘2
([ [ )
—1 Jy[teRb >t [y[1+2

Da desigualdade |1 — e%| < 2|y|, para y € [-1,1], temos

1 \1—62'1/\2 4
/_1 [y [1+2 / |2b Ty = 8/ 1—b

Ainda, 1 © ]
Jyr =2, o=
Logo,
Dh(e’ry < (1 jb+%)1/2m2t)b_
Isso completa a demonstracdo do lema. 0

A proposicdo que apresentamos a seguir serd utilizada na prova dos Teoremas
1.5el.6.
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Proposicao 2.10 Seja pec(1,00). Se feLP(R) tal que existe 19€R para
o qual f(x5), f(xy) sdo definidos e f(ag)+#f(x, ) entdo para qualquer
>0, D1/pf ¢ Lfoc(xo — 8,19+ ) e, consequentemente, f ¢ Lf/p(R).

7z

Prova. Esta prova é uma consequéncia do Teorema 2.6. Suponha 17p=0, e
|f(0*) — f(07)| =2A. Para 6 > 0 suficientemente pequeno, z € (—9,0) e y € (0,d) te-
mos que |f(z) — f(y)| > A. Entdo, para z € (—5,0),

_ 2 1/2 _ 2 1/2
|f (z) — f(y)] dy) Z(/O |f (z) — ()] dy)

R |z —y|*2b <y<la| |z —y[1+2®

2—1—26A2 C
> —d >
—(/OSM BEZ y) = Jal?

Dessa desigualdade e para b = 1/p obtemos

Df(z) = (

0 0
/|D1/pf(x)|pdx2/ IDV/Pf(2)|P dz > C/ l|dx,
R -0 -0

|z

eentdo DVPf ¢ IV (15— 8,10+5) e, consequentemente, f ¢ Lf/p(R). O

Por fim, apresentamos alguns resultados que serdo utilizados na demonstracao
dos Teoremas 1.4, 1.5¢e 1.6.

Lema 2.11 Sejam a,b>0. Assuma que J°f =(1—A)Y2f c [3(R?) e (x,y)bf =
=(1+2%+ yz)b/zf € L?(R?). Entdo, para qualquer « € (0,1),

175z, )"0 P < el @, y) £ T (2-12)

Além disso, a desigualdade (2-12) permanece vdlida ao substituir (x,y) por wy(z,y),

com a constante c sendo independente de N.

Prova. A prova é semelhante a demonstracdo do Lema 1 em [9], com a dnica diferenca

de que aqui consideramos o espago R?. 0

Nas demonstracdes em que utilizaremos o Lema 2.11, aplicaremos a desigual-

dade de Young com p =1/(1 — ) e ¢ = 1/« na equagdo (2-12), obtendo
175, )" )< el ) FIT TN < elll Gay)* Fll+ 17 1D-
Proposicdo 2.12 Se f € L?(R) e ¢ € H2(R), entdo

H[D1/2s¢]f”L2(]R) < |l bl gz 1f | 2r)- (2-13)
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Prova. Note que

(D12, $1)(E) = (DV2(f) — G DV2F)(E)
=/(|EI1/2—|n|1/2)$(é—n)f(n)dn-

Ainda, observe que, pela desigualdade triangular, temos |&| = [m+&—n| < [n|+|&—n|e
n| =1&+n—&| < |&] +]|&—n|. Entdo,

&'/2 < n|"/Z +|& —n|"/?

nl'/2 < [g]"/2+ £ —n]2

Assim, vale que
£[V2 ]2 < £ —m[/2

|2 —1g['/2 < |g—n|'/2.
O que implica que ||£['/2 — n['/2] < |g —n["/2.
Logo,
(0 2,610©)] < [ |&—n["2[dE—mllfm]dn
= «(|DV2g |+ |f)(E).
Portanto, pela desigualdade de Young,
1D, ¢1f || < c]||D/2] ]|

< c||[DV2¢] i |
< cllpllm=2llf]

onde usamos que
D12 11 < |DV2| g1 < |||l -

Isso conclui a prova.
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2.2 Resultados Classicos

Nesta se¢do, enunciaremos alguns resultados classicos da Teoria da Medida e
de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs) que serdo amplamente utilizados em nossas

demonstracgdes. Tais resultados podem ser encontrados em [1] e [14], respectivamente.

Teorema. (Desigualdade de Holder - caso particular) Sejam f € LP, g € L™, com
1 <p<oc. Entdo, fg € LP e

1fgllp < [ 1lp-lglloo-

Teorema. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer f,q € L?, temos

0] <1l < 7l

Teorema. (Desigualdade de Minkowski) Para f,g € LP com 1 < p < oo, vale

1+ gllp < 1Fllp+ llgll,-

Teorema. (Teorema da convergéncia mondtona) Seja (f,)neN uma sequéncia crescente

de fungcbes mensurdveis ndo-negativas e

Entdo,
dim [ fudu= [ 1

Teorema. (Desigualdade de Young) Sejam a,b € R e ¢ > 0. Sejam p,q > 1 tais que

%+15 = 1. Entdo, existe uma constante C'(¢) > 0 tal que

ab < ea? + C(g)bl.

Teorema. (Teorema de Plancherel) Sejam f,q € L?(R) com transformadas de Fourier
Ff, Fg. Entdo,
i@ de = | FreFgEde
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Teorema. (Teorema do ponto fixo de Banach) Seja (X, d) um espaco métrico completo e

T : X — X uma contragdo, ou seja, existe 0 < c < 1 tal que
d(Tz, Ty) < cd(z,y), Vz,ye X.
Entdo, existe um tinico ponto fixo x* € X tal que Tr* = z*.
Lema. (Lema de Gronwall) Seja k € L'([a,b]), com k>0, e f, g € C([a, b]) tais que
t
fi)y < g(t)+/ k(s)f(s)ds, paratodot € [a,D].
a
Entao,
t t
ft) <g(t) +/ k:(s)efs Krdrg(syds, para todo t € [a, b].
Em particular, se g(t) = g constante, entdo:

fty<g- efa M)Yds - para todo t € [a, b].



CAPITULO 3

Boa colocacao local em espacos de Sobolev

Neste capitulo, analisaremos a boa colocacao local associada ao problema em
espacos de Sobolev anisotrépicos. Limitamo-nos a demonstracdo do Teorema 1.2, uma
vez que o Teorema 1.1 pode ser obtido por argumentos andlogos. A apresentacdo que se
segue inspira-se em [12].

Seja 1 > 0 e considere a seguinte perturbacdo da BO-ZK:

U +H3§u+uzyy +uty = pAu, (z,y) € R? ¢ >0,

(3-1)
u(x, yso) = d)(xs y)
Consideremos, primeiramente, a parte linear do PVI
ut+’H8§u+u$yy—pAu=O, (z,y) € R?, ¢t >0, (3-2)

u(z,y,0) = d(z,y).

Calculando a transformada de Fourier em (3-2), obtemos

— —

@+ HOZu+ gy — i = @ — i sgn(€)02u-+ (in)?Ts — p(0Zu+02u)
= @ — i sgn(&)(iE)7U + ()2 (1€)0 — w [(1£)%T + (in)* 4]
y + (1E]&] — iEn® + (&2 +M?)) d.

Entdo, de (3-2), obtemos u; + (z’E,|£| —i&n?+ u(&? +n2)) i=0¢e u(,n,0) = (T)(E,n). As-
sim, podemos resolver esse novo PVI que agora envolve uma EDO da forma

% = — (iE|E[ — igm)? + p(&* +0?) .

Utilizando o método da separacdo de varidveis, temos que

1_ A (s o 2 2 2
[ wai=—(iefel - iem? vue2en®) [a
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implica em

ni=—(ig&| —iEM)® + WEZ +1?)) t+ c.

Logo, i = eft(iéli\fi&(n)2+u(£2+n2))C e ¢ = d(£,7). Entio,
G(E, M, 1) = e HEEIEI—EMPE M) g g 1y
Portanto, a solucdo de (3-2) € dada por

1) = [ o e S T gy
_ i(t(—E|E|+En?)+xErym) —tu(EZ4mP) T 3-3
_ /R r $(E,n)dEdn (3-3)
= B ()b (2, y).

As duas proposi¢Oes a seguir serdo utilizadas para mostrar a boa colocacao local
da BO-ZK perturbada (3-1).

Proposicao 3.1 Sejam Aq,Ap € [0,00) e u > 0. Entdo,

(a) para quaisquer t >0 e s1,82 € R, E,(t) é um operador linear limitado de H*'**

em H5*M-52*22 Alom disso,
—A1/2 —A2/2 ,
|’E}l(t)d)||51+)\1,82+)\2 S C)\1,)\2,H(1 +t 1/ +t 2/ )Hd)||51,82! d) E HS1 523

et € (0,00)— Eu(t)d € Hs+ 2402 6 continua.
(b) Ey(t) € um semigrupo de contragbes em H*'**2 e pode ser estendido, quando | =0,

a um grupo unitdrio.
Prova. Ver em [12]. OJ
O préximo resultado estabelece que H °*2 é uma dlgebra de Banach.
Proposicao 3.2 Sejam u,v € H*"%2, com s1,sp > 1. Entdo,
[wvls1,5 < €51, [0l s1,50 [0l 51,50-

Prova. Primeiramente, note que para toda f € H*"%2,

1flloo < 051,52||f||81,52- (3-4)
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De fato, sem perda de generalidade, podemos supor que sy > sp. Assim,

1 lloe < cllf I+
_ c/ (14 E25 4m2%2)~1/2(q 4 £251 +ﬂ252)1/2’]?(5,ﬂ)\d5dﬂ
RQ

1/2
<ol —dEMm
22 (14229 +12%) e

= 65182||f||51,82’

onde

/ dEdn / d&dn

Corgy = — 4 T

T2 e mi<t (1+E2514m2%2) * Jig)ini>1 (1+ E251 +12%2)
d&dn

<c+c / ——5 <0

= Jieni>1 (1 +E24+m2)%

Fixando y no Lema X4 em [17], temos
12 o)l 2 < e(llullzge |5 vl 2 + [0l ge 115 ull 2 ) -

Agora, tomando a norma I? com respeito a y, usando a desigualdade de Holder e (3-4),

deduzimos
175" (o) || = [ JZ" (wo)l| 2 |l 12
< c((lullzse 172 vll gz + ollge 175 ull 2 2)
< c(llullzg M5 o0l 2l + vllegg 12 ull 2 2 )
< sy ([lull 5o 1 T3 0l + 10l 50 || T 1)
< sy s llullsyso |Vl s1,52-
Analogamente,
H']g}gz(uv)” < cspsolltllsr 5oV 51,50+
Logo,
w3, o, = [luoll®+ || 5 (u) |2+ || J;2 (wo) |2

< ullZllvl®+2¢E o llullf, L0l .

< sllulls QllvlE o +2¢2 Lllullf ollvlE

51,82 51,82 81,82 51,82 81,82 81,82
= 651,52 || UH; , 82 || v ||§1,82'
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Com os resultados anteriores em maos, estamos prontos para demonstrar a boa
colocagdo local do PVI (3-1).

Teorema 3.3 Sejam 1 > 0, e & € H"%2, onde s1,59>1 e $1 > sp. Entdo existem

Tu=Tu(lld|l 5,5, 1) € uy € C([0, Ty.]; H*»*2) dinica satisfazendo a equagdo integral

t 1
=F (t)cb—/o Eu(t—t’)éax(uﬁ)(t’)dt’. (3-3)

Prova. Esta demonstracdo € baseada no principio de contragdo. Considere o espaco

métrico
Koyl )= {f € CQO. THH ) [ I1f () = Bl lss 2 < 19]11,2: ¥ € 0. 71},

com a norma do supremo. Seja

t
Af(t)= Eu(tyd— [ Eu(t—t)f fo)(t)dt’
0

A ideia é mostrar que A tem um tnico ponto fixo em X, ., (7') para algum 7' > 0. Pela

Proposicdo 3.1, para todo f € X, 5,(7') temos

175 Byt = )02 f2]| < cu(1+(2— t')’”2 175" 0 f2]|

S CLL,S1,82(1 +(t 1/2 ||d)HS182

Como z—f < 1, existe um nimero real « que satisfaz i—f < & < 1. Entéao,

1752 B(t = )00 12| < o1+t = 1)) T3 £+ 117522
< ca,u(1 +(t— t' _“/2 )2 5,50

< cau(1+(t =) ") |D|2 .

onde usamos o teorema de Plancherel e a desigualdade de Young com p = sy, ¢ = 815l1 .

Logo, pelas desigualdades deduzidas acima,

t
A0~ B0l < [0l [ (10— 2 0= 721 | [

Como consequéncia, existe T}, = T, (1, || |ls;.5,) tal que A : X, 5, (T)) — X, 5,(T),). De

forma similar, podemos mostrar que A : X, ,(7.) — X 5 (7)) € uma contracdo. Pelo

1,52

Teorema do ponto fixo de Banach conclui-se a prova do teorema.

O
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Observacao 3.4 Usaremos posteriormente que uy, € H> =Ny, o, crH*"? para todo
t € (0, T] e u> 0. E possivel provar essa afirmagdo usando a equacdo integral (3-5), a

parte (a) da Proposicdo 3.1, e um argumento de "bootstrapping”, como em [12].

Proposicdo 3.5 Sejam s, > 2 e s1 > sp. Se u € S(R?) € real, entdo

|(U, UU$)31,52| < CHUH:;,SQ'

Prova. Note que
(U, Wiz ) sy 5p = (U, i) + (S wy Iy (uttg)) + (T2 w, 2 (uug)),
onde, por integracao por partes,

—2(U, Uly).

’+OO

+00
(u, uug) =/ wPuydr = u3’ —2/ wlugdr = u®
R2 0 R2

+00

= 0. Entao,

—00

u3

O que implica que (u, uuy) = —

(’LL, Uuz)s1 S = (J:z;91 u, J:? (Uuz)) + (‘];Zu! J;Z(uux))

= (L2 u, [ w]ug) + () w, ud ) ug) + (J;ZU, [J;Z, u]ug) + (J;zu, uJZ}92 Ug).

Fixando y no Lema X1 de [17], obtemos
072wl gz < c(lluelloge 75 il gz + 1175 ull g ] 52 ) -
Calculando a norma L? em y, usando a desigualdade de Holder e (3-4), segue que

I3 wluall < e(Mlwall e 11 wall 2 + 1157 wll g2 sl 22 2)
< e(llusllogg 15 el + 175 ull | ue ]| g5 )

< espsp(lullsy,sell T2 e |+ 115 wllllullsy.s0)

2

S 051152HUHS1,82'

De forma similar e utilizando a desigualdade de Young, deduzimos

H[szzau]ux” < C81,82”uHi,é‘z'
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Usando integragdo por partes,

(2w, ud ug) = / J wud ) ug dedy
=/Ja‘f1 w0y (J u)udrdy
1 89 2
= 5/8I(J$ u)“udzdy
((J5 u)?, 05 u)

1
T2

< ||U:c||00||<];£91“||2
S CHUH:;,SQ'

Analogamente, conclui-se que

(J;2U,, ’LLJ;2UQ:) S C||u||§1,82'

Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(T3 u, IS wlug)| < |5 ul[ 150 ulug || < cf|ulf?

81,82

e
g2, )| < 1Tzl 52, wlus | < cljul, ..
Portanto,
|(Uw UU$)31,52| < C||u||§1,52'

Observacao 3.6 Com o Teorema 3.3 e a Proposicdo 3.5, concluimos o Teorema 1.2. De
fato, pela Proposigdo 3.5, podemos mostrar que a solugdo w, € C([0, T\\]; H*"**), obtida
no Teorema 3.3, pode ser estendida, para todo | > 0, a um intervalo [0, T], onde T
depende apenas de s1,52 e |®||s, s, independentemente de . Além disso, existe uma
funcdo p € C([0, T;R,) tal que

a2 5, < p(t), p(0)=®]Z . t €0, TI.

A seguir apenas esbocaremos a ideia dessa demonstracdo, que é andloga ao que estd feito

em [12]. Multiplicando a equag¢do BO-ZK por uy, e tomando o produto interno em H*®">*,

2
51,82

EDO encontramos p(t) tal que ||u,(t)||2, ., < p(t) e p(0) = ||$]2 ... Estudando o dominio

51,52 51,82°

obtemos uma inequagdo envolvendo Oy ||uu(t)||5 ., € [[un(t)|s;,s,- Assim, resolvendo uma

da funcdo p(t) conclui-se que t € [0, T'], onde T' ndo depende de \1. Isto por sua vez nos
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permite passar o limite em (3-1) com w — 0, obtendo assim uma solucdo de (1-2) em
H?®v%2_ A dependéncia continua da solugdo em relagdo ao dado inicial decorre do método

de aproximagdo no estilo Bona—Smith [2].



CAPiTULO 4

Boa colocacio local em H*(w?)

Este capitulo € dedicado a demonstracdo do Teorema 1.3. Iniciamos com o

seguinte lema, que serd amplamente utilizado na prova da persisténcia da solugao.

Lema 4.1 Seja w um peso suave, cujas derivadas de primeira a terceira ordem sdo todas

limitadas. Defina
wr(z,y) = w(z, y)e_}‘(x2+y2), (z,y) € R%, A €(0,1).
Entdo, existe uma constante ¢ > 0, independente de A, tal que
HD(X"U)\HOO <cg,
onde « € N2, com |«| = 1,2 ou 3.

Prova. Seja r = v/ 22 + 2. Pelo Teorema do valor médio e observando que, por defini¢do,
|IVw| <||Vw|~, obtemos

w(z, y) — w(0,0)] < 7| Vwl|oo. (4-1)
Assim, |w(z, y)| < 7||Vw||so + |w(0,0)|. Como dyun = (wy — 2Azw)e 7, temos

1Opn] = |(wy —2Azw)e | < Jwyle ™ +2Az|w]e N

< [Jws]|oo + 2A72 | Vw||og e +2A7|w(0,0)|e "

Utilizando a desigualdade r“e’”z < caA’“/ 2 valida para todo A, a > 0, deduzimos
A2 e M’ <2AcA =205 e oAre M <A A V222 A2 < 264,
Entdo, |0z wn| < ||wz oo + || VW] oo + |w(0,0)|. Da mesma forma, como

2wy = (Wegy — 4ATW, — 2Aw +47\2x2w)6_)‘r2,
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deduzimos
|8§w7\| 5 ||wm||oo+ ”VU}HOO + |w(0,0)|.

O caso das derivadas mistas de segunda ordem € andlogo. Finalmente,
8221))\ = (Waypy — BATW,, — BAW, + 120222 1wy + 12\ 22w — 87\3x3w)6*)‘rz.

Aplicando os mesmos argumentos anteriores, concluimos que existe cz, independente de
A, tal que [|02wp s < c3. De forma andloga, o mesmo vale para as derivadas mistas de

terceira ordem. O

Suponha que w satisfaca as hipdteses do Lema 4.1. Para todo A € (0,1), a
desigualdade (4-1) implica a existéncia de uma constante c) > 0, dependente de A, tal
que

|lw(z,y)| < c;\e7‘(””’2+y2),‘7x, y € R.
Pois,

jwa ) _ r[Vul  [00.0)
+ )
eh? eAr? eAr?

onde para o termo da direita da desigualdade c) > 0 € um supremo em 7.

Passemos agora a demonstracdo do Teorema 1.3.
Prova. Existéncia e unicidade: Assuma que ¢ € H*(w?), s > 2. Pelo Teorema 1.1 e pela
Observacgdo 3.6, existe 7' > 0, tal que, para todo p > 0, as Unicas solugdes (em H°) de

(1-2) e (3-1) estdo definidas no intervalo [0, 7T'] e satisfazem
lun (D)l <o), teo, 1. 4-2)

Aqui, up:=u e wuy sdo as solugdes de (1-2) e (3-1), respectivamente. Defina

M :=sup;epo, 77 |lun(t)|| g5 De (4-2), pode-se assumir que M ndo depende de 1 > 0.
Persisténcia: Por simplicidade, adotemos u,, = v para > 0. Seja w) como no

Lema4.1. Utilizando a Observagdo 3.4 (que nos permite derivar sob o sinal de integracao),

multiplicando a Equacéo (3-1) por wfv, isolando v; e integrando em R?, obtemos
/2 wl vy drdy = /J—wfv?—[@iv — WV — WEVP v + pwEvAv)dady.
R R

Como uu; = %@uz, temos

1d
EEHUMHZ = (unv, —upUHOZ0 — W\ Vsyy — Wp V0 + RUNAD). (4-3)

Vamos estimar o lado direito de 4-3. Primeiramente, note que (wpv, ’H&%(w;\ v)) = 0, pois,
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pelo Teorema de Plancherel,

—

[ () (402(un0) dady = [ (une) (422 (unv) dedn
]Rz Rz

- z/ |(wrv)[2sgn(&)E2 dEdn.
RZ

Portanto, podemos escrever
(wrv, unHOZ0) = (unv, [wn, H10Z0) + (wnv, Hluwn, OZ]0). (4-4)
Aplicando o Teorema 2.5, a desigualdade de Holder e o Lema 4.1, obtemos
lwn, H19Z0[| < clloZunllocllvll < cllOZunlloollv]lzs < cM.
Além disso, como H é uma isometria em LZ(R), o Lema 4.1 implica que

| H[wn, 0210 || = |[[wr, O2]w]| = || un02v — 2 wnv — 20, wnpv — wpnO2v|
< | O2unvl|+2[10:wr0s ]|
< [|10F unllsclv]] + 2|0z wnllso |0z v ]

< ct||v]|gs + e2l|v]| s < M.

Logo, a partir de (4-4) e da desigualdade de Cauchy—Schwarz,
|(wnv, u\HO?v)| < cM ||wpv]. (4-5)
Observe que (upv, 8gyy(w>\v)) =0, por Plancherel, e, pelo Lema 4.1, obtemos

]|[w7\,8gyy]v|| = H@gyyw;\v+28§yw;\8yv+6xw;\812/v+8§w;\8mv+28yw7\8§xv|]
< cM.

Entao,

(wn v, WA Vryy) = (w0, [wn, 03y 10) + (wr0, 03y, (unv)) < M [[unv]].

Integrando por partes, podemos ver que

(wpv, unAV) = (W v, [wr, AJv) + (wr v, A(wpv))

= (wAv,[wp, Alv) — ||V (upv) ||

< [(wrv, [wx, A]v)| (4-6)
Jlicwavall
.,

< Jlunv
< cM|upv
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onde utilizamos o Lema 4.1, a desigualdade de Minkowski e a desigualdade de Holder

para obter
I, Alv|| = [lunVE0 — V2o

= |upn V20 — (V2upv + 2V wp. Vo + wy V20)||
 l(Aun)v — 2V, Vo @-7)
< [[Awrllool[v]] +2][Vun oo | V]l
< cM.

Finalmente,

|(wnv, unvvg)| < Jlunoll[unveg || < Jlvglloollwrv]|® < Mllwno]. (4-8)

Logo, de (4-5)-(4-8), obtemos

1d

EEHUD\U”z = (wpv, —U))\U,]'[ail} — WA Ugyy — WAVUg + IJ.U/}\AU)

< @+weM|wyvl|+ M Junol®

e, pela desigualdade de Young,
d 2 2372 (2 2
T lluno( < EMP (42 41+ ed)[uno(t)2

Entdo, pelo Lema de Gronwall, para t € [0, T],

t
luno(t)12 < a2+ tc2 M2 + /O o(5)ds = [lund |2+ Ga(t w2 (49)

onde gx(s) = (||luad||? +sc®M?)(u? +1+cM)exp[s(u?+1+cM)]. Tomando o limite
quando A — 0, e utilizando o Teorema da Convergéncia Mondtona juntamente com

a desigualdade (4-2), obtemos

t
wo(®)|[2 < de>|]2+tczM2+/ a0(s)ds
0

t
< ||wd)|]2+t02p(t)+/ go(s)ds (4-10)
0

= [lwd||? + Go(t,W)?, t €0, T],

onde Gy € continua. Portanto, a persisténcia da solugdo wu, para todo u > 0 estd garantida.
Fixado A € (0,1), e utilizando a inequacdo (4-2), a equagdo (3-1) e o

Lema de Gronwall, podemos provar que {u,},~o forma uma rede de Cauchy em

2
wy?

L3, = [*(wfdzdy) e que w, — u em L3, quando p | 0. Portanto, se @ € L , a partir
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de (4-9), obtemos
(@15, | = 1M [, @) 15, | < @15, lim (lund |+ Ga(r, ).

Tomando o supremo sobre todas as fungdes @ com | @|| 2 . =1 na equacdo anterior,
deduzimos
[unu®)]| < [[undl| + GA(£,0), t €0, T].

Tomando o limite quando A | 0 e aplicando o Teorema da Convergéncia Mondtona,
obtemos
[wu(t)|| < [[wdl|+ Go(t,0), t €0, T], (4-11)

onde Ggp(t,0) — 0 quando ¢ — 0. Portanto, garante-se a persisténcia da solu¢do u em
12, = [2(w?dxdy).
Continuidade: Primeiro, afirmamos que w : [0, 7] — Lfv ¢é fracamente continua.

ANz2+y?

De fato, para @ € L2, definimos @) = @e~ ). Pelo Teorema da Convergéncia Mo-

nétona, tem-se que @ — @ em L2 quando A | 0. Seja € > 0 dado, e tome Ag > 0 tal

que
€
©— O llr2 < ) (4-12)
lo=xnllst, < 4761,2 + Gor00)
Fixado ¢ € [0, T, seja & > 0 tal que
It—s| <6 = |lu(t)— u(s)]| < = (4-13)
2||(p7\o||L2(w4)

Isso € possivel gracas a teoria de H? e a seguinte desigualdade:

_ 2,2
”(p7\0‘|L2(w4) =/w4‘(p(x,y)‘2€ 2Ao(x°+y%)

< sup {wze2}‘°(zz+y2)}/w2’@($,y)|2
(z,y)eR2

_ 2,2
< sup {((z%+ )| VulZ +|w(0,0)|)eFol"+¥)} / w?|@(z, y)|?
(z,y)eR2

< cw, Mol 5, < oc.

Logo, se |t — s| < 0, de (4-11), obtemos

(@, u(t) = u(9)) 1z, | < (@ = @ags ult) — u(s)) g, |+ [(@ng, ult) — u(s)) 1z |
<l = @noll 22, (lw(t)]l 12, + ()] 12,) + [(w? @rq, (1) — u(s))]

< 2[|@ — Paoll 2, (I dll 12, + G(T,0)) + | @ng 172yl ut) — u(s)|

€ €
< —-+—-=E.
2 2
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Com isso, concluimos a nossa afirmacao.

Observe agora que

lu(t) = 117z = lu®)Ts + 1blI5s — (b, ul®) 1z, — (b, u(t)) gz,
< G(t,0)+[| D7z +[|d72 — (. ult) (b, u(t)) .-

A continuidade fraca de u em 2, e o fato de que G(¢,0) — 0 quando t — O asseguram
a continuidade a direita de v em ¢ = 0. Para concluir o argumento, fixamos T € (0, 7) e

utilizamos a invariancia da solu¢do sob translacao
(t,2,9) €10, T =T xR = (t+7,2,),

0 que permite concluir que v € continua a direita em [0, 7'). A continuidade a esquerda em
t = T é garantida pela mudanca de varidveis (¢, z,y) € [0, T] x R? — (T — t, z, y). Final-
mente, utilizando a transformacao (¢, z, y) — (T — t,—x, —vy), concluimos a continuidade
a esquerda. Portanto, u € continua em [0, 7).

Dependéncia continua: Sejam u e v solugdes de (1-2) definidas no mesmo
intervalo [0, 7], com condicdes iniciais u(x,y,0) = (z,y) e v(z,y,0)=1VP(z,y), sendo
¢, € H¥(w?), com s > 2. Sejam uy, e v, solugdes de (3-1) com uy(z,y,0) = d(z,y)

e vu(z,y,0) = (z,y). Denotando z = uy — vy, temos
2t + 7-[852 + Zpyy + 20 Uy + U 2y = A Z.

Multiplicando a equacdo anterior por wfz e integrando em R?, obtemos

1d

E%Hw;\zﬂz +(unz, wﬂ—[@iz + WA Zgyy + WA 207 Uy + WAV 2z — WARAZ) = 0. (4-14)

Seja M = suppo, 7)1 1w ()|l s w2y + | vu(®)[] s (w2) } > €ntdo, por (4-2) e (4-11), M é limitado
por uma constante independente de p. Subtraindo o produto interno de ambos os lados
em (4-14), utilizando argumentos semelhantes aos anteriores para estimar o lado direito

da igualdade e aplicando a desigualdade de Young, obtemos
d 2 2 2
S lwnzll® < kllonz )"+ kel 2|l T sy 0< 8 < T

onde ki e kp sdo constantes que dependem apenas de M. Entdo, aplicando novamente o

Lema de Gronwall, deduzimos

lunzll? < (llun(@ = WP + ko T 2ll35 o) M -
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Tomando o limite quando p | 0, temos
lun(u = 0)|2 < (lun(d =)+ ko Tllu = vl[Foc o) "7
Finalmente, fazendo A | 0,
lw(u—o)|2 < (Jlw(@ = )|*+ ke Tllu— vl gs) "7 (4-15)

De (4-15) e da dependéncia continua em H *(R?), segue que u — v em H*(w?) quando

¢ — P em H*(w?). Portanto, a prova do Teorema 1.3 estd concluida. 0

Observacio 4.2 Note que w(z,y)=(1+2%+ yz)y/ 2, comy € [0,1), satisfaz as hipdteses

do Teorema 1.3. E fécil ver que w(z,y) é um peso suave e que
Opw =yar(1+22+y?)Y/2 1,

Dow=yr(l+z%+ yz)y/2—1 +y(y —2)2%(1 + 2%+ y2)y/2—2,

02w = 2yzy(y/2—1)(1+ 22+ y?)Y/2 72,

9w =6ysiy/2—1) (1422 +92) 2 2w aya® (y/2— 1) (v/2—2) (1 422+ 42)"2 7,

Oyw=2vyly/2=1) (14224 y2)"* Paayay (v/2-1) (v/2-2) (1+2%442) "7,

assim como as derivadas de primeira a terceira ordem em relacdo a y e as derivadas

mistas, sdo limitadas paray € [0,1].



CAPITULO 5

Boa colocacao local em Z ,

Neste capitulo, provaremos o Teorema 1.4. Assuma que ¢ € Z; .. Primeira-
mente, observe que precisamos lidar apenas com o espaco L2, pois a existéncia local
de uma solugdo w : [0, 7] — H? é garantida pelo Teorema 1.1. Além disso, uma vez ob-
tida a propriedade de persisténcia da solugdo em L2, a continuidade de u : [0, T] — L2 e

a dependéncia continua seguem exatamente como feito anteriormente para o Teorema 1.3.

Prova. Parte (i): Nesta primeira parte do teorema, o caso s >2 e r €[0,1] jai foi
provado pelo Teorema 1.3, considerando o que foi exposto na Observagdo 4.2. Portanto,
consideremos agora o caso 7 € (1,5/2) e dividamos a anélise em dois subcasos.

Caso (a): Considere r € (1,2] e s > 2r. Escreva r =1+0, com 0 € (0, 1]. Defina
M; = sup, 7y(||ul s + || (z, y)®ul]). Como 6 € (0,1], o segundo termo em M € finito
devido a primeira parte do teorema.

2+20

Seja wy como em (2-4). Multiplicando a equagio (1-2) por wi " u, integrando

em R? e utilizando a identidade wu; = §8tu , como feito anteriormente, obtemos

1d
57 ||w1+eu||2 (Wi u, wOHO2 U + Wl gy, + wiCuny) = 0. (5-1)

Vamos estimar o produto escalar em L?. Usando comutador e a regra de Leibniz,

podemos escrever

= A4 +H82(w}v+eu) 27—[(8 w1+63 u) — H@zw]\f'eu
=A1 +A2+A3+A4.

Pelo Teorema 2.5 e pela desigualdade de Holder, temos

1A = [HTwh®, HIOZull 121 12

(5-2)
< clllofunllzllull zll iz < cllofwy® s llull < e
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Como

10, (wit®)] = (1 +0)wd, wy| < cwy,

e H é uma isometria em L2, temos
1 43|l < cllwgdpull < e(llOs(wfw)l|+ [Ozwiul) < (|| da(wy )|+ ul).  (5-3)
Uma aplicacdo do Lema 2.11,com a =1+6, & = ﬁ e b =1+0, nos permite estimar
0wy )l < [[7" (wirw)| < eflukt®ul| OO T 101/ 040,
Entdo, aplicando a desigualdade de Young acima e substituindo em (5-3), obtemos
1As]| < e (Il (R w) | +ull) < e(lwn®ul + Ms). (5-4)

Observe que
| Aall = [HOEwi ull < el OZwy ool ull < cMi. (5-5)

Além disso, inserindo o termo A, em (5-1) e utilizando integrag@o por partes, vemos que
sua contribuicdo é nula. A constante c que apareceu anteriormente nas estimativas de
A4, Az, Ay, € que aparecerd no restante da demonstragdo, é sempre independente de N.

PeloLema2.11,com a =2+20, o = 5759 € b =1+0, obtemos

2+2

1/2+9

| (w w)|| < c([|whOul| + | 752w + My). (5-6)

Outra aplicagcdo do Lema 2.11, com a =2+20, o = ﬁ e b=1+0, implica que
||J2(w]evu)|| (||w1+eu||+||J2+2eu||+M1). (5-7)
Utilizando integracdo por partes, obtemos

/ 2+26u8 82u = /(8 w2+29u+8yuw2+29)a Oyu

/8 w2+26u8x8yu—/Gyuwzz\f'zeaxayu

——5/28 W3 ud,0 u—%/zay w??9,0,u

= %/( 20y w2+2eu8 Oyu+0; w2+29(8yu)2).

(5-8)

Agora, usando a desigualdade |0, (w 2+29 )| < cw”ze a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
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(5-6) e (5-7), obtemos

1
/ w§ 20,02 = / (20,82 u0.0y u + 0, ufr (0, )°)
+ 1 2+G
< NJwlOulll|w a0yl + || wy **°8, ul

(5-9)
+0
e (72§12 + 117w} ) 2+ | whOul2 + E)

A

<c (Hw1+eu\|2+M12).

Finalmente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de Holder e a

imersdo de Sobolev (pois s > 2), temos
(Wit u, wifPug)| < [lwitulll|whf v || < lwl®ull?|lug oo < MilJwi?ull?. (5-10)

Entdo, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e as estimativas anteriores em (5-1),

temos
1d 1+0 |12 1+0 1+0 2 1+0 1+0
EEHUJ ul|® < [(wy™u, wyT HOGU+ WN Ugyy + W )|

< ’ w]1v+9u 1+91Ha2 )‘ |(w]1v+6u w]1\/'+eu:ryy)|+|(w]1\f+eu w]1v+9uu$)|
< [Jwull | wi  HZul + c([lwrtull®+ ME) + My || w}®ul|?)

< NwdtPul e (M +[|wi®ul)) + c(|JwhOul|? + ME) + My || whtOul?
Ainda, pela desigualdade de Young, temos

d

EH,w1+9u”2 < C(1 +Hw1+9u”2),

e aplicando o Lema de Gronwall, obtemos
¢
lwl®ul? < ||w1+ed)||2+tc+c/ C(lwlP |2+ t'c)dt.
0
Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Monétona,

{2, y) " *Oul|? < [[{z, y)*Op% + g(2), (5-11)

onde g(t) — 0 quando ¢ | 0. Isso garante a persisténcia da solugdo em 2.
Caso (b): Considere 7 € (2,5/2) e s >2r. Seja r=2+6, com 0 € (0,1/2).
Defina
Mp = sup{[|(z, y)%ul| + || ul =}
[0,T1]

2, 2+20u
Wy

Nesse caso, vamos multiplicar a equagdo BO-ZK (1-2) por z e integrar em R2.
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Dessa forma, obtemos

1d
2.dt

—|zwiul? < |(zwlPu, zw i HOPu)| + (2wl u, 2wl sy, + [(zw i u, zwl O uuy)|.

(5-12)
Vamos estimar o lado direito da inequacgao (5-12), comecando pelo primeiro termo. Como
02(zu) = 20, u + 10%u e H(v0%u) = vH(O2u), podemos escrever

x?—[&%u = ’H&%(xu) —2HO,u = By + Bo.
Pela defini¢do de wy e sabendo que 1+ 22+ 72 < (1+|z|+|y|)?, deduzimos
wi (e, ) < (2,9) "0 < (14 ] + [y )z, )" (5-13)

Utilizando a desigualdade (5-13), os Teoremas 2.2 e 2.4, a Observagdo 2.3, e a identidade
@(O,n, t) = 0, obtemos

i Bl < cllwk*Ho,ul

< ol Hopul + |zuf Houl + |yu§ Ho,u)
e (lltz. )Mo ull + o (2. 5) Hopul + |y e, y) Hul))
(Il ) HOzul + 1w, ) *Hizd, )] + [z, ) Hiyd )] )

INIA

IN

e (10, ull + |31 HO ull + [y HOul + [HwOu)]| + || H(w0, )]

1y A0, )+ [P0 + 2 MO0 | + ]y H (w0

< c(100ull+ NP orull+ 1P osull + |20,ul + |2l z0,u]
#lyPodull + [ydeul + NP ydpull + lly Py, ull)

< el 9)"*00,u]

=C.

Pelo Lema 2.11, segue que
C < eIy wll+ M2) < eI, 1)% 2] + | 72u]|+ Mz ) < e
Para estimar o termo com By, note que

1J'e?{az(acu) [w1+e "H]@Z(xu)+7{(w1+682(xu))
=Dy +H (P (wiOzu)) — 2H (05w} 00 (zu)) — H (BwiPzu)  (5-14)
=D1 +D2+D3+D4,
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onde usamos
7-[(32(w]1v+exu)) 7-[32w1+exu+27{3 w1+ea (xu)+7-[w1+982(xu).

Inserindo D> em (5-12), observamos que sua contribui¢do é nula. Além disso, usando
argumentos semelhantes aos anteriores, temos || D1|| < cMos e || Dy|| < cM,. Para estimar-

mos Ds, usamos |0y wy| < 1 para obter

| D3| = 2||H(O w”e@ (zu))|| =2||(1+06) wNa wy (u+2z0zu)|| < c(HwNuH+waN8 uH)

< CMZ.

Agora, vamos estimar o segundo termo do lado direito da equacgdo (5-12). Pelas

desigualdades |20, wy| < 3wy e [z82wy| < 1, temos

‘ax(x2w]2v+29)’ _ |2xw2+29 +$28x w]2\/+29‘

< 2‘$w]2v+29‘ + ‘xZaf w]%]+26’

< 2|zw3?0| +|2(6 +60) w320 -1
< c|xw2+2e ,
e
|82 2 2+29 |_ |x28 2+26)w1+298 wN)|
= |22[(2+20)(1 +20) w32 Dy wy +((2+20) w2092 wy)]| 5-16)
< c|z?wdd yWN |+ w1+298§wN|
< c|$w2+29 )

Além disso, pelo Lema 2.11, com & =1/(2+6), a =4+20, b=2+06, obtemos
”J2 wj1v+9u H < CH’LU2+6’LLH (1+6)/(2+0) HJ4+29u||1/2+9 < c(||w2+eu||+||J4+29uH). (5_17)
Utilizando integracao por partes,

/R 2uw?ud, 82u=—/ 0, (22 2+2e)a i — / w3209, udRu
=_/Rza (#2w22)) uu—/ OB(x2 w20, uu
_/R? 28y(x2w]2v+29)8y8xuu—/R 2w2? 0, 82

=_1/ (82(m2w1%+29)uazu+8 (xzwjzv"ze)@yuu

2
+20 (:U2 wﬁze)axay uu).
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Assim, as desigualdades (5-15), (5-16) e (5-17) garantem

/]R xzwjz\fzeuax@;u: —%/ (82(x2w]‘9§,+26)u8xu+8 (x%fqze)ayuu
+20 (xzwfv*”)aza uu)
< |y ® Oz llawy®ull + |aw)ful|? + [lwy O ull | aw) P u +
+ ]| w0, 0y ul| | 2wy ul|
¢(ME + [lzwlfOul|?+ | wh 05 u|? + w0, 0y u?)
c(ME+ zw |+ | wdOul 2 + “J4+2euH2)

< o( Mg + [lzwy®ul? + | ywy O ul?).

| /\

| /\

Finalmente, o dltimo termo do lado direito da desigualdade (5-12), utilizando a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade Holder e a imersd@o de Sobolev, pode ser

estimado por

‘( 140 140 140 1+0

TwN U, zwy - uug)| < Jlzwy 10412,

ul?[luslloc < Mellzwy

ullllzwy®uus || < [lzwy

Portanto, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e as estimativas obtidas anterior-

mente, temos

1d

57 ||acw1+eu||2 < (@wl®u, zwlP HOPu)| + | (zwi P, xw}\;’euxyyﬂ (2w u, 2wl uuy)|
<[lzwy®ul| ow HOZu] + ¢ (ME + | awyu|® + [lywit ul|?)
+ My || 2wl ul?

<cM2wa1+9uH + C(M2 + wa”eu|]2+ Hyw”euH ) + MQwa”euﬂz

(5-18)
Assim, pela desigualdade de Young,
d 140, 112 140, 112 140, 112
wa ul| < C(M2+Ha:w wl|” + || ywy™ u| ) (5-19)
Um célculo andlogo, com y no lugar de z, nos da
||y'w“GUI|2 < (M5 +[|lzwft®ul)? + |l yw}Oul ?). (5-20)

Pelas equacdes (5-19) e (5-20), aplicando a desigualdade de Gronwall e o Teorema da
Convergéncia Monoétona, estabelecemos a propriedade de persisténcia, provando assim o
Caso (b).

Parte (ii). Também dividiremos em dois casos.
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Caso (a): 7 €[5/2,3) e s > 2r.Sejar=2+6,com 0 € [1/2,1), s > 2r. Seja

>3/2+9

Ms = sup{||{z,y wll +[[wll s}
[0,7]

Multiplicando a BO-ZK (1-2) por z#w2%« e integrando em R2, temos

1d
2dt

—(|zPwSu||? + (22w u, 22w HOPu + 22w gy, + 720G ut) = 0 (5-21)

Utilizando o fato de que
HOZ(xPu) = HOp(2au + 220, u) = H(2u + 420, u + 1202 u)
implica que
2P HOPu = HO2(x2u) — 4HO, (zu) + 2Hu,

obtemos
wS T2HOu = wyHO? (x2u) — 4w§HO, (zu) + 2wy Hu

=Q1+Q2+Q3-

Note que, pelo cédlculo feito anteriormente no Capitulo 2, é valido (2-2) e como

(ONS Zs,r, deduzimos que dS(O,n) =1(t,0,mn) =0, para todo t € [0, T]. O que implica em
H(zu) = vHu. De fato, calculando a transformada de Fourier de H(zu) e xHu, temos

—

H(zu)(E,m) = —isgn(E)(zu)(E,n) = —i sgn(£)ids G = i0g (—isgn(&)d) = iagﬁﬂ
= 2Hu(&,n).

Logo, a limitagdo de H em L2 nos dé
1 Qsll =2l w§Hul] < (Ml + Hull +[lyHaull) = c(lul + Hi)] + [Hig)]) < M.
Observe que

Q2 = wyHOy (wu) = [wyy, H1O, (zu) + H (w0 () = Q3 + Q3. (5-22)
Utilizando o Teorema 2.5,

103 = lltwy, H1z (zu)|| < cl|dswiylloollou]| < eMa.
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Além disso, pela desigualdade de Minkowski e pelo Lema 2.11, temos

13|l = [ H(wy u+zwy dyu)|
< [ H(wyw)]| +]|swy s ul
< |[H{z, ) ull + [ {2, 4) " Oy
< e(ll(z,yyull+ [ (@, y)¥2 u] +1] 7520
< cMs.

Para ()1 podemos escrever

Q1 = wN7-[82($ u)
= [wN,’H]az(x u)+7—[(w]%82(x2u))
= Vi +HO?(2? wNu) 27—[((9 wNa (z u)) ’H(&%wg]ajzu)
= Vi+ Vot Va+ Vg,
pois
H@i(xzwg] u)=H (8§(x2u)w]% +20,(z?u)0, w]e\)/ +22u0? w]%).

Inserindo V> em (5-21), observamos que sua contribui¢do € nula. Pelo Teorema 2.5,

deduzimos
Vil = llwy, HI05 (P w)|| < cl| 05wy |looll2®ul| < cMs,

1Vall = [H@Fwyz2u)l| < clloZwylloolle®ull < eMs.

Utilizando a regra de Leibniz, a desigualdade de Minkowski e aplicando o Lema 2.11,

obtemos
| Vsl = [[2H(0z wy Ou (z%w)) |

_2H(8 w (2zu + 220, u))||
( 220, wNa ul| +2||z0y w]%uH)
(waNa ull + wyul)

3.

I/\

Também, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder,

|(x4w12\,eu uug)| < ||z

R u|[|uws || < [lusloola®wfyul|?. (5-23)
Calculos semelhantes aos que foram feitos nos casos anteriores nos dao as desigualdades

10, (24 w310y (2 9)|,\a§ w29 < c|aBwd?). (5-24)
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Assim, integrando por partes e utilizando (5-24) juntamente com o Lema 2.11, obtemos

1 1
/x4w]2\,9u8x8§u =—§/<§8§ (:v4w]2\[9) U0zt — Oy (x4w]2\]e)8§uu—28y($4w]2\]e)8m8yuu>

S/\@S(x“wﬁe)u@m+/\x3w]2\]e(9§uu\+/]m3w]2\768$8yuu]
0 0 0 0
<|| P wp ulllzwy Oy wl| + || 2wy 02 ul[|| 2% wx ul|
+ 2w 0: 0y ull || 4wy ull
<c(ME+|2Pwyull® + | zwg 02ul|® + ||zwg 050y ul %)

=c(ME+ 22w u|? + Fy + F»).
Portanto, com as estimativas obtidas, temos

1d
E%sznguﬂz §|(x2w]e\,u,xzw]ev?-[@iu+x2w]%uxyy+:L’2wjevuu$)|
<|(zPwlu, 2wy HPw)| + |(zPw i, 22w )| + | (24 w3 u, wuy))|
<[P wul|| P wy HOPul| + ¢ (M + || 2P wyy u]|? + [|zwy 02 ul|?
+||zws 0,0y ul|?) + Ma| 2P wiy ul[?
§0M3Hx2w1%u“+c(M§2+szw]%u|]2+wa%@iu”z+wa]%(?xayqu)

+M3Hw2w]%u\|2.

Logo, pela desigualdade de Young,

d 2 9 12 2 2.0 12 0 92, 112 0 2
%Hx wyul|c < C(M3 +||z%wy ul|® + [|rwy Oy ul|© + || rwy O Oy u| ) (5-25)
Observe que a estimativa (5-25) ndo € suficientemente precisa para 0 nosso
objetivo devido aos termos Fy e F». Portanto, a seguir, iremos estima-los. A ideia € obter
uma estimativa da forma

d
~0< -2
dtG_CG’ (5-26)

onde G é uma soma de termos que inclui Fy e Fb.
Derivando duas vezes com respeito a y em (1-2), multiplicando por z?w3’92u e
integrando em R2, obtemos
%% ||xw]%812/ ul|? + (xw]ev(?;u, xw]ev?-[ai(aj u)) + (:pzw]zveagu, 83;3582 u)
+ (xzwjzvea;u, 012/(uu$)) =0.

(5-27)

Pela identidade
s HOZ(D2u) = H (B (xd5u)) — 21D, 05,
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deduzimos
w%x?—l@i(a; u) = w%?—[(@i(x@iu)) — Zw%’}-[az@;u = By + Ep.
A seguir, decompomos

Ep =—2wyHO,04u
= [wy; H10:02u + H(wy 002 u)
= E21 +E22.

Entdo, pelo Teorema 2.5,
1B || < (105w lloo[|05ull < cMs.
Aplicando o Lema 2.11, com a =3+20, & = 9&% e b=3/2+06, temos
1BZ|| < |wyded5ull < |[(2,y) 008 ull < Mg +2(|[(z, y)* 2 ul| + || T u]) < cMs.
Agora, escrevemos

E4 =[w]ev;7-[]0§(x8§u)+H(wg8§(x8§u))
=k + ’H@g(xw]%(?; u) —2HO, wj%(?x(xaj u)+ H(@i w]%xazu)
=k1 + k2+ /433+ k4.

Utilizando novamente o Teorema 2.5 e a desigualdade de Holder, garantimos

1K |

kal| < 105w lloollz 05 ull < Ma.

Além disso, inserindo kp em (5-27), observando que sua contribuic¢io € nula. Ainda,

ks < | HOzwyO2ul| + | HOp wiy 20,02 ul|
< Jwy ' Bul + |l wy 0,02u|
S CM3.
Uma nova aplicacdo do Lema 2.11, com a =4 +20, & = ﬁ eb=2+0,no0sda
lwy 02 2ul < M+ ||wiull + || 74 u| < Mz +||zPwiul| + [|yPwiull.  (5-28)

De maneira semelhante,

||w]%8x3y0§u|| < Mg+ || 22w ul| + ||yPwiul. (5-29)
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Tomando as seguintes derivadas, € facil ver que

|(9$(x2w]2v9)

Oy (z2w3d)), |3§($2w]2ve)| < c|zw??). (5-30)
Usando as desigualdades (5-28), (5-29) e (5-30), e integrac@o por partes, obtemos

”
/xzw?veajuazagaju =—§/ <6§ (wafVe)aguaxagu - 8$(x2w]2\[e)8§8§u8§u
— 28y(x2 w]%,e)ax 8y8§ u(?;u) dxdy

<c(MZ + | 0§l ull + | w§ .0, ullll 2w ull)

<eo(MF +[le®wul)?+ |yP wiul® + | 2wy 02 u)?).
Finalmente,

(xzwjzvea;u, 8§(uux)) = (xzwjzvea;u, 8§uuz + 2y Ugy + uuxyy)

0 0 0
< |lzwy 5 ull? | usloo + l|zwy O ull (|zwy Oy ull [ taylloo
0
+ 2wy ull | uayy lloo)

9 92, 112
< (M3+1)||wa8yu|| + Ms.
Com todas essas estimativas, podemos deduzir que

d

e ol < e(ME+ st uul? + P uful?+ |ou§dRul?).  (5-31)

Analogamente, conseguimos obter uma inequagao envolvendo Fb.

Multiplicando a equagdo (1-2) por y4w]2veu, podemos obter uma estimativa
similar a (5-25), na qual surgem dois termos adicionais andlogos a Fy e F5, mas agora
com um fator de multiplicacdo y no lugar de z. Portanto, podemos proceder exatamente
como fizemos anteriormente.

Como passo final, definindo

. 95 = llzwy 00y ul|

g = 2wl g2 = |lowydFu

. 6= llywi 0:0,u

ga = ||y2wzevu )

» g5 = ||ywz%3§U

deduzimos o seguinte sistema de desigualdades
d o >,
Egj < cz;gi, 7=1,...,6.
1=

Definindo G = Z?=1 gf, obtemos a estimativa desejada (5-26). Assim como no primeiro
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Caso (a), aplicando a desigualdade de Gronwall e o Teorema da Convergéncia Mondtona,
concluimos a prova deste caso.
Caso (b). Considere r € [3,7/2) e s > 2r. Escreva r=2+06, onde 6 € [1,3/2).

Defina

3/2+6

My = sup{|[{z, y)* O ul| + [Jul| s }.
[0, 7]

Neste ponto, podemos proceder exatamente como no Caso (a) anterior para realizar as

estimativas, exceto para os termos
A 0
(3 = 2wy Hu,

Q2 = wyHI,(zu),

By = —ZMJ%H(%@;U,

os quais podem ser estimados utilizando os Teoremas 2.2 e 2.4, bem como a Observagdo
2.3. Com efeito,

1Qs]l < 2[|(z, y) Hul|
< ez, ) Hull + |z (2, y)° Hull + |y (2, 9)* " Hul))
< c(|[Hull+ |aHu| + 2] Hull+ [ |y*~ Hall + |||z Hul|+
2]y O Hul + Ly Hull+ |yl Hul |+ [ly]y|° Hal)
= c(lIHull+ [H@u) | + 1217 Haul + [[[y]° Haul + ][]~ H(zu)]|+
+ |1y 1° 7 H )|+ | H )| + 1212 H g |+ |y [* " Hyw)]))
< c(lJull+ zull+ e[| ull+ 1y w)] + |2 2u)+
[ H Y17 )|+ [yl + (1|2 yull+ 17y yw)])
cll(z, 9)%ull
cMy,

IN

IN
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| Q2| = 4[| w HOw (zu) |

< ez, 9)° T HO (zu) | + (2, )T H (D (zw) | + (2, ) H(yOu(zu))])

< c(|H(zu) ||+ |||2|°~ HOp (ww)|| + || |y| O HO () || + || H (2D (zu)) |
+[121° 7 H (@ Ou ()| + [y |° " H (@O (zu)) || + || H(y D (zu) |
+[1121° 7 H(yOu (@) |+ [|1y1° " H(y e (zu))])

< c (|0 (@)l + ¢ [[121° 0 () |+ l]y] O Du(zu) | + || 20x (zu)|
+ 2% 20 (wu) || + ][ y|° 20 ()| + ||y O (aw) | + ¢*[|]2]° yOr (zu) |
+[[1y1° "y, (zu)))

< o(Ma+ ||z, y)ull + ||z, y)°* O, ul)

< o(Ma+ (2, y)*/2Oul| + || J320u]))

< cMy,

1Bl < [z, y)° " HOL5ull + [ (2, 9)° MO 5ul + || (2, 9)° yHO, Oul|
< e, y)° T HOL O |+ [[(z, ) H (20, 05u)|
(2, 9)° T H(y D, D) |
< c([HO05ul + |||2]° " H(@0:08u)|| + |[|y1°~ H(y 0,05 )|
+ ||7-[(:1:8$8§u)|| +|| \x]*%(:c@ﬁju)” + |||y|9*17{(x8$0§u)\|
+ [ H(y0: 02| +||]2|°~ " H(y0:02w) | + |||y °~ " H(yd,02u)||)
< c|{z,y)°0,02u
< My+2(||(z, )% u +|73u])
< cMy.

A partir deste ponto, procedemos como no Caso (a) e concluimos a prova do Caso (b).

Portanto, a demonstracao do Teorema 1.4 estd completa.
0J



CAPITULO 6

Principios de continuacio tnica

Neste capitulo, provaremos os Teoremas 1.5 e 1.6, seguindo os argumentos
apresentados em [9]. A ideia principal € analisar o mau comportamento da equacdo BO-
ZK (1-2) na direcdo x. Ressaltamos que uma abordagem semelhante foi aplicada com

sucesso a equagao de Benjamin em [23].

6.1 Teorema 1.5

Prova. Note que a solugdo de (1-2) pode ser representada pela férmula de Duhamel

t
- U — /0 Ut — D u(0)dyu(T) d, 6-1)

onde U(t)¢ € a solugdo do PVI associado a equacdo BO-ZK linear. De fato,

tomando p=0 em (3-1) e procedendo de forma andloga a (3-3), obtemos

U(EM, 1) = e IEDG(E ) e

ey t)= [ e OO G ) didn
_ /R 2 GiHEIEEN2) 2t G g 1 g dn
= Ut)d(z,y).
Aplicando o mesmo procedimento com —uu, = G em (1-2), obtemos a seguinte EDO:
0+ (iE]E] — i&nP)i = G.
Multiplicando-a pelo fator integrante @(t) = @t(iélil—iinz), temos

Tp(t) + @) (iE|E] — i&n?)i = (1) G,
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isto &, %(ﬂ(p) = (p(t)a’. Observe que, integrando de 0 a ¢ de ambos os lados da equagdo

anterior, obtemos t
u(t)(t) —u(0)p(0) = /O o(1) G(T)dT.
Portanto, .
e =+ | emGmdr
Multiplicando por @(—t) segue que
G(t) = e UEElIE) G, / t (T DUEIE=1E0%) ey ()
0

e calculando a transformada de Fourier inversa de ambos os lados, obtemos

t
u(t) = U(t)d)—/o Ut — D)u(0)dyu(t)d,

como afirmamos.
Sem perda de generalidade, assuma 1 = 0. Entdo, como ¢ € Z55/,, segue pelo

Teorema 1.4 que
uwe C(0, T, H°NI2), 0<r<5/2. (6-2)

Multiplicando (6-1) por |x]5/ 2 e tomando a transformada de Fourier, obtemos

— ) ~ ¢ .
Dg/zag(u(t))=D2/23§(62t£m2_|£)¢)—/0 Dg/zﬁg(ez(t_ﬂamz_m)zA)dT, (6-3)

onde z = %&Eu2. Fixado t €0, T], observe que, se (x,y>5/2 U(t)$ € L?(R?), entdo
|z[3/2U (t)d € L?(R?), o que, pela identidade de Plancherel, implica que

Dg/zag(eiti(ﬂ2—|i|)a\)) € [A(R?).

Vamos provar que isso € possivel somente se (T)(O,n) =0, para todo 1 € R. A ideia € a

seguinte: como
DR (METIEN §) 0 (N 1ED O, § + (itm? — 2it|E |) M IED )
_ QitEP—[E) (( — 2itsgn(E) — 41282 + 412nP|E| — 12n%) § + (2itn?
— 4it|£))0c b +8§$>,
(6-4)
provaremos que todos os termos em (6-3), exceto aquele envolvendo sgn(¢), provenientes

da parte linear (veja (6-4)), possuem decaimento adequado para todo ¢ € [0, T']. Isso, por

sua vez, implicard o resultado desejado.
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Por um lado, na dire¢do z, a equacdo BO-ZK (1-2) apresenta um comporta-
mento similar ao da equagdo BO. Assim, seguindo as ideias de [9], precisamos realizar
uma localizac¢do na dire¢do &. Por outro lado, para controlar todos os termos, € neces-
sario algum decaimento forte na direcdo m, embora ndo seja necessdria a localizacdo.
Para isso, definimos x(&,m) =)?(£)e*”2, onde X € C5°(R) € tal que suppx C (—€,€) e
X =1€ (—€/2,€/2). Note que, em particular, X € Lﬁon

Com a fun¢do x definida, escrevemos a parte linear da férmula de Duhamel como

XD}/ (e HT D) - [x, DY 210 (¢ D G) 4 DY (xR (T 1E )
=A+B.

A constante ¢ que aparecerd a seguir depende de 7' e das normas de x. Pela Proposicao

2.12, pelo Lema 2.11, pela identidade de Plancherel e por (6-4), segue que

A1 =ll1be D #1020 | 15

<ell Il g 9B (™ 10 g (6-5)

<c(||d + (12| + [2Ed| + |* | + [n20eb| + || EDd] + |92 D]
=c(||b[|+ | 2D + |20 + |02 D + 92 )| + |z )| + |22 ]

Todos os termos no lado direito de (6-5) sdo finitos, uma vez que ¢ € Z4 5.

Agora, escrevemos
B = D1/2< iten”~[e) ((—2itsgn(£) — 412E2 + 4120 E| — 120" + (2itn? — 4it|£]) 0

=B1 +Bz+Bg+B4+B5+BG+B7.

Vamos estimar a norma L? de B7. O Teorema 2.6, a Proposi¢io 2.8 e o Lema 2.9 implicam

que
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1/2 HEMm2— ~
1B =l DY (e e 1ED 2 )|
1/2,  itim2— -

=1 D2 xR 5

2 2_ N
<e(|llxe ™ D2 o + 1D} P ixe ™MD ARG 2 )

A

IN

<e(llxe ™ DG + [ Dy Fxe U Do B )
. . 2 ~
<e(ll2@]+ D (e HEhxe TR + e D Exe TR )
~ . 2 ~ . 2 ~
<l + /(¢ + £ /2] 2)x0F 0| + D (e T xE D + | "M D D)
(

~ —~ 1/2 ~
¢ |\x2d>||+H(t1/4+t1/2\5|1/2)xlloo|!0§,d>\|+||(n2t)1/2x0§¢||+\|7?g/ X b
1/2, 027
+[IxDy 2(029)]))
~ 1/2 ~ 1/2 2
SC(HxZ¢|I+Il(nzt)”QXHooH@?,d)H+HDg/ (X)Hoo“agq)u+”XHOO”D5/ )
<cl|(z,y)*" 2.

As estimativas de B», Bs, B4, Bs ¢ Bg em L2(R2) sdo obtidas de forma andloga;
por isso, omitimos os detalhes. Note que ndo estimamos 5. No entanto, se mostrarmos
que a parte integral da féormula de Duhamel pertence a L?(|z|°dzdy), entio poderemos
concluir que By € L?(R?) para qualquer ¢ € [0, T fixado.

Para isso, realizamos novamente a localizacdo utilizando a fun¢do x. Por meio

de comutadores, a parte integral em (6-3) pode ser escrita como

/ot[X’D;/2]<ei(t—T)5(Tl2—£|)(_2i(t —1)sgn(E)? — A(f — T)2E25 + 4(t — 1)2n2|E| 5
—(t—T)2n42—4 t—T)|E,|3g£+2i(t—T)T]2352+a§2))
+ DY (x(e 07D (—2i(t — mysgn(e)? — 4(t — T2e2z v a(t —PnPle)z (6O)
(¢ —TPN*E — it — T)|E]De £+ 2i(t — T 26g2+8§2))>d1
—Cy 4.t Cot Dy 4.t Dy,

Observe que os termos que envolvem a maior regularidade e decaimento sdo Cy e D7,

respectivamente. Em seguida, apresentaremos as estimativas de suas normas em L?. Pela
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Proposicao 2.12, obtemos

[ Call =lx. D¢ 21 =941 — gz
<Xy 0D 022 g,
<c|llag2llls, (6-7)
<clll0%0:ul
<cllull3s o
O lado direito de (6-7) é finito em decorréncia de (6-2).

Quanto a norma L? de D;, observe primeiro que, utilizando o Lema 2.11,

deduzimos que
€ H3R?) e |||2*20,ul| < c(|lullz,, + 1| (z.9)" 2 ul]). (6-8)

Seja Dy = D;/Z(Xei(t_T)E(“z_|5|))8§2. O Teorema 2.6, a Proposicdo 2.8, 0 Lema 2.9 e (6-8)

garantem que

1Dy]| =[| D/ (xe =R lEDy g2 2|
=1 D Bx e IR e | 1

<llxe I DGR 2] 4 || D} e I DR ) o g

SC(erum)a(nzf\al)aggu N ‘|D;/z(xez‘(H)&(nzf\abang)H)

<c(||222|| + HD;/Z(e—i<t—T>a\al)Xei(t—r>an2 I +]) e—i(t—T)E\£|D1£/2(Xei(t—”f)iﬂzagé)H)

c(lla?2]l + Ix(T"4+ TV2E[1/2)]| | 022] + | DY 2 (e D80 1y 022

N ei(t_T)E“ZD;/Z(x6§2)||)

<c(lla2]+ [ 20)"/2Xl1cl| 02 21| + 1 DE 200 oo 10221 + X oo I D 2022])

<c(||222||+ || D% 523)

= c(lle®z|| + ll[**'/22]1)

’2+1/2

IN

<c(llo®uug ]| + |2 *" 2 uug 1)

A

¢(luzlloolla®ull + 11120z u || zul| <)

< e(llusllooll2®ull+ zulloolull 2, + [z, ) 2ull)-

Consequentemente,
1D7[ < D7l 3, < oo

Como 2(0) = %8;;2(0) = %(z’.O);E =0, podemos estimar [); da seguinte forma. Primeira-

mente, observe que, pela identidade de Plancherel, pelo fato de que H é isometria em L?
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e pela desigualdade de Minkowski, temos

|D}/%(sen(£)2)]] = |||a]/27
<[|(1+]z)) /2 Hz|
< [[(1+]ahHz]
< |l2ll + ¥z (6-9)
< |l2ll + [ H(@2)]
< |l2ll + |12z

< CHU||Z4,2'

Seja Dy = Dg/‘? (X(ei(t_T)‘i(”z_m)((t — T)sgn(&)é))). O Teorema 2.6, a Proposicio 2.8, o
Lema 2.9 e (6-9) garantem que

1Dy = 1D (x Z‘“*ﬂﬂ““'ﬁ“sgn(a)é)H
= [lllp} 2 xe =T Dsgn(e)2) 212
< [[lxe P D sgn(£) 2| 7 + D 2xe I Dsgn(e)2) | e
< c(|lxe P EDsgn(e) 2|+ | DY P (xe O EDsgn(e) 2)]))
< c(|lll + 1Y% —“H)E*£'>xei<f-ﬂﬂ“2sgn<a>éu
|lemilt= T£\€|p1/2( T)Enzsgn £)2)))
< c(|lzll+ (T4 + TV E]/2)]| [Isgn(€)2]] + | DY (e =05 )xsgn(E) 2|
+ [ VE DL R (xsgn(E)2)]))
< c(|l2ll+ 120" /2X]| o lIsen(€) 2] + | D}
< (||l + Dy (sgn(&)2)]))

200l lIsen(E)Z ] +Ix | 1D 2(sgn(€)2)]))

< C||U||Z4,2'

Portanto, || Dy|| < || Dy I, < o0.
Os demais termos em (6-6) sdo estimados de maneira andloga; por isso, omitimos
os detalhes. Portanto, as estimativas anteriores das partes linear e integral de (6-3),

Juntamente com o fato de que u(2) € Z5 5/, nos permitem concluir que
By = —2itp D}/ (xe ™" ~Esgn(£)) € L3(R?).

O Teorema de Fubini garante, entdo, que By € Lg(R) para quase todon € R. Assim, pelo

Teorema 2.6, deduzimos

D;/Z( it EM°—|E) sgn(&)a)) € LE(R), g.t.p.n € R. (6-10)
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Uma aplicacio da Proposicao 2.10 nos da

(T)(O,ﬂ) =0, gq.t.p.n €R.

Como (T) ¢ continua, segue que (T)(O,n) =0 para todo n € R. Com isso, a conclusdo do

teorema decorre de (2-2).
0

6.2 Teorema 1.6

Prova. Sem perda de generalidade, assuma ¢ = 0 < fp < 3. Nesta demonstragao, seguire-

|7/2

mos também os argumentos de [9]. Inicialmente, multiplicando (6-1) por |z|’/< e tomando

a transformada de Fourier, obtemos
1/2a 1/2 1/2
D07 u(t) = F(t,6,0) — D F(t—7,&mn, 2(7)drT, (6-11)

onde F(t,&,m, (I) (e™EM —lEh g Jp)e z = —8 u?. Assim, o Teorema de Plancherel garante
que, se assumirmos que o lado direito de (6-11) pertence a L?(R?) para t1 =0 < tp < t3,
entdo chegaremos a uma contradicao.

Primeiramente, note que nossas suposi¢des, juntamente com os Teoremas 1.4 e

1.5, implicam que
5 7
uwe C(0, T, H' N L2), S ST<5

Além disso, derivando (6-4) em relacdo a &, temos
(e IED Gy = (itm? — 2t [E]) e EM 1D <(—2itsgn(£) 41282 + 41°0°|E| - *n*)
(2@tn —4zt|£|)8a¢+8£d)> + eitEm*=IED ((—2itsgn(£)—4t2£2
+ 4128 — 120 0e b + (— 4itds — 812E + 41%nsgn(£)) b
+ (2itn? —4it|£|)8£d)+(—4itsgn(é))8gcT)+chT)>
=(( — 4itd; — it®n® — 1212 + 612n2sgn(£) + 8it3|E
+6it°n*|E| — 12it3n2E2) b + ( — 6itsgn(E) — 121262 + 12122 g
—3120*) ;b + itn? — 2|02 + 3 ) eI,
(6-12)

onde d; € a distribui¢do delta de Dirac com respeito a &, isto é, (dz, @) = ¢(0,n), para
toda @ € S(R?).
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A demonstracdo segue de forma semelhante aos argumentos da Secdo 6.1.
Utilizaremos novamente x(&,1) = )?(E)efnz, onde X € C5°(R) € tal que suppX C (—€,€)

ex=1€(—€/2,€e/2). Em seguida, escrevemos

1/283 it 1) ) = ;/z]ag(e”‘i(ﬂz—\ﬂ)a\;)+Dg/z(xﬁg(eitamz_'a')a)))

=121+B.

Para estimar a norma L? de A, podemos proceder de forma anédloga ao que fizemos para
A na Secdo 6.1; por isso, omitimos os detalhes.

Observe que,

B D1/2<X83( &M |€,\)¢))
-n}/? (X HEN® LD (— 4t — it®n® — 2412 + 612n2sgn(£) + 8it| |

+6it3n* || — 12it°n2E2) b + (—6itsgn(E) — 126282 + 121%12| | (6-13)
—320)0: b + 3it(m2 — 2|E)0%H +a§$))
=B2+"'+B14.

A partir de nossas suposicdes, o Teorema 1.5 implica que o dado inicial ¢
também pertence a 25!5 /2. Desse modo, o primeiro termo envolvendo a delta de Dirac
em (6-13) deve desaparecer; ou seja, o termo By ndo aparece. Para estimar By, utilizamos
que (T)(O,T]) = 0. Em resumo, estimaremos em detalhes apenas os termos mais complexos,
E’g e §14, que envolvem a maior regularidade e decaimento do dado inicial. Os demais
termos, exceto Bg, podem ser tratados de forma andloga.

Pelo Teorema 2.6, pela equagdo (2-9), pela Proposi¢do 2.8, pelo Lema 2.9 e pela
desigualdade de Holder, segue que

1Ba| <c (erité(nzflél)rIGaH+Hp;/z(xeité(nzf\al)nG(T))”)
<c (el + || Dy ey N B | + || e DL 2B ) )
c(IneII+ 1Dy (e b | + [ ¢80 Dy 2 (x e S ) )

c(Im8d ] + 1D 20n®) |+ xn°D; 2 )
o
(
(

I/\ I/\

| /\

8& | + 1D 20n®) loc b1+ [1x® | | D 2 1)
<c(In°d|+ 3]+ 1D} o])
c(| 08+ + l|z|"2])).
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Analogamente,

|Brall <c(lIxe™ W 1Da2p |+ | Dy Zx " - ED 2 ) )
<c(|l=%] + 1D} —“é‘ﬂbxe“&“ Rl + [l DY e T R )
c(|2%0]| + | D2 (7 X2 | + | ' DY P (x 2P
c(|l230 ] + 1D 2Xlloo 02| + Ix | o 1 D 22D
<c||(z,9)>"/24||.

IN

IN

Agora, analisando a parte integral, realizamos novamente a localiza¢do préxima

a origem do espacgo de Fourier e utilizamos um comutador para obter

t 2
/ X, D¢ 21 O 4 — )5 — i(t —)°n® — 24(t — %€,
0

+6(t —1)*nsgn(&) + 8i(t —1)°|E 2 +6i(t —1)°n| ¢

—12i(t —1)°nE2) 2 + (—6i(t — T)sgn(E) — 12(t — T)2E2 +12(t — T)°n?| ]
—3(t —1)"n*)0: 2 +3i(t — T)(n® — 2| €])9Z 2 + OF £1}

+ DY {x e I D4t — )5 — i(t —1)n® — 24(t —1)2E (©6-19)
+6(t —1)®n?sgn(&) + 8i(t — T)°|E|2 +6i(t — T)°n?|E|
—12@'(t—T)3n2£2)2+(—6i(t—T)Sgn(ci)—12( T)2E2 +12(t — 1)°n? ||

—3(t — )"0 2 +3i(t — T)(® — 2|E)92 2+ O3 Z1}) d
=é1 +"'+é14+ﬁ1 +~-'+ﬁ13+E,

onde ;
E = —6z‘/0 Dg/z(e“t”)‘i(”szx(t—T)sgn(E)agé) dr,

e z= %&C u? como anteriormente. A partir de z(0,m,T), deduzimos que Cy; =0e Dy =0.
As estimativas para os termos Cp, ..., C14, Do, ..., D13 sdo essencialmente as mesmas feitas

para C4,..., (7, Dy, ..., D7 na Secdo 6.1. Por exemplo, para estimar o termo C‘g, podemos
usar a Proposi¢do 2.12 para obter

1Call <t HHI!x!hupHe”a T POl el 2 N,
<c[l1852Illl s,
<c||l1950su? [l 1,

2
§C||U”LOTOH7-

Seja ¢ = tp. Como §, u(lz) € 277/, a partir de (6-14) e das estimativas anteriores, con-
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cluimos que
R(t)y=Bs— E
—6z/ D1/2 t-t 2_|‘£)X(t—T)sgn(i)ag(%ﬁ*ﬁ))d'r
— 6D/ (" Dy 4sgn(£)ds )
=6i/0 Dg/z(ei(t_”‘imz_mx(t—T)sgn(ri)(agé(&,nx)—852(0,11,T))>d1

—GzD”z( e —[E) xtsgn(é)(ﬁadAD(E,,n)—8ad3(0,n)))
—6iD;/? (" Dy tsgn(£)0: b(0.1)

+6i /O D2 (=0 EDy (¢ — t)sgn(£)ds 2(0,m, 1)) dT

=R1(t)+ Rao(t) + R3(t) + Ra(t) € L*(R?).
Vamos verificar que Ry € L?(R?). De fato, seja
f(Em,7) = eIy (1 )sgn(e) g (e, ),

onde ¢(&,m,T) = (0:2(&,m,T) — 0:2(0,Mm, T)). Um simples cédlculo nos dé

g= é(ﬂha@ﬁ_?(o,n,ﬂ), O g = z8555+ %gagﬂ?

g = %(anfh E0n 0 u2 — D,tau2(0,1,7)).
Como u? € C([0,n]; 27,7/2—¢), para qualquer 0 < € < 1/2, segue que
u? € C(I0,M]; Z7/2—¢7)-
Assim, a identidade gd; = 0 e a imersdo de Sobolev garantem que

I <c(IxllTu2lloo + IO u2]loo) < oo,
10ef 1| < (llm? +2]&Nx 1?0 + |2 + 20 £ EXII110g u? oo + 10|42l
+[£0ex 110 oo + X 10 u? oo + | EX[10F 42 o0 ) < o0,

1onf 1l < c(llEnxIu2]l oo + [1E2nXI1119e u?lloo + [l Onx 1|42l oo + DX 10 42l oo
+[1£0nxIM| e u? oo + [1XI1110n w2 oo + [ Ex 1| OnDe uP oo ) < 0.
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Portanto, f(-,-,T) € H'(R?) para todo T € [0,t]. Além disso, por argumentos similares,
D?f e (o, T] [2(R2)).
De forma andloga, verifica-se que Ry(t) € L?(R?). Assim, conclui-se que
Ra+ R4 € L2(R?).
Note que

(95, (%ﬁ* 12) (O,TLT) = %/e_inyuz(x1y”r)dxdy'

Além disso, a partir de (1-2), obtemos

d

1 .
dT/xe MY y(z,y, t)dedy = 2/e_myuz(x,y,’t)dxdy, vn € R, (6-15)

o que implica a identidade

00 (e ) On) =i o Mate,y iy (6-16)

Substituindo (6-16) em R4 e integrando por partes, temos

) =6¢/tD1/2(e"<t—T>£<”2—5|>X(t—x)sgn(£)) (z’diT /RZ xe_myu(x,y,’r)dxdy> dt
=60}/ (1190 ey (¢ tpsgn(E) [ e u(a, )i
+6 /0 D}/® ((i€|e] — ien?)e I Dy (1 — t)sgn(e)) / re” W ududyd
—G/tD1/2(ei(t_T)5(“2_|‘;")xsgn(ci)/xe‘myu(x,y,T)dxdy) dt
=6D;/% (0" [EDy tsgn(e) / ze” MW (z, y) dudy)
+6 /0 D}’?((i&|e] — igm?)e = IE Dy sgn(e)) / re” Wz, y,7)dudyd

t ‘ A
—6/ D;/Z(ez(tT)‘smz|£)xsgn(£))/xemyu(x,y,’r)dxdyd’c
0

=—R3 + R5 + RG,
onde utilizamos a identidade
0:h(0.1) = i [ 7™ p(a,y)dady.

Portanto,
R = R1 +R2+R5+R5.
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De modo semelhante ao que fizemos para Ry, podemos mostrar que Rs € L?(R?). Assim,
t , ‘
Re(t) =6/ D;/z <ez(t_T)‘im2_|‘(‘)xsgn(E,)/xe_myu(x, y,T)dzdy) dt
0
t, :
=6D;/2/ (ez(t_T)a(nz_M)xsgn(E)/a:e_myu(x, y,T)dxdy) dt € L3(R?).
0

Pelo teorema de Fubini, Rg(t) € L%(R), g.t.p. n € R. O Teorema 2.6 garante,entdo, que

t 4
D;/z (xsgn(&)/ (e’(t_T)E’(nz_E’D/xe_myu(z,y,’c)dxdy) d’t) € Lg(R), g.tp.n eR,
0

0 que, da Proposicao 2.10, implica que

to )
0 =/ (/me_myu(x,y,’t)dxdy) dt
0

' ¢
=/ e " (/ 2/ xu(:z,y,’t)d:zd’t) dy =1 g(m), q.t.p.n € R.
R o JR

Pela injetividade da Transformada de Fourier, temos

tp
/ / zu(z,y,T)dedt=0q.t.p.y € R.
0 R

Integrando ambos os lados da equag@o com respeito a vy,

t2
/ / zu(z,y,T)drdydT = 0.
0 R2

Pelo Lema de Rolle, existe T1 € (0, fp) tal que

/xu(x,y,’ﬁ)dxdy =0. (6-17)

De forma andloga, utilizando que u(tp), u(t) € Z7,7/> podemos mostrar a existéncia de
To € (1, t3) tal que
/xu(x, Y, To)dxdy = 0. (6-18)

Finalmente, a partir de (6-17), (6-18) e (6-15) (com 1 = 0), e considerando que a norma I?
de u é conservada, concluimos que ||| = 0. A unicidade das solugdes garante o resultado
desejado.

Portanto, a prova do teorema estd completa.
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