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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns resultados do artigo de Mercuri, F., Piu, Stefano
Montaldo P, Weierstrass Representation Formula for Minimal Surfaces in Hz and

H? xR. Conseqiientemente fazemos um estudo de superficies minimas simplesmente co-
nexas em variedades Riemaniannas tridimensionais, buscando determinar as condigoes
necessarias para encontrar superficies minimas nestes espacos. Alem disso, dar exem-
plos dessas superficies no grupo tridimensional de Heisenberg e no produto do plano

hiperbdlico com a reta real.



Abstract

In this work we study some results from the article of Mercuri, F., Piu, P., Montaldo,
S; Weierstrass Representation Formula for Minimal Surfaces in Hs and H? x R. There-
fore, we do a study of the minimal surfaces simply connected in three-dimensional Rie-
maniann manifold. Furthermore, searching for to determine the necessary conditions
to find minimal surfaces in these spaces. Moreover, to give examples of the surfaces in
the three-dimensional Heisenberg group and in the product of the hyperbolic with the

real line.



Introducao

Geralmente admitimos que as investigacoes a respeito de superficies minimas em R3
teve inicio em 1760 com Lagrange, mas a sua primeira solucao geral para as equagoes
de superficies minimas foi dada por Weierstrass em 1866. Nos ultimos anos surgiu um
grande interesse em fazer estudos de superficies minimas, nos espacos Hs e H? x R,
motivados pelos estudos feitos para superficies minimas em R3. O objetivo principal
deste trabalho é estudar as condigoes necessarias para encontrar superficies minimas
nestes dois espagos. Para isso usamos como referéncia o artigo de Mercuri e Montaldo
P, [9], onde encontramos alguns exemplos de superficies minimas em Hs e H? x R. Bus-
camos escrever um texto que possa ser compreendido por todos aqueles que ja estao
acostumados com a linguagem usada na teoria de superficies minimas em R3.

No primeiro capitulo nds introduzimos algumas definicoes basicas de geometria
Riemanniana, como a definicao de conexao, de imersoes e de curvatura média para
hipersuperficies. Alem disso apresentamos alguns conceitos de formas diferenciais e
grupos de Lie, para determinar algumas caracteristicas dos espacos Hs e H? x R.

No segundo capitulo caracterizamos superficies minimas em variedades tridimen-
sionais quaisquer e damos algumas condi¢Oes necessdrias para encontrar superficies
minimas imersas em tais variedades e em especial em grupos de Lie.

Nos capitulos 3 e 4 fazemos um estudo de superficies minimas em Hs e H? x R.
Como boa parte dos resultados serao obtidos nas secoes anteriores, nesses capitulos pra-
ticamente nos limitamos a utilizacao das métricas especificas para apresentar alguns

exemplos.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas

A nocao de variedade diferenciavel é fundamental para estender os métodos de
calculo diferencial a espacos mais gerais que o R", alem disso nesta se¢ao obteremos

propriedades importantes que utilizaremos ao longo do trabalho.

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes biunivocas x.: U, C R™ — M, de abertos U, de R™ em M tais
que:

(1) Uy 20(Uy) = M.

(2) Para todo par a, 3,com x,(Uy) Nag(Ug) = W # 0, os conjuntos x,* (W) e mgl(W)
sao abertos em R™ e as aplicacoes :1:51 0 X, SG0 diferencidveis.

(3)A familia {(Uy, o)} € mazima relativamente as condigoes (1) e (2).

Observacao 1.1. Se a dimensdo de M for igual a 2 entao chamaremos M de

superficie.

Definicao 1.2. Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢: My — My
¢ diferencidvel em p € My se dada uma parametrizagao y: V. C R™ — My em ¢(p)

eriste uma parametriza¢io x: U C R™ — M; em p tal que p(z(U)) C y(V) e a
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1

aplicacio yLopox: U CR™ — R™ € diferencidvel em ' (p). E ainda dizemos que

@ € diferenciavel em um aberto de My se € difenciavel em todos os pontos desse aberto.

As defini¢oes acima nos mostram que através das parametrizagoes nao realizamos
calculos sobre a variedade M, e passamos a fazé-los em R"™. Iremos agora dar o conceito

de vetores e planos tangentes.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao diferencidvel
a: (—€,€) = M é chamada de curva (diferencidvel) em M. Suponha que «(0) = p €
M, e seja D o conjunto das funcgoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a

curva o em t =0 € a fungao /(0): D — R dada por:

o/(())f:% ) feD.

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva «: (—e, €) — M

com a(0) = p. O congunto de vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Convém destacar que TM = {(p,v);p € M,v € T,M}, trata-se de um conjunto de

pares formados por pontos e vetores que é conhecido como fibrado tangente de M.

Definicao 1.4. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel
p: M — N € uma 1mersao se e somente se dpy: T,M — T, N € injetiva para todo

pe M.

Até agora temos trabalhado com variedades diferenciaveis, mas para definirmos
variedades e superficies Riemannianas é muito importante introduzir a definicao de
orientacao em uma variedade e uma forma de medir comprimentos de vetores tan-
gentes, ou seja, € interessante que tenhamos uma métrica. Por tanto segue as seguintes

definicoes:

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M € orientdvel se M
admite uma estrutura diferencidvel {U,,xs} tal que:
(i) Para todo par o, 3 com x,(U,) Nwg(Us) = W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas x5 o x* tem determinante positivo.
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Caso contrério, diz-se que M é nao orientavel. Se M é orientével, a escolha de uma
estrutura diferencidvel satisfazendo (i) é chamada uma orientacao de M e M é entao

orientada.

Definicao 1.6. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (,), no espago
tangente T,M , que varia diferencialmente no sequinte sentido: Se x: U C R" — M

¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,xs,...,x,) = q € z(U)

B B )
— (q) = o1 0 (—(q), —
¢ o (q) = dxz(0,...,1,...,0), entdo ( oz, (9), o,

diferencidvel em U.

(9))q = gij(z1, 22, ..., z,) € uma fungdo

Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana é chamada de
variedade Riemanniana e podera ser denotada por: (M™,g), significa que a variedade
M ¢ dotada de uma métrica g.

Dizemos que uma funcao v: U — R3, de um aberto U C R? em R3, é conforme se:

Wju‘ = |%| € <77Z}ua"7bv> = 07

neste caso, 1 induz sobre U a métrica: ds* = N\?(du® + dv?), onde A = [, | = [1,],
entao dizemos que (u,v) sdo parametros isotérmicos.

Perceba que se f: ¥ — M, é uma funcao de uma superficie ¥ em uma
variedade Riemanniana M, podemos ter de maneira andloga: |f,| = |f.| e (fu, fo) =0,
pois podemos por um abuso de linguagem considerar: f = f o (3, onde § é uma
parametrizacao de ¥, ja que fo 3: U C R? — M.

Se uma superficie M é orientavel, podemos considerar uma familia de parame-
tros isotérmicos cujas escolhas de coordenadas preservam a orientacao de M. A su-
perficie M juntamente com a familia de parametros isotérmicos é chamada de superficie

de Riemann.
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1.2 Conexao Riemanniana

Indicaremos por X' (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por
D(M) o anel das fungdes reais de classe C* definidas em M.
O campo vetorial Z = XY —Y X serd chamado de colchete e denotado por [X, Y] =
0 0
XY — YX, onde X = ZZ ai%, Y = Zj bja_l’j7 €

of i@bjﬁ_f 02 f

/ b 8%') 20 Oz; Ox; 2 b Ox; 0z,

Definicao 1.7. Uma conezao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao:

Vi X(M) x X(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) v, VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
)WVixigvZ = fVxZ+gVyZ,

i)Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

i)V 5 (fY) = fVxY + X ()Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel com conexao afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo de uma

] 2V

curva diferencidvel c: I — M um outro campo vetorial =

ao longo de ¢, denominada

deriwada covariante de V' ao longo de c, tal que:

D DV DW
a)a(V + W) = a + T onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é
uma funcao diferencidvel em I;

D df DV
b)— = - -

>dt(fv) pridat A
c) SeV éinduzido por um campo de vetores Y € X (M), isto €, V(t) =Y (c(t)), entdo
D
Y _v.y.

dt dt

Proposicao 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é
compativel com a métrica se e so se para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferencidvel c: I — M tem-se:

d DV DW

ZVW) = (o W)+ (V. tel. (1)
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Corolario 1.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se e so se
XY, Z)y=(VxY,Z)+(Y,VxZ), XY, ZeX(M).
A prova de todos os resultados obtidos acima podem ser encontrados em [3]

Definigao 1.8. Uma Conezao afim V em uma variedade diferencidvel M € dita simétrica

quando:
VxY —VyX = [X,Y], para todoX,Y € X(M).

Teorema 1.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma co-
nexao afim V em M satisfazendo as sequintes defini¢coes:
a)V € simétrica.

b)V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente a existéncia de tal V. Entao

X(Y,Z) =(VxY, Z) +(Y,VxZ), (1.2)
Y{(Z,X) = (VyZ,X) +(Z,VyX), (1.3)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y), (1.4)

Somando as equagoes (1.2) e (1.3) e subtraindo (1.4), teremos, usando a simetria
de V, que
X(Y,Z)+Y(Z,X) - ZIX,Y) = (VxY,Z)+ (Y, VxZ) + (VyZ, X)
—|—<Z, VyX) — <VzX, Y) — <X, VZY>

Portanto

(Z,VyX) = %{X(Y, ZV+Y(Z,X)— Z(X,Y)— (X, Z],Y) =], Z], X) — ([X, Y], Z)}.
(1.5)
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A expressao (1.5) mostra que V estd univocamente determinada pela métrica (, ).
Portanto, caso exista, ela serd unica.
Para mostrar a existéncia, basta definirmos V por (1.5). E fdcil verificar que V

estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas. O

Observagao 1.2. A conexdo dada pelo Teorema acima € denominada conexao Levi-

Civita (ou Riemanniana) de M.

1.3 Formas diferenciais

Dados os espacos vetoriais E, F', uma aplicacao ¢: F X E... x E — F. definida
no produto cartesiano de r fatores iguais a F, diz-se r-linear quando seus valores
©(v1, Vg, ...,v,.) dependem linearmente de cada uma das varidveis vy, ...,v, € E. Por
sua vez uma aplicacao r-linear ¢: F/ X E... x E — F' chama-se alternada quando se
tem ¢(vy,ve,...,v,) = 0 sempre que a sequéncia (vy,...,v,) possuir repeti¢oes (isto é,
existirem ¢ # j com v; = v;).

Usaremos a notagao A, (E, F') para indicar o conjunto das aplicagoes r-linear alter-
nadas de £ em F'. J4 o espago vetorial A, (F, R) serd indicado pela notagao simplificada
A (E).

Considere {dzy,dxs, ...,dz,} para indicar a base canoénica dual de {ej,es,...,e,},
onde e; = (1,0,...,0), e e; = (0, ...,4,...,0). Para cada conjunto I = {i; < ... <i,} C
{1,2,...,m}, as formas r-linear alternadas dz; constituem a base canonica do espaco

vetorial A(R™). Assim segue

Definigao 1.9. Uma forma diferencial de grau r num aberto U C R™ é uma aplicagao
w: U — A.(R™), tal que a cada ponto x € U, w faz corresponder a forma r-linear

alternada w(z) =Y, ar(x)dz;.

Uma forma diferencial de grau r numa superficie m-dimensional M C R"™ é uma
aplicacdo: w: v € M — w(x) € A.(T, M), que associa a cada ponto z € M uma forma

r-linear alternada w(z) no espago vetorial tangente 7, M.
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Seja f: M — N uma aplicagao diferencidavel de uma superficie M em uma superficie
N. Dada uma forma w, de grau r sobre N, definiremos a forma f*w, de grau r sobre

M, pondo para cada x € M e cada r-lista de vetores wq, ws, ..., w, € T, M:

[(f*w)(@)](wr, ooy w,) = w(f(2).(f' (@), ..., f(x)w,).

Observacao 1.3. A forma f*w chama-se pull-back da forma w por meio de f.

1.4 Grupos de Lie

Definicao 1.10. Um grupo de Lie é um grupo G com estrutura diferencidavel tal que a
aplicacao:
GxG—G

1

(x,y) — xxy~t € diferencidvel. (Lembrando que x € a operagao do grupo)

Chamaremos a aplicacao: L, : G — G, dada por L,(y) = z *y, de translacao a

esquerda, e de translacao a direita a aplicagao R, : G — G, dada por R,(y) =y * x.

Definicao 1.11. Uma métrica Riemanniana é dita invariante a esquerda se:

(u,v)y = (d(Lz)yu, d(Lz)y0) 1. ()
ou seja, se L, € uma isometria.

Dizemos ainda que um campo diferenciavel de vetores W em um grupo de Lie é
invariante a esquerda se dL,W, = W,, para todo a € GG. Isto permite introduzir uma
estrutura adicional no espaco tangente no elemento neutro e € G da maneira seguinte.
A cada vetor W, € T,G associamos o campo invariante a esquerda W definido por
W, = dL,W,, a € G. Sejam WY campos de G invariantes a esquerda. Como para

todo x € G e toda funcao diferenciavel f em G,

AL [W,Y] = [W,Y](f o L,) = W(dL,Y)f — Y (dL,W)f = (WY —YW)f = [W,Y]f,
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concluimos que o colchete de campos invariantes a esquerda é invariante a esquerda.
Se W,,Y, € T.G, definimos [W,,Y,] = [W,Y].. Com esta operagao, T.G é chamada a
algebra de Lie de G.

Para introduzir em G uma métrica invariante a esquerda, tome um produto interno

qualquer (, ). na algebra de Lie e defina
(u,v)y = (d(Lyp—1)pu, d(Ly-1),0)e, x € G, u,v e T,G.

Como L, depende diferencialmente de z isto fornece realmente uma métrica Rieman-

niana, evidentemente invariante a esquerda.

1.5 Imersoes Isométricas

Nesta secdo iremos considerar F': M — M uma imersdo de uma variedade dife-
rencidvel M de dimensdo n em uma variedade Riemanniana M de dimensdo igual a
k = n+ m. A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica
Riemanniana em M: se vy, vy € T, M, define-se (v, v2) = (df,(v1), df,(v2)).

Seja F': M™ — M" uma imersio. Entao, para cada p € M, existe uma vizinhanga
U C M de p tal que F(U) C M é uma subvariedade de M. Portanto existe uma
vizinhaca U C M de F(p) e um difeomorfismo ¢: U — V C RF em um aberto V' do
R*. Assim para simplificar a notacido podemos identificar U com F(U) e cada vetor
veT,M,qeU com dF,(v) € TF(q)M. Desta forma podemos estender, por exemplo,
um campo local definido em U de vetores de M a um campo local definido em U de
vetores em M.

Para cada p € M, o produto interno em TI,M decompoe TI,M em soma direta
T,M =T,M & (T,M)*

onde (T,M)* ¢é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Se v € T,M,p € M,

podemos escrever

v=0v"+oN, T eT,M, N e (T,M)"
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onde vT é a componente tangencial de v e vV é a componente normal de v.
A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y s@o campos locais

de vetores em M, e X,Y sdo extensdes locais a M, definimos
VxY = (VxY)".
Se X,Y sao campos locais em M,

B(X,Y)=VygY —VyxY

é um campo local em M normal a M. B(X,Y) ndo depende das extensdes X,Y, como

é verificado na pédgina 140 de [3].

Proposigao 1.3. Se X,Y € X(U), a aplicagio B: X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y)=VxY —VxY

¢ bilinear e simétrica.

a demostracdo desta proposigdo pode ser encontrada nas paginas 140 e 141 de [3].

Considere p € M e n € (T,M)*. A aplicagao H,: T,M x T,M — R dada por
Hy(x,y) = (B(z,y),n), x,ye€TM,
é pela proposicao 1.5, uma forma bilinear simétrica.
Definicao 1.12. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
11, = H,(z, )
¢ chamada a sequnda forma fundamental de F' em p sequndo o vetor normal 1.

As vezes se utiliza também a segunda formal fundamental para desiginar a aplicacao
B que em cada p € M é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores em (T, M)*.
A aplicacao bilinear H, pode ser associada a uma aplicacao linear auto-adjunta

Sy TyM — T,M por

<S777y> = Hﬂ(x>y) = (B($ay)>77>
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Proposicao 1.4. Sejap € M,x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de

n normal a M. Entao

a demostracao desta proposicao estd na pagina 142 de [3].

Se considerarmos o caso particular em que a codimensao é 1, ist6 é, F': M" —
Mnﬂ; F(M) C M é entdao denomindada uma hipersuperficie. Como Sy TyM — T,M
é simétrica, existe uma base ortonormal de vetores préprios {es,...,e,} de T,M com
valores préprios reais A, ..., A, isto é, S,(e;) = Nie;,1 < i < n. Se M e M sdo
ambas orientdveis, e exirgirmos que {ej,...,e,} seja uma base na orientagdo de M e
{e1, ..., en,n} uma base na orientacdo de M, entdo denominamos os e; direcdes principais

e os \; = k; curvaturas principais de F. As funcoes simétricas sao invariantes da

1mersao.

——n+1

Definicao 1.13. Seja F: M" — M e \; as curvaturas principais de F. FEntao

1
—(AM + ... + \n) € denominada a curvatura média de F' e denotado por H.
n

Alem disso o det(S,) = A1.X2...\,, é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de

F.

Definicao 1.14. Uma imersao F: M — M ¢é minima se para todo p € M e todo
n € (T,M)* tem-se que trago S, = 0.



Capitulo 2

Superficies Minimas em Variedades

e Grupos de Lie tridimensionais

2.1 Swuperficies Minimas em Variedades tridimensionais

O objetivo desse capitulo é fazer um estudo de superficies minimas em variedades
Riemannianas tridimensionais, utizando-se das defini¢oes e resultados do capitulo an-
terior. Para tanto iremos considerar M uma superficie de Riemann e M uma variedade

tridimensional e (u,v) coordenadas locais sobre M.

- =
oF 8F>
ou’ Ou

Definicao 2.1. Uma imersao F:QCcR> — I ¢ dita conforme se (
- = - =
<5’F 8F> <8F 8F>
e
dv’ v Ju’ v

onde (u,v) € Q.

=0.

H
neste caso (u,v) sao parametros isotérmicos para a superficie descrita por F'.

— _
Se F': M — M ¢é uma imersao conforme entao a métrica induzida é

- — - =
OF 0F  _ OF OF

2 \2/.7.2 2 2 _vr vy of vf
ds® = N (du® + dv?), onde)\—(au,au) <@v’8v>

12
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Lema 2.1. Seja (M, q) uma variedade Riemanniana com méltrica g e F:Q CRZ—-M

uma imersao conforme. Entdo

onde (u,v) € Q.
N
Demonstragao. Como F' é conforme, temos
—- = - = - =
OF OF _<8F 8F> <8F 0F>_0
Y ow T ov c ou’ Ou'

< ou’ Ou )
Logo
T R
0 OF OF,_ 0 9F OF,
Ou'Ou’ du’  Ou'dv’ v

usando as propriedades de conexao

OF OF 9F OF
\Y4 —)y=(NVo—,— 2.1
Vs 0 0y o, O 0 (2.)
Da mesma forma,
9 OF OF,
o ou’ v’
assim
_ 0F 9F, 0F — OF
(V% ou’ 8U>+<8u’v8% 8v>_0
Usando (2.1) obtemos
— - = - = - =
— O0F _— OF OF — OF OF — OF OF
v Ou v v U ou v v ov OU (%

OF OF
portanto, Vo—+Vo— énormal a M.
ou au ov v
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Se N € (T,M)*, ou seja um vetor normal a superficie, através da aplicacdo Sy

podemos escrever

OF OF oOF OF
V%N:anm—i—au% (§] v%N:CLm%—FCLQQW
e a curvatura média pode ser escrita como
1
H = —§(a11 + CLQQ).
logo
OF OF OF OF
<v8%8u+v5%8v’N> - <Va%au+V%au’N>
OF — OF —
= _<_U>V8%N>_<E>V%N>
B OF a?> <aF’ a?>
- MY e T PV 80 o
= —(an + a/22))\2 = 2)\2H
Portanto
oOF OF
A2 _g—+VQ— =2HN
ou Ou ov Qv

[]

Lema 2.2. Sejam (M,q) uma variedade Riemanniana com mélrica g e F:M M

ﬁ
uma 1mersao conforme, entdo F' € minima se e somente se

3

0*F, O%F, OF; 0F, O0F;0F\—=i —=
—— I, (F)=0. 2.2
ou? i ov? j;l( ou Ou i ov av) wlF) (22)
Demonstra¢ao. Podemos escrever —— em termos da base { —};
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Assim

Usando as propriedades de conexao, temos

3

—
OF PF; 0  0Fj— 0
9L 3 n

4

v U - - ou? 81‘j ou E8xj)
7j=1
3
PF; 0 OF= 9
= Z( ou? Ox; - ou VZ%;A%%)@_@’)

j=1
3

PF, 0 OF) <~ 0Fye 0
N Z( ou? Oz, * ou p ou v%@xj)

j=1
3 3
= I.(F
Z< ou? Oz; + ou ] ou Jk( )

j=1 ik=

0

Mudando os indices, obtemos

<

- 3 3
oF 0*F;, OF; OF),—i 0
20 = 2 (G 2 G ) o
=1

Analogamente temos

= OF & 0PF N OF0F—i =, 0

v%_v - ;( ov? = 0_;6_; ]k(F>)8xi
Portanto
= OF o OF ~NPF  PF, <~ OF;0F,  OF;0F < = 0
Véou T Va _;[a@ﬁ T +jkzl(au] o a0 a0 )l g
portanto o resultado desejado segue do Lema 2.1. O

. —3 _ . . . - . ..
Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional, M? uma superficie de

Riemann e F: M? — M uma funcdo diferenciavel. O fibrado pull-back F’)_l(T M)
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tem métrica e conexao compativeis, a conexao pull-back, induzida pela métrica Rie-
manniana e conexao Levi-Civita de M. Considere o fibrado complexificado
E = ?‘%TW) ® C. A métrica induzida g pode ser estendida para [E como:
e uma forma bilinear complexa (.,.);E x E — C.
Considere (u, v) coordenadas locais sobre M, z = u-+iv o parametro local complexo,

e os operadores

o 1,0 .0 o 1,0 .0

22 "3 ")) ¢ 5 2laa tia)

Definicao 2.2. Uma seccio ¢: M — E é holomorfa se e somente se V%cﬁ =0, onde

V € a conexao pull-back.

Observacao 2.1. A definicao de sec¢ao holomorfa independe da mudanca de varidveis

em uma parametrizacdo. De fato, se considerarmos w = w(z), podemos escrever

— — —
oF _9F 0=  OF o
ow  Owow 0z 0w

0
mas como z € holomorfa —i =0, logo

ow
_ 07 —
Vor 6(w(z) = 52V p 6(w(2))
portanto,
vﬁgb =0
ow
se e somente se
vﬁ¢ =0.
0z

Lema 2.3. Sejam (M,gq) uma variedade Riemanniana com métrica g, M uma
s . . g el . ~ ~ g , s
superficie de Riemann e F: M — M uma imersao conforme. Entao F é minima se

e somente se V.o ¢ = 0.
oz
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ﬁ
OF 0 0 o0 0 0
Demonstragao. De fato, como ¢ = — —+——. Podemos escrever

0z 0z 82 Oudu Ovov
00 _, 0 OF, R OF

4% B 4£( 0z ) = ou? ~ O0v? (23)
0F, 1 0F, 0F,
Como 5 —(% — ZW), temos
OF,0F;, <~ 1,0F, 0F, OF, 0F
o oz = 2o~ e Tig)]

G k=1 k=1

3

! 8Fk OF; | OFcOF; i . OF,0F; OF,;0F,
_4Z 8u8u ov Ov +4Z 8u81)_8u8v)

3

Q

1 (0Fk OF; N OFy 0F])
B 4j — " Ou Ou  Jv Ov
oF,  OFy (’9Fk 8Fk . OFy 8F;,C
por outro lado s 8z 5 —z( Ep 82) Portanto

3

aF OF; aF OF, 2. OF, OF; 2. OF, OF;
et o) = X et (5,5

8u 8u ov Ov ‘ ou Ou , ov Ov
7,k=1 7,k=1 7,k=1
B i (8Fk E)Fk)(c’)F] aFj)
. 0z 0z’ 0z 0z
7,k=1
< (6Fk - 8Fk)(8Fj - aFJ>
, 0z 0 0z 0z
7,k=1
3 3
B OF; % OF), OF;
_22(8z 8E)+ Z(&z E)z)
7,k=1 k=
S
N , 0z 0z
7,k=1

aFk OF; 0OFy 0F;
ou Ou v v
Reescrevendo a equa@éo
O°F, a? i”: OFy OF; | OF; OF;
8u2 — 8u au v Ov

3
OF}, OF;
) e 4 Z sao portanto equivalentes.

as equacoes e
quag Z o

H
Qﬁ\

)T (F)=0

obtemos

a@ L Z OF, 8F]

- J ):

0z 0z

e}
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ou

3 o
%: + > Gl (F) =0 (2.4)

jk=1

Por outro lado,

Como as equagoes (2.2) e (2.4) s@o equivalentes, através do Lema 2.2 podemos dizer

H
que F' é minima se e somente se

3 ;. — _
Vao=3 (%04 3 T (Frod) o =0 (25)
O

Teorema 2.1. Sejam (HS, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com métrica
g e {x1, w9, 23} coordenadas locais. Sejam F;: QCC - Reg;: Q —-C, 1 <i<3
solucoes do sistema de equacoes:
¢ OF,
b=
z
e
Zj,k:l 9jk¢j¢k # 0
3 —
Zj,k:l gjk¢j¢k =0

9¢i =N
W Z?,k:l U (F )y =0

(2.6)

" . . L 273
Entao, F = (Fy, Fy, F3) define uma imersao minima conforme em M.
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Demonstracao. De fato,

1 0F OF 0F OF

(0.0 = Z_l<8u _Zav’ ou _261)>
- = - = - —
Lor or, i 0F oF, 10F 0F,
 4'0u’ Ou 2'0u’ Ov 4 ov’ Ov

mas

L0 <, 0
j=1 7 k=1

i o 0
= Z¢j¢k<8_%’6_m>

7,k=1

3
= Z gjk(bj(bk

k=1
Analogamente, podemos mostrar que
_ 1.0F OF 0F OF
(9,9) = Z<8u " "9v Bu +Z@v>
—  — — =
1 0F OF, 10F oF,
4 0u’ Ou 4 v’ Ov

e
_ L R
(6,0) = <;¢ja—%,;¢ka—xk>

‘L0 9
= Z¢j¢k<€)_x]~’6_xk>

jk=1
3
= § gjkﬁbjﬁbk:
jk=1
Portanto, concluimos que

3 - = L= = - =
_1,0F 8F_ i OF OF  1,0F 8F
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1 aF OF 10F OF
Zg]k¢j¢k

9o Y10 ! (28)

j,k=1

Se cada F; satisfaz o sistema de equagoes (2.6), as equagoes (2.7) e (2.8) mostram

que se

3
Z Gi®ion =0
Jh=1

entao, devemos ter

- = - = - —
OF 9F,  9F oF = OF 9F,
ou’ Ou’  ‘ov’ Ov ¢ ou’ v’

ﬁ
e portanto F' é conforme. Analogamente se
3
Z Gir®ior # 0
k=1

entao devemos ter
OF OF  OF OF
Couan! = e e 7Y

— —
logo d F' # 0, donde F' é uma imersao conforme.

A equacao

0p; i —

—+t 2T o(F)ond; =0
Z

pode ser escrita como

O S T(F)ods + S TilFronds + Z )3 = 0

J>k i<k

O - :
8@ + 2ZR6(¢j¢k)F]k )+ Z ok P =0, =123

J>k
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L 09; :
isso implica que i_z € R e assim

0z
% _ 16 00
0z 2'0u ov
_ 15(36(@)4'”7”(@)) O(Re(¢;) +ilm(¢;))
= 5l B) o )
U ov
B 1[836(@) B a]m(@)} z[aRe(@) N alm(ﬁbi)}
2 ou ov 2 ov ou
logo
ov * ou =0 (29)
ou seja,
or;
g]% 2Re(¢:)
(97}1 = —2Im(¢;)

como devemos ter

g 0F, 0 0F
%(au)_%<8v)

entao;

0 0

25-(Re()) = =25-(Im(6y)).

ou seja,

ORe(¢:) | 9Im(¢i)

ov ou 0

—
Para concluir que F' é uma imersao minima conforme, lembramos que na demos-

tragao do Lema 2.3 verificamos que a equacao:

3

0’F, 0O°F, OF, OF; OFy OF;
ou? + 0v? Z<8u ou + ov Ov

— —
)T (F) =0
G k=1

é equivalente a equacao (2.5):

9¢i
0z

3

+ 3 Tu(F)ong; =o.

Gk=1

—
Portanto segue do Lema 2.2 que F' é uma imersao minima conforme. O]
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2.2 Swuperficies Minimas em Grupos de Lie

Nesta secao estudaremos imersoes F:M? G, onde G é um Grupo de Lie tridi-
mensional com métrica invariante a esquerda g.

Seja F:M2 -G , uma fun¢ao de uma superficie de Riemann em um grupo de Lie
com métrica invariante a esquerda g. Sejam FE;, ¢ = 1,2,3, uma base de campo de

vetores ortonormais e invariante a esquerda e , 1 = 1,2,3, um campo de vetores

O,

coordenadas em alguma parte U de (G. Entao podemos escrever:

5.p 3
¢p=) dimg— =) vily,

para algumas fungoes complexas ¢;,1; : @ — C, onde 2 C M é um aberto de M.
Alem disso, existe uma matriz A = (A4;;), com funcoes entradas A;; : () NU — R,

1,7 =1,2,3, tal que :

3
¢; = Z A
=1

Considere as constantes de estrutura da algebra de Lie, C*, obtidas a partir do

iJ7
colchete [E;, B, isto é, [Ei, E;] = Y0 _, CfEy. A férmula Kozul para a conexdo de

Levi-Civita é dada por:

2(VgE;,Ey) = {E;(E;, Ex) + Ei(Ey, E;) — Ex(E;, E;)
— (B, BEx], Ei) — (B, Ex), Ej) — ([Ej, Ei], Ex) }
= Ol —Cl+Ck

Portanto;

2V Ej, Ey) = Cl — Ch + C, = L. (2.10)

ij

Teorema 2.2. Sejam (G,G) um grupo de Lie tridimensional com métricag e {x1, o, x3}

coordenadas locais. Sejam F;: Q CC —R e ¢;: Q — C, 1 <1< 3 solugoes do sis-
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tema de equacoes

‘ OF,
¢i = 55 ¢i = ;5 Aijib

S b # 0
Z? 1 ¢i2 =0.

i
\ 97 +5 Z]kz lwﬂwk[’]k = 0.

(2.11)

ﬁ
Entao F = (Fy, Fy, F3) define uma imersao minima conforme em G.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 2.1, devemos somente mostrar que o sistema

(2.6) ¢é equivalente ao sistema (2.11). Assim,

3 3 3
Z G0k = (0, 0) = <Z VB, Z%Eﬁ
Gk=1 J=1 k=1
3
= Z ¢j%<EJ L

J,k=1

3
= ) i #£0
=1

3 3 3
> Gubitn=1(0,0) = O_WiE;, > UrE)
=1 =1 k=1
3
= ) (B E)

jk=1

3
2 2
=1

Escrevendo a condicao de ¢ ser uma seccao holomorfa em termos do campo de
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vetores invariante A esquerda {Ey, Fy, E3}, através de (2.10) obtemos

Logo

vi¢:

Z g, +Z¢JWE )

i=1

S awl%—ZM%ZZLkEk

=1
Z Liyhiib;) E

3
i=1 gk 1

&DZ
2.5

3%

+= ZLWWJ_O

]kl

—)
portanto, F' é minima pelo Lema 2.3. O

J4 que a dimensao de M é trés, como no caso de superficies em R?, podemos dar

Uma simples descricao geométrica das solugoes da equagao Z?:l P? = 0. A idéia é a

. L 3
seguinte, da equagao >y, ¥? = 0, temos

(Y1 — ih2) (Y1 + ipa) = —@Dg-

o que sugere a definicao de duas novas fungoes complexas:

[ =1 — iy,

Desta forma obtemos

:ﬁ, onde (g #0)e (f #0) (2.12)

1 = %u )

bo= (14601 (2.13)
= /g
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Se zp é um ponto onde g tem um polo de ordem m, entao, é claro que f deve ter
um zero de ordem exatamente 2m em z;. Neste caso se obtém a representacao de
Weierstrass de superficies minimas de maneira andloga & teoria cldssica do R3.

Se escrevermos a métrica induzida em termos das funcoes f e g, obtemos: ds? =
N (du? + dv?). Para verficarmos, lembramos que:

u ' Ou Ov = v

mas,

— — —
OF 18F_8F

P (8u av) e ¢=

oF 1,0F OF
¢: F:
y4

3 (aa T i5y)

por outro lado podemos escrever:

3 3
¢6=> UEB e =Y UFE
=1 =1

logo

8]_7) _ 3 3 3 _
So=0+0=) VLBt UE=) (Git+0)E
=1 i=1 i=1
portanto
OF OF & &

<%7%> = <;¢z+¢ Ez,;%‘irw

Mc,o

(Wi +9,)-(0; + ;) (Ei, Ej)

Z?]:

= (i +0,).(; + ) (B, Ej)

17]:

w

Como a base de vetores invariante a esquerda é ortonormal, podemos dizer que:

0 sei#j
<Ei7Ej>:

1 sei=j
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Logo

- =
OF OF

<%7 %> (i + ;)

]

=1

(1/) + 200 + ;)

Z¢ +2Zm+2¢f’

de maneira analoga podemos verificar que

<8F aF ZWHZW Zm

OF a?>_<ﬁ a?>
ou’ ou’  ‘ov’ ov’”

\\Mw

Mas sabemos que: ( Portanto usando as equacoes acima,

obtemos
3 5. 3, 3 3. 3,
Z@bg +22"¢i¢i +Z¢i = —Z%Q +22¢ﬂ/h’ - Z%’
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
como 37 9? = 0, temos

3
DU =0
i=1

Para a obtencao de uma expressao para a métrica induzida em termos de g e f

devemos substituir A\? por uma equacao que dependa somente de g e f. Como

oF OF oF O0F 3 —
A <8u’8u> <8v’8v> 2 Vit

=1
= 2(1¢1 + Yoty + Ys3tfs)
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Usando (3.3), temos

>\2

2[i<f —¢' N -7+ }l(f + 9" N)(f +7°F) + 919]]
S = U = U+ Nl + P

+ G+ I+ gl + 4lglPI 1]

= 2P + 2017 + 4lgl? P

7P+ gt + 20gP)

= |fF(L+1gl*)?

Logo a métrica induzida é dada por
ds* = N (du® + dv?) = | f*(1 + |g]*)*(du® + dv?)

Podemos obter também a forma da aplicagao normal de Gauss em funcao de g e f.

Para tanto, seja

— — — — — —
OF _10F 0F  0F 10F OF,
8- 200 ‘ov ¢ Bz 2'6u v
oF OF
COMO ¢ = — e g = ——, temos
z
oF . 9F .. -
By —P1Te e %:Z(Qb—ﬁb)

Na base de campos de vetores invariantes a esquerda {E;, Eo, E3}, obtemos

H
oF — — — —
Tu O+ ¢ = 1By + Yol + Y3Es + Y By + po By + 1p3 B

= (7»01 +Ea¢2+%a¢3 +%)

da mesma forma, escevemos

%_]; =i(p— @) = i1 — V1) EL +i(y — P2)Ey +i(1h3 — 3) Es

= (i(y1 = 1), (12 — ¥2), i (Y3 — 1)s))
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Calculando — A ——, encontramos um vetor que tem a direcao da normal.

ou ov

I J K
(V1 +11) (Yo + 1) (3 +13)
iy — 1) i(o — o) (s — 1)

Fazendo os célculos do vetor —— A~—— na direcdo de E3 encontramos ({1 4+;). (b —

o o o ou  Ov o o
Po)i — (b1 — ¥1).(Vg + 2)i = (202101 — 200901 )i = 20hgth1i — 29910y

Escrevendo essa expressao em termos de g e f temos
— a0 1 - 9% < . 2%
2a01i = Wi = =5 [(f+¢* N =T+ (f =g N +7°)]
1 R | 1 1
= —§|f|2+§|f|292—592|f|2+§|9|4|f|2—§|f|2
I TP YT SR
SLARARETAV Rl
= [fP(gl* = 1)

= |fP(lgl* = D(lgl* + 1)

—
oF
Analogamente verifica-se que as componentes de B A o na direcao de F; e Es
u v
sao respectivamente 2| f|*(|g]* + 1) Re(g) e 2|f]*(|g|* + 1)Im(g). portanto,
OF 0F
— A —— = |f*(|lg]* + 1) (2Re(9) Er + 2Im(g) Bz + (|g]* — 1) Es)
ou  Ov
Podemos considerar um campo V' = 2Re(g) E1 +2Im(g)Ey+ (|g|* — 1) E5 que é paralelo
— —
OF OF
a — A ——. Normalizando, temos
ou  Ov
1
N = W(QRG(Q)EH +2Im(g)Ey + (|9 — 1) Es)

Se 7: S3(1) \ {0,0,1} — R? é uma projegao estereografica a partir do pélo norte.
Entao m o N = (Re(g),Im(g)). Para tanto considere a reta que liga o pélo norte de

coordenadas (0,0,1) e a extremidade do vetor normal de coordenadas:

9 2 1 ,
<(W)Re(9)7 (W)fm(g)a (ng' - 1))
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Essa reta tem a seguinte expressao:

§
x1 =04 Re(g)t

xo =0+ Im(g)t

$3:1—1t
\

Como a projecao é feita no plano x3 = 0, a terceira equagao indica que t = 1, e
segue que T o N = (Re(g), Im(g)). Se identificarmos R? com o plano complexo C e

estendermos 7 a funcao 7: S*(1) — C U {oc}, com 7(0,0,1) = oo, entao
moN =g.

Esse cédlculo nos mostra que a funcao g pode ser identificada com a aplicacao de

H
Gauss de F'.



Capitulo 3

Superficies Minimas no Grupo de

Heisenberg Hs

O Grupo de Heisenberg é um grupo de Lie que possui a seguinte representacao em

GLg (R)

xry

1 -7

x Z+ 5
0 1 Y
0 0 1

O fato de Hj ser um grupo se deve ao fato de ser um subgrupo de GL3(R), o grupo
multiplicativo de matrizes nao-singulares 3 x 3 com entradas reais. Assim o elemento
neutro de Hj3 é a matriz identidade, que é obtida quando z =y = z = 0.

Com a operagao de produto de matrizes, é facil ver que se

1 2y s+ L1L2 1 —2y —as+ T122
2 2
X=1o0 1 T entio X '=1] 0 1 — s
0 0 1 0 O 1

Podemos também identificar (1, 29, r3) € R® com a matriz acima. Com isso

associamos ao Grupo de Heisenberg a seguinte operacao:

2+2

T x
(21,91, 21) * (T2, Y2, 22) = ( 1+ T, Y1 + Y2, 21 + 22 — Y1t 192 >

30
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com essa operacao obtemos o elemento neutro e = (0,0, 0) e o inverso z

(_xla —T2, _']:3)‘
Podemos definir a aplicacao translagao a esquerda por

_ T2y
Loa(y) =2 1*92(—$1+y17—$2+y2,—$3+y3+ 271

- $1y2)
2 2
Calculando a diferencial, temos
O(=z1+y1) O(=z1+y1) o(=z1+y1)
oy1 0y2 Jys3
1), = O(=z2+ys) O(=za+tya) O(zxaty2)
d(Lx l)y oy 0y2 y3
O(—z3tys+ L —TF2)  9(—wztys+FL —TE2)  9(—aztys+HL -T2
Oy Oy Oys
logo
1 0 O
d(Ly-1), = 0 1 0
v _m
2 2
desta forma;
1 0 O
d(qu)z = 0 1 0
) T
2 2
Considerando e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0, 1), temos

1 0 0 1 1
d(Ly—1)z(e1)=1]1 0 1 0 0 0
T T 1 i)

2 2 2
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Consideramos em T,Hjs, onde e = (0,0,0) é o elemento neutro de Hjz, a métrica
candnica, com base ortonormal e; = (1,0,0), eo = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1). Estentendo

para a métrica invariante a esquerda conforme a secao 1.4, temos

(ir¢j)a = (d(La-1)a(e:), d(La1)a(e)))e-

Portanto
310) = ) = = (AT )len). (L )aler)
= <(1707§2)’(1’07§)>
= 1+2
gor () = gral) = <ai a%n = = (Lo )aler). d(Los)a(e2))e
= ((1.0,5).0.1,-5)
- _ 142
gon() = grafz) = <8i a%n — = (Lo )aler). d(Lo)a(es))e
= <(1707%)’(0’071>>
=5
1) = () = = (AT )ulen) (L )aleo)
= <(0v1’_31)’<0a17 51»
.-
gs(r) = <8%3, a%n = = (AL )a(en), d(Lp)a(en)e

= ((0,0,1),(0,0,1))

=1
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ggg<x>=ggz<x>=<a%,a%x: = {d(Ly)u(ea), d(Lot)ale))e
= ((0.0,1),(0.1,= 7))
= -3

Desta forma podemos escrever a métrica invariante a esquerda como

~ 1 1
Para encontrar uma base de vetores invariantes a esquerda, consideramos a base

{61, €9, 63} de TeH3 e d(L:C)e, dai

1 0 0 1 1
dL)c(er)=| 0 1 0 0 0
To I T2
_Z2 2 _ e
2 2 0 2
1 0 0 0 0
d(Ly)e(ea)=| 0 1 0 1 {=1] 1
T2 I1 T
_Z22 2 -
2 2 0 2
1 0 0 0 0
d(Ly)e(es) = 0 1 0 0ol=1]o0
T2 I
—— — 1
5 7 1 1

Com os calculos acima podemos concluir que a base de vetores { Ey, Ey, E3} de T, Hs
dada por

8 ) 8
== =
! 81’1 2 (9x3
0 T 0
o= — —
2 8ZE2 2 0&73
0
o= —
\ ’ dxy

¢ invariante a esquerda, e segue da definicao de campos de vetores invariante a esquerda

que esta base é ortonormal.
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Seja F:QcC— Hs uma imersao e ¢ = ZZ | D B = Z?:l V; B;. podemos
escrever ¢; = ijl A;jbj, onde A = (A;;) é a matriz:

1 0 0

A= 0 1 0

o
2 2

Neste contexto o Teorema 3.1 assume a seguinte forma

Teorema 3.1. (Hs, g) o grupo de Heisenberg tridimensional com métrica g e {1, xo, x3}
coordenadas locais. Sejam F;: Q CC — R e ¢;,¢;: Q@ — C, 1 < i < 3 solugoes do

sistema de equacoes:

( aE
¢i = 9 ¢i = > Aijthj

Z?:1 @ZJZE 7é 0

Z?:l it = 0.
3o B (3.2)
? + Re(1a1h3) =
% — Re(¢y13) =
O3

2 ] 05) =0
W iIm(i1¢2)
Entao, F = (F1, Fy, F3) define uma imersao minima conforme em Hs.

Demonstracao. A prova desse Teorema é analoga a apresentada no Teorema 2.2,

restando somente verificar a equivaléncia entre a equacgao:

Py Z GrinT = 0
] k=1
e o sistema de equagoes
204 Relyifs) =0
2 Re(yis) =
2 itm(usna) = 0
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Primeiramente precisamos calcular as constantes da algebra de Lie C’Z Mas [E;, E;] =

S C}; Ex. De forma que

0 i) 0 0 T 0
[El,EQ] = [8_951_?8_@,78_332—'—?8_1‘3
[@ 8]+[8 ﬂa]_[ﬂii]_ﬁiﬂi
8.%1’81’2 81’17 28.’133 26.%3’8(132 28$3’ 26.7}3
ﬂ[a 8]+8(ﬂ)8_ﬂ8(1)8_ﬁ[8 8_@1
2 Oxy Ors  Oxy 270xs 2 0x5 'Ov1 2 0x3 Ong 2 Oxs

]

8(@>8_:E1x2[0 8]_g8 ﬂ)8+ﬁ8(ﬁ 0
axg 2 8x3 4 81’37 axg 2 8x3 2 8x3 2 81’3 2 8x3
— 1 0 + 1 0 — 9 = F
N 281’3 2(9553 N 61'3 -
portanto [E1, Ey] = 1FE3, o que significa que C}, = C% =0e C}, = 1.
0 9 0 0
E\ E - —
[ 1 3] [axl 2 8x3’3x3]
_ [i i] _ [ﬂi i]
N 61'1’ 8I3 2 al‘3’ 8I3
) a 8 ) 8 8 (9 T2 8
= ], —]-= 1 —= =0
2 8ZE3’ 8333] 2 8.733 )8333 + (91:3 2 )8373
como [Ey, B3] = 0, temos Cf; = C4 = C%, = 0.
0 ry 0 0
Es B3] = —
[ 25 3] [ax2 + 9 85E37a$3]
o 0 xry 0 0
= on 35 T 00 oy
€1 a a I 8 8 6 T 8
2 8[)337 aZL'g] + 2 81'3( )8x3 @Ig 2 )81'3
logo [Ey, B3] = 0, e Cyy = O3 = O35 = 0.
Os demais colchetes do tipo [E;, E;] sdo nulos pois por definicao [E;, E;] = E;E; —
E;E; = 0. Como [X,Y] = —[Y, X], concluimos facilmente que C¥ = C%. Portanto
C3,=1e C3 = —1, e todas as demais constantes da algebra de Lie sdo nulas. Agora

para determinarmos as constantes ij, basta lembrarmos que ij = C’fj — C’;k + Cj..
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Assim

Ou seja, L3, = 1, L, =

constantes L'?» sao todas nulas.

= O —Cu+Cj =1
= Cp—C3+Cj)=-1
= C —Cih+Cyp=1
= Oy —Ch+Cp =1
= O —Cp+C5 =1
= C§2—031+C123:—1

—1. As demais

-1, L}, =1, L, =

Substituindo os valores encontrados de Lk na equagao:

obtemos
(2 L o+ ) =
% s + ) =
% — 2 ot — Tr) =
Assim concluimos que:
(% + Re(ath3) = 0
X2 Re(inTs) = (33)
|2 itm(i) =
[

Podemos reescrever o Teorema 3.1 em funcao das aplicacoes complexas g e f, defi-

nidas em 2.12.

Teorema 3.2. (Hs, g) o grupo de Heisenberg tridimensional com métrica g e {1, xo, x3}

coordenadas locais, g e [ funcdes ndao identicamente nulas definidas em um dominio
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aberto simplismente conezo Q C C, F;: Q@ =R e;: Q —=C, j=1,2,3. Se f eg sao

solugoes do sistema de equagoes:

(OF, . (1 _92)f
0z 2
oF, - ’i(l + 92)f
a%% 5 F
2= fg- I( — ) i (Lt g f (3.4)
af O fP _
la—% —?fﬂ ||2f|—2 1)g
252 + 955 = 5-illgP = 1)

é
Entao, F' = (Fy, Fy, F3) define uma imersao minima conforme em Hs.

%(1 — ) e = %(1 +9°)f e ¢s = fg (como na

equagao (2.13)). Desta forma, temos

oo Ol - )]
0z 0z

Demonstragao. Considere 1, =

Usando (3.3), obtemos

Yothy = 3'(1 +9)faf

P gl
5 gt + 5 gl

logo

Re(wdry = Mg
Re(o1p3) = 5 Re(gi)

= i) +

- '2<g ~1)Im(g)

Re(gi)
Im(g)

9”1/
2
9?1/ 12
2

Portanto a primeira equagao de (3.3) pode ser escrita como

1 20 Of dg _|fI?
5(1— )5— 99 =5 “=—(g> — 1)Im(g)
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As demais equagoes do sistema (3.3) podem ser obtidas de forma andloga. Escre-

vendo as equagoes do sistema (3.3) em funcao de g e f, definidas em (2.12), temos

( a 8 2
%(1 - 92)3—£ = fgﬁ—f] = ﬂ(! > = DIm(g),
< gu v ALy i = ’f W g2 - 1) et (35)
0
12 —f——m (19 - >

Podemos notar também que a terceira equacao do novo sistema é uma combinagao
linear das duas primeiras. Multiplicando a primeira equagao de (3.5) por i e adicio-

nando a segunda, obtemos

9L = L1y 1)~ Re() + itm(9)
= o - 1y7

que é a quarta equagao de (3.4).
Analogamente, multiplicando por i a primeira equacdo de (3.5) e subtraindo a

segunda, obtemos a quinta equacao de (3.4).

g _ Oof P, o
2f£+9£— 9 i(|g] 1)

A terceira equacao de (3.5) pode ser obtida multiplicando a quarta equagao de (3.4)
por —ig e somando com a quinta equacao de (3.4). Logo a quarta e quinta equagoes

de (3.4) sao equivalentes ao sistema (3.5). O

Exemplo 3.1. (Superficie tipo sela) A imersao f: C — Hs dada por

?(u, v) = (—4dau,4Q(v), —8auQ(v)),

onde Q: R — R de classe C*°, define uma superficie minima em Hs. Neste caso,
F ¢ o grdfico da funcao x5 = ST1T2, que € uma superficie tipo sela. De fato,
sejam g e f duas fungoes reais dependendo somente de uma varidvel, isté é g(u,v) =
l(v), e f(u,v) = —2h(v), onde |l e h sdo duas funcgies diferencidveis definidas em

um subconjunto aberto de R. Desta forma de acordo com o exemplo anterior podemos



39

assumir que |g| # 1. Multiplicando a quarta equagao de (3.4) por —i e a quinta equa¢ao

(3.4) por g, temos

8f

(1~ 1aP) 5z =2fa5

Escrevendo a equacao acima em termos de | e h e lembrando que

a% = %(% + i%), obtemos
(1102 = (1 -y in) = i1 - 2w
0z
e
1
2 fg% 2(=2h)15(il') = 20l
logo
(1— 2 = 2l (3.6)
/2 2
Existe uma fungao q(v) tal que h(v) = q+a el(v) =, / r—e ., alguma
q+a q+a

constante a € R de forma que l e h sejam solugoes de (3.6). De fato,

_ 2 /
(1—[2)h,: (1_q a)q/: aq

qta qta

analogamente,

hill = 2q+ )\/m<\/%(q+a)—q/ qz_a2>
- q+a

q+a (q+a)?
_ r———-qqq+a-—qw —a?)
- ( (¢+ a)?\/q*> — a? )
. (ad(g+a)—q(qg—a)lqg+a)
"2< G+ ap )
= 2(qq _q(-:_(‘-;_ a)>

/

2(qq’—-qq'%faq’):: 2aq
¢+a q+a
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Portanto h el assim definidas satisfazem (3.6). Para determinar ¢ usaremos a quarta

equacdo de (3.4). Substituindo os valores acima, temos

2 @

iq = —2(q + a)?
q (q )(q+a P

ou

q = 4da\/q* — a? (3.7)

—
Reescrevendo a tmersao F' do Teorema 3.2 em funcdo de q, obtemos

_(1-G»)H 1 q—a
¢1—T—§(1—q+a)[—2<61+a)] (q—i—a

)[=2(¢ +a)l = —2a

de maneira andloga,

i1+ GHH i q—a iq .
)T g =) = =) — 9
br= M L0 Y atg ) = ()20 + ) = g
Logo
F, = —4dau
F2 = 4Q(U>
onde Q(v) € a funcao primitiva de q(v). Para calcular F3 primeiramente note que
F F
b3 =19 = 5, (L= ) +i (1+6)f = -2V —a® + 4aQ + idaug  (3.8)

Integrando a equagdo (3.7), nds encontramos /q*> — a?> = 4aQ). Substituindo esta

expressio em (3.8), obtemos
O3 = —4a@) + 1daug.

é
Entdo a correspondente imersao F': C — Hs € dado por
(

Fi = —4au
F2 = 4Q(U>

\ Fy; = —8auQ(v)

Seque que a imagem da imersao € o grdafico da funcio x3 = %xlxg, isto €, uma
superficie tipo sela que possue a aplicagio de Gasss de grau 1. De fato, g = 1(v)

depende somente de um parametro.
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Exemplo 3.2. A imersao F:C— Hs dada por
?(u, v) = (p(u) cos(v), p(u)sen(v), cv + b))

onde b,c sao constantes reais e p: R — R € uma funcao C°, é uma superficie minima
em Hs. Neste caso, se ¢ = 0, a imersao € o plano horizontal x3 = b e se ¢ # 0 a
imersao € uma Helicoide. De fato, escrevendo g e f como produto de uma fung¢ao
dependendo de uma varidvel por outra dependendo de uma varidvel diferente, isto €,

g(u,v) = ie®l(u) e f(u,v) = e ®h(u). Ondel e h sao duas fungées diferencidveis
af

0
P = 2f§8_g € equivalente:

definidas em um aberto de R. A equagao (1 — |g|?)

a-L = a-p

% (e—ivh/ + 6—ivh)

1

2
1 2 1, —v

= SO=P)(h+H)e

analogamente,

2f§% = 2[6_i”h(u)][—ie_i”l(u)]%[iewl’ —ie”l] = lh(l' = 1)e"™

desta forma
1 2 N —1 ! ]
S(L= )+ W)e ™ = 1h(l' = D)e”
portanto
1
5(1 — 12)(h +h") =1h(l' =) (3.9)

/ /o
@+ ono PP

=

Entao eziste uma fungdo p(u) tal que | = sao solucoes de

(3.9). De fato,

)
)

Suemmew) = 2y L

pr—p 2 2
N (P//_p)
pPr—p 2
p> — pp’

2
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por outro lado,

YNl

2p'p" —2pp’

T m(p’—p)—(p”—p’) (P)? = (p)?
(p? (p))p p)< (0)2—(p)

(= p)

i =1 = (

|

X

e
|

<

~—
no

b \_/ ~—~

(0 = P2 (2 — (o) )
1pW" —p) =" =P +p)

2 (» = p) '+ p))

1(/)’/)” —pp=p"p + () =+ pp—(p)+ p2)

2

p

(0" = p)(p = p) = (0" = ) () = (p)?) (p)? — (p)2>

(0" = p)
2 _ p//p
2

Usando a quarta equagao de (3.4),

of 1?0 e e
e U -1
= 5 (9" = 1)g
no primeiro membro

Of

1— =

e—iv

—iv ! —iv _Z
(e™™Hh + e ™h) = 5

i /
55 = 5 (h+h')

e no sequndo membro

f 2 _ h2 i ie—iv
o vz = -2 - (e = e

portanto
h+h' = lh2(l2 —1)

FEscrevendo a equacgao acima em termos de p,

P —p

h b =
" 2

além disso

lh2(l2—1) _ ( (pp/,)_;p )(IO ;P) (p/2_pp)
PV () — p?
2
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Concluimos entao que:

portanto

Em outras palavras p € solucao da equagao diferencial actma. Mas podemos escrever

uma equagao equivalente. Para isso, basta notar que (\/(p')? — p?) = % =
p)2=p

L=t Portanto multiplicando p" — p = N2 = 2 por ——L— temos
,0 \/m p p p p (p) p p (p/)2_p2
/ P// —p o /
E assim por integracao chegamos a sequinte equac¢ao equivalnete:
1

(PP =p* =50 +¢c, ceR

Desta forma podemos reescrever a imersao f,

1-g*)f _1 sl F P il =P
_ - (1 v w
6 R
s
= g WHp)+—0~p)
1 , eiv_l_efiv i eiv_efi'u
= 5F (T)‘FQP(T)
1 :
= ép’cos(v)—i-%psen(v)
da mesma forma
i(1+g°)f i wP P il =P
b = WEIN Ll 20yl
2 2 p—p 2
=~ +p)+ =il = p)
1 , eiv_efiv 7 eiv_f_efiv
- S
1 .
= —p’sen(v)—ipcos(v)

2 2
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por integracao obtemos:

Fy = p(u) cos(v)
Fy = p(u)sen(v)

Substituindo Fy, Fy e a equagao diferencial p” — p = pr\/(p')? — p? em ¢3 = fg —
Fy

F
ﬂﬂ -3 f+ zzl(l + g2)f, por integracao teremos:

(

Fi(u,v) = p(u) cos(v)

Fy(u,v) = p(u)sen(v) (3.10)

Fs(u,v) =cv+b
\

onde b e R
De posse da imersao, podemos fazer uma andlise de alguns casos. Se ¢ # 0, o
sistema (3.10) € uma parametrizagdo minima de um helicéide, por outro lado se ¢ = 0,

(3.5) € uma parametriza¢ao minima de um plano horizontal de equagdo xz = b.



Capitulo 4

Superficies Minimas em H? x R

O plano hiperbdlico H? = {(xy,75) € R? : x5 > 0} é um grupo de Lie que possui a
(dx? + dx3)
2

2
como um grupo com relagao a operagao * dada por

seguinte métrica invariante a esquerda gy = . Podemos considerar H? x R

T xy = (11,72, 3) * (Y1, Y2,Y3) = (1172 + 1, ToY2, T3 + Y3)
O grupo H? x R com a operacdo * tem os respectivos elementos neutro e inverso
T 1

=(0,1,0 (= = -
€ (7’) e T (1'2’932’ $3)

A aplicacao translacao a esquerda é dada por:

Lo(y) = v *y = (Y172 + 21, Taya, T3 + Y3)
Assim 27! xy = (— — —, =, —x3+y3). Portanto a diferencial de L,-1 é dada por

T x x
g(dr My gL _ Ty L _ 11

Ty T2 To T2 Ty To
ol ' Ol
d(Ly-1), = 8(23—) a(x—Q) a(x—z)
oy ya ys
I(—x3+y3) O(—x3+ys) O(—x3+y3)
oy Oya ys

45
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1
x

[\

0 0
1

d(L,-)x=1| 0 0

X

)

0

0 1
Através dos vetores e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1), temos

1
— 0 0 1 L
4] 1 To
d(Ly—1).(e1) = 0 — 0 0| = 0
T2
0 0 1 0 0
! 0 0
i) 0 (1)
d<Lx—1)x(e2) == 0 — 0 1 = —_
i) T2
0 0 1 0 0
1 0 0
n 0 0
d(Ly-—1).(e3) = 0 — 0 ol=1o
X2
0 0 1 1 1

Consideramos em T,H? x R, onde e = (0,1,0) é o elemento neutro de Hj, a métrica
candnica, com base ortonormal {eq, ey, e3}, dados por: e; = (1,0,0), es = (0,1,0) e
es = (0,0,1). Estentendo para a métrica invariante a esquerda conforme a se¢ao 1.4,

temos

(ir¢j)a = (d(Le-1)a(e:), d(La1)a(e)))e-

portanto,

1) = (s )e = (AL )afer). (o).
= (55,0,0),(--,0,0)
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go1(2) = graa) = <8i 3%» = {d(Ly)u(er), AL )ale))e
- <<§2,o,o>,<o,§2,o>>
= 0
51(0) = g0s0) = (s pda = (AL ule), AL ales)e
- <<xiz,o,o>,<o,o,1>>
= 0
1) = (g e = (L )alea), L))
= <(07 ! ’0)7(07 = 70))
1
0 0

~—

e = (d(Ly—1)z(e2),d(Ly-1)s(e2))e
= ((0,0,1),(0,0,1))

933(@ = <8_a:3,’ 8_x3

=1

o 0

O3 Oy

~

go3(x) = gsa(x) = ( e = (d(Le-1)a(es), d(Le-1)a(e2))e

= ((0,0,1),0,4-,0)

2
=0
Desta forma podemos escrever a métrica invariante a esquerda como:

dx? + da?
g= % + dai
)

Para encontrarmos uma base de campos de vetores invariantes a esquerda, consi-

deramos a base e, ey, e3 de T.H? x R e d(L,)., daf
T2 0 0 1 T3
d(Lz)e(er) =1 0 x5 0 0ol=1] 0
0O 0 1 0 0
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8
)
(a]
@]
o
(aw]

d(Lx)e(QQ)— 0 x5 O 1 = X2
0 0 1 0 0
zs 0 0 0 0
d(Ly)c(es)=| 0 o 0 0ol=1]o0
0 0 1 1 1

Com os calculos acima concluimos que a base de campos de vetores Ei, Fo, F3 de
T,H? x R dada por

2 0
2 (93:1
i) 8

\ 8353

é uma base invariante a esquerda, e segue da definicao de campos de vetores invariante
a esquerda que esta base é ortonormal.

oF 3 ) w3
F D i Cbza—% = > i Uil

. , 3 , .
Desta maneira nés podemos escrever ¢; = > i1 A;jpj, onde A = (A;;) é a matriz:

ﬁ
Seja F: Q C C — H3 uma imersao e seja ¢ =

i) 0 O
A= 0 z29 O
0 0 1

Desta maneira o Teorema 2.2 assume a seguinte forma

Teorema 4.1. Sejam (H? x R,g) o grupo produto do Plano hiperbdlico H? e a reta

real, com métrica g e {x1,xs,x3} coordenadas locais. Sejam F;: Q C C' — R e
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¢i7¢i: Q_>C, 1=

ﬁ
Entao, F =

Zﬁ—;:f%
30_];23_ 21o
5, — Vs

S it #0
St =0
%—E%:O
%Hw *=0
\ 0z

1,2, 3 solugoes do sistema de equagoes:

(Fy, By, F3) define uma imersao minima conforme em H? x R.

(4.1)

Demonstracdo. A prova desse Teorema segue da demonstracao do Teorema 2.2. Re-

stando verificar a equivaléncia entre a equacao:

e o sistema

Primeiramente precisamos encontrar as constantes da algebra de Lie

obtidas através da expressao: [E;, E;] =

[y, By

5%
82

Zmek—o

jkl

(O
02
Othy
a_
s
\ 0z

+ 3 (Ligt1y) =
+ (L3 ) =
—0

3k C

0

—2g— = —F
x28x1 1

i=1,23.

Z-kjEk, assim

(22 270 ]
x28x1’x28x2
o 0 0 0
2 — — — —
x2[8x17 axz] +x28$1 (232)8.1'2

0 0

~ g ()5 -

c¥

1]7

que sao
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portanto, [Ey, Ey] = —1E1, logo C3, = C%, =0e Cl, = —

0o 0
[En, B3] = [x28_:m’3_x3]
o 0 0 9, 0 0
N [8371 81'3] - an T (1)8.1'3 B 1(9.1’3 (:E2>(9331 =0

como [Ey, B3] = 0, temos C; = C3 = C3, = 0.

g 0
(B, B3] = [$28_952’8_x3]
o 0 0 0 0 0
N [(%2 8a73] e 2@ 2(1)81'3 B 181‘3 (x2)8x2 =0

logo [Fa, E3) =0, e Cyy = C2, = C3, = 0.

Os demais colchetes do tipo [E;, E;] sdo nulos ja que por definigao [E;, E;] = E;F; —
E;E; =0, e como [X,Y] = —[V, X], concluimos que C}; = —C%. Portanto C}, = —1 e
C3, =1, e todas as demais constantes da dlgebra de Lie sdo nulas. As constantes Lf],
sao dadas por Lj; = Cf; — Cly + ci.

Os termos nao nulos sao
L, = Cj—Cy+Ch=-
L%1 = 0121 - 0112 + 0211 =2

logo Li, = —2 e L% =2.

Usando os valores de L1, e L2,, obtemos a equagao (4.1). O

Exemplo 4.1. Se vy for uma func¢ao holomorfa da equacio (4.1), temos que s €
holomorfa e v deve ser identicamente nula. Assim a imersao correspondente € uma

parametrizacao minima do plano vertical x1 = constante.

Outros exemplos podem ser encontrados em [9], ou em [10].



Consideracoes Finais

O estudo de superficies minimas em Hs e H? x R é um assunto que vem sendo
pesquisado a poucos anos, por isso esse trabalho se limitou ao estudo de superficies
minimas nos espacos H? x R e Hj e buscou dar um caminho para estudos em outros
grupos de Lie. A construcao de superficies minimas em grupos de Lie apresentados
durante o texto é uma generalizacao da representacao de Weierstrass de superficies
minimas em R3.

Existem hoje varias pesquisas sendo realizadas, buscando caracterizar superficies
minimas em outros espagos tridimensionais. Por exemplo em [12] foi feito um estudo

de superficies minimas em S? x R.
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